UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
INSTITUTO DE MATEMATICA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA APLICADA

Métodos Analiticos e Computacionais em
Geofisica Nuclear

por

Daniella Machado Schulz

Dissertagao submetida como requisito parcial
para a obtencao do grau de

Mestre em Matemética Aplicada

Profa. Dra. Liliane Basso Barichello
Orientadora

Porto Alegre, 14 de marco de 2014.



i

CIP - CATALOGACAO NA PUBLICACAO

Schulz, Daniella Machado

Métodos Analiticos e Computacionais em Geofisica Nu-
clear / Daniella Machado Schulz.—Porto Alegre: PPGMAp
da UFRGS, 2014.

63 p.: il.

Dissertacao (mestrado) —Universidade Federal do Rio
Grande do Sul, Programa de Pos-Graduacao em Matematica
Aplicada, Porto Alegre, 2014.

Orientadora: Basso Barichello, Liliane

Dissertacao: Matemética Aplicada
Teoria de Transporte, Geofisica Nuclear, Método Nodal, Mé-
todos Iterativo




il

Métodos Analiticos e Computacionais em

(Geofisica Nuclear

por

Daniella Machado Schulz

Dissertacao submetida ao Programa de Pés-Graduacao em Matematica
Aplicada do Instituto de Matematica da Universidade Federal do Rio

Grande do Sul, como requisito parcial para a obtencao do grau de

Mestre em Matematica Aplicada

Linha de Pesquisa: Fendmenos de Transporte
Orientadora: Profa. Dra. Liliane Basso Barichello
Banca examinadora:

Prof. Dr. Luiz Mariano Paes de Carvalho Filho
Departamento de Matemética/UFRJ

Prof. Dr. Renato Machado de Brito
PPGMap/UFRGS

Prof. Dr. Rudnei Dias da Cunha
IM/UFRGS

Dissertagao apresentada e aprovada em
14 de margo de 2014.

Prof. Dra. Maria Cristina Varriale
Coordenadora



v

AGRADECIMENTOS

Nenhuma conquista tem realmente valor se nao temos com quem com-
partilhar nossas alegrias, e dividir nossas dificuldades. Essa etapa concluida teve a
imprescindivel participacao de pessoas muito especiais, sem elas certamente eu nao

teria conseguido.

A Deus, pela vida, e por nos dar uma nova oportunidade a cada dia,

que p6s em meu caminho pessoas maravilhosas e me permitiu chegar até aqui.

Aos meus pais por toda a compreensao, incentivo, apoio emocional
e paciéncia nos dias em que eu nao tinha mais coragem para seguir. Sao os seus

exemplos que me fazem ultrapassar qualquer obstéaculo e conquistar os meus sonhos.

A Eliseu Venites Filho, que entrou no meio dessa viagem e me ajudou
de todas as formas possiveis, que me acalmou a cada dia, teve paciéncia de ler e

reler meu trabalho e esteve sempre ao meu lado.

A professora Dra. Liliane Basso Barichello pela orientacao, confianca e
incentivo durante toda a execucao desse trabalho. Pela oportunidade de aprender

com sua dedicagao, competéncia e experiéncia.

A professora Dra. Sani de Carvalho Rutz da Silva pela insisténcia e

persisténcia em me fazer dar esse passo. Por sempre acreditar em mim.

Aos professores Dr. Renato Machado de Brito e Dr. Rudnei Dias da

Cunha pela colaboracao na elaboracao do trabalho.

As colegas Solange Regina Cromianski e Camila Becker Picoloto pelo

auxilio académico e companheirismo constante.

A Universidade Federal do Rio Grande do Sul, em particular, ao Pro-

grama de Pés Graduacao em Matematica Aplicada.



Ao Programa Petrobras de Desenvolvimento de Recursos Humanos,

PFRH, pelo apoio financeiro.

A todos que contribuiram direta ou indiretamente, para essa realizacao,

os meus sinceros agradecimentos.



vi

Sumario

AGRADECIMENTOS . . . . . . s
LISTA DE FIGURAS . . . . . . . . ... ...
LISTA DE TABELAS . . . . . . . ... ... ... ... .........
LISTA DE SIMBOLOS . . . . . .. .. ... ... ... ... . ......
RESUMO . . . . . ...
ABSTRACT . . . . . .

1 TECNICAS NUCLEARES DE PROSPECCAO . ... ... ...
1.1 Introdugao . ... ... .. . . ... ...
1.2 Perfilagem de pocgos abertos para avaliagao das formagoes . . .

1.3 Técnicas Nucleares de Medigao . . . . . . ... ... ... ....

2 MODELAGEM . . . . . .. e

2.1 Meétodos Deterministicos . . . . . . . . . .. .. ...
3 EQUAQAO DE TRANSPORTE INTEGRO-DIFERENCIAL . .

4 METODO NODAL . . ... ...
4.1 Uma Solugao Explicita para o Problema . . . . . . . . ... ...
4.2 Uma Abordagem Nodal . . ... .. ... .. ... ... ......

4.3 Resultados Numeéricos . . . . . . . . . . . . . ...

5 METODOS ITERATIVOS . ... ...................
5.1 Meétodo Diamond Difference (DD) . . . ... ... ... .....
5.2 Meétodo Degrau . . . . . .. ..o
5.3 Meétodo Degrau Caracteristico (DC) . ... ... ... ... ...

5.4 Resultados Numeéricos . . . . . . . . . . . . ...



vil

6 CONCLUSOES. ...........
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS



Figura 1.1
Figura 4.1
Figura 4.2

Figura 5.1

viil

Lista de Figuras

Modelo de ferramenta para medi¢ao de porosidade . . . . . .. 7
Erro de A* e A conforme valor de ¢ e espessura . . . . .. . .. 39
Erro de B* e B conforme valor de ¢ e espessura (log) . . . . .. 40
Grade Espacial . . . . . . ... o 46



Tabela 4.1

Tabela 4.2

Tabela 4.3

Tabela 4.4

Tabela 4.5

Tabela 4.6

Tabela 5.1
Tabela 5.2
Tabela 5.3
Tabela 5.4

Tabela 5.5

Tabela 5.6

Tabela 5.7

Tabela 5.8

Tabela 5.9

Tabela 5.10

1X

Lista de Tabelas

Valores aproximados (A* e B*) e exatos (A e B) para o albedo e
o fator de transmissao considerando ¢c=0,8 . . . . .. .. ...

Valores aproximados (A* e B*) e exatos (A e B) para o albedo e
o fator de transmissao considerando c=0,2 . . . . . .. .. ..

Valores aproximados (A* e B*) e exatos (A e B) para o albedo e
o fator de transmissao considerando c=0,5 . . . . . . ... ..

Valores aproximados (A* e B*) e exatos (A e B) para o albedo e
o fator de transmissao considerando ¢=0,99 . . .. .. .. ..

Valores de ¢ e da espessura para termos erros aceitaveis do albedo

Valores de ¢ e da espessura para termos erros aceitaveis do fator
de transmissao . . . . . . . ...

Convergéncia do fluxo escalar nos esquemas para p =0,1 . . . .
Convergéncia do fluxo escalar nos esquemas para p =0,4 . . . .
Convergéncia do fluxo escalar nos esquemas para p =0,6 . . . .
Convergéncia dos esquemas para p=0,99 . . . ... ... ...

Convergéncia do fluxo escalar para o esquema iterativo DD para
X =20 . .

Convergéncia do fluxo escalar para o esquema iterativo Degrau
para X =20 . . . ...

Convergéncia do fluxo escalar para o esquema iterativo DC para
X =20 . . .

Convergéncia do fluxo escalar para o esquema iterativo DD para
X =50 . .

Convergéncia do fluxo escalar para o esquema iterativo Degrau
para X =050 . . . ...

Convergéncia do fluxo escalar para o esquema iterativo DC para
X =50 . .

37

38

38

39

41
52
93
o4

25

56

o6

57

o7

58

59



LISTA DE SIMBOLOS

0y
Os

af

N(r,Q, E t)
/l/b(r7 Q7 E7 t)

S(r,Q, E,t)

Vetor direcao

Vetor velocidade

Magnitude da velocidade

Vetor unitario de diregao

Energia

Tempo

Angulo polar

Angulo azimutal

Secao de choque macroscopica

Secao de choque total

Secao de choque de espalhamento

Secao de choque de fissao

Livre caminho médio

Densidade angular

Fluxo angular

Fonte externa

Matriz diagonal com os nés da quadratura
Matriz diagonal com os pesos da quadratura

Solucoes propostas para o sistema de equagoes
diferencias ordinarias



x1

Vetor N x 1 das solugoes propostas para o
sistema de equacoes diferencias ordinarias

Fluxo escalar

Fluxo de radiacao de calor parcial
Operador de fuga e colisao
Operador espalhamento

Razao espectral



x1i

RESUMO

Neste trabalho, um estudo preliminar sobre o uso de técnicas nucleares
na prospeccao e monitoramento de pocos de petroleo é reportado. Em particular, a
modelagem da avaliagao da intensidade de radiagao emitida de fontes nucleares pre-
sentes em sondas usadas para obtencao de dados dos pocos, é discutida. Tal modela-
gem se fundamenta na utilizacao e solucao da equacao de transporte de particulas.
Apesar de o problema ser inerentemente tridimensional, a abordagem do modelo
matematico, uma equacgao integro-diferencial, é muito complexa neste caso. Neste
sentido, um esquema conhecido como nodal, usualmente utilizado no tratamento de
problemas multidimensionais, é aqui investigado para casos unidimensionais. Duas
formas de tratamento do problema unidimensional nodal sao aqui apresentadas:
uma baseada em procedimentos analiticos e outra em procedimentos numéricos que
envolvem esquemas iterativos. Resultados numeéricos sao apresentados e discutidos,

para casos onde solucoes explicitas conhecidas podem ser usadas para comparacao.
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ABSTRACT

In this work, a preliminary study on nuclear techniques applied to the
petroleum industry, is reported. In particular, the evaluation of the radiation inten-
sity emitted from the radiation sources present in nuclear tools is discussed. The
modeling is based on the particle transport equation. Although three-dimensional
cases are the one related to real problems, its solution is of high difficulty, due to
the complexity of the mathematical model, an integro-differential equation. In this
sense, a so-called nodal scheme usually applied to the treatment of multidimensional
problems, is here investigated for the one-dimensional case. Two nodal approaches
are described here: a first one based on analytical techniques and the second one
based on numerical schemes which involve iterative processes. Numerical results are
presented and discussed for problems where explicit solutions are available in the

literature.



1 TECNICAS NUCLEARES DE PROSPECCAO

1.1 Introducao

Na prospeccao e na propria exploragao de um poco de petroleo, utilizam-
se técnicas nucleares de medicao, diretas e indiretas. Estas auxiliam na determinacao
das caracteristicas do subsolo e suas formacoes rochosas, para que se possa avaliar a
ocorréncia de quantidades comerciais dos preciosos insumos energéticos como o 6leo

e 0 gas.

Ao contrario do que muitos pensam, o petréleo nao se encontra nas
profundezas do subsolo em espacos livres para o seu armazenamento. Considerando
algo mais conhecido como um pocgo de agua que é perfurado, o liquido migra de
uma rocha para a coluna do poco, por gravidade ou por diferenca de pressao. A
rocha que contém o liquido (usualmente uma rocha sedimentar, como um arenito
ou uma rocha calcaria), deve ser porosa para que haja fluidez. Ou seja, o fluido esta
armazenado na propria rocha (chamada entdo de rocha reservatorio) que retém o

fluido em seus poros.

O mesmo acontece com o petroleo, apenas que esse € mais viscoso do
que a agua, podendo ter dificuldades para escoar pelos poros da rocha reservatorio
se esses nao formarem uma estrutura adequada. Os poros devem estar interligados
entre si, sem a presenca de sedimentos argilosos que possam interromper o fluxo.
Idealmente, se o volume total poroso estiver preenchido com hidrocarbonetos o reser-
vatorio provavelmente sera comercialmente interessante. Cabe ainda salientar que,
devido as suas géneses a partir de residuos organicos, da profundidade em que se en-
contram e da estratificacao propria dos fluidos, os reservatorios de hidrocarbonetos

contém tanto liquidos como gases.



Assim, é crucial que a rocha reservatorio seja porosa. Entao, as medidas
da porosidade e do contetido da rocha sao importantissimas. Essas medigoes utilizam

técnicas nucleares.

Segundo Badruzzaman [5], técnicas de medigdo nuclear para estudar
meios geologicos foram inicialmente usadas em 1939, e tém desempenhado um papel
fundamental na resolucao de uma vasta gama de problemas geofisicos e de explora-
¢ao mineral. Sondas nucleares contendo fontes de néutrons e fétons e um ou mais
detectores tém sido usadas para caracterizar geologias subterraneas desde a década
de 40 e métodos de transporte de radiacao tém sido usados para simular a resposta

dessas sondas desde os anos 60 [20].

1.2 Perfilagem de pocgos abertos para avaliacao das

formacoes

Denominam-se avaliagoes de formacoes as atividades e estudos que vi-
sam definir em termos qualitativos e quantitativos o potencial de uma jazida petro-
lifera, isto €, a sua capacidade produtiva e valoracao das suas reservas de 6leo e gés
[23]. A principal técnica de avaliagdo baseia-se na perfilagem a poco aberto, Well
Logging (conjunto dos registros das informagoes obtidas ao longo de um pogo aberto
para prospecgao das caracteristicas do solo perfurado), no teste de formagcao a pogo
aberto, nos testes de pressao apos o revestimento do poco e na perfilagem de produ-
¢ao. Perfilagem é uma operacao de registro das caracteristicas fisicas das formagoes
geologicas e dos fluidos presentes nas mesmas condi¢oes mecéanicas do poco, através
de sensores apropriados, cuja resposta ¢ transmitida para a superficie através de
cabos elétricos ou através de LWD (logging while drilling), que é a perfilagem feita

durante a perfuragao.



As técnicas nucleares sao utilizadas no Well Logging. Um estudo geo-
logico e geofisico determina a localizacdo mais adequada de um poco pioneiro. E
nesse poco que sao introduzidas sondas, com diversos sensores, que percorrem toda
a extensao perfurada, colhendo sinais elétricos que traduzem algumas grandezas de
interesse que caracterizam as paredes do subsolo perfurado. Grandezas como argi-
losidade, porosidade, densidade, resistividade, velocidade de propagacao do som e
outras sao medidas direta ou indiretamente. Essa técnica de investigagao das pro-
priedades das camadas perfuradas foi inicialmente utilizada para medir apenas a
condutividade do solo ao longo da perfuragao em 1927, pelos irmaos Schlumberger
e colaboradores em um pogo perfurado na Alsécia [15]. Evoluiu muito ao longo dos

anos com a adi¢ao de novos sensores gradativamente incorporados as novas sondas.

As sondas sao normalmente dispositivos cilindricos de aproximadamente
10 centimetros de didmetro (ou menos), de modo que possam percorrer perfuragoes
de até 15 centimetros de diametro. O comprimento das sondas varia de acordo com
a quantidade de sensores e da eletronica necessaria para coleta e transmissao dos
sinais até a superficie. Algumas composi¢oes podem constituir sondas de até 30

metros de comprimento [15].

Na maioria das aplicagoes as sondas sao introduzidas e recolhidas do
poco por dispositivos mecanicos especiais, acionados a partir de uma estacao de
medigao colocada na superficie (usualmente um veiculo, por exemplo, um caminhao
ou barco), com todo o aparato computacional para aquisi¢do, registro e pré-anélise
das medicoes efetuadas. Também, na maioria das sondas ainda se utilizam longos
cabos elétricos, para alimentacao dos circuitos eletronicos que elas contém e para
transmissao dos dados adquiridos, bem como para os sinais de controle de operagao

das mesmas.

Modernamente, ja existem sondas incorporadas aos cabecotes de perfu-
racao do pogo de modo que algumas informagoes podem ser obtidas imediatamente,

o anteriormente citado LWD. Devido a rotacao do dispositivo de perfuragao, as son-



das sao montadas numa espécie de colar colocado logo acima do sistema perfurante.
A energizacao dos dispositivos presentes na sonda é entao feita por baterias e por
geradores rotativos, ao passo que para transmissao dos sinais relativos as medigoes
empregam-se técnicas inovadoras, como a que utiliza pulsos codificados de pressao
através da camada de lama propiciada pelos residuos das rochas e os fluidos de
perfuragao. Tal técnica permite que se deixe de utilizar os tradicionais cabos elétri-
cos, que nesse caso seriam impossiveis. As velocidades de transmissao sao bastante
reduzidas, devido as baixas frequéncias dos pulsos de pressao, mas mesmo assim,
suficientes para a aplicacdo em funcao das baixissimas velocidades de avancgo da

frente de perfuragao.

As companhias de 6leo usam muitas ferramentas de sondagem no dese-
nho e calibracao de instrumentos nucleares, bem como para determinar a litologia
(estudo especializado em rochas e suas camadas, formagao, idade, coberturas, e
todas as suas alteragdes desde o seu surgimento) e as caracteristicas fluidas de sub-
superficies de formagoes rochosas , segundo Serov, John & Hoogenboom [22], pois
as abordagens de Well Logging descrevem caracteristicas fisicas da formacao das ro-
chas ao redor de um pogo usando varios tipos de instrumentos [24]. Atualmente elas
estao buscando maneiras de melhorar o aproveitamento, assim como tornar nova-
mente ativos, alguns campos petroliferos ja desenvolvidos, isso requer dados precisos
sobre o estado do pogo, como a saturacao do 6leo sobre a superficie circundante do
pogo. Os contornos usados no pogo, geralmente constituidos de ago, nao permitem
o uso de acesso convencional, entao as companhias de exploracao tém desenvolvido
ferramentas nucleares de perfuracao de pocos de petroleo usando fontes de radiacao

de néutrons ou fotons [22].



1.3 Técnicas Nucleares de Medicao

As medidas realizadas pelas sondas utilizadas no Well Logging sao de

natureza elétrica, nuclear e actstica.

As medigoes acusticas referem-se basicamente a determinacao da velo-
cidade de propagacao do som nas rochas. Estas medi¢oes podem auxiliar na deter-
minacao da litologia e da porosidade. Também podem servir para determinacao de

fraturas ou camadas existentes em funcao das reflexdes detectadas.

As medidas de natureza nuclear sao oriundas do uso de fontes de néu-
trons nas sondas que fazem o Well Logging. Essas medidas utilizam raios gama
gerados pela interagao dos néutrons com os elementos constituintes das rochas pro-
ximas e a atenuagao da energia que os proprios néutrons experimentam ao atravessar
camadas de rocha interpostas entre a fonte e os detectores de radiacao. Esses dois
tipos de radiagao penetrante sao os tinicos que conseguem atravessar a capsula pres-
surizada do corpo da sonda e a formacao rochosa préxima, gerando um sinal de

retorno mensuravel nos detectores também localizados na propria sonda.

Primeiramente, as interacoes entre néutrons de alta energia e atomos
de qualquer material mostram claramente uma reducao da energia, quando atomos
de hidrogénio estao presentes na estrutura circundante, devido ao pronunciado es-
palhamento que estes causam. Isto poderia indicar a presenca de hidrocarbonetos
constituintes de 6leo e gés. No entanto, a atenuacao da energia é resultante da
interagao com todos os atomos de hidrogénio presentes, inclusive nos sedimentos

argilosos que podem estar preenchendo os poros existentes.

Em segundo lugar, a interacao de néutrons de alta energia com os
atomos do material constituinte das rochas pode excitar alguns ntcleos, os quais

emitirao raios gama bem caracteristicos. Assim, uma espectroscopia de raios gama



permite a identificagao de elementos presentes nas rochas circundantes. Desta forma

tem-se conhecimento da composi¢ao da rocha reservatorio (matriz).

Existe também variacao na intensidade dos raios gama detectados, em
uncao da estrutura da rocha que os gera, a partir da interagao com os néutrons
f da estrut d h , tir da int t
que nela penetram. Esta variacao estd diretamente relacionada com a porosidade

da rocha.

Cabe ainda ressaltar que a anélise da interacao, entre a rocha e os
néutrons de alta energia, permite a determinacao direta da relacao de atomos de
Carbono e Oxigénio. Desta forma, pode-se inferir a composi¢ao do material organico
(Carbono, Hidrogénio e Oxigénio) presente e sua provavel composi¢do em compara-
¢ao com as proporgoes conhecidas nos fluidos de interesse comercial. Outras medidas
nucleares utilizadas sao as de Ressonancia Nuclear Magnética, que permitem quan-
tificar a presenca de protons livres numa formacgao rochosa. Como estes s6 podem
existir em fluidos, esta ¢ uma medida que auxilia na determinagao da porosidade.
Se houver movimentacao dos fluidos, a mobilidade dos protons pode indicar maior

ou menor viscosidade ou até a migracao do fluido (medida indireta de vazao).

As medidas obtidas nos sensores, ap6s a devida interpretacao sao neces-
sarias para determinar caracteristicas do material circundante do pogo, e a presenca
de 6leo. Para essa interpretacao usam-se bancos de dados onde foram utilizadas
a mesma técnica em uma série de configuragoes de pogos conhecidos, informagoes
de outras ferramentas de sondagem e calculos detalhados de transporte de radiagao

dessas ferramentas e dos ambientes de fundo de pogo [22].

Fontes de néutron Am-Be (Americio-Berilio) s@o rotineiramente usadas
na sondagem nuclear de petréleo hoje, mas essas fontes sao extrememente radio-
ativas por causa da alta intensidade de néutrons necessaria para o método CNL

(Compensated Neutron Logging). Atualmente sao utilizados diferentes tipos de fon-



tes de néutron. Algumas dessas fontes tém maior sensibilidade para mensurar a

porosidade, enquanto outras tém menor erro relativo na sondagem [17].

A divergéncia na sensibilidade entre diferentes fontes de néutrons pode
ser analisada em termos da interagao média de néutrons num caminho livre médio da
formacao, definida como a duracao do comprimento médio que um néutron percorre

antes de ocorrer a absorgao ou espalhamento [17].

Um modelo de equipamento tipico na sondagem nuclear de petroéleo é
apresentado na figura 1.1, a configuragao mostrada descreve uma configuracao tipica

em perfilagem de pogos [22].
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Figura 1.1: Modelo de ferramenta para medicao de porosidade

O proposito de célculos nucleares em sondagem de petrdleo é prever
e ententer os resultados medidos com o méximo de detalhes possivel. Além disso,
os calculos podem ser usados para fornecer ferramentas de resposta onde medidas
padroes nao existem. Consequentemente, corregoes da resposta resultantes de mu-

dancas nas condigoes do poco podem ser modeladas através do calculo preciso de



transporte de radiagao. Esses calculos podem fornecer uma visao detalhada sobre a
resposta da técnica, que é essencial para o novo desenho ou para fornecer técnicas

nucleares [22].

A anélise conjunta dos sinais adquiridos no Well Logging é que vai
permitir uma complementacao das informacoes previamente obtidas pelas analises
sismicas. Nao raro os sinais sao analisados por diferentes especialistas, uma vez que

abrangem diferentes dominios de conhecimento, pela sua prépria natureza.

Apesar de as técnicas nucleares na prospeccao e exploracao do petroleo
serem utilizadas hé& bastante tempo, o refinamento das mesmas é sempre procurado,
para que mais detalhes nas caracteristicas das rochas sejam identificados. Sabe-se
que as medic¢oes nucleares sao de baixa profundidade em relacao as paredes do poco
e as rochas que o circundam. Tal ocorre porque os niveis de energia detectados
resultam de interagoes com as vizinhancas das paredes do pogo e porque tanto as
fontes de néutrons como os detectores estao colocados na propria sonda, afastados

longitudinalmente, e nao radialmente.

De qualquer forma, o posicionamento de fontes e detectores permite um
tratamento matematico bastante simplificado que faz uso de um modelo com geo-
metria cilindrica. A partir das medigoes realizadas, estatisticamente consideradas,
parametros como porosidade, teor de hidrogénio e carbono sao calculados de acordo

com as caracteristicas do ambiente proximo.

Ha, entao, permanente interesse no estudo de algoritmos computacio-
nais de maior eficiéncia e resolucao do que aqueles comumente utilizados, desde que
o modelamento fisico e matematico seja coerente com as fontes de energia e com a

geometria das sondas utilizadas nestas aplicacoes.

Calculos de transporte de radiagao em problemas de sondagem nuclear
de petroleo sao bastante dificeis de realizar. Eles sao inerentemente tridimensionais

e representam meios de penetracao profunda. Resultados de célculos extremamente



precisos sao necessarios para extrair o maximo de informacgoes possivel das medi-
das [22]. Modelagem desses problemas requer técnicas de transporte de radiagao

sofisticadas.

Espera-se, pois, que o desenvolvimento desta dissertacao possa contri-

buir com o avango do conhecimento nesta éarea.
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2 MODELAGEM

Como visto no capitulo anterior, a técnica nuclear do Well Logging é
baseada na estimativa do fluxo de particulas, néutrons ou radiacao. Esse fluxo pode
ser modelado pela equagao do transporte, que é uma equagao integro-diferencial
e o tratamento matematiconao tem solugao analitica para o problema que modela
fendmenos reais, particularmente em geometrias complexas, como é o caso da perfu-
ragao de pocos de petroleo. Nesse sentido, métodos mateméticos e computacionais
tém sido estudados e propostos para otimizar o tratamento desses problemas. Se-
gundo Azmy & Sartori [2], os problemas de sondagem de petroleo estao entre os trés

problemas desafiadores da atualidade, na area das ciéncias nucleares.

Em busca de uma solugao exata para a equacao de transporte, em 1960,
Kenneth Case propos o método de expansao em autofungoes singulares, conhecido
por método de Case, que resolve apenas problemas idealizados utilizando o principio
de separacao de variaveis. Além desse método que resolve problemas simplificados,

existem outras abordagens para solucao da equacao de transporte.

Métodos computacionais para simulacao de técnicas discutidas no ca-
pitulo anterior se baseiam na resolucao da equagao de transporte de Boltzmann,
que tem sido utilizada com sucesso consideravel desde o inicio da década de 60 [10].
Ambos, Monte Carlo (probabilistico) e técnicas deterministicas, tém sido usados na
exploracao de hidrocarboneto. Na exploragao de 6leo e gas, métodos de transporte
radioativo sao usados para obter a calibracao de dispositivos de curvas de medidas

sobre uma variedade de pocos e condi¢oes de formagao.

A equagao de transporte de néutrons é dada por

10y -
;E+Q'V¢+Ut¢—sa (2'1)
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onde a fonte, S, em geral contém um termo externo, um de espalhamento e um de

fissao, e é escrita como

S = Sout + / / oy(r, Y — Q,E — EY(r, ¥, E' t)dYdE' (2.2)
0 47

x(r, B / / vos(x, B (x, ¥, B, 4)dYdE,
0 47

onde ¥ (r, Y, E' t) é fluxo angular definido no espaco fase, r é a posi¢ao onde estéa
sendo feito o balango das particulas, 2 = (0,¢) é o vetor diregdo das particulas
especificado por 6, angulo polar variando entre 0 e 7, e ¢, angulo azimutal variando
entre 0 e 27, I/ é a energia da particula, t ¢ a variavel temporal, o e o7 sao a segao
de choque de espalhamento e fissao, respectivament, o; é a secao de choque total e

a integracao é a Riemann.

Em geofisica nuclear, em geral, precisamos considerar somente proble-

mas de transporte linear, onde as se¢oes de choque sao independentes do fluxo.

Técnicas numeéricas baseadas em aproximacao de difusao para a equacao
(2.1) tém sido usadas em geofisica nuclear desde os anos 60 [5]. Em meados dos anos
70, as métodos de multigrupos, diferencas finitas e ordenadas discretas que resolvem
a equacao de Boltzmann numericamente assumindo o fluxo angular como discreto
na energia, espaco e angulo, e o correspondente método adjunto para resolver a

equagao de transporte adjunta, foram primeiramente usados [10].

A complexidade geométrica em problemas de geofisica nuclear repre-
senta um desafio para qualquer método deterministico. A habilidade do método de
Monte Carlo para melhor manusear esses aspectos e tratar a dependéncia-tempo em
problemas de pulso-fonte tém feito dele o método primério em analise de geofisica
nuclear desde os anos 80, ele modela o transporte de radiacao em meios como um
processo de caminhada aleatoéria. Técnicas de reducao de variacao pode trazer me-

lhoras significativas na eficiéncia e redugao do tempo computacional ao método de
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Monte Carlo. Esse método tem sido usado para gerar ajustes graficos para ferra-

mentas de sondagem sobre uma variedade de pogos e condigdes de formagao [5].

Além dos métodos diretos, outras abordagens também sao citadas na
literatura no tratamento de problemas de interesse em geofisica nuclear, como os

métodos inversos e os dependentes do tempo.

Métodos de Transporte Inverso sao uma classe de métodos que resol-
vem a equacao de Boltzmann inversamente para determinar a se¢ao de choque de
fluxos conhecidos, segundo Badruzzaman [5]. Problemas em geofisica nuclear sao
ditos inversos, no sentido que propriedades de média estao sendo determinadas de
resultados medidos. Embora esses métodos parecam confidveis, é necessario cuidado
ao considerar questoes de unicidade, reconstrugao, construcao e caracterizacao na

ordem desses métodos para que sejam Tuteis.

E complicado resolver essas questoes pelo fato que métodos inversos
sao frequentemente mal condicionados, ou seja, pequenos erros nas medi¢oes podem

resultar em um grande erro inaceitavel na reconstrucao da secao de choque.

Métodos inversos oferecem um potencial para a obtencao de conheci-
mentos sobre os processos envolvidos sem o grande ntimero de calculos ou medigoes
necessarias nas abordagens diretas pela for¢a bruta. Contudo, a técnica é mais
apropriada para problemas simples. Em problemas complexos, onde uma aborda-

gem iterativa é mais desejavel, uma solugao explicita pode ser a estimativa inicial.

No que diz respeito ao tratamento de problemas dependentes do tempo,
as abordagens de momentos finitos foram recentemente mostradas sendo considera-
velmente mais precisas (em problemas unidimensionais) que métodos padrao de

tempo dependente, que podem produzir resultados com grandes erros [5].
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2.1 Métodos Deterministicos

Nos métodos deterministicos, uma formulacao bastante usada na litera-
tura é a de ordenadas discretas (Sy) [13], a ideia principal dessa técnica é substituir
o dominio continuo das variaveis angulares, (0, ¢), por um conjunto de valores dis-
cretos, (0., ¢m), denominados ordenadas discretas. Além disso, o termo integral é
aproximado por um esquema de quadratura [14], com isso transformamos a equa-
¢ao integro-diferencial em um sistema de equagoes diferenciais parciais de primeira
ordem. No caso unidimensional, a formulagao de ordenadas discretas é analoga,
porém, a partir da equagao integro diferencial chegamos em um sistema de equagoes

diferenciais ordinarias de primeira ordem.

Contudo, algumas abordagens em problemas de ordenadas discretas
necessitam de uma malha espacial fina para precisao aceitdvel. Consequentemente,
suas aplicagoes tém geralmente sido limitadas para problemas bidimensionais. Como
as configuracoes geofisicas podem ser tridimensionais, suas geometrias estao apro-
ximadas quando esta técnica é usada, logo, importantes efeitos tridimensionais sao

excluidos, e o modelo construido tem limitada aplicabilidade.

Desenvolvemos o método ordenadas discretas analitico (ADO) que re-
solve de forma analitica o problema unidimensional. Esse método, para problemas
unidimensionais, tem as vantagens de utilizar um esquema de quadratura arbitrario
para determinar as constantes de separagao encontradas na solucao de um problema
de autovalores, mantém solugao analitica no dominio espacial, e resultados numéri-

cos se mostram mais eficientes do ponto de vista computacional [21].

Nos tltimos anos problemas multidimensionais de transporte tém sido
investigados através de metodologias de carater analitico, utilizando aproximagoes
de ordenadas discretas como mostram os trabalhos de Barichello [6], Barichello &
Siewert [8] e Barichello, Cabrera & Prolo Filho |7]. Tais metodologias tém demons-

trado vantagens no ganho de tempo computacional e também por nao necessitarem
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de uma malha espacial fina. O procedimento basico envolvido parte da formulagao
multidimensional original e desenvolve uma formulacao nodal, obtida da integra-
¢ao do problema original e de aproximacoes feitas nas condigoes de contorno. Tal

abordagem reduz o problema ao tratamento de problemas unidimensionais.

Nos casos multidimensionais, conjuntamente com ordenadas discretas,
tem-se usado os métodos nodais, que sao uma classe de técnicas numéricas para
resolver a equagao de Boltzmann [4], onde o dominio espacial é decomposto em
nodos (ou células) com segdes de choque constantes e o fluxo expresso em termos de
um conjunto basico de variaveis espaciais. Esses métodos sao usados para reduzir
a complexidade, uma vez que, apds integracao, o problema torna-se mais simples,

como mostram os trabalhos de Badruzzaman [4], Barros [9] e Azmy |[3].

Neste trabalho pretende-se iniciar o estudo da abordagem nodal a par-
tir de problemas diretos e unidimensionais, para entendimento e comparacao de
performance com problemas cléssicos da literatura, cuja solugao exata pode ser de-
terminada, para tanto no proximo capitulo introduziremos a equacao do transporte

e as simplificacOes necessarias para aplicacao em problemas simples.
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3 EQUACAO DE TRANSPORTE
INTEGRO-DIFERENCIAL

A equagao de Boltzmann foi primeiramente usada na teoria cinética
dos gases. Em 1872, ele derivou essa equacao estudando o movimento dos gases
como particulas. A equagao de transporte é a Equacao Linear de Boltzmann, que
fornece uma descricao qualitativa das distribuicoes espacial, direcional, energética
e temporal das particulas em meios materiais [16]. Essa equagdo representa uma
vasta gama de problemas de transporte, de astrofisica a trafego veicular [4]. Além
desses, é usada para modelar matematicamente varios outros fenémenos da teoria

de transporte [11] [12] [10] [19].

Na Teoria de Transporte, um néutron é considerado uma particula pon-
tual, que compoe o meio material, e pode ser descrita por sua posi¢ao, r, e por sua

velocidade, v. A velocidade pode ser representada por

v =082, (3.1)

onde v(= |v|) é a magnitude da velocidade e €2 é um vetor unitario de dire¢ao.

A modelagem fisica do feno6meno de transporte de néutrons é consti-
tuida da migracao dessas particulas no interior de um meio material com a proba-
bilidade de interacdo com os nucleos dos atomos deste meio. E um fendémeno que
possui importantes aplicagoes, como por exemplo, em reatores nucleares, protecao
radiologica, medicina nuclear com terapia por captura neutréonica pelo boro, agro-

nomia, indudstria com ensaios nao-destrutivos através da neutrongrafia, entre outras

[9]-

A equacao de transporte integro-diferencial descreve o movimento de

cada particula num meio material, isto é¢, podemos saber onde ela esta localizada no
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espaco, que diregao e energia ela tem, isso em cada tempo, o que nos indica o nimero
de variaveis envolvidas. Considerando f(r,€2, E,t), onde f é a fungao distribuigao,
r ¢ o vetor posicao espacial, {2 é o vetor direcao, que associado a F, componente da
energia, gera o vetor velocidade v, que tem uma magnitude v e uma diregao €2, entao
podemos ter 3 variaveis que indicam a posicao, 3 variaveis que indicam a direcao, e

mais uma indicando o tempo, totalizando 7 variaveis.

Essa equacao pode ser deduzida a partir de um balanco de particulas.
Quando vamos localizar a particula, temos um sistema coordenado (z,y, z), nesse
sistema a particula estd em uma posicao que chamamos de r, as particulas que
estao na posicao r podem ter diferentes direcoes, ou diferentes velocidades, entao
a particula que esta na posicao r pode ter uma velocidade v que também pode ser
decomposta em trés componentes, ou pode ser decomposta como um vetor unitario
de direcao, €2, e a magnitude v, logo temos dois sistemas de coordenadas, um da
posicao espacial e outro da direcao e mais a parte temporal, caracterizando o espaco

de fase.

Se o estado atual das particulas é f(r,€2, E,t), alteragoes em qualquer
um dos componentes de f caracteriza mudangas no espago de fase. O espago de fase

¢ o estado atual em termos das componentes de f.

Quando fazemos um balanco de particulas sempre consideramos um ele-
mento infinitesimal, que deve ser feito em todos os sentidos, isto é, pode acontecer
uma variagdo no estado das particulas na posigao, na diregao e/ou no tempo. De-
vemos, portanto, analisar o que acontece em r e em r + dr, onde dr = (dx, dy, dz),
em Q e em Q +dQ, onde d2 é definido em [18], em F e em E+dE eem t e t+dt.
Entao, o que pode influenciar no estado atual das particulas é que elas podem mudar
de estado porque mudaram de posicao, localizacao espacial, ou porque na mesma

posicao mudaram de direcao, de energia ou porque mudou o tempo.
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As particulas utilizadas sao néutrons, que interagem com os ntucleos dos

atomos que compoem o meio. As interagoes entre os néutrons sao desconsideradas.

As principais formas de interacao de néutrons com o meio s@o o espa-
lhamento, que pode ser eléstico ou ineléstico, e a absor¢ao, por captura radioativa ou
por fissao. O espalhamento elastico ocorre quando ha conservagao da energia ciné-
tica total, o espalhamento inelastico quando nao hé conservagao da energia cinética
total, a absorcao por captura radioativa ocorre quando um néutron é absorvido por
um nucleo, que pode gerar a emissao de radiacao eletromagnética na forma de raios
gama, e a fissao ocorre quando um nucleo fissionavel, atingido por um néutron, se

parte em dois fragmentos liberando energia e outros néutrons [16].

A quantificacao dos processos de espalhamento e absor¢ao utiliza o con-

ceito de secao de choque macroscopica, cuja unidade é em ™!

, que é a probabilidade
de interagdo do néutron por unidade de comprimento de sua trajetoria [16] e é
representado por o. O inverso da secao de choque macroscopica é chamado livre
caminho, que é o caminho que a particula vai percorrer sem que aconteca interagao

e é representado por A.

A secao de choque total é definida pela soma de todas as sec¢oes de
choque, e depende da posicao e energia, o que torna o modelo complicado. Para
simplificarmos o modelo, mais adiante, vamos assumir a nao dependéncia em algu-

mas das nossas variaveis.

Existem outros parametros utilizados para definir a equacao do trans-

porte como a secao de choque diferencial, que é dada por

0.1, = QE - E)=0,(r,E)fo(r,Q - QFE — E), (3.2)

e depende da se¢do de choque macroscopica o, (r, E') e da probabilidade de trans-

feréncia f,(r,Q — Q, F' — E)dQdE, que é a probabilidade de um néutron com
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direcao €' e energia E’, ao sofrer reagdo com um ntcleo, cause a emissao de um ou
mais néutrons no intervalo de direc¢oes df2 em torno de €2 e no intevalo de energias
dE em torno de E. A forma como ocorre a reacao e precisa ser normalizada sobre

todas as direcoes e energias finais

/ / folr, ¥ = Q, E' — E)dQdE = 1. (3.3)
EJQ

A probabilidade total é definida através da equacao

ot E)f(r, ¥ = QE - E)=> o,(r, E)fo(r, Q2 - QE - E), (34)

onde a soma discreta no lado direito é sobre todas as reagoes que produzem néutrons

[16].

Seja N(r,€, E,t) a densidade angular, que é o nimero provavel de
néutrons presente num volume dV ao redor de r, que viajam em direcoes d€2 ao
redor de €2 com energias no intervalo dF ao redor de E num instante . Temos que
a taxa de variacao no niimero de néutrons em dV é a taxa de producao de néutrons
menos a taxa de perda de néutrons em dV, a produgao se dé pelas colisdes e/ou por

fonte externa e a perda por colisdes e/ou termo de fuga.

Utilizando v para denotar o moédulo da velocidade do néutron que
possui energia E’ [16], é possivel mostrar que a taxa de producdo de néutron ¢ dada

por

[ foy 00(x, BN f(x, 2 = Q, E' — E)o'N(r,, E', t)dVdE' + S(r,Q, E,t)] dVdQdE
(3.5)
onde o primeiro termo corresponde aos néutrons que, apos colidirem em dV', sao
transferidos de outras diregoes e energias para os intervalos direcionais e energéti-

cos ou entao originam novos néutrons que aparecem nesses intervalos, e o segundo
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termo corresponde aos néutrons produzidos por fontes localizadas no interior do

meio material.

Analogamente, temos que a taxa de perda de néutros em dV é dada

por

[o(r, E)uN(r,Q, E t) + v - VN(r,Q, E, )] dVIQUE, (3.6)

onde o primeiro termo corresponde aos néutrons que deixam os intervalos angulares e
energéticos considerados devido a interagoes em dV' e o segundo termo corresponde &
fuga liquida de néutrons do volume elementar considerado. Como a taxa de variagao

do ntmero provavel de néutrons em dV é dada por

[%N(r, Q. E, t)} AV dQUE, (3.7)

entao o balanco dos ganhos e das perdas resulta em

[/ / o(r, B f(r, Q¥ — Q,FE — E)WN(r, ¥ E t)dQdE" + S(r,Q, E,t)} dVdQdE—

(3.8)
[oy(r, EYoN(r,Q, E,t) + vQ - VN(r,Q, Et)] dVdQdIE = {%N(r, Q, E,t)} dVdQdE,
(3.9)
separando os termos de perda e ganho de néutrons temos
2N(r, Q E t)+oy(r, E)uN(r,Q, E,t) + vQ - VN(r,Q, E,t) = (3.10)

ot
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/ / oy(r, ) f(r, ¥ = Q E' — E)WN(r,, E' )dQVdE'+S(r, Q, E,t). (3.11)
El /

Fazendo vN(r,Q, E,t) = ¥(r,Q, E,t) que é o fluxo angular e possui
unidades de néutrons por unidade de area, por unidade de tempo, por unidade de

angulo so6lido e por unidade de energia, temos

10

;a (I‘, 97E7t) + O't(I‘?E)w(r:QaEv t) +Q- VWLQ,Ea t) =

/ / ou(r, B f(r, Y — Q. E' — B)(r, @, B )dYdE + S(r, Q. B,1) (3.12)

que é a forma mais geral da equacao integro-diferencial do transporte.

Agora considerando o problema em regime estacionario, nao temos a
dependéncia no tempo, ou seja, os néutrons estao em equilibrio em relagao ao tempo,
entao podemos omitir a variavel ¢ na eq.(3.12), assim como o termo com a derivada

parcial em relacao a t. Assim temos

oi(r, EY(r, Q% E)+ Q- Vi(r,Q, F) =

/ / oo(r, B f(r, ¥ — Q. E' — B)(r, @, B)QYdE + S(r. Q. E).  (3.13)
E/ i

Para tratarmos a dependéncia da energia do fluxo dngular de néutrons,
empregamos uma aproximagao de multigrupos. Para isso, dividimos o intervalo de
energia, considerando GG subintervalos chamados de grupos. Queremos que em cada

intervalo (E,, E,_1) a aproximagao tenha a forma
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G
Q- Vi), (r, ) + 04(r)h,(r, ) = Z // 01 (1) [ (v, 2 = Q) (r, Q') dY
+ Sy(r, Q). (3.14)

Depois da divisdo dos grupos deve-se integrar a equagao (3.13), sobre
todas as faixas de energia que definem esses grupos. Considerando g o grupo que
possui as energias no intervalo (Ey, E,_;), integrando a equagdo (3.13) sobre esse

intervalo, temos

Eg_1 Eg_1
/ Q-Vy(r,Q, E)dE + / oi(r, B)Y(r,Q, E)dE =

Eq Eq

Eg_1
/ / / oy(r, B f(r, Q¥ — Q,E' — E)(r,, E')dVdE'dE+
Eg !/ /

/ Y S BVME (3.15)

Eq

Chamamos

by (r, Q) = / " b, Q, B)E, (3.16)

Eq

que sao os fluxos angulares de grupo,

Eg 1

01, (1) (1, 2) = / ou(x, B)ib(r, 2, B)dE (3.17)

Eq

0y (1) fog (1, ¥ — Q)ihy (v, ) =

Eg’—l Ey 1
/ ou(r, B (r, €, E’)/ fr, ¥ = Q, E — E)dEdE,

Eg/ Eg
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SALSD::/EQIS@ALlDdE, (3.18)

Eq

que é a fonte de néutrons no grupo g. Que é a eq. (3.13) no grupo de energia

(Egv Eg—l)-

Consideramos também que o espalhamento é isotropico e fazemos as

consideracoes

coy(r) = o4(r) (3.19)
fmw%m:% (3.20)
Que resulta em
1
Q- Vi(r,Q) + oy (r)(r, Q) = E/4 os(r)(r, Q)dQ + S(r, Q). (3.21)

Para simplificarmos o problema temos que a simetria é azimutal, neste
caso nao ha dependéncia do angulo azimutal ¢. Desconsiderando essa dependéncia,
assumimos a relagao 1 (r, Q) = 1 (r, ) e calculando a integral em d¢ que varia de 0

a 2w, obtemos
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Se pensarmos ainda em geometria unidimensional, fazemos uma apro-
ximagao onde calculamos o fluxo angular apenas ao longo do eixo z, isto é ¥(r, u) =

W¥(z, p), entdo escrevemos

pE o)+ o) = 2 [ vt + s @)

Finalizando, consideramos que a fonte externa é isotropica, isto é, néu-
trons sao gerados no ponto z em todas as diregoes com igual energia e intensidade.
Tratando de problemas unidimensionais é comum fazermos o eixo z coincidir com o

eixo z (abscissas) do sistema de coordenadas. Assim a equagdo (3.23) aparece como

Os

oo, ) + o), ) = 7

(LU) ! /d !/ S 24
Wl 1)y + S (). (3.24)

-1
onde p = cos § é a variavel angular, = é a variavel espacial, ¥ (z, ) é o fluxo angular,
oi(z) e o4(x) sdo, respectivamente, as segoes de choque total e de espalhamento e

S(z) é o termo de fonte externa.

Ainda assim, com todas as simplificagoes adotadas, a resolucao desse
problema ¢é muito complexa, entao existem alguns tratamentos classicos para dis-

cretizar as variaveis espacial e angular.

Um tratamento classico para a variavel angular, é a utilizacao do mé-
todo de ordenadas discretas, citado anteriormente, que foi desenvolvido por Chan-

drasekhar [13] e vem sendo aprimorado e amplamente utilizado desde entdo.

Fazendo uso desse tratamento e considerando que para meios homogé-
neos os parametros de secao de choque, o; e 04, nao dependem da variavel espacial,

a equagao (3.24) pode ser reescrita como
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N
%Zw(x,uk)wk—kS(x), i=1,.,N  (3.25)

k=1

d
Mid—w(% i) + op(w, i) =

x
onde pi e wi sao 0os N nos e pesos arbitrarios do esquema de quadratura escolhido.

A discretizacao da varidvel espacial é feita através de diferentes mé-
todos, alguns exemplos sao o método Diamond Difference, método de malha fina,
Elementos Finitos (Degrau), método de malha média, e Degrau Caracteristico, mé-
todo de malha grossa [9]. A diferenga existente entre os métodos citados, além da
espessura da malha, é como escolhemos os valores médios que serao as equagoes
auxiliares para que o sistema de equagoes seja possivel. Cabe ainda ressaltar que o
método ADO apresenta solucao explicita em termos da variavel espacial para esse

problema.

Seguimos com o estudo de algumas abordagens computacionais e ana-

liticas citadas para o calculo do fluxo de néutrons de acordo com a equagao (3.25).
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4 METODO NODAL

Métodos nodais facilitam a abordagem analitica e melhoram a precisao e
eficiéncia na modelagem computacional, eles consistem em dividir o dominio espacial
em nodos, e resolver um problema médio em cada nodo, com isso temos a reducao
da dimensao do problema, porém nao temos a solu¢ao em cada ponto do intervalo

espacial, apenas uma solu¢ao média [14].

O método de transporte nodal mais desenvolvido na geometria multidi-
mensional utiliza o processo de integragao transversal, primeiramente utilizado nos
métodos nodais na teoria de difusao, para integrar a equacao de transporte sobre
as diregoes espaciais e reduzi-la & uma equacao diferencial em cada faixa espacial.
Cada equagao é entao resolvida e as integrais resultantes sao solucionadas assumindo

certas formas do fluxo dentro dos nos e nos seus contornos [4].

Apesar de todas as aplicagoes que os métodos nodais tém em geometrias
multidimensionais, nos deteremos, neste trabalho, nos problemas onde a geometria
a ser considerada é unidimensional como uma forma preliminar de estudo da equa-
¢ao de transporte. Considerando problemas unidimensionais, podemos ter solugoes

conhecidas de excelente precisao para comparagoes e entendimento do método.

4.1 Uma Solucao Explicita para o Problema

Como deduzido no capitulo anterior, usaremos a formulacao de orde-
nadas discretas analitica (ADO), abordada em [6], onde consideramos a variavel
Optica

T = 0y, (4.1)
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com 7 € [0, 7], as segoes de choque constantes, e sem fonte externa, de forma que

nossa equagao (3.24) pode ser escrita como

(5 (7, p) + (7, 1) = /¢T/~L T (4.2)

onde ¢ = %, € se reescrevermos o termo integral da equagao (4.2), temos

8 1
gt ) +0r) = 5 [ )+ vl =i (4.9
sujeita as condigoes de contorno
¥(0, p) = Fi(p) (4.4)
e
(10, —p) = Fa(p), (4.5)

para p € (0,1]. Entao, derivamos a versao da equagao (4.3) na formulagao de

ordenadas discretas, na forma

i VT ) + 9T ) = § S lprm) +uln )] (46)
k=1
e, =) 2, ) = Zwk (o) +0(r )], (A7)

onde puy € wy sao os N noés e pesos arbltrarlos do esquema de quadratura definido no
semi-dominio [0, 1]. No problema estudado usamos Gauss-Legendre como esquema
de quadratura, de forma que para o aplicarmos no semi dominio fizemos a mudanca
de variaveis

2 = yp + 1, (4.8)

onde y;, sao os nos da quadratura de Gauss-Legendre no intervalo [—1, 1], que séo

mapeados para os nos j; no intervalo [0, 1].

Analogamente, os pesos vy da quadratura de Gauss-Legendre no inter-
valo [—1,1] sdo mapeados para os pesos wy no intervalo [0, 1], corforme a relagao

_ 1
W = §Uk.
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Dado que o termo integral foi aproximado pelo esquema de quadraturas,
as equagoes (4.6) e (4.7) representam um sistema de equagoes diferenciais ordinarias

de primeira ordem. Temos entao que as solugoes para o sistema tém a forma

-7

(T, ) =Y (v, £p)ev (4.9)

substituindo (4.9) em (4.6) e (4.7), temos

d
i~

dr Y(V7 :i:,u1> _'_Y(V :l:/’l’l

(1, £p) + Y (7, Fug)] (4.10)

|Mz

parat=1,...,N.

Simplificando, obtemos

i
(1:F 1/) v, £p;) = Zwk (v, £ux) + Y (v, Frur)] (4.11)

parat=1,...,N.

Introduzindo a notagao matricial, escrevemos as matrizes

M = diag{p1,...in } (4.12)
e
W = diag{ws, ...,wn}, (4.13)
e o vetor de dimensao NV
Y.(v)=Y(v,2m1),....Y (v, £un)) (4.14)

para reescrevermos a equacao (4.11) na forma

1 c
(IN + ;M) Ti(V> = §W [Ti(y> + T$(V)] R (415)
onde In é a matriz identidade N x N.

Agora, definindo os vetores coluna de dimensao N

U=",)+YT_(v) (4.16)
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vV=",(v)-Y_(v), (4.17)

e adicionando as equagoes (4.15), temos

(IN _ %M) T () + (IN + %M) T (0) = OW T () + T ()], (418)

que podemos reescrever como

ou

que reescrevemos como

onde

1110S

obtendo

ou

1
U—--MV = WU (4.19)

1
(In —cW)M MU = ~MV. (4.20)

14

~ 1.~
EX = -V, (4.21)
1%

E=(In—cW)M (4.22)
X = MU (4.23)
Y =MV (4.24)

Executando um processo analogo e subtraindo as equagoes (4.15) tere-

(IN - %M) Y. () - (IN + %M) Y (v) =0, (4.25)
V- %MU =0 (4.26)

M MV = lMU, (4.27)
1%
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que podemos escrever

N 1~
FY = -X (4.28)
v
onde
F=M" (4.29)
Resumindo, das equagoes (4.21) e (4.28), obtemos dois problemas de
autovalores
o 1 4
(FE)X = EX (4.30)
e
N 1~
(EF)Y = Y. (4.31)

onde \ = %

Os problemas de autovalores obtidos aqui sdo de ordem reduzida (a
metade), em compara¢ao com os obtidos nas aproximagoes padrao de ordem N
do método de ordenadas discretas, baseado no esquema de quadratura de dominio

inteiro.
Escolhendo (4.21) para escrever
VEX =Y, (4.32)
se adicionarmos X a ambos os lados da equagao acima, teremos
(IN+VE)X =X +7Y, (4.33)
substituindo (4.23) e (4.24) em (4.33), vemos que
(In + VE)X = M(U + V), (4.34)

e, entao,

(In + v E)X (1) = 2MY, (1)), (4.35)
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tal que

T+(Vj) = %M_I(IN + VjE)X(l/j). (436)

Por outro lado, se subtrairmos X em (4.32)

(-In+VE)X = -X+Y, (4.37)
e substituirmos (4.23) e (4.24) em (4.33),
(In — vE)X = M(V - U), (4.38)
podemos escrever
(In — v E)X(v;) = 2MY _(v;), (4.39)
(&4
1. A
Y (vj) = sM 'In — v E)X(y;)). (4.40)

Da solugao do problema de autovalores (4.30), junto com as solugoes

elementares (4.36) e (4.40), podemos escrever a solugao de (4.2)

\I’i(T) = (¢(T7 i“l)?"‘aw(’r7 :l:,uN)), (441)
na forma
N
= A e(vy)e ™" + B X (vy)e077/] (4.42)
j=1

Finalmente, substituimos (4.42) nas condigoes de contorno (4.4) e (4.5),

para obtermos um sistema linear 2N e determinar as constantes arbitrarias A; e B;,

N
D A () + B _(v)e ™ ] = Fi(p), (4.43)
j=1

M-

(A (vy)e ™ + ByY 4 ()] = Fa(y), (4.44)

1

J



para 4 € (0, 1].
Definindo o fluxo escalar como
1
o(1) = / (T, pW)dy
—1
que é equivalente a relagao
1
o7) = [ i)+ (e~
0

tal que, em termos da solucao de ordenadas discretas, obtemos

o(r) =3

N

=1

Chamando
N

To(vy) =D wi [Y (v, i) + Y (v, —pi)]

i=1

temos

N —(mg=7)
¢(7'> = Z |:Aj€_T/Vj + Bje vi :| T()(I/j, _,Uz)

j=1

E definindo o fluxo de radiacao de calor parcial como

1
qe(r) =7 /0 P(r, £ ) dyd

usando o esquema de quadratura

e em termos da solugao de ordenadas discretas

N N
qe(r) =7 with > [Aje L (vy) + Bjem 0T L ()]
i=1 j=1

Chamando
N

Q+(vj) = Z piwiY (vj, )

=1

(Aje /" + Bje~ (o= Zwi Y (v, i) +Y (vj, =)

] |
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(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)
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temos

N
gt (r)=m Z [Aje*T/”jQi(Vj) + Bjef(TofT)/"ijF(l/j)] : (4.54)
j=1

Usaremos a formulacao de ordenadas discretas analitica desenvolvida
acima para comparar outras referéncias e abordagens numéricas encontradas na
literatura. Esse desenvolvimento ¢ o chamando método de ordenadas discretas ana-
litico (ADO) que tem como caracteristicas usar quadratura numérica arbitraria no
semi intervalo (0, 1] e resolver um problema de autovalores ao invés de solucionar a

equagao caracteristica para terminar v;.

4.2 Uma Abordagem Nodal

De acordo com [8], onde todo o dominio é considerado como um tnico
nodo de tamanho 2a, onde 7 € [—a, a], trabalhamos com a equagao do transporte
(4.2) para determinarmos uma aproximagao para o valor do albedo, que é uma me-
dida relativa a quantidade de radiacao refletida, e para o problema de criticalidade,

para tanto, a equagao (4.2) tem condigoes de contorno dadas por

7vb(_a7 :U’) = F? JIBS (07 1] (455>

Y(a,—pu) =0, pe(0,1]. (4.56)

No problema de criticalidade temos F' = 0 e para um dado valor de ¢
encontramos a semi espessura critica a. Para o problema do albedo, tomamos F' = 1

e calculamos o albedo
1
AT = 2/ Y(—a, —p)pdp (4.57)
0

e o fator de transmissao, que é o fluxo que atravessa o sistema,

1
B* = 2/0 W(a, p)pdp. (4.58)
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Integrando (4.2) e introduzindo a média

O(p) = % /_ ' Y(T, p)dr, (4.59)
encontramos )
2”—& [W(a, ) = (=a, )] + ¢ (p) = g/ﬁ(u’)d/f‘ (4.60)

Considerando a equagao (4.60) para p > 0 e pu < 0 separadamente,

s () = Fl+ (0 = § | T (461)
B+ 5 = B (4.62)
2a 2/,

Introduzindo as aproximacoes

U(a, p) = U(p) (4.63)

Y(—a, —p) = P(—p), (4.64)

b=/ P(u)dyd, (4.65)
temos
(32 +1) Blw) - 2-F - % ~0 (4.66)
e
(L 1) () - % 0, (4.67)

Somando (4.66) e (4.67), temos

(52 +1) @) +P(=n) = 2=F —be = 0. (4.68)

a
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Subtraindo (4.66) de (4.67)

(35 +1) (@) = Blw) + 2-F =0, (4:69)

Igualando (4.68) e (4.69), temos

— 2a 21

2 — bc = F. 4.70
¢(M> 1w+ 2a ¢ uw+2a ( )

Integrando com relagdo a p no intervalo (0, 1)

/Oli(u)dwr /Olﬂ(u)dﬂ — 2abeln <1 _5 2a> =2 ll el <1 ; QGH -

a a

De (4.69), podemos ter a relagao

D) = 0=p) + o F (4.72)

Substituindo (4.72) na segunda integral de (4.71), temos

- e 1+2 14+ 9
/0¢(M)+/0 <¢(_M)+M—f2aF> d,u—2abcln( ;a a):2F {1—2a1n( ;La a)]’

(4.73)

voltando b para a forma integral

Jmlomn(oo )] -omn(ed) oo

A(c,a) /1 (' )dy' = FA(1,a) (4.75)
onde
A(e,a) =1 —2acIn (1 + %) (4.76)

Quando F' = 0, encontramos a condigao critica da placa

1
2acIn <1 + 2—> = 1. (4.77)

a
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Para o problema do albedo e do fator de transmissao tomamos F = 1

e temos de (4.61), (4.62) e (4.65)

L opfam) ~ L9 =% (1.75)
) + ) = (4.79)
= /0 () + (=) dp. (4.80)

Somando (4.78) e (4.79), temos

2up(a, pr) = 2+ 4a [ () +d(—p)] + 208 (—a, —p) = 4abe. (4.81)

Integrando (4.81) com relagao a p no intervalo (0, 1)

2 / (o, w)pdp — 1+ da / (B() + D)) dpu +2 / $(—a, —p)udys = dabe.
(4.82)

Usando (4.57), (4.58) e (4.80) em (4.82), encontramos uma aproximagao

para o fator de transmissao

=

(1,a)

B*=1—A"—4a(1—2¢) ca)
¢, a

(4.83)

=

Faltando agora encontrar o valor de A* para a relacao acima estar

completamente definida, entdo, de (4.78) temos

2u)(a, 1) — 2p + 4ayp () = 2abe. (4.84)

Integrando (4.84) com relagdo a p no intervalo (0, 1)

1 1 1
2 /0 ¥(a, p)pdp — 1+ 2a /0 O(p)dp + 2a /0 O(u)dp = 2abe, (4.85)
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substituindo (4.72) na terceira integral de (4.85) e a relacdo (4.58), temos

a

B*—1+2a /Ol@(u) +h(—p))dp + 2a <1 —2aln (1 ;— 2a>) = 2abc.  (4.86)
Por (4.75) e (4.80),

B* — 1+ 2ab + 2aA(1,a) = 2abc, (4.87)

substituindo (4.79) em (4.87), temos a aproximacado para o valor do albedo

A%(1,a)

A* =2 :
e A(e,a)

(4.88)

Com essas relagoes podemos estimar valores para o albedo e o fator de
transmissao. Para que possamos ter um parametro de comparagao seguimos com os
calculos executados inicialmente, agora fazendo as alteragoes necesséarias para que
T possa variar no intervalo [—a, a] da forma que a equagao (4.54) pode ser escrita

como
N
gE (1) =7 [Ae T QL (1)) + Bie M Qe (vy)] - (4.89)
j=1
com Q4 (v;) dado por (4.53).

Assim podemos aproximar A* por

N

A=23 [4Q-(5) + Bie™ Qu(wy) (4.90)
e B* por
Z [4; < Q. (v) + BQ_(v )] (4.91)

4.3 Resultados Numéricos

Os resultados desse capitulo foram obtidos através de implementacao de

programas em Fortran95, usamos as subroutinas do Lapack DGEEVX e DSTEQR
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para calculos de autovalores e autovetores, DGETRF para fatoracao LU e DGETRS

para resolucao de sistema linear. Calculamos os valores de A* e B*, e comparando

com os valores de A e B, usando N = 50 para diferentes valores de ¢ e a podemos

notar que considerando todo o dominio como um tnico nodo e que as aproximagoes

feitas, (4.63) e (4.64), trazem grandes prejuizos a precisao de (4.83) e (4.88), produ-

zindo erros inaceitaveis, na tabela 4.1 reproduzimos os resultados encontrados em

13]:

Tabela 4.1: Valores aproximados (A* e B*) e exatos (A e B) para o albedo e o fator

de transmissao considerando ¢ =0, 8

2a A* B* A B -4 1-5
0,07 0,0432689 0,929993 0,0477637  0,925022  9,41%  0,54%
0,1 0,0572079 0,905166 0,0649256 0,896574 11,89%  0,96%
0,45 0,139436  0,713315 0,193806  0,648991  28,05%  9,91%
0,5 0,144946 0,694252 0,205616  0,621975  29,51%  11,62%
1,0 0169091 0,555385 0,280152  0,416245  39,64%  33,42%
2,0 0,162832 0,406553 0,327950  0,197270  50,35% 106,09%
50 0,115446 0,231524  0,341680 0,0229218 66,21%  910,06%

Nas tabelas 4.2, 4.3 e 4.4 estendemos os resultados encontrados no

trabalho citado para diferentes valores de c.
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Tabela 4.2: Valores aproximados (A* e B*) e exatos (A e B) para o albedo e o fator

de transmissao considerando ¢ = 0,2

2a A* B* A B 1-4] 1-Z
0,04 0,000621262 0,933758 0,00685248  0,933474  9,34%  0,34%
0,l  0,0121406  0,860089 0,0146016  0,846956  16,85%  1,55%
0,33 0,0213607  0,65844  0,0312185  0,601103  31,58%  9,54%
0,5 00228195 0,572126 0,0371530  0,474323  38,58%  20,61%
1,0 0,0218625 0,408157 0,0439345  0,246269  50,24%  65,74%
2,0 0,0170670  0,260788 0,0460724  0,0727415  62,97%  258,51%
50 0,009555333 0,125633  0,0462647 0,00244614  79,35%  5035,97%

Tabela 4.3: Valores aproximados (A* e B*) e exatos (A e B) para o albedo e o fator

de transmissao considerando ¢ = 0,5

2a A* B* A B -4 1-£
0,05 0,0194483 0,934671 0,0214311  0,931156  9,25%  0,38%
0,1 0,0328324 0,88079 0,0384327 0870438  1457%  1,19%
0,37 0,0649095 0,683331 0,0932575  0,622668  30,40%  9,74%
0,5 0,0700096 0,619316 0,107676  0,534993  34,98%  15,76%
1,0 0,0720499 0,458344 0,134165  0,306709  46,30%  49,44%
2,0 0,0601266 0,303848 0,145085  0,107055  58,56%  183,82%
50 0,0358932 0,151971 0,146541 0,00528758 75,51%  2774,11%
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Tabela 4.4: Valores aproximados (A* e B*) e exatos (A e B) para o albedo e o fator

de transmissao considerando ¢ = 0,99

2a A* B* A B -4 1-Z
0,1 0,075042 0,922982 0,0832930 0,914711 9,92%  0,90%
0,49 0,218137 0,772179 0,266835 0,703442 23.95%  9,77%
0,5 0,220407 0,769713  0,290663 0,699417 24,17%  10,05%
1,0 0,297074 0,683368 0,435962 0,544352 31,86%  25,54%
2,0 0,358962 0,602683 0,588000 0,373347 38,95%  61,43%
50 0,396636 0,512713  0,737507 0,173152 46,22% 196,11%

Percebemos que, no caso da placa, quanto maior a espessura, maior o

erro das medidas e que o erro decresce com o aumento de c. Isso é mais facilmente

visto nas figuras 4.1 e 4.2.

Erro (%)

80 T =02 ——
c=0.5

70 c=0.8 —K—
c=0.99 —

60
50
40
30
2017 7

10 &

espessura da placa, 2a

Figura 4.1: Erro de A* e A conforme valor de ¢ e espessura
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10000: T T T T ‘ c=02 —+—
c=0.5
c=0.8 —X—

1000 ¢ c=0.99

100

Erro (%)

—
o
—T T

0.01 0.1 1 10

espessura da placa, 2a

Figura 4.2: Erro de B* e B conforme valor de ¢ e espessura (log)

Entao, avaliando valores pequenos de ¢, procuramos qual espessura deve

ter a placa para termos um erro menor que 10%, o que vemos nas tabelas 4.5 e 4.6.

Tabela 4.5: Valores de c e da espessura para termos erros aceitaveis do albedo
c 2a Ax A 1—4

0,1 0,04 0,00306529 0,00339758 9,78%
0,09 0,04 0,00275513 0,00305527  9,82%
0,08 0,04 0,00244578 0,00271353  9,87%
0,06 0,04 0,00152259 0,00169172 10,00%
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Tabela 4.6: Valores de ¢ e da espessura para termos erros aceitaveis do fator de

transmissao
.
c 2a Bx B -

0,05 034 0,642044 0,570713 12,50%
0,05 0,3 0,668752 0,606578 10,25%
0,05 0,29 0,675809 0,615972 9,71%

Entao, verificamos que para termos um erro menor que 10% precisamos
ter, para o fator de transmissdo (B*), 0,05 < ¢ < 1 e 2a < 0,29 e para o albedo
(A*), 0,05 < ¢ < 1e2a<0,04. Logo, se queremos uma precisao minima de 10% de

erro temos que dividir nosso dominio em subintervalos com espessura 6ptica maxima

de 0.04.

Todos os métodos nodais convencionais precisam estimar os fluxos nos
contornos como aqui feito nas equagoes (4.55) e (4.56). Em geral tais metodologias
sao associadas com processos iterativos ao longo do dominio. No caso da abordagem
analitica isto nao é necessario, mas fica evidente a importancia da aproximagao

usada, como nas equagoes (4.63) e (4.64).

Assim temos duas abordagem diferentes para resolver um mesmo pro-
blema de transporte, na forma mais simplificada, onde a diferenca entre eles é que
no primeiro as aproximacoes feitas sao apenas a aplicagao de ordenadas discretas e
a quadratura de Gauss-Legendre para o termo integral, o que gera resultados para
qualquer ponto no dominio. Na segunda abordagem usamos aproximagoes nos con-
tornos e trabalhamos com médias, dessa forma nao temos solu¢oes para cada ponto

do dominio, e sim uma solu¢ao média para o problema.
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5 METODOS ITERATIVOS

Em simulagoes de ordenadas discretas de grandes problemas envolvendo
interacao linear entre radiacao e matéria, o problema de interesse é discretizado e o
sistema de equagoes algébricas resultante é resolvido iterativamente [1|. Durante os
ultimos 50 anos, progressos significativos tém sido alcangados no desenvolvimento
de métodos que aceleram a convergéncia iterativa desses problemas. Os progressos

consistem em [1]:

i uma teoria para derivar as estratégias de aceleragao;
ii uma teoria para prever as propriedades de convergéncia das novas estratégias;

iii a implementacao desses conceitos em coédigos computacionais.

Devido ao grande tamanho do sistema, pelas aproximacoes feitas tor-
nando a equagao integro-diferencial em um sistema de equagoes, onde a precisao esté
diretamente ligada com o grau da quadratura e a espessura da malha, métodos dire-
tos para a solugao sao impraticaveis, entao, métodos iterativos se fazem necessarios.

Os melhores métodos iterativos sao os que convergem rapido e incondicionalmente.

O desenvolvimento de esquemas iterativos eficientes para problemas de
ordenadas discretas tem sido interesse de muitos pesquisadores desde o inicio dos
anos 60 [1]. Atualmente, é quase impensavel escrever um codigo Sy de transporte de
particulas de grande escala que nao empregue um método iterativo razoavelmente
eficiente. No entanto, o desenvolvimento de tais métodos nao é simples e dificuldades

significativas permanecem, como [1]:

e A solucao de um problema de transporte de néutrons, como ja vimos,

é uma funcao de sete variaveis livres;
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e A solucao da equacao linear de Boltzmann nao é uma fung¢ao suave das

variaveis espacial e angular;

e Como a equacao linear de Boltzmann se comporta de maneiras diferen-
tes, para regioes diferentes é extremamente dificil encontrar métodos
de discretizacao que sejam precisos sobre essa vasta gama de compor-

tamentos.

Por essas razoes, e por causa do desafio pratico de modelagem de pro-
blemas cada vez mais complexos, com precisao cada vez maior, o desenvolvimento
de métodos de discretizacao avancados para a equacao de transporte tem sido uma
importante area de pequisa. Igualmente importante é o problema de desenvolver
estratégias iterativas eficientes para resolver o sistema algébrico de equacoes discre-

tizadas.

Para tratarmos de problemas mais simples podemos considerar um caso
de transporte de particulas em estado estacionédrio, monoenergético, com espalha-
mento isotropico, fonte fixa e geometria plana, com 0 < x < X, como ¢ o caso da

equagao (3.24), sujeita as condig¢bes de contorno impostas

@0(07 :u) = Fl(;“)? IS (O’ 1] (51)
Y(X,p) = Fa(p),  pel-1,0). (5.2)

A discretizagao das equagoes (3.24), (5.1) e (5.2) introduz complicagoes
significativas no desenvolvimento dos métodos iterativos. Simplificando a notagao,

escrevemos (3.24) definindo

0
L= Hom + o,(z) = operador fuga + colisao, (5.3)

1
g_ US;QJ) / (1)du' = operador espalhamento, (5.4)
-1



44

(z) = S(z). (5.5)
Entao (3.24) pode ser escrita

Lip = S+ q. (5.6)

O esquema iterativo de transporte mais bésico é o chamado Source

Iteration (SI) 1], definido por

LY = sy 4 g 1> 0, (5.7)

onde 1(®) ¢ escolhido pelo usuério. Operacionalmente o esquema SI funciona da

seguinte maneira:

No inicio de cada iteracao, é introduzido uma estimativa inicial para ¢

do fluxo escalar
1

o(x) = [ Y(x, ' )dy (5.8)

-1
no lado direito de (3.24). Usando essa estimativa, (3.24), (5.1) e (5.2) s@o resolvidas

para obter uma estimativa para 1, que é introduzida em (5.8) para obter a nova

estimativa para ¢.

O processo é repetido até satisfazer o critério de convergéncia reque-
rido. Se o sistema tem absorcao significativa ou é opticamente fino, as particulas
geralmente tém historias curtas, e o esquema SI convergiré rapidamente. Contudo,
se o sistema fisico é opticamente largo e com baixa absorcao, isto é, difusivo, entao

a maioria das particulas terao historias longas e o esquema convergira lentamente

[2].

Para avaliar a convergéncia de um esquema usamos o conceito de razao
espectral, p, que é a razao do erro na [-ésima iteragdo com o erro na (I — 1)-ésima

iteragao (para [ grande)
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ot =00

oo o — 9@ D] (5.9)

Uma defini¢ao equivalente permite p ser estimado sem conhecer o limite

da sequéncia de iteracao [2]

o 00 =00

B2 g = g2 (>10)

Um esquema rapidamente convergente terd p < 1, um esquema lenta-
mente convergente tera p < 1, e um esquema nao convergente terd p > 1. Segundo
Azmy & Sartori [2], o esquema SI aplicado para a equagao de transporte para um

grupo em um meio homogéneo infinito tém razao espectral:

o
p = — = ¢ = razao de espalhamento
Ot
Portanto, segundo [2], o esquema SI aplicado a problemas de um grupo

de energia sempre converge. Mas se ¢ é arbitrariamente proximo de 1, isto é, a

probabilidade de absor¢ao é pequena, o esquema convergira lentamente.

Para avaliar os conceitos apresentados, segue-se com uma abordagem
iterativa com discretizacao espacial, onde podemos variar o razao espectral e assim
observarmos o tempo de convergéncia quando o p se aproxima da unidade e o que

pode ocorrer quando o consideramos dominios maiores.

Considerando uma abordagem simplificada, apresentada anteriormente,
temos a equagao do transporte (3.24), seguindo trabalho de Barros [9], comegamos
com a discretizagdo angular utilizando o método Sy, obtendo a equagao (3.25),
onde utilizamos o esquema de quadratura de Gauss-Legendre. Por simplicidade,

chamaremos

¢(x7ﬂi) = 1[11(1')7 (5'11)
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assim nossa equacao é escrita como

os(x)
2

WE

m%%@ﬂwﬁﬁsz Un(@)won + S@), O<z<L. (512

k=1

Depois discretizamos o dominio espacial, utilizando os métodos menci-
onados no capitulo 3. Entao, considerando um dominio unidimensional de compri-
mento L, consideraremos um nodo espacial de espessura h;, os pardmetros oy, o,

constantes e fonte isotropica constante 5.

A abordagem de ordenadas discretas é vélida para qualquer célula ar-

bitraria, entdo, podemos escrever a equagao (5.12) como

N
d USj
pi i) + oy i(e) = o kz; Ui(@)wi + Sj, (5.13)
onde
Tj—172 < T < Tjt1/2, 1=1,..., N. (514)

[lustramos a grade espacial na figura abaixo.

Q, Q Q,

Figura 5.1: Grade Espacial

Usando o teorema de valor médio para integrais

_ 1 b
f:b_wéf@m% (5.15)
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podemos escrever o fluxo angular médio na célula de discretizacao espacial

_ 1 Tj+1/2
%,j = h_/ i/fi,j(m)d% (5.16)
J Tj—1/2
integrando a equagao (5.13) utilizando o operador
1 Tjr1/2
= ()dx, (5.17)
J Jxi_1/2

obtemos as equacoes discretizadas de balanco espacial

N

,ui - O-Sj -

F(¢i,j+l/2 - wz‘,j+1/2) + Utj¢i,j = 7 Z wk,jwk + Sjv (5~18)
J k=1

onde

Vi jr172 = Vi(Tj41/2) (5.19)

Assim, temos 3NV incognitas para a solugao do sistema de N equagoes
(5.18), como as condigoes de contorno nos fornecem mais N equagoes, reduzimos a

quantidade de incognitas para 2N, teremos entao N equacgoes e 2N incognitas.

Para que possamos encontrar uma tnica solu¢ao desse problema, é ne-
cessario que utilizemos N equagoes auxiliares, assim como no capitulo anterior usa-

mos as equagoes (4.63) e (4.64) para solucionarmos o problema, que escrevemos na

forma
— (1 +0i )i 54172 + (1 — 0 391 j-1)2)
¢i,j _ J Jj+1/ 5 jWij—1/ ) (520)
Substituindo (5.20) em (5.18) temos
N
(B = 50— 0) gy + 55D Dugwn + 5
bijrrja = —7, = , (5.21)
s+ 0; ;)
onde

j=1,..,J; i=1,..,—= (u; >0) (5.22)
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e
N
('Zj‘ Y 9”)) bopr + S D S,
¢i,j—1/2 = ot A=l ) (523>
onde
. ) N
ji=dJ..,1 i= (5—%1) s N (p; < 0). (5.24)

O que pode variar nessas equacoes é o valor de 6, esse valor é defi-
nido conforme o método utilizado nos célculos, discutiremos agora os métodos de

discretizacao espacial ja citados.

5.1 Meétodo Diamond Difference (DD)

Considera que o fluxo angular médio em cada nodo é a média aritmética
dos fluxos angulares nas interfaces da célula espacial |9], método trapezoidal. Para

satisfazermos (5.20) tomamos 6, ; = 0, e temos a equagao auxiliar

. Yij_172 + VYijr1)2
ij — 5

<

(5.25)

para finalizar, substituimos o valor de #;; = 0 nas equagoes (5.21) e (5.23) para

termos o esquema iterativo completo.

5.2 Método Degrau

Aproximamos o fluxo angular médio em cada nodo pelo fluxo angular
em uma das interfaces da celula [9]. Para a varredura a direita, aproximamos o
fluxo angular médio pelo fluxo angular na posicao z;, 1, € para a varredura para a

esquerda, aproximamos pelo fluxo na posi¢ao x; Assim, consideramos 6;; = 1

1.
2
para ; > 0 e 6;; = —1 para u; < 0, temos entao as seguintes equacoes auxiliares

Vi ;= Yijr2, pi>0 (5.26)
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Uiy =Vijo1jz, <0, (5.27)
Usando esses valores de 6; ; nas equagoes (5.21) e (5.23) temos o es-

quema iterativo.

5.3 Método Degrau Caracteristico (DC)

Esse método nao apresenta valores constantes para o parameto da equa-
¢ao auxiliar, ele aproxima o termo de espalhamento por uma constante que chama-

remos que ();, podemos escrever (5.12) como

e i(e) + o) = (5:29)

onde

Tt

Multiplicando a equagao (5.28) por eTZI, dividindo por p; e usando a
regra do produto para derivacao temos que
L
Hi

d [wi(x)e(atj /ui)w} — ot /)T . (5.30)

Integrando a equagao acima com relagao a x temos

/ d [@Di(:v)e(‘”i/“i)x/] = 5/ (ot /1)@ ot (5.31)
Tj—1/2 Fi Ti_1/2
e resolvendo as integrais acima obtemos uma expressao geral para o fluxo angular
=0t /1 L =0t /1
¢z($) = 77[11'7]‘_1/26 J Z(I’—I’j_l/g)—'—a— |:]_ — € J Z(l’ - :13]-_1/2) , T € Q] (532)
t
Para definirmos o valor do pardmetro, comecamos com a defini¢ao de

fluxo angular médio no nodo (5.20),e usando o valor de ®,,(z) dado em (5.32),
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chegamos na expressao

— i i i F; _ _ F;
wi’j _ M_ [@Z)J 1/2 N J } [1—6 crt]-/m] +—J. (5.33)

O'tj hj th'tj O'tj

Para avaliar os termos v j_i/2 € 1; j11/2, substituimos x = x;_1/5 e

T = ;112 em (5.32) e encontramos

Vi(xj-1/2) = ij-1/2 (5.34)
(]
—0t; /1 13 —ot, /i
Vilja2) = Yijorjpe "9y + 5 [1 —e hj] : (5.35)
t4

J

Substituindo os valores encontrados acima na equacao (5.20), obtemos

2/~Lz [1 _ e—o't]-hj/#ii| — [1 +e—otjhj/ﬂi:| o |:1 . e—atjhj/#ii| ‘91‘7 (536)
th'tj ’

Multiplicando (5.36) por e hil2mi temos

2 i Ut-hj/2ﬂi
o 2 9

— et/ 2 et /21 + et i/ 2hi eOtili/2mi _ g—otihy/2u
2

hjoy, 2 2 Wi
(5.37)
que pode ser reescrita na forma
214 h; h; h;
Hi dsinh (2979 ) | = cosh | 22 ) — sinh ( 289 0:.j- (5.38)
hjoy, 24 24 2 )
Explicitando w; ; temos
;= coth [ —2 | — L. 5.39
R C 639

Para p; > 0, usamos a propria expressao (5.39), pois na varredura a

direita, os valores de p; sao sempre positivos, como nas tabelas das quadratura de
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Gauss-Legendre. Para p; < 0, precisamos analisar os sinais da equagao (5.39), dado

que os valores tabelados sao sempre positivos. Entao temos

h;oy. h;oy.
cosh ( ]Utj) = cosh < ﬂt’) (5.40)
2k 2| sl
e
h;oy. h;oy.
sinh ( J"tﬁ) = —sinh ( ’U”) (5.41)
244 2| ps]
Entao, reescrevemos a equagao (5.39) como
h'Ut') 2| s
w;; = —coth [ —= | + , ; < 0. 5.42
: () i -
E assim, voltando em (5.21) e (5.23) temos a solugao do sistema itera-
tivo.

Em qualquer um dos métodos podemos definir o fluxo escalar como

o(x) = ) Un(x)wr. (5.43)

IM-

5.4 Resultados Numeéricos

Nesse capitulo, os resultados foram obtidos através de implementacao
de programas em Fortran95, usamos as subroutinas do Lapack DGEEVX e DS-
TEQR para célculos de autovalores e autovetores, DGETRF para fatoracao LU e
DGETRS para resolucao de sistema linear, para todos os resultados apresentados o
tempo computacional nao apresentou diferengas significativas entre os métodos, nao

ultrapassando 2s.

Usando o valor encontrado para o fluxo escalar na equagao (5.43), ob-
servamos a convergéncia de cada método conforme alteramos os valores de p e a
dimensao do sistema. Para o problema com comprimento X = 1, dividindo o do-

minio em 1000 partes, com as condig¢oes de contorno (0,u) = 1 e (X, u) =0
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e N = 20 ntmero de nés do esquema de quadratura de Gauss-Legendre, o, = p
e oy, = 1, verificamos a solucao analitica e o ntimero de iteragoes necessarias na
solugao numérica para que os critérios de parada abaixo, normalmente utilizados na

literatura, sejam atingidos

H—W) w_(l_ﬁii”) < 105 (5.44)
e
[p® — || < 107°, (5.45)
onde consideramos
Pl = rglfalx |pil (5.46)

Temos como resultado os vistos nas tabelas 5.1 - 5.4:

Tabela 5.1: Convergéncia do fluxo escalar nos esquemas para p = 0, 1

método DD DD Degrau  Degrau DC DC Analitico
X 1=6 1=7 1=6 1=7 1=11 1=12
0,0 1,02565  1,02565 1,025652 1,025652 1,02565  1,02565  1,02565
0,1 0,759414 0,759414 0,759937 0,759937 0,759414 0,759414  0,75471
0,2 0,605470 0,605470 0,605929 0,605929 0,605470 0,605470  0,60647
0,3 0,498789 0,498789 0,499173 0,499173 0,498789 0,498789  0,49988
0,4 0,417510 0,417510 0,417850 0,417850 0,417510 0,417510 0,41796
0,5 0,352723 0,352723 0,353032 0,353032 0,352723 0,352723  0,35279
0,6 0,299848 0,299848 0,300132 0,300132 0,299848 0,299848  0,29976
0,7 0,256038 0,256038 0,256298 0,256298 0,256038 0,256038  0,25593
0,8 0,219283 0,219283 0,219520 0,219520 0,219283 0,219283  0,21920
0,9 0,187996 0,187996 0,188210 0,188210 0,187996 0,187996 0,18798
1,0 0,160610 0,160610 0,160807 0,160807 0,160610 0,160610  0.16057



Tabela 5.2: Convergéncia do fluxo escalar nos esquemas para p = 0,4

23

método DD DD Degrau  Degrau DC DC Analitico
X 1=11 1=12 1=11 1=12 1=11 1=12
0,0 1,12128  1,12128  1,12127  1,12127 1,12128 1,12128  1,12129
0,1 0,880396 0,880396 0,880857 0,880858 0,880396 0,880396 0,87599
0,2 0,730244 0,730245 0,730682 0,730683 0,730244 0,730245 0,73076
0,3 0,619946 0,619947 0,620336 0,620336 0,619946 0,619947 0,62071
0,4 0,531912 0,531913 0,532272 0,532272 0,531912 0,531913  0,53220
0,5 0,458780 0,458780 0,459118 0,459118 0,458780 0,458780  0,45H876
0,6 0,396646 0,396646 0,396964 0,396964 0,396646 0,396647 0,39649
0,7 0,342955 0,342956 0,343251 0,343251 0,342955 0,342956  0,34276
0,8 0,295694 0,295694 0,295964 0,295965 0,295694 0,295694  0,29554
0,9 0,252775 0,252775 0,253020 0,253021 0,252775 0,252775  0,25292
1,0 0,210767 0,210767 0,211008 0,211008 0,210767 0,210767 0.21064



Tabela 5.3: Convergéncia do fluxo escalar nos esquemas para p = 0,6

o4

método DD DD Degrau  Degrau DC DC Analitico
X 1=15 1=16 1=15 1=16 1=15 1=16
0,0 1,208793 1,208794 1,208760 1,208760 1,208793 1,208794  1,20881
0,1 0,992385 0,992385 0,992771 0,992771 0,992385 0,992385 0,98841
0,2 0,848807 0,848807 0,849196 0,849196 0,848807 0,848807 0,84901
0,3 0,737951 0,737952 0,738313 0,738314 0,737952 0,737952  0,73846
0,4 0,645753 0,645753 0,646098 0,646099 0,645753 0,645753  0,64592
0,5 0,566240 0,566240 0,566574 0,566574 0,566240 0,566240 0,56615
0,6 0,496172 0,496172 0,496492 0,496492 0,496172 0,496172  0,49597
0,7 0,433312 0,433313 0,433615 0,433615 0,433312 0,433313  0,43306
0,8 0,375677 0,375677 0,375956 0,375956 0,385677 0,385677  0,67550
0,9 0,320703 0,320703 0,320957 0,320958 0,320703 0,320703  0,32106
1,0 0,263101 0,263101 0,263371 0,263371 0,263101 0,263101  0,26291



Tabela 5.4: Convergéncia dos esquemas para p = 0,99

%)

método DD DD Degrau  Degrau DC DC Analitico
X 1=28 1=29 1=28 1=29 1=28 1=29
0,0 1,504317 1,504317 1,504100 1,504101 1,504317 1,504317 1,50453
0,1 1,375553 1,375554 1,375512 1,375512 1,375553 1,375554  1,37370
0,2 1,268714 1,268714 1,268693 1,268694 1,268714 1,268714  1,26863
0,3 1,170242 1,170243 1,170232 1,170232 1,170242 1,170243 1,17040
0,4 1,075412 1,075413 1,075417 1,075418 1,075412 1,075413 1,07549
0,5 0,982225 0,982226 0,982248 0,982249 0,982225 0,982226 0,98221
0,6 0,889484 0,889485 0,889525 0,889526 0,889484 0,889485 0,88937
0,7 0,796025 0,796026 0,796080 0,796081 0,796025 0,796026  0,79584
0,8 0,699979 0,699979 0,700042 0,700043 0,699979 0,699980  0,70003
0,9 0,597000 0,597001 0,597080 0,597081 0,597000 0,597001 0,59868
1,0 0,474681 0,474682 0,474917 0,474917 0,474681 0,474682 0,47444

Percebemos um pequeno aumento no nimero de iteragoes necessarias

para satisfazermos os critérios de convergéncia para o dominio dado. Entao para

avaliarmos melhor a razao de convergéncia mantemos o problema com p = 0,99 e

aumentamos o tamanho do dominio, resultados sao vistos nas tabelas 5.5 - 5.10:
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Tabela 5.5: Convergéncia do fluxo escalar para o esquema iterativo DD para X = 20

X 1=532 1=533 Analitico
0,0 1,817928 1,817928 1,81793
2,0 1,252608 1,252608 1,25251
4,0 0,885055 0,885055 0,88501
6,0 0,624780 0,624780 0,62477
8,0 0,439688 0,439689 0,43970
10,0 0,307474 0,307475 0,30750
12,0 0,212240 0,212241 0,21227
14,0 0,142533 0,142534 0,14257
16,0 8,99708x1072 8,997144x1072 9,0003x10~2
18,0 4,81944x1072  4,81948x1072  4,8218x 1072

20,0 1,00141x1072 1,00142x1072 1,0017x1072

Tabela 5.6: Convergéncia do fluxo escalar para o esquema iterativo Degrau para

X =20
x 1-527 1-528 Analitico
0,0 1,817901 1,817901 1,81793
2,0 1,259801 1,259801 1,25251
40  0,894565 0,894566 0,88501
6,0  0,634587 0,634588 0,62477
8,0  0,448718 0,448719 0,43970
100 0,315217 0,315218 0,30750
12,0 0,218506 0,218507 0,21227
14,0 0,147298 0,147299 0,14257
16,0 9,32838x1072 9,32844x1072 9,0003x 102
18,0 5,01190x1072 5,01194x1072 4,8218x 102
20,0 1,05510x1072 1,05511x1072 1,0017x1072
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Tabela 5.7: Convergéncia do fluxo escalar para o esquema iterativo DC para X = 20

X 1=532 1=533 Analitico
0,0 1,818027 1,818027 1,81793
2,0 1,252929 1,252929 1,25251
4,0 0,885442 0,885443 0,88501
6,0 0,625164 0,625165 0,62477
8,0 0,440033 0,440034 0,43970
10,0 0,307764 0,307765 0,30750
120  0,212470 0,212471 0,21227
14,0 0,142704 0,142705 0,14257
16,0 9,00864x1072 9,00870x1072 9,0003x 102
18,0 4,82584x1072 4,82588x1072 4,8218x1072

20,0 1,00279x1072 1,00279x107% 1,0017x1072

Tabela 5.8: Convergéncia do fluxo escalar para o esquema iterativo DD para X = 50

X

1=1011

1=1012

Analitico

0,0
5,0
10,0
15,0
20,0
25,0
30,0
35,0
40,0
45,0
50,0

1,81818
0,746682
0,315150
0,133017

5,61417x1072

2,36926x 102

9,99291 x 1073

4,20187x1073

1,73685x 1073

6,46984x10~*

5,65622x10~°

1,81818
0,746682
0,315150
0,133017

5,61417x 102

2,36926x 102

9,99293x 10~3

4,20189% 1073

1,73686x 103

6,46989x 104

5,65628x 105

1,8181
0,7466
0,3151
0,1330

5,613x1072
2,369x 1072

9,993 103

4,202x1073

1,7376x 1073

6,474x 1074

5,660x107°
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Tabela 5.9: Convergéncia do fluxo escalar para o esquema iterativo Degrau para

X =50

X

1-986

1=987

Analitico

0,0
5,0
10,0
15,0
20,0
25,0
30,0
35,0
40,0
45,0
50,0

1,81818
0,771704
0,336042
0,146334

6,37210x 102

2,77431x 1072

1,20703% 1072

5,23272x 1073

2,22591x 1073

8,49064x 10~

7,75304x10~°

1,81818
0,771704
0,336042
0,146334

6,37210% 1072

2.77431x 1072

1,20703x 102

5,23274x 1073

2225021073

8,49072x 104

775312107

1,8181
0,7466
0,3151
0,1330

5,613x1072
2,369x1072

9,993x 103

4,202x1073

1,7376x1073

6,474x 1074

5,660x107°
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Tabela 5.10: Convergéncia do fluxo escalar para o esquema iterativo DC para X =

50
X 1=1015 1=1016 Analitico
0,0 1,818790 1,818790 1,8181
5,0 0,749162 0,749162 0,7466
10,0 0,317104 0,317104 0,3151
15,0 0,134226 0,134226 0,1330
20,0 5,68146x1072 5,68146x1072 5,613x1072
25,0 2,40453x1072 2,40453x1072  2,369x 1072
30,0 1,01705x1072 1,01705x1072  9,993x1073
35,0 4,28848x107% 4,28850x107%  4,202x1073
40,0 1,77718x1073  1,77719x1073 1,7376x1073
45,0 6,63238x107% 6,63244x107*  6,474x10~*
50,0 5,80267x107° 5,80273x107° 5,660x107°

Analisando os trés métodos: Diamond Difference, Degrau e Degrau

Caracteristico, encontrados em Barros [9] e Domingues [14], é possivel notar que
quando o razao espectral se aproxima de 1, o nimero de iteracoes necessarias para
que o esquema atinja os critérios de convergéncia cresce significativamente. Em
comparagao com o método analitico vemos que os resultados sao mais proximos em

dominios menores.
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho esquemas nodais foram desenvolvidos para o tratamento
de problemas unidimensionais de transporte de particulas, com aplicacao em geo-
fisica nuclear. Em tais esquemas, baseados na definicao de grandezas médias, a
complexidade do modelo matematico da equagao de transporte é reduzida pela defi-
nicao de um processo de integracao. Devido a tal processo de integracao, incognitas
adicionais, relacionadas com fluxos desconhecidos nas fronteiras do dominio de inte-
gracao sao introduzidas e equacoes auxiliares sao necessarias para seu tratamento.
No caso da abordagem analitica aqui proposta, o dominio de integracao pode ser
o mesmo de definicao do problema. No caso dos métodos numéricos, o dominio é
dividido em nodos. Para ambos os casos foram usadas diferentes aproximacgoes para
os termos desconhecidos relativos a fluxos nas fronteiras e tais propostas resultaram
em diferencas na performance do esquema. Em ambos os casos também se verificou
que estas aproximacoes podem gerar resultados incorretos ao problema. Contudo,

no caso das técnicas analiticas, em geral, processos iterativos sao dispensados.
Com base no estudo aqui iniciado alguns toépicos devem ser investigados
em maiores detalhes na continuidade desta pesquisa:
(i) implementagao do caso bidimensional;

(ii) proposta de novas equagoes auxiliares associadas com os esquemas no-

dais para casos bidimensionais;

(ili) associagao das técnicas analiticas com esquemas iterativos para proble-

mas multidimensionais;

(iv) utilizacdo de tais técnicas para problemas dependentes do tempo, de

interesse particular em problemas de geofisica nuclear.
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