
MINISTÉRIO DA EDucAçÃo 

UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SuL 

PROGRAMA DE PÓs-GRADUAÇÃO EM ENGENHARIA MECÂNICA 

SIMULAÇÃo DE EscoAMENTOS INCOMPRESSÍVEIS NÃo-IsoTÉRMicos 

PELO MtTODO DE ELEMENTOS FINITOS COM FUNÇÃO DE PENAUDADE 

POR 

CARLOS FREDERICO LANGE 

DISSERTAçÃO PARA 0eTENÇÃO DO TÍTULO DE 

MESTRE EM ENGENHARIA 

PORTO ÂLEGRE 

1992 



SIMULAÇÃo DE EscoAMENTos INCOMPRESSÍVEIS NÃo-IsoTÉRMICOS 

PELO MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS COM FUNÇÃO DE PENALIDADE 

POr'" 

Ca..-los F..-ede..-ico Lange 

Engenhei~o Mecânico 

Disse..-tação submetida ao Co..-po Docente do P..-og..-ama de 

Pós-Graduação em Engenharia Mecânica , PROMEC, da Escola de 

Engenha..-ia da Unive..-sidade Federal do Ri o Grande do Sul, como 

pa..-te dos ..-equisitos necessá..-ios para a obtenção do Titulo de 

Mestre em Engenha..-ia 

A..-ea de Concent..-ação: Fenômenos de T..-anspo..-te 

Ap..-ovada por : 

P..-of. D..-. Armando Miguel Awruch (Orientado..- ) 

P..-of. D..- . João Luiz Filgueiras de Azevedo (IAE/CTA) 

Prof. Dr . Sé..-gio Viçosa Molle..- (PROMEC/UFRGS) 

Sé..-gio Viçosa Moller 

Coo..-denador do PROMEC 

Po..-to Aleg..-e, 31 de julho de 1992 



UThe newcomer to computational fluid dynami cs 

is forewarned: in t his field there is at least 

as much artistry as science." 

Patrick J . Roache 
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- Ao Deus Eterno , o Deus da Biblia, 

criador do céu e da terra . 
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RESUMO 

Foi elaborado um programa para a simulação de 

escoamentos ' incompressiveis tran sientes laminares com ou sem 

tr•n-7grênci~ de c~lor_ O p~o9r~ma foi b~seado n~ formu l ~~~o 

variaciona l das equações de Navier-Stokes com o emprego da função 

de penalidade. Para a discretização espacial das equações 

variacionais foi empregado o método de elementos finitos com 

integração reduzida seletiva do termo de penalidade . O programa é 

capaz de simular escoamentos em dominios bidimensionais 

multiplamente conexos e de geometria complexa. Para a 

discretização no tempo foi implementado um esquema genérico que 

possibilita a opção do método a ser utilizado, do implicito ao 

totalmente explicito. O programa, destinado à simulação de 

escoament~transientes, pode também ser empregado para a obtenção 

de soluções de regime perman ente, segundo a técnica de avanço no 

tempo. É feita uma análise das caracteristicas e limitações do 

programa baseada na simulação de dois problemas-tipo: o 

escoamento não-isotérmico em cavidade e o escoamento aberto em 

torno de um cilindro. 
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ASSTRACT 

A simulation program has been elaborated for lamin ar 

incompressible transient flows including or not heat transfer. 

Thg prog~aM w~s b~sed i n the v~ri~tional fn~mlll~~inn n f thP 

Navier-Stokes equ a tio n s emp l oying the pena l ty function . As for 

the s pacial d iscretization of the variational equations it was 

employed the finite e l ement method with selective reduced· 

integration of the penalty term. The program is capable of 

simulating flows in multiply connected bidimensional domains with 

comp l ex geometry. For time discretization it was outlined a 

gen eral scheme that makes possible to c hoose the method from 

implicit to totally explicit. Although the program was designed 

for transient flows simulation, it may also be used to attain the 

steady state solution using the time marching technic. Analysis 

of the characteristics and limitations of the program is based 

upon t he simulation of two standard problems: the non- isothermal 

cavity flow and the open flow past a cilinder . 
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1 - INTRODUçÃO 

1.1 - A ABORDAGEM NuMÉRICA NA MECÂNICA DOS FLUIDOS 

CUI1 rur·mt::' rt=lc:ttd. Schli chting (36)' a.o f inal do "=:>écul o 

passado, os estudiosos e pesquisadores da Mecânica dos Fluidos 

dividiam-se em dois grandes grupos. De um lado, havia aqueles que 

buscavam descrever o comportamento de um fl uido através da 

solu ção analitica das equações que regem o movimento dos fluidos. 

As equações completas de Navier-Stokes, no entanto, apresentam 

sérios obstáculos a este caminho, devido à sua comp l exidade 

matemática , o que limitava o tratamen to aos casos de escoamen to 

mais simples, principa lmente os inviscidos ( equação de Euler) . 

Esta limitação fazia com que o tratamento teórico fa lhasse em 

descrever fenômenos fundamentais da mecânica dos fluidos em 

e ngenharia, tais como a perda de carga em escoamentos confinados 

e a força de arrasto sobre um corpo imerso em movimento. De 

encontro a essa n ecessidade, outro grupo de pesquisadores 

desenvolveu uma abordagem fortemente empirica destes fenômenos, 

baseada na prática acumulada em inúmeros experimentos. Em 1904, 

Prandtl apresentou pela primeira vez sua "teoria da camada 

l imite'' e l ogrou, através de l a, unificar o t r abalho destes dois 

ramos da pesquisa na mecâni ca dos fluidos. A partir de então, foi 

possivel tratar matematicamente as equações que realmente 

descreviam o fenômeno fisico, pelo menos nos casos de escoamento 

laminar incompressi vel, obtendo resultados que se verificavam nos 

experimentos. Foi também Prandtl, com sua "teoria do comprimento 

de mistura•• (19251, Que deu o impu l ~o iniriA l A Abord~Qem t e6rica 

dos escoamentos turbulentos. 

Apesar da conciliação, iniciada por Prandt l e seus 
colaboradores, os dois tipos de abordagem continuaram a 

distingui r os pesquisadores em ''teóricos '' e "experimentais''. 

1 
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Aqueles que preferiam a abordagem te6rica buscavam soluções 

analiticas para diversos problemas de escoamento que permitissem 

avaliar o comportamento fisico do fluido através de instrumentos 

matemáticos e até a predizer situações ainda não demonstradas 

experimentalmente. Esta abordagem, no entanto, enfrenta até hoje 

grandes dificuldades no tratamento de casos mais complexos de 

escoamento, seja devido à geometria complexa dos dominios, seja 

devido às características matemáticas das equações que descrevem 

o fenOmeno. Ocorre que, na prática da engenharia, os problemas 

mais sérios e, às vezes , mais importantes costumam ser também os 

mais complexos. Por outro lado, os pesquisadores que se 

concentr-aram na abo.rdagem experimental têm contribui do 

enormemente para o avanço do conhecimento cientifico. Com a 

utilização de parâmetros adimensionais para a descrição de 

experimentos, tornou-se possivel comparar escoamentos em dominios 

com diferentes dimensões, envolvendo fluidos com propriedades 

fisicas diferentes. Os resultados de uma série de experimentos 

podem assim ser aproveitados em um espectro mais amplo de 

situações práticas enfrentadas na engenharia de fluidos. O avanço 

tecnol6gico recente nos instrumentos de análise experimental de 

escoamentos tem possibilitado u~a grande redução na margem de 

erro dos resultados e simultaneamente um aumento na freqüência e 

uma diminuição no intervalo de espaço das medições. No entanto, o 

estudo experimental continua apresentando um custo muito elevado. 

A parametrização dos resultados não permite o aproveitamento dos 

mesmos para geometrias de forma diversa e justamente esta costuma 

ser um importante, senão o principal, fator de ajuste num proj e to 

de engenharia . 

No inicio deste século, começou a germinar um terceiro 

tipo de abordagem dos problemas fisicos, em particular , da 

mecâni ca dos fluidos. Roache (35) elege o trabalho de 

Richardson"' apresentado em 1910, na "Royal Society" de Londres, 

"'RICHARDSON, L . F . The appro~imate arithmetical 
finite differences of physical problems involving 
equations, with an application to the stresses in a 
Transactions of the Royal Society of London, Series 

solution by 
differential 

Masonry 
A , v. 

dam. 
210, 
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como a ped ra fundame n ta l da análise numérica moder n a de equações 

diferenciai s parciais . Mas, ainda segundo Roache [35), some nte em 

1933 surge a primeira aplicaç~o de métodos numéricos a um 

problema de escoamento de um fluido viscoso (Thom0 ) . Na década 

d e 60, a mecânica dos fluidos computacional adquire sua 

maturidade e caracteri~a-se como uma discipl ina distinta, 

diferente das abordage ns teórica e experimental, mas complementar 

e inte~dependen te em relação a elas4 

O e mprego de mé todos numéricos permi te r esolver 

problemas compl exos de escoamen to, para os quais não há sol ução 

analítica. Também permi te variar com relativa fac ilidade a 

geometria , os parâmetros e a s condições do p r oblema com um minimo 

d e custo adicional. O desenvolvimento v e rtiginoso dos recursos 

computacionais tem estendido o campo de aplicação dos métodos 

numéricos a problemas que e x igem enorme capacidade de 

armazen amen to e e levada velocidade de processamen to. Os próprios 

algoritmos numéricos tém e vol uido no sentido de s imularem com 

maior precisão e menor custo um espectro cada ve~ mai s amplo d e 

tipos de escoamento. 

12 CoMPA RAÇÃO 00 MÉTODO OOS ELEMENTOS FINITOS 

COM OUTRAS TÉCNICAS OE DtSCRETIZAçÃO 

Com o crescimento do emprego de métodos numéricos na 

mecâni ca dos fluidos, s urgi ram muitas técnicas de discretização e 

resolução das equações governantes ,as quais podem ser agrupadas 

sobre duas grandes bases : o método de diferenças finitas e o 

método dos elementos finitos. 

Até a década d e 70, as técnicas baseadas no método de 

d i ferenças finitas (ou vol u mes finito s ) predominavam nas análises 

p .307-357, 1910 . 
b THOM, A. The flow past c ircular c y linders a t 

Proceedi ngs of the Royal Society o~ London, Series 
p.651-666 , 1933. 

low speeds. 
A, v. 141, 
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numéricas de escoamentos . Segundo Gresho [16), as razões desta 

predominAn cia eram a maior simplicidade de programação do método 

e o baixo custo em tempo e memória, d e vido à opção pelos 

processos iter""ati.vos de solu.y.S.o dos s.isttomst.~ u~ -=--~uoçOt:?-:. 

discretizadas e ao de~acopl amento do cá l cu lo das componen tes da 

velocidade e d a pressão . No entanto, l embra S haw (38], sérias 

limitaçõe~ sempre acompanharam as aplicações de a lgoritmos 

baseados n este método, como, por exemplo, a exigência de dom1nios 

com geometrias regulares e a dificulda de de imposição d e 

cond içõe~ de contorno complexas. Com o e mpr ego de coordenadas 

curvil1neas generalizadas aliada s a malhas ajus tadas ao contorno 

tém-se amenizado o primeiro problema , ainda que subsista a 

exigência de certa regul aridade e permaneça a i mpossibi l i dade de 

discret ização de certos dominios de geometrias mais complexas . 

O emprego do método dos el ementos fi n i tos na simulação 

de escoamentos começou a adQuirir expressão no inicio dos anos 

70. Os programas desenvolvidos com base neste método , no entanto , 

apresentavam nitida desvan tagem, em t ermos de tempo e memória, em 

relação aos demais, por optarem pel a resoluç ão acoplada das 

componentes de ve locidade e da pressão e pe l o uso de métodos 

di retos d e solução dos sistemas de e quações discreti2adas. 

Á medida Que os esforços de desenvolvimento de 

algoritmos mais apropriados se foram intensificando, o 

desacoplamento das equações e o emprego de métodos iterativos de 

solução de sistemas de equações pe rmi tiu o aumento de eficiência 

dos programas e o mel hor aproveitamento das vantagens oferecidas 

pelo métodc de elementos finitos. Conforme lembram Zienkiewicz et 

a l . (40) , algumas vantage ns inerentes à formulação do método d e 

elementos finitos são a possibil i dade de lidar com geome trias 

complexas que exigem malhas irregulares e a facilidade de 

incorporar condições de contorno comp l exas, especialmente do tipo 

Neumann. O método de elementos fin itos trata ainda, sem 

problemas, dominios multipl ame nte conexos e, mAi~ r~cent&mGnte , 

tem sido e mpregado nos casos que e xigem adaptação e ref i n a mento 

da malha de discretização durante o processo de simulação. Como 
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desvantagem inerente ao método, pode-se citar o fato de que , em 

fenômenos transientes, não se pode obter uma forma explicita 

natural , quando o mesmo é usado na sua forma consistente, pois 

sempre haverá uma matriz n~o diagonal ( a matriz de massa) a ser 

invertida. Pode-se, entretanto, usar o expediente de concentrar a 

massa na diagonal principal da matriz, embora isto acarrete , por 

vezes, a diminuição da precisão . 

Conforme Reddy (31}, ··na aproximação de uma equação 

diferencial por diferenças fin i~as, os termos de derivadas são 

substituidos por quocientes de diferenças que envolvem valores da 

solução nos pontos da malha discreta que representa o dominio. As 

equações discretizadas resultantes , após a imposição das 

condições de contorno, são r esolvidas para os valores da solução 

noa pontos da malha. Apesar de ser simples em seu conceito, o 

método de dif.erenças finitas apresenta diversas desvantagens . 

Entre elas, as principais são : a imprecisão no valor das 

derivadas da solução aproximada; dificuldade na imposição de 

condições de contorno em contornos não retos; d i ficuldade de 

representar com precisão dominios de geometria complexa.·· 

Ainda segundo Reddy (31), ··o método dos elementos 

finitos baseia-se na forma variaciona l equivalente das equações 

diferenciais . O dominio , que pode ser geometricamente complexo, é 

dividido em um conjunto de subdominios de geometria simples, 

chamados elementos fin itos . A solução é aprox imada por uma 

combinação linear de funções interpoladoras constituidas de 

polinômios algébricos, de fáci l derivação e i ntegração" , que 

descrevem a mesma dentro de cada elemento . 

Apesar de suas concepções serem totalmente diversas, os 

métodos de diferenças f i nitas e de elementos finitos guardam e m 

sua forma final muitas semelhanças, chegando a apresentar a forma 

do sistema final discretizado, em alguns casos, totalmente 

idêntica , como mostra Chung (10] . Este ainda observa que os 

pesquisadores se divididem entre os que preferem um método e os 

que preferem o outro , havendo em ambos vantagens e desvantagens. 



ó 

finitos, 

No pr~s~nt~ trabalho optou-s~ p~lo método dos elementos 

l e vando-se em conta as ~xp~riências ant@riores no 

desenvolvim~n to d e métodos numéricos e m ~ng~nharia nos Cursos d e 

Pós-Graduação da Escola de Enger.haria da UFRGS . 

1.3 - A F uNçÃO DE PENALIDADE NO MÉTODO DE 

ELEMEN TOS FINITOS 

As primeiras aplicações do método d~ ~lementos finitos 

na solução de escoamentos viscosos e incompressiveis empregavam a 

técnica de resolve r o sistema de ~quações acoplado das variáv~is 

primitivas : v~locidade e pressãc. Tal técn ica envolve a soluç ão 

de um siste ma d e e quações da grandes d imen sões e com eleme ntos 

nulos na d i agonal pri n ci pal , tendo , portan to, um custo de m~m6ria 

de armazen am~nto e de tempo de ~rocessam~n to muito elevado . 

O g rando mérito do m~todo d~ +unçao de pen~lidade é 

reduzir o probl e ma a ser resolvido . A e quação da conservação d a 

massa é encarada como uma restrição impo s ta ao problema e é 

repres~ntada por um termo de penalidad~ que substitui o gradie nte 

de pressão nas equações de conservação da quantidade de 

movimento . A pressão assim é retirada d o sistema e o probl e ma 

reduz-se a o cál culo das componentes de vel o cidade através das 

equações da conservação da quantid a de de movimento . Evi ta-se 

ainda as d ificu ldades que 

condições de con torno em 

envolvem 

sistemas 

a a pl i caç ã o 

que v isam à 

ad~quada 

obtenção 

das 

d a 

pressão(l7]. Esta é calculada a post eriori d i retamente a partir 

do campo de ve loc idades . 

Segundo Reddy (32], a alterna tiva de empr@gar o método 

da função de pe nalidade no cálculo de escoam~ntos por ~lementos 

finitos foi apresentada pela 

1973. O mé t odo da funç~o 

primeira vez por 

d~ pena l i dade já 

ZiEmkiewicz em 

e ra, à. época , 

largam~nt~ e mpregad o ~m p r ogramação mat~máti ca e no cálcu l o d~ 

otimizaç ã o. Mas o s~u u so em probl emas de engenharia era i mpe d i do 
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até então por duas ra4ões principais: (i) a técn ica era empregada 

em conecção com os métodos variacionais do tipo Rayleigh-Ritz, 

que não podem ser ap li cados a equações não auto-adjuntas (como as 

de Navier-Stokes) e exigem uma esco lha artesana l das funções 

interpoladoras, de acordo com o dominio e 

contorno, ou seja, que não pode ser 

com as condições 

automatizada; ( ii) 

de 

em 

aplicações práticas do método da função de pena lidade, os termos 

de penalidad~ exigem uma escol ha apropriada das funções 

interpo ladoras ou da técnica de integração, a fim de não 

corromper a solução do prob l ema. Zienkiewic4 logrou resolver o 

primeiro problema , trazendo o método da função de penalidade ao 

contexto do método de elementos finitos. O segundo 

superado logo a segu ir pela adoção da técnica 

numérica reduzida dos termos de penalidade. 

problema foi 

de integração 

O método da função de penalidade, descrito em detalhes 

nos livros de Reddy (31] e de Carey e Oden [8), tem sido 

investigado por uma série de pesquisadores. Em especial, os 

trabalhos de Reddy [32] e de Engelman et al. (14] abordam 

aspectos básicos do método, tanto teóricos, como numéricos. Além 

de resgatar a história do emprego do presente método, Reddy [32] 

trata da existência e u nicidade de solução para o problema 

variacional de pen alidade derivado das equações de Navier-Stokes 

para o regime estacionário e conc l u i que, para tal, é necessária 

a satisfação da condição de Brezzi , também conhecida como 

condição de Babuska-Brezzi. 

diferenciado do termo de 

Esta condição impõe o tratamento 

penalidade e Reddy estuda diversas 

formas de integração do termo e compara as formulações 

resultantes com a formulação mista tradicional. Engelman et al. 

[14J concentram-se mais no estudo do termo de penalidade e 

concluem que, par a elementos com funções interpoladoras de ordem 

superior a um, a forma consistente do termo, apesar de 

computacionalmente mais cara, é mais precisa do que a forma 

redu4ida comumente empregada. Allaire et a l. [l J também 

traba lharam a nivel básico, investigando o emprego de elementos 

triangulares isoparamétricos, tipo simplex, em conjunto com o 

método da penalidade. E l es alertam para o fato de que a geração 
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arbitrária d e elementos triangulares pode conduzir a grandes 

erros no cálculo das ve l ocidades. O problema se reso lve , quando 

os triângulos são gerados a partir da i n ter secção das diagonais 

de um quadri látero. 

Outros autores f ocalizam aplicações do método da 

penalidade, seu emprego e m diversos tipos de escoamen tos e em 

conj un to com diferentes técnicas de s o l ução de sistemas. Carey e 

Kris hnan (7], por e xemp lo , empregam o referido método associado à 

técn ica de continuação baseada no número de Reynolds e comparam o 

desempenho dos métodos i terativos de l i n eari zação, de aproximação 

sucessiva e de Newton para a solução do sistema de equações 

não- lineares. O método de Newt o n mostra-se mais robusto, mas, 

como os demais, limitado a escoamentos com número de Reyno lds 

menor que 103 • Ki m e Decker ( 23) resolvem uma série de p roblemas 

clássicos, o escoamento em uma. cavidade, sobre 

simétrico em u m banco de tubos, a fim de comparar 

um deg rau e 

a formulação 

com função de pen a lidade com a formul ação mista d e velocidade e 

pressão. Para o tipo especial de elemento adotado, 

que os métodos se equivalem na precisão do 

e l es conclu em 

cál cul o das 

ve l ocidades, sendo o método da çenalidade comput aci ona lmente mais 

e fi c i ente, mas apresentando probl e mas no cálculo da pressão. Em 

um trabalho mais recente, Pelletier et al. (29} ap li cam o método 

da pena lidade a escoamentos altamente viscosos (creeping flows) e 

d escr evem a n ecessidade de se adotar, n estes casos, um valor mais 

elevado para o parâmetro de pen alidade. Sugerem ainda a 

adimensionalização criteriosa da equação, como tentativa para 

evitar d iferenças muito grandes na ord em de grandeza dos termos, 

o que conduziria a um mau condicionamen to do sistema. Ohaubhadel 

et al. (11) avançam na direção da abord ag e m de problemas reais de 

e ngenharia, simulando com uma formu lação de penalidade o 

escoamen to simétrico e a transferênci a de ca lor em um ban co de 

tubos com dez filei ras não a linhadas. 

Nos trabal hos citados até aqui, a f unção de penalidade 

foi aplicada a formul ações variacionais d as equações de 

Navier- Stokes simplificadas para o regime permanen te. Uma 
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quantidade bem menor de autores relata aplicações para simulação 

de escoamentos transientes. Gresho [16) faz diversas sugestões de 

esquemas de abordagem das equações de Navier-Stokes em regime 

transiente e incompressivel, apontando aqueles que melhor se 

adaptam ao emprego do método de solução por gradientes 

conjugados. Young e Ni (39) testam diversos tipos de elementos e 

interpolações em problemas, como o escoamento em cavidade e o 

escoamento aberto em torno de um cilindro, e indicam o elemento 

quadrilátero isoparamétrico bilinear como o mais robusto entre os 

testados. Por fim, Argyris et al. (3) estudam uma formulação 

transiente com penalidade associada a diversos métodos iterativos 

de solução. Após aplicar aos problemas de degrau bi- e 

tridimensional, convecção natural de Bénard e cavidade térmica 

com mudança de fase, concluem que a formulação que emprega o 

método de gradientes conjugados com pré-condicionador diagonal é 

a mais eficiente em média. 

1.4- - 0s.JETIVOS DO TRABALHO 

O presente trabalho visa à elaboração e teste de um 

programa computacional para a simulação de escoamentos viscosos 

incompressiveis transientes em regime laminar com ou sem 

transferência de calor. O método de discretização empregado é o 

de elementos finitos, baseado na formulação variacional 

aproximada do problema, alterada pelo uso da função de 

penalidade. O programa deve ser voltado ao 

problemas com grande número de graus de liberdade 

tr-atamento de 

e os testes 

devem fornecer subsidies para a posterior aplicação do programa a 

problemas reais de projeto em engenharia . 



2 - FORMULAÇÃO V ARIACIONAL E MÉTODO DA PENALIDADE 

2.1 - EQUAÇÕES GoVERNANTES 

As equações que regem o escoamento de um fluido viscoso 

incompressivel não-isotérmico podem ser escritas da seguinte 

forma (20) : 

(a) equação de conservação da quantidade de movimento 

p (!~ + (V·V) v) - V·o - p F = 0 

(b) equação de conservação da massa 

V·V = O 

(c) equação de conservação da energia 

onde v = 
T = 
t = 

p = 

O' = 

F = 

vetor 

(
aT 
- + (V ·V) at 

velocidade -

tempera t ura - (OCJ 

tempo - [sJ 

massa especifica 

tensor das tensões 

forças de campo ou 

- V· (k VT)- Q- W =O 

(m/s) 

[kg/m3 ) 

de volume 

( 1) 

(2) 

( 3) 

Cp = coeficiente de calor especifico do fluido- (J/kg OCJ 

k = coeficiente de condutibilidade térmica do fluido 

- (W/m °C) 

Q = fonte de calor distribuida- (W/m9) 

W = dissipação mecâni ca ou viscosa- (W/m3J 

As equações (1) e ( 2) são denominadas equações de 

Navier-Stokes. No processo de so lução, as equações ( 1) a ( 3) 

serão tratadas como se as variáveis equivalessem ao seu valor 

10 
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médio d~ Reynolds, uma v~z qu~ serão estudados apenas regimes 

laminares d~ ~scoam~nto. No pr~sente trabalho, as forças de campo 

serão consideradas despreziveis frente às demais forças 

envo lvidas ~. portanto. o último t~rmo da ~quação ( 1) pode ser 

excluído da mesma. O regime de escoamento ~studado é o l aminar. 

Quando existe uma direção, na qual as variáveis do 

problema não.apr~sentam variação significativa, pode-se reduzir a 

r~gião d~ estudo a um dominio bidimensional, o que será 

considerado neste trabalho. Em um sist~ma de coordenadas 

cartesianas ortogonais, no qual as duas dir~ções principais 

consid~radas são d~nominadas x1 e x2 " as equações ant~rior~s 

podem ser reescritas, 

segue 

empregando-se a notação indicial, 

Ô<>'i.j = o 
8xj 

ôT ) _ ~ (k ~,. ) _ Q - w = O 
ÔXj ÔX;_ ""' 

onde v;. são as compon~nt~s do vetor velocidad~ e i,j = 1,2. 

c: o mo 

( 4) 

( 5) 

(6) 

O tensor das tensões pod~ ser decomposto da seguint~ 

forma 

<>' .. = -p 6 . . + 0': . 
\. J t. J '1. J 

i,j = 1,2 (7) 

onde o orim~iro t~rmo do lado direito constitui o tensor esférico 

ou volumétrico, s~ndo p , a pressão termodinâmica ou hidrostática 

do f lu ido em (N/m2 ) e Ó;. j , a função dei ta d~ Kronecke·r, enquanto 

o segundo termo é chamado de tensor desviador ou distorcional. 

Considera-se o fluido newtoniano, para o qual se pode 

ap licar a hipótese de Stokes. que estabelece uma relação linear 

entre ~s tensões desviadoras <>': . e as taxas de deformação &i.j , a 
' J 

qual, no caso de escoamento incompressivel, vem dada por 
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i,j :; 1,2 ( 8) 

onde I' é a viscosidade dinâmica do fluido em (kg/m s) e o tensor 

das taxas de deformação ~\,j é expresso na forma 

&i.j i,j = 1.2 (9 ) 

O termo de dissipação viscosa na equação (6) 

corresponde à energia dissipada na forma de calor pelo trabalho 

mecân ico de deformação do fluido. Este termo pode ser descrito 

como o produto do tensor desviador e o tensor das taxas de 

defor-mação 

w = o: . e, i 
' J 

i,j = 1,2 ( 10) 

Substituindo as expr-essões apr esentadas nas equações 

(7) a (10), o sistema de equações diferenciais for-mado pelas 

equações (4), (5) e (6) pode se~ escr-ito em função das var-iáveis 

V, p e T, chamadas variáveis pr-imár-ias do problema, 

p _, ("" ôt 
+ vj 

_, "". ) 
ÔXj - ~ ~[""' ÔXj ÔXj 

+ ~)} + 
ôp 

= o 
Ox;. 

(li) 

ÔV;. 

ax\. 
= o (12) 

(ôT ôT ) ô [k ôT ) Q ("" "") ""' o p Cp êt + Vj ÔXj 
-

élxi. ôx;., - - ~' ôx~ + .::..;..) = ax\. Qxi 
(13) 

i,j = 1,2 

As equações descritas são válidas para o dominio em 

estudo, Que será chamado de O. 

A simu l ação de um escoamento nas 

estabelecidas equivale à resolução do sistema de 

condições 

equações 

diferenciais parciais (11) -(13), com a conseqüente obtenção das 

funções V(x,tl, p(x,t) e T(x,t), variáveis dependentes Que 
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descrevem respectivamente a velocidade, a pressão e a temperatura 

do fluido em um ponto x qualquer do dominio e em determinado 

instante de tempo t . 

Para que o sistema de equações formado pelas equações 

de (11) a (13 ) possa ser resolvido, é preciso conhecer o valor 

das variáveis no instante inicial e algumas condições a serem 

satisfeitas no contorno do dominio, denominado r . As condições 

i n iciais serão assinaladas com um sub-indice O, como segue 

vi. (x,O) ~ Vi, 0 ( X) i ~ 1,2 

p(x , Ol = P 0 (x) 

T(x , O) = T0 (X) 

em ou r 

Ps condições de contorno podem ser de dois tipos: 

- para as equações (11) e (12) 

condições essenciais v, ( x, t) = v, 

condições naturais 

- para a equação (13) 

condições essenciais 

condições naturais 

T(x,t) = T 

k ôT = q 
I'Jn 

i,j = 1,2 

(14) 

em í~v 

em r.,v 

(15) 

em r~T 

( 16) 

onde r. e rz são partes mutuamente excludentes do contorno do 

dominio e cuja soma equivale ao contorno total r, n é a direção 

normal ao contorno e nj corresponde aos cossenos diretores da 

normal ao contorno. Em r,v. ~- são as componentes prescritas do 

vetor velocidade e em r,T. T é o valor prescrito da temperatura 
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do fluido . No caso das condições naturais, tem-se que . em rzv• ~ 

representa uma força exercida sobre o fluido no contorno e e m 

r 2 T, Q equivale a um fluxo de calor prescrito no contorno. O 

fluxo de ca l or q pode ser de três tipos [24] 

k ~ = { ô n 
(T Tool 

(T - Too) 

condução 

convecç~o 

r a diação 

( 17) 

os quais podem ocorrer isolados ou combinados . Nestas equações . T 

é a temperatura no contorno do dominio, Too é a temperatura do 

meio que circunda o contorno, hc é o coeficiente de transmissão 

de calor por convecção em (W/m2 °C), definido por Newton, e hr é 

o coeficiente de transmissão de calor por radiação em (W/m2 °C] , 

e xpresso por 

h = O' ç; ( '!' - T<Xf' l 
r (T Too) 

onde cr = constante de Stefan-Boltzmann - (W/m2 K4 J 

c = emissividade da superficie radiante 

T = temperatura absoluta da superficie radiante - (K) 

Too = temperatura absoluta do meio circundante - (KJ 

(18) 

A adoção desta forma de descrição do fluxo prescrito de 

r adiação (23) é conveniente para a estrutura do programa 

computacional . Nota-se que o coeficien te de transmissão por 

radiação depende da temperatura do contorno a ser determinada. o 

que introduz uma não-linearidade no prob lema . 

Até aqui fora m descritas as equações que governam o 

QCCO.:Amcnto de um -fluido inc:ompressi v el n::Lo-i~olérml~u '=-" d~ 

condições iniciais e de contorno que tornam o problema fechado. A 

segui,.... , será mostrada a obtenção da formulação variaciona l 

equivalente e o e mprego da funç~o de penalidade. 
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22 - MÉTODO MtSTO 

A formulação variacional ou forma fraca das equaç~es 

(11J a ( 13), descrita nas referências (8,10,30), é obtida através 

do método dos residuos ponderados pela multip licação das mesmas 

por funções de teste e pe la i ntegração do produto sobre todo o 

dominio 

[ (
lt-1· IN ·)]) ( hp }} 

~ hx: + ~ j + t'' bx, dO = O 
(19) 

I " !"~ dO = O o x, 
(20) 

I rr{p C (-'T + V ·~)- ?_ 
0 

P Qt l Qx j bx;. (21) 

i,j = 1,2 k = i 

A função de teste~ . também chamada função-peso, que 

pond@ra a equação (19) corresponde à primeira variação das 

componentes de velocidade, 6v~c . A função "• que pondera a equação 

<20) e o termo de gradiente da pressão na equação (19 ) 

corr esponde à primeira variação da pressão, óp . enquanto n , que 

pondera a equ ação ( 21 ) corresponde à primeira variação da 

tQmperatura , 6T. O último passo para a obtenção da formulação 

variacional é a integraçã o por partes dos termos de derivada 

s uperior e da pressão, ou a pl i cação do teorema da divergência de 

Green. Esta operação dá origem à expressão formél fraca, porque 

enfr aquece as exigências d e continuidade das variáveis primárias 

V, p e T. Surgem também neste ponto integrais de contorno, às 

q uais se aplicam as condiç~s naturais de 

Procedendo-se assim, tem- se 

cada equação. 
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{o !:J} dO = 

= Jr2 ; 
t:, dr (22l 

dO= O (23) 

I { rc[p c ('H T v· ~)- Q- /-1(/Jvi. + ~)IJv;. ] + I<~ QT } dO 
P 8t l ôx · 8x · 8x;. 8xl· 8x;. Ox;. o j j 

= 

( 24 ) 

i,j = 1,2 ; k : i 

P equação ( 24) se encontra n a sua forma variacional 

fi nal, que será empreg ada para a aplicação do método de elemen tos 

finitos , explicada no próximo capitu lo. As e quações C22l e ( 23) ' 

no entanto, merecem uma atenção especial e diferentes formas de 

abordagem das mesmas serão descritas a seguir . 

~o enfoQue misto, forma- se um s istema Cnico a partir 

das equações ( 22 ) e (23) . observando-se que a equaç~o ( 22 ) 

representa um conjunto de duas equações. A ex istênci~ de solução 

e a convergência , neste caso, estão submetidas à observância d a 

condição de con sistência CCarey e Oden [8)), também chamada de 

condição de Babu~ka-Brezzi . A apli cação desta condição implica o 

uso de funções de ordem di f erente na representação aproximada das 

componentes de veloci dade e da pressão e , portan to, também das 

f unções de teste~ e~. Em ger al, a ordem dos polinOmios Que 

constituem a base do espaço de funções da velocidade deve ser 

superior à dos polinômios do espaço de funções da pressão. 

O agrupamento das eQuações (22) e (23) num sistema é 

uma exigência do forte acoplamento Que e xiste entre as mesmas. Em 

conseqUéncia disto , faz-se necessário reso lver um sistema de 

grandes proporções, que apresenta a desvantagem adicional de 
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possuir coefic ientes nulos na diagona l principal da matriz, 

exigindo o emprego de técnicas 6e pivotamento para sua resolução . 

A existência de zeros na diagonal principal d~corre da ausência 

de um termo de press~o na equação de conservação da massa. 

Mais recen temente têm sido propostas formulações que 

buscam superar as limitações do método misto, empregando funções 

interpoladoras isotáxicas. ou de mesma ordem, na aproximaç~o das 

v e locid•des e da pressão. Apesar d~ não cumprirem a condição de 

Babuska-Brezzi, os t rabalhos de Rice e Schnipke (34), Shaw (38) e 

ainda Fr•nca et al. (l5 J relatan a obtenção de resul tados livres 

das oscilações espúrias que costumam afetar este tipo de 

formul ação . Os trabalhos citados também empregam esquemas 

segregados de so lução, que desacoplam o cálculo das componentes 

d e velocidade e da pressão, obtendo esta a parti r de uma forma 

derivada da equação da continuidade , o que reduz a dimensão dos 

sistemas resolvidos. As maioria das experiências bem sucedidas 

neste campo , ainda estão res tritas aos casos 

permanente, havendo ainda muitas dóvidas quanto às 

estabi lidade. 

2.3 - PROBLEMA V ARIACIONAL COM RESTRIÇÃO 

de regime 

condiçõ~s de 

As equações de Navier-Stokes (ll) e < 12) podem ser 

abordadas como um problema variacional das equações de 

conservaçã o da quant i dade de movimento (11) submet idas à 

restrição de incompressibilidade (12) . Sob este enfoque , as 

funções admissiveis para aprcximar a velocidade devqm, de 

antemão, satisfazer a restrição de divergência nula. Esta 

r~strição se transmite a função de teste correspond~nte à 

primeira variação da velocidade, ou seja, ~·w a O em O. Ao se 

obter a fo rma variacional, pondera- se todos os termos da equação 

(11) com a mesma função-peso~ e, em conseqUência disto e da 

afirmação anterior, o óltimo termo do lado 

(22) se anula e a pressão deixa f azer 

esquerdo 

parte do 

equações que calcula as componentes da ve locidade. 

na equação 

sistema de 

A equação 
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variacional assim s impli ficada f ica 

(25 ) 

i,j = 1,2 ; k = i 

A equação (23 l, correspondente à continuidade, torna-se 

desneces~á.,..i.a , uma ve>% que as funçO&s. ~J.Jr ux.i.mc:.u.Jur ct.~ da. velcciOade 

já a satisfazem como pré-condiç~o. Obtém-se desta forma uma 

significativa redução no sistema a ser resolvido , evi tando-se 

ainda a ocorrência de zeros na diagonal princi pal da matriz . A 

pressão pode ser ca lculada a posteriori através da equaç~o ( 11) • 

uma vez conhecido o campo de velocidades. Surge, no entanto, o 

novo problema de determinação de funções que satisfaçam a 

condiç~o pré-estabelecida. 

2.4 - MuL TlPLICADOR DE LAGRANGE 

A necessidade de se obter e lementos e funções 

aproximadoras para a v e l ocidade que satisfaçam a priori a 

restrição da incompressibilidade traz consigo a desvantage m de 

tornar o método pouco genér ico e mais complexo do ponto de vista 

computacional . Sob este pon to de vista, a formulação mista leva 

vantagem sobre a formulação com restrição, pois permite o emprego 

de elementos padronizados e mais simples. 

Uma outra forma de se incorporar u ma restrição a um 

problema variaciona l consiste e" acrescentar a mesma, atrav~s de 

um multiplicador de Lagrange, que geralmente tem um significado 

fisico, ao fun c ional que dará origem à forma fraca da e quação. 

Este procedimento é e xe mplificado no Apênd ice I para as equações 

de Stokes . No caso das equações de Navier- Stokes, 

diretamente à forma fraca através do método dos 

passa-se 

residuos 

ponderados. Partindo da equação (25>, pode-se re l axar a exigência 

de diverg~ncia nula do espaço de funções aproximadoras da 

velocidade, desde que s e in corpore esta restrição explici t a mente 
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na forma descrita . Esta medida possibilita que se empregue 

elementos e funções simples, como no caso do método misto. 

Ponderando-se o termo de restrição da mesma forma que o restante 

da equaçao, a forma f raca do proolema fica 

t r~(~- êv·] ô~ [êv' êv·] À ô~ } dO + V· - ' + J.l- - + :::...:...J + = J ÔXj ÔXj ÔXj ôxi. ôxi. 

= Ir2 :; 
t;. dr (26) 

Jn6À 
êv;, 

dO = o 
bxi. 

(27) 

i,j = 1,2 k = i 

onde À é o multiplicador de Lagrange, ÓÀ é a primeira variação do 

mesmo e, como já foi visto, ~ corresponde à primeira variação 

das componentes de velocidade . 

equações (22) e 

corresponde a -p e 

(23), 

ÓÀ é 

fica evidente 

equivalente a 

(26) 

Que, ... 
" (27) 

neste caso, 

A formulação com 

multiplicador de Lagrange, apesar de se originar de uma abordagem 

totalmente distinta, equivale, portanto, ao método misto . 

2.5 - MÉTODO DA PENAUOADE 

O método da função de penalidade, no contexto do 

problema em estudo, tem por objetivo a obtenção de uma forma 

variacional que não contenha a pressão como variável primária do 

problema a exemplo da fo r mulação com restrição e que, ao mesmo 

tempo, não exija que as funções interpoladoras cumpram a priori a 

condição de divergência nula. Com isso, fica permitido o emprego 

de elementos e funções simples na implementação computacional do 

método , como no caso do enfoque misto. Desta vez, a restrição que 

impõe a continuidade é incorporada ao funcional através de um 

ter mo de penalidade, que, como o próprio nome diz, penaliza o 
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descumprimento da condição. 

É importante observar que, no método da penalidade, a 

restrição é cumprida apenas aproximadamente, mas com precisão 

s uficiente para garantir a qualidade dos resultados . 

A forma do termo de penalidade aplicada a um funcional 

é mostrada também no Apêndice I para o caso das equações de 

Stokes. Voltando às equações ora em estudo, aplica-se o método 

dos residuos ponderados como na equação (25 ), incluindo-se ai o 

termo de pena l idade, e obtém-se 

"'k (avi. + vj avi.) + P ~ 
Qt ilx j iJx j 

(28) 

i,j = 1,2 k = i 

O coeficiente ~ é chamado d e parâmetro de penalidade e 

estabe lece a ordem de aproximação da solução do 

penalizado com a solução do problema original. 

problema 

Comparando-se as equações ( 28 ) e (26) , nota-se que 

todos os termos são comuns, exceto: 

In À 
O"'Jc dO 
ilx i. 

em ( 26 ) 

e In « 
av; a~ dO 
Qxj ô'xi. 

em ( 28) 

Uma vez que a solução obtida pelo método da penalidade 

se aproxima da solução do problema original, pode-se considerar o 

produt o 

À 

"' 
i - 1,2 (2'7) 

como um multiplicador de Lagrange que se aproxima de À . E como j á 



21 

foi mostrado que o multiplicador À corresponde fisicamente a - p, 

o cálculo aproximado da pressSo pelo método da penalidade fi ca 

8v: P = - cc • 
cc 8x;. 

i = 1,2 (30 ) 

Ressalta-se aqui o fato de que, nest~ método , a 

divergência do campo de velocidades não é exatamente n u la , sendo 

o e rro no cumprimento da continuidade uma função do i nverso do 

parâmetro de penalidade. 

Brooks e HughQç (ó) sugere m que o parâmetro de 

pQnalidade cc pode ser interpretado f isicamente como uma espécie 

de "viscosidade de dilatação". Reddy (32) observa que a equação 

( 30) é dedu~ida a. partir da comparação entre as formul ações 

va.riaciona.is ( 26 ) e (28) , ao invés d e constituir a base ou 

f undamento do método da penalidade , como teria sido descri to por 

alguns autores. 

Obtém- se desta forma , a través da função de penalidade, 

a desejada redução do sistema de equações, pela eliminação d a 

pressão, e s imultaneamente retén-se a possibilidade de emprego d e 

elementos e funções simples e genéricas na implQmQntação do 

método de e l ementos fin i tos, que será d escrita a segui r. Ao se 

retirar a. pressão do sistema principal de equaçÕQs, evita-se 

a i nda a dificuldade que geralmente está associada à aplicação 

adequada das condi ções de contorno desta variável (17) . 



3 - FORMULAÇÃO 00 PROBLEMA EM ELEMENTOS FINITOS 

E MÉTOOO DE SOLUÇÃO 

Pa~a ~esolve~ o p~ob lema va~iacional de penalidade 

most~ado no capitulo ante~io~, emp~ega-se o método dos elementos 

finitos.. 

P~imeiramente o dominio é dividido em sub-domi nios 

(elementos finitos) de geomet~ia simples. Neste trabalho foram 

empregados exclusivamente elementos isoparamét~icos quadriláteros 

de lados retos (bilinea~es). 

Em cada elemento finito . as variáveis (componentes da 

velocidade e/ou tempe~atura) s~o ap~oximadas po~ funções 

constituidas de polinômios que inte~polam, nos lados e no 

interio~ do elemento, o valor das variáveis em cada nó. Os 

polinOmi os interoolado~es são lineares nas duas 

p~incipais, pelo que as funções são ditas bilineares . 

Em virtude de serem do mesmo tipo as 

interool adoras das variáveis e as funções (lu e 

direções 

funções 

de,;crevem 

geometricamente o elemento . este ~ecebe o nome de isoparamétrico 

(10). Os elementos isoparamét~icos fazem uso de um sistema de 

coo~denadas local adimensional (coordenadas naturais) que permite 

aos mes mos assumir ~:~ual~:~uer geomet~ia quadrilátera irregul ar. No 

e ntanto . os ~:~uadri láteros precisam ter lados ~etos devido ao u so 

de funç~s bilineares. 

As equações variacionais (lue compõe a e~:~uação (29) mais 

a equaç:i.o (24 ) são apli cadas a estes elementos de dominio. 

aproximando-se as variáveis em função do valo~ das mesmas em cada 

nó. Para isso, substitui-se a função que desc~eve a variável e a 

função-peso no inter io~ do elemento pelo produto ent~e as funções 

22 
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inte~pol adoras e os valo~es nodais das variáveis. como segue 

v 1 ( X> = -l>j ( X) v 1 j 

Vz ( X) = 4>j ( X) vzj 

T(X) = -l>j ( X) Tj (31) 
"'1. (X) = 4>j ( X ) "'.j 
n(X) = -l>j ( X ) Pj 

i = 1 .2 

onde X é o vetor posição, são as funções interpoladoras 

correspondentes a cada nó. v1 j. Vzj e Tj são os valo~es nodais 

das componentes da ve locidade e da temperatu~a, enQuanto "'.j e Pj 

são os v alores nodais das funções de teste Que, por- serem 

arbi t~á~ios e estare m p~esentes em todos os termos das eQuações, 

podem se~ eliminados . 

Desta f orma, constrói-se um sistema de e Quações. uma 

para cada variável em cada nó. Ao número de variáveis calculadas 

em cada nó dá-se o nome de número de g~aus de liberdade por nó. 

As duas equações da conservação da quantidade de movimento são 

for temente acopladas pelos t ermos de conve cção , d e penalidade e 

de difusão . quando se usa a fo~ma conser vativa, e constitue m, por 

isso. um s istema de equações único . Já a ecuação da conservação 

da ene~gia, apesar de acoplada às out~as at~avés da va~iação da 

viscosidade com a tempe~atura e através do t~abalho mecânico. é 

resolvida separadamente. Ao fina l de cada passo de tempo . os 

resultados são utilizados pa~a a atualização dos valores da 

viscosidade e do trabalho mecânico . 

elemEmto f icam 

As ecuações a nive l de 

{L1) + ((AJ + 2(D11 J + 

{LZ) + ((A] + [011 J + 

{LT) + (( A ) + (D) ){T) 

cozz J ... 
+ ( (DZl J 

2( 022 J ... 
+ ([OH) 

+ {Q} + 

( p l 1 J ) { v. } + 

+ [p12 J ){ vz) 

( p 2 2 ) ) { Vz ) + 

+ [p21J){v,} 

{W) = {FT} 

.. {F1} 

= { FZ ) 

(32) 

(33) 

( 3 4) 
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onde 

Okc = .fo Jj ""'' /J</>j dO,. 
' J .. ô xlc ôx~ 

p~l. : 
.fo "' 

ô</>;. Ô</>j d00 
' J .. ôxk 8><~ 

D;.j : .fo,. k 
84>;. Ô</>j d00 h><k Ô><lc 

F ' = .fr 4>;. t. dr., F2 = .f r <~>;. tz dr., : F:" = .fr <I>;. o dr., 
' .. ' .. ' • 

i,j = 1,4 ; k,l = 1,2 

e v1 j, v2 j e Tj são os valores nodais das componentes de 

velocidade e da temperatura respectivamente. Os coeficientes 

foram definidos no capitulo 2, bem como os termos de fonte 

distribuida de ca lor O e de dissipação v iscosa W. Estes áltimos 

têm valor ·constante no elemento. 

A seguir, soma-se a contri buição de cada elemento para 

montar o sistema final a ser resolvido para a determinação dos 

valores nodais das variáveis. Também aqui as equações das duas 

componentes d e velocidade formam um mesmo sistema global, 

enquanto a equação de conservação de energia gera um sistema 

próprio a ser resolvido separadamente. 

O sistema assim montado ainda não está em sua forma 

final . Note-se, por e><emplo, que os termos de derivada tempora l 

ainda não foram discretizados . Da mesma forma, outros termos 

merecem a tenção especial , pois tende m a comprometer a sol ução do 

problema se tratados da forma convencional de Galerkin. Este é o 

caso dos termos de convecção e de penalidade. Além desses 

tópicos, a obte nção dos valores nodais da pressão e o processo 

iterativo escolhido para a resolução dos sistemas de equações 

(método dos gradientes conjuoados) também serão objeto de análise 

em i tens deste capitu lo . 
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3.1 - INTEGRAÇÃO NO TEMPO 

Nas eQu ações (32) a (34) . os termos das derivadas 

temporais das componentes de velocidade foram conservados em s u a 

forma d ifer encial, enQuanto na discretização do domi nio espacial 

através do método dos e l emen tos finitos foram substituidas todas 

as derivadas espaciais por operadores discretos. As eouações 

assim ainda não constituem um sistema de eQuações algébricas, mas 

permanecem um conjunto de eQuações diferenciais ordinárias no 

tempo. A forma usua l de discretização destas equações n o tempo 

recebe o nome de método semioiscreto (10 ] e con siste em 

substituir a derivada temporal por um operador temporal de 

d iferenças finitas. Antes desta substituição, faz-se uso das 

f unções interpoladoras para Que se possa trabalhar com valores 

nodais da derivada, no lugar de uma função continua, 

forma usada nas eQuações (31), e tem-se 

da mesma 

. 

8vt (X, t) = 
8t 4>j (X l v;. j ( t) 

8T(X,tl 
8t =4>j ( X)Tj(t) 

i = 1,2 j = 1,4 

onde v;. j ( t ) e T j ( t ) são as derivadas temporais de vt 

(35) 

(36) 

e T 

calculadas no n6 J por uma diferença finita. Para implementar 

este processo de discretização de forma genérica, emprega-se um 

esqu e ma Que aproxima a d erivada através de uma média ponderada 

entre doi s passos de tempo consecutivos, na forma 

e{V} +(1-8l'V} = {V}n.- .. - {V}n 
n•1 ~ n ~t 

onde { }n = valor do vetor de variáveis nodais ou de suas 

derivadas temporais no instante t=tn 

l>t = t ..,+ .. -tn 

o ~ e ~ 1 

(37) 

(38) 
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o parâmetro e determina o tipo de aproximação temporal 

que será utilizada. Alguns determinados valores caracterizam 

esquemas clássicos de d iscretização no tempo, quais sejam 

o Euler, diferença ascendente 

1/2 Crank-Nicolson 
e = 2/3 Galerkin 

1 totalmente implicito. diferença descendente {E«1 ,.;wtt~~) 

Os esquemas de Cr-ank-Nicolson, de Galer-kin e totalmente 

implícito são conhecidos por- garantir-em a estabilidade da solução 

par-a qualquer- valor- de ~t adotado, em sistemas lineares. o 
esquema de Cr-ank-Nicolson é o que estabelece a r-elação ótima 

entr-e a estabilidade da for-mulação var-iacional e a do método 

numér-ico. Já o esquema de Euler- é estável, desde que se respeite 

deter-minada condição limite de pr-opor-cionalidade entr-e o passo de 

tempo ~t. a velocidade V e um compr-imento car-acteristico de cada 

elemento finito h· O parâmetr-o adimensional que r-ege esta 

pr-oporcionalidade é conhecido como númer-o de Cour-ant 

Co = v ~t 
- h-- (39) 

e deve ser- menor- que l em todos os elementos para que a 

esquema de Euler- seja estável. 

Para se obter afinal o sistema de equações algébricas 

almejado, substitui-se primeir-amente as relações das equações 

(35) e (36) nos vetores dos ter-mos de derivadas temporais, {L~}, 

{L2 } e {LT}, das equações (32) a (34). A seguir isola-se nestas 

equações os vetor-es de valores nodais das der-ivadas, avaliados no 

instante cor-r-espondente, e substitui-se esta r-elação obtida nos 

ter mos do lado esquer-do das equações (37) e (38) . Os termos são 

en tão r-eagr-upados em função das var-iáveis avaliadas no mesmo 

instante e pode-se escr-ever-
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([M] + 9l>.t ( [A) + ( OPU] >) { v1 },.1 + 8l>.t (0P1 2 }{v2 }..,. 1 = 

= ((M) - l>.t(l - 9)( (A] + (0P 11 J >){v1 }.., - .t.t(l- 9) (0P1 2 Hv2 } , + 

+ l>.t{F' }, (40 ) 

((MJ + 8l>.t( (A) + (OP2 1 ] >){v~}n+ t + 8 l>.t (OP22 }{v1 }..,.,. 1 = 

~ (cM J - ~t(l. O)( [A)+ ( DP2 ' J >)cv2 },., - .O.t(l-8 ) (DP'""J{ v1 i .., + 

+ l>.t{F2 }, (41) 

(cp(M} + 9l>.t( (A} + (0] ) ){ T},. 1 = 

= (cp( M } - l>.t(l-8 ) ( (A)+ [0] ) )(T},.,+ l>.t ((Q},.,+ {W}.., + {FT},.,) (42) 

ondli! ~j = So P4>i. tPj dO,. 
• 

(OPU ] = 2 [ 0 11 } + cozz ) + (P'' ) 

( OP' z) o (021) + [p12 ] 

(OP 21 } = co• • J + 2(022 J + (P22) 

copzz J = (012 J + (P2 t J 

e dem~is matr i zes e vetor~s definidos no i tem anterior. 

A solução do sistema alçébri co assim gerado impl ica a 

necessida d e de inversão das ma trizes de c oeficientes dos v e tor es 

de velocidades e d a t emperatura no instante n+l . Os vetores das 

v ariáve i s no i nstante n são con hecidos do passo de tempo 

a n t erior , o u , no caso do pri meiro passo d e tempo, 

iniciais . 

das cond ições 

Se o parâmetro de discretiz~ção t emporal 9 fo r nu lo . 

caracte r izando o esQuema d e Euler, ent~o a matri z de 

c onstantes. Mas , para QualQuer valor d e 9 diferente de zero. a 

m~t.-iz ~ ser" invertida pas sa. a s e r não- simétrica e s eus 
coeficie n tes depe n dem da velocidade, to.-nando o sistema 

não-linear . A perda da simet.- i a e da linea.-idade, tão impor t a ntes 

par a uma resolução relativame nte rápida e eficiente . d e ve-se 

e xclusivamente à contribuição do termo convectivo . As vantagens 
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representadas por uma maior efi~iência computacional 

de tempo e memória ocupada) na resolução do sistema 

(em termos 

de equações 

são tão importantes, que neste trabalho se decidiu tratar o termo 

convectivo de uma forma especial em relação ao tempo, de modo que 

sua contribuição se concentre exclusivamente no vetor do lado 

direito do sistema a ser invertido (l6) . Com esta alteração, o 

sistema perde a propriedade de estabilidade incondicional, 

qualquer que seja o esquema de discretização no tempo adotado, 

pois, na verdade, trata-se de um sistema não-linear, em que o 

vetor do lado direito depende do valor da velocidade. Mas a 

experiência numérica (ver Gresho (l6J) demonstra que os limites 

de estabilidade para ~t são suficientemente elevados para que 

predominem as vantagens acarr etadas pela alteração. Maiores 

detalhes sobre a fo r ma de eliminação do termo convectivo da 

matriz de coeficientes serão fo~necidos quando do detalhamento do 

método iterativo de so lução do sistema, o método de gradientes 

conjugados, no item 3.5. 

A escolha do parâmetro de discretização temporal 8, 

além de exercer influência direta sobre os limites de 

estabilidade impostos ao método, também tem outra importante 

influência sobre os resultados . Conforme foi observado por Awruch 

(4] e por Young e Ni (39] entre outros, um valor de e superior a 

0,5 introduz um efeito de amortecimento nos resultados e um 

r etardamento na fase de ondas t~ansportadas pelo escoamento. Este 

comportamento equivale a um inc~emento no valor da viscosidade do 

fluido em relação ao seu valo~ fisico . Este é o caso, por 

exemp l o, do esquema de Galerkin e, com maior evidência, 

esquema totalmente 

Crank-Nicolson, no 

implícito . Por outro lado, o esquema 

qual 8=0,5, apresenta o menor nivel 

do 

de 

de 

amortecimento numérico dentre os métodos mais estáveis, isto é. 

que admitem o uso de um passo d= tempo ~t relativamente e l evado. 

Esta influência do valor de e foi ve~ificada neste traba l ho e 

conduziu à preferência pelo esq~ema de Crank-Nico l son. 
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32 - TERMO OE PENALIDADE 

Carey e Oden (8) mostram que o sistema constituido 

pelas equações ( 40 ) e (41) é so~re-determinado, ou, nas palavras 

de Engelman et al. (l4), "há. mais restrições impondo a 

continuidade do que velocidades para satisfazê-la". Com isso a 

formu l ação deixa de ser consistente , pois a solução aproximada 

obtida não tende à solução exata. Ao invés disso, as variáveis 

são compelidas à so lução trivial . Isto ocorre porque o termo de 

penalidade nas equações estabelece uma alteração na escala do 

problema (31) . Para possibilitar a visualização di5SO, pode-se 

imaginar o sistema gerado pelas equações de conservação da 

quantidade de movimento como constituido pela soma de duas 

matrizes 

(43) 

A primeira· matriz ~ resulta do agrupamento de todos os 

termos das equações, exceto os termos de penalidade, os quais são 

agrupados exclusivamente na matriz ~- Conseqüentemen te, tem-se 

( 44) 

Se o valor de o for muito grande, obtém-se {V}={O} . Se 

o valor de o for muito baixo, a restrição da continuidade não é 

satisfeita a contento. Mesmo com os valores moderados usados na 

efetiva aplicação do método, os termos de penalidade predominam 

sobre os demais, conduzindo o sistema à sol ução trivial. 

Para contornar o problema, a matriz Kz deve ser 

singular, pois, sendo n:lo-invers i vel , torna o sistema 

indeterminado no limite o~- Desta forma, a matriz Kz permite às 

variáveis assumirem soluç:lo diferente da trivial. O sistema 

completo, no entanto, continua tendo solução única, porque a 

matriz ~ é não-singular e garante a inversibil idade da matriz 

r esultante. 
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Uma forma de tornar a matriz X2 singular e recuperar a 

consistência da formulação consiste no emprego do método da 

integração reóuzióa seletiva do termo óe penalidade, sugerida por 

diversos autores (1,8,31] 

A integração reduzida recebe este nome por se integrar 

os termos da equação variacional a nível de elemento, usando a 

integração numérica com um grau inferior ao necessário para se 

obter o valor exato da integral. Lembrando-se que as variáveis, 

no método descrito, são aproximadas por funções compostas por 

polinômios lineares, a integração reduzida traduz-se no emprego 

de um método de quadratura que seja exato apenas para funções 

constantes. Como a integração reduzida, neste caso, se aplica 

apenas a um dos termos da equação, o termo da penalidade, 

que e l a é seletiva. 

Reddy (32) mostrou que o tipo de método de quadratura 

empregado na integração reduzida tem influência decisiva na 

obtenção de consistência para a formulação. Por exemplo, o 

emprego da quadratura de Gauss mostrou resultados satisfatórios, 

enquanto a integração pela regra do trapézio conduziu a soluções 

errôneas. No mesmo trabalho, Reddy conclui que a formulação de 

penalidade que emprega interpolação bilinear das variáveis e 

integração reduzida do termo de penalidade se equivale à 

formulação mista (descrita no item 2 do capitulo 2), quando nesta 

se adota funções interpoladoras bilineares para as velocidades e 

constantes para a pressão. A mesma conclusão é demonstrada por 

Engelman et al.(14J em trabalho publicado simultaneamente. 

No presente trabalho, empregou-se a quadratura de um 

ponto de Gauss para a integração reduzida do termo de penalidade. 

Engelman et al.(14) aõertam para o fato de que uma 

discretização mais consistente e rigorosa do termo de penalidade 

exige que se projete separadamente no espaço discreto as duas 

derivadas envolvidas na forma fraca do termo. Chega-se assim, na 
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forma final, a um produto de três matrizes que descrevem o termo 

de penalidade a ni vel de elemen~o, sendo que uma dessas exige uma 

operação de i nversão. As conclusões de Engelman 

e 

et al.(l4) 

até mais mostram que a formulação consis~ente é mais precisa 

econômica, quando se emprega elementos e funções interpoladoras 

de ordem superior a um, que não é o caso presente. Por outro 

lado, no trabalho citado demonstra-se que a aplicação da 

integração reduzida , que exige o cálculo de uma ánica matriz para 

representar o termo a nivel local, é idêntica à formulação 

consistente no caso de elementos bilineares, fornecendo a mesma 

precisão com custo computacional mais baixo. Esta conclusão 

subsidia a opção feita no presente trabalho, 

integração reduzida. 

em favor da. 

3.3 - TERMO DA CONVECÇÃO 

A apli~ação do método de elementos finitos à formulação 

variaciona l de Galerkin, que utiliza as mesmas funções para 

ponderar os residuos e para aproximar as variáveis, equivale ao 

emprego de diferenças finitas centrais na aproximação dos 

operadores diferenciais (6). Um problema que afeta este tipo de 

aproximação é o surgimento de osci l ações não fisicas , quando se 

simula escoamentos com convecção dominante, 

comprometer a solução em todo o dominio. 

as quais podem 

A causa destas 

oscilações está na representação inadequada do termo convectivo. 

Diversos aspectos podem ser enfocados para se compreender este 

fa to. 

Do ponto de vista matemático, nota-se que a aproximação 

de um operador diferencial de primeira ordem (caso do termo 

convectivo> através de diferença central enfraquece, ou até 
retira do sistema de equações, a desejáve l propriedade de 

diagonal principal dominante. Já na aproximação por elementos 

finitos do tipo Galerkin, ocorre a perda da simetria na matriz de 

rigidez resultante , sendo a assimetria proporcional à importância 
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do termo convectivo. Ambos os fatos podem ser citados com causa 

da perda da estabi lidade dos resultados. 

Do ponto de vista fis i co , a convecção se caracteriza 

por ser um transporte unidirecional de determinada propriedade ou 

fator. Como tal, o valor da propriedade transportada em um ponto 

s6 pode receber influência convectiva de um outro ponto a 

montante no escoamento. E o ponto citado, por sua vez, s6 poderá 

exercer influência sobre um ponto a jusante em relação a ele, 

jamais a montante. Essa é a essência da definição de ''coordenada 

de mão única", expressão introduzida por Spalding (segundo 

Patankar (27)). Ocorre que a representação do termo 

que é um "termo parabólico" (outra definição de 

através de diferenças centrais ou da formulação 

convectivo, 

Spalding l, 

de Galerkin 

transmite i nfl uência convectiva de jusante para montante, o que é 

fisicamente falso. Também é correto dizer que, em muitas 

situações, quando ocorre tanto di f usão como convecção, este tipo 

de discretização diminui artificalmente a difusão na direção do 

escoamento ou da linha de corrente [6]. 

A única forma de resolver o problema citado sem alterar 

a formulação adotada é refinar drasticamente a malha de pontos, 

de forma a fazer com que, a nivel de elemento ~ o transporte 

difusivo predomine sobre o transporte convectivo. O parâmetro 

adimensional que estabe lece a relação entre esses dois tipos de 

transporte é o número de Peclet local: 

Pe - P v h - 2"'K 

onde v = velocidade caracteristica do elemento - [m/s} 

h = dimensão caracteristica do elemento [m) 

K = coeficiente de difusão (viscosidade dinâmica ou 

relação condutividade/calor especifico) - (kg/m s) 

(45) 

sendo que !Pe l > 1 caracteriza predominância do transporte 

convectivo sobre o difusivo. No caso de K=~, o número de Peclet 

equivale a um número de Reynolds local da malha. O refinamento da 
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malha exigido para se obter estabilidade tende a ser muito maior 

do que o e~igido para representar corretamente os gradientes e 

demais carõcteristicas do escoamento, implicando grande aumento 

do custo computac1onal oa solução. 

Na simulação com diferenças finitas, há mui toe se 

descobriu que representando o termo convectivo através de 

diferença ascendente ou descendente, conforme o sentido do 

escoamento, obtinha-se uma solução estável e sem oscilações 

espúrias na velocidade . A diferença em questão é sempre efetuada 

entre o n6 central e o nó a montante deste, sendo assim 

dependente do sentido do escoamento, e recebe por isso o nome de 

diferença vpwind, que pode ser traduzida por ciferença "a 

montante" ou "a barlavento". 

A desvan tagem que acompanha esta técnica é a perda de 

precisão, uma vez que a diferença "a montante" é uma aproximação 

de primeira ordem, enquanto a diferença central é de segunda 

ordem. Esta perda de precisão se manifesta na forma de um excesso 

de difusão. Na verdade, o uso de diferença "a montante" no termo 

convectivo equivale à formulação com diferenças centrais, na qual 

se tenha açrescentado um termo artificial ao coeficiente de 

difusão ou à viscosidade, termo este que depende da velocidade e 

do espaçamento entre os nós. O acréscimo na viscosidade tenta 

compensar a perda da mesma acarretada pela formulação com 

diferenças centrais, mas na verdade, a diferença "a montante .. 

mais do que compensa e peca por excesso. Mesmo quando se compensa 

este excesso, ficando-se mais próximo do valor fi siço exato da 

viscosidade na direção do esc:oamento, ocorre o sério 

inconveniente de se acrescentar difusão ou viscosidade também na 

direção perpendicular ao escoamento, nos casos de simulação bi­

ou tridimensional. 

No emprego do método dos elementos finitos, têm sido 

cRoache (35) cita casos de aplicação da dif-erença "a montante" já 
na década de 50. 
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propostas diversas formas de se obter o e feito "a montante " (a 

exprEssão originada das diferenças fin itas foi conservada } no 

termo da convecção . Desde as primei ras tent a tivas, o caminho mais 

explorado tem sido o de al terar a fo r ma das funções de peso ou de 

teste na fo rmulação variacional do problema . Busca- se ponderar o 

nó a montante com um peso maior do que o nó a jusante. Se as 

funções d e peso modificadas são aplicadas a todos os termos da 

e quação , então s e obtém uma formu lação consistente de Petrov­

Gal erkin . Entre os trabalhos desenvolvidos neste sentido, pode-se 

citar os de Christie et al . , He inrich et a l. (referidos em ( 6 )) e 

Hughes e Brooks (19). Outras técnicas ainda têm sido exploradas , 

como , por exemplo, a mod i f i cação na regra de quadratura usada n a 

integração do t e rmo de convecção (em Hughes, referido em (6]) . 

Infelizmente as fornulações existentes padecem dos 

mesmos probl emas enfren tados por pesquisadores que empregam a s 

dif erenças fin itas. O balanceame nto corre to do acréscimo de 

viscosidade, seja de forma expl1ci ta, seja pela e scolha da me lhor 

a l t eração na função de peso , e a eliminação da difusão artificial 

transversal ao escoamento são desafios que levaram ao 

desenvolv i mento das técnicas mais recentes. 

Na tentativa de evitar o s urgimento de difusão 

artificial transversal ao escoamento , surgiram métodos que atuam 

na direção da linha de corrente, sendo o SUPG de Brooks e Hughes 

(6) , o mais popular entre os que empregam a formulaç.ão de 

Petrov-Galerkin. Mesmo recebendo intenso e continuado esforço de 

desenvolvimento , estes métodos a.inda não resolveram compl etamentt» 

o problema, apresentando pequena quant i dade de difusão 

transversa l a rtificia l , oscil ações di ante de gradientes muito 

severos e, principa lme nte . um acréscimo geral na viscosidade em 

problemas transientes e/ou com termos d e fonte. 

Em 1985, Rice e S c hnipke ( 33) apresentaram uma nova 

proposta q ue deriva da interpretaçSo fisica do t ermo de convecção 

e tem as vantagens de não apresentar oscilações mesmo d i ante de 

grad ientes s everos , podendo captar descontinuidades, e ser dE 
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fácil im~lementação em ~rogramas de elementos finitos que 

em~regam a formulação tradic~onal de Galerkin, ~ois altera 

somente o cálculo do termo de convecção e não toda a equação, 

como nas formulações de Petrov-Galerkin. Devido a estas 

vantagens, o~tou-se por implementar no ~resente trabalho esta 

técnica, que doravante será chamada de MSU (mnemônico ~ara 

Nonotone Streamline Upwind). A segui r será feita breve descrição 

da fundamentação e do método. 

Na aus~ncia de efeitos de difusão e fontes no regime 

~ermanente, o trans~orte convectivo de determin ada ~ro~riedade ~ 

~ode ser descrito na forma unidimensional como 

p v,. (45) 

onde s é a direção da linha de corrente, v6 o vetor velocidade 

que é tangencia l à mesma e pé a massa especifica. Note-se que, 

nestas condições, o valor de ~ é constante ao longo de uma linha 

de corrente. Assume-se que, no caso geral, em um e lemento vale 

constante (46) 

de forma que o termo de convecção, no contexto do método dos 

e lemen tos finitos, pode ser facilmente ava liado fazendo-se 

Para implementar este método deve-se iden tificar Quais 

são os nós a jusante em cada elemento. Usando como referência a 

figura 3.l, um n6 é considerado de jusante, 

seguintes condições 

-v .c:.x- + u ,:,.y- ::: o 
j j 

e 

v .c:.x• - u ,:,.y• ::: o 
j 

se satisfaz as 

(48) 
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as quais também podem se~ exp~essas na fo~ma 

(49 ) 

Isto equivale a dizer que um nó é considerado de jusante, quando 

o vetor oposto ao veto~ velocidade no nó aponta~ para dent~o do 

elemento ou estiver sobre um dos lados adjacen tes ao nó. Baseado 

nesta definição, no caso de escoamento in~ompressivel, um 

elemento quadrilátero bilinea~ pode ter, no máximo, dois de seus 

nós como nós de jusante. 

y 

Lx 
Figu~a 3.1 - Identificação do nó de jusan te. 

Uma vez que se tenha determinado um nó de jusante , que 

será chamado de nó J, é p~eciso calcular aproximadamente a 

posição do ponto de montante, e m que a linha de co~~ente do nó J 

atravessa um dos lados do elemento. Para isso, faz-se uso de 

fatores de inter polação proporcionais ao fluxo de massa em cada 

l ado do e l emento e relativos ao nó de jusante em con sideração, 

como se pode ver no Apêndice II . Rice e Schnipke (33] propõe 

To~mas de cáicuio destes tatores de inte~polação . No presente 

traba l ho, f oi feita uma análise e concluiu-se pe l a inconveniência 

da f orma proposta, adotando-se um cálcu l o diferente e 

ampliando-se a fo~mulação para considerar o caso em que o ponto 

de montante está no lado adjacente ao nó de jusante. Detalhes a 

respeito dos fato~es de interpolação e da dete~minação do ponto 

de montante podem ser encontrados no Apêndice II deste trabalho. 
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Dispondo-se de uma aprox i mação do ponto de montante, 

suas coordenad~s são designadas x· e y· e o vetor velocidade , 

neste ponto, v · . O termo da convecção , representado pela matriz 

[ A J nas eQuações (32r a (34J , é aproximado da seguinte forma 

onde 9 = valor de 9 (veloc . o u temp.) no nó d e jusante 
j 

(49) 

9" = valor de p (veloc . ou temp.) no ponto de montante 

~- = função de peso correspondente ao nó j 
) 

v., 

As 

= 
( v j + v· ) 

7 

= -/ ( x -x · J z + 
j 

O valor de p" pode ser escrito em função do v~l or de 9 

[A) nos nós e a eQuação (49) dá origem a uma nova matriz 

correspondente ~o termo convectivo a nive l de elemento. A forma 

fina l da matriz de convecção pode ser encontrada no Ap~ndice II. 

O emprego do método MSU no presente trabalho, mostrou 

Que o mes mo é muito sensive l a alguns casos de não c umprimento da 

condição de divergência nula no elemento, mesmo Que o erro esteja 

dentro dos limites to leráveis. Em t a is casos , mais comuns nos 

passos de tempo i niciais , recorreu- se de forma al ternativa ao 

cá lculo pelo método tradiciona l de Gal erkin , 

eQuações (32) a (34) . 

3.4 - CÁLCULO DA PRESSÃO 

como descrito nas 

O método da função de pena lidade aplicado à resolução 

das eQuações de Navier-Stokes no caso incompressive l 

caracteriza-se por e l i minar a pressão d entre as v ariáveis 

primârias do problema . r edu%indo assim ~ rl\mAnç~o do Ki~ tQm- d e 

eQuações a resolver . 
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Como já foi visto na apresentação da formulação 

variacional no item 5 do Capitu!o 2, a pressão pode ser calculada 

após a obtenção do campo de velocidades pela multiplicação, 

expressa na equação (30), entre o parâmetro de penalidade c e a 

divergência do vetor velocidade, que não é exatamente nula neste 

método. Esta equação foi obtida a partir de uma relação entre o 

multiplicador de Lagrange e o termo de penalidade, tendo assim 

estreita ligação com este. O problema da presente formulação é 

que ela exige a integração reduzida do termo de penalidade, como 

foi visto no item 2 deste capitulo, e a pressão, calculada a 

partir deste, recebe apenas um valor computado no ponto central 

do elemento. Desta forma, obtém-se um valor constante da pressão 

em todo o elemento e fica mais evidente a equivalência citada no 

item 2 entre o método da penalidade com integração reduzida e a 

formulação mista com pressão constante. Para aplicações práticas 

em engenharia, deseja-se normalmente uma representação mais 

detalhada da pressão, o que conduz à necessidade de se interpelar 

ou extrapolar os valores dos e ! ementos para a malha de nós, 

lembrando sempre que, de principio, a pressão não está definida 

nos nós, por não haver continuidade no seu valor entre elementos. 

Além da necessidade de transferência dos valores da 

pressão dos elementos para os nós .. existe outra dificuldade 

decorrente da escolha feita para o tipo de elemento. Os elementos 

quadriláteros isoparamétricos bilineares são conhecidos por 

apresentarem maus resultados para a pressão em muitos 

seja na formulação mista com pressão constante, 

formulação de penalidade com integração reduzida. 

básico feito por Reddy (32], em que foram comparadas 

problemas, 

seja na 

No estudo 

diversas 

variantes da formulação de penalidade e diversas regras de 

integração reduzida, empregando sempre o elemento em questão, o 

campo de pressões apresentou um padrão oscilatório, conhecido 

como "tabuleiro de xadrez", em todos os modelos testados. Carey e 

Oden (8] classificam o elemento quadrilátero com interpolação 

bilinear da velocidade e constante da pressão como apresentando 

titpicamente resultados instáveis para esta variável. Baseado na 
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equivalência demonst~ada po~ Engelman et al.(l4J, o elemento 

emp~egado no p~esente t~abalho também deve merecer tal 

classificação. Afo~tunadamente este compo~tamento da pressão não 

impl ica diminuição da qualidade dos ~esu l tados da velocidade. 

Tendo em vista estas questões, foi implementado no 

programa um método que simultaneamente inte~polasse o campo de 

p~essões para os nós e suavizasse suas oscilações. 

(25) sugere um método de suavização nodal local, 

Langtangen 

baseado no 

método de minimos quad~ados, desenvolvido especialmente pa~a 

e l ementos multilineares. Aplicando-se o método ao p~esente caso, 

define-se uma função de inte~polação bilinea~ 

indicia l ) 

(vale a notação 

i = 1,2 (50) 

onde p é a função que se deseja inte~pola~, no caso é a pressão, 

G, é o g~adiente de p na di~eção i , são as coo~denadas do 

pon to de cálculo de p e p é um valor de pressão conhecido no 

ponto de coo~denadas x, . Os pontos com valo~ conhecido de p se~ão 

os centróides dos elementos vizinhos ao nó que se deseja 

interpelar, sendo a quantidade deles igual a k. Constrói-se então 

um p~oblema de mínimos quad~ados, 

coeficientes 

empregando os 

j = l, •• , k e i= 1,2 

seguintes 

(51) 

Os valores de G, 

seguinte sistema 

são dete~minados pela s ol ução do 

(52) 

onde r = o, 1,2 

Ar i. = nJ n~ j = 1' .. ' k 
r ' 

ar = i'5 nj 

' 
j = 1' .. ' I< 

Calcula-se desta forma a p~essão para todos os nós 
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in teriores do dominio. Para os nós no contorno, extrapola-se o 

valor do centróide mais próximo, usando a equação (50) . 

Foi também experi mentado um suavizador baseado num 

sistema de minimos quadrados Qlobal , empregando a matriz de massa 

(matriz [MJ das equações (40) a (42)) . Este método é suQerido por 

Zienkiewi cz e Taylor (41}, mas apresentou resultados piores que 

os do método de suavização nodal local descrito aci ma. 

3.5 - GRADIENTES CoNJUGADOS 

Foram expostos até este ponto todos os detalhes da 

transformação do problema variacional aproximado em sistemas de 

e quações algébricas da forma 

( A ) ( x) = {b} ( 53) 

o nde A e b são, respectivamente, a matriz de coeficientes e o 

vetor do "'l ado direito"' e x é o vetor de v a lores nodais a 

determinar . No caso do sistema de cál culo das velocidades, como 

se ver á mais adiante, o vetor b é tratado como dependente do 

vetor de variáveis x, a fim de se levar em conta a 

não-l inearidade do probl ema , devido a que os termos convectivos 

estão contidos em b. 

Para resolver sistemas de equações , deve-se optar 

primeiramente entre dois grandes caminhos: uso de métodos de 

solução direta ou de métodos iterativos. A despe i to do amplo 

emprego que as técnicas de solução direta têm encontrado na 

a plicação do método dos eleme n t os fin itos a problemas lineares da 

mecânica dos sólidos e da transferência de calor , serão 

enumeradas diversas vantagens dos métodos iterativos, que os 

recomendam à aplicação na soluç~o de problemas da mec~nica dos 

f luidos: 

a - métodos iterativos exigem menor capacidade de memória 
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cent~al pa~a o cálculo da solução. Isto possibilita ~esol ve~ 

sistemas com g~ande nCme~o de eQuações, sem precisa~ ~eco~~e~ ao 

a~mazenamento de mat~izes e vetores em mem6~ia auxilia~, que tem 

um custo muito elevado em tempo de l eitu~a e gravação de dados. 

Al ém disso, a quantidade de memór ia necessária é conhecida e bem 

determinada, ao passo que, em métodos de solução direta, 

normalmente se emprega formas compactas de a~mazenamento das 

matrizes de coeficientes e é quase impossivel prever-se o quanto 

será esparsa sua inversa ou a matriz de retrossubstituição 

resultante, podendo até ser completamente cheia. 

b - métodos iterativos tém-se mostrado mais eficientes na 

solução de sistemas muito grandes, sendo, além disso, mais fáceis 

de prog~ama~. 

c - pode-se fazer uso de aproximações conhecidas da solução para 

acelerar a convergência e diminuir o nCmero de iterações. 

d- os algoritmos iterativos prestam-se melhor ao ap~oveitamento 

dos novos recursos computacionais, em particular, a vetorização e 

a paralelização. 

e conforme a técnica iterativa empregada, pode-se incorporar a 

não-linearidade ao processo de maneira ~elativamente fácil. 

Dent~e os métodos iterativos, o método dos gradientes 

con jugados (MGC) vem-se destacando por estar sendo cada vez mais 

empregado em conjunto com algoritmos de simulação de escoamentos 

baseados no método dos elementos finitos [30). 

Argyris et al.[3) mostram uma comparação entre o MGC 

com precondicionamento e o método de atualização de 

Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno com busca por linhas. Após a 

aplicação em problemas de condução de calo~, convecção natural e 

forçada, eles concluem pela superioridade do MGC em termos de 

ocupação de memória e tempo de p~ocessamento até a convergência. 

Jennings e Malik [22), por sua vez, comparam o MGC com outros 

métodos iterativos, quais sejam, o famoso método da 

sob~e-relaxação sucessiva (SOR), baseado no algoritmo de 

Gauss-Seidel, o método da relaxação dinâmica e o método de Jacobi 

com aceleração de Chebyshev. Da comparação, baseada na solução de 
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seis exemplos, conc l ui-se à primeira vista que o MGC apresenta 
t' 

efi~ncia no máximo semelhante aos demais métodos, por ve~es até 

bem i nferior à do método SOR, quando neste se uti li~a o parâmetro 

de relaxação ótimo. Destaca-se aqui, no entanto, o fato de a 

performance do MGC não depender de parâmetro 

estabelecido externamente ao algoritmo, enquanto os demais não 

apenas dependem da escolha de um ou dois parâmetros para 

atingirem a solução, como também têm sua taxa de convergência 

fortemente influenciada por estes. Esta característica confere ao 

MGC maior conf iabilidade e o classifica como um método robusto 

para a solução d e sistemas que podem apresen tar grandes variações 

de um passo de tempo para outro. Além disso, pode-se levar em 

conta não-linearidades do problema, como no caso do termo 

convectivo nas equações de conservação da quantidade de 

movimento, sem qualquer a l teração no algoritmo. 

J ennings ( 2 1) apresenta uma exposição deta lhada do MGC, 

enquanto Jennings e Malik (22) demonstram a eficácia da aplicação 

de pré-condicionadores ao sistema de solução. Proposto por 

Hestenes e Stiefel ( como citado em (16} e (3}), o método se 

presta à solução de sistemas em que a matri~ de coeficientes A é 

simétrica e positiva-definida. 

A resolução de um sistema de n equações por um método 

iterativo equivale à minimi~ação de uma f unção de erro definida 

num espaço n-dimensional. O MGC busca este ponto de minimo g l obal 

através do cálculo de uma série de minimos l ocais, definidos ao 

l ongo de retas, cujas direções são dadas pelos vetores po, p~, 

etc no espaço n-dimensional. O termo "conjugados" significa que 

os vetores direcionais pi são ortogonais entre si com relação a A 

e, portanto , va l e 

T 
{p } ( AJ{p }= O 

\. j 
par a \-~ j e i., j = 1 , .... , n ( 54) 

Como conseqüência desta propriedade, a solução exata é 

obtida teoricamente após n passos do algoritmo. Na prática, 

porém, aproximações com precisão razoável são obtidas em um 
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número de passos muito menor do que o teórieo, o que faz o método 

ser tratado como iterativo, interrompendo-se o processo quando o 

erro em uma norma apropriada for menor que uma dada tolerância. 

Pode-se demonstrar que a taxa de convergência do MGC 

depende da re l ação entre o maior e o menor autovalor da matriz de 

coeficientes A do sistema. Quanto mais próximos estes 

autova l ores, ou seja, quanto mais agrupado estiver todo o 

conjunto de autovalores, menor será o número de iterações 

necessárias para atingir a eonvergência. 

Buscando aumentar a 

Mallik (22) sugerem e 

condieionadores que 

c:::ompa.ram 

eficiência do 

a aplicação 

MGC, Jennings e 

de diversos pré-

levam o método a ~esolve~ um sistema 

transformado, em que os a u tovalores estão mais agrupados e cujas 

taxas de convergência são, portanto, mais elevadas. Argyris et 

al.(3) observaram ganhos semelhantes na taxa de convergência, 

quando da aplicação de diferentes tipos de pré-condicionadores a 

adoção do tipo mais simples, que eonsiste numa alteração de 

escala pelo uso da diagonal principal da matriz. Alquatti [2) 

também realizou comparação semel hante em prob l emas da meeânica 

dos sólidos, eoneluindo que, apesar de apresentarem melhores 

taxas d e convergência, outros pré-eondicionadores têm um custo 

eomputacional bem mais alto, deixando o da diagonal principal eom 

a melhor eficiência geral ( melhor relação eusto/beneficio). Além 

disso, a programação do MGC com pré-condicionador diagonal requer 

o armazenamento de apenas quatro vetores adicionais. 

Como jâ foi mencionado no item 3.1, os sistemas 

i n icialmen te formados, tanto para as velo~idades, 

temperatura, possuem matrizes 

devido à presença dos termos 

de coeficientes 

convectivos. Para 

como para a 

não-simétricas, 

possiblitar o 

emprego do MGC, as matrizes devem ser tornadas simétricas e isso 

é feito, tratando-se os termos convectivos de forma explicita, ou 

seja, l evando-os ao lado direito da equação. 
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Na implementação çomputacion al do MGC, tirou-se 

proveito da n atu reza iter ativa do método para levar em conta a 

não-linearidade dos sistemas. No sistema que çalcu l a as 

velocidades , o caráter não-linear decorre da contribuição do 

termo convectivo e do açoplamento com a equação da energia , 

expresso pe l a variação da viscosidade com a temperatura. Já no 

sistema que ca l cu l a a temperatura, a não-linearidade surge da 

even t ua l variação dos coeficientes de ca l or especifico e de 

condutibi lidade térmica com a temperatura. Nos casos da 

viscosidade e dos coeficien tes de ca l or especifico e de 

conduti bilidade , efetua-se uma linearização dentro de cada 

i n tervalo de tempo ~t, utilizando-se durante o processo iterativo 

o valor correspondente ao instante de tempo conhecido tn e 

atualizando-se o valor ao final das iterações. 

A não- l inearidade do termo convectivo no sistema das 

velocidades recebe um tratamento diferenciado devido à sua grande 

importân cia relativa, especialmente em escoamentos de convecção 

domin~ntc. I ni~i~ lmente ~ contribu~ç~o do t~rmo é ·~roxim~d~ por 

seu valor no instante conhecido tn. A segu ir, a cada nova 

iteração do MGC, o termo é reca l çu l a do com os valores das 

ve l ocidades obtidos na iter ação a n ter ior. Como os termos 

convectivos foram tran sferidos para o lado direito, faz-se 

necessário atualizar o vetor do l ado direito a cada iteração. 

Com esta operação, perde-se a propriedade de redução monotónica 

da norma de erro do método e sua convergência fica bem mais l enta 

do que na solução de um problema linear. Mas é uma forma 

computacionalmen te ba r ata de l i dar com a não- lineari dade. 

Foram expost os 

referen tes à implementação 

Cabe r essa ltar aqui que o 

n este capitulo 

compu tacional 

todos os 

do método 

deta l hes 

utilizado. 

programa desenvolvido destina-se à 

solução do problema transiente acop l ado de f l uido e calor, mas 

também é capaz de resolver problemas de escoamento isotérmico ou 

de condução pura de ca l or, cada um de forma isolada. No próximo 

capitulo será apresentado o estudo das características do 

programa, através da anál ise de uma série de resu l tados. 



4- - ASPECTOS COMPUTACIONAIS 

4-.1 - PRÉ- E Pós-PROCESSAMENTO 

A simulação de escoamentos com transferência de ca l or 

pe l o método de e l ementos fi n itos, 

con junto complexo de dados. 

implica a manipulação 

O referido método 

de um 

possui 

caracter ísticas, j á parcialmente descritas no Capítulo l, que o 

distingu em como uma f erramen ta poderosa neste tipo de aplicação, 

tais como : 

a - possibi lidade de trabalhar com domínios irregu lares e 

multiplamente conexos, o que equivale ao estudo de um escoamento 

com um ou mais objetos imersos; 

b - fácil i ncorporação de diversos tipos de condições de 

contorno aplicadas à própria variável ou à sua derivad a, de forma 

concentrada em cada nó ou distribuida nos lados do contorno; 

c- possibi lidade de redução do nível de erro da solução através 

do refinamento automático da malha de discretização. 

Ainda que estas características não tenham sido 

exploradas p l enamente no presen te traba l ho, a perspectiva de 

continuidade da linha de pesquisa impõe que se tenha em mente 

estas possibilidades em cada etapa do desenvolvimento. Desta 

forma pretende-se evitar a dup l i ·cação de esforços, permitindo que 

todo o trabalho realizado possa ser aproveitado nos projetos que 

se seguirem. Além disso, outros projetos v~m sendo desenvolvidos 

em paralelo a este, com necessidades semelhan tes quanto à 

preparação dos dados de entrada e quanto à análise dos 

resultados. Por estas razões, antes de se iniciar o traba lho de 

programação proposto, foi realizado um estudo cuidadoso da 

estrutura de dados e estabelecido um padrão suficientemente 

genérico para ser adotado por todo o grupo interessado. 
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O pré- processamento de dados em elementos finitos 

envolve a discretização do dominio pela geração de uma malha de 

n6s e elementos , com respectivas coordenadas e conetividades , e o 

armazenamento d estas e de mais uma série de informaç~es a 

respeito do dominio discretizado e suas condições iniciais e de 

contorno . A exigência de malhas com elevado número de nós e 

elementos, particularmente nos probl e mas com 

obriga a que o processo de geração e 

informaç~es seja automatizado. Com este 

dominio irregu lar , 

armazenamento destas 

fim, foi adaptado à s 

necessidades e ao padrão da estrutura de dados adotada o programa 

de geração de malhas publicado primeira mente por Durocher e 

Gasper (12) e corrig ido posteriormente por Liu e Chen (26) e 

outros citados por estes. Após a adaptação, o gerador de malhas é 

capaz de produzir malhas regulares de elementos quadriláteros ou 

triangulares, de interpelar automaticamente condiç~es de contorno 

e de armazenar em arquivos padronizados as seguintes informaç~es: 

a coordenadas dos nós ; 

b coneti v i d ades dos elementos; 

c nós de contorno, tipo de contorno do nó (externo ou de 

objeto imerso), existência de condição de contorno tipo essencial 

aplicada ao nó e ângulo da normal ao nó; 

d - elementos e l ados de elementos de contorno, ordenados em 

sentido anti- horário e por contorno, e direção das normais aos 

lados ; 

e elementos ''vi zinhos'' ou associados a cada nó da malha; 

f nós com condiç~es de contorno de ve locidade , pressão e/ou 

temperatura prescritas (condição essencial) e o valor da 

respectiva condição; 

g - lados d e el ementos de contorno com forças prescritas ou com 

fluxo prescrito de ca lor (condução, convecção ou radiação). 

Obtém-se desta forma os principais dados necessários ao 

programa de s imulação desenvolvido no presente trabalho . Os 

arquivos que fa ltam , com condições inicia is e com coeficientes e 

constantes, são gerados em separado. 

A entrada de dados no programa gerador d e malhas , no 



entanto, é feita através de arQuivo seqüencial, uma 

dificil contro l e e muito suj eita a erros , quando o 

grande. Para facilitar ainda mais a preparação 
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forma de 

arquivo é 

de novos 

problemas, foi desenvolvido um programa em linguagem interativa, 

que guia o u suário n o fornecimento dos dados, verifica os mesmos 

com relação a alguns tipos de erros e facilita o contro l e e a 

correção dos dados. Este programa grava ao final o arquivo de 

entrada para o gerador de malhas. 

~uito mais complexa do que a preparação de dados do 

prob l ema é a a nál ise dos ·resultados do programa de simulação, 

chamada de pós-processamento. A simu lação de um fenômeno 

transiente exige o armazenamento de resultados a cada interva l o 

determinado de tempo, o que pode produzir uma série longa de 

arquivos de dados. Quando se trata de problemas com grande númer o 

de graus de li berdade, o volume de dados a analisar pode assumir 

proporções apreciáveis (da ordem d e megabytes para cada 

prob lema ) . Nas etapas i n iciais de teste do programa de simu l ação, 

a dimensão reduzida dos problemas permitiu que se empregasse 

programas simples, capazes de representar perfis e isorregiões de 

quantidades esca l ares (pressão e temperatura) e vetores de 

velocidade, ainda que com limitações, a lém do histórico de 

determinada variável no tempo. Todos os 

descritos 

bolsistas 

até 

de 

aqui foram desenvolvi dos 

iniciação cientifica e com 

e nvo lvidos em projetos semelhantes. 

programas a ux i liares 

em colaboração com 

o u tros mestrandos 

A medida que a escala dos problemas crescia, no 

entanto, crescia também a exigência de uma representação mais 

precisa dos resultados e com a l guns recursos adicionais, c::omo a 

ampliação, por exemp l o. Em associação com o grupo d e pesquisas em 

estruturas do Curso de Pós-Graduação em Engenharia Civil da 

UFRGS, obteve-se uma versão adaptada da parte de 

pós-processamento do programa de análise de estruturas GAELI 

(17). Desta for· suQ~., $.JUú t:::!'-se con tar com a representação com ooec 

qualidade de va l ores esca l ares por isorregiões e de vetores 

velocidade por setas. Os programas de perfil de valores escalar es 
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e histórico de valor de variáve: no tempo foram aperfeiçoados ao 

longo do trabalho, incorporando a interpo lação de pontos pelo 

método de A~ima e uma estrutura mais fl exi vel e prAtica de uso . 

Por fim, a já tradicional represen tação de escoamentos 

por linhas de corrente exige o cálcu lo a posteriori da f unção de 

corrente corres pondente ao campo de velocidades em determinado 

inçtante de tempo . Para isso foi elaborado um pequeno programa 

independente que uti liza os arquivos com as componentes de 

velocidade ca l culadas para resolver o problema de Poisson 

correspondente. As cond ições de contorno dependem do problema em 

consideração . Os valores nodais da função de corrente calculados 

são representados por isorregiões , dando o efeito de linhas de 

corrente. 

4-2 - PROGRAMA E A LGORITMO S!MPUF"ICAOO 

O programa computacional, que constitui o nócleo deste 

trabalho , foi e l aborado com base em todas as considerações feitas 

no Capitulo 3 e foi denominado FESTP (mnemOnico para Finite 

Element Simulation o 'f 

e~crito inteiramente em 

Tr•n~port 

FORTRAN 

Phenomena) . O 

77 e trabalha 

programa foi 

çem qualquer 

int eração com o u s uário, como convém a programas destinados ao 

processamento e m grandes computadores. A entrada e a saida de 

dados se dá através de arquivos seqüenciais , seguindo o padrão de 

estrutura de dados mencionado no i tem anterior. O programa não 

fo i otimizado com relação à eficiência, mas 

modularidade com o objetivo de facili tar a depuraç~o 

buscou-se a 

nas etapas 

iniciais e a a lternação de métodos nas etapas de teste . 

A depu ração e os testes do programa foram e xecutados em 

duas estações de t rabalho Sun Sçar~Station 1+ conectadas em rede 

entr e si e com um microcomputador do t ipo IBM- PC . Através deste 

óltimo, dava-se a interaç~o com o usuário. Para tal fim, eram 

empregados os programas de pré- e pós-processamento citados no 

item anterior, tanto na preparação de um novo teste , quan t o na 
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análise de resultados. 

A estrutura do programa resu l tou complexa, devido à sua 

forma genérica, que permite a simulação de escoamentos 

isotérmicos ou de problemas de condução pura, além dos problemas 

acoplados (escoamentos com transfer~cia de calor). Mas, a fim de 

proporcionar uma noção do funcionamento do programa, 

abaixo os passos do algoritmo de forma simplificada. 

descreve-se 

~) leitura dos arquivos de dados; 

b) inicialização dos con juntos e variáveis gerais; 

c) inicio do laço de passos de tempo: 

d) inicialização das variáveis internas; 

e) inicio do laço do método de gradientes conjugados: 

7) cálculo inicial ou leitura da matriz de rigidez 

convecção>; 

(sem 

g) armazenamento da matriz de rigidez (somente na primeira 

i ter ação); 

h) cálculo do termo de convecção (de acordo com o método 

empregado ) ; 

i) atualização do vetor do lado direito com o termo de 

convecção; 

_j) aplicação das condições de contorno; 

k) pré-condicionamento da solução; 

1) iteração do método de gradientes conjugados; 

m) retirada do pré-condicionamento; 

n) teste de convergência da solução; 

o) fim do laço do método de gradientes conjugados se a 

solução não convergiu, volta-se ao passo e ) ; 

p) cálculo e suavização do campo de pressões (em caso de 

gravação de resultados); 

q) gravação de resultados (em passos de tempo pré-estabele-

cidos); 

r) fim do laço de passo de tempo se o passo de tempo final 

estabelecido não foi atingido, incrementa-se o passo de tempo e 

volta-se ao passo c). 



5 - TESTES E RESULTADOS 

5.1 - CAVlDAOE 

Pa~a testar o ~rog~ama e estudar as caracteristicas do 

método, foi escolhido o problema do escoamento bidimensional em 

cavidade. Este problema tem sido adotado como padrão para teste 

de muitos novos algo~itmos e programas de simulação de 

escoamentos viscosos e incompressiveis, como se pode ver nas 

refe~ências (7,22,37,38]. Ele se destaca pela simplicidade do seu 

dominio e simultameamente pela complexidade do p~oblema fisico. 

Sendo ca~acte~i~ado pela recirculação, o escoamento em cavidade 

assemelha-se ao descolamento de uma camada limite, possuindo 

ainda aspectos em comum com o escoamento de entrada em dutos. No 

caso do emp~ego do método de elementos finitos, a dificuldade é 

aumentada pela necessidade de se contornar a singularidade que 

existe nos pontos que unem os lados em que a velocidade é nula 

com o l ado no qual a velocidade prescrita causa todo o movimento 

na cavidade. Os trabalhos de Nallasamy e Prasad (27] e de 

Schreiber e Kelle~ (37J são geralmente citados como ~eferência de 

resultados e serão usados também no presente trabalho. Apesa~ da 

impo~tância do problema na pesquisa em mecânica dos fluidos 

computacional, não foi possivel obte~ algum trabalho experimental 

sobre o mesmo. 

O dominio empregado no problema da cavidade consiste de 

um quad~ado de dimensões unitá~ias, cujos lados inferior, à 

esquerda e à direita co~respondem a pa~edes da cavidade e o lado 

supe~ior constitui-se de uma linha de corrente ou de uma tampa 

com velocidade constante presc~ita igual a l,O (da esque~da pa~a 

a direita). A aplicação das c:ondições de contorno exigem a 

consideração do problema da singularidade que existe nos nós 

extremos do lado superior. Existem duas formas de contorna~ o 

50 



51 

problema. A primeira, denominada de caso confinado, consiste em 

atribuir velocidade nula aos nós extremos, da mesma forma que nos 

lados correspondentes a paredes, e elevar gradual ou subitamente 

o valor da componen te horizontal da velocidade nos nós vizinhos 

aos extremos até o valor da velocidade prescrita na tampa . A 

segunda, também chamada caso não confinado, atribui a todos os 

nós do lado superior, inclusive os extremos, a velocidade 

prescrita da tampa, enquan t o reduz gradua l ou subitamente a 

velocidade horizontal dos nós l aterais vizinhos aos nós de canto 

até zero . Neste caso, pode-se identif icar uma faixa de escoamento 

com a largura de pelo menos um elemento que não está confinada á 

cavidade, mas troca fluido com o exterior do dominio. Uma 

representação esquemática deste caso pode ser observada na 

figura 5.1. 

T = 1,0 
v1. = 1,0 Vz = 0,0 

~' 
l 

lr-v-1_= __ v_z_=_T 1 = O' O 

Figura 5.1 - Cavidade: dominio e condições de contorno. 

A primeira constatação do presente trabalho foi a 

grande sensibi lidade apresentada pelo método com relação a 

condições iniciais e de contorno que não cumprem a condição de 

continuidade. Por essa razão não foi possivel obter nenhum 

resultado com as condições de contorno do tipo confinado. 

Impôs-se assim o uso das condições do tipo não confinado. 
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Figu~a 5.2 - Cavidade - malha 1. : 1681 nós e 1600 elementos. 

Pa~a o estudo do mét odo at~avés do p~oblema da çavidade 

fo~am emp~egadas duas malhas de d isç~etização da mesma . A 

primei~a malha , mais refinada e ~ue serã ~Mamada de mal ha l, é 

fo~mada po~ uma matriz de 40 x 40 elementos d e siguais, mais 

çonçent~ados junto aos lados, çomo se pode ve~ n a figu~a 5.2 e em 

detalhe na figu~a 5.3. 
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Figu~a 5.3 - Cavidade - malha l 
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A condição de contorno escolhida ~ara a velocidade v 1 

neste caso foi de variação linear de 1,0 nos nós de canto até 

zero no sexto nó de cima para baixo, correspondente a uma altura 

y = 0,960. Esta o~ção foi feita para se ter maior semel hança 

entre os problemas resolvidos com a malha refinada e com a malha 

grosseira. 

A segunda malha ou malha 2 do ~roblema da cavidade é 

constituida por 256 elementos (16 x 16), também mais concentrados 

junto aos lados, onde o~o~rem os maiores gradientes de 

velocidade. A condição de contorno em v 1 ~ara a malha 2, do tipo 

não confinado , consiste na variação abru~ta do valor 1,0 nos nós 

de canto ~ara o valor zero nos nós laterais seguintes (y=0,9667). 

Com esta segunda malha foi testado também o acoplamento entre o . 
~roblema fluido-dinâmico e o ~roblema térmico. As condições de 

contorno para a equação da conservação de energia são do ti~o 

temperatura prescrita , adotando-se os mesmos va l ores atribuidos à 

velocidade v 1 • Esta malha mais grosseira pode ser vista na figura 
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Figura 5.4 - Cavidade - malha 2 :289 nós e 256 elemen tos. 

Com a malha 1 foram estudados escoamentos 
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caracteri2aóos por números de Reynolds igua is a 10, 100, e 1000. 

O nómero de Re ynolds é calculado pela e xpressão 

Re = p V L 

~ 
(55) 

onde pé a massa especif ica (em kg/m3 ) , considerada unitária, V é 

uma velocidade caracteristica (em m/s), no caso a velocidade 

unitári a da tampa, L é um compr imento caracteristico (em m), no 

caso o comprimento unitário dos lados, e ~ é a viscosidade 

din~mica do flu ido ( em kg/m sJ, cujo va l or determina oRe de cada 

problema . Com a ma lha 2 foram investigados escoamentos com 

valores de Re iguais a 100, 1000 e 10000. A condutiv idade térmica 

em cada cas o era ajustada de forma que o número de Prandtl 

permanecesse igual a um . O número de Prandtl, 

caracteri2ar escoamentos com t r ansferência de ca lor, 

de forma 

Pr 

onda c P é o cal or especif ico do f luido ( e m J/kg °C), 

usado para 

é expresso 

( 56) 

considerado 

unitár io, e k é a condutividade térmi ca do f luido (em W/m °C) , à 

qual era atribuido o mesmo valor da viscosidade para resultar e m 

Pr=l . 

Durante o estudo da i nf luência do parâmetro de 

penalidade, notou-se que havia uma re l ação entre o va lor deste e 

o va l or da tolerância que @~tabelece o fim das iterações no 

método dos grad ien tes conjugados . Esta tolerância representa o 

limite superior admissivel para o erro das componentes de 

velocidade n a norma euclidiana . Nenhum resultado foi possivel 

obter-, por exemplo , r1u~ L~~te5 e m que o 1nver"'so do par~metro d e 

penalidade era menor do que a tol erância. Somente no caso de 

Re=lO foi possivel obter algum resultado com o par âmetro de 

penalidade ( a= 106 ) igual ao inverso da tolerânci a (tol = l0-6). 

E mesmo assim, apesar d o valor e l e vado do par~metro de 

penalidade, a so lução ficou pior d o que a obtida para um va l or de 

a = 108 com o mesmo valor para a tolerância. Escoamentos com 
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n~meros de Reynolds maiores mostraram-se até mais sensiveis a 

esta relação, não admitindo a i gual ao inve~so da tolerância . 

Quando se diz Que nestes casos não foi possível obter solução, 

significa que após um número ben reduzido de passos ~e tempo, às 

vezes apenas um, a solução se fixa a um valor err6neo e dai em 

diante apenas oscil a levemente em torno deste valor ou progride 

numa taxa infinitesimal. 

Os testes com Re=lOO parecem apontar para uma relação 

ideal entre a e a tolerância. Por exemplo, a relação 

(a=lOSftol=l0- 8 ) apresentou resultado bem melhor do Que a relação 

(a=l06f tol=l0-8 J, apesar do maior valor do parAmetro de 

penalidade deste. Já o resultado obtido com a relação 

(a=l09/tol=l0-6] mostrou-se ligeiramente inferior ao obtido com 

(a=lOS/tol=l0-8], mas bem superior ao obtido com 

(a=l06ftol=l0-8]. Sob esse aspecto , pode-se citar ainda os testes 

feitos de escoamentos com Re•lOOO na malha 2 Que apresentaram 

resultados semelhantes, Quando foram empregadas as relações 

(a=l09 /tol =l0- 6 ) e (a=l04 /tol=l0- 7 ), enQuanto não foi possível 

obter solução com a relação (a=l04 /tol=l0-6J. 

Não se encontra nos trabalhos consu ltados nenhuma 

referência exp lí cita a esta sensibilidade do método à relação 

a/tol. Mas , considerando a alteração de escala Que o parâmetro de 

penalidade fa~ no sistema de equações, como foi citado no item 2 

do Capitulo 3, é razoável esperar Que o nivel de err o máximo que 

se admite Que seja propagado de um passo de tempo a outro seja 

dependente desta alteração de escala, de forma a não se sobrepor 

às menores escalas de valores do problema. Eventualmente a forma 

semi-implí cita de tratamento do termo não linear da convecção 

aootaoa pelo presente método o torna mais sensível neste aspecto, 

principalmente porQue a sensibilidade a ume nta no caso de valores 

de Re mais e l evados. De Qualquer forma,adotou-se nos principais 

testes do programa a seguinte proporção: tolerância=l0-9/a. 

Logo nos primeiros testes com a malha l ficou 

evidenciada outra condição exigida pelo presente método. Como já 



foi citado no inicio do capitulo, po~ ocasião da 

condições de contorno, o campo de v elocidades deve 

condiç:ío 

condições 

de divergência nula em cada tempo, 

iniciais. Dito de forma mais rigorosa, 
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I!Scolha das 

satisfazer- a 

inclusive nas 

esta condição 

d l!ve ser satisfeita de forma aproximada , na pr-opor-ção do inver-so 

do par-âmetro de penalidade. Por este motivo não se obteve 

r-esultados par-tindo-se com a condição inicial tr-ivial no caso da 

malha l, u~a vez que esta possui quatro nós de cada lado que não 

pertencem ao l ado superior- , mas cujo valor prescrito de v 1 é 

difl!rente de zero. Foi necessário atribuir- estas mesmas 

velocidades não nulas a todos os nós internos com a ~l!sma altura 

y antes de se iniciar a simulação . Nas simulações de escoamentos 

com Re=lOOO foram empreoados como condições iniciais soluções 

convergidas de testes com Re=lOO para encurtar o tempo de 

simu lação até a obtenç~o da solução de regime permanente. 

Procedeu-se da mesma forma nos testes com a malha 2 , também no 

caso de Re=lOOOO. 

O esquema de discretização no tempo adotado em todos os 

testes aqui descritos é o de Crank-Nicolson <9=0,5). Foram 

fQitos , no entanto, uns poucos testes usando o esQuema de 

Galerkin (9=0 ,667 ) . No caso em que foi simulado um escoamento com 

Re=lO, o esquema de Galerkin apresentou resultados inferiores ao 

teste equivalente que empregou o esquema Crank-Nicolson. Já nos 

c:a!5o5 de escoam~:;·Hlu~ '-um R~•lOO, a 1 ém da qualidade r-uim dos 

resultados obtidos com o esquema de Galerkin, a curva de 

convergênc:a que se obser-va no histórico do valor- da velocidade 

em um nó parece ser interrompida abruptamente, quando então a 

solução se fixa naquele valor, ao invés de tender ao mesmo 

assintoticamente. Por causa disto, 

dOi'!Dconsiderado. 

o esquema de Galerkin foi 

A influência do valor do parâmetro de penal idade a foi 

investigada com a malha 1 nos casos de escoamentos com 

Re=lOOO , ressaltando-se que o valor da tolerância do 

iterativo era ajustada para que se mantivesse a 

estabelecida anter-iormen te. Tomou-se como ponto de 

Re= lOO e 

processo 

pr-opor-ção 

partida o 
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valor oc-103 (tol=lO-ó), o qual, no estudo bem mais minucioso 

feito por Reddy (32) para o problema da convecção natural em 

cavidade, garantiu-lhe praticamente três algarismos significa­

tivos exatos no valor da solução. Este também é o valor de a 

usado por Carey e Krishnan (7) na aplicação de seu método de 

penalidade a um escoamento em cavidade (no referido trabalho, a 

tole~ánci~ do p~ocesso iter~tivo t~mb4m foi f~it~ i~ual ~ l0-6)_ 

Os mesmos casos simulados com a=103 foram também simulados com 

a=l05 (tol=l0- 8 ). Como era esperado, a alteração nos resultados 

foi muito pequena, imperceptivel em uma representação gráfica 

como a das figuras adiante. Também com a malha 2 fez-se uma 

comparação entre a=l04 (tol=l0- 7 ) e a=l03 (tol=l0-6 ) no caso de 

Re=lOOO, resultando no mesmo efeito desprezivel. Por outro lado, 

a necessidade de se reduzir proporcionalmente o valor da 

tolerância do processo iterativo traz consigo um severo aumento 

no custo computacional da simulação, tornando injustificável a 

opção por um parâmetro de penalidade maior do que 103. 

Entre os fatores que rnais influíram na qualidade dos 

resultados está o tratamento dado ao termo convectivo. As figuras 

5.5 e 5.6 mostram os perfis de cada componente de velocidade na 

linha média da cavidade para o caso de escoamento com Re=lOO. A 

linha continua representa o resultado obtido, empregando-se para · 

o cálculo dos termos convectivos o método MSU, como descrito no 

item 3 do Capitulo 3 e no Apêndice II. Nas mesmas figuras a linha 

tracejada representa o resultado obtido, quando os termos de 

convecção são tratados pelo método dos residuos ponderados na 

forma tradicional de Galerkin, descrita no inicio do Capitulo 3 

pelas equações (32) a (34). Os resultados obtidos com as duas 

malhas são virtualmente iguais. 

Nota-se já neste caso uma pequena diferença nos 

resultados, sendo a solução obtida com o tratamento tradicional 

de Galerkin a Que mais se aproxima dos valores obtidos por 

Nallasamy e Prasad (27), que podem ser vistos na figura 5.9. 
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Figura 5.6- Cavidade: perfil da velocidade Vz · 
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A mesma convenção foi empregada para representar os 

perfis de temperatura nas l inhas médias da cavidade, os quais 

podem ser observados nas figuras 5.7 e 5 . 8. Os resultados obtidos 

pelo tratamen to convenci onal dos termos de convecção estão 

c l aramente de acordo com os apresentados por Nall asamy e 

Prasad (27), mostrados na figura 5.10. 
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Fig u ra 5 . 7- Cavidade: perfil ver tical de temperatura . 
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Figura 5.8 - Cavidade: perfil hori zontal de temper atura. 

Os bons resu ltadoç obtidos pelo tratamento conve ncio nal 

de Galerkin dos termos convectivos no caso de Re=lOO evidenciam 

que , mesmo para a malha mais grosseira, o tratamento destes 

termos com dife renças "a montante" se f<>z desnecessário , f ato 
igua lmente observado por Shaw (38) em seu traba lho . Por o u tro 

l a do, o método MSU mostrou resultados muito piores do que o 
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esperado. Como f o i citado no capitu lo 3, é sabido que os métodos 

d e difer ença '' a mon tante '' produzem um e f e i to de aume nto do 

coeficien t e d e d ifusão, que se torna mais e xpress ivo a i nd a nas 

fo rmu lações transien tes. No e n tan to, o efeito d ifu sivo do método 

MSU, neste caso , foi tão for te que levou o s testes com Re=lOO a 

pro duzir perfis t i p i cos de u m escoamento com Re =l O. 

(a) 

- 1·0 }o() 

u 

l~ r-------------------------~ 
(b) 

t> o 

-l~ ~----------------------~ 

Figura 5 . 9 - Perfis de velocidade na cavidade: a ) vel oc. v 1 na 

l inha méd i a ve r tica l ; b ) ve l oc . v 2 na l inha média horizontal . 

- · · · - Re=O; -- Re=l OO; - -- Re=lOOO; -- ·-- Re=lOOOO 

( resul tados obt idos por Nal l asamy e P r asad ( 27) ) 
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( resu l tados obtidos por Na ll asamy e P rasad [ 27}) 

- Re = 30000 
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Como essa disc~epáncia po~ efeito do método MSU 

pe~manecesse nos testes com Re=1000 e estes já most~assem a 

necessidade de um t~atamento especial da convecção, decidiu-se 

expe~imenta~ a aplicação seletiva do método MSU. Antes de se 

ca l cula~ a mat~iz co~~espondente ao te~mo convectivo a nivel d e 

elemen t o, testava-se o núme~o de Peclet local com ~elação ao 

l imite estabelecido (Pet,m=lO ) e aplicava-se o método MSU, caso o 

Pe local fosse maio~ que este limi te. Nos ~esultados most~ados a 

segui~, este p~ocedimento é c hamado de seletivo. 

pe~miti~ um maior ag~upamento dos r esultados, 

p~ocesso seletivo se~á ~etomada mais adiante. 

Com o fim de 

a discussão do 

Nas figu~as 5.11 e 5.12 pode-se observa~ os resultados 

obtidos pa~a a velocidade com Re=lOOO pelas três dife~entes 

abordagens do termo convectivo . Fica evidente a diminuta melhora 

alcançada pelo processo seletivo com o valo~ de Pe limi te 

adotado . 
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Figura 5 . 14 - Cavidade : perfil hori~onta l de temperatura . 

Os resultados obtidos para o prob l ema t é rmi co acoplado, 

no caso de Re=1000, podem ser observados nas figuras 5 . 13 e 5.14 . 

Como nc5 t estes com Re=lOO , também na simu laçãc de escoa me ntos 

com Re=lOOO o e feito for t ement e difusivo do método MSU produ~iu 

resultados seme lha ntes ao5 de um escoamento com número de 

Reynolds cerca de de~ ve~es menor . Neste caso, no entanto , ne m o 

método de Galerkin conseguiu gerar res ultados equivalentes aos 

obtidos por Nallasamy e Prasad [27), ficando apenas próximos a 

estes . Mesmo a mal ha 1, mais refinada, não condu~iu a qualquer 

melhora sensivel na soluç~o . A d iscrepância ainda se torna um 

pouco maior , quando os perfi s de velocidade são comparados aos 

resultados de Schre iber e K&ller [37), que podem ser vistos n as 

f i guras 5.15 e 5.16. Nestas, o perfil a ser observado é o das 

linhas médias, respectivamente y =0 , 5 e x=0 , 5. A escal a das 

velocidades é ta l que um valor unitário corresponde à metade do 

comprimento d e um l a do . Not e que uma das duas figuras está 

invertida com rel aç~o ao sentido da ve l ocidade da tampa da 

cavidade . 
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Figura 5 . 15 - Perfis da v~locidade Vz na cavidade Re=1000. 

(resul tacos obtidos por Schreiber e Keller [37)) 

L-~L---~~------~~------~L---~~_J· 
·' .n • ,) .u .1 o 

Figura 5. 16 - Perfis da velocicade v 1 na cavidade Re=1000. 

(resultados obticos por Schreiber e Keller [37)) 
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A seguir, nas figuras 5.17 a 5.20, são expostos os 

perfis de velocidade e temperatura em um escoamento com Re=lOOOO, 

obtidos nas condições já citadas. Para estes testes, 

malha 2 foi utilizada. 
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Figura 5.17 - Cavidade: perfil da velocidade v~. 
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Figura 5.19 - Cavidade: perfil vertica l d e temperatura. 
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Re=10000 , convecção tratada pel o método de Galerkin. 

Desta vez, a abordagem tradicional de Galerkin produziu 

um campo de velocidades totalmente distorcido na região superior 

pela presença das oscilações esp~rias caracteristicas. A primeira 

vista, observando-se apenas os perfis das linhas médias, o método 

de Galerkin apresentou resultados bem melhores que os demais, sem 

revelar as oscilações, exceto no perfil da velocidade v 2 (figura 

5.18). Mas quando se observa de forma mais geral o campo de 

velocidades, como se pode ver em detalhe na figura 5.21, nota-se 
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claramente o padrão oscilatório, que já está presente em escala 

bem menor na solução de Galerkin para o caso Re~lOOO. 

Figura 5.22 - Perfis da velocidade v z na cavidade - Re=lOOOO . 

( resultados obtidos por Schreiber e Keller (37)} 

As s oluções empregando o método MSU de forma absolut a 

ou se letiva com Pe limite igual a lO mostraram-se novamente mui t o 

difusivas e dis tantes dos valor~s obtidos por Nalla5amy e Prasa d 

(27), que ainda podem ser vistos nas figuras 5.9 e ~ . 10 , ou por 

Schreiner e Keller (37) , apr ese,tadas nas figuras 5 .22 e 5.23, 

mesmo que estes não apresli!ntem 9ra nde con cordância entre si. 
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.. -~> .. • 

Figura 5.23 - Perfis da velocidade v 1 na cavidade - Re=10000. 

(resultados obtidos por Schreiber e Keller (37)) 

Retomando- se a discussão a respeito do processo 

seletivo, va l e lembrar que esta idéia não é nova. Patankar (28) 

em seu famoso · método SIMPLE ( de 1972) já tratava o termo 

convectivo de fo r ma dependente do número de Peclet local, usando 

a diferença "a montante" quando Pe fosse maior que 2. Brooks e 

Hughes (6) em sua formulação de Petrov-Galerkin denominada SUPG 

aplicam progressivamente o termo de perturbação que caracteriza o 

método à medida que o Pe local 

a partir de Pe=2. O resultado 

aumenta, atingindo seu valor pleno 

bem s u cedido obtido através da 

formulação tradiciona l de Galerkin (também observado por Shaw 

[38)) para o caso de Re=100 que, na mal h a 2, apresentava valores 

de Pe que chegavam próximos a 10, conduziu à escolha deste valor 

como limite para uma primeira tentativa de aplicação seletiva do 

método MSU . A proximidade dos resultados obtidos pelo processo 

seletivo e pela aplicação pura do método MSU sugere que novas 

experiências devam usar valores limites bem maiores. Ao menos , 
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esta primeira e xperiência mostrou a compatibilidad e existente 

entre os dois métodos. No caso de Re=lOOO, o método MSU foi 

empregado em 50'l. dos elementos , enquan to para Re=lOOOO, 

aplicou-se este método a aproximadamente 30/. dos e l ementos . 

A possibilidade d e representação de isorregiões 

oferecida pelo programa GAELI (17) permite que se tenha uma visão 

mais gl obal de a lguns r esultados vistos até aqui, a i nda que com 

algumas l imitações. A an~lise e a comparação das linhas de 

corr ente fica u m pouco prejudicada pelo reduz i do nâmero de 

divisões e pelas variações dos limites das isorregiões de um 

desenho para o outro. Nas figuras 5.24 a 5 . 26 tem-se a 

r epresentação de isorregiões da função de corren te, cada l imite 

entre isorregiões correspondendo a uma linha de corrente. As 

figuras 5.24 e 5.25 correspondem aos resultados obtidos para os 

c a s os de Re=lOO e Re=lOOO respectivamente, sendo e m ambos os 

casos utilizada a forma trad icional de Ga lerkin para a convecção . 

A figura 5.26 corresponde ao resultado obtido pelo processo 

seletivo para o escoamento com Re=lOOOO . 

Figura 5.24 - Linhas de corrente na cavidade - Re=l OO . 
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Figura 5.25 - Linhas de cor rente na cavidade - Re=lOOO . 

Figura 5.26 - Linhas de corrente na cavidade - Re= lOOOO . 
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Na figura 5 .26, observa-se um vórtice secundário no 

canto da cavidade . Este já está presente nos resultados do 

escoamento com Re=lOOO, apesar de não ser captado pela divisão 

imposta às linhas de corrente na figura 5 . 25 . Par a demonstrar o 

fato, são representados na figura 5.27 os perfis da velocidade v 2 

para os três processos tomados na altura Y=O,l, no caso de 
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Re=lOOO . Pode - se comparar esta figura ao perfil cor respondente na 

fioura 5 . 15, l e mbrando- se que e x i s t e grande d i fer ença de escala 

en tre as duas. 

V2 
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0.05 

· - __ Goler1cln 
- - lo<SU 

0.03 ~ 
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-{).01 
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' '- _"7 I 

' I 
\ I 

\ I 
\ I 
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o.oo d o o.~ o.60 o.ao 1. o 

X 

Figura 5 . 27 - Cavid a de : perfil d a ve l o cidade v z em Y=O , l . 

A representaç~o por i sorregiões a dquire lugar de 

dQçtaque na análise das diçtribuições d e t e mpera turas . Os limites 

prescri t os para o val o r da temperatura garan tem a mesma divisão 

entr e a s r e giões . As f iouras 5. 26 e 5 . 2 9 r epr esrm t am os 

resultados d e escoamentos c om Re=l OO e 1000 r espectivamente, 

a mbos com a convecção t r a t ada po r Ga l e rkin. Nota- se na figu ra 

5 . 29 o efeito das pequenas osci laçõe s d a veloci dade q ue j á se 

f azem present e . A f igura 5 . 30 representa a d is,ribu i ção d e 

temperatur a obtida a t r avés d o processo s e l etivo para o caso d e 

Re=lOOOO . 
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Figura 5.28 - Distribuição de temperatura na ~avidade - Re=lOO • 

Figura 5 . 29 - Distribuição de temperatura na cavidade 

. , I 
! I 
z-~: f 

Re=lOOO. 
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Figura 5.30 - Distribuição de temperatura na cavidade - Re=lOOOO. 

O tipo de elemento adotado no presente 

apresenta notórios prob l emas na representação do 

trabalho 

campo de 

pressões, como foi citado no item 4 do Capitulo 3. Em quase todos 

os casos i nvestigados neste estudo, os resu ltados da pressão 

a presen taram fortes oscilações espúrias, que os métodos de 

suavização empregados não foram capazes de eliminar. Nem tampouco 

o aumento do valor do parâmetro de penalidade produziu alguma 

me l hora s~nsive l . A única ex~essãc fica por ~onta do caso d e 

Re=lO simu l ado na malha l, com os va l ores (~=103/tol =lO-~) , que 

apresentou um campo relativamente plano e com os esperados p i cos 

de pressão e depressão nos cantos de e n trada e de saida do 

fluido , respectivamente, se bem que com valores bem menores que o 

esperado . 

52 - CILINDRO 

Para exemp l ificar a capacidade do programa desenvo lvido 

no presente trabalho d e simu lar problemas t r ansientes complexos 

com grande número de nós e elementos foi esco lhi do o problema do 

escoamento aberto isotérmico em torno de um cilindro com n úmero 
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de Reynolds baseado no diâmetro do cilindro igual a 100 . o 
problema do escoamento aberto em torno de um cilindro é tido como 

um dos mais exigentes testes de um programa de simulação. Quando 

o número de Reynolds caracteristico deste escoamento é maior do 

que 40, perde-se a estabilidade e a zona de recirculação formada 

atrás do cilindro, inicialmente constituída de 2 vórtices, perde 

sua simetria. A instabilidade ocasiona o desprendimento periódico 

e alternado destes vórtices, que são transportados pelo 

escoamento contituindo a chamada esteira de vórti~es de von 

Kármán . O valor escolhido para Re vem se constituindo num padrão 

para teste de algoritmos numéricos que resolvem as equações de 

Navier-Stokes em problemas transien tes e incompressiveis. Brooks 

e Hughes (6}, bem como Young e Ni [39} empregaram este problema 

como demonstração final da capacidade de seus programas de 

simulação. Valores experimentais para as quantidades médias do 

problema podem ser encontrados no trabalho de Zukauskas (42} e no 

livro de Schlichting (36} . Além disso, os trabalhos de Behr et 

al.[S] e Engelman e Jamnia [13} resolvem o problema numericamente 

com extrema precisão e estudam-no sob diversos aspectos, como 

refinamento da malha, tamanho do dominio e tipos de condições de 

contorno. Estes últimos trabalhos fornecem ainda informações 

detalhadas de valores transientes, como coeficientes de arrasto e 

de sustentação e componentes da velocidade. 

A escolha do dominio a ser discretizado desempenha um 

papel fundamental rio problema .do escoamento externo transversal a 

um cilindro. A influência que o cilindro exerce sobre o fluido se 

estende por diversos diâmetros na direção transversal ao 

escoamento principal e por uma distância muito maior a jusante do 

cilindro . A simulação do verdadeiro dominio fisico de influência 

do cilindro seria talvez impraticável e mesmo não é necessária, 

desde que se observem dimensões mínimas e condições de contorno 

que não interfiram na qualidade da solução na região de 

interesse. As dimensões escolhidas neste trabalho se assemelham 

às adotadas por Brooks e Hughes [7} e por Young e Ni [39} e podem 

ser vistas , junto com as condições de contorno, na figura 5.31. 
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t, = o vz =O 

~5 19 ---------1 

Figura 5.31 - Dominio e çondições de çontorno para o problema do 

çilindro i merso çom Re=lOO. 

As çondições de çontorno na entrada são do tipo 

essençial çom presçrição das duas çomponentes de veloçidade . O 

valor unitário da veloçidade v 1 na entrada, assoçiado aos valores 

também unitár ios do diâmetro do tubo e da massa espeçifiça e à 

vi~co~id~dc ~~0,01 k g/m s compae o nCme~o de neynolds do 

problema. As çondições de çontorno nos l ados longitudinais do 

dominio geralmente são homogêneas em re l ação a Vz • Com relação a 

v 1 , e n çontra-se ambos os tipos de çondição: valor unitário 

presçrito ( essençial) ou força nula sobre o fluido no çontorno 

( natura l homogênea). No presente trabal ho optou-se por esta 

última. Por fim, na saida apliça-se a çondição natu ral homogênea 

para as duas çomponentes de veloçidade, a qua l é tão apropriada 

que, segundo a investigação de Behr et al. ( 5}, permitiria a 

redução do dominio em estudo pela me tade no seu çomprimento. 

A disçretização do dominio, fei ta pelo programa de 

geração de malhas adaptado ao çontexto deste trabal ho, resultou 

em uma malha de 2431 nós e 2336 elementos. A distribuição dos 

elementos, mais çonçentrados nas proximidades do çilindro e no 

iniçio da esteira de v6rtiçes, pode ser observada na figura 5 .32. 

A figura 5.33 mostra um detall-·e da malha nas imediações do 

çilindro. A visua l ização da malha foi feita através do programa 

GAELI (l7) . 
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Figura 5.32 - Malha de nós e e l ementos para o problema do cilin­

dro imerso. 

... i 
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~1gura ~-~~ - Detalhe da malha em torno do cilindro. 

Uma tentativa de simul ação com o emprego do método MSU 

no t~atamento dos termos convectivos resultou em um campo de 

velocidade abso l utamente estável com dois vórtices simétricos na 

zona de recirculação. Esta configuração é tipica de um escoamento 

com Re<40 e era esperada, devido ao e f eito fortemente dissipativo 
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do método MSU . 

Quando os termos da convecção passaram a ser tratados 

da 1orma convenc ional de Galerkin, o escoamen to se desenvolveu, 

oscilações começaram a surgi r na linha a jusante do centro do 

cilindro e se ampli ficaram ~onstantemente at9 atingir uma 

amplitude e freqüência estáveis. As figuras 5.34 e 5 . 35 mostram 

um histórico da velocidade v 2 em dois pontos do ei xo da esteira 

de vórti ces. Os resultados mostram grande semelhança com os 

obtidos por Enge lman e Jamnia (13) nas curvas B e c, 
respectiva me nte, da figura 5.37 , correspondentes a pontos 

semelhantes do esco amento . Note-se que os valores da abscissa 

(tempo) nest a figura devem ser multiplicados por 10. A figura 

5.36 é o histórico do primero n6 a jusante do cilindro na altura 

do centro do mesmo. Pode-se observar nitidamente que este 1oi o 

óltimo n6 a atingir a amplitude estâvel nas oscilações, o que 

r evela o importante efeito amortecedor e estabilizador exercido 

pelo escoamento principal sobre a esteira de vórtices. A 

dissipação da ener gia dos vórtices pode ser melhor observada no 

decaimento da amplitude das oscilações, q ue se nota no per1il da 

velocidade v 2 na linha do centro do cilindro (figur a 5.38) . 

Figura 5.34 - Cilindro: his t ór ico da velocidade v 2 no ponto 

( 9,04 ;4,0) , a 4 diâmetros do cen tro do cilindro . 
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Historico de V2 no no' 1643 (cilindro) 
O.JO -r-_...:..:_:_.:.::......::...:._ _____ ~__,,_.:..-n 

~ 
V2 o.oo -1---../ ~ 

\ 

3o .4b sO 60 
-0.30 +-,..,....,..,....,...,...,...,...,..,....,..,...,...,.,..,..,..,..,..,........,.;...,..,..:,...,...,.:.,..,J 

10 20 70 s 
t 

F i gura 5.3e - Cilindro: históri~o da velo~idade Vz no ponto 

( 2 4 ;4 ) , a l9 diâmetros do ~entro do ~ilindro. 

Kistoríco de V2 no no' 1621 (cilindro) 
0.16 

0.08 ~ 

\ 
\ 
\ 

V2 0 .00 

-0.08 

-o., e -=~.-.....,.,.,.,....,.,....,.,.,.,...n'T',.,.,.,..,.""'"",.,...,..,.,.,..,.,..,-n-r,.,............-1 
20 25 5 40 45 50 55 60 65 70s 

t 

Figura 5.36 - Cilindro: históri~o da velo~idade Vz no ponto 

( 5,55;4 , 0), junto ao ~i l indro. 
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Figura 5 . 37 Histórico de Vz para nós na mesma altura do centro 

do ci lindro e afastados deste por : A) l diâmetro; 8 ) 

4 diâmetros; C> 20 diâmetros; D) 25,2 diâmetros . 

(segundo Engelman e Jamnia [13]) 

Velocidade V2 (ciündro) 1.00 .,..... ________ __:. __ ....:...._..., 

0..50 

V2 0.00 

-Q.50 

Figura 5.38 - Cilindro: perfil da v e l ocidade Vz na linha a 

jusante do centro . 

As f i guras 5.34 e 5 . 3ó também nos per mitem avaliar a 

d o desprendimento de vórtices . o parâmetro freQüência 

adimensional relacionado a esta freQüê ncia é o n~mero de 
Strouhal, ca l culado da seguinte fo r ma 

St "' f' D 
Voo 

( 57) 
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onde f é a freqüência de des prendimento de vórtices (Qm 1/s ou 

Hz), D é o diâmetro do cilindro (em m) e Voo é a velocidade do 

escoamento principal (em m/s ) . Como estas duas últimas 

quant i dades s~o unitárias , o número de Strouhal f ica igual à 

freqüência neste caso. O periodo das osci lações inferido das 

figuras 5.34 a 5 . 36 é de aproximadamente 6 segundos, o que 

resulta em uma freqüência e St iguais a 0, 1667. Este valor está 

em perfeito acordo com . os resultados obtidos por Brooks e Hughes 

(6) e Young e Ni (39) e com o valor expe rimental citado por 

Schlichting (36) . Behr et al .(SJ e Engelman e Jamnia [ 13 ) obtém 

um r esultado um pouco superior (~ 0 ,175), enquanto Zukauskas [42) 

apresen ta um valor in ferior (~ 0,155). 

Outros valores caracteristicos des t e escoamento são os 

coefic ientes d e arrasto , C0 , e de susten taç~o, CL, 

cujo cál culo é mostrado a seguir 

onde 4 = f (c<< n 1 + O',_znz) dr 
rei.\. 

tz = f (O'z,_n< + Czznz> dr 
rcl.l 

do cilindro, 

(58) 

(59 ) 

Como foi exposto no capitulo 2, a,j são as compone ntes do tensor 

das tensões, n1. são os cos senos d iretores d a normal à superficie 

do ci lindro, pé a massa especifica é o 

contorno do cilindro~ Nota-se Que os coe1iri~ntes de ~rr-sto o 

s usten tação dependem primaria mente do t ensor das tensões , que por 

sua vez depende em grande parte d a pressão. Como já foi visto, o 

programa e m e studo apresenta dific u ldades no cá l culo da pressão , 

o q ue se refl ete t a mbém nos valores globais dos coeficientes. As 

figuras 5.39 e 5 .40 apresenta m valores de C0 e CL corresponde ntes 

ao último cic lo de desprendimento d e vórtices simulado. Apesar da 
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ausência de suavidade na distribuição dos resu ltados, exceto 

talvez no último semi-ciclo de C~, os valores oscilam em torno de 

valores médios. Est a oscilação é caracteristica do fen6meno 

t~ansien te e decorre da variação do valor da pressão na 

super ficie do cilindro à medida que se desprendem os vórti ces. O 

coeficiente de sustentação deve oscilar em torno de zero e o 

valor médio de' c 0 resu lta 

1,6 segundo Schlichting 

Engelman e J amnia (13} 

pr6ximo dos obtidos experimenta l mente: 

[36} e 1,4 segundo Zukauskas [42}. 

e Behr et a l.[ 5 J obtém valores 

con cord a n tes, cuja média va l e 1,41. 

Histórico de Co no cilindro 
1.65 -.----------------. 

* 
Cdl~- * • 

* * • 

Figura 5.39 - Cil indro: histórico de C0 . 
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Histórico de Ct. no cilindro 
0.80 

OAO ; 
• • • 

0.00 " • • 
• • 

• • -0.40" • 

-o.S06S~~~m66~~n6~7~~68~nwnnn69~Tm·~~·~nTrl71s 

t 

FiQur~ 5.40 - C~lindro : histórico de CL . 
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As figu~as seguintes têm po~ objetivo ap~oveita~ os 

~eGultados da s imulação e 05 r ecursos de pós-processame nto pa~a 

possibil itar uma observaç~o mais fisica dos resu l tados. Os 

gráfi cos que compõe a f i gura 5.41 ~ep~esentam perfis da 

componente de v e locidade tangencial ao cil indro e permitem 

Ob5e~var o efeito do gradiente adve~so de press~o na camada 

limite até o momento do descolamento no ângulo Qe 127,5° e 

adiante , quando oco~~e a ~ecirculação. A figu~a 5 .41 corresponde 

ao5 resul tados ca l culados para 68 segundos de escoamento e o 

~ngulo é medido no sentido horário a pa~tir co ponto de 

eGtagnação f~ontal do cilind~o . A seqüên c ia que compõe a figu r a 

~.41 co~~esponde ao último ciclo completo de desprendimento de 

vó r tices simulado, que comp~eende o despr endimento de 2 v6~tices 

opostos . Cada quad~o da seqüência ~ep~esenta um detalhe do campo 

d.- ve locid.;.des p~óximo ao c i l ind~o·, sendo o primeiro ~efe~ente ao 

tempo de 65s e os seguinte5 defasados de 0, 5s de escoamento até o 

último (70 ,5s ) , cuj a semel hança com o primei r o é n otável . A 

~epresentação por linhas de corrente é u s ada na figura 5 . 43 pa~a 

permitir a vis ualização global 

desprendimento de um vór tice . 

do escoament o durante o 
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Velocidade tangencia l ao c ilindro 
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1/ 
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ll.ngvlo = 120• :z.oo ..,....-,--=.:.._;__-r_-, 

1.50 . 

1.00 

I/ 
0.50 o.tlo -0.20 1.40 

v 

Angvlo = 145" 
z.oo 

1.50. 

1.00 • 

( 
0..50 

-o-20 0.60 1.40 
v 

Figura 5.41 - Perfis da ve l ocidade tangen cial junto ao cilindro . 
(tempo = ó1:l:!l) 
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Figura 5.42a - Campo de veloçidades em t orno do çi l i ndro . 

(tempo = 65s, 65,Ss e 66s) 
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Figura 5.42b -
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Campo de velocidades em torno do cilindro. 

(tempo = 66,5s, 67s 67,5s) 
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Figu~a 5.42c - Campo de velocidades em to~no do ci lindro. 

(tempo ~ 68s, 68,5s e 69s) 
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Figura 5.42d - Campo de vQlocidades em torno do c ilindro. 

(tempo = 69 , 5s , 70s e 70,5s) 
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Figura 5 . 43 - Linhas de corre nte no problema do c ilindro imerso. 

(tempo ; 65s, óbs e ó7s ) 



6 - CONCLUSÕES E SuGESTÕES 

P ARA FUTUROS TRABALHOS 

O programa desenvolvido no presente trabalho mostrou-se 

capaz de simular escoamentos transientes laminares incompressi­

veis e não-isotérmicos em domin ios bidimensionais com boa 

precisão nos casos de Re bai xos até moderados, o u seja, menores 

do que 1000 . Foi comprovada sua capacidade de r e solver probl e mas 

com grande número de in c6Qni tas ao simular-se , no caso do 

cilindro imerso, um dominio com quase 5000 graus de liberdade. O 

proorama mostrou-se eficiente apenas na solução de p r oblemas com 

R~ da ordem de 100 ou menor , di~inuindo s ua eficiência à medida 

que a não-linearidade do t ermo convectivo predominava. Para 

escoamentos com Re da ordem de 1000 ou maiores, é preciso 

aprimorar a forma de tratamento do termo convect ivo, aparente 

causa da perda de precisão. O programa é ainda capa z de resolver 

problemas isol ados de escoamento isotérmico e de condução d e 

calor pura . 

A segu ir destaca-se alguns aspectos rQlevantes d o 

estudo reali zado e f az-se algumas s ugestões para o aprimora mento 

do programa e para a con t inuação do trabal ho i niciado . 

- O campo de v e locidades , nas condições iniciais e a 

cada passo de tempo, deve sati s "azer a condição de divergência 

nula, ao menos no nivel de p r ec:são corresponden te ao valor do 

parâmetro de pena lidade. 

- Existe uma re laç:o ótima e n tre o va lor do parâmetro 

de penalidade e o da toleráncia no método de gradientes 

con jugados (MGC ) , a qual é mais evidente nos casos d e Re igual o u 

maior que 100 . Indica-se como aproximação inicial a proporção: 

tolerância=l0-3 /a. Va l ere~ muito discrepantes podem prejudicar ou 

91 
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impedir a obtenção da solução. 

- O método MSU d e Rice e Schnipke [33) tem efeito muito 

fo r te de difusão artificial nos resultados. O uso seletivo do 

método, em conjunto com a formulação tradicional de Galerkin e em 

função do número de Pec let loca l, parece ser uma boa alternativa . 

Estudos posteriores nesta direção devem buscar um valor limite 

ideal para o Pe local, partindo de um valor próximo de 100 . Outra 

alternativa pode ser o uso de diferença ''a montante" de o r dem 

sup@r ior a um, o que e nvolveria a extrapo lação da linha de 

corrente para element os vizinhos . 

- Os resul tados obtidos pelo programa para o campo de 

press~es deixam muito a desejar. As oscilações espúrias são tão 

fortes, que outros métodos de s uavização também não conseguiriam 

obter um campo razoável a partir dos resu ltados g@rados. Para 

s uperar definitivamente o probl ema, parece ser necessária a 

i mp lementação de outro tipo de elemento mais estável , como o de 

interpolação b iquadrática da velocidade e line ar da pressão . Para 

uma tentativa de remediar o prob l ema, sem o e leva do custo da 

troca de e l e me nto, pode-se buscar obter a pressão através da 

equação de Poisson originária da equação da continuidade e 

caracteristica de muitos métodos , a o invés de calculá- la pelo 

termo de penalidade . 

- A solução do sistema de equações atr avés do MGC 

mostrou-se robusta, sendo capaz de resolver prob lemas f ortemente 

não-lineares, como os da cavidade com Re~lOOOO e o do escoamento 

a bert o em torno do cilindro. O MGC revelou-se efic iente na 

s ol ução de problemas quase-lineares , isto é, com Re baixos, 

e xigindo um número de iterações relativa me nte baixo para atingir 

a convergência . Quando a não-linearidade era significativa, no 

entanto, o método mostrou- se mui to demorado . Os novo~ recursos 

computacionais disponiveis , que permitem o trabalho com grandes 

matrizes na memória centr al, s~gerem que se use um p rocesso 

direto de inversão da matriz de coeficientes a cad a passo de 

tempo , alterando-se a part ir dai apenas o vetor do lado direito 
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até a conve~gência . 

Além das sugestões feitas acima com vistas à supe~ação 

das deficiências apresentadas pelo p~og~ama, sugere- se ainda , em 

continuação ao t~abalho, a implementação de um modelo de 

turbulência, com o objetivo de possibilitar ao programa a 

simulação de e scoamentos com Re mais elevado, a adimension a­

lização das equações e a adaptação a dominios axissimétricos . 
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APÊNDICE I 

MuLTIPLICADOR DE lAGRANGE E FuNçÃO DE PENALIDADE 

Para exemplificar a aplicação de restri ções através de 

multiplicadores de Lagrange · ou de termos de penalidade serão 

usadas as equações que descrevem o escoamento de Stokes, um caso 

particular das equações de N-vier-Stokes, em que o s termos 

viscosos predominam l argamente sobre os termos da derivada 

substan tiva (os dois primeiros termos da e quação (11) no Capitulo 

2), permitindo que estes sejam desprezados. 

Cons ide rando como ponto de parti da o problema 

variaciona l com restrição, como apresentado no i t e m 3 do capitulo 

2 e na equação (25) , a formulaç~o variaciona l do problema de 

Stokes fica 

J.J ê~ (êv~ + ~ ) } dO 
Qxj êxj bxi. 

= 

onde v, = componentes da velocidade - (m/s] 

~ = funções de teste ou f unções-peso 

J.J = viscosidade dinâmica eo f luido - (kg/m s] 

t;. = força sobre o f lu ido no contorno - [NfmZ) 

( 1.1) 

k = i 

O funcional que dá origem à equação ant erior é clássi co 

e pode ser escrito da sequinte forma f81 

J <v, > = J ~ {av~c (av' + ~ J} dO 
0 2 llx j bxj llx ;, - J 

r 
(I. 2) 

i,j = 1 ,2 ; k = i 

Como já foi e xplicado, esta formul ação impõe que o 
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espaço de funções aproximadoras da velocidade satisfaça de 

antemão a condição de divergência nula. A fim de relaxar esta 

exigência, pode- se incorporar a restrição ao funcional da equação 

(1.2) através de um multiplicador de Lagrange, 

modificado vem dado por 

À. O funcional 

( I . 3) 

i = 1,2 

Anulando-se a primeira variação do funcional modificado 

para obter a forma variacional correspondente, tem-se 

óJ = L0 8(óvk > (av;. 
+ ~J} dO - f (óvk) t;. dr + axj axj 

r.,v 

+ foÀ 
8(óvk) dO+ I ÓÀ 

8x;,. 0 
(~;) dO = o ( I . 4) 

i,j = 1,2 k = i 

A primeira variação das componentes de velocidade, óvk, 

st:or· á '-l•q.mç~.Uc:t. Ut::::.> ~ e 6Ã é a primeira variaç~o oo multiplic:aoor oe 

Lagrange. Como a equação ( 1.4) deve ser válida para valores 

arbitrários de ~ e de ÓÀ, segue que 

I { a~ (av' 
0 1.1 axi axj 

+ =....:..J av ) 
ôxi. 

+ À ~ 
8x;. } dO- Ir~ t;. dr = o (I. 5) 

IoóÀ 
av. 

dO _, = o ax, ( I . 6) 

i,j = 1; 2 k = i 

Que é a formulação variacional correspondente ao funcional J. No 

Capitulo 2 é mostrado que À = -p. 

Outra forma de se incorprar uma restrição a um 

Tuncional ~onsistP. Pm ~rrP~c~nt~r-lne um tgrmo de penalid~de, o 

qual leva a solução a cumprir de forma aproximada a condição 

imposta. No método da penalidade, o funcional recebe a 
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seguinte modificação (8) 

( I • 7) 

i = 1,2 

onde ~ é um escalar de valor elevado, chamado parâmetro de 

penalidade. Para obter a formulação variacional equivalente, 

procede-se como no caso anterior e tem-se 

6Ja= Lt~(~~ + ~J}dn+ fo(a~)~ dO-
- J ~ ti. dr = o 

Ízv 
i,j = 1,2 

Comparando-se as equações (1.5) e (I.S), 

(I • 8) 

k = i 

pode-se ver 

que a expressão entre paréntesis na segunda integral desta última 

equação corresponde a uma aproximação do multiplicador de 

Lagrange e, por sua vez, da pressão. 



APÊNDICE II 

MSU - DETALHES DA IMPLEMENTAÇÃO DO MÉTODO 

O método baseado em Rice e Schnip~e [33] para o tratamento 

. especia l do termo convectivo, introduzido no item 3 do Capitulo 3 

e aqui chamado de MSU (Nonotone Streamline Upwind), 

detalhado G seguir. 

será 

Como já f oi visto, quando se faz uma mudança de 

coordenadas conveniente, os te~mos que expressam a conveçção de 

uma propriedade ~ reduzem-se a um só, calculado na direção da 

linha de corrente. Para a implementação do método faz-se a 

seguinte hipótese simplificativa 

constante (II.l) 

onde sé a direção da linha de corrente, vs o vetor velocidade 

que é tangencial à mesma e p é a massa especifica. Assim a 

formulação variacional do termo convectivo pode ser aproximada da 

seguinte forma 

p vs 

--xs (II. 2 > 

102 



onde? <P 
j 

<P' 

4> 
j 

v., 

As 

103 

= valor de? <P (ve?loc. ou te?mp. ) no nó de? jusante 

= valor de? <P (ve?loc. ou te?mp. ) no ponto de? montante? 

= função de? pe?SO corre?sponde?nte? ao nó J 
(Vj + v') 

= = 
2 

= / ( x -x') 2 + 
j 

média entre 

e? no ponto 

( y - y' ) 2 

j 

as ve?locidade?s no nó dE? jusantE> 

de? montante? 

= comprime?nto aproximado do 

se?gme?nto de? linha de? corre?nte? 

no e?le?mento 

A e?stimativa do ponto de? montante? se faz através de um 

balanço de? massa dos lados do e?le?me?nto. Uma Ve?Z determinada a 

e?xistência de? um nó de jusante?, conforme? a condição e?stabe?le?cida 

na e?quação (49) e? na figura 3.1, rE>nume?ra-se? os nós e? lados do 

e?le?me?nto a partir dE?ste? nó, chamado de? J ou Il, como na figura 

I I.l. 

----71 
• 

lado 1 

14 

x',y ' ,Ç>' 

Figura II.l- Lados e? funçõe?s relativas ao nó de jusante?. 

O fluxo de massa em cada lado vem dado por seu 

respectivo fator F, como segue 
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F1 = f:pvz dx + fzpv1 dy 
%1 X1 

Fz = fs pvz dx {a pv1 dy 
xz xz 

.[ .. pvz f .. pv1 
(11.3) 

F a = dx - dy 
13 xa 

F., .. f~pvz dx + t•pv. dy 
14 X4 

Os fatores de interpolaç~o empregados na determinação 

aproximada do ponto de montante baseiam-se em relações entre 

estes fluxos de massa . Rice e Schnipke (33) propõe a seguinte 

expressão para os fatores de interpolação Fp e Fn 

(!1.4) 

(ll.S) 

Estes fatores são empregados para o câlculo aproximado 

das coordenadas e do valor da propriedade transportada no ponto 

de montante, assinaladas com um apóstrofe . 

x ,. (1-Fp) x12 + (1-Fn) x14 + FP Fn x18 

Y = (1-Fp) Yxz + (1-Fnl Y14 + FP Fn Yxa 

~- = (1-Fpl ~12 + (1-Fnl ~14 + Fp Fn ~xa 

(11.6) 

(11.7) 

(11.8) 

A idéia é fazer-se um• i nterpolação l inear entre os nós 

do lado que contém o ponto de montante . Para tal, os fatores FP e 

Fn variam entre c: e r o e a unidade, devendo sempr~ pelo menos um 

deles ser igual a 1. Quando um c os fatores vale 1, ele anul a 

automaticam.,ntl? a contribuição do nó que não faz parte do lado 

que contém o ponto de montante . Uma a nálise mais acurada . no 

entanto, revela que , no caso de elementos quadriláteros não 

regulares, o cálculo dos fato rQS de interpolação através das 

expressões (11 .4 ) e (1!.5) pode levar à inconsistê,cia. Se 

tomamos por e xemp lo a situ ação representada na figura 11.2, 

observa-se que o fluxo de massa F2 é negativo, o que l e varia o 

fator FP a ser nulo. Erroneamente as equações (1!.6) a (II.Bl 



interpelariam va lores entre 12 e 14, ao i nvés dos nós 

5endo ainda a soma dos pesos maior que um . 

x' ,y' 

I4 

FiQura 11 .2- Exemplo de nó de jusante. 
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13 e 14, 

Para ~entornar o problema , foi alterado n est e t rabalho 

o ~ál~ulo dos fatores de interpo l ação, tendo sido adota da a forma 

que segue 

(11.9) 

nos demais casos 

(!I. lO) 
nos demais casos 

O problema ~i tado a~ima também pode o~orrer no ~aso de 

e xpansão no escoamento ~ompressivel que, apesar de fugir ao 

es~opo deste trabalho, igualmen te fica resolvido pelo emprego das 

express~es (!I .9) e (II . lO). 

Tendo e m vista que o método MSU se destina à obtenção 

de uma solução estável em dis~retizaç~s mais grosseiras do 

dominio , ou seja, que empreQam elementos maiores, considerou-se 

ainda a possibilidade o~orrer uma variação mais acentuada na 

dir eção da v elocidade dentro do dominio de um elemento. No ~aso 

em que o ponto de montante estivesse no lado relativo número 4 , o 

~ál~ulo através das equaçOes (!!.6) a (!!.8) resultaria na 

identidade entre o ponto d e montante e o nó !3, uma vez que os 
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fatores FP e Fn ficam iguais a um. O mesmo prob l ema pode ocorrer 

se o pon to de montante se situar no l ado relativo nómero 1. Para 

levar em conta esta situação, i ntroduz-se dois novos fatores de 

interpolação, Fr~ e Fr 4 , que são descritos a seguir 

t: .. ''·) 
se F1 2: o e F4 2: o 

F,~ = se F4 < o 
se F~ < o 

(11. 11) 

t: .. , .. , se F,. 2: o e F1 2: o 
F,,. = se F1 < o 

se F,. < o 
(I I.12l 

As equações de interpolação (11 . 6) a (11.8) são 

(11.13) 

(11. 1 4 ) 

(11.15) 

A forma final da matriz de convecção a nivel de 

elemento correspondente à equação (II .2 ) será exemplificada a 

seguir, considerando-se um caso em que o n6 de j u sante é o 

ter ceiro e é ónico. A matriz será chamada FJ 5 de dimensão ( 4X4 } e 
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pa~a o caso citado cada coefici e n te da mat~iz vale 

t• 
J e, i.k = o para i ;>< 3 e k = 1 ,4 

fj,. = p ~" [-< l F r 1 ) ( l F r 4 ) FP Fn] fo 'h dOe 
91 e 

fj,. = p ~" {- (1 Fr 4 )[( 1 -Fr1)(1 - Fn> + (1- Fr • > ]}Jn~-1>-a d Oe 
92 bs 

fj ,. = 
"" 

P ~s [ 1 - F 
~s r1 Fr4] f o., 'h dO,. 

~ · = p ~"{- <1 -Fr • >[o - Fr4 )(1 - Fp) + Fr .. ]}Jn~-1>-a dOe ' )z 34 bs 

Po~ último, foi testada uma f orma alternativa de 

cálculo do segmento d e linha de co~~ente bs , baseado em uma 

aproximação quadrática . Em conco~úância com as conclusões de Ri ce 

e Schnipke (33 ) ' não se constatou qualquer alte~ação 

significativa nos r esultados , sendo o tempo de processamento 

sensive lmen te i ncrementado. Por isso, conse~vou-se o cál cu l o 

linear de t:,s, como na equação ( 11 .2). Como f o i citado no capitu l o 

3, em condições de erro, como quando F1 e F4 são simultaneamen t e 

n e gativos !ainda q ue por u m valor desprezive l ), o método p~ecisa 

ser contornado e a formul ação trad icional de Galerk i n é usada em 

seu lugar. 



APÊNDICE III 

MÉTODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS 

Será descrito o pré-condicionamento e o algoritmo de 

solução do MGC. Considera-se que o sistema de equações a l gébricas 

descrito no Capitulo 3 pode ser representado da seguinte forma 

genérica 

(A]{x} = {b} (III.l) 

onde A é a matri~ global de coeficientes, x 6 o vetor de 

valores nodais a determinar e b é o vetor do lado direito, 

conhecido. 

A m~tri7 rlP n~A-rnnMi~{~n~m~nto a 6 form~da p~la 

diagonal principal da matri~ de coeficientes A e pode ser 

decomposta em um produto de matrizes auxiliares 

(III.2) 

onde B = o ... 
T = [DA]~/2 

O sistema original 6 transformado para a aplicação do 

MGC da seguinte forma 

cÃJ<x} = {i)} (Il!.3) 

onde A = (T] T (AJ[TJ--1. 

X = (T]{x} 

b = (T]-T(b} 

u algor~tmo gera l do método é como segue 

108 
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a) - ini c iali zação de x, aplicando a solução do tempo ante~io~ 

pa~a x 0 ou fazendo x 0 =0 

R0 = T-T ( b - Ax0 ) 

Po 

b) <:<;. = 

c) x ;. .. 1 = "'- + <:<;. P;. 

tes te de conve~géncia da no~ma euclidiana nx, ... -x;.ll/llx, ... n 
d) R;. ... = b - A ;c, ... = R;. - <:<;. A Pi. 

teste de conve~gência da no~ma simples do ~esiduo uR;, .. 1 D 

e) caso os dois testes ante~io~es aponta~em a conve~gência , o 

p~ocesso é te~minado aqui . 
- -T - -T -

f) A. ... =R;: .. . . R;. ... IR;: R;. 

Q) Px • 1 = R;. ... + ~i. P;. 

h) ~eto~na-se ao passo b). 

Após obte~ a so lução conve~gida pa~a o 

modificado, calcul a-se a sol ução do s i stema original 

- 1 -
{ x ) "' ( T ) { x } 

p~oblema 

(I II.4 ) 

De vido ao tratamento especial dado à não- linea~idade do 

te~mo convec tivo, que fa~ com que o ve tor {b} mude a cada 

iteração, é necessá~io usar a primeira forma de cálculo do 

residuo no passo d ), apesar de se~ mais lenta, po~que a segunda 

i gualdade s6 vale em sistemas linea~es. 


