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I. Introducao

Um dos mais importantes problemas em Fisica-Matematica consiste
em minimizar expressoes que nao dependem simplesmente de uma ou varias
variaveis continuas, mas dependem explicitamente de uma funcao.

Tais problemas tiveram um papel central no desenvolvimento da Fisica
classica durante os séculos XVIII e XIX, e continuaram a ter importancia
fundamental com a chegada da Mecanica Quantica no século XX.

O formalismo resultante, denominado Cdlculo Variacional (ou Método
Variacional), é atualmente aplicado em uma enorme variedade de proble-
mas em Fisica-Matematica. Neste poster apresentamos o Calculo Varia-
cional e aplicamos o formalismo ao problema da menor distancia, na ge-
ometria euclideana, entre dois pontos.

II. O Calculo Variacional: resumindo a
ferramenta

No Método Variacional o problema de interesse nao consiste apenas
em determinar o ponto no qual alguma fungao particular tem seu menor
valor, mas em determinar a inteira dependéncia funcional de alguma funcao
especifica de tal forma ela minimize uma integral I envolvendo a propria
funcao e suas respectivas derivadas:

xp
I=/ f(z,y,y) da.

Considerando que a funcao y(z), que minimiza I, faz parte de uma
familia de fungoes y(x, €) que satisfazem as condigdes

(i) y(za,€) = y(xy,), y(xp, €) = y(xp) para todo ¢;
(i) g(x,0) = y(x);
(iii) y(z,e€) é continua e derivavel em todo o intervalo [z,, 73],

uma condicao necessaria, mas nao suficiente, para a existéncia de um
minimo é dada por
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IV. Aplicacao: o caminho mais curto entre
dois pontos
Sejam (x4,y,) € (xp,yp) dois pontos no plano-zry, com z, < z,. A

fungao que conecta estes pontos é y = y(z), onde y(x,) = ya € y(xp) = Yp.
O comprimento de arco conectando (z4,¥a) € (s, yp) ¢ dado por

(zv,9p)
1= / ds.
(Ta,Ya)
Como ds? = dx?+dy?, temos ds = /1 + y"2dx. Neste caso nosso problema
estd em encontrar a fun¢ao y(x) que minimiza a integral

I:/ b\/1+y’2dx,

onde agora nossa func¢ao é f = /14 y'2. Aplicando a equagao (1), equagao
de Euler-Lagrange, teremos
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O primeiro termo da equacao acima ¢é nulo. O segundo termo indica que
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Portanto 3’ é igual a uma constante, digamos y’ = A, tal que

= constante.

y = Ar + B,

onde A e B sao escolhidas de forma que a reta passe por (24, ya) € (o, Ys)-

III. A equacao de Euler-Lagrange

Derivando I(€) em relagao a e temos
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Integrando o segundo termo por partes obtemos
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pela condigao (i) da secao II, temos entao [%L:xa = [
forma que

ﬂ_/“ of _d (of\|dy,
de /., oy dz\og )] de™"

Para que I(¢) tenha um minimo em € = 0, devemos ter

dri - _o= [T|2L 4 (of dy .
|:%:|6:0—0_/3?a |:ag dx <ag,)1e=0 |:d€:|e=0dx’

escolhendo € = 0, que equivale a escolher y(z,¢) = y(x) e ¥'(z,€) = y'(z), e
fazendo [d—yL:O = n(z), obtemos
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Como 7n(x) é uma fungao arbitraria, o inico modo da expressao acima
ser nula ¢é termos valida a equacao
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conhecida como Equac¢ao de Euler-Lagrange.

Em muitos casos de interesse fisico, se a funcao f(x,y,y’) nado depende

explicitamente de x, a equacao de Euler-Lagrange pode ser simplificada.

Considere a quantidade 7/ g—; — f. Calculando a derivada em relacao a x,

d [ ,of ~_Jlof d [of of
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Se y satisfaz a equacao de Euler-Lagrange e % = 0, entao
d 0
Ly gl <o
dr |7 0y

integrando esta equacao obtemos y’ C,?—;, — f = K, onde K é uma constante.

Neste caso resultamos em uma equacao diferencial de primeira ordem para
y(z), mais simples de ser resolvida.

As técnicas usadas na derivacao da equacao de Euler-Lagrange acima
podem ser generalizadas para integrais da forma
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onde as fungoes y;(z), yo(z), ..., yo(z) que minimizam I sdo sujeitas as
condigoes y1(a) = Y1as Y1(T6) = Y16y Yn(Ta) = Ynas Yn(6) = Ynp- Logo
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No caso em que f nao depende explicitamente de z, teremos

n /ﬁ_ B
;yiay; f=

Bibliografia

[1] C. Lanczos, The Variational Principles of Mechanics, Dover, 1970.

2] F.W. Byron Jr. and R.W. Fuller, Mathematics of Classical and Quan-
tum Physics, Dover, 1992.




