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Exemplo 1.1.1: Sejam S = {1,2,3} e W = {3}. Neste caso G{W} = {g1,92,93},
onde:

gl:{1*272_’3}sg2={2_)1?1—"3}593:{2'_’371_-"3}

W¢/ W S

Figura 1.1.1: Exemplo de grafos g € G {W}.

Definigao 1.1.2: (Grafos G, {W})
Sejam W # )W C S,z € SeyeW. Sex € W° o conjunto Gp, {W} € 0
conjunto de todos os grafos orientados sobre S, tais que:

1. nado hd setas partindo de W.
2. cada ponto de W*¢ € ponlo inicial de exalamenle uma sela.
3. para cada ponto z em W¢existe um caminho no grafo levando z a W.

4. existe um caminho no grafo levando x a y.

0 se T # Y

Além disso, sex e W, G, {W} = { G"{W} sor=y °

Note que os grafos G, {W} néo tem caminhos fechados e G, , {W} € G{W},
VteSeVye W

Exemplo 1.1.2: Sejam S = {1,2,3,4} e W = {3,4}. Neste caso G;3(W) =

{91,92,93,94}, onde:
01={1—-22-3},9={2—-1,1-3},93={1—3,2—3},94={1— 3,2 > 4}.
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Figura 1.1.2: Exemplo de grafos g € G, {W}.

Definigao 1.1.3: (Grafos G {zx » W})
Sejam W £ O, W C S,z € 5. Sex € W¢, o conjunto G {x - W} é o conjunto de
todos os grafes orientados sobre S, tais que:

1. nao hd setas partindo de W.

2. cada ponto de W*°, exceto um, digamos y, € ponto inicial de exatamente uma
seta.

3. nao hd caminhos fechados no grafo.

4. nao hd caminho no grafo levando x a W.
Além disso, se x € W, entdo G {x » W} = 0.

Note que a terceira condicao é equivalente a dizer que para cada z € W*°\{y}, ha
um caminho no grafo levando z a W U {y}.

Exemplo 1.1.3: Sejam S = {1,2,3,4} e W = {3,4}. Neste caso G(1 » W) =

{91, 92, g3, g4}, onde:
n={1=2, 0= 21} 0= -8 a=(2-4.

W¢/ W S
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Figura 1.1.3: Exemplo de grafos g € G{z » W}.



Definigao 1.1.4: (Grafos Gy {W})
Sejam W # 0, V#D eW CV CS. O conjunto Gy {W} € o conjunto de todos
o0s grafos orientados sobre V, tais que:

1. ndo hd setas partindo de W.
2. cada ponto de W NV € ponto inicial de exatamente uma sela.

3. para cada ponto x em W NV eziste um caminho no grafo levando x a W.

Exemplo 1.1.4: Sejam S = {1,2,3,4},V = {2,3,4} e W = {4}. Neste caso

Gv {W} = {g1,92,93}, onde:
g1={2—33-4},0={83-22—4}, g ={2—-43—4}.

1 S

Figura 1.1.4: Exemplo de grafos g € Gy {W}.

Definidos estes tipos de grafos vamos relaciona-los com uma cadeia de Markov
(Xn)pso, com espago de estados S finito e matriz de transicdo P= (pay), cs-

Definicao 1.1.5: Seja g um grafo orientado qualguer, sobre S. Definimos

1@)= [[ PXan=z1Xa=9)= I[ P@2)=II p= (111)

(yv—z)ey (y—z)ey (y—=z)€g

1.2 - Distribuicao estaciondaria

O Teorema 1.2.1 da uma forma explicita para a distribuicao estacionaria através
de grafos. Este Teorema foi provado por Freidlin e Wentzell [6], no Capitulo 6.



















































Figura 2.1.1: Exemplo de um grafo g € H{z}.

Entgo, existem constantes ¢§, j =1—1,1,...,n—1, com ¢j_, e ¢_, positivas,tais

que:
= @)=+ e g
geH{z}

onde

iy ., o=2 I b Il o=

gEH {z} gEH{z} (y—z)ELy (y—z)ety
= Y Il #.= X =(9). (2.1.6)
geH{zHy—z)ecg geH {z}

Como af ; >0, Yg € H {z} com 7° (g) # 0, podemos dizer que ¢i_; > 0.
A partir disto podemos afirmar que:

il L e g T Sl e 1% 7
" - -
s I [cﬁ]e"—l e 24 et 4+ cﬁls“l]
meSs meS

e (‘fr—lsﬂ_I gt i HEfR A c:‘“—1)

Ef—l Z (c:?_lsﬂ-—l fe c:ln_zgﬂ—l—l ™ CI“E e le)
mes

gt e e+,
LA e e e B G
meSs

mesS

Logo, aplicando o limite quando £ | 0, e utilizando (2.1.6) temos que

> 7w (g)
g . cH{z} A
bt == = 2 = e 21T
M T T T v Bl il
meSs meSgeH {m} zes
B
25












Agora, vamos considerar g € G, ,{W} com z,y fixos, z € W° e y € W. Para
calcular Y  7°(g), temos que dividir em dois casos:
ael, AW}

12 Caso: z,y€e Cou CNW = .
Existe s com t < s < r e existem constantes ¢,j = s,...,r — 1,r;8 > t, com
c? > 0, tais que:

m(g) =" + I_y & 4+ §qe®t! + e

Podemos afirmar que o menor valor que s pode assumir é ¢t (t = [ — I'), pois o valor de
s depende do niimero de transigoes entre classes ergédicas e portanto o menor valor
que s assume é quando cada classe ergddica contida em W¢ fizer apenas uma transicao
para outra classe ergédica qualquer; neste caso #E; = t e g € H,,,{W}(ver Figura
2.2.1).

Figura 2.2.1: Exemplo de grafos g € H, ,{W}, com z,y € C3 ou C3NW = .

Entao
Y. 7(9) =ce +eig + o+ e +
gEG y{W}
onde
eg= ) ¢ W<jisr
9€Gzy{W}
e
£ = Y‘ cf Y\ ]T b‘uz ]—[ Q,n =
9€H: y{W}  g€H:  {WHy—z)EE, (y—z)eE;
oo VN | S A (2.2.3)
9€H o {WHy—z)€g 9EH, 4 {W}
Portanto,

r -1 ... t+1
it b ) P Cre” F 1€ s et + et 4
0 lo dee” +dp_1677 1 1o dyy et + dist
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. et e b i+ )
elo et(d,e™t +d,1e™ 1 4o b dyyae +dy)

.
dy
Substituindo (2.2.2) e (2.2.3) na expressao anterior, temos
B (9)
4 _ 9&lzy
lim gy (z,y) = —
gEH{W}

22 Caso: y¢ C e CNW #£ 0.
Para g € G,,{W}, existe s com t < s < r e existem constantes ¢, j
1,7, com ¢ > 0, tais que:

m(g) =" +e_ 1€+ g™ e’

=S =

Podemos também afirmar que o menor valor que s pode assumir é t+1 (t =1 — I'), pois
o valor de s depende do niimero de transicoes entre classes ergodicas e portanto o menor
valor que s assume é quando cada classe ergddica contida em W* fizer apenas uma
transicao para outra classe ergédica em S; neste caso #E; =t+1e g € H, ,{W }(ver

Figura 2.2.2).

Figura 2.2.2: Exemplo de um grafo g € H,,{W}, comy ¢ C3 e CsNW # 0.

Entao
Z 7*(Q) = e + 18 4+ o+ F G,
gGGw,y{W}
onde
= ¥ d, M<jsF
acC_ WY
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dij= Y d&, Vi<ji<r

geH{W}
como em (2.2.2). Sabemos pelo Teorema 1.4.1 que

7 (g)

mSy(z) = ’EG{”*’W;G G Ve S, YW C 8.

geG{Ww}

Sendo #W* = r, entao para cada g € G{z - W} temos que #g = r — 1, pois pela
Definicao 1.1.3, sabemos que cada elemento em W*®, exceto um, é ponto inicial de
exatamente uma seta. Entao por (2.1.3), podemos dizer que o grau de 7°(g) é r — 1.
Portanto, existem s e constantes eg, j=8,...,m,7—1, com e’_, > 0, tais que:

7 (9) =€f_16" " +ef_ge™ " + o0 +efye™ e’ (2.2.5)

Para calcular Y.  7°(g), vamos considerar dois casos:

9E€G{zAW}
12 Caso: Seja z € C C W* (ver Figura 2.2.3).

Neste caso, podemos afirmar que o menor valor que s pode assumir ét—1 (¢t = [-I').
isto é, existe g € G{z - W} com 7° (¢g) dado por (2.2.5) com s = t—1. Basta ver que o
valor de s depende do niimero de transicoes entre classes ergédicas e portanto s assume
o menor valor quando cada classe ergédica contida em W* fizer apenas uma transicao
para outra classe ergédica qualquer; neste caso #FE; =t —1e g € H{x -» W}(ver
Figura 2.2.3).

Figura 2.2.3: Exemplo de um grafo g € H{z -» W} com z € C; C W*.
Entao

Z 1 (g) =erat™  Fep a4 - FoEt Lot
geG{z AW}
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onde
&; = Z e, Vi—1l<z<r-1
9eG{zAW}
e
e w0 T e (2.2.6)
gEH {zAW} gEH {z /AW Hy—z)Eg gEH{z AW}

Usando (2.2.2) e (2.2.6), temos

5 e d geEG{zAW} il (g)
Bemwl) =BT s g -
geG{W}
o Eef_le"‘ R A s . 2 e
elo  deem +dp_16™ 1+ o+ dyyqtt! 4 dyet
Et_l(e,-_lEr_t e er._géir_t_l 4ot e+ et—l) o

lim
elo 5 é:t(d,--E"_‘2 +do_qgm 4 dey1€ + dz)

7™ (9)
e €t-1 =4 gEH{zAW}
de 3y =g
geH{W}

22 Caso: Seja z € C € W* (ver Figura 2.2.4).

Neste caso, podemos afirmar que o menor valor que s (em (2.2.5)) pode assumir é
t (¢t =1-1'), pois o valor de s depende do niimero de transicdes entre classes ergddicas
e portanto o menor valor que s assume é quando cada classe ergddica contida em W*
fizer apenas uma transicao para outra classe ergédica em S; neste caso #F; =t e

g € H{z -» W} (ver Figura 2.2.4).

Figura 2.2.4: Exemplo de um grafo g € H{z - W} com z € C, £ W*.
Entao

Y 7(9) =€ Feraem i+ + el
9EG{azAW}

ey
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Figura 3.3.1: Exemplo de ciclos de primeira (em vermelho) e segunda ordem (em
azul).

Definigao 3.3.2: Definimos mgy < m) < --- < myk) como os valores dem (7,) , n €
S¥), Vs, ordenados.

Note que se k € {1,2,..., K} entao existe pelo menos um s e um n € S§,’) tal que
sy =lim e B (r (W (x3)) = m (x3). (33.1)

Se usarmos a Defini¢ao 3.3.1 podemos estender os resultados das Proposigoes 3.2.1
e 3.2.2, e Teoremas 3.2.1 e 3.2.3 para os ciclos de ordem s, pois todas as provas sao
feitas com base nas classes ergddicas que compoem os ciclos de primeira ordem, T, e
os ciclos de ordem s, 7*, 0s quais também representam unioes de classes ergddicas.

Entdo podemos concluir que o conjunto dos valores my;, definem as faixas de
velocidade que determinam onde a cadeia se concentra. Isto é. se a cadeia
encontra-se, assintoticamente, numa velocidade entre ﬂsﬂe ﬂf;—‘l, entao a cadeia
ficara concentrada na uniao das classes que compoem 7, tal que

msa) =lim < B3 (r (W (x3).-

Para que isto fique mais claro enunciamos as préximas proposigoes e teoremas cujas
provas sao analogas aquelas feitas para ciclos de primeira ordem.

Teorema 3.3.1: Sejam (X),., como definido anteriormente, W (n°) unido das
classes ergddicas que compéem o ciclo ©°, m° conforme a Definigao 3.2.1. Entdo para
C,‘,Cj C W(ﬂ") ez € C;,

- EhE L - (s) s e
l:f(l;l J s (X,E.(W(,r.)\c’) & CJ‘ I Xg = 3.') = (Y;'(W'\{J}) =13 | Y: = 2) =
= Greugyy (3,9) -

(2]











































