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Resumo:

Considere (FE,r) espago métrico completo e o espago Dg|0,00) das fungoes
x : [0,00) — E continuas a direita e com limite a esquerda. Neste trabalho
vamos apresentar a métrica, d, de Skorohod no espago Dg[0,00). Vamos

mostrar que (Dg[0,00),d) é completo.

Abstract:

Consider (E,r) a complete metric space and the space Dg[0,00) of right
continuous functions z : [0,00) — FE with left limits. In this work we will
introduce the metric d of Skorohod on the space Dg[0,00). We will show
that (Dgl0,00),d) is complete.
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Introducao

Muitos processos estocasticos que surgem em aplicagoes tém a propriedade
de ter limite a direita e a esquerda em cada ponto do tempo para quase
toda amostra de caminho. Por convengao vamos assumir que os caminhos
s@o continuos a direita, quando isto pode ser feito (normalmente pode) sem
alterar a distribui¢do finito dimensional. Vamos denotar por Dgl0,00) o
espago das fungoes z : [0, 00) — E continuas a direita e com limite a esquerda,
onde (E,r) é espaco métrico.

Muitos resultados de convergéncia de medidas de probabilidade requerem que
espacos métricos sejam separaveis e completos. Por isso, a importancia de
encontrarmos um métrica que tornasse Dg[0, 00) separavel e completo. Neste
trabalho vamos apresentar a métrica de Skorohod, d, que torna (Dg[0, 00), d)
um espago métrico separavel e completo, se E é separdvel e (E, r) é completo,
respectivamente. Nossa apresentacao vai trabalhar com bastante detalhes a
prova de que (Dg[0, 00), d) é completo, a qual é descrita na se¢ao 5 do capitulo
3 péginas 116 até 122 do livro [1]. Referimos o leitor, também, a [1] para
a prova deste espaco ser separavel. Cabe observar, que (Dg[0, 00),d) nao é
compacto, e indicar em [1] a se¢@o 6 do capitulo 3, onde os autores do livro
tratam de questoes relacionadas a compacidade de certos subconjuntos de
(Dgl0,00),d).



Capitulo 1

A métrica de Skorohod

1.1 Consideracoes iniciais e definicoes

Seja (E,r) um espac¢o métrico e ¢ denota a métrica r A 1, onde A significa
a Ab=min{a,b}, Va,b. Também, vamos esclarecer que V significa a V b =
max{a, b}, Va,b. Dg[0,00) denota o espaco das fungdes x : [0,00) — E
continuas a direita e com limite a esquerda. Denotaremos para cada t > 0 o
limite de = a direita de ¢ por Slirtr}r z(s) = x(t+), onde s — t+ significa que
s>tes —teo limite de x a esquerda de ¢ por Slirtn_ z(s) = z(t—), onde
s — t— significa que s < t e s — t; por convencao Sl_igl_ z(s) = z(0—) = z(0).

Assim, com esta notacao podemos escrever
Dgl0,00) = {z : [0,00) — E;3x(t—), x(t+) = z(t)}

Nés comegamos observando que as fungoes em Dg[0, 00) sao mais bem com-

portadas do que podemos suspeitar inicialmente.

Lema 1.1 Se © € Dgl0,00), entdo x tem pontos de descontinuidade enu-

merauveis.

Demonstragao

Seja x € Dg[0,00). Como x : [0,00) — E é continua a direita e tem limite a



esquerda, as descontinuidades de z sdo de 1* espécie (salto) [2]. Definimos
Ap={t > 0;r(z(t),z(t—=)) > 1/n}, Yn=1,2, ...

ou seja, A, é o conjunto dos pontos de descontinuidades de x com salto maior
que 1/n na métrica r.

Afirmamos que A,, nao tem ponto de acumulagao, Vn = 1,2, ....

De fato, dado n € {1,2,...}, vamos fixd-lo temporariamente. Seja t € A,.
Como existe o limite de x a esquerda de t, temos que existe d; > 0 tal que se
s € (t — d1,t) entao r(x(s),z(t—)) < 1/2n e r(x(s—),z(t—)) < 1/2n. Logo,
r(z(s),z(s—)) < r(z(s),z(t—)) + r(z(t—),z(s—)) < 1/2n + 1/2n = 1/n.
Desta forma, (t — d1,t) N A, = 0.

A
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Analogamente, pelo fato de x ser continua a direita existe do > 0 tal que
(t,t + d2) N A, = (). Assim, encontramos uma vizinhanga de ¢, (t — d;,t) U
(t,t + d2), que nado estd em A,,. Logo, t é ponto isolado em A,,.

]

Vamos fixar que a notacao “q.t.p. t> 07 significa que em quase todo ponto
t > 0 vale uma determinada propriedade, ou melhor, 3A C [0, 00) tal que

m([0,00)\A) = 0 e a propriedade vale em todo ponto de A.



Definimos

AN ={X:][0,00) — [0,00); A é sobrejetora e estritamente crescente}.

Observe que se A € A’, entao A\(0) =0, tlim A(t) = oo e A é bijegao continua.

Definimos, para as funcoes A € A’ que sao Lipschitz,

Y(A) = sup ess |log \'(t)]. (1.1)

De [6] pagina 76, temos que o supremo essencial de log \' é definido por
sup_ess |log N(t)| = inf{M > 0; |log N'(¢t)| < M em q.t.p.t > 0}

e, também, pode ser denotado por || [log N] ||« (que é a norma em L.,). No

texto que segue vamos precisar das seguintes definigoes:

Definigao 1.1: (Fungao de variagao limitada)
Seja f : [a,b] — R. Dada uma particao P = {a = xy < 11 < ... < x, = b}
de la,b]. Seja

tp = Z |f(xi) = fzica)].

Dizemos que f € de variagao limitada se suptp < oo.
P

Definigao 1.2: (Funcao absolutamente continua)

Uma fungao f : [a,b] — R € dita absolutamente continua se Ve > 0, 3§ > 0
tal que

n

Z(bi —a;) <6 = Z|f(bz) — flai))| <,

=1

sempre que a; < by < as < by < ...<a, <b,, néeN.

Note que y(\) estd bem definido, pois como A é lipschitziana, por [6] pagina
161 X é absolutamente continua, entao do Teorema Fundamental do Calculo

[6] pagina 166, temos que existe A" em ¢.t.p. t > 0.



Agora, definimos

A ={X € A’; X é lipschitziana e y()\) < co}.

Lema 1.2 Dada A € A

v(A) = sup |log

s>t>0

s—t

A(s) — A(t) '

Este lema sera demonstrado no apéndice.

Definicao 1.3: (Métrica de Skorohod)
Para x, y € Dgl0,00), definimos

d(z,y) = )1\r€1/f\ {fy()\) Y /Ooo e “d(z,y, \,u)du| , (1.2)
onde
d(z,y, \,u) = stli%)) q(z(t Au), y(A(t) Au)). (1.3)

Observacao 1.1: Para termos uma idéia de como se comporta esta métrica

apresentamos a seguir a proposi¢ao 1.5 que serd demonstrada na segao 1.4:

Dados {x,} C Dg[0,00) e x € Dgl0,00). Entdo sao equivalentes:

(a) lim d(z,,z)=0.

n—oo

(b) Euxiste {\,} C A tal que lim v(\,) =0 e

lim sup 7(z,(t),z(A\.(t))) =0,

vT > 0.

Observagao 1.2: Antes de provarmos que (Dg|0,00),d) é espaco métrico,
o qual é chamado de espago métrico de Skorohod, vamos analisar alguns

exemplos com F = {0,1,...,N — 1} e a métrica r tal que r(z(t),y(t)) = 1,

6



se x(t) # y(t) e r(x(t),y(t)) = 0, caso contrario, onde z, y € Dgl0,00) e
t > 0 (esta métrica é conhecida como a métrica 0-1 ou métrica discreta).
Neste caso, dados z, y € Dgl0,00) e A € A, da definigdo de ¢, temos que
q(z(t Au),y(A(t) Au)) sé assume os valores 0 ou 1, V¢ > 0, entdo d(z,y, A\, u)

sO assume os valores 0 ou 1.

1.2 Exemplos

Nos exemplos desta secao assumimos que (Dg[0,00),d) é espago métrico
e consideramos £ = {0,1} e r a métrica 0-1, entdo o leitor ird observar
que estes exemplos satisfazem a hipdtese da observacao 1.2, ou seja, dados

x,y € Dgl0,00) e A € A, temos que d(z,y, A, u) s6 assume os valores 0 ou 1.

Exemplo 1.1: Dado T' > 0, sejam z, x,, : [0,00) — {0, 1} tais que

0, set<T
ZE(t): )
1, set>T

x,(t) = , onde n € {1,2,...}.

—_

0, set<T+1/n
, set>T+1/n

=}
—50Q-------
\

=4

H_

H

+

=
v



Fixamos n € {1,2,...}. Vamos estimar d(z,x,), que por definigao é

d(z,x,) :>1\relzfx {'y()\) V/O e “d(x,xp, \,u)du| .

Consideramos
((1+4)t  , se0<t<T
Mt) =9 (1—5)t+52, seT<t<T+2
| ! , set>T+42
A
An
TH2f—mmmm e
l
|
T+imp---=--- | :
! l
q |
I |
| |
| |
I |
| |
I |
| I
' >
0 T T+2

Vamos analisar o que acontece com d(z,x,, A,,u) quando u varia e n esta

fixo.

e Se0<u<T,entdo \y(t) N\u<u<TetANu<u<T,Vt>0. Pela
definigao de = e x,,, temos que x(t Au) = 0 e z, (A, (t) Au) =0, ¥t > 0.
Logo, q(z(t Au), z,(Au(t) Au)) =0, YVt >0, de onde segue, que

d(z, Tp, A, u) = sup q(z(t Au),z, (A (t) Au)) =0
>0

e SeT <u<T+1/n, como)\n(T+2+%):T—|—2+%>T—i—%>u,
temos que A, (T + 2+ Au=u<T+1/ne(T+2+ )ru=u>T.
Assim,m((T—i—Q—F%)/\u)zlexn(/\n(T—i—Q—i—%)/\u) = 0. Logo,

l=qx((T+2+1/n)ANu), 2, N\ (T +2+1/n) Au))

8



<supq(z(t Au), z,( N () Aw)) = d(x, zp, A, u) < 1,
>0

de onde segue, que d(x, z,, \p,u) = 1.

e Seu>T+1/n,dadot > 0.
tAhu=t<T = z(tAu)=0
0<t<T = e
M) Au=X(t) <T+L = z,(A\(t)Au)=0
= q(z(t ANu),z,( A (t) Au)) =0, YVt €[0,T).
tAu>T = z(tAu)=1
t>T = e
M@ Au>T+2L = z,(\()Au)=1
= q(z(t ANu),z,( A\ (t) Au)) =0, Vt € [T, 00).
Logo,

d(z, xp, Ap,u) = sup g(z(t Au), x,(A\u(t) Au)) =0
>0

Desta forma, para cada n € {1,2,...}, temos

0, se0<u<T
d($7xn7Anau): 1, SeT§U<T—i—% s
0, seu>T+2

entao

o T+; .
/ e td(x, xy, A\p, u)du = / e tdu=eT — e_(TJ’ﬁ), Vne{l,2..}.
0

T
Assim,

d(x,x,) = ;\reljf\ {’y()\) \//0 e“d(a;,xn,)\,u)du]

< y(A\n) \// e d(z, Ty, A\, u)du
0

=v(A\n) V [e_T — e_<T+%)} :



Como
1
— / o
70@-—w%?ﬂbgM@H—k%(l+?%>,
temos que

[ 1
d(z,x,) < |log (1 + T_)} Y [e’T — e_(TJr%)} , Vne{l,2,..}.
n
Pela Regra de L’Hopital, temos

lim [ log (1 + TLn)

_ 1 T
— lim | Lt
n—00 _e—T _ e*(TJr%) n—00 ef(TJr%)

(§
- —>1
T )

entdo existe ng € {1,2,...} tal que ¥n > ny vale

log (1 + A 1 .
o8 ( T”)1 > 1= log (1 + —) >e 1 — e*(TJrz),

Assim,

1 1 1
< — T _ o (T+3)) = — > ng.
d(x,z,) < {log (1 + Tn)} Vv (e e ) log (1 + Tn) , Vn > ng

Portanto, lim d(x,x,) = 0. Se tivéssemos considerado a métrica do supremo,
n—oo

que é dada por ds(x,y) = supr(z(t),y(t)), Vr,y € Dgl0, 00), neste caso teria-
>0
mos que dg(z,z,) =1, Vn € {1,2,...}.

Exemplo 1.2: Analogamente ao exemplo 1.1 a sequéncia de funcoes defini-

das por

7(t) 0, set<T—1/n
Iy = )
1, set>T—1/n

onde n € {1,2,...}, também, converge para

0, set<T
:L'(t) = )
1, set>T
na métrica d. Para provar isso, basta considerar
((1-2A)t  , se0<t<T
Mt) =< 1+t -TH T <t<T+1
{ t , set>T+1

10



e, por raciocinios analogos aos do exemplo 1.1, obteremos

0, se0§u<T—%
d(a:,%n,xn,u): 1, seT—%§u<T :
0, seuZT—i—%

Assim,
~ 1 1
d(x,z,) < {log (1 + E)] \% [e_(T_n) —e T

o que nos dard que lim d(z,z,) = 0.

n—oo

Exemplo 1.3: Dado T > 0, tome S > 0 tal que S > T + 1. Sejam
x,x, : [0,00) — {0, 1} tais que

1, seT <t<S
x(t) =
0, se0<t<TouS<t

Y

(t) I, seT+1/n<t<S
Tn = )
0, se0<t<T+1/nous <t

onde n € {1,2,...}.

A

<

H0O-------@

n@-------0
4

11



Fixamos n € {1,2,...}. Vamos estimar d(z, z,). Consideramos

(((1+24)t , se0<t<T
— 1 S
Mlt) =S (1= sty ) t+ sy seT<t<S
[t , set>5S

Analogamente ao que fizemos no exemplo 1.1, analisamos o que acontece com

d(x,x,, \n,u) quando u varia e n esta fixo e obtemos que

0, se0<u<T
d($7xn7An;U): 1, SeT§u<T+% 9
0, seu>T+2

Assim, d(x,x,) tem a mesma limitagdo que no exemplo 1.1, entao

lim d(z,z,) = 0.

n—~oo

Exemplo 1.4: Dado T' > 0, sejam x,,,z : [0,00) — {0, 1} tais que

) 1, seT<t<T+1/n
Tn = )
0, se0<t<TouT+1/n<t

onde n € {1,2,...} e x(t) = 0.

A
XII
[ -@—0
l l
I I
I I
I I
o ® >
0 | T T+l

Queremos calcular d(z, x,,), que por defini¢ao é
d(z,z,) = inf [7()\) \// e d(z, p, A\, u)du| (1.4)
AeA 0

12



Dada A € A, vamos fixa-la temporariamente para analisar o que acontece
com d(x, T, A, 1) = sup;so q(z(t A u), 2,(A(t) A u)) quando u varia e n estd

fixo.

e Se 0 <u < T,entao AN(t) ANu < u < T, Vt > 0. Pela definicao de
x e de x, temos que x(t Au) = 0 e z,(A(t) Au) = 0, V& > 0. Logo,
q(z(t ANu),z,(A(t) Au)) =0, ¥t >0, de onde segue que

d(z,xy, \,u) =supq(z(t Au),z,(A(t) Au)) =0
>0

e Se u > T, como A é sobrejetora, temos que existe t5 > 0 tal que
Ato) = T. Entao A(to) Au =T Au =T. Assim, z(tg Au) =0 e
zn(A(to) Au) = 1. Logo,

1 =q(x(to ANu), z,(A(to) Au)) <
sup q(z(t Au), z,(A(t) Aw)) = d(x, zp, A, u) < 1,

>0

de onde segue, que d(z,x,, A\,u) = 1.

Desta forma,
0, seu<T

1, seu>T .

d(x,x,, \,u) = {
E, assim, lembrando que A e n sao quaisquer, temos que

/ e d(z, 2p, A\, u)du _/ e Mdu=¢eT, VA€ A, Yne{1,2,..}. (15)
0 T

De (1.4) e (1.5), obtemos que

_ T _1|; -T _ 2 T _ T
d(x,xn)—ireljf\h()\)\/e | = {;\Iellf\y()\)l\/e =°0Ve  =e ",

L Afirmacdo A.3 - veja no apéndice.

20 < i < = 3
0 < infy(A) < ~(Id) sup

s>t>0
=0

Id(s) — Id(t)
s—t ‘

=

I
Ogs—t

log = sup

s>t>0

13



vn € {1,2,..}. Portanto, lim d(z,z,) = e % # 0. Apesar da sequéncia
de fungoes z,, convergir em ¢.t.p. t > 0 para a fungao z(t) = 0. Como z,

converge pontualmente para a funcao

- 1, set=T
x(t): )
0, set#T

apesar de T ¢ Dpgl0,00), surge a curiosidade sobre o que acontece com
lim d(Z,z,). Para analisarmos isso, tomamos n € {1,2,...} e A € A quais-
n—oo

quer e os fixamos, para verificar o que acontece com d(Z, x,, A\, u), quando u

varia.

e Se 0 <u<T,entao \Mt) Au < u < T, Vt > 0. Pela defini¢ao
de T e de z,, temos que Z(t A u) = x,(A(t) A u), ¥t > 0. Logo,
q(@(t ANu),z,(A(t) Au)) =0, ¥t >0, de onde segue que

d(z,x,, N\, u) = igg) q@(t Au),z,(A(t) Au)) =0

e Se u > T, como )\ é sobrejetora e estritamente crescente, temos que
existe to > 0 tal que A(tg) € (T,T + ) eto # T, entdo to Au# T e
Ato) Au € (T, T+ +). Assim, T(to Au) = 0 e z,(A(to) Au) = 1. Logo,

1 =q(Z(tg ANu), x,(A(to) Au)) <
stlig) @t Au), z,(At) Aw)) =d(Z, zp, A u) < 1,

de onde segue, que d(Z, z,, A\, u) = 1.

Desta forma,
0, se0<u<T
1, seu>T '

(T, Tp, A\, u) = {
E, assim, lembrando que A e n sao quaisquer, temos que

/ e "d(T, p, N\, u)du = / e Udu=eT, VA€ A, Vne{l,2..},
0 T

14



entao

i(Ea0) = fuf [HO)VeT] =2 )] ve T —oveT o

Vn € {1,2,...}. Portanto, lim d(z,z,) =¢ T #0.

Na secao 1.4 vamos mostrar que a sequéncia {z,} nao é sequéncia de Cauchy.

Exemplo 1.5: Seja r > 0, vamos definir o, : Dg|0,00) — Dg[0, 00) tal que

para x € Dg(0,00), temos que
02(z) = y € Dil0,00), onde y(t) = x(t + 1),

mostraremos que esta fungao é continua. Sejam x € Dg[0,00) e a sequéncia
{z,} C Dgl0,00) tais que lim d(z,,z) = 0. Queremos mostrar que
lim d(o,(x,),0.(z)) = 0, palz; (i);so vamos utilizar a proposicao 1.5 men-
Zgzoada na observagao 1.1. De fato, como lim d(z,,z) = 0, temos que existe
{\n} C A tal que nh_)r{)lo v(An) =0ce o

lim sup r(z,(t),x(A\.(t))) =0,

=00 0<t<T

VT > 0. Definimos, para cada n € N, a funcao

~ )‘"T(T)-t, se0<t<r
An(t) , set>r '

Observamos que, para cada n € N,

() = 1) V \1&—”\ .

Assim, pelo fato de lim y(\,) = 0, da observacdo 1.4 (veja secdao 1.3),

n—oo

também, temos que lim A,(r) = r. Logo, lim v(\,) = 0. Dado T" > 0,

analisamos

im s ¢ (o7 (1), (= (30 ))

n—00 0<t<T

3Afirmacao A.3 - veja no apéndice.
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n—oo OStST n*)OOT‘SSST-‘rT‘

=4 lim supr (mn(t +7),x (Xn(t + r))) =°lim sup r <a:n(s), iy (Xn(s)»
=0%1im sup 7 (z.(8), 2 (A\u(5))) < lim  sup 7 (x,(s), 2 (Mu(s))) =0
N—00 1L < Thr =00 0<s<T+r
e obtemos que

lim sup r <J,, (xn(t)), or (x (Xn(t))> ) = 0.

n—00 0<¢<T

Logo, utilizando novamente a proposigao 1.5, temos que lim d(o,(x,), 0. (x)) =

n—oo

0. Portanto o, é continua.

Exemplo 1.6: Seja X uma cadeia de Markov com tempo continuo e estados
discretos em {1,2}. Vamos analisar que a fungao caracteristica de Xy = 2,
Ix,—2 : Dgl0,00) — {0,1}, é continua. De fato, sejam w € Dg[0,00) e a
sequéncia {w,} C Dgl0,00) tais que lim d(w,,w) = 0. Queremos mostrar
que lim Ix,—o(wp) = Ix,—2(w). Comon_l)io;l d(wy,w) = 0, da proposic¢ao 1.5,
temc?s_)(;?le existe {\,} C A tal que T}Lrlg;l;an) =0e

lim sup 7(w,(t),w(A, (1)) =0, VT > 0.

n—=00 0<t<T

E, como

r(wn(0), w(0)) = r(wn(0),w(An(0))) < sup r(wn(t),w(An(t))), VI' >0,

0<t<T
temos que lim 7(w,(0),w(0)) = 0. Recordamos que a métrica r que estamos
considerando nestes exemplos é a métrica 0 — 1, entao existe ng € N tal que
r(wn(0),w(0)) = 0, Vn > ng, ou melhor, w,(0) = w(0), ¥Yn > ng. Assim,
Ixy=2(wn) = Ixy=2(w), Y > ng, o que implica

lm Ix,—2(wy) = Ix,—2(w).

n—oo

Portanto, Ix,—2 é continua.

4Usamos a definicdo de o, e lembramos que z o Xn € Dg[0, ).
5Mudanca de varidvel s =t + r.

SLembramos que A, () = An(t), V& > r.

16



1.3 A métrica de Skorohod

Agora vamos provar que d, cuja definicao é dada por (1.2), é métrica. Para

isso, demostraremos os seguintes lemas e proposicoes:

Lema 1.3 Dadas {x}n, {yn}n C Dgl0,00).
HAN P CA tal que lim y(\,) =0 e

lim d(z,,y,) =0 < lim m({u € [0, uo]; d(zpn, Yn, An,u) > €})=0,

n—oo

Ve > 0 e Yug > 0,

onde m € a medida de Lebesgue.

Demonstragao

(<) Supomos que I{\,} CA tal que lim y(\,) =0e
lim m({u € [0, uo; d(Tn, Yn, An,u) > €})=0, Ve > 0 e Yug > 0.
Queremos provar que lim d(x,,y,) = 0, onde
d(xp,y,) = inf [’y()\) \// e d(xpn, Yn, A\, u)du| .
AEA 0

Dado € > 0, tomamos uy > 0 tal que

/e_“d(xn,yn,)\n,u) du < /e_“du =e " < g. (1.6)
uo uo

Definimos
A, = {u €0, upl; (s, Yn, An,u) > e/4}, Vn € N.
Da hip6tese existe n; = ny(e,ug) € N tal que
m(A,) = m{u € [0,u); d(zpn, Yn, An,u) > e/4}) < /4, VYn > ny.
Desta forma, obtemos

uo
/ e d(Tp, Yn, A, u) du
0

17



uo ug
:/euxAnd<xn,yn,)\n,u)du+/ eiuxA%d(fEn,yn’An,u)du
0 0

o e (" _, 3 u €

< Xa, du+ = [ e “du=m(A,)+ - (1—e™) < =
0 4 /o 4 2

b

onde x4, ¢ a funcao caracteristica de A,, Vn > ny. De (1.6) e (1.7) podemos

£
- = 1.7
ty=5 (7

1 ™

avaliar que

/ e “d(xpn, Yn, A, u) du
0

ug 00
:/ e “d(xpn, Yn, A, 1) du—i—/e“d(azn,yn,)\n,u) du < e.
0 u

0
Também, das hipdteses, temos que lim y(A\,) = 0, entdo existe
n—oo
ny = no(e1) € N tal que y(\,) < &, ¥n > na.

Tomamos nyg = max{ni,ns} e obtemos que
(M) V / e “d(Tp, Yn, An,u) du < €, ¥Yn > nyg.
0

Logo,

dnm) = inf [0V [ ) do

[e.9]

<A\ V / e “d(Tp, Yn, An,u) du < €, V¥n > ny.
0

Portanto, lim d(z,,y,) = 0.

n—oo

(=) Supomos que lim d(z,,y,) = 0. Devemos mostrar que existe {\,} CA
tal que lim y(A\,) =0e lim m({u € [0, uol; d(xp, Yn, An,u) > €})=0, Ve > 0
e Yug > 0. Sejan € N. Como

(e 9]

1
d(Tn, Yn) = iréfx [V(A) \//Oe‘“d(xmymA,U) dU} < d(zp,yn) + -

temos que existe \, € A tal que

i 1
['y()\n) Vv / e d(xpn, Yn, A, ) du] < d(Tp,yn) + e (1.8)
0

Observamos que

o0

1
0<~(\) < {’Y(An) V / e d(xn, Yn, An, u) du| < d(xy,,y,) + E’
0

18



entdo lim y(\,) = 0. Assim, s6 estd faltando provar que

n—oo

lim m({u € [0, uo; d(Tn, Yn, A, u) > €})=0, Ve >0 e Yuy > 0.

n—oo

Vamos fazer a prova deste fato por contradicao. Supomos que existem ug > 0

e g > 0 tais que

lim m({u € [0, uo]; d(Tn, Yn, \n,u) > €0}) > 0,

n—oo

entao existem o > 0 e ny € N tais que
m({u € [0, ugl; d(xp, Yn, An, 1) > €0}) > a >0, Vn > ny.
Vamos denotar
B, = {u € [0,up]; d(xp, Yn, An,u) > €0}, Vn > mny

= m(B,) > a>0, Yn>n,.

Notamos que
0< /e‘“d(azn,yn,)\n,u) du
0

1
<y(A\n) V / e ATy, Yn, Ay 1) du < Td(@p, yn) + e
0

entao da hipdtese temos que

o0

lim [ e “d(xp, Yn, An,u) du = 0.

n—o0 0

Assim, existe ny € N tal que

o
/e_“d(xn,yn, Any ) du < gge” P, Vn > na.
0

"De (1.8).
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Tomamos ny = max{n;, ny}. Entdo Vn > ng vale
goe o > /e_“d(xn,yn,)\n,u) du
0
uQ 0o
— /e“d(xn,yn,)\n,u) du —1—/ e d(xp, Yn, An, u) du
0 u
uQ 0
> /e“d(a:n,yn,)\n,u) du
0
uo
> [ e, (0 o Ao ) du
0

ug
80/ e*“XBn(u)du
0
ug
506_“0/ X8, (u)du
0

= goe ““m(B,)

v

Vv

uo

> e o

Chegamos a um absurdo, o que nos leva concluir que nossa suposicao era
falsa. E, portanto, lim m({u € [0, uol; d(xn, Yn, An,u) > €})=0, Ve > 0 e
Yug > 0, o que completa a nossa demonstracao.

O

Lema 1.4 Seja {\,} CA tal que lim v(\,) = 0, entdo

lim sup |\, (t) —t| =0, VT > 0.

n—oo OStST

Demonstragao
Sejam T > 0 e n € N, fixamos n temporariamente. Como )\, é Lipschitz em
[0,00), podemos supor que ¢, seja constante de Lipschitz de A, em [0, 00).

Entéo existe constante ¢, + 1 tal que Vt, s € [0, 00), temos

|(An = 1d)(t) — (A — Id)(s)] [An(t) =t = An(s) + 5]
[An(t) = Anl(s)] + |t — 5|

Colt — s| + [t — s

IN

IN

= (cn+ )|t —s|,
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ou seja, A, — Id é Lipschitz em [0, c0). Por [6] pagina 161, temos que A, — Id
¢ absolutamente continua em [0,7]. Seja ¢t € [0,7], vamos fixd-lo tempora-

riamente. De [6] pagina 166, temos que

Malt) — £ = () — £) — (A (0) — 0) = /ﬁ (A (s) — s)'ds = jg (V. (s) — 1)ds.
(1.9)
Assim, de (1.9) e de [7] pagina 43, temos que

[ one = as| < [ - 1jas

De [8] teorema 20.14 pagina 347, temos que

Alt) — 1] =

N (s) —1] < sup ess N (s) — 1|, em q.t.p. s € [0,T]

e por [5] pagina 83, obtemos

t t
AMm%ﬂ%SA%Q?Wﬁ%H@:tM%§M@—H.

Logo,
|An(t) —t] < t. [S%E ess [\ (s) — 1]} : (1.10)

Fazemos variar ¢ € [0,7] e observamos que (1.10) vale para todo t € [0,7],
entdo tomamos o supremo sobre t € [0,7] e obtemos
sup |[A.(t)—t| < su {t. [su ess |\ (s —1]}:T. [su ess |\ (s) —1]|.
0§t£T| (t)—t] S 1p ess A, (s) — 1] 1p ess Ay, (s) =1
(1.11)
Agora, variamos n e notamos que (1.11) vale Vn € N.
Afirmamos que
. / o

nh—{go [s%gsggs AL (s) — 1\} = 0.
De fato, dado € > 0, tomamos gy > 0 tal que (e¥° — 1)V (1 —e %) < ¢,
Como y(\,) = sup_ess llogA.,(t)| —= 0, temos que Ing > 0 tal que

su13>gss| log\,, ()] < g9, ¥Yn >mny
= llog\/ ()| < €0 em ¢.t.p. t >0 e Vn>mng
= —egg<log)\, (t) <ey em gtp. t>0e Vn>ng
= e <)N({#)<e® em qtp. t>0e Vn>ng
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, Nt —1l<er—1<e
= |\ (t) — 1] = em gq.t.p. t >0 e VYn > ny.
I1-XN{)<l—e<e
Assim,
sup_ess |\, (t) — 1| <&, Vn > ng
E, como,
/ !/
sup ess AL (s) — 1] < sup_ess |AL(E) — 1],
temos que
. ! .
71113010 sup ess AL (s) —1]|| = 0.

Portanto, desta afirmagao e de (1.11), temos que

lim sup |A,(t) —t| =0.
00 0<t<T ]

Observagao 1.3: Do lema 1.4 temos que se lim y(\,) = 0, entdao A\,
converge uniformemente a identidade em intervalos limitados. Ja que, dado
[a,b] C [0,00). Sejat € [a,b], temos que

|IAn(t) —t] < sup [\ (2) —t] < sup | A () — t], Vn > ny.

a<t<b 0<t<b
Dado ¢ > 0, do lema 1.4, temos que existe ng = ng(e, b) € N tal que
SUPg<icp [ An(t) —t| <€, VN > ng. Assim, Vi € [a,b] vale

|)‘n(t) - tl < sup |>‘n(t) - t| <g, vn > Ng.
0<t<b

Note que ng nao depende de t, entao temos convergéncia uniforme de )\, a

fungao identidade no intervalo [a, b].

Observagao 1.4: Se lim y(\,) = 0, entao \, converge pontualmente a
identidade. De fato, dado t > 0, tomamos [a,b] C [0,00) tal que t € |a, b].
Da observagao 1.3, temos que )\, converge uniformemente a identidade em

[a,b], entao lim A, (t) = t.
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Lema 1.5 Dados z,y € Dg|0,00).
d(x,y, \,u) = d(y,z, \" ", u), YA€ A eVu>0.

Demonstragao

Dados z,y € Dg[0,00), A € A e u > 0, vamos fixé-los temporariamente.
Primeiro observamos que existe A1, pois A é sobrejetora e estritamente cres-
cente. Seja t > 0, denotamos \(t) = s > 0, entao t = A7 *(s) > 0. Assim,

d(z,y, A, u) = sup q(z(t A u), y(A(t) Au))

= Aisll(lsl)LOQ(ﬂ?()\_l(S) Aw),y AN (5)) Aw))
= "sup g(x(A"H(s) Au) y(s Au)) = sup gz (A7) Aw),y(t Au)).

=10 sup q(y(t Au), x(A7H(E) Au)) = d(y, 2, A7 w).

Lema 1.6 Se A € A, entdo y(A) = y(A71) e A7t € A.

Demonstragao

e )\ ! ¢ estritamente crescente, pois caso contririo existiriam t < s tais
que A71(t) > A71(s), entdo pelo fato de \ ser estritamente crescente e

bijetora, temos que t = A(A71(t)) > AM(A7(s)) = s, 0 que é absurdo.

e \ ! ¢ sobrejetora, pois A7([0,00)) = AH(A([0,00))) = [0, 0), j& que
[0,00) = A([0,00)) e A é bijetora.

e \~! ¢ lipschitziana, pois das observacoes acima, temos que A~! € A’
Como A\ ™! estd bem definida e é continua e, além disso, existe X' (t) > 0

em ¢.t.p. t > 0, de [2] pagina 206, temos que

[log X'(£)] = | = log X'(t)] =

log

1 —1y/
X(,f)‘ =|log A\ (A@)|, (1.12)

8Como A estd fixo o supremo pode ser tomado em s > 0 e A é bijetora.
9Somente mudanca de notacdo, i.e., s = t.
Y4(A, B) = q(B, A), VA,B € E, pois ¢ =r A1 e r é métrica.
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em ¢.t.p.t > 0. Assim,
log(A~)/(1) < [log (A~ ()] = ** [ log (A~ Y (\())] = 2| 1og X (s)] < ¥(N).
em q.t.p. t > 0, entao

(AY(t) < ™ = constante, em ¢.t.p. t > 0. (1.13)

Dados t, s € [0, 00), supomos que t < s. De acordo com a defini¢ao de
funcao de variacao limitada, temos que A\~! é de variacao limitada em
[t, s]'3. De [5] paginas 83 e 106 e de (1.13), temos que

< eV(’\)/ dr = e"W|s —t|.
t
Logo, A=t é lipschitziana.

e (A1) =~7()), pois

1y —1\/ __ 14 / _
(AT = sup_ess | log (A (t)‘ = “sup ess [log X'(s)| = ~(A).

o y(A™!) < oo, pois Y(A7) = v(A) < 00

1 Como A é sobrejetora, temos que existe s > 0 tal que t = \(s).
12De (1.12).
13Dada uma partigio P = {t =79 < 11 < ... < 7} = s} de [t, 5], temos que

k
SIATHE) = AT m) = AT ) = AT (m0) + AT ) = AT ()
=1

FATH 7)) = A (Tm1) = ATH0) = A a),

entdo o supremo sobre todas as partigoes P de [s,t] nos d4 a variacdo de A~! em [t, s],

k
s%pz N = ANl = 5111Dp [/\_1(1)) — A_l(a)} =2"1b) — A7),

que é limitada.
De (1.12), com t = A(s).
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Portanto, destas observagoes, concluimos que A= € A e y(A71) = v(\).

Proposicao 1.1 Dados z,y € Dg|0,00), temos d(x,y) = d(y, x)
Demonstragao
d(z,y) = inf [7()\) \// e d(z,y, )\,u)du}
XEA 0
=15 inf [’y()\_l)v/ e “d(y,x, A_l,u)du] =d(y,x)
A—1lcA 0

Proposicao 1.2 Dados z,y € Dg[0,00), d(z,y) =0 <z =y.

Demonstragao

= Supomos que d(z,y) = 0. Dado ¢ > 0. Seja t, um ponto de continuidade
de y e o fixamos. Queremos mostrar que q(x(to),y(to)) < €. Tomamos T
tal que to V A\, (to) < T, Vn € N, podemos fazer isso, pois {\,(t9)}, ¢ uma
sequéncia convergente. Consideramos z,, = x e y, = y, Vn € N, entao

lim d(z,,y,) = lim d(z,y) = d(z,y) = 0.

n—oo

Pelo lema 1.3, temos que existe {\,,} C A tal que lim v(\,) = 0e lim m({u €
[0,T];d(x,y, \n,u) > e0}) =0, Veg > 0, ou sej;,—mz): sequéncia dg—fﬁongées de
varidvel u, {d(z,y, A\n, u)}n, converge em medida no intervalo [0,7]. De [6]
pagina 92, temos que existe {ny} C N tal que Vu € [0,7], temos
nl{nmd(x,y, An, ) = 0 (convergéncia em g¢.t.p. t € [0,7] de uma sub-

sequéncia de {d(z,y, \p,u)},). Tomamos ug € [0, 7] tal que toV A, (ty) < uo,
Vn e Ne lim d(x,y, A, ,uo) =0, entao existe n; € N tal que

ng—00

d(x,y, Ay, wo) < €/2, Vg > ny. (1.14)

15Dos lemas 1.5 e 1.6.
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Como ty é um ponto de continuidade de y, temos que existe § > 0 tal que
Vs € (tg — d,to + 0) temos q(y(s),y(to)) < /2. (1.15)

E, pelo fato de lim ~(\,) = 0, o lema 1.4 nos diz que

n—o0

lim sup |A,(t) —t| =0.

n—00 0<4<T

Assim, lim sup |\, (t)—t| =0ejdquety € [0,7], temos que existe ny € N

tal que

Por (1.15) e (1.16), temos que

q(y( A, (o)), y(to)) < €/2, Yy > ny (1.17)

Seja ny = max{ny,ns}, entdo de (1.14) e de (1.17) vale que
d(,y, Any, o) < €/2 € qy(An,(to)),y(to)) < /2, V. Zno.  (1.18)

Assim,
q(z(to), y(to)) < q(z(to), y(An, (to) A uo)) + q(y(An, (to) A uo), y(to))

= 1q(x(to A uo), y(Any, (to) A uo)) + q(y(An, (t)), y(to))
< Md(@,y, Ay o) + q(y( Ay (t0)), y(to))
<8e/24+¢/2=¢, Vni > ny.
Como ¢ é qualquer obtemos que q(z(to),y(tp)) = 0. Lembre que ¢ = r A 1,
onde (E,r) é espago métrico, entdo z(tg) = y(tp). Desta forma, x(t) = y(t),
Vt > 0 que é ponto de continuidade de y.

Seja, agora, t; ponto de descontinuidade de y. Vamos mostrar que

q(z(t1),y(t1)) < e. Como x e y sao continuas a direita, temos que existe

16U0 >toV )\n(to), Vn € N.

17d($, Y, /\nk ) U’O) = Supy>g Q(x(t A Uo), y(Ank (t) A uO))
18De (1.18).
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do > 0 tal que Vs € (t1,t1+dg) vale q(z(t1), x(s)) < e/2eq(y(s),y(t1)) < /2.
Do lema 1.1 as descontinuidades de y sao enumerdveis, entao existe
t1+ 0 € (t1,t1 + do) que é um ponto de continuidade de y. Em particular,
q(z(ty),z(t1 +9)) <e/2eq(y(t1 +9),y(t1)) < e/2. E, pelo fato de t; + 0 ser
ponto de continuidade de y, temos pelo o que fizemos na primeira parte desta
demonstracao que z(t; + ) = y(t1 + 0). Logo, q(z(t1 + 6),y(t1 +9)) = 0.

Assim,

q(z(t1),y(t1)) < q(z(tr), x(t1+0))+q(z(t1+6), y(t1+0))+q(y(t1+0), y(t1)) < e.

Portanto, z(t) = y(t), ¥Vt > 0.

< Supomos que T = y.

0 <d(z,y) jf\{fy e “d(z,y, )x,u)du}
y(Id) Vv d(x,y, Id,u)du =0,
pois
s—1
v(Id) = sup |log ‘ =0
s>t>0 s—t
e

d(z,y,Id,u) =supq(z(t Au),y(t Au)) =0, Yu>0.

>0
Portanto, d(z,y) = 0.
U

Lema 1.7 Sejam A\, Ay € A, entdo \jods € A e y(A10X) < v(A1)+7(N2).

Demonstragao

e )\ oA ([0,00)) = A (A2([0,00))) = A1 ([0,00)) = [0, 00), entao A; o Ay

¢é sobrejetora.

e Sejam t,s € [0,00) tais que t < s. Como A, Ay s@o estritamente
crescentes, temos que t < s = Aa(t) < A2(s) = A1 (A2(t)) < A1 (Aa(s)).

Logo, \; o Ay é estritamente crescente.
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e Como Aq, Ay sao funcoes Lipschitz, temos que existem constantes ¢y,
co tais que [\ (s) — M) < als — t] e |Aa(s) — Xa(t)] < ca|s — ¢,
Vi, s € [0,00), entao |\ (A2(s)) — A1 (Aa(B))] < er|ha(s) — Xao(t)| <
cocy|s —t], Vt, s € [0,00). Assim, A\; o Ay é Lipschitz.

e Agora, vamos analisar

(A1 0 A2) = sup

s>t>0

|
o8 s—1

A1 (Aa(s)) = M ()\2(75))‘

= sup o [ R 2|
S ) R v v R s |
< s low [N+ s o [0 Si—t dl
=0 s Jiog [P sup g [0
= o [t [ s [MH

= 7(A1) +7(A2)

o Como v(A10A2) < y(A1) +7v(A2), (A1) < 00 e y(A2) < o0, temos que
Y(A1 0 Ag) < 0.

Destas observagoes obtemos que A; o Ag € A e y(A; 0 A2) < (A1) +v(A2).
O

Proposicao 1.3 Dados x,y,z € Dg|0,00) vale a desigualdade triangular,
1.€.,

d(z,z) <d(z,y) +d(y, 2).

YFazendo a seguinte mudanga de varidvel Ao(t) = u e Aa(s) = v.
20Como Ay estd fixa podemos tomar o supremo sobre u e v.
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Demonstragao

Dados z,y,z € Dg[0,00), A, A2 € A e uw > 0. Como

d(x,z, A1 0 Ao, u) = sup q(x(t Au), z(A (A2(t)) Au))

t>0

< sup q(z(t Au),y(Aa (8) Aw)) + sup q(y(A2 (8) Au), z(Ar (A2(t)) Aw))

=" supg(a(t A ),y (1) A w) +supgly(w A w), (A (w) Aw))

- d(fL’, Y, A27 U) + d(i% Z, >\17 U),
temos que
/ e “d(x, z, \jodg, u)du < / e "d(x,y, N, u)du—l—/ e “d(y, z, A\, u)du.
0 0 0
(1.19)

Assim,
AEA

d(z,z) = inf {7()\) v /0 T evd(n, -, /\,u)du}

< 2y(A1oAg) V / e "d(xz, 2, \1 0 Ay, u)du
0
< By () +70)] v { [ ety s [ ety 2 u)du}
0 0

< {7(/\2)\/ /0 Ooe_“d(x,y,/\g,u)du} + [wl)v /0 h e_“d(y,z,)\l,u)du},
(1.20)

VA1, A2 € A. Vamos supor por contradicao que
d(z,2) > d(x,y) +d(y, 2).

Como

dz,y) = inf {vw)v e AQ,u>du}
Ao€EA 0

i) = jut, {500 v [T et a0},
0

A1 EA

21Fizemos a mudanga de varidvel w = \a(t) e lembramos que Ay estd fixa.
22Esta, desigualdade vale VA1, Ay € A.
Do lema 1.7 e de (1.19).
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temos que existem Xg, Xl € A tais que

d(x,z) > {’y(XQ) Y% /000 e“d(:v,y,XQ,u)du} + [’y(xl) Y /000 e“d(y,z,xl,u)du] .
(1.21)
De (1.20) temos

i) < [0 v [T et o]+ G v [T et R
0 0
o que contraria (1.21). Portanto,

d(z,2) <d(z,y) +d(y, 2).

Resumindo o que fizemos até aqui, obtemos que Vz,y, z € Dg[0, 00) valem:

(i) d(z,y) = ,l\rel/f\ {fy()\) Y /000 e d(z,y, \,u)du| >0
(i) d(z,y) = 0 < z =y (Da proposigao 1.2)

(#i) d(z,y) = d(y,z) (Da proposigao 1.1)

() d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (Da proposigao 1.3)

Portanto d é métrica no espago Dg[0,00), d é chamada de métrica de
Skorohod.

1.4 (Dgl0,00),d) é completo

A seguir vamos demonstrar o Teorema 1.1 que nos diz que se E é completo,
entdo (Dgl0,00),d) é completo. Inicialmente consideraremos os seguintes

resultados que serao tteis na demonstracao deste teorema.
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Afirmagao 1.1: Sejam {z,} C Dg[0,0) e x € Dgl0,00) tais que
lim d(z,,z) = 0. Dado uw > 0. Entdo existem {\,} C A e {u,} C (u,00)

tais que lim y(\,) =0, lim d(z,,x, Ay, u,) =0 e lim wu, = occ.

n—oo n—oo

Demonstragao
Seja u > 0 e o fixamos. Como lim d(z,,z) = 0, temos pelo lema 1.3 que

n—oo

I{\,} CA tal que lim y(\,) =0¢e

lim m({u € [0, ug|; d(z, x, A\, u) > €})=0, (1.22)

n—oo

Ve > 0 e Yug > 0, onde m é a medida de Lebesgue. Primeiramente queremos
mostrar que dado € > 0, existe ng € N tal que Yn > ng existe u,, € (u, 00) tal
que d(xy,, T, A, u,) < €. Vamos supor por contradigao que Jgo > 0 tal que

VEk € N Iny, > k tal que Yv € (u, 00), temos d(zy, , T, A\n,, V) > €o. Assim,
m({v € [0,u + 1]; d(xp,, T, Ay, v) > €0}) > 1, Vng. (1.23)
De onde segue, que

lim m({v € [0,u + 1]; d(xp, z, A\, v) > €0})

n—oo

=2 Tim m({v € 0,1+ L d(ng, 2, Ay, v) > 0}) > 51,

njy—00
o que contraria (1.22). Logo, I{u,}, C (u,00) tal que lim d(z,,x, Ay, u,) =
0. Agora, s6 falta mostrar que 3{u,}, como acima e Zglooque lim u, = oo;
vamos raciocinar novamente por contradicao. Supomos que V{Jn_]iio C (u,00)
tal que lim d(z,,z, A\,, u,) = 0, temos que {u,}, é limitada. Supomos, sem
perda dﬁ:ggneralidade, que existe Ny tal que para cada n > Nj, temos
d(xp, x, A\p, up) < 1/n. Fixamos n > Ny, sejam x,, e \, fixos e encontramos

um u, maximal tal que

d(xpn, 2, A\p, Up) < 1/m.

24Este limite existe, entdo o limite de uma subsequéncia é igual ao da sequéncia.
2De (1.23).
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Da nossa suposicao, existe M > 0 tal que u, < M, Vn € N. Entao ey > 0
tal que Vk € N 3ng > k tal que d(x,,, x, Ay, v) > €1, Yo € (M, M + 1].
Assim,

m({v € [0, M + 1];d(xn,, T, A, v) > e1}) > 1, Vny.

Logo,
lim m({v € [0, M + 1];d(x,, x, \p,v) > €1})
= Tim m({v € [0, M + 1) d(ny, 7, Auy,v) > 13) > 1,
g —00

o que contraria (1.22). Portanto, 3{u, } C (u,00) tal que lim d(z,,z, Ay, uy)

=0e lim u, = oo.

n—oo

O

Afirmagao 1.2: Sejam {z,} C Dg[0,00), z € Dg[0,00), u >0, {\,} C A
e {u,} C (u,00). Entio

Stg%) q(x(Np(E A w) Auy), (A (t) Aw))

An(w)Au<s<u u<s<Ap(u)Vu

< sup  g(x(An(u) A un),x(s))] v [ sup  q(z(s),z(w))|, Vn € N.
Demonstracao
Sejan € N. Dado t > 0.
e Set > u, entao
q(z(An(t Aw) Aug), 2(Aa(t) Au)) = q(a(An(u) Aun), 2(An(t) Au))
= q(z(\(u) A uy),x(s)), onde u > s = A\, (t) Au > Ay (u) A u.
Logo,

gzt Au) Auy), z(Aa(t) Au)) < sup g(a(An(u) Auy), z(s)).

An(u)Au<s<u

(1.24)
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e Se 0 <t < u,entao
gzt A w) Auy), z(An(t) Au

)

_ { @z (A1), 2(Ma(1)) s Aa(t) < u <y,
q(z(Ant) A un),2(w), s An(t)

< q(z(Aalt) Aun), z(u) < StI;E)Q(x()‘n(t) A Up), z(u))

=% sup  q(x(s),z(u)).
u<s<Ap(u)Vu

Logo,

gzt A ) Auy), z(A\(t) Au)) < sup  g(x(s), z(u)). (1.25)

u<s<Ap(u)Vu
De (1.24) e de (1.25), temos que

q(x(An(EA W) Auy), (A (E) Au)) <

An(u)Au<s<u u<s<Ap (u)Vu

g[ sup q(x(An(u)Aun>,x<s)>IVI sup q@c(é’)w(u))]’

vVt > 0. Tomamos o supremo em t > 0 na desigualdade acima e obtemos

sup q(z(A(E A u) Auy), (A (t) Au)) <

t>0

< L (usup q(x (M (u) /\un),x(S))] v [ sup q(x(s),a:(U))] :

Nu<s<u u<s<Ap(u)Vu
U

Afirmacao 1.3: Sejam {x,} C Dg[0,00), © € Dg[0,00), u ponto de conti-
nuidade de x, {u,} C (u,00) e {\,} C A tal que lim y(\,) = 0. Entao

lim L (usup q(z(N(u) A un),x(s))] =0

n—0o0 INu<s<u

26Fizemos a mudanca de varidvel s = A, (t) A u,, onde

U< s=X(t) ANy, < A1) Ay, < App(u) < App(u) V.
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lim sup  q(z(s),z(u))| = 0.

n=00 | < s <A (1) Var
Demonstragao
Dado € > 0 e lembrando que u é ponto de continuidade de x, temos que
36 > 0 tal que Vs € (u—4,u+0) vale g(z(s), z(u)) < €/4. Como lim v(\,) =
0 e da observacao 1.4, temos que lim A,(u) = w. Assim, Jng n€—> OI% tal que
An(u) € (u—06,u+9), Vn > ny. Desr‘g?orma, An(w) Auy A (w)Vu € (u—d,u+0),
Vn > ng. Fixamos n > ng e tomamos qualquer s € [u, \,(u) V ul, entdo
s € (u—6,u+9). Pela continuidade de z em u, temos q(z(s),z(u)) < £/4.
Logo,

sup  q(z(s),z(u)) <e/d <e. (1.26)

u<s<Ap(u)Vu
Agora, tomamos qualquer s € [\, (u) Au,u]. Como A\, (u)Au, s € (u—0, u+9)

e u é ponto de continuidade de x, temos que
q(z(An(u)Aun ), 2(5)) < qa(An(u)Aun), o(u)+q(z(u), 2(s) < e/d+e/d =¢e/2.

Assim,
sup  g(x(Ap(u) Auy),z(s)) <e/2 <e. (1.27)

An(u)Au<s<u

Como (1.26) e (1.27) valem Vn > ng, temos que

lim L (usup q(z(N(u) A un),x(s))] =0

n—0oo Nu<s<u

lim sup  q(z(s), x(u))] = 0.

n—oo [u<s<z\n (u)Vu

Proposicao 1.4 Dados {z,} C Dgl0,00) e x € Dg[0,00). Entdo

H{\.} C A tal que lim v(\,) =0e
lim d(z,,z) =0 < neo
n—0oo lim d(z,,z, \p,u) =0, Yu >0,

n—oo

onde u € ponto de continuidade de x.
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Em particular:
lim d(z,,z) = 0, implica que lim z,(u) = lim x,(u—) = z(u), Yu > 0,

onde u € ponto de continuidade de x.

Demonstragao
(<) Supomos que existe {\,} <C A tal que lim~y(\,) = 0 e
lim d(z,,z, \p,u) = 0, Yu > 0 que é ponto de continuidade de z. Que-

?(:riloos mostrar que lim d(x,,z) = 0. Do lema 1.1 o conjunto dos pon-
tos de descontinuidazi(i_e)oode x ¢ enumeravel, logo tem medida de Lebesgue
nula. Entao lim d(z,,z, \,,u) = 0 em ¢.t.p. v > 0. E, também, temos que
d(xp, T, A, u;_gml, Vn > 0. Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada
[4] pagina 75, segue que

lim e “d(xp, x, \p,u)du = 0.

n—oo 0
Como

d(zp,z) = ,I\Iel/f\ {7()\) \//0 e d(acn,x,)\,u)du}

< [7()\”) \// e“d(xn,x,)\n,u)du] , Vn >0,
0

tomando o limite quando n — oo, obtemos que

0 < lim d(z,,z) < lim [’y()\n)\// e “d(xy,x, )\n,u)du}
0

< [lim 7(/\n)] v [lim / e “d(x,,x, /\n,u)du} =0
n—oo n—oo 0

Portanto,
lim d(z,,z) = 0.

n—oo

(=) Supomos lim d(z,,x) = 0. Seja u um ponto de continuidade de x.
Da afirmacéo 1.1, temos que existem {\,} C A e {u,} C (u,00) tais que

lim y(\,) =0 e lim d(z,,z, \p, u,) = 0. Assim,

d(zp, x, Apyu) = sup q(z,(t A w), z(\(t) Au))

t>0
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< sup gzt Au), 2(A(EA ) Auy)) + sup q(x(An(EAu) Aug), z(An(t) Auw))

S 27d($n) X, )\na un) +

sup  q(z(An(u) /\un),a:(s))] \ [ sup  q(z(s),z(u))|, Yn € N.

An(u)Au<s<u u<s<Ap(u)Vu

(1.28)
Entao

lim d(z,, z, \p,u) < lim d(z,, x, A\, uy)

n—oo n—oo

+ {lim sup q(:v(An(U)AunW(S))]}
=00 A, (u)Auls<u

v {lim sup q(iU(S),%(U))]}

=00 |y <s< A (u)Vu

(1.29)
Assim, de (1.29) e das afirmagdes 1.1 e 1.3, obtemos que
lim d(z,, z, A, u) = 0.
Agora, s6 falta analisar que lim d(z,,z) = 0, implica que lim x,(u) =

lim z,(u—) = z(u), Yu > 0, onde u é ponto de continuidade de x. De
fato, pelo que provamos acima temos que lim d(z,,z) = 0, implica que
lim d(z,,z, \p,u) =0, Vu > 0, onde u é ponto de continuidade de x. Assim,
dado € > 0, dng tal que Vn > ng vale
e > d(Tp, x, A, u) = sup q(x, (t Au), z(A, () Auw))
>0
> Bag(xn(to Au), x(M(to) Au)) = q(a,(u), z(u)).

2"Da afirmacio 1.2 e sup q(z, (tAw), z(An (EAU) Auy)) < sup q(a, (tAu,), 2(An () Auy,)) =
>0 >0

A(xn, T, A,y Un).
ZTomamos tg > 0 tal que tg > u V A\, (u), Vn > ng, podemos fazer isso, pois {\,(u)} é

uma sequéncia convergente.
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Logo,

lim z,(u) = z(u).

Ainda resta demonstrar que nlljl;lO T, (u—) = z(u), onde x,(u—) = tliﬁ?, xn(t),
Vn € N. Lembrando que u é ponto de continuidade de z, temos que 30 > 0
tal que

Vs € (u—d,u+0) vale q(z(s), z(u)) < /4. (1.30)

Dado t € (u — 9, u).

q(wn(t), z(u))

q(wn(t Aw), z(u))

< (@t A ), z(Aa(t) Aw)) + q(z(An(t) A ), z(u))
< A, M) + 0@ On() A ), 2(1))
(1.31)
Ja que lim d(z,,r) = 0 implica que lim d(z,,x, \,,u) = 0, temos que

dny; € N tal que Vn > ny vale d(z,,z, \p,u) < €/4. Como lim A, (t) = ¢,
temos que Iny € N tal que A\, (t) € (u —d,u), Yn > na. ASgi—I;T: de (1.30),
temos que q(x(A,(t) Au), z(u)) < /4, Vn > ny. Tomamos ng = max{n, na}.
Entao q(z(M\.(t) A u),xz(u)) < /4 e d(zp, x, \p,u) < /4, Vn > n3. O que
juntamente com (1.31), implica que ¢(z,(t), z(u)) < /2, Yn > n3. Como
rp(u—) = %szn(t), Vn € N, temos que Vn € N 3¢, € (u — 0,u) tal que

t<u

q(zn(u—),x,(t,)) < e/2. Assim, Vn > ns, 3t, € (u—§,u) tal que
q(n(u—), 2(u)) < q(@n(u—), Tn(tn))+q(@n(tn), v(u)) < e/2+e/2 =€, Y >ns.
0

Contra-exemplo: Este contra-ezemplo € para a implicagdo (=) da proposi-
¢ao 1.4, quando u nao € ponto de continuidade de x, ou seja, queremos
mostrar que ezistem x e {x,} em Dgl0,00) tais que lim d(x,z,) = 0, mas
para algum ponto u de descontinuidade de x, temos quzﬁﬁom d(xp, x, A\p,u) #
0, V{\n}n C A tal que nh_}ngoy(/\n) =0. T
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No exemplo 1.1, mostramos que para 7" > 0, as fungoes z,x, : [0,00) —
{0,1} definidas por

z(t) =

Y

0, set<T
1, set>T

0 t<T+1
xn(t):{ 5 +1/n , onde n €{1,2,...},

1, set>T+1/n
sao tais que lim d(z,x,) = 0. Tomamos qualquer {\,}, C A tal que

lim y(\,) = 0. Dado n € {1,2,...}, vamos fixd-lo temporariamente.

d(zp,x, A, T) = sup q(z,(EAT), x(A(t) AT)) > q(zn(t AT, z(An(t) AT)),

t>0

Vt > 0. Tomamos t, > 0 tal que t,, A A\, (t,) > T (podemos fazer isso, pois
tll)rgo An(t) = 00). Logo, z,(tn AT) = x,(T) =0 e x(A\(tn) NT) = 2(T) =1,
entao

d(xp, x, A\, T) > @yt AT),2( N (t,) AT)) = 1.

Variamos n e obtemos que d(z,,x,\,,T) > 1, Vn € {1,2,...}. Portanto,
lim d(zp,z, A\, T) # 0, V{ A\ }n C A tal que lim y(\,) = 0.

o o OJ
Exemplo: Com a proposi¢ao 1.4 podemos mostrar que a sequéncia do exem-
plo 1.4 nao é sequéncia de Cauchy. Supomos que Jx € Dg[0, 00) tal que a
sequéncia {x,} do exemplo 1.4 converge para esta fungdo x na métrica de
Skorohod. Pela proposicao 1.4, temos que lim z,(u) = lim z,(u—) = z(u),
Yu > 0 ponto de continuidade de =z, ente{(l)_);j1 Convergg_)pogntualmente ax
em todos pontos de continuidade de x. Do lema 1.1, temos que o conjunto
dos pontos de continuidade de x tem medida total, ou seja, o conjunto dos
pontos de descontinuidade de x tem medida nula. Logo, x,, converge a x em

q.t.p. t > 0, na métrica r, que neste exemplo é

0, sex,(t) = x(t)
1, se x,(t) # x(t)
Assim, se lim 7(z,(t), z(ty)) = 0, entdao dado ¢ € (0,1) Ing € {1,2,...}
tal que r(x,(to), x(ty)) < €, ¥n > ng. De onde segue, que x,(ty) = x(to),

r(wn(t), z(t)) = {
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Vn > ng. Logo, z(ty) = 0 ou tg = T, pois se z(ty) = 1, entdo x,(ty) = 1,
Vn > ng, o que implicaria em ty = T'. Desta forma, a funcao x é nula num
conjunto de medida total. Lembrando que x deve ser continua a direita e ter
limite a esquerda, temos que a tunica funcao tal que x, converge em q.t.p.
t > 0 para ela é a fungao z(t) = 0. Mas, no exemplo 1.4 mostramos que
x, nao converge na métrica de Skorohod a fungao z(t) = 0. Logo, a nossa
suposigao é falsa. Portanto, {x,} nao é uma sequéncia convergente, entao
nao é uma sequéncia de Cauchy.

O

Proposicao 1.5 Dados {z,} C Dg[0,00) e x € Dgl0,00). Entdo sdo equi-

valentes:

(a) lim d(z,,z) =0.

(b) Euziste {\,} C A tal que lim v(\,) =0 e
lim sup 7(z,(t), z(A.(t))) =0, (1.32)
n—00 0<¢<T

vT > 0.

Observagao 1.5: Notamos que {z,,} C Dg[0,00), z € Dg[0,00) e {\;'}, C
A tais que nll_}IIQlo YA =0e

lim sup r(z,(A'()),2(t) =0,

n—00 0<t<T
VT > 0, implicam (b) na proposicao 1.5. De fato, primeiramente observamos
que do lema 1.6 e da hipdteses, temos lim v(\,) = nhi& YA h) = 0. Seja

n—oo

T > 0. Também, observamos que Vn € N vale

sup 7(za(t), 2(An(1)) =% sup  r(za(A;(s)), 2(s))

0<t<T 0<s<An(T)

< sup r(an(A, (), 2(5))-

D5 =\, (1).
30Como lim ~()\,) = 0, temos que {\,(T)} é uma sequéncia convergente, entao 3Ty > 0
tal que A\, (T) < Tp, Vn € N.
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Assim,

0< lim sup 7(z,(t),z(M\(t)) < lim sup 7(z,(\;'(s)), 2(s)) = 30.

n—00 0<t<T n—00 )<< Ty

Portanto vale a afirmacdo (b) da proposigao 1.5.
0

Observacao 1.6: No apéndice na proposicao 1.6 vamos apresentar uma
outra afirmacao que é equivalente a estas afirmacoes. Vamos apresenté-la,
pois pode ter utilidade pratica na hora de demonstrar que uma sequéncia

converge para determinada funcao.

Demonstragao

(a) = (b) Supomos que lim d(z,,z) = 0. Pela afirmacao 1.1, temos que exis-
tem {\,} C Ae{u,} Cn@fooo) tais que lim y(\,) =0e lim d(xp,, z, Ay, up)
= 0. Como T T

lim d(z,,z, A\, u,) = 32 lim {sup (T (t A uy), x(Ap(t) A un))}

n—o0 n—oo | 4>

=3 lim {sup [1(Zn (E A wp), 2(An(t) Aupn)) A 1]} =

n—o0 | >0
{ lim {sup r(xn(E A wy), (A () A Un))} } A,
n—00 | >0

temos que

nh_)nolo Egg T(Zn(E A ), x(An(t) A un))} = 0. (1.33)

Dado 7' > 0. Como lim u, = oo (da afirmagao 1.1) e lim \,(7) =T (da
observagao 1.4), temos que dny € N tal que u,, > TV, (T), Vn > ng. Entao,
para t € [0,T], vale r(x,(t A uy), 2(A(t) Auwy)) = r(za(t), (A (t))). Logo,

lim {sup r(xn(t),a:()\n(t)))} = lim [sup T(zn(t A uy), 2(An(t) Auy))

n—0oo | 0<t<T n—=oo [ 0<t<T

31Da hipétese.
32Definigao de d em (1.2).
33Defini¢do de ¢ em (1.3).
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< lim {Supr(xn(t/\un),x()\n(t)/\un))} :

Portanto, por (1.33) temos

n—00 | 0<t<T

lim [Sup r(xn(t),x()\n(t)))} ~0.

(b) = (a) Supomos que existe {\,} C A tal que lim y(\,) =0 e (1.32).

Seja u um ponto de continuidade de x. Observe que

d(xp, x, Ap,u) = Stl>1£) q(zn(t Au),z(A\(t) Au))

< sup q(zn(t), (A (t) A up)) 4+ sup g(x(An (A w) Auy), (A () Aw))

<3 sup. q(@n (), x(An(t) A un))
R (u)silﬁ mqu(m /\un),x(S))] v L<S<S;11fzu)wc1(:€(8),x(w)]
< 9 sup. q(zn(t), z(An(1)))
R S Mq(x(An(U) /\un),ﬂf(S))] Vv nguzu)wq(x(S),x(U))]
<% sup. (2 (t), 2(An(t)))
R S 5<uq(fﬂ(kn(U) /\un),x(S))] v L<S<S;11?u)wq(x(8),$(w)]

Vn > ng. Assim, de (1.32) e da afirmacao 1.3, temos que

lim d(z,,z, \p,u) =0,

n—oo

34Da afirmacao 1.2.

35Como ), é estritamente crescente, temos que M, (t) An(u), Vt € [0,u]. Como
() <

)

<
lim A\, (u) =ue lim u, = oo, temos que Ing € N tal que A,
n—oo n—oo

An(B) A up = Ap(t), Y0 > ng.
36Lembramos que ¢ = r A 1.

41

Uy, YN > ng. Assim,



entao, pela proposicao 1.4, obtemos

lim d(z,,z) = 0.

n—oo

Teorema 1.1: Se (E,r) é completo, entio (Dgl0,00),d) é completo.

Demonstragao

Seja {z,} C Dgl0,00) uma sequéncia de Cauchy. Vamos mostrar que ela
tem subsequéncia convergente, pois de [3] pagina 162 teremos que {z,} sera
convergente. Como {z,} é sequéncia de Cauchy, temos que dado k € N,

dN, > 1 tal que para m,n > Nj, temos

1
Podemos supor, sem perda de generalidade, que 1 < Ny < Ny < ...
Definimos y, = xy,, Yk € N.
Desta definigao e por (1.34) temos
1 1
A Y1) = dngs Tn) < g < g WEN,
entao pela definicao de d existe Ay € A tal que
00 Y 1
|:'7()\k) \// e “d(Yg, Yrs1, Ak, w)du | < ST Vk € N.
0
Em particular,
/oo g e w)du < ——, Wk €N (1.35)
e u)du < —- ) .
0 Yks Yk+15 Nks 2k6k7

Queremos mostrar que Yk € N Juy, > k tal que d(yg, Ypr1, My u) < 2%

Para isso, supomos (por absurdo) que Jkg € N tal que Yu > kg, temos

d(ykoa Yko+1, )\k;o, U) > 2%0 Entao

/ e_ud(ykoa Yko+15 )‘k‘o) u)du
0
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ko 00
= / eiud(yk(): Yko+1, Ako? U’)du + / eiud(y]%? Yko+1, Ako? u)du
0

ko
1 [ _, 1
>0+ 270 N e "du = 2]€O—ek07
o que contraria (1.35). Logo,
1
Vk € N Jui, > k tal que d(yg, Ypr1, A, ug) < T (1.36)
E, como
< 1 1
Y(Ak) < [7()\1@) \// e " d(Y, Yrr1, Ay w)du | < Jhgk < 98 Vk € N,
0
temos que .
Definimos a sequéncia de fungoes
pr(t) = Hm [(Agin 0 .o 0 Mg 0 Ag)(8)], VE>0, Vk e N. (1.38)

Dado k£ € N, vamos fixa-lo para analisar algumas propriedades da funcao pu:

1) pg € estritamente crescente

Dados 0 < a < b, queremos mostrar que pg(a) < ug(b), para isso fazemos
a seguinte andlise: Seja A; C [0,00) o conjunto de medida total onde \; é
derivavel, VI € N. Dado n € N fixo. Observamos que A, 0 ...0 Agpq1 0 Ap é
derivével em ApNA; (Apr1) AL (Nt (Are2)) N DA (oAb (Agn) )
e este conjunto tem medida total. Assim, py é derivavel em AN )\,gl(AkH) N
e A (Mt 1 (Akgn))-s) -y que é um conjunto de medida total. Como
[log \j(t)] < v(\), Vt € A; e VI € N, temos que \j(t) > e M vt € A e
vl € N. Assim, de (1.37), obtemos que \j(t) > e ") > e 27 Vi € A e
VI € N. Logo, Vt € A N A (Ager) N DAL (o(Nbs 1 (Akgn)-0)-, temos
que

(Atn © o 0 AR) (1) = N (Mgn—1 0 o 0 Xg)(8)) - oo - A(2)
> e 2L g2 o o D2 5 g2k (1.39)
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Como Ajip © ... 0 Ay é derivavel em Aj N )\,Zl(AkH) N ..., de [6] do teorema

fundamental do Célculo, temos que

b
()‘k—i-n 0...0 )\k)(b) - (>\k+n 0...0 )\k)(a) = / <>‘k+n 0...0 )\k),(t)dt (140)

E, por (1.39), temos que

b b
/ om0 0 A) ()t > / T e gy, (1.41)
De (1.40) e de (1.41), temos que
(Mosn © o 0 Ap)(B) = (Mn 0 . 0 M) (@) > 2 (b —a).

Lembrando que n é qualquer e da defini¢ao de u (tomamos o limite quando

n tende a infinito na expressdo acima), temos que

k(D) = p(a) > e (b= a) > 0 = u(b) > pi(a).

2) ug € sobrejetora

Seja n € N. Observamos que
()‘/H—n 0...0 /\k+1 e} )\k)([O, OO)) = ()‘k‘—i-n 0...0 /\k+1>(/\k([07 OO)))

= (Msn © 0 0 Xz 1)([0,00)) = ... = Nan ([0, 00)) = [0, 00).

Entao

11£([0,00)) = lim [(Ag4n © ... 0 App1 0 Ag)([0, 00))]

n—oo

= ningo[o, o) = [0, 00).

3) As fungdes Mgty © ... © Agr1 0 A, ¥Yn € N tém constantes de Lipschitz

limitadas.

Ai(s) — Xi(t)

Seja ¢; = sup —— =, Vi € N. Entao ¢; é constante de Lipschits de
§>t>0 s—t
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Ai, Vi € N. Observamos que Agip © ... © Agrq © Ax tem constante de Lipschitz

Chan * - * Cha1 * Ck, OIS VE, s € [0,00) temos
|(Akgn © oo © A1 © Ak )(8) = (Akgn © oo © A1 © M) ()]

S Ckin * ‘(Ak+nfl 0...0 )\k+1 e} )\k)(S) - (Ak%»nfl 0...0 )\kJrl e} )\k)<t>|

S Ckim -+ Cga1 - ‘)\k(S) — )\k(t)‘ S Chin v Cky1 - Ck - ‘8 —t’.

Vamos mostrar que essas constantes de Lipschitz de Mgy, 0... 0 A1 0 \g sao

limitadas, i.e., Vn € N

IOg(Ck+n e " Cpy e Ck) = Z IOg Ciyl S Z ’ IOg Ck+l|
=0 =0

. A — At - A — Apa(t
=3 |log {Sup p(8) = Ak )H <3 sup log[ p(8) = Ak )”

P $>t>0 s—t = s>t>0 s—t

S NS SE

= Y(Aett) < QR k-1

1=0 1=0
Logo,
Chin " - * Chi1* Ck < €XP (2_k+1) , VneN. (1.42)

4) py € lipschitziana.

Sejam t, s € [0, 00), observamos que

|1 (5) — e (t)]

= | lim [(/\k—l—n o0...0 )‘k+1 @) >\k>(8>] — T}an}o[()\k—i-n o0...0 >\k+1 ©) /\k)(t)]

n—0o0

= 1—>nc}o [(Aktn © oo © A1 © Ak) ()] = [(Mkn © oo 0 A1 © Ag) (2)]]

n

< lilgo[ck+n'...-ck+1~ck~|5—tH

<3 lim [exp (27"1) - [s —t]] = exp (27F1) - |s — 1.

3"Do lema 1.2.
3Por (1.37).
39De (1.42).
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5) v(ur) < 7

De fato,
s) — pu(t
(i) = sup |log M'
s>t>0 s—t
lim [(Apn © o0 Ag)(8)] = m [(Agsn © . 0 Ag)(2)]
= Ssup log n—oo n—oo
s>t>0 S — t
= sup | lim log {QH" © = 0 M)) = ran 0. 0 Alc)(t)} ’
s>t>0 n—oo S —t
— lim sup |log {(mn 0.0 \)(s) = (Ajgn ... 0 )\k)(t)”
N—=00 s>t>0 s —t

— 40 nh—{go Y(Aktn © ... 0 Ag) = nh_)rgo [su%gss |log (Agtno...0 )\k)’(t)]}

— tim {supess 1o [V ((Meins 00 M) - Xy O(8)) - (0]}
< lim [sup ess [log A, (8)] + .. + sup_ess | log A (t)]
' oo o0 1
= lim [y(Airn) + 7)) = Y v() < 22—: —.
I=k I=k
6) e € A

Dos itens (1), (2), (3) e (5), temos que py € A.

7) O limite (1.38) existe uniformemente em cada parte compacta de [0, 00).
Vamos mostrar que { A1, 0...0 A\py1 0 A} € eqiiicontinua. Seja ¢ > 0. Dado

e > 0. Tomamos § = W > 0. Assim, Vs € (t — §,t 4 6) vale

| (Mt © oo 0 Ap)(8) — (Nggn © e 0 X) ()] < Chgmy + v - i - |5 — ]

<exp (27F) - [s —t] < exp (2"‘“*1) 0=¢, VneN.

Logo, {Aksn © ... © Ajy1 © Ap}n € eqliicontinua em ¢ > 0. Como isto vale

Vt > 0, temos que esta sequéncia é eqiiicontinua. Desta forma, de [3] pdgina

49Do lema 1.2.
41Por (1.37), temos () < 27F Vk € N.
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242, temos que { g1, 0...0 Agy10 Ak}, converge uniformemente em cada parte

compacta de [0, c0)

8) Hitr = Mo py -
De fato, do item 6, temos que ug,prsr1 € A e pelo lema 1.6, temos que

El,u,;l,/vc,;il € A. Entao
Hit1 = MOt € ik = firs1 © A (1.43)

Como Vs > 0 vale pyy1(s) = 7}1—{20 [()\(k+1)+n 0 .. O A(op1)41 © /\(kH))(s)], te-

mos que V¢ > 0 vale

(10 Ae)(t) = g1 (Ae(?))
= lim [(/\(k+1)+n 0...0 )\(k+1)+1 (@) /\(k:-i-l))()\k(t))]

n—oo

= lim [(}\k+n+1 O0...0 )\k+2 e} >\k+1 O )\k)(t))]

n—oo

_ nh—>Holo [(Aktn © oo © Mgy 0 Ag)(2))]
= p(t)- 4

De (1.43) e de (1.44), temos que [y = A o 1y, "

Agora, depois de demonstradas estas propriedades de {ju}x, vamos mostrar
que para a sequéncia de pontos {ug}r (que encontramos anteriormente em
(1.36)) e para a sequéncia de fungdes {p }x vale

sup (" () A ), Yo (1t (8) A ug))

=12 sup Q(yn (g (8) A u), Y (N ' (£) A )

= sup q(yr(s A uk), Yes1(Ae(s) A wg))

1
= d(Yr: Y1, Ay uk) < 44§, Vk € N. (1.45)

42Do item 8 das observacdes acima.
#3Mudanca de varidvel: s = ;' (t).
“De (1.37).
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Denotamos z, = yx o ', Vk € N.

Afirmamos que z;, € Dgl0,00), Vk € N.
De fato, sejam k € N et > 0. Queremos mostrar que existem z(t—),

zk(t+) = zx(t). Dado € > 0 e lembrando a definigao de z, temos

r(z(s), 2(t)) = r(ye (g (5)), (g (1))

Como yr € Dgl0,00), temos que existe o limite de y, a esquerda de to-
dos pontos, entdo 36, > 0 tal que Yo € (u;'(t) — 61, (t)) vale que
(yx(v), yx (12, ' (1)) < e. Do fato de que ;' € A, temos que 35, > 0 tal que
Vs € (t—0y,t) vale que ;' (s) € (uy ' (t) =81, i *(2)) (pois ' é continua e es-
tritamente crescente). Assim, Vs € (t—dy,t) vale que r(yx (11, (), yr (. ' (£)))
< e. Logo, existe zx(t—). Analogamente, provamos que existe zj(t+). Falta
mostrar que zx(t+) = 2x(t). Como existe z;(t+), temos que 3d3 > 0 tal que
se s € (t,t+d3), entdo r(zx(t+), zx(s)) < £/2. Pelo fato de yj, ser continua a
direita de todos pontos de [0, 00) e ;" ser continua e estritamente crescente,
temos (analogamente ao que foi feito anteriormente) que 394 > 0 tal que

Vs € (t,t + d4) vale que

r(yn (g (), (g, (1)) < /2

Tomamos dy = min{ds, d4}. Assim, Vs € (t,t+ Jp), temos que
r(ze(t4), z6(t) < r(ak(t+), 2e(s)) +r(2k(s), 2 (1)) <e/2+e/2=e.

Como ¢ é qualquer e r é métrica, temos que zx(t+) = zx(t). Logo, zx €
DE[O, OO), Vk € N.

Vamos mostrar a seguir que a sequéncia de fungoes z; converge uniforme-
mente em intervalos limitados. Como pu, € A, temos pelo lema 1.6 e pelo
item 5 das observagoes feitas acima que ;}LIEO (') = klggo v(ug) = 0. Da
observacao 1.3, temos que u,;l converge uniformemente a identidade em in-
tervalos limitados. Assim, dados [a,b] C [0,00) e € > 0, 3k = ky(e,a,b) € N
tal que V¢ € [a, b] vale

it () —t] <&, Yk > k.
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De onde segue, que Vt € [a,b] vale p ' (t) < p. ' (b) < b+ e, Yk > ki, j& que
;" 6 estritamente crescente. Tomamos ks = ky(2,b) € N tal que b+ ¢ < ky.
Seja k3 = max{ky, k2} (notamos que k3 = k3(g,a,b)). Assim, V¢ € [a, ] vale
ppt(t) < k, Yk > k3. Entdo por (1.36), temos que

et (t) < ug, Vk > ks. (1.46)
Dado t € [a, b].
q(z(t), 211(8) = Palye(p (1)), Y (1 (1))

= q(yn (" () Aun), Yrr (g () A )

_ B 1
< stggq(yk(ukl(t) A k), e (s (8) Awe)) < W, VE > s (147)

Agora, tomamos kg > ks tal que n/2F < e, Vn > k > ko (notamos que
]{?0 = ko(kg,é‘) = I{ZQ(E,CL, b)) Entao

q(2(1), zn(1))

< q(z1(t), 2641(t) + @241 (D), 2h42(t)) + ...+ q(20-1 (1), 24(1))
s 1 1 1 n
< ?+2k+1 +"'+2n—1 < ok

Podemos supor, sem perda de generalidade, que € € (0, 1), entao a desigual-

<e, VYn>k>k.

dade acima vale para
r(zk(t), za(t)) <&, VYn >k > ko,

ja que ¢ = r A 1. E, assim, como (E,r) é completo, pelo Critério de Cau-
chy para convergéncia uniforme de [3] pdgina 168, temos que a sequéncia de
funcoes

2z, [0,00) — E converge uniformemente em [a,b]. Logo, a sequéncia de

fungoes z converge uniformemente em intervalos limitados. Desta forma, a

4586 notacao.
4De (1.46).
TDe (1.45).
48De (1.47).
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sequéncia de fungbes z; converge uniformemente em [0, N], VN € N. Seja
yn : [0,00) — FE tal que z converge uniformemente para yy em [0, N,
VN € N.

Definimos y(t) = yn(t), se Vt € [0, N], onde N € N.

Observamos y estd bem definida, pois se existem t > 0 e N, Ny € N tais
que t € [0,N], t € [0, No] e yn(t) # yn,(t), entdo zx(t) converge para dois
pontos diferentes, o que é absurdo. Também, observamos que z, converge
uniformemente em intervalos limitados para a func¢ao y : [0,00) — E definida
acima, pois dado [a, b, temos que existe N7 € N tal que [a, b] C [0, V] e pela

defini¢ao acima zj converge uniformemente em [0, Ny].
Afirmamos que y € Dg[0, 00).

De fato, sejam ¢t > 0 e ¢ > 0. Como z;, converge uniformemente & y em [0, ¢],
temos que ko € N tal que 7(y(s), 2z, (s)) < /3, Vs € [0,t]. Pelo fato do
limite de 2y, existir a esquerda de ¢, temos que 3y, > 0 tal que Vs € (t—0g,, t)

vale (2, (8), 2k, (1)) < £/3. Assim, Vs € (t — Og,,t), temos que

E &€ ¢

r(y(s),y(t)) < 1(y(s)s 2o (8)) 47 (200 (8); 200 (1)) 7 (20 (1), y (1)) < gH5+5 =

Desta forma, Jy(t—). Analogamente, mostramos que Jy(t+). Para comple-
tar a prova de que y € Dg|0,00), devemos mostrar que y(t+) = y(t). Por
existir y(t+), temos que Js; > t tal que r(y(t+),y(s)) < €/4, Vs € (t,s1).

Da convergencia uniforme de z; a y, obtemos k1 € N tal que
r(y(s), zr, () < e/4, Vs € [t,s1).
Como z, é continua a direita de ¢, Isy € (¢, s1) tal que
r(2k, (S0), 2k, (1)) < €/4.

Desta forma,
r(y(t+), y(t))

< r(y(t+),5(s0)) + (¥ (S0)s 2k (50)) 4 7(281 ($0), 21, (1)) + 7 (20, (1), y(1))
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<€+€—|—€—|—5—5
4 4 4 4 7

Logo, y(t+) = y(t), o que implica que y € Dg[0, 00).

Da convergéncia uniforme de zj, = yyou;, ' & y em intervalos limitados, temos

que
lim sup r(ye(p ' (1)), y(t)) = 0, VT > 0.
k—oo g<t<T

De onde segue, pelo klim fy(u,:l) = 0 e pela observacao 1.5, que vale a

afirmacao (b) da proposicao 1.5 para as sequéncias de fungoes {up} C A,
{yr} C Dgl0,00) e y € Dg[0,00). Entao, por esta proposigao, temos que
lim d(yx,y) = 0.

k—o0

Portanto, Dg|0, 00) é completo.
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Apeéendice

Agora vamos demonstrar o Lema 1.2, mas para isso necessitamos dos se-

guintes resultados.

Afirmacao A.1: Seja f: X — R

sup  0)] = mas {sup 1 (2). — ()}

zeX zeX

Demonstracao Como

sup,ex [f(2)] = sup,ex f(2) e
sup,ex [f(0)] 2 sup,ex[—f(@)] = - inf f(x),
temos que
sup | f(z)] > max {sup f(z),— inf f(x)} : (1.48)
zeX z€X reX

Supomos por absurdo que a desigualdade em (1.48) seja estrita. Entao existe

xo € X tal que |f(xo)| > max{supmex fx),— 12)f(f(m)} Como |f(xo)| =

max { f(zo), —f(x0)}, temos que

s (o), — ()} > o {sup £(0), = inf 7o) | 2 w1 ~ (a0}
x€ x

o que é um absurdo. Portanto em (1.48) vale a igualdade.
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Afirmagao A.2:

A(s) — _
sup —(S) A®) = sup (lim sup At + ) )\(t))
§>t>0 s—t t>0 \ h—0+ h
inf M = inf (lim sup At +h) = Mt))
s>t>0 s—t t>0 \ o+ h

(As igualdades desta afirmagao sao as chamadas Identidades de Ding).

Demonstragao Vamos provar a primeira igualdade (a prova da segunda

identidade é andloga). Como

At+h) — At A(s) — At
sup (lim sup (t+h) = A )) =Y sup (lim sup M)
>0 \| h—0+ h >0 st s—1
A(s) — At A(s) — A(t
>0 \ s>t S—1 s>t>0 S —1t

para provar que vale a igualdade, vamos supor (por contradi¢ao) que a desi-

gualdade acima ¢é estrita. Entao exite m > 0 tal que

sup <1im sup At+h) - A(t)) <m < sup M (1.50)
t>0 \| h—0+ h $>1>0 s—t

Defina «a(t) = mt — A(t). Observamos que « é crescente (estritamente), pois

vVt > 0, temos

a(t +h) —alt) m.(t+h) — At +h) —m.t+ A\(t)

lim inf = lim inf
h—0t h—0+ h
~ liminf [m _ (Wt +h) - Mt))} S S+ T inf (_ (At + 1) — A(t))
h—0* h h—0+ h
— 52— lim sup ((/\(t +h) — /\(t)> o 53,
h—0Tt h

49Mudanca de varidvel: ¢t + h = s.
S0lim sup f(s) < sup f(s), Vf.
s—t+ s>t
°1De [2] (pagina 123), temos liminf(f + g) > liminf f + liminf g.
®2De [2] (pagina 123), temos lim inf(—f) = — liminf f.
A h) — A(t
3Da suposigao de que sup;s (lim sup (4_2()) <m
- h—0+

33



Assim, dados t, s € [0,00) tais que ¢t < s, temos

m.t—At) = at) < a(s) =m.s — A(s)

= AMs) = At) <m.(s—t) = w < m.
Logo,
s M= e

entao obtivemos uma contradigao com (1.50). Portanto, vale a igualdade em
(1.49).

O
Demonstragao (do Lema 1.2)
Da afirmacao A.1, temos que
A(s) — At
sup logM’ = (1.51)
s3>0 s—1
§>1>0 s—1 s>t>0 s—t

Como log é uma funcao estritamente crescente, temos que
As) — A\t As) — M\t
sup (log M) = log (sup M) . (1.52)
$>1>0 s—1 s>t>0 S —t

Pela afirmagao A.2 e usando novamente o fato de log ser estritamente cres-

cente, obtemos

log (Sup M) ~ log [Sup (hm aup M) A<t>>]

s>t>0 s—t t>0 \| h—0+ h
= sup {log (lim sup At+h) - Mt))] : (1.53)
>0 h—0+ h

Entao de (1.52) e (1.53), temos
sup (log M) = sup [bg (limsup At+h) - A(t))] . (1.54)

$>1>0 s—1 >0 h—0+ h

Analogamente, usando que log é estritamente crescente, temos

ng, (1ox X020 — o (g 20=2) (s

$>t>0 s —t $>t>0 s—1
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Novamente pela afirmacao A.2 e usando novamente o fato de log ser estrita-
mente crescente, obtemos

o (i, X0 =20) = 1 fag (s X =AY

s>t>0 s—t t>0 \ o+ h

= inf [log <lim sup At +h) = A(t))l . (1.56)

t20 h—0t+ h

Entao de (1.55) e (1.56), temos
As) — A(t))

s—1

— inf < log

s>t>0

= —inf [1og (lim sup

20 h—0+

AG+2—MQH.

(1.57)
De 1.51, 1.54, 1.57 e afirmacao A.1, temos que

A(s) — A) ’ _

su
b s—t

s>t>0

— max { sup [log (lim sup Alt+h) = A(t))} ,

t>0 h—0t+ h

- o (e X520 |

bg<mepA@+hy—Mw)'

h—0* h

log

= sup
>0

(1.58)

Lembramos que sempre o supremo em ¢t > 0 é maior ou igual ao supremo

essencial, também, em ¢ > 0, entao

At +h) — At) S Sup ess
= SUR.S

A@+hy—Mﬂ>+

sup |log (lim sup log (lim sup

t>0 h—0+ h h—0+ h
(1.59)
Como \ o
t — At
log <lim sup (t+h) = X )) = log \'(¢),
h—0Tt h
em q.t.p. t > 0, temos
At +h) — At
sup ess |log (hmsup (t+h) = X ))‘ = sup ess |log \'(¢)|. (1.60)
t>0 hes0t h t>0

Por 1.58, 1.59, 1.60 e afirmacao A.1, temos que

A(s) — A(¢)
s—t

sup |log

s>t>0

= sup
s>t>0

At+h)— At
log(limsup (t+h) O)‘
h—0+ h
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> sup ess
= SUp.g

= sup _ess | log X' ()]

og (hm qup ML) = A(t))

h—0t h

Vamos supor por contradicao que a desigualdade acima seja estrita, ou seja,

que

K =sup
>0

on <lim oy M) = (D)
h—0t h

log (hm SupA(t +h) — A(t))‘

> sup ess
)‘ £20 h—0t h

Primeiro observamos que K < oo, pois pelo fato de A ser lipschitziana, existe

uma constante c tal que

At+h) = At) [N+ h)—A3)| < ch
h

h - h =~ °
vVt > 0e Vh > 0. Logo,
At+h)— At
K =sup 1og(1imsup (t+h) ())‘§c<oo.
t>0 h—0+ h
Da nossa suposicao de que
AMt+h) — At
sup ess log(limsup (t+h) ( >>‘ < K,
20 h—0Tt h
existe r > 0 tal que
At+h) — At
sup ess log<limsup (t+h) ()) <r<K.
t20 h—0+ h

Como em q.t.p. t > 0 vale

log ' (t) < su[t)zgss| log ' (t)] = sup_ess msu >

At +h)— At
log(limsup (t+h) ())‘<r,

temos que

N(t) < e, em q.t.p. t >0. (1.61)

Anteriormente, mencionamos que A é absolutamente continua, entao pode-
mos utilizar o Teorema Fundamental do Célculo [6] (pagina 166) e obter que
Yt > 0 e Vh > 0 vale

At +h) — A(t) = / " N (s)ds.
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Para estimar esta integral usamos (1.61) e a desigualdade para integrais de

t+h t+h
/ N(s)ds < / e"ds = e"h.
¢ ¢

At +h) — A(t)
h
Tomamos o limite superior quando h — 0%, aplicamos logaritmo na desi-

[5] pagina 83

Assim,

<e', Vt>0eVh>0.

gualdade acima e chegamos a

At+h)— A1
log (limsup (t+h) ®)

h—0+ h’

>§r, vt > 0.

Nesta desigualdade tomamos o supremo e obtemos

sup [log (limsup At+h) - W))} <supr=r<Kk. (1.62)

>0 h0+ h s>>0

Por outro lado, em quase todo ponto t > 0 vale

—log N'(t) < sup ess |log \'(t)| = sup_ess

>

<r,

At+h)— At
log (limsup (t+h) ( ))
h—0+ h

temos que
N(t) >e™, em q.t.p. t > 0.

E, analogamente ao que foi feito anteriormente, obtemos
t+h t+h
At +h)=At) = / N(s)ds > / e "ds=e"h, Vt >0eVh > 0.
t t

Logo,

h) — A(t ~h
log ( lim sup At+h) ®) > log ( limsup ¢ =loge™ = —r, Vt > 0.
h—0+ h h—0+ h

Tomamos o infimo e obtemos

: : At +h) — A(?) :
> —r =7
nf oz (o ) = =
Desta forma,
At +h) — At
—inf [log(limsup (t+h) ( ))} <r<K. (1.63)
t20 h—0+ h
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De (1.62), (1.63) e da afirmagao 2.1, temos que

At+h)— At
sup log(limsup (t+h) ())‘ <r<K.
>0 h—0+ h
Mas, isto contraria
At +h) — At
sup |log (lim sup (t+h) ( ))‘ =K
>0 h—0+ h

Logo nossa suposicao é falsa, ou seja, vale

log <lim sup

sup ess
t>0 h—0+

=sup

h—0*+ h t>0

bg@m$mA@+hy—MwN

Portanto, de (1.1), (1.64), (1.60) e (1.58), temos que

fy(/\) = sup 1OgM’ .
s>t>0 s—t
Afirmacao A.3: Dado T > 0.
. -71 _ |: =T
b ve ] = o] ve

Demonstragao

e Sey(\) >e T VA€A,

A@+2—A@N.

(1.64)

YA) Ve T =~\), VAeA = ;\relf\ [Y(A) Ve '] = inf v())

AEA
= e
. > -T . ,T:.
e =ze = o] ve = o

= inf [v(A) ve ] = {;g 7()\)1 ve

e Se I\ € A tal que y(\g) <e T,

YA) Vel =e™T = }\gjf\ YA ve ] <e

= e

,1\2/{7(/\) <e = [}\reljf\y()\)} Ve e
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. -T < |; =T
= )1\161/f\ [Y(A) ve ] < [/1\157@)] Ve

Observando que VA € A temos

Li\rel/f\”)/()\)} ve ' <qy(A)ve ™,

Entao tomando o infimo sobre todas as fungoes A € A obtemos

] v e <t oy e,

Assim, vale a igualdade que queriamos provar, i. e.,

inf [y() ve'] = [;relgv(k)] Ve

Proposicao 1.6 Dados {z,} C Dgl0,00) e x € Dg|0,00). Entdo sio equi-

valentes:
i) Eziste {\,} C A tal que lim y(\,) =0 e

lim sup 7(z,(t), x(A.(t)) =0,

n—=00 0<¢<T

VT > 0.

ii) Para cada T > 0, existe {\,} C A (esta sequéncia de funcdes pode
depender de T') tais que valem lim sup |\, (t) —t| =0 e

n—00 0<¢<T

lim sup r(z,(t), z(A\.(t)) = 0.

n—00 0<¢<T
Demonstragao

(i) = (it) Supomos que existe {\,} C A tal que lim y(\,) = 0 e

lim sup r(z,(t),z(A\.(t)) = 0, YT' > 0. Para completar esta prova, basta
n—00 0<<T

mostrarmos que para cada 7' > 0 vale lim sup |\, (t) —t| = 0. Mas, isso
n—00 0<t<T

pode ser obtido do lema 1.4 pelo fato de lim ~(\,) = 0.
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(77) = (¢) Supomos que para cada T' > 0, existe {\,} C A’ (esta sequéncia

de fungoes pode depender de T') tais que valem lim sup |\, (t) —¢] =0¢
n—00 0<<T

(1.32). Seja N € N. Escolha {\'} c A’ satisfazendo

lim sup |A)(t) —t| =0

=00 0<¢<N

lim sup 7(z,(t), z(AY(t)) =0

e, ainda, queremos que
AN(@#)=AN(N)+t— N, Vvt > N.
Definimos a sequéncia de pontos de [0, 00)
Tév =0

inf{t > 7 ;r(z(t), z(7 ) > 1/N}, ser¥, < o0

00 , Se T =00
onde £k =0,1,2,... .
Observagoes sobre {7 };:

o {7}, € estritamente crescente nos termos que sio finitos.
De fato, dado k € N tal que 7' < oo. Como z é continua & direita
de 7V, temos que existe d;_; > 0 tal que r(z(t),z(r¥,)) < 1/N,
vt e (¥, 7V | + 0k_1). Entao

N =inf{t > 7Y ;r(xt),z() ) > 1/N}Y > 7N+ 6p1 > 1,
o {7N}i ndo tem ponto de acumulagdo finito

Pelo raciocinio feito acima cada ponto finito desta sequéncia é um ponto

isolado.
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Definimos, para cada n fixo, a sequéncia de pontos de [0, c0) por
N N\—1(_N
uk,n = ()‘n) 1(Tk )7

onde k = 0,1,2,... e (AN)7!(c0) = oco. Observamos que {uy, }; é uma
sequéncia crescente, pois AN € A/, entao (A\Y)~! é estritamente crescente, Vn,
e lembre que {7}, também, é crescente. Agora, vamos definir a sequéncia

de funcoes de A
t—ulY
Tliv + ﬁ (Tlﬁ—l - Tliv)a sete [ukN,m u{cv—i-l,n) n [O,H],
pn (1) = k=0,1,2,..
pY(N) +t— N , set>N

por convencio oo loo=1. Com esta convencio, afirmamos que

-

k=0,1,2,...
N N
[u ot 7n)ﬁ[O,N];rSQ)

De fato,
(i ) = sup_ess |log(uy )'(t) |

_ N/ N/
=, max {te[ sup ess, | Tog(py )/ (t) |, sup ess [log(u )'(1) \}-

ué\tn,u{c\;l’n)ﬂ[o,
Seja t € (N,0), entao u (t) é diferencidvel, pois u é linear neste intervalo.

Logo, podemos calcular

N __ N
iy A (t+h) — w, ()

N/ .
(@) = Jim D
N N _
e BNO) B () <
h—0 h
= 1
Assim,
N/ .
sup ess | log(uy )'(t) | = 0.
De onde segue, que
N N/
= max sup ess lo t . 1.66
V(in) =, 100 {te[uﬁnfﬁ“’n)mm,N]| g )'(t) \} (1.66)
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Agora, também, fixamos k = 0,1,2,... com [ug,,, ug,,,) N[0, N] # 0. Obser-
vamos que ) é diferencidvel em todo ponto t € [ug,, ug,,,) N [0, N], pois

) é linear neste intervalo. Como YVt € [ug,,, ug,,) N [0, N], temos

po (E+ 1) — gy (1)

h—0 h
:hr%E<TkJ:V+N _N<l£\—[+1 )| =7+ _N(lf:\jrl 7))
- k+1n k.n k+1n k,n
1 h ™ v
-t 1 (a7 ) = e
h—0 h (u{cv—i-l,n - {c\{n - u{cv—l—l,n U’{c\,[n
Assim,
Ny/ 7_li\-[&-l _ Tliv
sup ess |log(u)'(t)| =  sup ess log %
te[u{c\tn’ullc\g—l,n)m[o’N] te[u{c\tn'u{e\g—l,n)ﬁ[o’N] uk-i—l,n - uk,n
N _ _N
= |log —;kﬂ TkN
uk—i—l,n - uk,n
(1.67)
De (1.66) e (1.67), obtemos (1.65).
Agora, afirmamos que
2
sup r(x(AY (1), z(1) (1)) < =, Vn. (1.68)
0<t<N N

De fato,

sup 7(x(A (1)), 2 (uy (1)) = max { sup r(z(A) (1), w(uff(t)))} ,

0<t<N t€fug ,upyy ,)NIO,N]

por isso basta analisar

sup r((Ay (1)), 2y (1)),

tE[ugn,ukN+l’n)ﬂ[0,N]

para cada k = 0,1,2,..., onde [uy,,, uy,,,,) N[0, N] # 0. Novamente, fixamos

k=0,1,2,... com [ug,, up,,,)N[0, N] # 0. Lembre que Vt € [7Y, 7 ,), 0 que
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implica que r(z(t), (7)) < 1/N, pois 7%, = inf{t > Nor(x(t), z(1)) >

1/N}. Como A\Y € A’, temos que \Y ¢ estritamente crescente, entao
= )\g(ui\/ﬂ) < AN(t) < )‘nN(ufcv—l-l,n) = 7’1?—117 vt € [Ui\fm“gﬂ,n)-
De onde segue, que
’I"(l‘()\fzv(t)),l'(TéV)) <1/N, Vte [uﬁn,ug+17n). (1.70)

N 41: N N N(,N\_ N ., NN _ N
Como p) ¢ linear em [Uk,m ukH’n), T (ukn) =T, €/, (uk+17n) = Tjy1, temos

que 7 < ph(t) <7, VE € [ug,, uihy ). De onde segue, que

r(@(pn (D), (7)) <N, V€ [ugn, ughn)- (1.71)
Logo,
sup r(z(A (1)), 2(uy (1))
te[ugn,ugﬁ_l’n)ﬁ[O,N]
< sup r(e(AY (1), (7)) + sup r(a(r), () (1))
tefug,upyy ,,)NI0,N] tefug,upyy ,)NIO,N]
§541/N+1/N:2/N. (1.72)

Assim, de (1.69) e de (1.72), temos (1.68). O que implica que

< S r(aa(t), 2(AY (1)) + S r(@(AY (1), 2 () (1))

2

<P sup r(z,(t), 2\ (1)) + . V.
0<t<T N

Da hipétese, temos

lim sup 7(z,(t), z(AY(t)) = 0,

nN—=00 0<t<N

entao Iny’ tal que supgc i<y 7(@a(t), z(AY (t)) < 1/N, ¥n > ni’. Logo

sup 7(z,(t), z(u (1)) < %, vn > nl. (1.73)
0<t<T

51De (1.70) e (1.71).
55De (1.68).
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Como lim v(A\Y) = 0 e pelo lema 1.6, temos que lim y((AY)™) = 0. Da

n—oo

observagao 1.4, temos que {(AY)~'}, converge pontualmente & identidade,

de onde segue que

lim up, =20 lim AM)"(7Y) =577), Vk. (1.74)
n—o00 ’ n—o0o
Logo,
N N
T — T
. . k+1 Tk
lim y(Y) = lim ax log —
n—oo n—oo k=0,1,2,... ué\;l n uévn
ugn u{cv+17n)ﬁ[0 N]#£0 ’ ’
- Ti1 — T
= max lim |log — ~
£=0,1,2,... N—00 U1 = U
[u]k\]n u]1y+1’n)ﬂ[0,]\7]#@ ’ ’
N N
. 1 Tk+1 — Tk
- s 8 N N
=0,1,2,... lim w;,, — lim uy,
[uivn’u{c\g-l n)m[O’N]¢® n 0 ’ ’
N N
T, T,
k+1 Tk
=58 ax log —F -
k=0,1,2,... Tk‘-i—l — Tk
[ui\tn,u{c\g_l n)ﬂ[O,N]i(B
= 0. (1.75)

Entao Ind tal que v(ud) < 1/N,¥n > nY. Tomamos ny = max{n{ , n N}.
Assim, de (1.73), temos que

sup r(x, (1), 2(p) (t)) < 3/N e v(ud) < 1/N, ¥n > ny.
0<t<N

Variamos N e observamos que a sequéncia {ny}y pode ser tomada estrita-
mente crescente. Como N < ny, temos que A}im ny = 0o, entao podemos
— 00
definir para todo n € N
5 u, ose ny <n<nyy, N>1

n —

Id, se 1<n<mn

Precisamos mostrar que A\, satisfaz a letra (b) desta proposicao.

%Da definicao de uy,,

= ~ .
57Da convergéncia pontual.
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OXHEA,poissenN§n<nNH,NZl,entéoj\n:/dLVEAese
1§n<n1,entéoj\n:IdEA.

e lim 7(5\n) =0, pois se ny < n < nyy1, N > 1, entao lim (;\n) =

n—oo n—oo

lim y(u)) =0ese 1 <n<ny, entdo T}eroloy(jxn) = Jlrgofy(ld) =0.

n—oo

o lim sup r(z,(t), z(M,(t))) = 0, VT > 0. De fato, seja T > 0. Dado

n—00 <4< T

e >0, 3INy € Ntal que T < Ny e 3/Ny < . Tomamos ny € N tal
que ny, < ng < Nny+1, entao Vn > ngy temos que AN, > Ny tal que

n = nN, > Ng = nn, € A'n - /’LiLvn ASSim7

. 3 3
sup 7(x,(t),z(A\. (1)) < sup 7z, (t), z(ud"(t))) < oA < N <&
0<t<T 0<t<Ny n 0
Yn > ng.
Destas observaces obtemos que A, satisfaz (i).
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