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Resumo:

Considere (E, r) espaço métrico completo e o espaço DE[0,∞) das funções

x : [0,∞) → E cont́ınuas à direita e com limite à esquerda. Neste trabalho

vamos apresentar a métrica, d, de Skorohod no espaço DE[0,∞). Vamos

mostrar que (DE[0,∞), d) é completo.

Abstract:

Consider (E, r) a complete metric space and the space DE[0,∞) of right

continuous functions x : [0,∞) → E with left limits. In this work we will

introduce the metric d of Skorohod on the space DE[0,∞). We will show

that (DE[0,∞), d) is complete.
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meus pais Vera Lúcia Neumann de Oliveira e João Gutknecht de Oli-

veira, que são pessoas muito boas e sempre me deram muito amor,
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Introdução

Muitos processos estocásticos que surgem em aplicações têm a propriedade

de ter limite à direita e à esquerda em cada ponto do tempo para quase

toda amostra de caminho. Por convenção vamos assumir que os caminhos

são cont́ınuos à direita, quando isto pode ser feito (normalmente pode) sem

alterar a distribuição finito dimensional. Vamos denotar por DE[0,∞) o

espaço das funções x : [0,∞) 7→ E cont́ınuas à direita e com limite à esquerda,

onde (E, r) é espaço métrico.

Muitos resultados de convergência de medidas de probabilidade requerem que

espaços métricos sejam separáveis e completos. Por isso, a importância de

encontrarmos um métrica que tornasse DE[0,∞) separável e completo. Neste

trabalho vamos apresentar a métrica de Skorohod, d, que torna (DE[0,∞), d)

um espaço métrico separável e completo, se E é separável e (E, r) é completo,

respectivamente. Nossa apresentação vai trabalhar com bastante detalhes a

prova de que (DE[0,∞), d) é completo, a qual é descrita na seção 5 do caṕıtulo

3 páginas 116 até 122 do livro [1]. Referimos o leitor, também, a [1] para

a prova deste espaço ser separável. Cabe observar, que (DE[0,∞), d) não é

compacto, e indicar em [1] a seção 6 do caṕıtulo 3, onde os autores do livro

tratam de questões relacionadas a compacidade de certos subconjuntos de

(DE[0,∞), d).
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Caṕıtulo 1

A métrica de Skorohod

1.1 Considerações iniciais e definições

Seja (E, r) um espaço métrico e q denota a métrica r ∧ 1, onde ∧ significa

a ∧ b = min{a, b}, ∀ a, b. Também, vamos esclarecer que ∨ significa a ∨ b =

max{a, b}, ∀ a, b. DE[0,∞) denota o espaço das funções x : [0,∞) 7→ E

cont́ınuas à direita e com limite à esquerda. Denotaremos para cada t ≥ 0 o

limite de x à direita de t por lim
s→t+

x(s) = x(t+), onde s → t+ significa que

s > t e s → t e o limite de x à esquerda de t por lim
s→t−

x(s) = x(t−), onde

s → t− significa que s < t e s → t; por convenção lim
s→0−

x(s) = x(0−) = x(0).

Assim, com esta notação podemos escrever

DE[0,∞) = {x : [0,∞) 7→ E;∃x(t−), x(t+) = x(t)}

Nós começamos observando que as funções em DE[0,∞) são mais bem com-

portadas do que podemos suspeitar inicialmente.

Lema 1.1 Se x ∈ DE[0,∞), então x tem pontos de descontinuidade enu-

meráveis.

Demonstração

Seja x ∈ DE[0,∞). Como x : [0,∞) → E é cont́ınua à direita e tem limite à
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esquerda, as descontinuidades de x são de 1a espécie (salto) [2]. Definimos

An = {t > 0; r(x(t), x(t−)) ≥ 1/n}, ∀n = 1, 2, ...,

ou seja, An é o conjunto dos pontos de descontinuidades de x com salto maior

que 1/n na métrica r.

Afirmamos que An não tem ponto de acumulação, ∀n = 1, 2, ... .

De fato, dado n ∈ {1, 2, ...}, vamos fixá-lo temporariamente. Seja t ∈ An.

Como existe o limite de x à esquerda de t, temos que existe δ1 > 0 tal que se

s ∈ (t − δ1, t) então r(x(s), x(t−)) < 1/2n e r(x(s−), x(t−)) < 1/2n. Logo,

r(x(s), x(s−)) ≤ r(x(s), x(t−)) + r(x(t−), x(s−)) < 1/2n + 1/2n = 1/n.

Desta forma, (t− δ1, t) ∩ An = ∅.

t t +d2t d1 s

x(t)

x(s)=x(t-)

x(s-)

>1 n

Analogamente, pelo fato de x ser cont́ınua à direita existe δ2 > 0 tal que

(t, t + δ2) ∩ An = ∅. Assim, encontramos uma vizinhança de t, (t − δ1, t) ∪
(t, t + δ2), que não está em An. Logo, t é ponto isolado em An.

¤

Vamos fixar que a notação “q.t.p. t≥ 0” significa que em quase todo ponto

t ≥ 0 vale uma determinada propriedade, ou melhor, ∃A ⊂ [0,∞) tal que

m([0,∞)\A) = 0 e a propriedade vale em todo ponto de A.
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Definimos

Λ′ = {λ : [0,∞) → [0,∞); λ é sobrejetora e estritamente crescente}.

Observe que se λ ∈ Λ′, então λ(0) = 0, lim
t→∞

λ(t) = ∞ e λ é bijeção cont́ınua.

Definimos, para as funções λ ∈ Λ′ que são Lipschitz,

γ(λ) = sup ess
t≥0

| log λ′(t)|. (1.1)

De [6] página 76, temos que o supremo essencial de log λ′ é definido por

sup ess
t≥0

| log λ′(t)| = inf{M > 0; |log λ′(t)| ≤ M em q.t.p. t ≥ 0}

e, também, pode ser denotado por ‖ [log λ′] ‖∞ (que é a norma em L∞). No

texto que segue vamos precisar das seguintes definições:

Definição 1.1: (Função de variação limitada)

Seja f : [a, b] → R. Dada uma partição P = {a = x0 < x1 < ... < xk = b}
de [a, b]. Seja

tP =
k∑

i=1

|f(xi)− f(xi−1)|.

Dizemos que f é de variação limitada se sup
P

tP < ∞.

Definição 1.2: (Função absolutamente cont́ınua)

Uma função f : [a, b] → R é dita absolutamente cont́ınua se ∀ε > 0, ∃δ > 0

tal que
n∑

i=1

(bi − ai) ≤ δ ⇒
n∑

i=1

|f(bi)− f(ai)| ≤ ε,

sempre que a1 < b1 < a2 < b2 < ... < an < bn, n ∈ N.

Note que γ(λ) está bem definido, pois como λ é lipschitziana, por [6] página

161 λ é absolutamente cont́ınua, então do Teorema Fundamental do Cálculo

[6] página 166, temos que existe λ′ em q.t.p. t ≥ 0.
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Agora, definimos

Λ = {λ ∈ Λ′; λ é lipschitziana e γ(λ) < ∞}.

Lema 1.2 Dada λ ∈ Λ

γ(λ) = sup
s>t≥0

∣∣∣∣ log
λ(s)− λ(t)

s− t

∣∣∣∣

Este lema será demonstrado no apêndice.

Definição 1.3: (Métrica de Skorohod)

Para x, y ∈ DE[0,∞), definimos

d(x, y) = inf
λ∈Λ

[
γ(λ) ∨

∫ ∞

0

e−ud(x, y, λ, u)du

]
, (1.2)

onde

d(x, y, λ, u) = sup
t≥0

q(x(t ∧ u), y(λ(t) ∧ u)). (1.3)

Observação 1.1: Para termos uma idéia de como se comporta esta métrica

apresentamos a seguir a proposição 1.5 que será demonstrada na seção 1.4:

Dados {xn} ⊂ DE[0,∞) e x ∈ DE[0,∞). Então são equivalentes:

(a) lim
n→∞

d(xn, x) = 0.

(b) Existe {λn} ⊂ Λ tal que lim
n→∞

γ(λn) = 0 e

lim
n→∞

sup
0≤t≤T

r(xn(t), x(λn(t))) = 0,

∀T > 0.

Observação 1.2: Antes de provarmos que (DE[0,∞), d) é espaço métrico,

o qual é chamado de espaço métrico de Skorohod, vamos analisar alguns

exemplos com E = {0, 1, ..., N − 1} e a métrica r tal que r(x(t), y(t)) = 1,
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se x(t) 6= y(t) e r(x(t), y(t)) = 0, caso contrário, onde x, y ∈ DE[0,∞) e

t ≥ 0 (esta métrica é conhecida como a métrica 0-1 ou métrica discreta).

Neste caso, dados x, y ∈ DE[0,∞) e λ ∈ Λ, da definição de q, temos que

q(x(t∧u), y(λ(t)∧u)) só assume os valores 0 ou 1, ∀t ≥ 0, então d(x, y, λ, u)

só assume os valores 0 ou 1.

1.2 Exemplos

Nos exemplos desta seção assumimos que (DE[0,∞), d) é espaço métrico

e consideramos E = {0, 1} e r a métrica 0-1, então o leitor irá observar

que estes exemplos satisfazem a hipótese da observação 1.2, ou seja, dados

x, y ∈ DE[0,∞) e λ ∈ Λ, temos que d(x, y, λ, u) só assume os valores 0 ou 1.

Exemplo 1.1: Dado T > 0, sejam x, xn : [0,∞) 7→ {0, 1} tais que

x(t) =

{
0, se t < T

1, se t ≥ T
,

xn(t) =

{
0, se t < T + 1/n

1, se t ≥ T + 1/n
, onde n ∈ {1, 2, ...}.

1

0

x

T

1

0

xn

T T+1/n
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Fixamos n ∈ {1, 2, ...}. Vamos estimar d(x, xn), que por definição é

d(x, xn) = inf
λ∈Λ

[
γ(λ) ∨

∫ ∞

0

e−ud(x, xn, λ, u)du

]
.

Consideramos

λn(t) =





(
1 + 1

Tn

)
t , se 0 ≤ t < T

(
1− 1

2n

)
t + T+2

2n
, se T ≤ t < T + 2

t , se t ≥ T + 2

T T+2

T+1/n

ln

0

T+2

Vamos analisar o que acontece com d(x, xn, λn, u) quando u varia e n está

fixo.

• Se 0 ≤ u < T , então λn(t) ∧ u ≤ u < T e t ∧ u ≤ u < T , ∀t ≥ 0. Pela

definição de x e xn, temos que x(t∧u) = 0 e xn(λn(t)∧u) = 0, ∀t ≥ 0.

Logo, q(x(t ∧ u), xn(λn(t) ∧ u)) = 0, ∀t ≥ 0, de onde segue, que

d(x, xn, λn, u) = sup
t≥0

q(x(t ∧ u), xn(λn(t) ∧ u)) = 0

• Se T ≤ u < T + 1/n, como λn

(
T + 2 + 1

n

)
= T + 2 + 1

n
> T + 1

n
> u,

temos que λn

(
T + 2 + 1

n

)∧u = u < T +1/n e
(
T + 2 + 1

n

)∧u = u ≥ T .

Assim, x
((

T + 2 + 1
n

) ∧ u
)

= 1 e xn

(
λn

(
T + 2 + 1

n

) ∧ u
)

= 0. Logo,

1 = q (x ((T + 2 + 1/n) ∧ u), xn (λn (T + 2 + 1/n) ∧ u))
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≤ sup
t≥0

q(x(t ∧ u), xn(λn(t) ∧ u)) = d(x, xn, λ, u) ≤ 1,

de onde segue, que d(x, xn, λn, u) = 1.

• Se u ≥ T + 1/n, dado t ≥ 0.

0 ≤ t < T ⇒





t ∧ u = t < T ⇒ x(t ∧ u) = 0

e

λn(t) ∧ u = λn(t) < T + 1
n
⇒ xn(λn(t) ∧ u) = 0

⇒ q(x(t ∧ u), xn(λn(t) ∧ u)) = 0, ∀t ∈ [0, T ).

t ≥ T ⇒





t ∧ u ≥ T ⇒ x(t ∧ u) = 1

e

λn(t) ∧ u ≥ T + 1
n
⇒ xn(λn(t) ∧ u) = 1

⇒ q(x(t ∧ u), xn(λn(t) ∧ u)) = 0, ∀t ∈ [T,∞).

Logo,

d(x, xn, λn, u) = sup
t≥0

q(x(t ∧ u), xn(λn(t) ∧ u)) = 0

Desta forma, para cada n ∈ {1, 2, ...}, temos

d(x, xn, λn, u) =





0, se 0 ≤ u < T

1, se T ≤ u < T + 1
n

0, se u ≥ T + 1
n

,

então

∫ ∞

0

e−ud(x, xn, λn, u)du =

∫ T+ 1
n

T

e−udu = e−T − e−(T+ 1
n), ∀n ∈ {1, 2, ...}.

Assim,

d(x, xn) = inf
λ∈Λ

[
γ(λ) ∨

∫ ∞

0

e−ud(x, xn, λ, u)du

]

≤ γ(λn) ∨
∫ ∞

0

e−ud(x, xn, λn, u)du

= γ(λn) ∨
[
e−T − e−(T+ 1

n)
]
.
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Como

γ(λn) = sup ess
t≥0

| log λ′n(t)| = log

(
1 +

1

Tn

)
,

temos que

d(x, xn) ≤
[
log

(
1 +

1

Tn

)]
∨

[
e−T − e−(T+ 1

n)
]
, ∀n ∈ {1, 2, ...}.

Pela Regra de L’Hôpital, temos

lim
n→∞

[
log

(
1 + 1

Tn

)

e−T − e−(T+ 1
n)

]
= lim

n→∞

[
1

T+1/n

e−(T+ 1
n)

]
=

eT

T
> 1,

então existe n0 ∈ {1, 2, ...} tal que ∀n ≥ n0 vale

log
(
1 + 1

Tn

)

e−T − e−(T+ 1
n)

> 1 ⇒ log

(
1 +

1

Tn

)
≥ e−T − e−(T+ 1

n).

Assim,

d(x, xn) ≤
[
log

(
1 +

1

Tn

)]
∨

(
e−T − e−(T+ 1

n)
)

= log

(
1 +

1

Tn

)
, ∀n ≥ n0.

Portanto, lim
n→∞

d(x, xn) = 0. Se tivéssemos considerado a métrica do supremo,

que é dada por ds(x, y) = sup
t≥0

r(x(t), y(t)), ∀x, y ∈ DE[0,∞), neste caso teŕıa-

mos que ds(x, xn) = 1, ∀n ∈ {1, 2, ...}.

Exemplo 1.2: Analogamente ao exemplo 1.1 a sequência de funções defini-

das por

x̃n(t) =

{
0, se t < T − 1/n

1, se t ≥ T − 1/n
,

onde n ∈ {1, 2, ...}, também, converge para

x(t) =

{
0, se t < T

1, se t ≥ T
,

na métrica d. Para provar isso, basta considerar

λ̃n(t) =





(
1− 1

Tn

)
t , se 0 ≤ t < T

(
1 + 1

n

)
t− T+1

n
, se T ≤ t < T + 1

t , se t ≥ T + 1
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e, por racioćınios análogos aos do exemplo 1.1, obteremos

d(x, x̃n, λ̃n, u) =





0, se 0 ≤ u < T − 1
n

1, se T − 1
n
≤ u < T

0, se u ≥ T + 1
n

.

Assim,

d(x, x̃n) ≤
[
log

(
1 +

1

n

)]
∨

[
e−(T− 1

n) − e−T
]
,

o que nos dará que lim
n→∞

d(x, x̃n) = 0.

Exemplo 1.3: Dado T > 0, tome S > 0 tal que S > T + 1. Sejam

x, xn : [0,∞) 7→ {0, 1} tais que

x(t) =

{
1, se T ≤ t < S

0, se 0 ≤ t < T ou S ≤ t
,

xn(t) =

{
1, se T + 1/n ≤ t < S

0, se 0 ≤ t < T + 1/n ou S ≤ t
,

onde n ∈ {1, 2, ...}.

1

0

x

T S

1

0

xn

T T+1/n S
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Fixamos n ∈ {1, 2, ...}. Vamos estimar d(x, xn). Consideramos

λn(t) =





(
1 + 1

Tn

)
t , se 0 ≤ t < T

(
1− 1

n(S−T )

)
t + S

n(S−T )
, se T ≤ t < S

t , se t ≥ S

Analogamente ao que fizemos no exemplo 1.1, analisamos o que acontece com

d(x, xn, λn, u) quando u varia e n está fixo e obtemos que

d(x, xn, λn, u) =





0, se 0 ≤ u < T

1, se T ≤ u < T + 1
n

0, se u ≥ T + 1
n

,

Assim, d(x, xn) tem a mesma limitação que no exemplo 1.1, então

lim
n→∞

d(x, xn) = 0.

Exemplo 1.4: Dado T ≥ 0, sejam xn, x : [0,∞) 7→ {0, 1} tais que

xn(t) =

{
1, se T ≤ t < T + 1/n

0, se 0 ≤ t < T ou T + 1/n ≤ t
,

onde n ∈ {1, 2, ...} e x(t) ≡ 0.

1

0 T T+1/n

xn

Queremos calcular d(x, xn), que por definição é

d(x, xn) = inf
λ∈Λ

[
γ(λ) ∨

∫ ∞

0

e−ud(x, xn, λ, u)du

]
. (1.4)

12



Dada λ ∈ Λ, vamos fixá-la temporariamente para analisar o que acontece

com d(x, xn, λ, u) = supt≥0 q(x(t ∧ u), xn(λ(t) ∧ u)) quando u varia e n está

fixo.

• Se 0 ≤ u < T , então λ(t) ∧ u ≤ u < T , ∀t ≥ 0. Pela definição de

x e de xn temos que x(t ∧ u) = 0 e xn(λ(t) ∧ u) = 0, ∀t ≥ 0. Logo,

q(x(t ∧ u), xn(λ(t) ∧ u)) = 0, ∀t ≥ 0, de onde segue que

d(x, xn, λ, u) = sup
t≥0

q(x(t ∧ u), xn(λ(t) ∧ u)) = 0

• Se u ≥ T , como λ é sobrejetora, temos que existe t0 ≥ 0 tal que

λ(t0) = T . Então λ(t0) ∧ u = T ∧ u = T . Assim, x(t0 ∧ u) = 0 e

xn(λ(t0) ∧ u) = 1. Logo,

1 = q(x(t0 ∧ u), xn(λ(t0) ∧ u)) ≤

sup
t≥0

q(x(t ∧ u), xn(λ(t) ∧ u)) = d(x, xn, λ, u) ≤ 1,

de onde segue, que d(x, xn, λ, u) = 1.

Desta forma,

d(x, xn, λ, u) =

{
0, se u < T

1, se u ≥ T
.

E, assim, lembrando que λ e n são quaisquer, temos que

∫ ∞

0

e−ud(x, xn, λ, u)du =

∫ ∞

T

e−udu = e−T , ∀λ ∈ Λ, ∀n ∈ {1, 2, ...}. (1.5)

De (1.4) e (1.5), obtemos que

d(x, xn) = inf
λ∈Λ

[
γ(λ) ∨ e−T

]
= 1

[
inf
λ∈Λ

γ(λ)

]
∨ e−T = 2 0 ∨ e−T = e−T ,

1Afirmação A.3 - veja no apêndice.

20 ≤ inf
λ∈Λ

γ(λ) ≤ γ(Id) = sup
s>t≥0

∣∣∣∣ log
Id(s)− Id(t)

s− t

∣∣∣∣ = sup
s>t≥0

∣∣∣∣ log
s− t

s− t

∣∣∣∣ = 0 ⇒
inf
λ∈Λ

γ(λ) = 0.

13



∀n ∈ {1, 2, ...}. Portanto, lim
n→∞

d(x, xn) = e−T 6= 0. Apesar da sequência

de funções xn convergir em q.t.p. t ≥ 0 para a função x(t) ≡ 0. Como xn

converge pontualmente para a função

x̃(t) =

{
1, se t = T

0, se t 6= T
,

apesar de x̃ /∈ DE[0,∞), surge a curiosidade sobre o que acontece com

lim
n→∞

d(x̃, xx). Para analisarmos isso, tomamos n ∈ {1, 2, ...} e λ ∈ Λ quais-

quer e os fixamos, para verificar o que acontece com d(x̃, xn, λ, u), quando u

varia.

• Se 0 ≤ u ≤ T , então λ(t) ∧ u ≤ u ≤ T , ∀t ≥ 0. Pela definição

de x̃ e de xn, temos que x̃(t ∧ u) = xn(λ(t) ∧ u), ∀t ≥ 0. Logo,

q(x̃(t ∧ u), xn(λ(t) ∧ u)) = 0, ∀t ≥ 0, de onde segue que

d(x̃, xn, λ, u) = sup
t≥0

q(x̃(t ∧ u), xn(λ(t) ∧ u)) = 0

• Se u > T , como λ é sobrejetora e estritamente crescente, temos que

existe t0 ≥ 0 tal que λ(t0) ∈ (T, T + 1
n
) e t0 6= T , então t0 ∧ u 6= T e

λ(t0)∧ u ∈ (T, T + 1
n
). Assim, x̃(t0 ∧ u) = 0 e xn(λ(t0)∧ u) = 1. Logo,

1 = q(x̃(t0 ∧ u), xn(λ(t0) ∧ u)) ≤

sup
t≥0

q(x̃(t ∧ u), xn(λ(t) ∧ u)) = d(x̃, xn, λ, u) ≤ 1,

de onde segue, que d(x̃, xn, λ, u) = 1.

Desta forma,

d(x̃, xn, λ, u) =

{
0, se 0 ≤ u ≤ T

1, se u > T
.

E, assim, lembrando que λ e n são quaisquer, temos que

∫ ∞

0

e−ud(x̃, xn, λ, u)du =

∫ ∞

T

e−udu = e−T , ∀λ ∈ Λ, ∀n ∈ {1, 2, ...},

14



então

d(x̃, xn) = inf
λ∈Λ

[
γ(λ) ∨ e−T

]
= 3

[
inf
λ∈Λ

γ(λ)

]
∨ e−T = 0 ∨ e−T = e−T ,

∀n ∈ {1, 2, ...}. Portanto, lim
n→∞

d(x̃, xn) = e−T 6= 0.

Na seção 1.4 vamos mostrar que a sequência {xn} não é sequência de Cauchy.

Exemplo 1.5: Seja r > 0, vamos definir σr : DE[0,∞) → DE[0,∞) tal que

para x ∈ DE(0,∞), temos que

σr(x) = y ∈ DE[0,∞), onde y(t) = x(t + r),

mostraremos que esta função é cont́ınua. Sejam x ∈ DE[0,∞) e a sequência

{xn} ⊂ DE[0,∞) tais que lim
n→∞

d(xn, x) = 0. Queremos mostrar que

lim
n→∞

d(σr(xn), σr(x)) = 0, para isso vamos utilizar a proposição 1.5 men-

cionada na observação 1.1. De fato, como lim
n→∞

d(xn, x) = 0, temos que existe

{λn} ⊂ Λ tal que lim
n→∞

γ(λn) = 0 e

lim
n→∞

sup
0≤t≤T

r(xn(t), x(λn(t))) = 0,

∀T > 0. Definimos, para cada n ∈ N, a função

λ̃n(t) =

{
λn(r)

r
· t, se 0 ≤ t < r

λn(t) , se t ≥ r
.

Observamos que, para cada n ∈ N,

γ(λ̃n) = γ(λn) ∨
∣∣∣∣ log

λn(r)

r

∣∣∣∣ .

Assim, pelo fato de lim
n→∞

γ(λn) = 0, da observação 1.4 (veja seção 1.3),

também, temos que lim
n→∞

λn(r) = r. Logo, lim
n→∞

γ(λ̃n) = 0. Dado T > 0,

analisamos

lim
n→∞

sup
0≤t≤T

r
(

σr (xn(t)) , σr

(
x

(
λ̃n(t)

)) )

3Afirmação A.3 - veja no apêndice.
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= 4 lim
n→∞

sup
0≤t≤T

r
(
xn(t + r), x

(
λ̃n(t + r)

))
= 5 lim

n→∞
sup

r≤s≤T+r
r
(
xn(s), x

(
λ̃n(s)

))

= 6 lim
n→∞

sup
r≤s≤T+r

r (xn(s), x (λn(s))) ≤ lim
n→∞

sup
0≤s≤T+r

r (xn(s), x (λn(s))) = 0

e obtemos que

lim
n→∞

sup
0≤t≤T

r
(

σr (xn(t)) , σr

(
x

(
λ̃n(t)

)))
= 0.

Logo, utilizando novamente a proposição 1.5, temos que lim
n→∞

d(σr(xn), σr(x)) =

0. Portanto σr é cont́ınua.

Exemplo 1.6: Seja X uma cadeia de Markov com tempo cont́ınuo e estados

discretos em {1, 2}. Vamos analisar que a função caracteŕıstica de X0 = 2,

IX0=2 : DE[0,∞) → {0, 1}, é cont́ınua. De fato, sejam ω ∈ DE[0,∞) e a

sequência {ωn} ⊂ DE[0,∞) tais que lim
n→∞

d(ωn, ω) = 0. Queremos mostrar

que lim
n→∞

IX0=2(ωn) = IX0=2(ω). Como lim
n→∞

d(ωn, ω) = 0, da proposição 1.5,

temos que existe {λn} ⊂ Λ tal que lim
n→∞

γ(λn) = 0 e

lim
n→∞

sup
0≤t≤T

r(ωn(t), ω(λn(t))) = 0, ∀T > 0.

E, como

r(ωn(0), ω(0)) = r(ωn(0), ω(λn(0))) ≤ sup
0≤t≤T

r(ωn(t), ω(λn(t))), ∀T > 0,

temos que lim
n→∞

r(ωn(0), ω(0)) = 0. Recordamos que a métrica r que estamos

considerando nestes exemplos é a métrica 0− 1, então existe n0 ∈ N tal que

r(ωn(0), ω(0)) = 0, ∀n ≥ n0, ou melhor, ωn(0) = ω(0), ∀n ≥ n0. Assim,

IX0=2(ωn) = IX0=2(ω), ∀n ≥ n0, o que implica

lim
n→∞

IX0=2(ωn) = IX0=2(ω).

Portanto, IX0=2 é cont́ınua.

4Usamos a definição de σr e lembramos que x ◦ λ̃n ∈ DE [0,∞).
5Mudança de variável s = t + r.
6Lembramos que λ̃n(t) = λn(t), ∀t ≥ r.
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1.3 A métrica de Skorohod

Agora vamos provar que d, cuja definição é dada por (1.2), é métrica. Para

isso, demostraremos os seguintes lemas e proposições:

Lema 1.3 Dadas {xn}n, {yn}n ⊂ DE[0,∞).

lim
n→∞

d(xn, yn) = 0 ⇔





∃{λn}⊂Λ tal que lim
n→∞

γ(λn) = 0 e

lim
n→∞

m({u ∈ [0, u0]; d(xn, yn, λn, u) ≥ ε})=0,

∀ε > 0 e ∀u0 > 0,

onde m é a medida de Lebesgue.

Demonstração

(⇐) Supomos que ∃{λn}⊂Λ tal que lim
n→∞

γ(λn) = 0 e

lim
n→∞

m({u ∈ [0, u0]; d(xn, yn, λn, u) ≥ ε})=0, ∀ε > 0 e ∀u0 > 0.

Queremos provar que lim
n→∞

d(xn, yn) = 0, onde

d(xn, yn) = inf
λ∈Λ

[
γ(λ) ∨

∫ ∞

0

e−ud(xn, yn, λ, u)du

]
.

Dado ε > 0, tomamos u0 > 0 tal que
∫ ∞

u0

e−ud(xn, yn, λn, u) du ≤
∫ ∞

u0

e−udu = e−u0 <
ε

2
. (1.6)

Definimos

An = {u ∈ [0, u0]; d(xn, yn, λn, u) ≥ ε/4}, ∀n ∈ N.

Da hipótese existe n1 = n1(ε, u0) ∈ N tal que

m(An) = m({u ∈ [0, u0]; d(xn, yn, λn, u) ≥ ε/4}) < ε/4, ∀n ≥ n1.

Desta forma, obtemos
∫ u0

0

e−ud(xn, yn, λn, u) du

17



=

∫ u0

0

e−uχAnd(xn, yn, λn, u) du +

∫ u0

0

e−uχAc
n
d(xn, yn, λn, u) du

≤
∫ u0

0

χAn du +
ε

4

∫ u0

0

e−u du = m(An) +
ε

4

(
1− e−u0

)
<

ε

4
+

ε

4
=

ε

2
, (1.7)

onde χAn é a função caracteŕıstica de An, ∀n ≥ n1. De (1.6) e (1.7) podemos

avaliar que ∫ ∞

0

e−ud(xn, yn, λn, u) du

=

∫ u0

0

e−ud(xn, yn, λn, u) du+

∫ ∞

u0

e−ud(xn, yn, λn, u) du < ε.

Também, das hipóteses, temos que lim
n→∞

γ(λn) = 0, então existe

n2 = n2(ε1) ∈ N tal que γ(λn) < ε, ∀n ≥ n2.

Tomamos n0 = max{n1, n2} e obtemos que

γ(λn) ∨
∫ ∞

0

e−ud(xn, yn, λn, u) du < ε, ∀n ≥ n0.

Logo,

d(xn, yn) = inf
λ∈Λ

[
γ(λ) ∨

∫ ∞

0

e−ud(xn, yn, λ, u) du

]

≤ γ(λn) ∨
∫ ∞

0

e−ud(xn, yn, λn, u) du < ε, ∀n ≥ n0.

Portanto, lim
n→∞

d(xn, yn) = 0.

(⇒) Supomos que lim
n→∞

d(xn, yn) = 0. Devemos mostrar que existe {λn}⊂Λ

tal que lim
n→∞

γ(λn) = 0 e lim
n→∞

m({u ∈ [0, u0]; d(xn, yn, λn, u) ≥ ε})=0, ∀ε > 0

e ∀u0 > 0. Seja n ∈ N. Como

d(xn, yn) = inf
λ∈Λ

[
γ(λ) ∨

∫ ∞

0

e−ud(xn, yn, λ, u) du

]
< d(xn, yn) +

1

n
,

temos que existe λn ∈ Λ tal que
[
γ(λn) ∨

∫ ∞

0

e−ud(xn, yn, λn, u) du

]
< d(xn, yn) +

1

n
. (1.8)

Observamos que

0 ≤ γ(λn) ≤
[
γ(λn) ∨

∫ ∞

0

e−ud(xn, yn, λn, u) du

]
< d(xn, yn) +

1

n
,
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então lim
n→∞

γ(λn) = 0. Assim, só está faltando provar que

lim
n→∞

m({u ∈ [0, u0]; d(xn, yn, λn, u) ≥ ε})=0, ∀ε > 0 e ∀u0 > 0.

Vamos fazer a prova deste fato por contradição. Supomos que existem u0 > 0

e ε0 > 0 tais que

lim
n→∞

m({u ∈ [0, u0]; d(xn, yn, λn, u) ≥ ε0}) > 0,

então existem α > 0 e n1 ∈ N tais que

m({u ∈ [0, u0]; d(xn, yn, λn, u) ≥ ε0}) ≥ α > 0, ∀n ≥ n1.

Vamos denotar

Bn = {u ∈ [0, u0]; d(xn, yn, λn, u) ≥ ε0}, ∀n ≥ n1

⇒ m(Bn) ≥ α > 0, ∀n ≥ n1.

Notamos que

0 ≤
∫ ∞

0

e−ud(xn, yn, λn, u) du

≤ γ(λn) ∨
∫ ∞

0

e−ud(xn, yn, λn, u) du < 7d(xn, yn) +
1

n
,

então da hipótese temos que

lim
n→∞

∫ ∞

0

e−ud(xn, yn, λn, u) du = 0.

Assim, existe n2 ∈ N tal que

∫ ∞

0

e−ud(xn, yn, λn, u) du < ε0e
−u0α, ∀n ≥ n2.

7De (1.8).
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Tomamos n0 = max{n1, n2}. Então ∀n ≥ n0 vale

ε0e
−u0α >

∫ ∞

0

e−ud(xn, yn, λn, u) du

=

∫ u0

0

e−ud(xn, yn, λn, u) du +

∫ ∞

u0

e−ud(xn, yn, λn, u) du

≥
∫ u0

0

e−ud(xn, yn, λn, u) du

≥
∫ u0

0

e−uχBn(u)d(xn, yn, λn, u) du

≥ ε0

∫ u0

0

e−uχBn(u)du

≥ ε0e
−u0

∫ u0

0

χBn(u)du

= ε0e
−u0m(Bn)

≥ ε0e
−u0α.

Chegamos a um absurdo, o que nos leva concluir que nossa suposição era

falsa. E, portanto, lim
n→∞

m({u ∈ [0, u0]; d(xn, yn, λn, u) ≥ ε}) = 0, ∀ε > 0 e

∀u0 > 0, o que completa a nossa demonstração.

¤

Lema 1.4 Seja {λn}⊂Λ tal que lim
n→∞

γ(λn) = 0, então

lim
n→∞

sup
0≤t≤T

|λn(t)− t| = 0, ∀T > 0.

Demonstração

Sejam T > 0 e n ∈ N, fixamos n temporariamente. Como λn é Lipschitz em

[0,∞), podemos supor que cn seja constante de Lipschitz de λn em [0,∞).

Então existe constante cn + 1 tal que ∀t, s ∈ [0,∞), temos

|(λn − Id)(t)− (λn − Id)(s)| = |λn(t)− t− λn(s) + s|
≤ |λn(t)− λn(s)|+ |t− s|
≤ cn|t− s|+ |t− s|
= (cn + 1)|t− s|,
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ou seja, λn− Id é Lipschitz em [0,∞). Por [6] página 161, temos que λn− Id

é absolutamente cont́ınua em [0, T ]. Seja t ∈ [0, T ], vamos fixá-lo tempora-

riamente. De [6] página 166, temos que

λn(t)− t = (λn(t)− t)− (λn(0)− 0) =

∫ t

0

(λn(s)− s)′ds =

∫ t

0

(λ′n(s)− 1)ds.

(1.9)

Assim, de (1.9) e de [7] página 43, temos que

|λn(t)− t| =
∣∣∣∣
∫ t

0

(λ′n(s)− 1)ds

∣∣∣∣ ≤
∫ t

0

|λ′n(s)− 1| ds.

De [8] teorema 20.14 página 347, temos que

|λ′n(s)− 1| ≤ sup ess
0≤s≤T

|λ′n(s)− 1|, em q.t.p. s ∈ [0, T ]

e por [5] página 83, obtemos
∫ t

0

|λ′n(s)− 1| ds ≤
∫ t

0

sup ess
0≤s≤T

|λ′n(s)− 1| ds = t.
[
sup ess

0≤s≤T
|λ′n(s)− 1|

]
.

Logo,

|λn(t)− t| ≤ t.
[
sup ess

0≤s≤T
|λ′n(s)− 1|

]
. (1.10)

Fazemos variar t ∈ [0, T ] e observamos que (1.10) vale para todo t ∈ [0, T ],

então tomamos o supremo sobre t ∈ [0, T ] e obtemos

sup
0≤t≤T

|λn(t)−t| ≤ sup
0≤t≤T

{
t.

[
sup ess

0≤s≤T
|λ′n(s)− 1|

]}
= T.

[
sup ess

0≤s≤T
|λ′n(s)− 1|

]
.

(1.11)

Agora, variamos n e notamos que (1.11) vale ∀n ∈ N.

Afirmamos que

lim
n→∞

[
sup ess

0≤s≤T
|λ′n(s)− 1|

]
= 0.

De fato, dado ε > 0, tomamos ε0 > 0 tal que (eε0 − 1) ∨ (1− e−ε0) < ε.

Como γ(λn) = sup ess
t≥0

|logλ′n(t)| −→
n→∞ 0, temos que ∃n0 ≥ 0 tal que

sup ess
t≥0

| logλ′n(t)| < ε0, ∀n ≥ n0

⇒ |logλ′n(t)| < ε0 em q.t.p. t ≥ 0 e ∀n ≥ n0

⇒ −ε0 < logλ′n(t) < ε0 em q.t.p. t ≥ 0 e ∀n ≥ n0

⇒ e−ε0 < λ′n(t) < eε0 em q.t.p. t ≥ 0 e ∀n ≥ n0
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⇒ |λ′n(t)− 1| =
{

λ′n(t)− 1 < eε0 − 1 < ε

1− λ′n(t) < 1− e−ε0 < ε
em q.t.p. t ≥ 0 e ∀n ≥ n0.

Assim,

sup ess
t≥0

|λ′n(t)− 1| < ε, ∀n ≥ n0

E, como,

sup ess
0≤s≤T

|λ′n(s)− 1| ≤ sup ess
t≥0

|λ′n(t)− 1|,
temos que

lim
n→∞

[
sup ess

0≤s≤T
|λ′n(s)− 1|

]
= 0.

Portanto, desta afirmação e de (1.11), temos que

lim
n→∞

sup
0≤t≤T

|λn(t)− t| = 0.
¤

Observação 1.3: Do lema 1.4 temos que se lim
n→∞

γ(λn) = 0, então λn

converge uniformemente à identidade em intervalos limitados. Já que, dado

[a, b] ⊂ [0,∞). Seja t ∈ [a, b], temos que

|λn(t)− t| ≤ sup
a≤t≤b

|λn(t)− t| ≤ sup
0≤t≤b

|λn(t)− t|, ∀n ≥ n0.

Dado ε > 0, do lema 1.4, temos que existe n0 = n0(ε, b) ∈ N tal que

sup0≤t≤b |λn(t)− t| < ε, ∀n ≥ n0. Assim, ∀t ∈ [a, b] vale

|λn(t)− t| ≤ sup
0≤t≤b

|λn(t)− t| < ε, ∀n ≥ n0.

Note que n0 não depende de t, então temos convergência uniforme de λn à

função identidade no intervalo [a, b].

Observação 1.4: Se lim
n→∞

γ(λn) = 0, então λn converge pontualmente à

identidade. De fato, dado t ≥ 0, tomamos [a, b] ⊂ [0,∞) tal que t ∈ [a, b].

Da observação 1.3, temos que λn converge uniformemente à identidade em

[a, b], então lim
n→∞

λn(t) = t.
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Lema 1.5 Dados x, y ∈ DE[0,∞).

d(x, y, λ, u) = d(y, x, λ−1, u), ∀λ ∈ Λ e ∀u ≥ 0.

Demonstração

Dados x, y ∈ DE[0,∞), λ ∈ Λ e u ≥ 0, vamos fixá-los temporariamente.

Primeiro observamos que existe λ−1, pois λ é sobrejetora e estritamente cres-

cente. Seja t ≥ 0, denotamos λ(t) = s ≥ 0, então t = λ−1(s) ≥ 0. Assim,

d(x, y, λ, u) = sup
t≥0

q(x(t ∧ u), y(λ(t) ∧ u))

= sup
λ−1(s)≥0

q(x(λ−1(s) ∧ u), y(λ(λ−1(s)) ∧ u))

= 8 sup
s≥0

q(x(λ−1(s) ∧ u), y(s ∧ u)) = 9 sup
t≥0

q(x(λ−1(t) ∧ u), y(t ∧ u)).

= 10 sup
t≥0

q(y(t ∧ u), x(λ−1(t) ∧ u)) = d(y, x, λ−1, u).

¤

Lema 1.6 Se λ ∈ Λ, então γ(λ) = γ(λ−1) e λ−1 ∈ Λ.

Demonstração

• λ−1 é estritamente crescente, pois caso contrário existiriam t < s tais

que λ−1(t) ≥ λ−1(s), então pelo fato de λ ser estritamente crescente e

bijetora, temos que t = λ(λ−1(t)) ≥ λ(λ−1(s)) = s, o que é absurdo.

• λ−1 é sobrejetora, pois λ−1([0,∞)) = λ−1(λ([0,∞))) = [0,∞), já que

[0,∞) = λ([0,∞)) e λ é bijetora.

• λ−1 é lipschitziana, pois das observações acima, temos que λ−1 ∈ Λ′.

Como λ−1 está bem definida e é cont́ınua e, além disso, existe λ′(t) > 0

em q.t.p. t ≥ 0, de [2] página 206, temos que

| log λ′(t)| = | − log λ′(t)| =
∣∣∣∣ log

1

λ′(t)

∣∣∣∣ =
∣∣ log(λ−1)′(λ(t))

∣∣ , (1.12)

8Como λ está fixo o supremo pode ser tomado em s ≥ 0 e λ é bijetora.
9Somente mudança de notação, i.e., s = t.

10q(A,B) = q(B,A), ∀A,B ∈ E, pois q = r ∧ 1 e r é métrica.
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em q.t.p. t ≥ 0. Assim,

log(λ−1)′(t) ≤
∣∣ log(λ−1)′(t)

∣∣ = 11
∣∣ log(λ−1)′(λ(s))

∣∣ = 12| log λ′(s)| ≤ γ(λ),

em q.t.p. t ≥ 0, então

(λ−1)′(t) ≤ eγ(λ) = constante, em q.t.p. t ≥ 0. (1.13)

Dados t, s ∈ [0,∞), supomos que t < s. De acordo com a definição de

função de variação limitada, temos que λ−1 é de variação limitada em

[t, s]13. De [5] páginas 83 e 106 e de (1.13), temos que

|λ−1(s)− λ−1(t)| = λ−1(s)− λ−1(t) =

∫ s

t

(λ−1)′(τ)dτ

≤ eγ(λ)

∫ s

t

dτ = eγ(λ)|s− t|.

Logo, λ−1 é lipschitziana.

• γ(λ−1) = γ(λ), pois

γ(λ−1) = sup ess
t≥0

∣∣∣ log
(
λ−1

)′
(t)

∣∣∣ = 14sup ess
t≥0

| log λ′(s)| = γ(λ).

• γ(λ−1) < ∞, pois γ(λ−1) = γ(λ) < ∞
11Como λ é sobrejetora, temos que existe s ≥ 0 tal que t = λ(s).
12De (1.12).
13Dada uma partição P = {t = τ0 < τ1 < ... < τk = s} de [t, s], temos que

k∑

i=1

|λ−1(τi)− λ−1(τi−1)| = λ−1(τ1)− λ−1(τ0) + λ−1(τ2)− λ−1(τ1) + ...

+λ−1(τk)− λ−1(τk−1) = λ−1(b)− λ−1(a),

então o supremo sobre todas as partições P de [s, t] nos dá a variação de λ−1 em [t, s],

sup
P

k∑

i=1

|λ−1(τi)− λ−1(τi−1)| = sup
P

[
λ−1(b)− λ−1(a)

]
= λ−1(b)− λ−1(a),

que é limitada.
14De (1.12), com t = λ(s).
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Portanto, destas observações, conclúımos que λ−1 ∈ Λ e γ(λ−1) = γ(λ).

¤

Proposição 1.1 Dados x, y ∈ DE[0,∞), temos d(x, y) = d(y, x)

Demonstração

d(x, y) = inf
λ∈Λ

[
γ(λ) ∨

∫ ∞

0

e−ud(x, y, λ, u)du

]

= 15 inf
λ−1∈Λ

[
γ(λ−1) ∨

∫ ∞

0

e−ud(y, x, λ−1, u)du

]
= d(y, x)

¤

Proposição 1.2 Dados x, y ∈ DE[0,∞), d(x, y) = 0 ⇔ x = y.

Demonstração

⇒ Supomos que d(x, y) = 0. Dado ε > 0. Seja t0 um ponto de continuidade

de y e o fixamos. Queremos mostrar que q(x(t0), y(t0)) < ε. Tomamos T

tal que t0 ∨ λn(t0) < T, ∀n ∈ N, podemos fazer isso, pois {λn(t0)}n é uma

sequência convergente. Consideramos xn = x e yn = y, ∀n ∈ N, então

lim
n→∞

d(xn, yn) = lim
n→∞

d(x, y) = d(x, y) = 0.

Pelo lema 1.3, temos que existe {λn}⊂Λ tal que lim
n→∞

γ(λn) = 0 e lim
n→∞

m({u ∈
[0, T ]; d(x, y, λn, u) ≥ ε0}) = 0, ∀ε0 > 0, ou seja, a sequência de funções de

variável u, {d(x, y, λn, u)}n, converge em medida no intervalo [0, T ]. De [6]

página 92, temos que existe {nk} ⊂ N tal que ∀u ∈ [0, T ], temos

lim
nk→∞

d(x, y, λnk
, u) = 0 (convergência em q.t.p. t ∈ [0, T ] de uma sub-

sequência de {d(x, y, λn, u)}n). Tomamos u0 ∈ [0, T ] tal que t0∨λn(t0) < u0,

∀n ∈ N e lim
nk→∞

d(x, y, λnk
, u0) = 0, então existe n1 ∈ N tal que

d(x, y, λnk
, u0) < ε/2, ∀nk ≥ n1. (1.14)

15Dos lemas 1.5 e 1.6.
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Como t0 é um ponto de continuidade de y, temos que existe δ > 0 tal que

∀s ∈ (t0 − δ, t0 + δ) temos q(y(s), y(t0)) < ε/2. (1.15)

E, pelo fato de lim
n→∞

γ(λn) = 0, o lema 1.4 nos diz que

lim
n→∞

sup
0≤t≤T

|λn(t)− t| = 0.

Assim, lim
nk→∞

sup
0≤t≤T

|λnk
(t)−t| = 0 e já que t0 ∈ [0, T ], temos que existe n2 ∈ N

tal que

|λnk
(t0)− t0| < δ, ∀nk ≥ n2. (1.16)

Por (1.15) e (1.16), temos que

q(y(λnk
(t0)), y(t0)) < ε/2, ∀nk ≥ n2 (1.17)

Seja n0 = max{n1, n2}, então de (1.14) e de (1.17) vale que

d(x, y, λnk
, u0) < ε/2 e q(y(λnk

(t0)), y(t0)) < ε/2, ∀nk ≥ n0. (1.18)

Assim,

q(x(t0), y(t0)) ≤ q(x(t0), y(λnk
(t0) ∧ u0)) + q(y(λnk

(t0) ∧ u0), y(t0))

= 16q(x(t0 ∧ u0), y(λnk
(t0) ∧ u0)) + q(y(λnk

(t0)), y(t0))

≤ 17d(x, y, λnk
, u0) + q(y(λnk

(t0)), y(t0))

< 18ε/2 + ε/2 = ε, ∀nk ≥ n0.

Como ε é qualquer obtemos que q(x(t0), y(t0)) = 0. Lembre que q = r ∧ 1,

onde (E, r) é espaço métrico, então x(t0) = y(t0). Desta forma, x(t) = y(t),

∀t ≥ 0 que é ponto de continuidade de y.

Seja, agora, t1 ponto de descontinuidade de y. Vamos mostrar que

q(x(t1), y(t1)) < ε. Como x e y são cont́ınuas à direita, temos que existe

16u0 > t0 ∨ λn(t0), ∀n ∈ N.
17d(x, y, λnk

, u0) = supt≥0 q(x(t ∧ u0), y(λnk
(t) ∧ u0)).

18De (1.18).
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δ0 > 0 tal que ∀s ∈ (t1, t1+δ0) vale q(x(t1), x(s)) < ε/2 e q(y(s), y(t1)) < ε/2.

Do lema 1.1 as descontinuidades de y são enumeráveis, então existe

t1 + δ ∈ (t1, t1 + δ0) que é um ponto de continuidade de y. Em particular,

q(x(t1), x(t1 + δ)) < ε/2 e q(y(t1 + δ), y(t1)) < ε/2. E, pelo fato de t1 + δ ser

ponto de continuidade de y, temos pelo o que fizemos na primeira parte desta

demonstração que x(t1 + δ) = y(t1 + δ). Logo, q(x(t1 + δ), y(t1 + δ)) = 0.

Assim,

q(x(t1), y(t1)) ≤ q(x(t1), x(t1+δ))+q(x(t1+δ), y(t1+δ))+q(y(t1+δ), y(t1)) < ε.

Portanto, x(t) = y(t), ∀t ≥ 0.

⇐ Supomos que x = y.

0 ≤ d(x, y) = inf
λ∈Λ

{
γ(λ) ∨

∫ ∞

0

e−ud(x, y, λ, u)du

}

≤ γ(Id) ∨
∫ ∞

0

e−ud(x, y, Id, u)du = 0,

pois

γ(Id) = sup
s>t≥0

∣∣∣∣ log
s− t

s− t

∣∣∣∣ = 0

e

d(x, y, Id, u) = sup
t≥0

q(x(t ∧ u), y(t ∧ u)) = 0, ∀u ≥ 0.

Portanto, d(x, y) = 0.

¤

Lema 1.7 Sejam λ1, λ2 ∈ Λ, então λ1 ◦λ2 ∈ Λ e γ(λ1 ◦λ2) ≤ γ(λ1)+ γ(λ2).

Demonstração

• λ1 ◦ λ2 ([0,∞)) = λ1 (λ2 ([0,∞))) = λ1 ([0,∞)) = [0,∞), então λ1 ◦ λ2

é sobrejetora.

• Sejam t, s ∈ [0,∞) tais que t < s. Como λ1, λ2 são estritamente

crescentes, temos que t < s ⇒ λ2(t) < λ2(s) ⇒ λ1 (λ2(t)) < λ1 (λ2(s)).

Logo, λ1 ◦ λ2 é estritamente crescente.
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• Como λ1, λ2 são funções Lipschitz, temos que existem constantes c1,

c2 tais que |λ1(s) − λ1(t)| ≤ c1|s − t| e |λ2(s) − λ2(t)| ≤ c2|s − t|,
∀t, s ∈ [0,∞), então |λ1 (λ2(s))− λ1 (λ2(t))| ≤ c1|λ2(s) − λ2(t)| ≤
c2c1|s− t|, ∀t, s ∈ [0,∞). Assim, λ1 ◦ λ2 é Lipschitz.

• Agora, vamos analisar

γ(λ1 ◦ λ2) = sup
s>t≥0

∣∣∣∣ log
λ1 (λ2(s))− λ1 (λ2(t))

s− t

∣∣∣∣

= sup
s>t≥0

∣∣∣∣ log

[
λ1 (λ2(s))− λ1 (λ2(t))

λ2(s)− λ2(t)
· λ2(s)− λ2(t)

s− t

]∣∣∣∣

= sup
s>t≥0

∣∣∣∣ log

[
λ1 (λ2(s))− λ1 (λ2(t))

λ2(s)− λ2(t)

]
+ log

[
λ2(s)− λ2(t)

s− t

]∣∣∣∣

≤ sup
s>t≥0

∣∣∣∣ log

[
λ1 (λ2(s))− λ1 (λ2(t))

λ2(s)− λ2(t)

]∣∣∣∣ + sup
s>t≥0

∣∣∣∣ log

[
λ2(s)− λ2(t)

s− t

]∣∣∣∣

= 19 sup
λ−1
2 (v)>λ−1

2 (u)≥0

∣∣∣∣ log

[
λ1 (v)− λ1 (u)

v − u

]∣∣∣∣+ sup
s>t≥0

∣∣∣∣ log

[
λ2(s)− λ2(t)

s− t

]∣∣∣∣

= 20 sup
v>u≥0

∣∣∣∣ log

[
λ1 (v)− λ1 (u)

v − u

]∣∣∣∣ + sup
s>t≥0

∣∣∣∣ log

[
λ2(s)− λ2(t)

s− t

]∣∣∣∣
= γ(λ1) + γ(λ2)

• Como γ(λ1 ◦ λ2) ≤ γ(λ1) + γ(λ2), γ(λ1) < ∞ e γ(λ2) < ∞, temos que

γ(λ1 ◦ λ2) < ∞.

Destas observações obtemos que λ1 ◦ λ2 ∈ Λ e γ(λ1 ◦ λ2) ≤ γ(λ1) + γ(λ2).

¤

Proposição 1.3 Dados x, y, z ∈ DE[0,∞) vale a desigualdade triangular,

i.e.,

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

19Fazendo a seguinte mudança de variável λ2(t) = u e λ2(s) = v.
20Como λ2 está fixa podemos tomar o supremo sobre u e v.
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Demonstração

Dados x, y, z ∈ DE[0,∞), λ1, λ2 ∈ Λ e u ≥ 0. Como

d(x, z, λ1 ◦ λ2, u) = sup
t≥0

q(x(t ∧ u), z(λ1 (λ2(t)) ∧ u))

≤ sup
t≥0

q(x(t ∧ u), y(λ2 (t) ∧ u)) + sup
t≥0

q(y(λ2 (t) ∧ u), z(λ1 (λ2(t)) ∧ u))

= 21 sup
t≥0

q(x(t ∧ u), y(λ2 (t) ∧ u)) + sup
w≥0

q(y(w ∧ u), z(λ1 (w) ∧ u))

= d(x, y, λ2, u) + d(y, z, λ1, u),

temos que
∫ ∞

0

e−ud(x, z, λ1◦λ2, u)du ≤
∫ ∞

0

e−ud(x, y, λ2, u)du+

∫ ∞

0

e−ud(y, z, λ1, u)du.

(1.19)

Assim,

d(x, z) = inf
λ∈Λ

{
γ(λ) ∨

∫ ∞

0

e−ud(x, z, λ, u)du

}

≤ 22γ(λ1 ◦ λ2) ∨
∫ ∞

0

e−ud(x, z, λ1 ◦ λ2, u)du

≤ 23 [γ(λ1) + γ(λ2)] ∨
[∫ ∞

0

e−ud(x, y, λ2, u)du +

∫ ∞

0

e−ud(y, z, λ1, u)du

]

≤
[
γ(λ2) ∨

∫ ∞

0

e−ud(x, y, λ2, u)du

]
+

[
γ(λ1) ∨

∫ ∞

0

e−ud(y, z, λ1, u)du

]
,

(1.20)

∀λ1, λ2 ∈ Λ. Vamos supor por contradição que

d(x, z) > d(x, y) + d(y, z).

Como

d(x, y) = inf
λ2∈Λ

{
γ(λ2) ∨

∫ ∞

0

e−ud(x, y, λ2, u)du

}

e

d(y, z) = inf
λ1∈Λ

{
γ(λ1) ∨

∫ ∞

0

e−ud(y, z, λ1, u)du

}
,

21Fizemos a mudança de variável w = λ2(t) e lembramos que λ2 está fixa.
22Esta desigualdade vale ∀λ1, λ2 ∈ Λ.
23Do lema 1.7 e de (1.19).
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temos que existem λ̃2, λ̃1 ∈ Λ tais que

d(x, z) >

[
γ(λ̃2) ∨

∫ ∞

0

e−ud(x, y, λ̃2, u)du

]
+

[
γ(λ̃1) ∨

∫ ∞

0

e−ud(y, z, λ̃1, u)du

]
.

(1.21)

De (1.20) temos

d(x, z) ≤
[
γ(λ̃2) ∨

∫ ∞

0

e−ud(x, y, λ̃2, u)du

]
+

[
γ(λ̃1) ∨

∫ ∞

0

e−ud(y, z, λ̃1, u)du

]
,

o que contraria (1.21). Portanto,

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

¤

Resumindo o que fizemos até aqui, obtemos que ∀x, y, z ∈ DE[0,∞) valem:

(i) d(x, y) = inf
λ∈Λ

[
γ(λ) ∨

∫ ∞

0

e−ud(x, y, λ, u)du

]
≥ 0

(ii) d(x, y) = 0 ⇔ x = y (Da proposição 1.2)

(iii) d(x, y) = d(y, x) (Da proposição 1.1)

(iv) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (Da proposição 1.3)

Portanto d é métrica no espaço DE[0,∞), d é chamada de métrica de

Skorohod.

1.4 (DE[0,∞), d) é completo

A seguir vamos demonstrar o Teorema 1.1 que nos diz que se E é completo,

então (DE[0,∞), d) é completo. Inicialmente consideraremos os seguintes

resultados que serão úteis na demonstração deste teorema.
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Afirmação 1.1: Sejam {xn} ⊂ DE[0,∞) e x ∈ DE[0,∞) tais que

lim
n→∞

d(xn, x) = 0. Dado u ≥ 0. Então existem {λn} ⊂ Λ e {un} ⊂ (u,∞)

tais que lim
n→∞

γ(λn) = 0, lim
n→∞

d(xn, x, λn, un) = 0 e lim
n→∞

un = ∞.

Demonstração

Seja u ≥ 0 e o fixamos. Como lim
n→∞

d(xn, x) = 0, temos pelo lema 1.3 que

∃{λn}⊂Λ tal que lim
n→∞

γ(λn) = 0 e

lim
n→∞

m({u ∈ [0, u0]; d(xn, x, λn, u) ≥ ε})=0, (1.22)

∀ε > 0 e ∀u0 > 0, onde m é a medida de Lebesgue. Primeiramente queremos

mostrar que dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que ∀n ≥ n0 existe un ∈ (u,∞) tal

que d(xn, x, λn, un) < ε. Vamos supor por contradição que ∃ε0 > 0 tal que

∀k ∈ N ∃nk ≥ k tal que ∀v ∈ (u,∞), temos d(xnk
, x, λnk

, v) ≥ ε0. Assim,

m({v ∈ [0, u + 1]; d(xnk
, x, λnk

, v) ≥ ε0}) ≥ 1, ∀nk. (1.23)

De onde segue, que

lim
n→∞

m({v ∈ [0, u + 1]; d(xn, x, λn, v) ≥ ε0})

= 24 lim
nk→∞

m({v ∈ [0, u + 1]; d(xnk
, x, λnk

, v) ≥ ε0}) ≥ 251,

o que contraria (1.22). Logo, ∃{un}n ⊂ (u,∞) tal que lim
n→∞

d(xn, x, λn, un) =

0. Agora, só falta mostrar que ∃{un}n como acima e tal que lim
n→∞

un = ∞;

vamos raciocinar novamente por contradição. Supomos que ∀{un}n ⊂ (u,∞)

tal que lim
n→∞

d(xn, x, λn, un) = 0, temos que {un}n é limitada. Supomos, sem

perda de generalidade, que existe N0 tal que para cada n ≥ N0, temos

d(xn, x, λn, un) < 1/n. Fixamos n > N0, sejam xn e λn fixos e encontramos

um ũn maximal tal que

d(xn, x, λn, ũn) ≤ 1/n.

24Este limite existe, então o limite de uma subsequência é igual ao da sequência.
25De (1.23).
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Da nossa suposição, existe M > 0 tal que ũn < M , ∀n ∈ N. Então ∃ε1 > 0

tal que ∀k ∈ N ∃nk ≥ k tal que d(xnk
, x, λnk

, v) ≥ ε1, ∀v ∈ (M, M + 1].

Assim,

m({v ∈ [0,M + 1]; d(xnk
, x, λnk

, v) ≥ ε1}) ≥ 1, ∀nk.

Logo,

lim
n→∞

m({v ∈ [0,M + 1]; d(xn, x, λn, v) ≥ ε1})
= lim

nk→∞
m({v ∈ [0,M + 1]; d(xnk

, x, λnk
, v) ≥ ε1}) ≥ 1,

o que contraria (1.22). Portanto, ∃{un} ⊂ (u,∞) tal que lim
n→∞

d(xn, x, λn, un)

= 0 e lim
n→∞

un = ∞.

¤

Afirmação 1.2: Sejam {xn} ⊂ DE[0,∞), x ∈ DE[0,∞), u ≥ 0, {λn} ⊂ Λ

e {un} ⊂ (u,∞). Então

sup
t≥0

q(x(λn(t ∧ u) ∧ un), x(λn(t) ∧ u))

≤
[

sup
λn(u)∧u≤s≤u

q(x(λn(u) ∧ un), x(s))

]
∨

[
sup

u≤s≤λn(u)∨u

q(x(s), x(u))

]
, ∀n ∈ N.

Demonstração

Seja n ∈ N. Dado t ≥ 0.

• Se t > u, então

q(x(λn(t ∧ u) ∧ un), x(λn(t) ∧ u)) = q(x(λn(u) ∧ un), x(λn(t) ∧ u))

= q(x(λn(u) ∧ un), x(s)), onde u ≥ s = λn(t) ∧ u ≥ λn(u) ∧ u.

Logo,

q(x(λn(t ∧ u) ∧ un), x(λn(t) ∧ u)) ≤ sup
λn(u)∧u≤s≤u

q(x(λn(u) ∧ un), x(s)).

(1.24)

32



• Se 0 ≤ t ≤ u, então

q(x(λn(t ∧ u) ∧ un), x(λn(t) ∧ u)) = q(x(λn(t) ∧ un), x(λn(t) ∧ u))

=

{
q(x(λn(t)), x(λn(t))) , se λn(t) ≤ u < un

q(x(λn(t) ∧ un), x(u)), se λn(t) > u

≤ q(x(λn(t) ∧ un), x(u)) ≤ sup
t≥0

q(x(λn(t) ∧ un), x(u))

= 26 sup
u≤s≤λn(u)∨u

q(x(s), x(u)).

Logo,

q(x(λn(t ∧ u) ∧ un), x(λn(t) ∧ u)) ≤ sup
u≤s≤λn(u)∨u

q(x(s), x(u)). (1.25)

De (1.24) e de (1.25), temos que

q(x(λn(t ∧ u) ∧ un), x(λn(t) ∧ u)) ≤

≤
[

sup
λn(u)∧u≤s≤u

q(x(λn(u) ∧ un), x(s))

]
∨

[
sup

u≤s≤λn(u)∨u

q(x(s), x(u))

]
,

∀t ≥ 0. Tomamos o supremo em t ≥ 0 na desigualdade acima e obtemos

sup
t≥0

q(x(λn(t ∧ u) ∧ un), x(λn(t) ∧ u)) ≤

≤
[

sup
λn(u)∧u≤s≤u

q(x(λn(u) ∧ un), x(s))

]
∨

[
sup

u≤s≤λn(u)∨u

q(x(s), x(u))

]
.

¤

Afirmação 1.3: Sejam {xn} ⊂ DE[0,∞), x ∈ DE[0,∞), u ponto de conti-

nuidade de x, {un} ⊂ (u,∞) e {λn} ⊂ Λ tal que lim
n→∞

γ(λn) = 0. Então

lim
n→∞

[
sup

λn(u)∧u≤s≤u

q(x(λn(u) ∧ un), x(s))

]
= 0

26Fizemos a mudança de variável s = λn(t) ∧ un, onde

u ≤ s = λn(t) ∧ un ≤ λn(u) ∧ un ≤ λn(u) ≤ λn(u) ∨ u.
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e

lim
n→∞

[
sup

u≤s≤λn(u)∨u

q(x(s), x(u))

]
= 0.

Demonstração

Dado ε > 0 e lembrando que u é ponto de continuidade de x, temos que

∃δ > 0 tal que ∀s ∈ (u−δ, u+δ) vale q(x(s), x(u)) < ε/4. Como lim
n→∞

γ(λn) =

0 e da observação 1.4, temos que lim
n→∞

λn(u) = u. Assim, ∃n0 ∈ N tal que

λn(u) ∈ (u−δ, u+δ), ∀n ≥ n0. Desta forma, λn(u)∧u, λn(u)∨u ∈ (u−δ,u+δ),

∀n ≥ n0. Fixamos n ≥ n0 e tomamos qualquer s ∈ [u, λn(u) ∨ u], então

s ∈ (u − δ, u + δ). Pela continuidade de x em u, temos q(x(s), x(u)) < ε/4.

Logo,

sup
u≤s≤λn(u)∨u

q(x(s), x(u)) ≤ ε/4 < ε. (1.26)

Agora, tomamos qualquer s ∈ [λn(u)∧u, u]. Como λn(u)∧u, s ∈ (u−δ, u+δ)

e u é ponto de continuidade de x, temos que

q(x(λn(u)∧un), x(s)) ≤ q(x(λn(u)∧un), x(u))+q(x(u), x(s)) < ε/4+ε/4 = ε/2.

Assim,

sup
λn(u)∧u≤s≤u

q(x(λn(u) ∧ un), x(s)) ≤ ε/2 < ε. (1.27)

Como (1.26) e (1.27) valem ∀n ≥ n0, temos que

lim
n→∞

[
sup

λn(u)∧u≤s≤u

q(x(λn(u) ∧ un), x(s))

]
= 0

e

lim
n→∞

[
sup

u≤s≤λn(u)∨u

q(x(s), x(u))

]
= 0.

¤

Proposição 1.4 Dados {xn} ⊂ DE[0,∞) e x ∈ DE[0,∞). Então

lim
n→∞

d(xn, x) = 0 ⇔



∃{λn} ⊂ Λ tal que lim

n→∞
γ(λn) = 0 e

lim
n→∞

d(xn, x, λn, u) = 0, ∀u ≥ 0,

onde u é ponto de continuidade de x.
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Em particular:

lim
n→∞

d(xn, x) = 0, implica que lim
n→∞

xn(u) = lim
n→∞

xn(u−) = x(u), ∀u ≥ 0,

onde u é ponto de continuidade de x.

Demonstração

(⇐) Supomos que existe {λn} ⊂ Λ tal que lim
n→∞

γ(λn) = 0 e

lim
n→∞

d(xn, x, λn, u) = 0, ∀u ≥ 0 que é ponto de continuidade de x. Que-

remos mostrar que lim
n→∞

d(xn, x) = 0. Do lema 1.1 o conjunto dos pon-

tos de descontinuidade de x é enumerável, logo tem medida de Lebesgue

nula. Então lim
n→∞

d(xn, x, λn, u) = 0 em q.t.p. u ≥ 0. E, também, temos que

d(xn, x, λn, u) ≤ 1, ∀n ≥ 0. Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada

[4] página 75, segue que

lim
n→∞

∫ ∞

0

e−ud(xn, x, λn, u)du = 0.

Como

d(xn, x) = inf
λ∈Λ

[
γ(λ) ∨

∫ ∞

0

e−ud(xn, x, λ, u)du

]

≤
[
γ(λn) ∨

∫ ∞

0

e−ud(xn, x, λn, u)du

]
, ∀n ≥ 0,

tomando o limite quando n →∞, obtemos que

0 ≤ lim
n→∞

d(xn, x) ≤ lim
n→∞

[
γ(λn) ∨

∫ ∞

0

e−ud(xn, x, λn, u)du

]

≤
[

lim
n→∞

γ(λn)
]
∨

[
lim

n→∞

∫ ∞

0

e−ud(xn, x, λn, u)du

]
= 0

Portanto,

lim
n→∞

d(xn, x) = 0.

(⇒) Supomos lim
n→∞

d(xn, x) = 0. Seja u um ponto de continuidade de x.

Da afirmação 1.1, temos que existem {λn} ⊂ Λ e {un} ⊂ (u,∞) tais que

lim
n→∞

γ(λn) = 0 e lim
n→∞

d(xn, x, λn, un) = 0. Assim,

d(xn, x, λn, u) = sup
t≥0

q(xn(t ∧ u), x(λn(t) ∧ u))
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≤ sup
t≥0

q(xn(t ∧ u), x(λn(t ∧ u) ∧ un)) + sup
t≥0

q(x(λn(t ∧ u) ∧ un), x(λn(t) ∧ u))

≤ 27d(xn, x, λn, un) +
[

sup
λn(u)∧u≤s≤u

q(x(λn(u) ∧ un), x(s))

]
∨

[
sup

u≤s≤λn(u)∨u

q(x(s), x(u))

]
, ∀n ∈ N.

(1.28)

Então

lim
n→∞

d(xn, x, λn, u) ≤ lim
n→∞

d(xn, x, λn, un)

+

{
lim

n→∞

[
sup

λn(u)∧u≤s≤u

q(x(λn(u) ∧ un), x(s))

]}

∨
{

lim
n→∞

[
sup

u≤s≤λn(u)∨u

q(x(s), x(u))

]}

(1.29)

Assim, de (1.29) e das afirmações 1.1 e 1.3, obtemos que

lim
n→∞

d(xn, x, λn, u) = 0.

Agora, só falta analisar que lim
n→∞

d(xn, x) = 0, implica que lim
n→∞

xn(u) =

lim
n→∞

xn(u−) = x(u), ∀u ≥ 0, onde u é ponto de continuidade de x. De

fato, pelo que provamos acima temos que lim
n→∞

d(xn, x) = 0, implica que

lim
n→∞

d(xn, x, λn, u) = 0, ∀u ≥ 0, onde u é ponto de continuidade de x. Assim,

dado ε > 0, ∃n0 tal que ∀n ≥ n0 vale

ε > d(xn, x, λn, u) = sup
t≥0

q(xn(t ∧ u), x(λn(t) ∧ u))

≥ 28q(xn(t0 ∧ u), x(λn(t0) ∧ u)) = q(xn(u), x(u)).

27Da afirmação 1.2 e sup
t≥0

q(xn(t∧u), x(λn(t∧u)∧un)) ≤ sup
t≥0

q(xn(t∧un), x(λn(t)∧un)) =

d(xn, x, λn, un).
28Tomamos t0 > 0 tal que t0 > u ∨ λn(u), ∀n ≥ n0, podemos fazer isso, pois {λn(u)} é

uma sequência convergente.
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Logo,

lim
n→∞

xn(u) = x(u).

Ainda resta demonstrar que lim
n→∞

xn(u−) = x(u), onde xn(u−) = lim
t→u−

xn(t),

∀n ∈ N. Lembrando que u é ponto de continuidade de x, temos que ∃δ > 0

tal que

∀s ∈ (u− δ, u + δ) vale q(x(s), x(u)) < ε/4. (1.30)

Dado t ∈ (u− δ, u).

q(xn(t), x(u)) = q(xn(t ∧ u), x(u))

≤ q(xn(t ∧ u), x(λn(t) ∧ u)) + q(x(λn(t) ∧ u), x(u))

≤ d(xn, x, λn, u) + q(x(λn(t) ∧ u), x(u))

(1.31)

Já que lim
n→∞

d(xn, x) = 0 implica que lim
n→∞

d(xn, x, λn, u) = 0, temos que

∃n1 ∈ N tal que ∀n ≥ n1 vale d(xn, x, λn, u) < ε/4. Como lim
n→∞

λn(t) = t,

temos que ∃n2 ∈ N tal que λn(t) ∈ (u − δ, u), ∀n ≥ n2. Assim, de (1.30),

temos que q(x(λn(t)∧u), x(u)) < ε/4, ∀n ≥ n2. Tomamos n3 = max{n1, n2}.
Então q(x(λn(t) ∧ u), x(u)) < ε/4 e d(xn, x, λn, u) < ε/4, ∀n ≥ n3. O que

juntamente com (1.31), implica que q(xn(t), x(u)) < ε/2, ∀n ≥ n3. Como

xn(u−) = lim
t→u
t<u

xn(t), ∀n ∈ N, temos que ∀n ∈ N ∃tn ∈ (u − δ, u) tal que

q(xn(u−), xn(tn)) < ε/2. Assim, ∀n ≥ n3, ∃tn ∈ (u− δ, u) tal que

q(xn(u−), x(u)) ≤ q(xn(u−), xn(tn))+q(xn(tn), x(u)) < ε/2+ε/2 = ε, ∀n≥n3.

¤

Contra-exemplo: Este contra-exemplo é para a implicação (⇒) da proposi-

ção 1.4, quando u não é ponto de continuidade de x, ou seja, queremos

mostrar que existem x e {xn} em DE[0,∞) tais que lim
n→∞

d(x, xn) = 0, mas

para algum ponto u de descontinuidade de x, temos que lim
n→∞

d(xn, x, λn, u) 6=
0, ∀{λn}n ⊂ Λ tal que lim

n→∞
γ(λn) = 0.
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No exemplo 1.1, mostramos que para T > 0, as funções x, xn : [0,∞) 7→
{0, 1} definidas por

x(t) =

{
0, se t < T

1, se t ≥ T
,

xn(t) =

{
0, se t < T + 1/n

1, se t ≥ T + 1/n
, onde n ∈ {1, 2, ...},

são tais que lim
n→∞

d(x, xn) = 0. Tomamos qualquer {λn}n ⊂ Λ tal que

lim
n→∞

γ(λn) = 0. Dado n ∈ {1, 2, ...}, vamos fixá-lo temporariamente.

d(xn, x, λn, T ) = sup
t≥0

q(xn(t ∧ T ), x(λn(t) ∧ T )) ≥ q(xn(t ∧ T ), x(λn(t) ∧ T )),

∀t ≥ 0. Tomamos tn ≥ 0 tal que tn ∧ λn(tn) ≥ T (podemos fazer isso, pois

lim
t→∞

λn(t) = ∞). Logo, xn(tn ∧ T ) = xn(T ) = 0 e x(λn(tn) ∧ T ) = x(T ) = 1,

então

d(xn, x, λn, T ) ≥ q(xn(tn ∧ T ), x(λn(tn) ∧ T )) = 1.

Variamos n e obtemos que d(xn, x, λn, T ) ≥ 1, ∀n ∈ {1, 2, ...}. Portanto,

lim
n→∞

d(xn, x, λn, T ) 6= 0, ∀{λn}n ⊂ Λ tal que lim
n→∞

γ(λn) = 0.

¤
Exemplo: Com a proposição 1.4 podemos mostrar que a sequência do exem-

plo 1.4 não é sequência de Cauchy. Supomos que ∃x ∈ DE[0,∞) tal que a

sequência {xn} do exemplo 1.4 converge para esta função x na métrica de

Skorohod. Pela proposição 1.4, temos que lim
n→∞

xn(u) = lim
n→∞

xn(u−) = x(u),

∀u ≥ 0 ponto de continuidade de x, então xn converge pontualmente à x

em todos pontos de continuidade de x. Do lema 1.1, temos que o conjunto

dos pontos de continuidade de x tem medida total, ou seja, o conjunto dos

pontos de descontinuidade de x tem medida nula. Logo, xn converge à x em

q.t.p. t ≥ 0, na métrica r, que neste exemplo é

r(xn(t), x(t)) =

{
0, se xn(t) = x(t)

1, se xn(t) 6= x(t)

Assim, se lim
n→∞

r(xn(t0), x(t0)) = 0, então dado ε ∈ (0, 1) ∃n0 ∈ {1, 2, ...}
tal que r(xn(t0), x(t0)) < ε, ∀n ≥ n0. De onde segue, que xn(t0) = x(t0),
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∀n ≥ n0. Logo, x(t0) = 0 ou t0 = T , pois se x(t0) = 1, então xn(t0) = 1,

∀n ≥ n0, o que implicaria em t0 = T . Desta forma, a função x é nula num

conjunto de medida total. Lembrando que x deve ser cont́ınua à direita e ter

limite à esquerda, temos que a única função tal que xn converge em q.t.p.

t ≥ 0 para ela é a função x(t) ≡ 0. Mas, no exemplo 1.4 mostramos que

xn não converge na métrica de Skorohod à função x(t) ≡ 0. Logo, a nossa

suposição é falsa. Portanto, {xn} não é uma sequência convergente, então

não é uma sequência de Cauchy.

¤

Proposição 1.5 Dados {xn} ⊂ DE[0,∞) e x ∈ DE[0,∞). Então são equi-

valentes:

(a) lim
n→∞

d(xn, x) = 0.

(b) Existe {λn} ⊂ Λ tal que lim
n→∞

γ(λn) = 0 e

lim
n→∞

sup
0≤t≤T

r(xn(t), x(λn(t))) = 0, (1.32)

∀T > 0.

Observação 1.5: Notamos que {xn} ⊂ DE[0,∞), x ∈ DE[0,∞) e {λ−1
n }n ⊂

Λ tais que lim
n→∞

γ(λ−1
n ) = 0 e

lim
n→∞

sup
0≤t≤T

r(xn(λ−1
n (t)), x(t)) = 0,

∀T > 0, implicam (b) na proposição 1.5. De fato, primeiramente observamos

que do lema 1.6 e da hipóteses, temos lim
n→∞

γ(λn) = lim
n→∞

γ(λ−1
n ) = 0. Seja

T > 0. Também, observamos que ∀n ∈ N vale

sup
0≤t≤T

r(xn(t), x(λn(t))) = 29 sup
0≤s≤λn(T )

r(xn(λ−1
n (s)), x(s))

≤ 30 sup
0≤s≤T0

r(xn(λ−1
n (s)), x(s)).

29s = λn(t).
30Como lim

n→∞
γ(λn) = 0, temos que {λn(T )} é uma sequência convergente, então ∃T0 > 0

tal que λn(T ) ≤ T0, ∀n ∈ N.
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Assim,

0 ≤ lim
n→∞

sup
0≤t≤T

r(xn(t), x(λn(t)) ≤ lim
n→∞

sup
0≤s≤T0

r(xn(λ−1
n (s)), x(s)) = 310.

Portanto vale a afirmação (b) da proposição 1.5.

¤

Observação 1.6: No apêndice na proposição 1.6 vamos apresentar uma

outra afirmação que é equivalente a estas afirmações. Vamos apresentá-la,

pois pode ter utilidade prática na hora de demonstrar que uma sequência

converge para determinada função.

Demonstração

(a) ⇒ (b) Supomos que lim
n→∞

d(xn, x) = 0. Pela afirmação 1.1, temos que exis-

tem {λn} ⊂ Λ e {un} ⊂ (u,∞) tais que lim
n→∞

γ(λn) = 0 e lim
n→∞

d(xn, x, λn, un)

= 0. Como

lim
n→∞

d(xn, x, λn, un) = 32 lim
n→∞

[
sup
t≥0

q(xn(t ∧ un), x(λn(t) ∧ un))

]

= 33 lim
n→∞

{
sup
t≥0

[r(xn(t ∧ un), x(λn(t) ∧ un)) ∧ 1]

}
=

{
lim

n→∞

[
sup
t≥0

r(xn(t ∧ un), x(λn(t) ∧ un))

]}
∧ 1,

temos que

lim
n→∞

[
sup
t≥0

r(xn(t ∧ un), x(λn(t) ∧ un))

]
= 0. (1.33)

Dado T > 0. Como lim
n→∞

un = ∞ (da afirmação 1.1) e lim
n→∞

λn(T ) = T (da

observação 1.4), temos que ∃n0 ∈ N tal que un ≥ T ∨λn(T ), ∀n ≥ n0. Então,

para t ∈ [0, T ], vale r(xn(t ∧ un), x(λn(t) ∧ un)) = r(xn(t), x(λn(t))). Logo,

lim
n→∞

[
sup

0≤t≤T
r(xn(t), x(λn(t)))

]
= lim

n→∞

[
sup

0≤t≤T
r(xn(t ∧ un), x(λn(t) ∧ un))

]

31Da hipótese.
32Definição de d em (1.2).
33Definição de q em (1.3).
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≤ lim
n→∞

[
sup
t≥0

r(xn(t ∧ un), x(λn(t) ∧ un))

]
.

Portanto, por (1.33) temos

lim
n→∞

[
sup

0≤t≤T
r(xn(t), x(λn(t)))

]
= 0.

(b) ⇒ (a) Supomos que existe {λn} ⊂ Λ tal que lim
n→∞

γ(λn) = 0 e (1.32).

Seja u um ponto de continuidade de x. Observe que

d(xn, x, λn, u) = sup
t≥0

q(xn(t ∧ u), x(λn(t) ∧ u))

≤ sup
0≤t≤u

q(xn(t), x(λn(t) ∧ un)) + sup
t≥0

q(x(λn(t ∧ u) ∧ un), x(λn(t) ∧ u))

≤ 34 sup
0≤t≤u

q(xn(t), x(λn(t) ∧ un))

+

[
sup

λn(u)∧u≤s≤u

q(x(λn(u) ∧ un), x(s))

]
∨

[
sup

u≤s≤λn(u)∨u

q(x(s), x(u))

]

≤ 35 sup
0≤t≤u

q(xn(t), x(λn(t)))

+

[
sup

λn(u)∧u≤s≤u

q(x(λn(u) ∧ un), x(s))

]
∨

[
sup

u≤s≤λn(u)∨u

q(x(s), x(u))

]

≤ 36 sup
0≤t≤u

r(xn(t), x(λn(t)))

+

[
sup

λn(u)∧u≤s≤u

q(x(λn(u) ∧ un), x(s))

]
∨

[
sup

u≤s≤λn(u)∨u

q(x(s), x(u))

]

∀n ≥ n0. Assim, de (1.32) e da afirmação 1.3, temos que

lim
n→∞

d(xn, x, λn, u) = 0,

34Da afirmação 1.2.
35Como λn é estritamente crescente, temos que λn(t) ≤ λn(u), ∀t ∈ [0, u]. Como

lim
n→∞

λn(u) = u e lim
n→∞

un = ∞, temos que ∃n0 ∈ N tal que λn(u) ≤ un, ∀n ≥ n0. Assim,

λn(t) ∧ un = λn(t), ∀n ≥ n0.
36Lembramos que q = r ∧ 1.
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então, pela proposição 1.4, obtemos

lim
n→∞

d(xn, x) = 0.

¤

Teorema 1.1: Se (E, r) é completo, então (DE[0,∞), d) é completo.

Demonstração

Seja {xn} ⊂ DE[0,∞) uma sequência de Cauchy. Vamos mostrar que ela

tem subsequência convergente, pois de [3] página 162 teremos que {xn} será

convergente. Como {xn} é sequência de Cauchy, temos que dado k ∈ N,

∃Nk ≥ 1 tal que para m,n ≥ Nk, temos

d(xn, xm) ≤ 1

2k+1ek
(1.34)

Podemos supor, sem perda de generalidade, que 1 ≤ N1 < N2 < ... .

Definimos yk = xNk
, ∀k ∈ N.

Desta definição e por (1.34) temos

d(yk, yk+1) = d(xnk
, xnk+1

) ≤ 1

2k+1ek
<

1

2kek
, ∀k ∈ N,

então pela definição de d existe λk ∈ Λ tal que
[
γ(λk) ∨

∫ ∞

0

e−ud(yk, yk+1, λk, u)du

]
<

1

2kek
, ∀k ∈ N.

Em particular,
∫ ∞

0

e−ud(yk, yk+1, λk, u)du <
1

2kek
, ∀k ∈ N. (1.35)

Queremos mostrar que ∀k ∈ N ∃uk > k tal que d(yk, yk+1, λk, uk) ≤ 1
2k .

Para isso, supomos (por absurdo) que ∃k0 ∈ N tal que ∀u > k0, temos

d(yk0 , yk0+1, λk0 , u) > 1
2k0

. Então

∫ ∞

0

e−ud(yk0 , yk0+1, λk0 , u)du
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=

∫ k0

0

e−ud(yk0 , yk0+1, λk0 , u)du +

∫ ∞

k0

e−ud(yk0 , yk0+1, λk0 , u)du

≥ 0 +
1

2k0

∫ ∞

k0

e−udu =
1

2k0ek0
,

o que contraria (1.35). Logo,

∀k ∈ N ∃uk > k tal que d(yk, yk+1, λk, uk) ≤ 1

2k
. (1.36)

E, como

γ(λk) ≤
[
γ(λk) ∨

∫ ∞

0

e−ud(yk, yk+1, λk, u)du

]
<

1

2kek
<

1

2k
, ∀k ∈ N,

temos que

[γ(λk) ∨ d(yk, yk+1, λk, uk)] ≤ 1

2k
, ∀k ∈ N. (1.37)

Definimos a sequência de funções

µk(t) = lim
n→∞

[(λk+n ◦ ... ◦ λk+1 ◦ λk)(t)], ∀t ≥ 0, ∀k ∈ N. (1.38)

Dado k ∈ N, vamos fixá-lo para analisar algumas propriedades da função µk:

1) µk é estritamente crescente

Dados 0 ≤ a < b, queremos mostrar que µk(a) < µk(b), para isso fazemos

a seguinte análise: Seja Al ⊂ [0,∞) o conjunto de medida total onde λl é

derivável, ∀l ∈ N. Dado n ∈ N fixo. Observamos que λk+n ◦ ... ◦ λk+1 ◦ λk é

derivável em Ak∩λ−1
k (Ak+1)∩λ−1

k (λ−1
k+1(Ak+2))∩...∩λ−1

k (...(λ−1
k+n−1(Ak+n))...)

e este conjunto tem medida total. Assim, µk é derivável em Ak∩λ−1
k (Ak+1)∩

... ∩ λ−1
k (...(λ−1

k+n−1(Ak+n))...)..., que é um conjunto de medida total. Como

| log λ′l(t)| ≤ γ(λl), ∀t ∈ Al e ∀l ∈ N, temos que λ′l(t) ≥ e−γ(λl), ∀t ∈ Al e

∀l ∈ N. Assim, de (1.37), obtemos que λ′l(t) ≥ e−γ(λl) ≥ e−2−l
, ∀t ∈ Al e

∀l ∈ N. Logo, ∀t ∈ Ak ∩ λ−1
k (Ak+1) ∩ ... ∩ λ−1

k (...(λ−1
k+n−1(Ak+n))...)... , temos

que

(λk+n ◦ ... ◦ λk)
′(t) = λ′k+n((λk+n−1 ◦ ... ◦ λk)(t)) · ... · λ′k(t)

≥ e−2−k+n · ... · e−2−k

= e−
∑n

l=0 2−k+l ≥ e−2−k+1

. (1.39)
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Como λk+n ◦ ... ◦ λk é derivável em Ak ∩ λ−1
k (Ak+1) ∩ ... , de [6] do teorema

fundamental do Cálculo, temos que

(λk+n ◦ ... ◦ λk)(b)− (λk+n ◦ ... ◦ λk)(a) =

∫ b

a

(λk+n ◦ ... ◦ λk)
′(t)dt. (1.40)

E, por (1.39), temos que

∫ b

a

(λk+n ◦ ... ◦ λk)
′(t)dt ≥

∫ b

a

e−2−k+1

dt = e−2−k+1

(b− a). (1.41)

De (1.40) e de (1.41), temos que

(λk+n ◦ ... ◦ λk)(b)− (λk+n ◦ ... ◦ λk)(a) ≥ e−2−k+1

(b− a).

Lembrando que n é qualquer e da definição de µk (tomamos o limite quando

n tende a infinito na expressão acima), temos que

µk(b)− µk(a) ≥ e−2−k+1

(b− a) > 0 ⇒ µk(b) > µk(a).

2) µk é sobrejetora

Seja n ∈ N. Observamos que

(λk+n ◦ ... ◦ λk+1 ◦ λk)([0,∞)) = (λk+n ◦ ... ◦ λk+1)(λk([0,∞)))

= (λk+n ◦ ... ◦ λk+1)([0,∞)) = . . . = λk+n([0,∞)) = [0,∞).

Então

µk([0,∞)) = lim
n→∞

[(λk+n ◦ ... ◦ λk+1 ◦ λk)([0,∞))]

= lim
n→∞

[0,∞) = [0,∞).

3) As funções λk+n ◦ ... ◦ λk+1 ◦ λk, ∀n ∈ N têm constantes de Lipschitz

limitadas.

Seja ci = sup
s>t≥0

λi(s)− λi(t)

s− t
, ∀i ∈ N. Então ci é constante de Lipschits de
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λi, ∀i ∈ N. Observamos que λk+n ◦ ... ◦ λk+1 ◦ λk tem constante de Lipschitz

ck+n · ... · ck+1 · ck, pois ∀t, s ∈ [0,∞) temos

|(λk+n ◦ ... ◦ λk+1 ◦ λk)(s)− (λk+n ◦ ... ◦ λk+1 ◦ λk)(t)|

≤ ck+n · |(λk+n−1 ◦ ... ◦ λk+1 ◦ λk)(s)− (λk+n−1 ◦ ... ◦ λk+1 ◦ λk)(t)|
. . .

≤ ck+n · . . . · ck+1 · |λk(s)− λk(t)| ≤ ck+n · . . . · ck+1 · ck · |s− t|.
Vamos mostrar que essas constantes de Lipschitz de λk+n ◦ ... ◦ λk+1 ◦ λk são

limitadas, i.e., ∀n ∈ N

log(ck+n · ... · ck+1 · ck) =
n∑

l=0

log ck+l ≤
∞∑

l=0

| log ck+l|

=
∞∑

l=0

∣∣∣∣log

[
sup

s>t≥0

λk+l(s)− λk+l(t)

s− t

]∣∣∣∣ ≤
∞∑

l=0

sup
s>t≥0

∣∣∣∣log

[
λk+l(s)− λk+l(t)

s− t

]∣∣∣∣

= 37

∞∑

l=0

γ(λk+l) ≤ 38

∞∑

l=0

1

2k+l
=

1

2k−1
.

Logo,

ck+n · ... · ck+1 · ck ≤ exp
(
2−k+1

)
, ∀n ∈ N. (1.42)

4) µk é lipschitziana.

Sejam t, s ∈ [0,∞), observamos que

|µk(s)− µk(t)|

=
∣∣∣ lim
n→∞

[(λk+n ◦ ... ◦ λk+1 ◦ λk)(s)]− lim
n→∞

[(λk+n ◦ ... ◦ λk+1 ◦ λk)(t)]
∣∣∣

= lim
n→∞

|[(λk+n ◦ ... ◦ λk+1 ◦ λk)(s)]− [(λk+n ◦ ... ◦ λk+1 ◦ λk)(t)]|
≤ lim

n→∞
[ck+n · . . . · ck+1 · ck · |s− t|]

≤ 39 lim
n→∞

[
exp

(
2−k+1

) · |s− t|] = exp
(
2−k+1

) · |s− t|.
37Do lema 1.2.
38Por (1.37).
39De (1.42).
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5) γ(µk) ≤ 1
2k−1 .

De fato,

γ(µk) = sup
s>t≥0

∣∣∣∣ log
µk(s)− µk(t)

s− t

∣∣∣∣

= sup
s>t≥0

∣∣∣∣∣ log
lim

n→∞
[(λk+n ◦ ... ◦ λk)(s)]− lim

n→∞
[(λk+n ◦ ... ◦ λk)(t)]

s− t

∣∣∣∣∣

= sup
s>t≥0

∣∣∣∣ lim
n→∞

log

[
(λk+n ◦ ... ◦ λk)(s)− (λk+n ◦ ... ◦ λk)(t)

s− t

]∣∣∣∣

= lim
n→∞

sup
s>t≥0

∣∣∣∣ log

[
(λk+n ◦ ... ◦ λk)(s)− (λk+n ◦ ... ◦ λk)(t)

s− t

]∣∣∣∣

= 40 lim
n→∞

γ(λk+n ◦ ... ◦ λk) = lim
n→∞

[
sup ess

t≥0
| log (λk+n ◦ ... ◦ λk)

′(t)|
]

= lim
n→∞

{
sup ess

t≥0

∣∣ log
[
λ′k+n((λk+n−1 ◦ ... ◦ λk)(t)) · . . . · λ′k+1(λk(t)) · λ′k(t)

]∣∣
}

≤ lim
n→∞

[
sup ess

t≥0

∣∣ log λ′k+n(t)
∣∣ + ... + sup ess

t≥0
| log λ′k(t)|

]

= lim
n→∞

[γ(λk+n) + ... + γ(λk)] =
∞∑

l=k

γ(λl) ≤ 41

∞∑

l=k

1

2l
=

1

2k−1
.

6) µk ∈ Λ

Dos itens (1), (2), (3) e (5), temos que µk ∈ Λ.

7) O limite (1.38) existe uniformemente em cada parte compacta de [0,∞).

Vamos mostrar que {λk+n ◦ ... ◦λk+1 ◦λk}n é eqüicont́ınua. Seja t ≥ 0. Dado

ε > 0. Tomamos δ = ε

exp(2−k+1)
> 0. Assim, ∀s ∈ (t− δ, t + δ) vale

|(λk+n ◦ ... ◦ λk)(s)− (λk+n ◦ ... ◦ λk)(t)| ≤ ck+n · ... · ck · |s− t|

≤ exp
(
2−k+1

) · |s− t| < exp
(
2−k+1

) · δ = ε, ∀n ∈ N.

Logo, {λk+n ◦ ... ◦ λk+1 ◦ λk}n é eqüicont́ınua em t ≥ 0. Como isto vale

∀t ≥ 0, temos que esta sequência é eqüicont́ınua. Desta forma, de [3] página

40Do lema 1.2.
41Por (1.37), temos γ(λk) ≤ 2−k, ∀k ∈ N.
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242, temos que {λk+n◦ ...◦λk+1◦λk}n converge uniformemente em cada parte

compacta de [0,∞)

8) µ−1
k+1 = λk ◦ µ−1

k .

De fato, do item 6, temos que µk, µk+1 ∈ Λ e pelo lema 1.6, temos que

∃µ−1
k , µ−1

k+1 ∈ Λ. Então

µ−1
k+1 = λk ◦ µ−1

k ⇔ µk = µk+1 ◦ λk. (1.43)

Como ∀s ≥ 0 vale µk+1(s) = lim
n→∞

[
(λ(k+1)+n ◦ ... ◦ λ(k+1)+1 ◦ λ(k+1))(s)

]
, te-

mos que ∀t ≥ 0 vale

(µk+1 ◦ λk)(t) = µk+1(λk(t))

= lim
n→∞

[
(λ(k+1)+n ◦ ... ◦ λ(k+1)+1 ◦ λ(k+1))(λk(t))

]

= lim
n→∞

[(λk+n+1 ◦ ... ◦ λk+2 ◦ λk+1 ◦ λk)(t))]

= lim
n→∞

[(λk+n ◦ ... ◦ λk+1 ◦ λk)(t))]

= µk(t). (1.44)

De (1.43) e de (1.44), temos que µ−1
k+1 = λk ◦ µ−1

k .

Agora, depois de demonstradas estas propriedades de {µk}k, vamos mostrar

que para a sequência de pontos {uk}k (que encontramos anteriormente em

(1.36)) e para a sequência de funções {µk}k vale

sup
t≥0

q(yk(µ
−1
k (t) ∧ uk), yk+1(µ

−1
k+1(t) ∧ uk))

= 42 sup
t≥0

q(yk(µ
−1
k (t) ∧ uk), yk+1(λk(µ

−1
k (t)) ∧ uk))

= 43 sup
s≥0

q(yk(s ∧ uk), yk+1(λk(s) ∧ uk))

= d(yk, yk+1, λk, uk) ≤ 44 1

2k
, ∀k ∈ N. (1.45)

42Do item 8 das observações acima.
43Mudança de variável: s = µ−1

k (t).
44De (1.37).
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Denotamos zk = yk ◦ µ−1
k , ∀k ∈ N.

Afirmamos que zk ∈ DE[0,∞), ∀k ∈ N.

De fato, sejam k ∈ N e t ≥ 0. Queremos mostrar que existem zk(t−),

zk(t+) = zk(t). Dado ε > 0 e lembrando a definição de zk, temos

r(zk(s), zk(t)) = r(yk(µ
−1
k (s)), yk(µ

−1
k (t))).

Como yk ∈ DE[0,∞), temos que existe o limite de yk à esquerda de to-

dos pontos, então ∃δ1 > 0 tal que ∀v ∈ (µ−1
k (t) − δ1, µ

−1
k (t)) vale que

r(yk(v), yk(µ
−1
k (t))) < ε. Do fato de que µ−1

k ∈ Λ, temos que ∃δ2 > 0 tal que

∀s ∈ (t−δ2, t) vale que µ−1
k (s) ∈ (µ−1

k (t)−δ1, µ
−1
k (t)) (pois µ−1

k é cont́ınua e es-

tritamente crescente). Assim, ∀s ∈ (t−δ2, t) vale que r(yk(µ
−1
k (s)), yk(µ

−1
k (t)))

< ε. Logo, existe zk(t−). Analogamente, provamos que existe zk(t+). Falta

mostrar que zk(t+) = zk(t). Como existe zk(t+), temos que ∃δ3 > 0 tal que

se s ∈ (t, t + δ3), então r(zk(t+), zk(s)) < ε/2. Pelo fato de yk ser cont́ınua à

direita de todos pontos de [0,∞) e µ−1
k ser cont́ınua e estritamente crescente,

temos (analogamente ao que foi feito anteriormente) que ∃δ4 > 0 tal que

∀s ∈ (t, t + δ4) vale que

r(yk(µ
−1
k (s)), yk(µ

−1
k (t))) < ε/2

Tomamos δ0 = min{δ3, δ4}. Assim, ∀s ∈ (t, t + δ0), temos que

r(zk(t+), zk(t)) ≤ r(zk(t+), zk(s)) + r(zk(s), zk(t)) < ε/2 + ε/2 = ε.

Como ε é qualquer e r é métrica, temos que zk(t+) = zk(t). Logo, zk ∈
DE[0,∞), ∀k ∈ N.

Vamos mostrar a seguir que a sequência de funções zk converge uniforme-

mente em intervalos limitados. Como µk ∈ Λ, temos pelo lema 1.6 e pelo

item 5 das observações feitas acima que lim
k→∞

γ(µ−1
k ) = lim

k→∞
γ(µk) = 0. Da

observação 1.3, temos que µ−1
k converge uniformemente à identidade em in-

tervalos limitados. Assim, dados [a, b] ⊂ [0,∞) e ε > 0, ∃k1 = k1(ε, a, b) ∈ N

tal que ∀t ∈ [a, b] vale

|µ−1
k (t)− t| < ε, ∀k ≥ k1.
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De onde segue, que ∀t ∈ [a, b] vale µ−1
k (t) ≤ µ−1

k (b) < b + ε, ∀k ≥ k1, já que

µ−1
k é estritamente crescente. Tomamos k2 = k2(ε, b) ∈ N tal que b + ε < k2.

Seja k3 = max{k1, k2} (notamos que k3 = k3(ε, a, b)). Assim, ∀t ∈ [a, b] vale

µ−1
k (t) < k, ∀k ≥ k3. Então por (1.36), temos que

µ−1
k (t) < uk, ∀k ≥ k3. (1.46)

Dado t ∈ [a, b].

q(zk(t), zk+1(t)) = 45q(yk(µ
−1
k (t)), yk+1(µ

−1
k+1(t)))

= 46q(yk(µ
−1
k (t) ∧ uk), yk+1(µ

−1
k+1(t) ∧ uk))

≤ sup
t≥0

q(yk(µ
−1
k (t) ∧ uk), yk+1(µ

−1
k+1(t) ∧ uk)) ≤ 47 1

2k
, ∀k ≥ k3. (1.47)

Agora, tomamos k0 ≥ k3 tal que n/2k < ε, ∀n > k ≥ k0 (notamos que

k0 = k0(k3, ε) = k0(ε, a, b)). Então

q(zk(t), zn(t))

≤ q(zk(t), zk+1(t)) + q(zk+1(t), zk+2(t)) + . . . + q(zn−1(t), zn(t))

< 48 1

2k
+

1

2k+1
+ . . . +

1

2n−1
<

n

2k
< ε, ∀n > k ≥ k0.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que ε ∈ (0, 1), então a desigual-

dade acima vale para

r(zk(t), zn(t)) < ε, ∀n > k ≥ k0,

já que q = r ∧ 1. E, assim, como (E, r) é completo, pelo Critério de Cau-

chy para convergência uniforme de [3] página 168, temos que a sequência de

funções

zk : [0,∞) → E converge uniformemente em [a, b]. Logo, a sequência de

funções zk converge uniformemente em intervalos limitados. Desta forma, a

45Só notação.
46De (1.46).
47De (1.45).
48De (1.47).
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sequência de funções zk converge uniformemente em [0, N ], ∀N ∈ N. Seja

ỹN : [0,∞) → E tal que zk converge uniformemente para ỹN em [0, N ],

∀N ∈ N.

Definimos y(t) = ỹN(t), se ∀t ∈ [0, N ], onde N ∈ N.

Observamos y está bem definida, pois se existem t ≥ 0 e N, N0 ∈ N tais

que t ∈ [0, N ], t ∈ [0, N0] e ỹN(t) 6= ỹN0(t), então zk(t) converge para dois

pontos diferentes, o que é absurdo. Também, observamos que zk converge

uniformemente em intervalos limitados para a função y : [0,∞) → E definida

acima, pois dado [a, b], temos que existe N1 ∈ N tal que [a, b] ⊂ [0, N1] e pela

definição acima zk converge uniformemente em [0, N1].

Afirmamos que y ∈ DE[0,∞).

De fato, sejam t ≥ 0 e ε > 0. Como zk converge uniformemente à y em [0, t],

temos que ∃k0 ∈ N tal que r(y(s), zk0(s)) < ε/3, ∀s ∈ [0, t]. Pelo fato do

limite de zk0 existir à esquerda de t, temos que ∃δk0 > 0 tal que ∀s ∈ (t−δk0 , t)

vale r(zk0(s), zk0(t)) < ε/3. Assim, ∀s ∈ (t− δk0 , t), temos que

r(y(s), y(t)) ≤ r(y(s), zk0(s))+r(zk0(s), zk0(t))+r(zk0(t), y(t)) <
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

Desta forma, ∃y(t−). Analogamente, mostramos que ∃y(t+). Para comple-

tar a prova de que y ∈ DE[0,∞), devemos mostrar que y(t+) = y(t). Por

existir y(t+), temos que ∃s1 > t tal que r(y(t+), y(s)) < ε/4, ∀s ∈ (t, s1).

Da convergência uniforme de zk à y, obtemos k1 ∈ N tal que

r(y(s), zk1(s)) < ε/4, ∀s ∈ [t, s1).

Como zk1 é cont́ınua à direita de t, ∃s0 ∈ (t, s1) tal que

r(zk1(s0), zk1(t)) < ε/4.

Desta forma,

r(y(t+), y(t))

≤ r(y(t+), y(s0)) + r(y(s0), zk1(s0)) + r(zk1(s0), zk1(t)) + r(zk1(t), y(t))
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<
ε

4
+

ε

4
+

ε

4
+

ε

4
= ε.

Logo, y(t+) = y(t), o que implica que y ∈ DE[0,∞).

Da convergência uniforme de zk = yk ◦µ−1
k à y em intervalos limitados, temos

que

lim
k→∞

sup
0≤t≤T

r(yk(µ
−1
k (t)), y(t)) = 0, ∀T > 0.

De onde segue, pelo lim
k→∞

γ(µ−1
k ) = 0 e pela observação 1.5, que vale a

afirmação (b) da proposição 1.5 para as sequências de funções {µk} ⊂ Λ,

{yk} ⊂ DE[0,∞) e y ∈ DE[0,∞). Então, por esta proposição, temos que

lim
k→∞

d(yk, y) = 0.

Portanto, DE[0,∞) é completo.

¤
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Apêndice

Agora vamos demonstrar o Lema 1.2, mas para isso necessitamos dos se-

guintes resultados.

Afirmação A.1: Seja f : X → R

sup
x∈X

|f(x)| = max

{
sup
x∈X

f(x),− inf
x∈X

f(x)

}

Demonstração Como

supx∈X |f(x)| ≥ supx∈X f(x) e

supx∈X |f(x)| ≥ supx∈X [−f(x)] = − inf
x∈X

f(x),

temos que

sup
x∈X

|f(x)| ≥ max

{
sup
x∈X

f(x),− inf
x∈X

f(x)

}
. (1.48)

Supomos por absurdo que a desigualdade em (1.48) seja estrita. Então existe

x0 ∈ X tal que |f(x0)| > max

{
supx∈X f(x),− inf

x∈X
f(x)

}
. Como |f(x0)| =

max {f(x0),−f(x0)}, temos que

max {f(x0),−f(x0)} > max

{
sup
x∈X

f(x),− inf
x∈X

f(x)

}
≥ max {f(x0),−f(x0)} ,

o que é um absurdo. Portanto em (1.48) vale a igualdade.

¤
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Afirmação A.2:

sup
s>t≥0

λ(s)− λ(t)

s− t
= sup

t≥0

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)

inf
s>t≥0

λ(s)− λ(t)

s− t
= inf

t≥0

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)

(As igualdades desta afirmação são as chamadas Identidades de Dini).

Demonstração Vamos provar a primeira igualdade (a prova da segunda

identidade é análoga). Como

sup
t≥0

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)
= 49 sup

t≥0

(
lim sup

s→t+

λ(s)− λ(t)

s− t

)

≤ 50 sup
t≥0

(
sup
s>t

λ(s)− λ(t)

s− t

)
= sup

s>t≥0

λ(s)− λ(t)

s− t
, (1.49)

para provar que vale a igualdade, vamos supor (por contradição) que a desi-

gualdade acima é estrita. Então exite m ≥ 0 tal que

sup
t≥0

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)
< m < sup

s>t≥0

λ(s)− λ(t)

s− t
. (1.50)

Defina α(t) = mt− λ(t). Observamos que α é crescente (estritamente), pois

∀t ≥ 0, temos

lim inf
h→0+

α(t + h)− α(t)

h
= lim inf

h→0+

m.(t + h)− λ(t + h)−m.t + λ(t)

h

= lim inf
h→0+

[
m−

(
(λ(t + h)− λ(t)

h

)]
≥ 51m + lim inf

h→0+

(
−(λ(t + h)− λ(t)

h

)

= 52m− lim sup
h→0+

(
(λ(t + h)− λ(t)

h

)
> 530.

49Mudança de variável: t + h = s.
50lim sup

s→t+
f(s) ≤ sup

s>t
f(s), ∀f .

51De [2] (página 123), temos lim inf(f + g) ≥ lim inf f + lim inf g.
52De [2] (página 123), temos lim inf(−f) = − lim inf f .

53Da suposição de que supt≥0

(
lim sup
h→0+

λ(t + h)− λ(t)
h

)
< m.
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Assim, dados t, s ∈ [0,∞) tais que t < s, temos

m.t− λ(t) = α(t) < α(s) = m.s− λ(s)

⇒ λ(s)− λ(t) < m.(s− t) ⇒ λ(s)− λ(t)

s− t
< m.

Logo,

sup
s>t≥0

λ(s)− λ(t)

s− t
≤ m,

então obtivemos uma contradição com (1.50). Portanto, vale a igualdade em

(1.49).

¤
Demonstração (do Lema 1.2)

Da afirmação A.1, temos que

sup
s>t≥0

∣∣∣∣ log
λ(s)− λ(t)

s− t

∣∣∣∣ = (1.51)

= max

{
sup

s>t≥0

(
log

λ(s)− λ(t)

s− t

)
, − inf

s>t≥0

(
log

λ(s)− λ(t)

s− t

)}
.

Como log é uma função estritamente crescente, temos que

sup
s>t≥0

(
log

λ(s)− λ(t)

s− t

)
= log

(
sup

s>t≥0

λ(s)− λ(t)

s− t

)
. (1.52)

Pela afirmação A.2 e usando novamente o fato de log ser estritamente cres-

cente, obtemos

log

(
sup

s>t≥0

λ(s)− λ(t)

s− t

)
= log

[
sup
t≥0

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)]

= sup
t≥0

[
log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)]
. (1.53)

Então de (1.52) e (1.53), temos

sup
s>t≥0

(
log

λ(s)− λ(t)

s− t

)
= sup

t≥0

[
log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)]
. (1.54)

Analogamente, usando que log é estritamente crescente, temos

inf
s>t≥0

(
log

λ(s)− λ(t)

s− t

)
= log

(
inf

s>t≥0

λ(s)− λ(t)

s− t

)
. (1.55)

54



Novamente pela afirmação A.2 e usando novamente o fato de log ser estrita-

mente crescente, obtemos

log

(
inf

s>t≥0

λ(s)− λ(t)

s− t

)
= log

[
inf
t≥0

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)]

= inf
t≥0

[
log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)]
. (1.56)

Então de (1.55) e (1.56), temos

− inf
s>t≥0

(
log

λ(s)− λ(t)

s− t

)
= − inf

t≥0

[
log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)]
.

(1.57)

De 1.51, 1.54, 1.57 e afirmação A.1, temos que

sup
s>t≥0

∣∣∣∣ log
λ(s)− λ(t)

s− t

∣∣∣∣ =

= max

{
sup
t≥0

[
log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)]
,

− inf
t≥0

[
log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)]}

= sup
t≥0

∣∣∣∣log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)∣∣∣∣ . (1.58)

Lembramos que sempre o supremo em t ≥ 0 é maior ou igual ao supremo

essencial, também, em t ≥ 0, então

sup
t≥0

∣∣∣∣log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)∣∣∣∣ ≥ sup ess
t≥0

∣∣∣∣log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)∣∣∣∣ .

(1.59)

Como

log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)
= log λ′(t),

em q.t.p. t ≥ 0, temos

sup ess
t≥0

∣∣∣∣log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)∣∣∣∣ = sup ess
t≥0

| log λ′(t)|. (1.60)

Por 1.58, 1.59, 1.60 e afirmação A.1, temos que

sup
s>t≥0

∣∣∣∣ log
λ(s)− λ(t)

s− t

∣∣∣∣ = sup
s>t≥0

∣∣∣∣log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)∣∣∣∣
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≥ sup ess
t≥0

∣∣∣∣log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)∣∣∣∣ = sup ess
t≥0

| log λ′(t)|

Vamos supor por contradição que a desigualdade acima seja estrita, ou seja,

que

K = sup
t≥0

∣∣∣∣log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)∣∣∣∣>sup ess
t≥0

∣∣∣∣log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)∣∣∣∣

Primeiro observamos que K < ∞, pois pelo fato de λ ser lipschitziana, existe

uma constante c tal que

λ(t + h)− λ(t)

h
=
|λ(t + h)− λ(t)|

h
≤ ch

h
= c,

∀t ≥ 0 e ∀h > 0. Logo,

K = sup
t≥0

∣∣∣∣log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)∣∣∣∣≤ c < ∞.

Da nossa suposição de que

sup ess
t≥0

∣∣∣∣log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)∣∣∣∣< K,

existe r ≥ 0 tal que

sup ess
t≥0

∣∣∣∣log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)∣∣∣∣< r < K.

Como em q.t.p. t ≥ 0 vale

log λ′(t) ≤ sup ess
t≥0

| log λ′(t)| = sup ess
t≥0

∣∣∣∣log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)∣∣∣∣ < r,

temos que

λ′(t) < er, em q.t.p. t ≥ 0. (1.61)

Anteriormente, mencionamos que λ é absolutamente cont́ınua, então pode-

mos utilizar o Teorema Fundamental do Cálculo [6] (página 166) e obter que

∀t ≥ 0 e ∀h > 0 vale

λ(t + h)− λ(t) =

∫ t+h

t

λ′(s)ds.
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Para estimar esta integral usamos (1.61) e a desigualdade para integrais de

[5] página 83 ∫ t+h

t

λ′(s)ds ≤
∫ t+h

t

erds = erh.

Assim,
λ(t + h)− λ(t)

h
≤ er, ∀t ≥ 0 e ∀h > 0.

Tomamos o limite superior quando h → 0+, aplicamos logaritmo na desi-

gualdade acima e chegamos à

log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)
≤ r, ∀t ≥ 0.

Nesta desigualdade tomamos o supremo e obtemos

sup
t≥0

[
log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)]
≤ sup

s>t≥0
r = r < K. (1.62)

Por outro lado, em quase todo ponto t ≥ 0 vale

−log λ′(t) ≤ sup ess
t≥0

| log λ′(t)| = sup ess
t≥0

∣∣∣∣log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)∣∣∣∣ < r,

temos que

λ′(t) > e−r, em q.t.p. t ≥ 0.

E, analogamente ao que foi feito anteriormente, obtemos

λ(t + h)− λ(t) =

∫ t+h

t

λ′(s)ds ≥
∫ t+h

t

e−rds = e−rh, ∀t ≥ 0 e ∀h > 0.

Logo,

log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)
≥ log

(
lim sup

h→0+

e−rh

h

)
= log e−r = −r, ∀t ≥ 0.

Tomamos o ı́nfimo e obtemos

inf
t≥0

[
log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)]
≥ inf

s>t≥0
−r = −r.

Desta forma,

− inf
t≥0

[
log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)]
≤ r < K. (1.63)
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De (1.62), (1.63) e da afirmação 2.1, temos que

sup
t≥0

∣∣∣∣log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)∣∣∣∣ ≤ r < K.

Mas, isto contraria

sup
t≥0

∣∣∣∣log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)∣∣∣∣ = K

Logo nossa suposição é falsa, ou seja, vale

sup ess
t≥0

∣∣∣∣log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)∣∣∣∣ =sup
t≥0

∣∣∣∣log

(
lim sup

h→0+

λ(t + h)− λ(t)

h

)∣∣∣∣ .

(1.64)

Portanto, de (1.1), (1.64), (1.60) e (1.58), temos que

γ(λ) = sup
s>t≥0

∣∣∣∣ log
λ(s)− λ(t)

s− t

∣∣∣∣ .

¤

Afirmação A.3: Dado T ≥ 0.

inf
λ∈Λ

[
γ(λ) ∨ e−T

]
=

[
inf
λ∈Λ

γ(λ)

]
∨ e−T

Demonstração

• Se γ(λ) ≥ e−T , ∀λ ∈ Λ,

⇒





γ(λ) ∨ e−T = γ(λ), ∀λ ∈ Λ ⇒ inf
λ∈Λ

[
γ(λ) ∨ e−T

]
= inf

λ∈Λ
γ(λ)

e

inf
λ∈Λ

γ(λ) ≥ e−T ⇒
[
inf
λ∈Λ

γ(λ)

]
∨ e−T = inf

λ∈Λ
γ(λ)

⇒ inf
λ∈Λ

[
γ(λ) ∨ e−T

]
=

[
inf
λ∈Λ

γ(λ)

]
∨ e−T

• Se ∃λ0 ∈ Λ tal que γ(λ0) ≤ e−T ,

⇒





γ(λ0) ∨ e−T = e−T ⇒ inf
λ∈Λ

[
γ(λ) ∨ e−T

] ≤ e−T

e

inf
λ∈Λ

γ(λ) ≤ e−T ⇒
[
inf
λ∈Λ

γ(λ)

]
∨ e−T = e−T
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⇒ inf
λ∈Λ

[
γ(λ) ∨ e−T

] ≤
[
inf
λ∈Λ

γ(λ)

]
∨ e−T

Observando que ∀λ ∈ Λ temos
[
inf
λ∈Λ

γ(λ)

]
∨ e−T ≤ γ(λ) ∨ e−T .

Então tomando o ı́nfimo sobre todas as funções λ ∈ Λ obtemos
[
inf
λ∈Λ

γ(λ)

]
∨ e−T ≤ inf

λ∈Λ

[
γ(λ) ∨ e−T

]
.

Assim, vale a igualdade que queŕıamos provar, i. e.,

inf
λ∈Λ

[
γ(λ) ∨ e−T

]
=

[
inf
λ∈Λ

γ(λ)

]
∨ e−T

¤

Proposição 1.6 Dados {xn} ⊂ DE[0,∞) e x ∈ DE[0,∞). Então são equi-

valentes:

i) Existe {λn} ⊂ Λ tal que lim
n→∞

γ(λn) = 0 e

lim
n→∞

sup
0≤t≤T

r(xn(t), x(λn(t)) = 0,

∀T > 0.

ii) Para cada T > 0, existe {λn} ⊂ Λ′ (esta sequência de funções pode

depender de T ) tais que valem lim
n→∞

sup
0≤t≤T

|λn(t)− t| = 0 e

lim
n→∞

sup
0≤t≤T

r(xn(t), x(λn(t)) = 0.

Demonstração

(i) ⇒ (ii) Supomos que existe {λn} ⊂ Λ tal que lim
n→∞

γ(λn) = 0 e

lim
n→∞

sup
0≤t≤T

r(xn(t), x(λn(t)) = 0, ∀T > 0. Para completar esta prova, basta

mostrarmos que para cada T > 0 vale lim
n→∞

sup
0≤t≤T

|λn(t) − t| = 0. Mas, isso

pode ser obtido do lema 1.4 pelo fato de lim
n→∞

γ(λn) = 0.
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(ii) ⇒ (i) Supomos que para cada T > 0, existe {λn} ⊂ Λ′ (esta sequência

de funções pode depender de T ) tais que valem lim
n→∞

sup
0≤t≤T

|λn(t) − t| = 0 e

(1.32). Seja N ∈ N. Escolha {λN
n } ⊂ Λ′ satisfazendo

lim
n→∞

sup
0≤t≤N

|λN
n (t)− t| = 0

e

lim
n→∞

sup
0≤t≤N

r(xn(t), x(λN
n (t)) = 0

e, ainda, queremos que

λN
n (t) = λN

n (N) + t−N, ∀t > N.

Definimos a sequência de pontos de [0,∞)

τN
0 = 0

τN
k =





inf{t > τN
k−1; r(x(t), x(τN

k−1)) > 1/N}, se τN
k−1 < ∞

∞ , se τN
k−1 = ∞

,

onde k = 0, 1, 2, ... .

Observações sobre {τN
k }k:

• {τN
k }k é estritamente crescente nos termos que são finitos.

De fato, dado k ∈ N tal que τN
k < ∞. Como x é cont́ınua à direita

de τN
k−1, temos que existe δk−1 > 0 tal que r(x(t), x(τN

k−1)) < 1/N ,

∀t ∈ (τN
k−1, τ

N
k−1 + δk−1). Então

τN
k = inf{t > τN

k−1; r(x(t), x(τN
k−1)) > 1/N} ≥ τN

k−1 + δk−1 > τN
k−1

• {τN
k }k não tem ponto de acumulação finito

Pelo racioćınio feito acima cada ponto finito desta sequência é um ponto

isolado.
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Definimos, para cada n fixo, a sequência de pontos de [0,∞) por

uN
k,n = (λN

n )−1(τN
k ),

onde k = 0, 1, 2, ... e (λN
n )−1(∞) = ∞. Observamos que {uN

k,n}k é uma

sequência crescente, pois λN
n ∈ Λ′, então (λN

n )−1 é estritamente crescente, ∀n,

e lembre que {τN
k }k, também, é crescente. Agora, vamos definir a sequência

de funções de Λ

µN
n (t) =





τN
k +

t−uN
k,n

uN
k+1,n−uN

k,n
(τN

k+1 − τN
k ), se t ∈ [uN

k,n, u
N
k+1,n) ∩ [0, n],

k = 0, 1, 2, ...

µN
n (N) + t−N , se t > N

,

por convenção ∞−1∞=1. Com esta convenção, afirmamos que

γ(µN
n ) = max

k=0,1,2,...

[uN
k,n

,uN
k+1,n)∩[0,N ]6=∅

{∣∣∣∣∣ log
τN
k+1 − τN

k

uN
k+1,n − uN

k,n

∣∣∣∣∣

}
. (1.65)

De fato,

γ(µN
n ) = sup ess

t≥0

∣∣ log(µN
n )′(t)

∣∣

= max
k=0,1,2,...

{
sup ess

t∈[uN
k,n

,uN
k+1,n)∩[0,N ]

∣∣ log(µN
n )′(t)

∣∣, sup ess
t∈(N,∞)

∣∣ log(µN
n )′(t)

∣∣
}

.

Seja t ∈ (N,∞), então µN
n (t) é diferenciável, pois µN

n é linear neste intervalo.

Logo, podemos calcular

(µN
n )′(t) = lim

h→0

µN
n (t + h)− µN

n (t)

h

= lim
h→0

µN
n (N) + t + h− µN

n (N)− t

h
= 1.

Assim,

sup ess
t∈(N,∞)

∣∣ log(µN
n )′(t)

∣∣ = 0.

De onde segue, que

γ(µN
n ) = max

k=0,1,2,...

{
sup ess

t∈[uN
k,n

,uN
k+1,n)∩[0,N ]

∣∣ log(µN
n )′(t)

∣∣
}

. (1.66)
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Agora, também, fixamos k = 0, 1, 2, ... com [uN
k,n, u

N
k+1,n)∩ [0, N ] 6= ∅. Obser-

vamos que µN
n é diferenciável em todo ponto t ∈ [uN

k,n, uN
k+1,n) ∩ [0, N ], pois

µN
n é linear neste intervalo. Como ∀t ∈ [uN

k,n, uN
k+1,n) ∩ [0, N ], temos

(µN
n )′(t) = lim

h→0

µN
n (t + h)− µN

n (t)

h

= lim
h→0

1

h

[(
τN
k +

t + h− uN
k,n

uN
k+1,n − uN

k,n

(τN
k+1 − τN

k )

)
−

(
τN
k +

t− uN
k,n

uN
k+1,n − uN

k,n

(τN
k+1 − τN

k )

)]

= lim
h→0

1

h

(
h

uN
k+1,n − uN

k,n

(τN
k+1 − τN

k )

)
=

τN
k+1 − τN

k

uN
k+1,n − uN

k,n

.

Assim,

sup ess
t∈[uN

k,n
,uN

k+1,n)∩[0,N ]

∣∣ log(µN
n )′(t)

∣∣ = sup ess
t∈[uN

k,n
,uN

k+1,n)∩[0,N ]

∣∣∣∣∣ log
τN
k+1 − τN

k

uN
k+1,n − uN

k,n

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣ log
τN
k+1 − τN

k

uN
k+1,n − uN

k,n

∣∣∣∣∣ .

(1.67)

De (1.66) e (1.67), obtemos (1.65).

Agora, afirmamos que

sup
0≤t≤N

r(x(λN
n (t)), x(µN

n (t))) ≤ 2

N
, ∀n. (1.68)

De fato,

sup
0≤t≤N

r(x(λN
n (t)), x(µN

n (t))) = max
k=0,1,2,...

{
sup

t∈[uN
k,n,uN

k+1,n)∩[0,N ]

r(x(λN
n (t)), x(µN

n (t)))

}
,

(1.69)

por isso basta analisar

sup
t∈[uN

k,n,uN
k+1,n)∩[0,N ]

r(x(λN
n (t)), x(µN

n (t))),

para cada k = 0, 1, 2, ..., onde [uN
k,n, uN

k+1,n)∩ [0, N ] 6= ∅. Novamente, fixamos

k = 0, 1, 2, ... com [uN
k,n, u

N
k+1,n)∩[0, N ] 6= ∅. Lembre que ∀t ∈ [τN

k , τN
k+1), o que
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implica que r(x(t), x(τN
k )) ≤ 1/N , pois τN

k+1 = inf{t > τN
k ; r(x(t), x(τN

k )) >

1/N}. Como λN
n ∈ Λ′, temos que λN

n é estritamente crescente, então

τN
k = λN

n (uN
k,n) ≤ λN

n (t) < λN
n (uN

k+1,n) = τN
k+1, ∀t ∈ [uN

k,n, uN
k+1,n).

De onde segue, que

r(x(λN
n (t)), x(τN

k )) ≤ 1/N, ∀t ∈ [uN
k,n, uN

k+1,n). (1.70)

Como µN
n é linear em [uN

k,n, u
N
k+1,n), µN

n (uN
k,n) = τN

k e µN
n (uN

k+1,n) = τN
k+1, temos

que τN
k ≤ µN

n (t) < τN
k+1, ∀t ∈ [uN

k,n, u
N
k+1,n). De onde segue, que

r(x(µN
n (t)), x(τN

k )) ≤ 1/N, ∀t ∈ [uN
k,n, uN

k+1,n). (1.71)

Logo,

sup
t∈[uN

k,n,uN
k+1,n)∩[0,N ]

r(x(λN
n (t)), x(µN

n (t)))

≤ sup
t∈[uN

k,n,uN
k+1,n)∩[0,N ]

r(x(λN
n (t)), x(τN

k )) + sup
t∈[uN

k,n,uN
k+1,n)∩[0,N ]

r(x(τN
k ), x(µN

n (t)))

≤ 541/N + 1/N = 2/N. (1.72)

Assim, de (1.69) e de (1.72), temos (1.68). O que implica que

sup
0≤t≤T

r(xn(t), x(µN
n (t)))

≤ sup
0≤t≤T

r(xn(t), x(λN
n (t))) + sup

0≤t≤T
r(x(λN

n (t)), x(µN
n (t)))

≤ 55 sup
0≤t≤T

r(xn(t), x(λN
n (t))) +

2

N
, ∀n.

Da hipótese, temos

lim
n→∞

sup
0≤t≤N

r(xn(t), x(λN
n (t)) = 0,

então ∃nN
1 tal que sup0≤t≤N r(xn(t), x(λN

n (t)) < 1/N , ∀n ≥ nN
1 . Logo

sup
0≤t≤T

r(xn(t), x(µN
n (t))) ≤ 3

N
, ∀n ≥ nN

1 . (1.73)

54De (1.70) e (1.71).
55De (1.68).
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Como lim
n→∞

γ(λN
n ) = 0 e pelo lema 1.6, temos que lim

n→∞
γ((λN

n )−1) = 0. Da

observação 1.4, temos que {(λN
n )−1}n converge pontualmente à identidade,

de onde segue que

lim
n→∞

uN
k,n = 56 lim

n→∞
(λN

n )−1(τN
k ) = 57τN

k , ∀k. (1.74)

Logo,

lim
n→∞

γ(µN
n ) = lim

n→∞


 max

k=0,1,2,...

[uN
k,n

,uN
k+1,n)∩[0,N ] 6=∅

∣∣∣∣∣ log
τN
k+1 − τN

k

uN
k+1,n − uN

k,n

∣∣∣∣∣




= max
k=0,1,2,...

[uN
k,n

,uN
k+1,n)∩[0,N ]6=∅

[
lim

n→∞

∣∣∣∣∣ log
τN
k+1 − τN

k

uN
k+1,n − uN

k,n

∣∣∣∣∣

]

= max
k=0,1,2,...

[uN
k,n

,uN
k+1,n)∩[0,N ]6=∅

∣∣∣∣∣∣
log

τN
k+1 − τN

k

lim
n→∞

uN
k+1,n − lim

n→∞
uN

k,n

∣∣∣∣∣∣

= 58 max
k=0,1,2,...

[uN
k,n

,uN
k+1,n)∩[0,N ]6=∅

∣∣∣∣ log
τN
k+1 − τN

k

τN
k+1 − τN

k

∣∣∣∣

= 0. (1.75)

Então ∃nN
2 tal que γ(µN

n ) < 1/N , ∀n ≥ nN
2 . Tomamos nN = max{nN

1 , nN
2 , N}.

Assim, de (1.73), temos que

sup
0≤t≤N

r(xn(t), x(µN
n (t)) < 3/N e γ(µN

n ) < 1/N, ∀n ≥ nN .

Variamos N e observamos que a sequência {nN}N pode ser tomada estrita-

mente crescente. Como N ≤ nN , temos que lim
N→∞

nN = ∞, então podemos

definir para todo n ∈ N

λ̂n =

{
µN

n , se nN ≤ n < nN+1, N ≥ 1

Id, se 1 ≤ n < n1

.

Precisamos mostrar que λ̂n satisfaz a letra (b) desta proposição.

56Da definição de uN
k,n

57Da convergência pontual.
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• λ̂n ∈ Λ, pois se nN ≤ n < nN+1, N ≥ 1, então λ̂n = µN
n ∈ Λ e se

1 ≤ n < n1, então λ̂n = Id ∈ Λ.

• lim
n→∞

γ(λ̂n) = 0, pois se nN ≤ n < nN+1, N ≥ 1, então lim
n→∞

γ(λ̂n) =

lim
n→∞

γ(µN
n ) = 0 e se 1 ≤ n < n1, então lim

n→∞
γ(λ̂n) = lim

n→∞
γ(Id) = 0 .

• lim
n→∞

sup
0≤t≤T

r(xn(t), x(λ̂n(t))) = 0, ∀T > 0. De fato, seja T > 0. Dado

ε > 0, ∃N0 ∈ N tal que T < N0 e 3/N0 < ε. Tomamos n0 ∈ N tal

que nN0 ≤ n0 < nN0+1, então ∀n ≥ n0 temos que ∃Nn ≥ N0 tal que

n ≥ nNn ≥ n0 ≥ nN0 e λ̂n = µNn
n . Assim,

sup
0≤t≤T

r(xn(t), x(λ̂n(t))) ≤ sup
0≤t≤Nn

r(xn(t), x(µNn
n (t))) <

3

Nn

≤ 3

N0

< ε,

∀n ≥ n0.

Destas observações obtemos que λ̂n satisfaz (i).

¤
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