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ResumoEste trabalho objetiva investigar a estabilidade de um feixe de part��culas perio-dicamente focalizado por um campo magn�etico, dando uma especial aten�c~ao �as novasregi~oes de estabilidade que foram recentemente encontradas [46]. Primeiramente in-vestigamos como o per�l do campo magn�etico focalizador in
uencia na estabilidadedo feixe periodicamente focalizado [41]. A seguir, a importância das perturba�c~oessem simetria axial sobre a estabilidade do feixe foi analisada [40]. Por �m, pesquisa-mos como o transporte de um feixe fora do centro de simetria do campo focalizador�e alterado pela dinâmica de sua centr�oide, e como cargas induzidas no cilindro con-dutor que cont�em o feixe, in
uenciam a dinâmica e a estabilidade deste [38]. A �mde obtermos informa�c~oes sobre a estabilidade n~ao-linear dos v�arios tipos de solu�c~oespresentes em nosso problema, usamos os plots de Poincar�e [33] e aplicamos o m�etodode Newton-Raphson [41].
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AbstractIn this work we investigate the stability of a particle beam periodically focusedby a magnetic �eld, paying special attention to the new regions of the stability foundrecently [46]. First of all, we investigate how the pro�le of the focusing magnetic�eld in
uence the stability of the periodically focused beam [41]. Afterwards, theimportance of perturbations without axial simmetry on the stability of the beam isanalyzed [40]. Finally, we research how the transport of an o�-axis beam is alteredby the dynamics of the its centroid, and how induced charges in the conductingpipe encapsulating the beam in
uence its dynamics and stability [38]. To obtaininformation about the stability of several non-linear solutions presents in our problem,we use Poincar�e's plots and apply the Newton-Raphson's method [41].
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CAP�ITULO 1. DINÂMICA DE FEIXES DE PART�ICULAS: INTRODUC� ~AO 1
Cap��tulo 1Dinâmica de feixes de part��culas:introdu�c~aoO estudo do movimento de part��culas carregadas sob a�c~ao de campos externos co-me�cou a desenvolver-se no in��cio do s�eculo vinte e, desde ent~ao, seus dom��nios deaplica�c~ao tornaram-se cada vez mais vastos [2, 26, 54].A f��sica de um intenso feixe de part��culas em sistemas periodicamente foca-lizados �e uma �area ativa da pesquisa te�orica e experimental [4, 11, 28, 29, 34, 48],onde campos externos com os mais variados per�s mantêm con�nados feixes de ��onsou el�etrons de alta corrente e baixa emitância [39]. Essa �area �e crucial para o desen-volvimento de aceleradores de part��culas e suas aplica�c~oes, tais como a produ�c~ao detr��tio, fontes de nêutrons por espalhamento, fus~ao de ��ons pesados, fontes de radia�c~aocoerente, e transmuta�c~ao de res��duos nucleares [16, 32], bem como aplica�c~oes diversasna ciência b�asica [6, 13, 31, 37, 50, 58].Um aspecto essencial no estudo de feixes de part��culas periodicamente foca-lizados consiste na compreens~ao de suas propriedades de equil��brio e estabilidade.A situa�c~ao de equil��brio resulta do balan�co entre as for�cas focalizadoras devidas aocampo magn�etico externo aplicado e ao auto-campo magn�etico do feixe, e �as for�casdesfocalizadoras, associadas �as intera�c~oes eletrost�aticas entre as cargas do feixe e aosefeitos t�ermicos e de rota�c~ao r��gida.An�alises feitas desde a d�ecada de 80, baseadas tanto na teoria cin�etica [13]quanto no estudo do envelope do feixe [7, 13, 24, 54], revelaram que num intervalorelativamente limitado de varia�c~ao do campo focalizador existe somente uma solu�c~aode equil��brio na qual o raio do feixe varia com a mesma periodicidade desse cam-po; tal solu�c~ao �e denominada de solu�c~ao casada [41, 46]. Esses trabalhos indicamque acima de um certo valor de intensidade do campo focalizador a solu�c~ao casadatorna-se inst�avel, impossibilitando o transporte do feixe acima desse limiar; tal limiarcorresponde a um avan�co de fase no v�acuo de 90o (veja a de�ni�c~ao 2.48 no cap��tulo 2).



CAP�ITULO 1. DINÂMICA DE FEIXES DE PART�ICULAS: INTRODUC� ~AO 2Em trabalho recente [46], por�em, mostrou-se que �a medida que a intensidade do cam-po magn�etico focalizador for aumentada, novas solu�c~oes casadas surgem e n~ao existesimplesmente um limiar acima do qual o transporte do feixe torna-se inst�avel, massim sucessivas regi~oes de estabilidade interrompidas por trechos (ou em inglês gaps)nos quais as solu�c~oes casadas s~ao inst�aveis, ou simplesmente n~ao existem. An�alisesdetalhadas sobre os efeitos da intensidade do campo revelaram que apesar da pre-sen�ca de algumas caracter��sticas diferentes relacionadas �as bifurca�c~oes das solu�c~oescasadas, as novas regi~oes de estabilidade est~ao presentes tanto nos feixes dominadospela emitância, como por naqueles dominados pela carga espacial [26]. O mecanismodinâmico respons�avel pelos sucessivos gaps �e analisado na referência [41].At�e este trabalho, para a regi~ao original de estabilidade foram consideradosapenas per�s senoidal ou tipo onda quadrada para o campo externo focalizador; oprimeiro fato que investigamos �e como a estabilidade do feixe �e afetada frente �asvaria�c~oes do per�l do campo focalizador, n~ao apenas na regi~ao original como tamb�emnas novas regi~oes de estabilidade [51].Dando prosseguimento ao nosso trabalho, passamos a analisar a importânciade instabilidades sem simetria axial no transporte do feixe [9]. Ao realizarmos esteestudo aplicamos o m�etodo de Newton-Raphson com o objetivo de determinar a esta-bilidade das solu�c~oes casadas e mostramos, de fato, a existência de instabilidades dotipo quadrup�olo que aparecem de forma an�aloga, tanto na regi~ao usual (�0 < 180o)quanto nas novas zonas de estabilidade [40], onde �0 �e um paraâmetro adimensio-nal proporcional ao valorrms do campo magn'etico focalizador (veja a se�c~ao 2.3.2,especialmente a equa�c~ao 2.46).A in
uência da dinâmica da centr�oide do feixe sobre o seu transporte tamb�emfoi estudada e, em especial, demonstramos a existência de uma solu�c~ao de equil��briocin�etico para a dinâmica de feixes cuja centr�oide esteja deslocada do eixo de simetriado sistema. A in
uência do cilindro que cont�em o feixe focalizado tamb�em foi pesqui-sada, tanto em per�s senoidais do campo focalizador, como tamb�em em per�s maiscomplexos [39, 38].Ao �nalizarmos este trabalho fazemos uma s��ntese dos resultados discutidos emdetalhes em cada cap��tulo, bem como indicamos alguns estudos sobre a f��sica de feixesperiodicamente focalizados que poder~ao ser realizados e, assim, dar continuidade aoque �zemos at�e aqui.



CAP�ITULO 2. OS MODELOS E A DISTRIBUIC� ~AO KV 3
Cap��tulo 2Os modelos e a distribui�c~ao KV
2.1 O modelo para o feixe periodicamente focali-zado e para o campo magn�etico focalizadorO feixe de part��culas, que �e o objeto do nosso estudo, �e �no, cont��nuo e se propagacom velocidade axial m�edia v = �bcêz atrav�es de um campo magn�etico focalizadordado em geral por B(x; y; s) = Bz(s)êz � 12B0z(s)(xêx + yêy); (2.1)onde s = z = �bct �e a coordenada ao longo do eixo do feixe, sendo que o ��ndice (0)denota a derivada com rela�c~ao a s e c �e a velocidade da luz no v�acuo. A obten�c~aodesta equa�c~ao �e mostrada em detalhes no apêndice A. Esse campo magn�etico queatua sobre o feixe �e peri�odico, ou seja, Bz(s) = Bz(s + S), onde S �e o comprimentode periodicidade do campo focalizador, conforme se representa na �gura 2.1. Nocap��tulo 3 mostraremos com maiores detalhes como variaremos o per�l do campomagn�etico focalizador e as in
uências dessas varia�c~oes na estabilidade do feixe. Ocampo magn�etico focalizador �e representado pela grandeza �z(s), que �e peri�odica,isto �e, �z(s) = �z(s+ S) e dada por�z(s) = q2B2z(s)4
2b�2b (mc2)2 : (2.2)Uma grandeza que aparece com bastante freq�uência neste trabalho �e a per-veância, de�nida por K = 2q2N
3b�2bmc2 ; (2.3)que �e uma medida da densidade de cargas do feixe. Nessas equa�c~oes, �b = v=c e
b = 1=q1� (v=c)2 �e o fator relativ��stico.



CAP�ITULO 2. OS MODELOS E A DISTRIBUIC� ~AO KV 4
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Figura 2.1: Representa�c~ao do feixe de part��culas periodicamente focalizado.2.2 Descri�c~ao de Vlasov-Maxwell: a equa�c~ao deVlasov, instabilidade e equil��brio de Vlasov-MaxwellNesta sec�c~ao, vamos primeiramente considerar um sistema de part��culas com carac-ter��sticas mais gerais do que aquele que forma o feixe especi�cado na sec�c~ao anteriore, a seguir, faremos algumas simpli�ca�c~oes para descrever de maneira mais direta ofeixe que analisamos neste trabalho.Seja um sistema n~ao-neutro de part��culas carregadas, onde uma part��cula daesp�ecie \j" tenha carga e massa de repouso respectivamente iguais a qj e mj; toman-do uma escala de tempo desprez��vel relativamente ao tempo de colis~ao entre duaspart��culas, a fun�c~ao de distribui�c~ao de uma part��cula para a j-�esima componente �efj(x;p; t) e satisfaz �a equa�c~ao n~ao-linear de Vlasov [13, 14, 16, 20, 42, 55]" @@t + v � @@x + qj �E+ 1cv �B� � @@p# fj(x;p; t) = 0; (2.4)onde v e p s~ao respectivamente a velocidade e o momentum relacionados porv = p
mj = pmjq1 + p2=(mjc)2 ; (2.5)neste contexto sabemos que a dinâmica da part��cula �e relativ��stica e 
 � q1 + p2=(mjc)2�e o fator relativ��stico da massa. Como x e p s~ao vari�aveis independentes e levando-seem conta que @=@p � (v �B) = 0, a equa�c~ao 2.4 pode ser expressa equivalentemente



CAP�ITULO 2. OS MODELOS E A DISTRIBUIC� ~AO KV 5como @fj@t + @@x � (vfj) + @@p � �qj �E+ 1cv �B� fj� = 0; (2.6)que tem a forma de uma equa�c~ao de continuidade em um espa�co de fase hexadi-mensional (x;p). Os campos el�etrico e magn�etico resultantes, E(x; t) e B(x; t), nasequa�c~oes 2.4 e 2.6 s~ao determinados auto-consistentemente das equa�c~oes de Maxwell,r� E = �1c @B@t ;r�B = 4�c Xj qj Z d3pvfj(x;p; t) + 4�c Jext + 1c @E@t ;r �E = 4�Xj qj Z d3pfj(x;p; t) + 4��ext; (2.7)r �B = 0:A segunda e terceira equa�c~oes em 2.7 nos permitem tamb�em incluir os efeitos decargas e correntes externa [36, 53], (�ext e Jext). Em um feixe de part��culas, cadacarga el�etrica �ca sob a�c~ao dos auto-campos el�etrico e magn�etico gerados pelas cargasel�etricas do feixe, Eauto e Bauto, e tamb�em sob a a�c~ao do campo magn�etico externofocalizador; assim, de uma maneira geral, os campos el�etrico e magn�etico podem serexpressos como E(x; t) = Efoc(x; t) +Eauto(x; t);B(x; t) = Bfoc(x; t) +Bauto(x; t): (2.8)Neste contexto, os auto-campos gerados pela carga l��quida e pela densidade de cor-rente s~ao, respectivamente, dados porXj qj Z fj(x;p; t)d3p;Xj qj Z vfj(x;p; t)d3p: (2.9)Considerando-se as intera�c~oes n~ao-lineares coletivas entre as part��culas com os camposfocalizadores aplicados e a m�edia dos auto-campos gerados, as equa�c~oes 2.4 e 2.6representam o teorema de Liouville para a evolu�c~ao incompress��vel de fj(x;p; t) noespa�co de fase hexadimensional. Conv�em ressaltar que as equa�c~oes de Vlasov-Maxwells~ao altamente n~ao-lineares devido ao fato de que fj(x;p; t) poder ser modi�cada pelosauto-campos gerados, que, ent~ao, evoluem como uma fun�c~ao de distribui�c~ao de cargas.Uma importante escala de tempo intr��nseca associada �a equa�c~ao de Vlasov(2.4) �e 1=!pj, onde !pj = q4�njq2j =mj �e conhecida como freq�uência de plasma enj = R fjd3p �e a densidade do n�umero de part��culas. As equa�c~oes 2.4 e 2.8 podem ser



CAP�ITULO 2. OS MODELOS E A DISTRIBUIC� ~AO KV 6aplicadas a feixes de part��cula �unica n~ao neutra (j = b, que �e o caso deste trabalho),plasmas que consistam exclusivamente de el�etrons (qj = �e) ou ��ons (qj = +Zie),plasmas n~ao neutros ou a plasmas eletricamente neutros, nos quais h�auma misturade el�etrons e ��ons componentes [13, 15, 16, 43].Sob as condi�c~oes de estado quase-estacion�ario, uma an�alise de equil��brio dasequa�c~oes 2.4 e 2.7 �e feita tomando-se @=@t = 0 e olhando-se para as solu�c~oes esta-cion�arias, f 0j (x;p), E0(x) e B0(x), que satisfazem �as equa�c~oes"v � @@x + qj �E0 + 1cv �B0� � @@p# f 0j (x;p) = 0 (2.10)e r� E0 = 0;r�B0 = 4�c 24Xj qj Z vf 0j (v;p)d3p + Jext(x)35 ;r �E0 = 4� 24Xj qj Z f 0j (x;p)d3p+ �ext(x)35 ; (2.11)r �B0 = 0:Uma an�alise da equa�c~ao 2.10 reduz-se �a determina�c~ao de constantes de movimento depart��cula �unica para os campos em equil��brio, E0(x) e B0(x). Para mais aplica�c~oes deinteresse aqui, E0(x) �e produzido pela falta de neutralidade da carga em equil��brio,ou seja, Pj qj R f 0j (x;p)d3p 6= 0, e B0(x) gerado pelas fontes externas de corrente,bem como pelo equil��brio das correntes transportadas pelas cargas componentes dosistema. Podemos observar que os efeitos de equil��brio dos auto-campos est~ao in-corporados nas equa�c~oes 2.10 e 2.11 de uma forma auto-consistente. Al�em disso,observa-se que as equa�c~oes de equil��brio 2.10 e 2.11 s~ao n~ao-lineares para a maioriadas aplica�c~oes de interesse. Observe-se que o termo equil��brio usado neste contexton~ao pode ser confundido com equil��brio t�ermico. Para uma dada con�gura�c~ao decampo externo aplicado, em geral, �e poss��vel o uso do equil��brio auto-consistente deVlasov; tal equil��brio consiste em estados estacion�arios que podem existir numa escalatemporal menor do que o tempo de colis~ao bin�aria. Dado um espec���co equil��brio,este poder�a ser inst�avel desde que haja perturba�c~oes sobre o crescimento do equil��briono tempo ou no espa�co.



CAP�ITULO 2. OS MODELOS E A DISTRIBUIC� ~AO KV 72.3 A equa�c~ao do envelope do feixe e a fun�c~ao dedistribui�c~ao de equil��brio KVNo �nal da d�ecada de 50, Kapchinskij e Vladimirskij formularam o primeiro modelode fun�c~ao de distribui�c~ao de equil��brio para um feixe cont��nuo de part��culas sujeitoa um campo focalizador peri�odico; tal modelo incluia os efeitos de espa�co-carga ecorrente do feixe. A equa�c~ao do envelope �e que determina a evolu�c~ao do tamanho dasec�c~ao transversal do feixe de part��culas sujeito ao campo magn�etico focalizador. Aequa�c~ao normalizada do envelope ser�a deduzida e caracterizada por dois parâmetros:a intensidade do campo magn�etico focalizador e a perveância do auto-campo do fei-xe. As propriedades da equa�c~ao do envelope s~ao estudadas numa ampla regi~ao deparâmetros espaciais sem usarmos a aproxima�c~ao de lineariza�c~ao sobre o equil��brioKapchinskij-Vladimirskij (KV). Na primeira subsec�c~ao vamos usar as equa�c~oes ha-miltonianas de movimento para part��cula �unica, tanto nos referenciais de Larmorcomo do laborat�orio, na aproxima�c~ao paraxial. Na subsec�c~ao seguinte construire-mos a fun�c~ao de distribui�c~ao de equil��brio KV e, a seguir, deduziremos a equa�c~ao deenvelope do feixe.2.3.1 Equa�c~oes hamiltonianas de movimento nos referenciaisdo laborat�orio e de LarmorO feixe de part��culas que estamos considerando j�a foi descrito na sec�c~ao anterior, bemcomo o campo magn�etico peri�odico que o focaliza, equa�c~ao 2.1, na aproxima�c~ao dofeixe �no. O potencial vetor para o campo magn�etico aplicado pode ser escolhidocomo Aext(x; y; s) = 12Bz(s)(xêy � yêx); (2.12)com Bext = r�Aext.Na aproxima�c~ao paraxial [13] o movimento da part��cula em qualquer pla-no transversal do feixe �e considerado como sendo n~ao-relativ��stico, de modo queo parâmetro Budker, �B, seja pequeno comparado com a unidade [5, 16], ou seja,�B = q2N=(mc2) << 1, onde N = R dxdyn0(x; y; s) �e o n�umero de part��culas porunidade axial de comprimento do feixe e m e q s~ao a massa de repouso e a carga decada part��cula, respectivamente. Sob essas considera�c~oes, os auto-campos el�etrico emagn�etico devidos ao intenso feixe de part��culas carregadas pode ser dado aproxima-damente por E(auto)(x; y; s) = �(êx @@x + êy @@y )�(auto)(x; y; s) (2.13)e B(auto)(x; y; s) = (êx @@y � êy @@x)A(auto)z (x; y; s); (2.14)



CAP�ITULO 2. OS MODELOS E A DISTRIBUIC� ~AO KV 8onde o potencial escalar para o auto-campo el�etrico satisfaz �a equa�c~ao de Poisson( @2@x2 + @2@y2 )�(auto)(x; y; s) = �4�qn0(x; y; s) (2.15)sendo o potencial vetor para o auto-campo magn�etico dado porA(auto)(x; y; s) = �b�(auto)(x; y; s)êz: (2.16)Faremos a suposi�c~ao de que a densidade de part��culas no equil��brio, n0(x; y; s), naequa�c~ao 2.15, seja uniforme em qualquer sec�c~ao transversal do feixe cil��ndrico comraio rb(s), ou seja, n0(x; y; s) = (N=[�r2b (s)]; para 0 � r < rb(s)0; para r > rb(s); (2.17)onde r = px2 + y2 �e a coordenada radial e rb(s) �e a fun�c~ao envelope, que especi�caa dimens~ao transversal do feixe. Usando-se as equa�c~oes 2.15 e 2.17, obtemos que oauto-potencial escalar do feixe �e dado por�(auto)(x; y; s) = �qNr2r2b (s) ; (2.18)para r < rb, ou seja, no interior do feixe. No referencial do laborat�orio, as equa�c~oesde movimento s~ao obtidas a partir do hamiltoniano de part��cula �unica,H(x; y; s; Px; Py; Pz) = [c2(Px � qcA(ext)x )2 + c2(Py � qcA(ext)y )2 +c2(Pz � qcA(auto)z )2 + (mc2)2] 12 + q�(auto); (2.19)onde (s; Pz) �e um par de vari�aveis canonicamente conjugadas e o momentum canônicoP est�a relacionado ao momentum mecânico p porP = p + qc [A(ext) +A(auto)]; (2.20)lembrando que s = �bct �e a coordenada axial e �bc �e a velocidade axial m�edia dofeixe de part��culas. Uma vez que as componentes das velocidades das part��culas emqualquer sec�c~ao transversal do feixe sejam n~ao relativ��sticas na aproxima�c~ao paraxial,o momentum mecânico pz = 
bm�bc, pode ser tratado como uma constante; assimsendo, o hamiltoniano completo �e aproximadamente dado porH = 
bmc2 +H?; (2.21)



CAP�ITULO 2. OS MODELOS E A DISTRIBUIC� ~AO KV 9onde 
b = (1� �2b )�1=2 = constante e o hamiltoniano para o movimento transversal �ede�nido porH?(x; y; Px; Py; s) = 12
bm [Px + qBz(s)2c y]2 + [Py � qBz(s)2c x]2� q2N
br2b (s)(x2 + y2): (2.22)�E bastante comum neste tipo de formalismo o uso de um hamiltoniano e demomenta canônicos transversos normalizados, onde tais grandezas s~ao dadas porP̂x = Px
bm�bc;P̂y = Py
bm�bc; (2.23)Ĥ? = H?
bm(�bc)2 ;sendo o parâmetro de comprimento do campo focalizador e o parâmetro de auto-campo normalizados dados por q�z(s)] = qBz(s)2
b�bmc2 ; (2.24)e �s = Kr2b (s) ; (2.25)respectivamente. A grandeza K = 2q2N=(
3b�2bmc2) �e a perveância normalizada dofeixe. Fazendo-se uso de toda nota�c~ao e rela�c~oes de�nidas anteriormente, podemosexpressar o hamiltoniano para o movimento transversal das part��culas do feixe comoĤ?(x; y; P̂x; P̂y; s) = 12f[P̂x + yq�z(s)]2 + [P̂y � xq�z(s)]2��s(s)(x2 + y2)g: (2.26)As equa�c~oes de movimento para part��cula �unica no referencial do laborat�orio s~aox0 = @Ĥ?@P̂x = P̂x + yq�z(s);y0 = @Ĥ?@P̂y = P̂y � xq�z(s);P̂ 0x = �@Ĥ?@x = P̂yq�z(s)� [�z(s)� �s(s)]x; (2.27)P̂ 0y = �@Ĥ?@y = �P̂xq�z(s)� [�z(s)� �s(s)]y:



CAP�ITULO 2. OS MODELOS E A DISTRIBUIC� ~AO KV 10Conv�em ressaltar que os movimentos nas dire�c~oes x e y s~ao fortemente acoplados, noreferencial do laborat�orio.O nosso pr�oximo passo ser�a o de realizar uma transforma�c~ao canônica do refe-rencial do laborat�orio para o referencial de Larmor. O referencial de Larmor rotacionaem torno do referencial do laborat�orio com a velocidade angular
 = �bcq�z(s) = qBz(s)2
bmc ; (2.28)que corresponde �a metade da freq�uência relativ��stica local. Uma escolha para a fun�c~aogeradora da transforma�c~ao (x; y; P̂x; P̂y) �! (~x; ~y; ~Px; ~Py) �eF2(x; y; P̂x; P̂y; s) = xcos[�(s)]� ysen[�(s)] ~Px+xsen[�(s)]� ycos[�(s)] ~Py; (2.29)onde �(s) = R ss0 ds0q�z(s0) e F2 de�nindo a seguinte transforma�c~ao:~x = xcos[�(s)]� ysen[�(s)];~y = xsen[�(s)] + ycos[�(s)];~Px = P̂xcos[�(s)]� P̂ysen[�(s)]; (2.30)~Py = P̂xsen[�(s)] + P̂ycos[�(s)]:Ap�os havermos realizado essas transforma�c~oes, podemos expressar o hamiltoniano emfun�c~ao das novas vari�aveis, (~x; ~y; ~Px; ~Py), como~H(~x; ~y; ~Px; ~Py; s) = 12 h ~P 2x + ~P 2y + �(s)(~x2 + ~y2)i ; (2.31)onde de�nimos �(s) = �z(s)� �s(s) e usamos a propriedade~H? = Ĥ? + @F2@s : (2.32)Asim, as equa�c~oes de movimento no referencial de Larmor s~ao~x0 = ~Px;~y0 = ~Py;~P 0x = ��(s)~x; (2.33)~P 0y = ��(s)~y:



CAP�ITULO 2. OS MODELOS E A DISTRIBUIC� ~AO KV 11Combinando-se a primeira com a terceira das equa�c~oes anteriores e, similarmente, asegunda com a quarta equa�c~oes, obtemos respectivamente,d2~xds2 + �(s)~x = 0d2~yds2 + �(s)~y = 0: (2.34)Para casos particulares desta an�alise em que a fun�c~ao �(s) for ��mpar e peri�odica, ouseja, �(s) = �(�s) = �(s+S), as duas �ultimas equa�c~oes s~ao conhecidas na literaturamatem�atica como equa�c~oes de Hill [21, 33].Cabe-nos comentar que dois motivos nos levaram a realizar a transforma�c~ao dosistema de coordenadas do laborat�orio para o de Larmor: primeiramente porque sendoa transforma�c~ao uma rota�c~ao pura, ela preserva a invariância de um per�l de densi-dade de equil��brio com simetria axial, ou seja, n0(r; s) = n0(~r; s), onde ~r = p~x2 + ~y2.Em segundo lugar, o movimento na dire�c~ao ~x est�a desacoplado do movimento nadire�c~ao ~y para um per�l com densidade uniforme de�nido pela equa�c~ao 2.17. Osdesacoplamento dos movimentos nessas duas dire�c~oes somente poder�a ser realizadoatrav�es de uma rota�c~ao pura se, e somente se, o per�l da densidade de equil��brio tiversimetria axial e for uniforme no feixe.2.3.2 A fun�c~ao de distribui�c~ao de Kapchinskij-Vladimirskije a equa�c~ao do envelope do feixeA distribui�c~ao de Kapchinskij-Vladimirskij (KV) �e a �unica distribui�c~ao auto-consistenteconhecida no equil��brio de Vlasov para um intenso feixe de part��culas carregadas numcampo magn�etico externo focalizador, incluindo os efeitos de auto-campo. Na se�c~aoanterior, obtivemos as equa�c~oes de movimento tanto no referencial do laborat�orio,como no referencial de Larmor. Devido a essa �ultima con�gura�c~ao ter um alto graude simetria, decorre uma sutil diferen�ca entre essas duas con�gura�c~oes. Por momento,objetivamos obter a fun�c~ao de distribui�c~ao KV para um campo magn�etico focalizadorsolenoidal e apontar as diferen�cas entre as duas con�gura�c~oes mencionadas anterior-mente.Para obtermos a fun�c~ao de distribui�c~ao de equil��brio KV de um intenso feixede part��culas carregadas propagando-se atrav�es de um campo magn�etico focalizadorsolenoidal e peri�odico, usaremos o mesmo tratamento de Courant e Snyder [12] paragradientes sincrotron alternados. De�nimos os parâmetros dos auto-campos norma-lizados, �autox = Ka(s) + b(s) (2.35)



CAP�ITULO 2. OS MODELOS E A DISTRIBUIC� ~AO KV 12e �autoy = Ka(s) + b(s) ; (2.36)onde K �e a perveância (equa�c~ao 2.3) e a(s) e b(s) s~ao os semi-eixos de um feixecom sec�c~ao transversal el��ptica. Como neste caso estamos tratando de um feixe comsec�c~ao transversal circular, torna-se evidente que a(s) = b(s) = rb, de modo que�x = K=(2rb) e �y = K=(2rb) e que existe a simetria �x(s) = �y(s) = �(s). De�nimos~x(s) e ~y(s) como ~x(s) = Ax$(s)cos j Z ss0 ds0$2(s0) + 	x0 j (2.37)e ~y(s) = Ay$(s)sen j Z ss0 ds0$2(s0) + 	y0 j : (2.38)Nas equa�c~oes 2.37 e 2.38, $(s) = $(s+S) �e a raiz quadrada da fun�c~ao de amplitude eAx, Ay, 	x0 e 	y0 s~ao constantes que podem ser determinadas a partir das condi�c~oesiniciais, ~x(s0), ~y(s0), ~Px(s0) = ~x0(s0) e ~Py(s0) = ~y0(s0). Substituindo a equa�c~ao2.37 na primeira e terceira equa�c~oes em 2.33 e a equa�c~ao 2.38 nas segunda e quartaequa�c~oes em 2.33, concluimos que as equa�c~oes 2.37 e 2.38 resolvem as equa�c~oes deHamilton 2.33 e, dessa forma, obtemos $(s) que �e a solu�c~ao da equa�c~ao diferenciald2$ds2 + �(s)$ = 1$3 ; (2.39)sujeita �a condi�c~ao peri�odica $(s) = $(s+ S).Por conveniência, vamos fazer a transforma�c~ao canônica (~x; ~y; ~Px; ~Py) �!(X; Y; PX ; PY ) de�nida por [24] X = ~x$;Y = ~y$;PX = $ ~Px + d$ds ~x; (2.40)PY = $ ~Py + d$ds ~y;onde a fun�c~ao geradora �e~F2(~x; ~y; ; ~PX; ~PY ; s) = ~x$  PX + ~x2 d$ds !+ ~y$  Py + ~y2 d$ds ! : (2.41)Assim, a hamiltoniana para as novas vari�aveis (X; Y; PX ; PY ) pode ser expressa comoH(X; Y; PX; PY ; s) = 12$2(s) �X2 + Y 2 + P 2X + P 2Y � ; (2.42)



CAP�ITULO 2. OS MODELOS E A DISTRIBUIC� ~AO KV 13que �e proporcional �a soma das duas constantes de movimento independentes seguintes:A2x = X2 + P 2X = constante (2.43)e A2y = Y 2 + P 2Y = constante; (2.44)de modo que a constância das quantidades dadas pelas duas �ultimas equa�c~oes podeser comprovada a partir das equa�c~oes 2.37, 2.38 e 2.40.A fun�c~ao de distribui�c~ao de Kapchinsjij-Vladimirskij [26] pode ser expressacomo f0(X; Y; PX ; PY ) = N�2�� �X2 + Y 2 + P 2X + P 2Y � �� ; (2.45)onde o parâmetro � representa a emitância n~ao normalizada do feixe. Observe-se que aequa�c~ao 2.45 descreve uma classe de equil��brios auto-consistentes de Vlasov (@=@s =0) para um intenso feixe de part��culas carregadas sujeito a um campo magn�eticosolenoidal e peri�odico, incluindo-se os efeitos dos auto-campos el�etrico e magn�eticoassociados �a carga espacial e corrente do feixe [13]. Realizando-se a integra�c~ao dafun�c~ao de distribui�c~ao KV sobre o espa�co dos momenta, (PX ; PY ), obtemos que adensidade de part��culas n0(x; y; s) �e dada por uma fun�c~ao do tipo degrau na equa�c~ao2.17, resultando em rb(s) = p�$(s): (2.46)Devemos dar aten�c~ao a dois fatos: primeiramente, a hip�otese de se tomar o per�l dadensidade dado na subse�c~ao anterior consistente com a escolha da fun�c~ao de distri-bui�c~ao KV dada pela equa�c~ao 2.45 e, em segundo lugar, �e que a equa�c~ao 2.46 tamb�empode ser obtida independentemente se observarmos a simetria axial do feixe e o fatode que o raio rb(s) desse feixe corresponde ao valor m�aximo atribuido a ~x(s) ao longodo eixo ~x quando Ay = 0. Esses resultados nos indicam que Ax = Amaxx = p� ecos[	x0+ R ss0 ds0=$2(s0)] = 1 na equa�c~ao 2.37, o que leva �a equa�c~ao 2.46. Atrav�es dasequa�c~oes 2.39 e 2.46 chegamos �a equa�c~ao do enveloped2rbds2 + �z(s)rb � Krb � �2r3b = 0: (2.47)Na literatura, a equa�c~ao 2.47 �e tamb�em conhecida como equa�c~ao de Kapchinskij-Vladimirskij [9, 16, 32], sendo que nela se faz uso da rela�c~ao �(s) = �z(s) � �s(s) eda equa�c~ao 2.25.Na presen�ca de um campo magn�etico com con�gura�c~ao solenoidal, a simetriaaxial tanto do campo magn�etico focalizador como do per�l da densidade do feixe,nos permite descrever a evolu�c~ao do equil��brio KV atrav�es de uma �unica equa�c~aodiferencial ordin�aria de segunda ordem. Para um campo magn�etico cuja con�gura�c~ao



CAP�ITULO 2. OS MODELOS E A DISTRIBUIC� ~AO KV 14fosse do tipo quadrup�olo de gradiente alternado, isto j�a n~ao seria poss��vel; nesse caso,ter��amos um feixe cuja densidade seria uniforme sobre uma �area de se�c~ao transversalel��ptica e cujo envelope deveria ser descrito por duas equa�c~oes diferenciais ordin�ariasde segunda ordem acopladas [13, 26].Com o intuito de construirmos completamente a fun�c~ao de distribui�c~ao KVpara um intenso feixe de part��culas carregadas focalizado por um feixe solenoidal pe-ri�odico, solu�c~oes peri�odicas da equa�c~ao 2.47 ainda devem ser obtidas. O procedimentopara encontrar uma solu�c~ao peri�odica est�avel para a equa�c~ao 2.47 com periodicida-de de comprimento S ser�a discutido na pr�oxima subse�c~ao, quando nos referirmos �assolu�c~oes casadas. Para um feixe casado em equil��brio, o avan�co de fase sobre umper��odo axial do campo focalizador �e de�nido por� � Z s0+Ss0 ds$2(s) = � Z s0+Ss0 dsr2b (s) ; (2.48)onde �zemos uso da equa�c~ao 2.46. Conforme mostraremos na subse�c~ao seguinte, oavan�co de fase sem a carga espacial, ou seja, com �0 = � jK=0, constitui-se numimportante parâmetro para caracterizar o campo magn�etico focalizador.A emitância n~ao normalizada �, na equa�c~ao 2.45 �e uma medida da �area noespa�co de fase ocupada pelo feixe. A partir da equa�c~ao 2.47, isso nos leva a concluirque � corresponde �a �area m��nima, tanto no plano de fase (X;PX) quanto no (Y; PY ), oque �e necess�ario para englobar todas as part��culas descritas pela fun�c~ao de distribui�c~aoKV, f0. Por outro lado, �e imediato mostrar-se que a emitância n~ao normalizada � �eigual ao valor quadr�atico m�edio da emitância de�nida por [30, 52]�rms = 4q< X2 >< P 2X > � < XPX >2; (2.49)sendo que nesta equa�c~ao, a m�edia da fun�c~ao de fase �(X; Y; PX ; PY ) sobre o espa�code fase (X; Y; PX ; PY ) �e de�nida por< � >= R �f0d�R f0d� ; (2.50)onde d� = dXdY dPXdPY . Assim, obtivemos a equa�c~ao que relaciona a emitâncian~ao normalizada � com o momentum angular canônico P�m relativo �as part��culas dadistribui�c~ao KV.



CAP�ITULO 2. OS MODELOS E A DISTRIBUIC� ~AO KV 152.3.3 Equa�c~ao normalizada do envelope de um feixe casadosujeito a um campo magn�etico focalizadorPara �nalizar esta sec�c~ao vamos obter a equa�c~ao normalizada do envelope do feixe;para isso, introduziremos parâmetros sem dimens~ao e vari�aveis assim de�nidos:sS ! s;rbp�S ! rb;S2�z ! �z; (2.51)SK� ! K;de modo que a equa�c~ao 2.47 adquire a seguinte forma normalizadad2rbds2 + �z(s)rb � Krb � 1r3b = 0; (2.52)que �e equivalente �as duas equa�c~oes diferenciais ordin�arias de primeira ordem,drbds = r0b (2.53)e dr0bds = ��z(s)rb + Krb + 1r3b : (2.54)A equa�c~ao normalizada do envelope do feixe 2.52 agora se apresenta caracterizada pordois parâmetros, �z(s) e K, relacionados �as for�cas focalizadoras devidas ao campomagn�etico peri�odico externo e �as for�cas desfocalizadoras devidas aos auto-camposgerados pelo pr�oprio feixe, respectivamente. Na equa�c~ao 2.52, rb(s) = rbdimensional=pS��e o raio normalizado do envelope do feixe e K �e a perveância normalizada do feixe(veja a de�ni�c~ao dada na equa�c~ao 2.3), onde � �e a emitância n~ao normalizada dofeixe, Nb �e o n�umero de part��culas por unidade de comprimento axial, e q, m e
 = (1��2b )�1=2 s~ao a carga, massa (de cada part��cula do feixe) e o fator relativ��sticodo feixe de part��culas, respectivamente.
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Cap��tulo 3Campo focalizador � Estabilidadedo feixeConforme mencionado anteriormente, um aspecto fundamental no estudo de feixes depart��culas periodicamente focalizados consiste na compreens~ao de suas propriedadesde equil��brio e estabilidade [17, 36]. Este estudo n~ao possui apenas importância pu-ramente te�orica, uma vez que o aparato experimental que produz o campo magn�eticofocalizador pode n~ao conferir a este campo um per�l senoidal ou tipo onda quadrada.Assim, cabe-nos averiguar se as novas solu�c~oes casadas ter~ao uma forte dependênciadas componentes oscilat�orias do campo focalizador externo n~ao senoidal e como istoin
uir�a na largura dos gaps de instabilidade [46, 51]. Cabe ressaltar que outros mo-delos analisam diferentes per�s de campos focalizadores, mas na ausência da cargaespacial [3].Neste cap��tulo, empreendemos uma investiga�c~ao da estabilidade do envelopedo feixe focalizado por um campo magn�etico peri�odico externo cujo per�l pode servariado e, dessa forma, mostramos de uma maneira mais realista e detalhada as con-�gura�c~oes do sistema. Consideramos um feixe de alta intensidade (corrente) sujeitoinicialmente a um campo focalizador externo peri�odico senoidal e cujo per�l vai evo-luindo at�e o tipo onda quadrada, atrav�es da varia�c~ao cont��nua de um parâmetro.Em contraste com a regi~ao original de estabilidade, que em geral n~ao �e forteman-te afetada pela varia�c~ao do per�l do campo focalizador, constatamos que as novasregi~oes de estabilidade j�a apresentam dependência do per�l espec���co desse campo.Particularmente, as novas regi~oes tornam-se mais estreitas e ocorrem para maioresavan�cos de fase no v�acuo �a medida que o campo focalizador torna-se mais localizado.Quanto mais o per�l do campo focalizador evoluir de modo a se aproximar de umaonda quadrada, tanto maior se torna o n�umero de componentes do espectro de Fou-rier correspondente e, como conseq�uência disso, concluimos que o espa�co de fase doenvelope �e afetado, surgindo um grande n�umero de ressonâncias n~ao-lineares e caos.Apesar de que em todos os casos analisados constatamos a existência de trajet�orias



CAP�ITULO 3. CAMPO FOCALIZADOR � ESTABILIDADE DO FEIXE 17regulares em torno de uma solu�c~ao casada e o aparecimento da regi~ao ca�otica, simu-la�c~oes auto-consistentes mostraram que o caos no espa�co de fase do envelope podeafetar a dinâmica do feixe, conduzindo a um pequeno crescimento da emitância.3.1 Varia�c~oes do per�l do campo magn�etico exter-no focalizador: o modeloCom o objetivo de investigarmos como o per�l do campo magn�etico externo focaliza-dor in
uencia no transporte do feixe, faremos com que tal per�l varie continuamentedesde a forma senoidal (suave) at�e uma con�gura�c~ao de onda quadrada, atrav�es deuma parametriza�c~ao da forma�z(s) = �20 "1 + cos �(s)N # ; (3.1)onde N = 1 + Z 10 �z(s)ds (3.2)�e usado para normalizar a fun�c~ao,�(s) = �arctan[�(�s + �2 )] + arctan[�(�s� �2 )]arctan[�(1+�2 )] + arctan[�(1��2 )] ; (3.3)�e a fun�c~ao de fase, e �s = mod(s+ 12 ; 1)� 12 (3.4)�e peri�odico em s e tal que �1=2 � �s � 1=2 ; � > 0 �e o parâmetro que determina oper�l do campo focalizador e 0 < � � 1 �e o fator de preenchimento. Conv�em ressaltarque quando � << 1 o campo focalizador tem o per�l senoidal, enquanto que para�!1 tal campo assume o per�l tipo onda quadrada onde � �e, ent~ao, a largura decada eleva�c~ao. Na �gura 3.1 s~ao apresentados alguns per�s do campo focalizador paradiferentes valores de �. A fun�c~ao �z(s) na equa�c~ao 3.1 �e constru��da de modo que parapequenos � ela recai numa suave fun�c~ao senoidal de per��odo igual a 1 em s, enquanto�a medida que � assume valores grandes a referida fun�c~ao permanece peri�odica, masdescont��nua e representada por eleva�c~oes retangulares cujas larguras s~ao iguais aofator de preenchimento �. De fato, no limite � << 1 os argumentos das fun�c~oestangente inversa na 3.3 s~ao pequenos de modo a tornar-se v�alida a aproxima�c~aoarctan(x) = x, o que nos conduz a �(s) = 2��s, correspondendo ao campo focalizadorcom per�l senoidal �z(s) = �20 [1 + cos(2�s)]; (3.5)



CAP�ITULO 3. CAMPO FOCALIZADOR � ESTABILIDADE DO FEIXE 18estudado nas referências [46, 47]. Cabe observar que nesse limite, � n~ao assumesigni�cado no per�l do campo focalizador. Por outro lado, quando � >> 1 as fun�c~oestangente inversa apresentam um abrupto salto de ��=2 para �=2 assim como seusargumentos trocam de sinal, o que nos leva �a aproxima�c~ao arctan(x) = (�=2)sign(x)e �as descontinuidades na fun�c~ao de fase com �(�s < ��=2) = ��, �(��=2 < �s <�=2) = 0 e �(�s > �=2) = �; dessa forma o campo focalizador assume o per�l de ondaquadrada com fator de preenchimento �, ou seja,�z(s) = ( 0; para �=2 < s < 1� �=2�20=�; em outros casos. (3.6)Observe-se que para todos os valores de �, o denominador na equa�c~ao 3.3 garanteque a fun�c~ao de fase realize um ciclo completo desde � = �� at�e � = �, enquanto �svai desde �1=2 a 1=2 e, conseq�uentemente, �z(s) permanece cont��nuo nos contornosdo per�l do campo focalizador.Partimos do fato de que o campo magn�etico est�atico na equa�c~ao 2.1 devesatisfazer �as equa�c~oes de Maxwell, r � B = 0 e r � B = 0. Enquanto a primeiradessas equa�c~oes �e satisfeita com exatid~ao, a segunda �e v�alida apenas se assumirmosa condi�c~ao de que a componente transversal do envelope do feixe �e muito menordo que a varia�c~ao de B ao longo do eixo do feixe, tal que rnbB(n)z =Bz << 1, ondeB(n)z = dnBz=dsn e termos da ordem n � 2 s~ao desprezados. Essa suposi�c~ao n~ao �ecertamente verdadeira �a medida que �!1, ou seja, o per�l do campo tende �a formade onda quadrada de acordo com a equa�c~ao 3.6 [58, 57]. Embora seja importanteinvestigarmos as propriedades do feixe sob a�c~ao de um campo externo focalizadorcom o per�l de onda quadrada (� !1), devemos levar em conta que nos aparatosreais, o campo focalizador apresenta per�s n~ao t~ao dr�asticos quanto este, sendo maisapropriadamente melhor representado por um valor �nito de � !Na �gura 3.1 ilustramos alguns dos per�s gerados atrav�es da equa�c~ao 3.1, onde�z(s) �e representado para � = 0; 2, �0 = 70o para quatro diferentes valores de �: 10�1,101, 102 e 104. Cabe ressaltar que para � = 104 o per�l �e praticamente o de umaonda quadrada. �E f�acil constatarmos que �a medida que � cresce, o campo magn�eticofocalizador vai se tornando mais localizado, j�a assumindo a forma de onda quadradapara � = 104. Al�em do mais, ao fazermos a compara�c~ao do per�l da fun�c~ao de fase�(s) quando � = 10�1 com o de uma fun�c~ao senoidal �(s) = 2��s, encontramos umadiferen�ca inferior a 0,1 % para todo s.
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Figura 3.1: Alguns per�s do campo magn�etico focalizador (�z(s)) para diferentesvalores do parâmetro �. Os outros parâmetros s~ao � = 0; 2 e �0 = 70o.3.2 Estabilidade do feixe: an�alise da equa�c~ao doenvelopeNesta sec�c~ao analisamos a estabilidade de feixes propagando-se atrav�es do campofocalizador dado pela equa�c~ao 3.1, enquanto o per�l do campo �e variado. Caberessaltar que daremos uma especial aten�c~ao �as novas regi~oes de estabilidade men-cionadas nas referências [46, 47]. Ao realizarmos essa an�alise, usamos o m�etodo deNewton-Raphson para pesquisarmos e veri�carmos a estabilidade das solu�c~oes casadasobtidas atrav�es da equa�c~ao 2.52; tal m�etodo est�a descrito com detalhes no apêndiceC. A estabilidade �e determinada atrav�es do ��ndice de estabilidade �, de�nido como� = cos(k�x), onde k�x �e o n�umero de onda correspondente �as pequenas oscila�c~oeslineares em torno da trajet�oria peri�odica obtida com o m�etodo de Newton-Raphson.Para as �orbitas est�aveis, onde k�x �e um n�umero real, j�j < 1; se � ultrapassar o con-torno inferior, ou seja, tornar-se menor que - 1, diremos que houve um dobramento deper��odo e a estabilidade �e perdida. Se o parâmetro � ultrapassar o contorno superior� = +1 estar�a caracterizada uma bifurca�c~ao do tipo tangente inversa, sendo a esta-bilidade tamb�em perdida [41, 33, 46, 47]. Com o objetivo de obtermos informa�c~oessobre a estabilidade n~ao-linear das solu�c~oes casadas, tamb�em fazemos uso dos plots dePoincar�e no espa�co de fase do envelope. Tais plots s~ao obtidos atrav�es da integra�c~aoda equa�c~ao do envelope (equa�c~ao 2.52) e tomando o par (rb; drb=ds) a cada per��ododo campo focalizador para valores inteiros de s [33]. Mais detalhes sobre os plots dePoincar�e poder~ao ser vistos no apêndice B.Geralmente, o contexto das bifurca�c~oes para as solu�c~oes casadas quando se au-menta o avan�co de fase no v�acuo se d�a conforme explicaremos a seguir; uma descri�c~aodetalhada �e dada nas referências [46, 47]. As solu�c~oes casadas est�aveis originam-se



CAP�ITULO 3. CAMPO FOCALIZADOR � ESTABILIDADE DO FEIXE 20no espa�co de fase onde � = +1. As solu�c~oes casadas originais ocorrem exatamen-te para �0 = 0o, enquanto que para as novas regi~oes de estabilidade, tais solu�c~oesmanifestam-se para diferentes �0 > 180o. �A medida que o avan�co de fase no v�acuo�e aumentado, os respectivos valores de � evoluem para � = �1. Quando o valor� = �1 �e atingido, a solu�c~ao casada sofre uma bifurca�c~ao do tipo dobramento deper��odo e torna-se inst�avel. De�nimos como sendo uma regi~ao de estabilidade aque-la cujos valores de �0 correspondem aos ��ndices de estabilidade que variam desde� = +1 at�e a bifurca�c~ao com � = �1. Um fato bem conhecido, �e que antes das so-lu�c~oes casadas eventualmente desaparecerem do espa�co de fase, elas voltam ao valorcorrespondente a � = �1 antes de recuperarem a sua estabilidade, enquanto �0 �eaumentado. Entretanto, conforme mostrado na referência [47], tais solu�c~oes casadasn~ao s~ao usadas para feixes con�nados ap�os essa recupera�c~ao de estabilidade, uma vezque as simula�c~oes num�ericas auto-consistentes apontam um pequeno crescimento daemitância do feixe.Nos casos harmônicos, nos quais o campo magn�etico focalizador oscila senoidal-mente, foram obtidos os resultados anal��ticos que seguem [47, 51]. As novas regi~oes deestabilidade ocorrem quando a freq�uência de oscila�c~ao do campo magn�etico focaliza-dor casa com a freq�uência de auto-oscila�c~ao do envelope. Essa freq�uência casada podeadvir do fato de que enquanto o campo magn�etico �e �xado numa dada freq�uência, afreq�uência do envelope varia sobre um intervalo cujos valores s~ao determinados portodos os parâmetros de controle do sistema. Em particular, a freq�uência de oscila�c~aodo envelope aumenta com a intensidade do campo magn�etico focalizador, que temum valor aproximadamente igual a 2�0. Sendo a freq�uência do campo magn�eticoigual a 2�, conclui-se que a segunda regi~ao conduz aproximadamente a uma regi~aode parâmetros dados por 2�0 � 2�, ou seja, �0 � 180o [46]. C�alculos mais precisosbaseados nas formas normais de teoria de bifurca�c~ao foram extensamente desenvol-vidas nas referências [47, 51], e atualmente mostra-se que ap�os um gap, onde n~aoexiste solu�c~ao casada, a segunda regi~ao �e formada quando �0 volta a se tornar maiordo que 180o. Nos casos harmônicos, a forma�c~ao do gap ao longo do eixo de �0 �erigorosamente iniciada em 180o.Em casos mais gerais, onde o campo magn�etico focalizador n~ao �e harmônico,an�alises num�ericas foram realizadas e constatou-se que os resultados b�asicos forammantidos, exceto o fato de que os gaps podem tornar-se mais largos, conforme des-creveremos a seguir.A �m de determinarmos como o per�l do campo magn�etico focalizador in-
uencia sobre o transporte e estabilidade do feixe, utilizamos plots no espa�co deparâmetros �0 versus �, enfatizando as diferentes regi~oes de estabilidade. De acordocom o que vimos anteriormente, � �e o parâmetro que determina todos os tipos deper�s para o campo focalizador: enquanto � sofre pequenas varia�c~oes (<< 1) o per�l



CAP�ITULO 3. CAMPO FOCALIZADOR � ESTABILIDADE DO FEIXE 21do campo focalizador evolui continuamente desde uma suave senoidal at�e a forma deonda quadrada (� ! 1). Nesses plots usamos o m�etodo de Newton-Raphson paradeterminar numericamente os contornos �0 = �0(�) nos quais as solu�c~oes casadasest�aveis surgem no espa�co de fase com � = +1 e perdem a estabilidade com � = �1.Os resultados para as duas primeiras regi~oes de estabilidade (a original e a seguinte)obtidos para � = 0; 5 (a) e � = 0; 2 (b) s~ao mostrados na �gura 3.2, onde a intensi-dade do feixe �e escolhida para K = 5; 0. As regi~oes escuras correspondem �as regi~oesest�aveis; a regi~ao abaixo de � � 180o �e a regi~ao original de estabilidade (ROE) ea outra �e a segunda regi~ao de estabilidade (SRE). As regi~oes de mais altas ordensde estabilidade tamb�em foram investigadas e os resultados s~ao qualitativamente osmesmos que para a SRE.Para um maior fator de preenchimento, como no caso � = 0; 5 (veja a �gura3.2 (a)), mostrou-se que as regi~oes de estabilidade n~ao foram grandemente afetadaspelas varia�c~oes em �. Somente algum estreitamento da SRE foi veri�cado �a medidaque o campo focalizador tornou-se mais localizado (aumentando �). Os pain�eis (a)e (b) da �gura 3.3 comparam os plots de Poincar�e do espa�co de fase para a SREobtidos para os casos limite � = 10�1 e � = 104 da �gura 3.2(a). A �m de podermoscomparar as solu�c~oes casadas com situa�c~oes similares de estabilidade, consideramosavan�cos de fase no v�acuo que conduzem ao mesmo ��ndice de estabilidade � em ambosos casos. Particularmente, encontramos � = �0; 58 que corresponde a �0 = 297; 3opara � = 10�1 e �0 = 294; 2o para � = 104. Isto tem mostrado que no caso onde� = 10�1 o espa�co de fase �e completamente regular, enquanto que para � = 104o aumento signi�cativo das componentes de Fourier do per�l do campo focalizadorimplica no aparecimento de ilhas de ressonância no espa�co de fase. Entretanto, nessecaso, as ressonâncias s~ao pequenas, n~ao levando �a sobreposi�c~ao nem caos, estandoafastadas da solu�c~ao casada; isto sugere que estamos evidenciando apenas muitassolu�c~oes descasadas. Portanto, conclui-se que para grandes fatores de preenchimento(�), o detalhado conhecimento do tipo de campo focalizador n~ao �e cr��tico para aestabilidade do feixe.Por outro lado, para valores menores do fator de preenchimento (�), por exem-plo para � = 0,2, mostramos na �gura 3.2(b) que o per�l do campo focalizador �emuito signi�cativo para a estabilidade do feixe e �a medida que � cresce, dois efeitostornam-se vis��veis na SRE. (i) No primeiro, h�a um aumento no espa�co de fase ne-cess�ario para atingir-se a SRE. Uma vez que �0 �e proporcional ao valor quadr�aticom�edio do campo focalizador, conclui-se que o pico do campo magn�etico �e conside-ravelmente aumentado �a medida que o campo magn�etico torna-se mais localizadocom pequenos valores de �, n~ao apenas porque esta m�edia tende a aumentar, comotamb�em a regi~ao espacial onde o campo �e efetivamente aplicado �e diminu��da. Nocaso representado na �gura 3.2(b), por exemplo, levando-se em conta que �0 para a
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Figura 3.2: Plot do espa�co de parâmetros �0 versus � mostrando a localiza�c~ao dasduas primeiras regi~oes de estabilidade para (a) � = 0; 5 e (b) � = 0; 2. A intensidadedo feixe corresponde a K = 5; 0.SRE aumenta drasticamente de 50% quando � varia de 10�1 para 104, o aumento nopico do campo magn�etico �e cerca de 3,75 vezes maior. Representando o raio m��nimodo envelope por r�b , pode-se concluir que o pico do campo magn�etico para a SREdiminui com �, enquanto que r�b �e notoriamente reduzido. A �gura 3.4 representacomo r�b varia com log� e mostra que o decrescimento em r�b �a medida que � vai de10�1 para 104 �e cerca de 5 vezes, o que de fato supera o acr�escimo na intensidade dopico do campo magn�etico focalizador. (ii) Em segundo lugar, a SRE torna-se muitomais estreita enquanto � �e aumentado. O intervalo do avan�co do espa�co de fase nov�acuo para a qual a SRE existe vai desde 80o at�e 25o, �a medida que � �e aumentado.Esse resultado n~ao apenas revela que quanto mais precisa for a intensidade do campofocalizador, torna-se necess�ario um canal focalizador mais localizado para � = 0; 2,como tamb�em sugere que mais ressonâncias n~ao-lineares podem aparecer no espa�code fase devido �as varia�c~oes de � com �0, e ainda que o intervalo de freq�uências orbitaisno espa�co de fase �e ampliado. Isso �e con�rmado pelos plots de Poincar�e do espa�code fase para a SRE, mostrados nas �guras 3.3 (c)-(f), com � = 10�1, 101, 102 e 104,respectivamente, correspondentes aos mesmos valores de � usados na �gura 3.1. Ain-da, para comparar casos com comportamentos similares da estabilidade, em todas as�guras o avan�co de fase no v�acuo �e escolhido tal que o fator de estabilidade �e tamb�em� = �0; 58. No painel (c) (� = 10�1), o espa�co de fase �e completamente regular comausência de ressonâncias n~ao-lineares, nem caos. Ao aumentarmos � para 101 [painel(d)], muitos grupos de ressonâncias n~ao-lineares surgem. Entretanto, elas ainda s~aosu�cientemente pequenas de modo que nem sobreposi�c~ao de ressonâncias, nem caos,s~ao percept��veis. Ao aumentarmos � para 102 [painel (e)], as ilhas de ressonâncian~ao-lineares crescem consideravelmente, com mais proeminência de caos separatriz esobreposi�c~ao de ressonâncias. Para � = 104 [painel (f)] as ilhas de ressonância s~ao
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Figura 3.3: Plots de Poincar�e no espa�co de fase rb versus drb=ds para K = 5; 0 e (a)� = 0; 5, � = 10�1, �0 = 297; 3o; (b)� = 0; 5, � = 104, �0 = 294; 20; (c) � = 0; 2,� = 10�1, �0 = 297; 3; (d) � = 0; 2, � = 101, �0 = 357; 9o; (e) � = 0; 2, � = 102,�0 = 418; 4o; (f) � = 0; 2, � = 104, �0 = 420; 2o. Todos os casos correspondem a SREcom o mesmo ��ndice de estabilidade � = �0; 58.completamente sobrepostas, apresentando-se uma �na camada ca�otica que se estendepor uma regi~ao de caos na qual o envelope do feixe pode difundir-se para valores cadavez maiores �a medida que o feixe descasado se propaga. Apesar de que em todosos casos apresentados na �gura 3.3 (c)-(f) haja uma indica�c~ao de que as trajet�oriasregulares disponham-se em torno da solu�c~ao casada, algum caos pode estar presente.O caos no espa�co de fase do envelope pode ainda afetar no transporte do feixe, levan-do tal feixe a perder qualidade, conforme se discute na referência [7]. Essa quest~aoser�a estudada com mais detalhes na pr�oxima sec�c~ao onde adicionaremos a simula�c~aoauto-consistente do feixe.Outros valores do fator de preenchimento, �, tamb�em ser~ao investigados e aconclus~ao mais geral �e que � = 0; 5 pode ser encarado como um ponto de equil��brio,
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log ∆Figura 3.4: O raio de oscila�c~ao m��nima das solu�c~oes est�aveis casadas r�b como umafun�c~ao de � para a SRE com � = 0; 2, K = 5; 0 e � = �0; 58.no sentido que acima da SRE, neste valor as novas regi~oes de estabilidade n~ao s~aograndemente afetadas pelas varia�c~oes no parâmetro do campo focalizador. Isso est�aprovavelmente relacionado ao fato de que exatamente para � = 0; 5 os limites parao campo focalizador, senoidal (� ! 0) e onda quadrada (� ! 1), apresentam amesma norma N = 1 + R 10 cos(s)ds = 1; 0, de modo que o pico do campo magn�eticoseja o mesmo em ambos os casos. Para � > 0; 5 encontramos que as novas regi~oestendem a crescer enquanto � �e aumentado a partir de 0, aproximando-se da ROE.De fato, podemos eventualmente encontrar conjunto de parâmetros para os quaisduas solu�c~oes casadas est�aveis coexistam no espa�co de fase. Por outro lado, comomostramos detalhadamente para � = 0; 2, quando � < 0; 5 as novas regi~oes tornam-se mais estreitas e ocorrem para maiores avan�cos de fase no v�acuo �a medida que ��e aumentado. Particularmente, para o caso de lentes �nas onde � ! 0, � ! 1,e �z(s) tende a uma s�erie de fun�c~oes delta de Dirac, o in��cio das novas regi~oes deestabilidade somente ocorre para �0 ! 1, o que objetivamente signi�ca que taisregi~oes n~ao existem. Entretanto, conforme discutimos no cap��tulo anterior, este limiten~ao �e real��stico devido �as restri�c~oes impostas pelas equa�c~oes de Maxwell sobre o feixefocalizador dado pela equa�c~ao 2.1.3.3 Simula�c~ao num�erica autoconsistente do feixeA �m de investigar o transporte e estabilidade do feixe, tamb�em realizamos simu-la�c~oes num�ericas autoconsistentes usando o m�etodo da fun�c~ao de Green, com ma-cropart��culas de tamanho �nito [45] e, assim, calcularmos os autocampos. Nessassimula�c~oes, N = 2500 macropart��culas foram lan�cadas de acordo com a distribui�c~aode Kapchinskij-Vladimirskij [26] e transportadas sob a�c~ao de um campo magn�eticofocalizador cujo per�l �e dado pela equa�c~ao 3.1. O n�umero �nito de macropart��culasnaturalmente introduz descasamentos no envelope e imprecis~oes na distribui�c~ao do
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Figura 3.5: Nos pain�eis (a) e (b), o valor rms das emitâncias transversas "x e "yversus s obtidas atrav�es de simula�c~oes num�ericas auto-consistentes para os mesmosparâmetros usados nas �guras 3(c) e 3(f), respectivamente. No painel (c) a compa-ra�c~ao do raio resultante do feixe obtido da equa�c~ao do envelope 2.52 e as simula�c~oesauto-consistentes para os �ultimos três per��odos apresentados no painel (b).feixe, o que poder�a ser visto como alguma instabilidade. O raio do feixe KV foicalculado autoconsistentemente ,rb = h2(x2 + y2)i 12 ; (3.7)que �e p2 o valor rms do raio, e o rms da emitância transversa �e dado por�� = 4q< �2 >< � 02 > � < �� 0 >2; � = x; y (3.8)que determina se a qualidade do feixe �e preservada. Nas equa�c~oes 3.7 e 3.8, < ::: >representa uma m�edia sobre todas macropart��culas.Na �gura 3.5 comparamos o comportamento da emitância para casos corres-pondentes �aqueles mostrados nos pain�eis (c) e (f) da �gura 3.3. Constata-se que parao per�l quase senoidal do campo focalizador em que � = 10�1 da �gura 3.5 (a) aemitância permanece em torno de �x;y = 1, enquanto que para o per�l quase ondaquadrada, caso em que � = 104, se veri�ca um pequeno crescimento da emitância.



CAP�ITULO 3. CAMPO FOCALIZADOR � ESTABILIDADE DO FEIXE 26Tal crescimento est�a provavelmente associado com a presen�ca de ressonâncias n~ao-lineares vistas na �gura 3.3 (f), conforme sugerido nas referências [7, 8], embora iston~ao seja su�cientemente forte a ponto de desestabilizar a dinâmica do envelope. Defato, o �ultimo painel, �gura 3.5 (c), mostra que a concordância entre a dinâmica doenvelope obtida atrav�es da simula�c~ao autoconsistente e da equa�c~ao 2.52 (que pres-sup~oe emitância constante) �e preservada atrav�es do canal focalizador. O crescimentoda emitância, t~ao pequeno como nesse caso, �as vezes torna-se um problema no trans-porte do feixe. Por outro lado, essa desvantagem em se controlar o feixe pode sercompensada pela pequena espessura do feixe obtida na SRE, tudo dependendo dascondi�c~oes experimentais e �nalidades. Espera-se que o crescimento da emitância sejamenor do que no caso do correspondente per�l de onda quase quadrada, como nas si-tua�c~oes aqui investigadas, cujos per�s do campo focalizador real��stico caracterizam-sepor uma pequena suavidade.
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Cap��tulo 4Instabilidades sem simetria axial
4.1 Considera�c~oes iniciaisUm estudo relevante relacionado �a f��sica de feixes periodicamente focalizados dizrespeito �a in
uência na dinâmica e estabilidade do feixe, quando este �ca sujeito aperturba�c~oes azimutais. Primeiramente devemos lembrar que a equa�c~ao do envelopedo feixe (equa�c~ao 2.54) pode descrever somente perturba�c~oes em feixes com simetriaaxial e com 
utua�c~oes n~ao azimutais. Uma an�alise completa da estabilidade do feixeque incorpore perturba�c~oes azimutais pode ser dif��cil, quando esse feixe for con�nadopor campos com estrutura peri�odica. Por�em, uma importante classe de perturba�c~oessem simetria axial pode ser investigada usando-se equa�c~oes de envelope mais gerais,dadas por [16, 54], d2ads2 = ��z(s)a+ 2Ka+ b + 1a3 ;d2bds2 = ��z(s)b+ 2Ka + b + 1b3 ; (4.1)onde a = a(s) e b = b(s) representam os semi-eixos de uma sec�c~ao transversal elip-tica do feixe ao longo das dire�c~oes x e y, respectivamente, enquanto que os demaisparâmetros e normaliza�c~oes permanecem os mesmos usados na equa�c~ao 2.54. Asequa�c~oes 4.1 podem ser deduzidas de maneira an�aloga ao que �zemos para a equa�c~aodo envelope para um feixe com sec�c~ao circular (equa�c~ao 2.52); assim sendo, nos li-mitaremos a indicar como podem ser deduzidas as equa�c~oes de movimento nos refe-renciais do laborat�orio e de Larmor, a fun�c~ao de distribui�c~ao KV para um feixe desec�c~ao el��ptica e a equa�c~ao normalizada do envelope de um feixe casado sujeito a umcampo magn�etico focalizador. A dedu�c~ao completa de cada um desses passos podeser encontrada na referência [16].



CAP�ITULO 4. INSTABILIDADES SEM SIMETRIA AXIAL 284.2 Equa�c~oes de envelope mais geraisConsideremos um feixe de part��culas carregadas intenso e cont��nuo, exibindo as mes-mas caracter��sticas e descrito da mesma maneira que �zemos no cap��tulo 2. Naaproxima�c~ao paraxial, o movimento transversal da part��cula �e assumido como sendon~ao-relativ��stico, e o parâmetro de Budker [5] muito menor do que a unidade, ouseja, �B = q2N=(mc2) � 1, onde N = R nb(x; y; s)dxdy �e a densidade do feixe porcomprimento axial, q e m s~ao a carga e a massa de repouso das part��culas do feixe,respectivamente. Os auto-campos el�etricos e magn�eticos em equil��brio, relativos aofeixe, s~ao dados porEauto(x; y; s) =  �êx @@x + êy @@y!�auto(x; y; s);Bauto(x; y; s) =  êx @@y � êy @@x!Aautoz (x; y; s); (4.2)onde o potencial escalar para o auto-campo el�etrico, satisfaz �a equa�c~ao de Poisson, @2@x2 + @2@y2!�auto(x; y; s) = �4�qnb(x; y; s); (4.3)e o potencial vetorial para o auto-campo magn�etico �e dado porAauto(x; y; s) = �b�auto(x; y; s)êz: (4.4)Considerando um feixe de part��culas axialmente cont��nuo, com densidade uniformeNb = R nb(x; y; s)dxdy = nb�ab = constante, ou seja, independente das coordenadasx e y, e que tenha sec�c~ao transversal el��ptica com semi-eixos a e b tais que 0 �x2=[a2(s)] + y2=[b2(s)] < 1, o potencial do auto-campo adimensional �e (x; y; s) � q�auto(x; y; s)
3bm�2b c2 : (4.5)A equa�c~ao de Poisson bidimensional, 4.3, assume a forma @2@x2 + @2@y2! (x; y; s) = (�(2�K=Nb)nb(x; y; s); se 0 � x2=a2 + y2=b2 < 10; se x2=a2 + y2=b2 > 1. (4.6)Na equa�c~ao anterior, K �e a perveância do auto-campo, de�nida no cap��tulo 2, a e bs~ao os semi-eixos maior e menor de uma sec�c~ao el��ptica do feixe, onde a; b � Rcil eRcil �e o raio do cilindro condutor que envolve o feixe. A solu�c~ao exata da equa�c~ao 4.6�e  (x; y; s) = � Ka + b  x2a + y2b ! (4.7)



CAP�ITULO 4. INSTABILIDADES SEM SIMETRIA AXIAL 29no interior do feixe (0 � x2=[a2(s)] + y2=[b2(s)] < 1), assumindo  (x = 0; y = 0) =0 (ou seja,  = 0 no centro do feixe). De maneira an�aloga ao feito no cap��tulo2, as equa�c~oes de movimento no referencial do laborat�orio podem ser derivadas dohalmitoniano de part��cula �unica de�nido por [7, 8]H(x; y; s; Px; Py; Pz) = " Px � qAfocxc !2 +  Py � qAfocyc !2+ Pz � qAautozc !2 +mc2# 12 + q�auto; (4.8)onde (s; Pz) �e o par de vari�aveis canonicamente conjugadas, sendo que o momentumcanônico se relaciona com o momentum mecânico por P = p + (q=c)Afoc + Aauto.introduzindo os momenta canônicos transversais normalizados, P̂x = Px=(
bm�bc)e P̂y = Py=(
bm�bc), o hamiltoniano normalizado, 
̂ = 
=(
bm�bc), o parâmetrofocalizador normalizado, �0 = qBz=(2
bm�bc2) e os parâmetros dos auto-camposnormalizados, �autox (s) = K=f[a(s) + b(s)]a(s)g e �autoy (s) = K=f[a(s) + b(s)]b(s)g,o hamiltoniano pode ser escrito como
̂(x; y; P̂x; P̂y;�H; s) = �1 + 12 ��P̂x + �0y�2 + �P̂y � �0x�2�� ��autox x2 + �autoy y2� :(4.9)De�nindo o hamitoniano transversal, 
? = 
̂ + 1, obtemos
?(x; y; P̂x; P̂y; s) = 12 ��P̂x + �0y�2 + �P̂y � �0x�2�� (�autox x2 + �autoy y2): (4.10)Para um feixe com sec�c~ao el��ptica, as equa�c~oes transversais do movimento no referen-cial do laborat�orio s~ao dxds = @
?@P̂x = P̂x + �0y;dP̂xds = �@
?@x = P̂y�0 � [�20 � 2�autox (s)]x;dyds = @
?@P̂y = P̂y � �0x; (4.11)dP̂yds = �@
?@y = �P̂x�0 � [�20 � 2�autoy (s)]y;onde se pode observar que o movimento na dire�c~ao x �e fortemente acoplado com omovimento na dire�c~ao y. Ap�os realizar-se uma transforma�c~ao canônica do referencialdo laborat�orio para o referencial de Larmor, que rota em rela�c~ao ao referencial dolaborat�orio com velocidade angular �bc�0 = qBz=(2
bmc), chega-se a um novo hamil-toniano transversal �?, expresso nas vari�aveis do referencial de Larmor (~x; ~y; ~Px; ~Py),



CAP�ITULO 4. INSTABILIDADES SEM SIMETRIA AXIAL 30e dado por �?(~x; ~y; ~Px; ~Py) = 12 � ~P 2x + ~P 2y �+ �202 �~x2 + ~y2�+  (~x; ~y; s); (4.12)onde  (~x; ~y; s) = � Ka + b  ~x2a + ~y2b ! : (4.13)A solu�c~ao completa da equa�c~ao de Poisson em coordenadas el��pticas pode ser encon-trada na referência [13]. Utilizando-se os parâmetros dos auto-campos normalizados,�autox = K=f[a(s) + b(s)]a(s)g e �autoy = K=f[a(s) + b(s)]b(s)g (equa�c~oes 2.35 e parau-toynorm), obtemos  (~x; ~y; s) = � ��autox ~x2 + �autoy ~y2� ; (4.14)dessa forma, o hamiltoniano 4.12 pode ser escrito como�? = 12 � ~P 2x + ~P 2y �+ �202 �~x2 + ~y2�� ��autox ~x2 + �autoy ~y2� : (4.15)De�nindo-se �x = �20 � 2�autox e �y = �20 � 2�autoy , as equa�c~oes de movimento noreferencial de Larmor s~ao d~xds = @�?@ ~Px = ~Px;d~yds = @�?@ ~Py = ~Py;d ~Pxds = �@�?@~x = ��x~x; (4.16)d ~Pyds = �@�?@~y = ��y~y:Combinando a primeira e a terceira equa�c~oes com a segunda e a quarta em 4.16,obtemos novamente as conhecidas equa�c~oes de Hill [16, 21, 33],d2~xds2 + �x~x = 0;d2~yds2 + �y~x = 0: (4.17)Conv�em observar que agora os movimentos nas dire�c~oes ~x e ~y tornam-se desacopladospara um per�l de densidade uniforme.Analogamente ao realizado no cap��tulo 2 para o caso de um feixe de sec�c~aocircular, constr�oi-se a fun�c~ao de distribui�c~ao KV de equil��brio para um feixe intensode part��culas carregadas no referencial de Larmor, adaptando-se o procedimento deCourant e Snyder [12] do s��ncrotron de gradiente alternado, resultando



CAP�ITULO 4. INSTABILIDADES SEM SIMETRIA AXIAL 31fb(A2x; A2y) = C�  A2x�x + A2y�y � 1! ; (4.18)onde C �e uma constante de normaliza�c~ao que ser�a calculada posteriormente, �xe �y s~ao as emitâncias transversais do feixe, assumidas como sendo constantes e� �A2x=�x + A2y=�y � 1� �e a fun�c~ao delta de Dirac; esta express~ao �e conhecida como dis-tribui�c~ao de Kapchinskij-Vladimirskij (KV) [7, 16, 26]. A distribui�c~ao 4.18 tamb�emassume a forma fb = N�2�~x�~y � " 1�~x (X2 + P 2X) + 1�~y (Y 2 + P 2Y )� 1# : (4.19)Uma propriedade de equil��brio da distribui�c~ao KV, o per�l de densidade dofeixe, pode ser escrita comonb = (Nb=[�a(s)b(s)]; se 0 � ~x2=[a2(s)] + ~y2=[b2(s)] < 10; se ~x2=[a2(s)] + ~y2=[b2(s)] > 1, (4.20)onde identi�ca-se a(s) = p�~x!~x e b(s) = p�~y!~y, correspondentemente a um per�l dedensidade uniforme na sec�c~ao transversal el��ptica do feixe, ~x2=[a2(s)]+ ~y2=[b2(s)] = 1,e em consistência com o tipo de distribui�c~ao KV (equa�c~ao 4.19); dessa forma �cademonstrada a auto-consistência do sistema.O envelope externo do feixe �e de�nido por ~x2=[a2(s)] + ~y2=[b2(s)] = 1. Om�aximo afastamento da part��cula carregada na dire�c~ao x corresponde a x = a(s),que ocorre quando  ~x(s)+�~x0 = 0 e  ~y(s)+�~y0 = 0. Ap�os algum trabalho alg�ebrico,semelhante ao realizado para se obter a equa�c~ao do envelope para um feixe de se�c~aocircular, resulta d2a(s)ds2 + �20a(s)� 2K[a(s) + b(s)] � �2~xa3(s) = 0; (4.21)que descreve como o semi-eixo maior da elipse, a(s), evolui. Analogamente, o outrosemi-eixo da sec�c~ao el��ptica, b(s), evolui de acordo com a equa�c~aod2b(s)ds2 + �20b(s)� 2K[a(s) + b(s)] � �2~yb3(s) = 0: (4.22)Assim, o envelope do feixe �e descrito por duas equa�c~oes diferenciais ordin�arias desegunda ordem acopladas.
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Figura 4.1: Diagrama de estabilidade para perturba�c~oes bidimensionais; K = 3,0 e �= 1,0.4.3 An�alise das solu�c~oes das equa�c~oes de envelopeA equa�c~ao 4.1 descreve os modos em que o feixe se apresenta com simetria axial,a(s) = b(s), bem como os modos sem simetria axial onde a e b oscilam em oposi�c~aode fase [54], desde que desprezemos a rota�c~ao do envelope el��ptico do feixe no referen-cial de Larmor [45]. Referimo-nos a esses modos como do tipo quadrup�olo. A �m derealizarmos a an�alise da estabilidade do feixe cujo envelope �e descrito pelas equa�c~oes4.1 vamos novamente aplicar o m�etodo de Newton-Raphson, levando em conta queestamos trabalhando com um sistema de (2 + 1=2) graus de liberdade. Embora osalgoritmos num�ericos sejam similares aos usados anteriormente, podemos resumir osresultados obtidos na �gura 4.1. Devido �a complexidade relativa nas opera�c~oes dassimula�c~oes, escolhemos mostrar os valores absolutos dos autovalores da matriz deestabilidade; se algum dos autovalores for maior que a unidade, a solu�c~ao casada �einst�avel. Na �gura 4.1 identi�ca-se a existência de diferentes regi~oes de estabilidadeseparadas por gaps, nos quais solu�c~oes casadas n~ao se fazem presentes. Al�em disso, a�gura 4.1 mostra um par de eleva�c~oes inst�aveis em cada regi~ao de estabilidade. A pri-meira eleva�c~ao de instabilidade em cada par corresponde ao dobramento de per��ododa oscila�c~ao do feixe com simetria axial. A segunda eleva�c~ao de cada par �e corres-pondente a uma regi~ao de instabilidade adicional associada �a instabilidade do tipoquadrup�olo, na qual a(s) e b(s) oscilam em oposi�c~ao de fase. Entretanto, as regi~oesinst�aveis do tipo quadrup�olo ocorrem nas sec�c~oes onde cresce o ��ndice de estabilidade,conforme se veri�ca na �gura 4.1 com 110o<� �0<� 135o e 315o<� �0 <� 360o, sendo quetais sec�c~oes n~ao s~ao convenientes para o con�namento do feixe devido �a prolifera�c~ao



CAP�ITULO 4. INSTABILIDADES SEM SIMETRIA AXIAL 33de ilhas de ressonância. Nas regi~oes apropriadas de con�namento, onde o ��ndice deestabilidade diminui, a estabilidade �e preservada, isto �e, nesse caso a segunda zona deestabilidade exibe o mesmo tipo de propriedades de estabilidade que aquelas previstaspela an�alise da simetria axial.Embora as instabilidades do tipo quadrup�olo ocorram tanto na regi~ao usual(�0 < 180o) quanto nas novas regi~oes de estabilidade, conv�em ressaltar que:1 - nas regi~oes correspondentes ao dobramento de per��odo (primeira eleva�c~ao), ossemi-eixos, a(s) e b(s), oscilam de modo axissim�etrico, sendo a(s) � b(s), ou seja,a sec�c~ao transversal do feixe mant�em-se praticamente circular. O gr�a�co 4.3 indicaque, nessas regi~oes, a(s) e b(s) diferem no m�aximo da ordem de 0,3%.2 - J�a nas regi~oes correspondentes �as instabilidades de quadrup�olo, onde a(s) e b(s)oscilam em oposi�c~ao de fase (segunda eleva�c~ao), a sec�c~ao transversal do feixe torna-se bastante excêntrica para certos valores da coordenada axial s, de modo que umdos semi-eixos da sec�c~ao el��ptica torna-se at�e cerca de 2,5 vezes maior do que ooutro semi-eixo. Observe-se na �gura 4.3 que o crescimento de qualquer um dossemi-eixos �e saturado. Este fato tamb�em pode ser visualizado atrav�es do gr�a�co4.3. O gr�a�co 4.3 mostra claramente que, para certos intervalos da coordenada axials praticamente n~ao existe diferen�ca entre os semieixos a(s) e b(s), de modo que asec�c~ao el��ptica muito se aproxima de uma sec�c~ao circular, correspondendo �as regi~oes dedobramento de per��odo (primeira eleva�c~ao), mas para outros intervalos da coordenadas tal diferen�ca �e bastante acentuada, correspondendo �as instabilidades de quadrup�olo(segunda eleva�c~ao). Esse comportamento ocorre como se, periodicamente, a dire�c~aoem que est~ao dispostos os eletro��m~as do sistema magn�etico con�nador fosse mudadapara uma dire�c~ao perpendicular �a anterior; nesse caso, as oscila�c~oes ocorreriam comose o feixe estivesse sujeito a um quadrup�olo magn�etico.
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Figura 4.2: Raz~ao entre os semi-eixos da sec�c~ao el��ptica, correspondentes �a primeira(�gura (a) - feixe com simetria axial - linha cheia) e segunda (�gura (b) - feixeoscilando no modo quadrupolar - linha tracejada).
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Figura 4.3: Diferen�ca entre os semi-eixos de uma secc~ao el��ptica do feixe. Em (a) secaracteriza o feixe com simetria axial, enquanto que em (b), o feixe oscila no modoquadrupolar.
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Cap��tulo 5Centr�oide e o cilindro condutor
5.1 Considera�c~oes iniciaisUma pr�atica comum na an�alise do transporte de um feixe intenso de part��culas emsistemas con�nados por um campo peri�odico, �e considerar que a centr�oide do feixeesteja perfeitamente alinhada com o eixo do sistema [7, 8, 9, 16, 47]. A suposi�c~ao deque o eixo de simetria do sistema seja uma posi�c~ao de equil��brio para a centr�oide �emuitas vezes adequada. Esse equil��brio �e predominantemente est�avel quando se usaa aproxima�c~ao de feixe suave, na qual 
utua�c~oes peri�odicas do sistema focalizadorpodem ser tomadas como uma m�edia [22, 23]. Ressonâncias param�etricas envolvendoo movimento da centr�oide e o campo focalizador peri�odico podem, entretanto, afetara estabilidade quando a freq�uência de oscila�c~ao da centr�oide e do campo peri�odicos~ao comensur�aveis, o que torna proibitivo o uso de t�ecnicas de media�c~ao. Esse tipo deinstabilidade adiciona algumas restri�c~oes operacionais, al�em daquelas j�a exigidas paraa estabilidade da dinâmica do envelope do feixe, desde que as regi~oes est�aveis para adinâmica do envelope superponham-se com as regi~oes inst�aveis para a dinâmica dacentr�oide.O estudo da dinâmica do envelope tem sido objeto de estudos recentes, bus-cando para as regi~oes operacionais est�aveis um conjunto de parâmetros de�nido peloper�l e intensidade do campo focalizador, os quais s~ao parâmetros de controle re-levantes para esse tipo de sistema [41]. Dando aten�c~ao �as solu�c~oes com a mesmaperiodicidade do campo magn�etico focalizador (as quais denominamos de solu�c~oescasadas), resultados anteriores ressaltam o fato de que as regi~oes est�aveis existem es~ao separadas uma da outra por um conjunto de vazios nos quais as solu�c~oes casa-das s~ao inst�aveis ou simplesmente n~ao existem [46, 51, 54]. Regi~oes de instabilidadedo envelope s~ao imediatamente descartadas do conjunto de regi~oes operacionais parao transporte do feixe, de modo que estamos interessados em compreender como asregi~oes est�aveis do envelope respondem �a dinâmica da centr�oide. Desestabiliza�c~ao



CAP�ITULO 5. CENTR �OIDE E O CILINDRO CONDUTOR 37devida �a centr�oide pode ser visualizada como uma restri�c~ao adicional, reduzindo oespa�co de parâmetros operacionais dispon��veis.A id�eia aqui �e, portanto, realizar an�alises da combina�c~ao dos movimentos dacentr�oide e do envelope sob in
uência de um campo focalizador peri�odico. Primei-ramente consideraremos a propaga�c~ao de um feixe de densidade homogênea em umaparato focalizador solenoidal em espa�co livre, j�a que este modelo �e su�cientemen-te gen�erico para representar o que ocorre em uma variedade de situa�c~oes relevantes[16, 26]. Demonstra-se que a distribui�c~ao de equil��brio Kapchinskij-Vladimirskij (KV)existe para feixes fora do eixo, e as equa�c~oes para a evolu�c~ao da centr�oide e do en-velope s~ao obtidas concordantemente. Mostramos que as regi~oes de instabilidade dadinâmica da centr�oide podem superpor-se com as regi~oes est�aveis para a dinâmica doenvelope apenas, e que esta sobreposi�c~ao persiste enquanto o per�l do campo focali-zador peri�odico �e variado desde a forma senoidal at�e a de onda quadrada. Conformemencionado, essa instabilidade resulta dos batimentos entre a periodicidade do campofocalizador e a freq�uência natural de oscila�c~ao da centr�oide; tal comportamento n~ao �eexibido em sistemas homogêneos, embora deva ser tratado com cautela em sistemasperi�odicos de con�namento. A an�alise �e suplementada com simula�c~oes que envolvemum grande n�umero de macropart��culas, as quais mostram que a abordagem de baixadimens~ao baseada nas equa�c~oes do envelope e da centr�oide s~ao bastante precisas.Considera�c~oes relativas �a simetria nos levam a concluir que a in
uência docilindro condutor sobre a dinâmica do envelope �e nula, em geometrias solenoidaiscom simetria axial. Mesmo em geometrias mais gerais e complexas, como aquelasque exibem quadrup�olos alternados, a in
uência do cilindro condutor �e fraca [49].A in
uência do cilindro condutor sobre a dinâmica da centr�oide tem sido estudada,mas somente sob a aproxima�c~ao de feixe suave, conforme mencionado anteriormente[22, 23]. Portanto, �e apropriado para visualizar essa �ultima quest~ao quando as aproxi-ma�c~oes de feixe suave falham e, assim, desenvolvemos uma an�alise pertinente na parte�nal desse cap��tulo. Mostramos que a dinâmica da centr�oide pode tornar-se ca�otica �amedida que os efeitos n~ao-lineares das paredes condutoras forem incluidos. A regi~aoca�otica n~ao se estende abaixo do eixo, mas sob certas condi�c~oes pode tornar-se muitofechada a ponto de amea�car a estabilidade n~ao-linear do esquema de transporte.Este cap��tulo est�a organizado conforme segue: na sec�c~ao 2 de�nimos o modeloe introduzimos os m�etodos de an�alise a serem empregados, enquanto que na sec�c~ao 3fazemos o mapeamento das v�arias regi~oes est�aveis e inst�aveis relativas aos movimentosda centr�oide e do envelope, com a ajuda de um m�etodo num�erico para determina�c~aode ra��zes e simula�c~oes completas de multipart��culas.



CAP�ITULO 5. CENTR �OIDE E O CILINDRO CONDUTOR 385.2 O modelo e os m�etodosConsideremos um intenso e cont��nuo feixe de part��culas transportado com velocidadeaxial constante sob a�c~ao de um campo magn�etico focalizador peri�odico. Quando ofeixe estiver perfeitamente alinhado com o eixo de transporte, que tomamos comosendo o eixo z, a equa�c~ao apropriada que descreve o envelope rb �er00b + �z(s)rb = F (rb); (5.1)onde introduzimos a nota�c~ao usual s � z da f��sica de feixes e r00b � d2rb=ds2.Um entendimento fundamental das propriedades de equil��brio cin�etico e estabi-lidade de certos sistemas �e procurado. Esses sistemas incluem feixes de altas correntesperiodicamente focalizadas e de baixa emitância. Vimos que tal entendimento �e cru-cial para um grande n�umero de aplica�c~oes, como aceleradores de part��culas e fontescoerentes de radia�c~ao. Por muito tempo, a distribui�c~ao Kapchinskij-Vladimirskij(KV) [26] foi a �unica distribui�c~ao de equil��brio de Vlasov [27] conhecida para a pro-paga�c~ao de feixes intensos de part��culas periodicamente focalizados. A an�alise deequil��brio e estabilidade baseada no feixe KV tem sido cr��tica para o desenvolvimentoe compreens~ao da f��sica de um feixe intenso [7, 8, 16, 18, 46, 47, 54]. Mais recente-mente, tem-se mostrado que a distribui�c~ao KV pode ser generalizada para permitiro estudo da rota�c~ao do feixe r��gido relativamente ao referencial de Larmor, sujeitoa campos focalizadores solenoidais peri�odicos [9]. Tais estudos indicam que a ro-ta�c~ao pode ter um papel importante para estabilidade do feixe de part��culas [10]. Naobten�c~ao desse equil��brio de Vlasov, faz-se a suposi�c~ao de que o feixe esteja perfeita-mente alinhado com o eixo de simetria do campo focalizador [7, 9, 26]. Usualmente,essa suposi�c~ao simpli�cadora �e empregada na an�alise de um feixe intenso de part��culas[16], por ser o eixo de simetria do sistema uma posi�c~ao de equil��brio para a centr�oidedo feixe, sendo o equil��brio est�avel quando a aproxima�c~ao do feixe suave for emprega-da, onde as 
utua�c~oes peri�odicas do campo focalizador forem mediadas [22, 23]. Emalguns casos, entretanto, podemos esperar o in��cio de uma ressonância param�etricaenvolvendo o movimento da centr�oide e as oscila�c~oes do campo focalizador. Istocausaria uma desestabiliza�c~ao no movimento da centr�oide e afetaria fortemente a to-talidade da dinâmica do feixe. Em tais condi�c~oes o procedimento de media�c~ao n~aotem grande alcance de validade e uma descri�c~ao detalhada da dinâmica da centr�oidetorna-se obrigat�oria.Nesta sec�c~ao deduziremos, a partir da descri�c~ao da teoria cin�etica de Vlasov-Maxwell, uma equa�c~ao geral para a centr�oide de um feixe livre, cont��nuo e intenso,propagando-se fora do eixo de simetria do campo focalizador solenoidal e peri�odico.Mostraremos que a centr�oide obedece a uma equa�c~ao do tipo Mathieu [1]. A equa�c~ao�e independente da distribui�c~ao espec���ca do feixe, tornando-se inst�avel sempre que



CAP�ITULO 5. CENTR �OIDE E O CILINDRO CONDUTOR 39a freq�uência de oscila�c~ao da centr�oide, que est�a relacionada ao valor rms do campofocalizador, for comensur�avel com a periodicidade do auto-campo. No caso particularde um feixe de densidade uniforme em torno de sua centr�oide, mostramos que existeuma distribui�c~ao auto-consistente de equil��brio de Vlasov para a dinâmica do feixe.Mostra-se que o envelope que determina um raio exterior de equil��brio para o feixeem torno de sua centr�oide, obedece �a familiar equa�c~ao do envelope [7, 8, 16, 30, 52],sendo independente do movimento da centr�oide. Um exemplo do equil��brio de Vlasov�e discutido em detalhe para mostrar a possibilidade de encontrar-se as solu�c~oes dofeixe para as quais a equa�c~ao do envelope [7, 35, 41, 46, 47, 54], que foi extensamenteestudada, seja est�avel, enquanto o movimento da centr�oide permane�ca inst�avel, reve-lando a importância do movimento da centr�oide sobre todas as propriedades do feixecon�nado.5.3 Equa�c~ao geral para o movimento da centr�oideConsiderando-se um feixe de part��culas carregadas propagando-se com velocidadeaxial �bcêz atrav�es de um campo magn�etico focalizador peri�odico e solenoidal dadopor B(r; s) = Bz(s)êz � 12rB0z(s)êr; (5.2)onde r = xêx + yêy, r = (x2 + y2)1=2 �e a distância radial do eixo de simetria docampo, s = z = �bct �e a coordenada axial, Bz(s + S) = Bz(s) �e o campo magn�eticoatuante ao longo do eixo, B0z(s) � dBz(s)=ds, c e S s~ao a velocidade da luz no v�acuoe o comprimento de periodicidade do campo magn�etico focalizador, respectivamente.Desde que o campo focalizador seja solenoidal, torna-se conveniente trabalharmos noreferencial de Larmor [16], que rotaciona relativamente ao referencial do laborat�oriocom uma velocidade angular dada por 
L(s) = qBz(s)=(2
bmc), onde q, m e 
b =(1 � �2b )�1=2 s~ao, respectivamente, a carga, massa e o fator relativ��stico do feixe depart��culas. O referencial de Larmor �e usado durante esta sec�c~ao, onde êx e êy s~aotomados como os vetores unit�arios ao longo dos eixos de rota�c~ao. Na aproxima�c~aoparaxial, a fun�c~ao de distribui�c~ao do feixe, fb(r;v; s), evolui de acordo com o sistemade Vlasov-Maxwell [16]@fb@s + v _rfb + (��zr�r ) _rvfb = 0;r2 = �2�KNb nb(r; s); (5.3)nb = Z fbdv;



CAP�ITULO 5. CENTR �OIDE E O CILINDRO CONDUTOR 40onde nb(r; s) �e o per�l da densidade do feixe, �z(s) = q2B2z (s)=[4
2b�2b (mc)2] �e oparâmetro do campo focalizador, K = 2q2Nb=(
3b�2bmc2) �e a pervean�ca do feixe,Nb = R fbdrdv = const: �e o n�umero de part��culas por unidade axial de comprimento,e v = r0; na rota�c~ao aqui mencionada, a derivada de um vetor com rela�c~ao a s repre-senta a derivada diretamente no referencial de Larmor, onde êx e êy s~ao consideradosvetores unit�arios �xos. A primeira das equa�c~oes em 5.3 expressa a conserva�c~ao daprobabilidade em nosso modelo. Na segunda equa�c~ao em 5.3,  �e um potencial nor-malizado que incorpora tanto o auto-campo el�etrico como o auto-campo magn�etico,Eauto e Bauto. Uma dedu�c~ao detalhada [16], mostra que  est�a relacionado aos po-tenciais auto-escalares e auto-vetoriais atrav�es de�auto = Az(s)�b = 1q
3b�2bmc2 (r; s);Aauto(r; s) = Aautoz (r; s)êz;Eauto(r; s) = �r�auto(r; s); (5.4)Bauto(r; s) = r�Aauto(r; s):Nossa primeira tarefa aqui �e determinar a evolu�c~ao da centr�oide do feixe localizadaem r(s) � 1Nb Z rfb(r;v; s)drdv: (5.5)Multiplicando-se a primeira das equa�c~oes 5.3 por r e integrando sobre o espa�co defase obtemos r0 = v; (5.6)onde v � (1=Nb) R vfdrdv. Se agora multiplicarmos a primeira das equa�c~oes 5.3 porv e integrarmos sobre o espa�co de fase, obteremosv0 = ��zr�r ; (5.7)onde r � (1=Nb) R fr drdv �e obtida atrav�es de integra�c~ao por partes de rv -termo no espa�co de velocidades. Observe-se que, do ponto de vista estat��stico, aequa�c~ao 5.7 tem a mesma origem da equa�c~ao ??, neste contexto. A partirda segundae terceira equa�c~oes em 5.3, podemos reescrever r comor = 1Nb Z fr drdv = 1Nb �Nb2�K Z r r2 dr: (5.8)Dessa forma, observamos que o integrando da equa�c~ao 5.8 pode ser apresentado deuma forma mais adequada,r r2 = r � "r r � I(r )22 # ; (5.9)



CAP�ITULO 5. CENTR �OIDE E O CILINDRO CONDUTOR 41onde o di�adico I �e dado por I � êxêx + êyêy, onde ( nabla )2 = r _r . Agora,aplicando o teorema de Gauss chegamos �a express~aor = 12�K I ên � [r � I(r )2]dA = 0; (5.10)uma vez que r ! 0 quando r !1 para feixes no espa�co livre. Na equa�c~ao 5.10, dAe ên s~ao, respectivamente, o elemento de contorno diferencial e o vetor unit�ario normalao contorno da integra�c~ao quando r!1. De fato, o resultado r = 0 �e o esperado,com base na lei da a�c~ao-rea�c~ao; desde que �r corresponda �a auto-for�ca exercidapelas part��culas do feixe sobre elas mesmas, a m�edia tomada sobre a distribui�c~aodo feixe tende a desaparecer devido �a estrutura de intera�c~ao eletromagn�etica entreas part��culas. Usando as equa�c~oes 5.7 e 5.10 na equa�c~ao 5.6, �nalmente obtemos aequa�c~ao de movimento da centr�oider00 + �z(s)r = 0: (5.11)Vamos nos atentar ao fato de que, at�e agora, n~ao tenhamos feito alguma supo-si�c~ao sobre uma forma particular da fun�c~ao de distribui�c~ao do feixe. Assim, a equa�c~aoda centr�oide (equa�c~ao 5.11) permanece v�alida ao longo do feixe que a envolve, de acor-do com o sistema de Vlasov-Maxwell, ou seja com as equa�c~oes 5.3. No referencialdo laborat�orio, combinado ao movimento oscilat�orio descrito pela equa�c~ao 5.11, acentr�oide tamb�em rotaciona com velocidade angular 
L(s) em torno do centro r = 0.Levando-se em conta que �z(s) �e peri�odico, a equa�c~ao 5.11 �e do tipo de Mathieu [1],que descreve um oscilador peri�odico harmônico for�cado. Essa equa�c~ao �e conhecidapor apresentar solu�c~oes inst�aveis relacionadas �as ressonâncias param�etricas no mo-vimento de r. Escrevendo-se convenientemente a m�edia de �z(s) sobre um per��odocomo 1S Z s0 �z(s0)ds0 � �20S2 ; (5.12)onde �0 �e um parâmetro adimensional proporcional ao valor rms do campo focaliza-dor, que mede o avan�co de fase no v�acuo num pequeno campo, na aproxima�c~ao dofeixe suave, as instabilidades no movimento da centr�oide s~ao esperadas �a medida quese veri�ca a aproxima�c~ao �0 � n�; essa condi�c~ao �e correspondente �as ressonânciasparam�etricas entre a periodicidade da oscila�c~ao de r na m�edia (rms) do campo fo-calizador e a periodicidade do auto-campo focalizador. Dependendo do per�l exatode �z(s), os tipos das regi~oes de instabilidade em torno de �0 � n� variam signi�-cantemente. Se o objetivo �e o con�namento do feixe, tais regi~oes devem ser evitadas.Levando-se em conta o fato de que a equa�c~ao 5.11 �e estritamente v�alida para feixeslivres, espera-se que ela forne�ca uma boa descri�c~ao do movimento da centr�oide em
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Figura 5.1: Esquema da distribui�c~ao do feixe da equa�c~ao 5.13 e os correspondentesvetores. C representa a posi�c~ao da centr�oide.sistemas ligados, se o feixe for aproximadamente sim�etrico e n~ao excessivamente des-locado do centro do cilindro condutor, localizado em r = 0. A raz~ao disso, �e que nessecaso r = �ên j r j nas paredes do cilindro condutor, onde ên �e agora o vetorunit�ario normal �a parede, e a integral de superf��cie na equa�c~ao 5.10, calculada ao lon-go do contorno, vai desaparecendo enquanto que j r j torna-se aproximadamenteconstante. Cabe tamb�em observar que a presen�ca do cilindro condutor geralmenten~ao suprime as instabilidades da centr�oide, discutidas em rela�c~ao �a equa�c~ao 5.11; defato, isso �e real�cado pelo fato das cargas imagem induzirem cargas de sinal oposto,causando a atra�c~ao do feixe pela parede do cilindro condutor.Nosso pr�oximo objetivo �e mostrar que podemos construir um equil��brio de Vla-sov para um feixe transportado fora do eixo de simetria do sistema. Particularmente,assumimos que o feixe tenha uma densidade radial uniforme distribu��da em torno docentro localizado em r0(s) = x0(s)êx + y0(s)êy, isto �e,nb(r; s) = (Nb=[�r2b (s)]; para r� < rb(s);0; para r� > rb(s); (5.13)onde rb(s) �e o envelope do feixe em equil��brio e r� � r � r0. Um esquema da dis-tribui�c~ao do feixe da equa�c~ao 5.13 e os correspondentes vetores, est�a mostrado na�gura 5.1. Para o feixe em quest~ao, podemos facilmente reconhecer r0(s) como sendoa coordenada da centr�oide. De acordo com o que vimos anteriormente, a posi�c~ao dacentr�oide evolui de acordo com a equa�c~aor000 + �z(s)r0 = 0: (5.14)



CAP�ITULO 5. CENTR �OIDE E O CILINDRO CONDUTOR 43Usando nb(r; s) que aparece na segunda equa�c~ao em 5.3, obtemos o auto-potencialnormalizado,  (r; s) = �j r� r0 j2 K2r2b (s) ; (5.15)no interior do feixe (r� < rb). Portanto, uma part��cula �unica do feixe localizada emr(s), sujeita �a for�ca do campo focalizador externo, ��z(s)r, e �a for�ca do auto-campo,�r (r; s), move-se de acordo comr00 + �zr� Kr2b r� = 0: (5.16)Subtraindo-se a equa�c~ao 5.14 da 5.16, obt�em-ser00� + �zr� � Kr2b r� = 0; (5.17)que descreve o movimento do feixe de part��culas relativamente ao centro r0. A equa�c~ao5.17 pode ser resolvida com o conhecimento de t�ecnicas de f��sica de feixes [7, 16].Considerando-se o movimento ao longo do eixo x, pode-se escreverx� = Ax�!(s)sen �Z s �(s0)ds0 + �x�0� ; (5.18)onde Ax� e �x�0 s~ao constantes. Substituindo essas express~oes na equa�c~ao 5.17, obt�em-se !00 + �(s)! = 1!3 ; (5.19)sendo �(s) = !�2(s), �(s) � �z(s) � K=[r2b(s)] e a constante de movimento Ax�expressa como A2x� = �x�! �2 + �!x0� � !0x��2 : (5.20)Realizando um c�alculo equivalente para o movimento ao longo do eixo y, chega-se auma express~ao semelhante �a anterior, ou seja,A2y� = �y�! �2 + �!y0� � !0y��2 ; (5.21)que tamb�em �e uma constante de movimento. Da equa�c~ao 5.17 podemos ver que todasas for�cas s~ao centrais relativamente �a centr�oide r0. Dessa forma, pode-se de imediatodemonstrar que o momentum angular canônico,P�� = x�y0� � y�x0� (5.22)�e uma constante de movimento. Devido ao fato de que A2x�, A2y� e P�� sejam constantesexatas de movimento de part��cula �unica, uma poss��vel escolha da fun�c~ao distribui�c~ao



CAP�ITULO 5. CENTR �OIDE E O CILINDRO CONDUTOR 44de equil��brio de Vlasov �efEQb (r;v; s) = Nb�2�T �hA2x� + A2y� � 2!bP�� � �1� !2b� �T i; (5.23)onde dfEQb =ds = 0, �T = const: �e uma emitância efetiva e o parâmetro de rota�c~ao !b =const: pertence ao intervalo �1 < !b < 1 para feixes radialmente con�nados. UsandofEQb na terceira equa�c~ao em 5.3, torna-se direto mostrar que o per�l da densidadeuniforme centrado em r0 da equa�c~ao 5.13 �e consistentemente obtido, resultando emrb(s) = p�T!(s). Ent~ao, rb(s) obedece �a familiar equa�c~ao de enveloper00b + �z(s)rb � Krb � �2Tr3b = 0: (5.24)Realizando-se as m�edias necess�arias sobre a distribui�c~ao de equil��brio, equa�c~ao 5.23,pode-se mostrar que o feixe rotaciona rigidamente em torno de sua centr�oide r0(s)com velocidade angular 
b�(s) = !b�T�bcr2b (s) ; (5.25)o que nos mostra que !b est�a relacionado �a rota�c~ao diferencial no referencial de Lar-mor. Al�em disso, a emitância rms calculada relativamente �a posi�c~ao da centr�oide �edada por �� � 4q[< �2 >< �02 > � < ��0 >2]; (5.26)que �e igual ao parâmetro de emitância efetiva �T . Na �ultima equa�c~ao, � = x�; y�,e os brackets indicam as m�edias sobre a distribui�c~ao do feixe. Assim, vê-se que adistribui�c~ao de equil��brio de Vlasov pode ser obtida de forma que o envelope do feixeobede�ca �a equa�c~ao 5.24 com constante de emitância uniforme quando a centr�oide semove do eixo x, r0 6= 0, seguindo a dinâmica descrita pela equa�c~ao 5.14. Referimo-nosa esse equil��brio como um equil��brio de Vlasov para uma focaliza�c~ao peri�odica fora doeixo. Dessa forma, nesse caso, devemos chamar �a aten�c~ao para o interessante fato deque o movimento da centr�oide e a dinâmica do envelope s~ao desacoplados. Em outraspalavras, a dinâmica da centr�oide em nada afeta o conhecimento sobre a estabilidaderesultante para a dinâmica do envelope [7, 35, 41, 46, 54], da mesma forma que adinâmica do envelope tamb�em n~ao �e afetada pela pela dinâmica da centr�oide. Pareceestar claro que um bom feixe con�nado seja aquele no qual tanto a centr�oide quantoo envelope sejam est�aveis.



CAP�ITULO 5. CENTR �OIDE E O CILINDRO CONDUTOR 455.4 An�alise de estabilidade5.4.1 Modelamento de baixa dimens~aoPara auxiliar na realiza�c~ao da nossa meta de�nida na sec�c~ao anterior faremos usodo algoritmo de estabilidade de Newton-Raphson em dois momentos: para localizaras solu�c~oes peri�odicas das equa�c~oes 2.52 e 5.11, e para estabelecer os contornos deestabilidade para essas solu�c~oes peri�odicas. O caminho para encontrarmos os contor-nos de estabilidade fazem uso do m�etodo para obtermos as �orbitas peri�odicas comouma subrotina. Na subrotina, as �orbitas s~ao caracterizadas pelo seu ��ndice de es-tabilidade �, tais que j � j< 1 para as �orbitas est�aveis. O principal caminho toma� como determinado por algum parâmetro p na forma � = F (p), que pode ser nom��nimo numericamente obtido. Para um dado � escrevemos p = ~p + �p, onde ~p �euma solu�c~ao teste e �p �e pequeno. Assim �nalmente obtemos �p � ��=(@F=@p)~pcom �� � � � F (~p) e re�na a solu�c~ao com ~pnovo = ~p + �p. Essa �e a essência doalgoritmo e os contornos ser~ao determinados quando tivermos � = �1. Tomaremosp como sendo um parâmetro que mede a intensidade do campo magn�etico focaliza-dor, p ! �0, e buscaremos as regi~oes de estabilidade atrav�es de diagramas do tipo�0 versus �. Apesar de outras quantidades param�etricas poderem ser usadas pararepresentar o presente cen�ario [35], decidimos apelar para essa forma mais direta desimula�c~ao para encontrar os contornos de estabilidade na presen�ca do surgimento den~ao linearidades iniciadas a partir de efeitos de pervean�ca.Conforme j�a mencionado, v�arias regi~oes de estabilidade e de instabilidade parao envelope somente puderam ser encontradas com a varia�c~ao de �0. Para valores su�-cientemente pequenos do campo magn�etico, nos foi poss��vel encontrar �orbitas est�aveisque vieram a tornar-se inst�aveis a partir da passagem pelo limiar de dobramento deper��odo, penetrando numa regi~ao na qual �envelope < �1. A regi~ao de instabilidade �ecaracterizada como sendo aquela em que enquanto o campo magn�etico �e aumentadoo ��ndice de estabilidade retorna aos valores �envelope > �1. �A medida que o campomagn�etico for aumentando, um mecanismo denominado bifurca�c~ao de gap destr�oi asolu�c~ao casada em �envelope = +1, a qual �e recriada para valores superiores [51] e,assim, o ciclo �e ent~ao repetido [46].Como para o movimento da centr�oide, poderemos fazer algumas estimativasquando nos dermos conta que a equa�c~ao governante 5.11 �e uma equa�c~ao do tipo deMathieu [1]. Desde que �z(s) possa ser uma fun�c~ao complicada devido ao per�l docampo, n~ao conheceremos em detalhe o comportamento da equa�c~ao 5.11, mas dadasas propriedades gerais das equa�c~oes de Mathieu [1], podemos esperar solu�c~oes est�aveisenquanto �0 permanecer su�cientemente afastado de m�ultiplos de �; instabilidadess~ao esperadas enquanto ocorrer a aproxima�c~ao �0 � n�.
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Figura 5.2: Diagrama de parâmetros indicando as regi~oes de envelope est�avel (li-nhas inclinadas para direita) e regi~oes de centr�oide inst�avel (linhas inclinadas paraesquerda), para � = 0; 2 e K = 5; 0.Presentemente estendemos a t�ecnica aplicada numa pr�evia an�alise realizadasomente na estabilidade do envelope [41] e, conforme mencionado anteriormente,tra�camos contornos de estabilidade � = �1 simultaneamente para as equa�c~oes doenvelope e da centr�oide, com o objetivo de mapear a abundância de regi~oes est�aveise inst�aveis do sistema completo envelope-centr�oide.A correspondente distribui�c~ao de regi~oes est�aveis e inst�aveis est�a exibida na�gura 5.2 onde tomamos � = 0; 2, com � variando desde � = 0; 1 at�e � = 104.Conforme o previsto, pequenos valores de � correspondem a quase redes harmônicas,enquanto grandes valores est~ao associados aos per�s tipo onda quadrada. O que cons-tatamos aqui pode ser expressado conforme segue: dada uma completa independênciaentre os movimentos da centr�oide e do envelope, as regi~oes de estabilidade de rb per-manecem como calculadas anteriormente [41]. Regi~oes est�aveis para a dinâmica doenvelope s~ao representadas aqui por linhas inclinadas para direita, e regi~oes inst�aveispara a centr�oide s~ao representadas por linhas inclinadas para esquerda - a forma�c~aode regi~oes est�aveis para o envelope, que têm sido desestabilizadas pela centr�oide �e,ent~ao, representada pela sobreposi�c~ao desses dois tipos de linhas. A primeira re-gi~ao de estabilidade para a dinâmica do envelope permanece bifurcada para o eixo�0 = 0 para todos os per�s peri�odicos enquanto que a centr�oide permanece est�avel.�A medida que o campo magn�etico cresce, primeiramente encontramos uma regi~ao dedobramento de per��odo na qual o envelope torna-se inst�avel (apesar de ainda existir).Para maiores campos o envelope recupera a estabilidade e se encontra numa regi~aode restabelecimento da estabilidade do envelope, para a qual a centr�oide torna-se



CAP�ITULO 5. CENTR �OIDE E O CILINDRO CONDUTOR 47inst�avel pela primeira vez. Essa �e, ent~ao, uma regi~ao cr��tica para a nossa an�alise,onde apenas o envelope mant�em-se est�avel enquanto que a centr�oide �e inst�avel; emconseq�uência disso, a totalidade da dinâmica n~ao �e est�avel. Observe-se que as regi~oesdesestabilizadas ocupam em torno de 50 % da regi~ao previamente est�avel. Enquanto acentr�oide �e inst�avel, o mecanismo �e denominado de bifurca�c~ao de gap [51], destruindo�orbitas de envelopes casados e reconstruindo-as para grandes campos, quando a cen-tr�oide tem novamente restabelecida a sua dinâmica est�avel; vimos que as bifurca�c~oesde gap separam zonas adjacentes de exstência de solu�c~oes casadas. A partir disso, omesmo tipo de comportamento se repete, com a dinâmica da cetr�oide inst�avel ocu-pando at�e mais de 50% da pr�oxima regi~ao est�avel. Isto pode nos levar a concluir quea dinâmica da centr�oide torna-se in
uente nas regi~oes param�etricas, onde o envelopesozinho seria uma condi�c~ao operacional, o que �e uma informa�c~ao relevante �a medidaque estendemos o feixe focalizador al�em da instabilidade de dobramento do per��ododo envelope em �0 = 90o. Em algum caso, isso pode ser apropriado para enfatizarque regi~oes inteiras de estabilidade, de todas as zonas, permanecem intoc�aveis pe-las instabilidades da centr�oide, notadamente as regi~oes imediatamente seguintes �asbifurca�c~oes de gap e anteriores �as seq�uências de dobramento de per��odo.5.4.2 Simula�c~oes completas de multipart��culasA �m de validar o nosso modelamento de baixa dimens~ao, �zemos simula�c~oes num�ericasenvolvendo um grande n�umero Nb = 8000 �letes de macropart��culas carregadas inte-ragindo via intera�c~ao eletromagn�etica [47]. A escolha �0 = 155o, � = 10�1 nos levaa uma regi~ao na qual o envelope �e est�avel, mas a centr�oide n~ao. Por conseguinte,partimos de valores muito pequenos de j r0 j e j r00 j e, de acordo com a �gura 5.3(a),�ca revelado que o movimento da centr�oide desenvolve um t��pico crescimento expo-nencial da dinâmica inst�avel e a �gura 5.3(b) mostra que todo o tempo o envelope �eprecisamente descrito pela dinâmica est�avel que resulta da equa�c~ao 5.11. Tamb�em a�gura 5.3(c) indica que a emitância �e bem conservada enquanto o tempo evolui, sendoum indicativo de que a dinâmica do envelope se comporta conforme o esperado. Aemitância �e calculada a partir da express~ao�� = 4q< �2 >< �02 > � < ��0 >2; � = x� x0; y � y0 (5.27)e o envelope de rb = q2 < (x� x0)2 + (y � y0)2 >; (5.28)onde os brackets indicam a m�edia sobre as macropart��culas. Em geral, a dinâmicaresultante indica um desacoplamento entre a dinâmica est�avel do envelope e a insta-bilidade da dinâmica da centr�oide.
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Figura 5.3: Simula�c~ao de multipart��culas que validam os resultados de baixa di-mens~ao. Nb = 8000, � = 0; 2, �0 = 155o, � = 10�1 e K = 5; 0. (a) A dinâmicada centr�oide; (b) compara�c~ao da equa�c~ao 5.11 do envelope e a simula�c~ao de multi-part��culas; (c) emitância obtida atrav�es das simula�c~oes de multipart��culas.



CAP�ITULO 5. CENTR �OIDE E O CILINDRO CONDUTOR 495.5 In
uência do cilindro condutorPassaremos agora a investigar a in
uência do cilindro condutor que envolve o feixede part��culas focalizado. O cilindro condutor se encontra isolado do feixe, sendo quesua a�c~ao sobre o transporte do feixe �e devida �as cargas induzidas em sua superf��cie.Sabemos que a in
uência sobre a dinâmica do envelope �e em geral pequena [49]; noscasos com geometria solenoidal tal in
uência �e virtualmente nula. Por outro lado,a in
uência dos cilindros condutores sobre a dinâmica da centr�oide foi analisada emper�s suaves, nos quais a rede �e aproximadamente descrita como uma m�edia de umavari�avel cont��nua [22, 23]. Nesse caso particular mostrou-se que o cilindro condutorintroduz um efeito n~ao linear capaz de desestabilizar o equil��brio da centr�oide somentepara um intervalo restrito de pequenos valores de �0. Agora passaremos a analisarsitua�c~oes em que o per�l do campo focalizador n~ao seja suave e, assim, analisaremoso que acontecer�a quando o per�l do campo focalizador for peri�odico, mas n~ao suave,at�e chegarmos ao caso extremo da con�gura�c~ao do tipo onda quadrada. �A medidaque � for aumentando, espera-se visualizar alguns graus de dinâmica n~ao integr�avel,desde que nosso sistema torne-se n~ao-linear com um e meio grau de liberdade. Aquest~ao central �e compreender como a presen�ca de trajet�orias n~ao-integr�aveis poder�aafetar substancialmente o correspondente espa�co de fase.Na ausência de cilindros condutores, a dinâmica da centr�oide �e simplesmentegovernada pela equa�c~ao linear 5.11. Quando o cilindro estiver presente, as cargasinduzidas sobre a sua superf��cie poder~ao ser representadas como cargas imagem dis-postas al�em das paredes do cilindro. Assumindo novamente que o feixe seja um �no�lamento localizado ao longo do eixo x, a utiliza�c~ao da t�ecnica das cargas imagemnos leva a concluir que cada imagem esteja localizada em ximagem(s) = a2=x(s), ondea �e o raio do cilindro condutor, e cada carga imagem tenha sinal oposto ao de suacorrespondente carga no feixe [25]. Assim sendo, conclu��mos a constru�c~ao do modelousando cargas imagem. O potencial de um �lete cil��ndrico localizado em x0 �e pro-porcional a log(x � x0), donde podemos obter a for�ca que atua sobre o feixe devido�as suas cargas imagem como +Kx=(a2 � x2), onde lembramos que K �e a perveância.A equa�c~ao que governa o movimento da centr�oide �e, portanto, modi�cada para aseguinte forma, x000 = ��z(s)x0 + Kx0a2 � x20 : (5.29)Analisamos numericamente a equa�c~ao 5.29 usando plots de Poincar�e e, parafacilitar, omitimos a vari�avel dinâmica quantitativamente similar y0. Na �gura 5.4(a)representamos um t��pico plot de fase para o feixe centrado em x00 versus x0, para� = 0; 1 e �0 = 140o, com o raio do cilindro condutor, a, escolhido como sendoaproximadamente cinco vezes maior do que o valor m�aximo do raio do feixe, r0, ouseja a=(rb)max � 5; 0, de modo que �que explicitada a condi�c~ao usual de o cilindro



CAP�ITULO 5. CENTR �OIDE E O CILINDRO CONDUTOR 50ser razoavelmente maior do que o feixe de part��culas por ele envolvido. Observamosque apesar da regi~ao mais central x0 ! 0 estar livre de �orbitas ca�oticas, ela se mostradensamente rodeada por �orbitas n~ao integr�aveis que se estendem at�e as paredes docilindro. Para compara�c~ao, tamb�em visualizamos situa�c~oes nas quais aproxima�c~oesforam feitas: no painel (b) as paredes do cilindro foram removidas, enquanto queno painel (c) foi usada a aproxima�c~ao do feixe suave �z = constante. Em ambos oscasos (pain�eis (b) e (c)) a dinâmica torna-se regular, de modo que podemos ter umaboa no�c~ao sobre o comportamento do movimento ca�otico do sistema. A conclus~ao �eclara: devemos tomar o cuidado para que o feixe mantenha-se alinhado e pr�oximo aoeixo central, caso contr�ario part��culas podem ser perdidas devido �a difus~ao ca�otica. �Eclaro que estando o feixe localizado pr�oximo ao eixo do sistema, mesmo assim deve-seobservar os crit�erios analisados nas sec�c~oes precedentes para assegurar a estabilidade.Certamente a an�alise feita at�e aqui merece uma abordagem mais completa que ser�arealizada em trabalhos que dar~ao continuidade a este.
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Figura 5.4: Plots de Poincar�e de x00 versus x0 obtidos da equa�c~ao 5.29. Em (a),� = 0; 2, �0 = 140o, � = 10�1, K = 5; 0, e a = 5; 0. Em (b), o cilindro condutor �eremovido (a !1) e, em (c) a aproxima�c~ao do feixe suave �z = const. �e usada. Osdemais parâmetros s~ao os mesmos usados em (a).



CAP�ITULO 6. CONCLUS ~OES 52
Cap��tulo 6Conclus~oesDe acordo com o cap��tulo 3 deste trabalho, o primeiro fato que passamos a investigarfoi a in
uência do per�l do campo magn�etico focalizador sobre a dinâmica do feixe,especialmente nas novas regi~oes de estabilidade. Realizamos uma detalhada an�alisedo comportamento da estabilidade do feixe de part��culas focalizado quando o per�l docampo magn�etico focalizador �e variado e, assim, descrevemos mais detalhadamenteum conjunto mais amplo de con�gura�c~oes real��sticas desse sistema. Demos uma espe-cial aten�c~ao ao transporte do feixe, onde as novas regi~oes de estabilidade recentementeencontradas caracterizam-se por terem avan�cos de fase superiores a 90o [46, 47]. Par-ticularmente consideramos um feixe com alta densidade de corrente, sendo focalizadopor um campo magn�etico externo solenoidal cujo per�l varia continuamente desde aforma suave senoidal at�e a forma mais abrupta do tipo onda quadrada, atrav�es davaria�c~ao cont��nua de um parâmetro.Mostramos que as novas regi~oes de estabilidade sempre est~ao presentes paracada per�l espec���co do campo focalizador, embora separadas umas das outras porgaps. Entretanto, em contraste com a regi~ao original de estabilidade, que de umaforma geral n~ao �e grandemente afetada pelo per�l do campo externo focalizador, asnovas regi~oes j�a dependem da particular con�gura�c~ao do campo. Especi�camente, asnovas regi~oes de estabilidade tornam-se mais estreitas e ocorrem para maiores valoresdo avan�co do espa�co de fase no v�acuo �a medida que o campo magn�etico focalizadortorna-se mais localizado. Esse comportamento pode ser explicado levando-se em contao aumento do n�umero de componentes do espectro de Fourier no per�l do campo, �amedida que este se aproxima do tipo onda quadrada; dessa maneira, o espa�co defase do envelope tamb�em �e afetado e levando a um grande n�umero de ressonânciasn~ao-lineares e caos. Embora em todos os casos analisados veri�camos a existênciade uma camada relativamente larga de trajet�orias regulares em torno da solu�c~aocasada, isoladas da regi~ao ca�otica, as simula�c~oes auto-consistentes mostraram que oespa�co de fase do envelope pode afetar a dinâmica do feixe, conduzindo a um pequenocrescimento da emitância.



CAP�ITULO 6. CONCLUS ~OES 53No cap��tulo 4 a nossa preocupa�c~ao b�asica foi a de investigar a importância deinstabilidades sem simetria axial no transporte do feixe, instabilidades essas que ten-dem a fazer com que a sec�c~ao transversal do feixe deixe de ser circular para tornar-seeliptica. Usando o m�etodo de Newton-Raphson investigamos a estabilidade de feixesde part��culas periodicamente focalizados sob o efeito de perturba�c~oes sem simetriaaxial e do tipo quadrup�olo. Conclu��mos que instabilidades do tipo quadrup�olo apa-recem de forma an�aloga, tanto na regi~ao usual (�0 < 180o), quanto nas novas regi~oesde estabilidade (�0 > 180o), e que tais instabilidades ocorrem em uma regi~ao noparâmetro espa�co-carga n~ao usual para o con�namento do feixe, de modo que emsua totalidade as propriedades de estabilidade s~ao as mesmas descritas na an�aliserealizada com simetria axial.No cap��tulo 5, primeiramente investigamos como a dinâmica da centr�oide afetaa estabilidade de um feixe de part��culas carregadas, transportadas ao longo de umcanal peri�odico focalizador. Tal an�alise foi realizada para um um feixe KV, parao qual mostrou-se que as dinâmicas da centr�oide e do envelope s~ao completamentedesacopladas, desde que as for�cas focalizadoras sejam lineares nas coordenadas.�A medida que a intensidade e o per�l do campo magn�etico focalizador s~ao va-riados, mostramos que as regi~oes de instabilidade da centr�oide no parâmetro espacialapropriado podem superpor-se parcialmente com as regi~oes de estabilidade do enve-lope. Isso indica que em sua totalidade as regi~oes est�aveis s~ao certamente menoresdo que aquelas descritas em an�alises exclusivas da dinâmica do envelope, realizadasanteriormente [41].Um outro resultado que obtivemos indica que a dinâmica inst�avel da centr�oidedesenvolve em regi~oes param�etricas, onde a dinâmica pura do envelope readquire seumovimento est�avel ap�os um dobramento de per��odo, seq�uências diretas e inversas.An�alises anteriores da dinâmica pura do envelope j�a apontam para o fato de que, nes-sas regi~oes, o envelope pode tornar-se inst�avel, apesar da quebra de simetria devido�as perturba�c~oes do tipo quadrup�olo, n~ao inclu��das na aproxima�c~ao com simetria axialusada aqui [40]. Completando esta parte usando simula�c~oes com multipart��culas,mostramos que um pequeno crescimento de emitância pode tamb�em estar presentenessas mesmas pequenas regi~oes [47]. O crescimento da emitância �e muito pequenoe as perturba�c~oes do tipo quadrup�olo est~ao con�nadas a regi~oes relativamente estrei-tas, de modo que essas instabilidades n~ao s~ao de imediato solicitadas a operar emcasos como esses. Entretanto, a dinâmica da centr�oide ocupa substancialmente umagrande parte dessas regi~oes, donde conclu��mos que devemos ter cautela para evitaras instabilidades da centr�oide em geral. Todos os resultados devidos �as an�alises debaixa dimens~ao baseados nas equa�c~oes do envelope e da centr�oide foram amplamentecorroborados atrav�es de simula�c~oes de multipart��culas.



CAP�ITULO 6. CONCLUS ~OES 54A inclus~ao dos efeitos das cargas imagem devidas �a presen�ca do cilindro con-dutor que envolve o feixe tamb�em foi considerda. Mostramos que apesar de as cargasimagem n~ao afetarem a estabilidade da centr�oide, no equil��brio central, uma gran-de atividade ca�otica �e gerada nas proximidades da parede do condutor devido aostermos n~ao-lineares associados com o potencial eletromagn�etico imagem. Para asaproxima�c~oes onde o campo focalizador tem um per�l suave, a atividade ca�otica n~aose faz presente, iniciando a partir dos batimentos n~ao-lineares entre a periodicidadedo campo focalizador e a freq�uência natural de oscila�c~ao da centr�oide. Posto isto,conclui-se que a �m de se evitar a difus~ao devido aos efeitos de n~ao-integrabilidade,o feixe deve ser injetado com su�ciente proximidade do eixo de simetria do sistema.
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Apêndice AEqua�c~ao para o campo magn�eticofocalizadorNo cap��tulo 2 mencionamos que o feixe de part��culas �ca sujeito a um campo magn�eticofocalizador dado pela equa�c~ao 2.1, sem nos preocuparmos com a origem dessa equa�c~ao.Neste apêndice vamos mostrar como se obt�em a equa�c~ao 2.1.Consideremos que o campo magn�etico focalizador seja dado pela express~aogeral B(r; z) = Br(r; z)er +B�(r; z)e� +Bz(r; z)ez; (A.1)onde Br(r; z) = a1(z)r + a2(z)r2 + a3(z)r3 + ::: = 1Xk=1 ak(z)rk;B�(r; z) = b1(z)r + b2(z)r2 + b3(z)r3 + ::: = 1Xk=1 bk(z)rk; (A.2)Bz(r; z) = c0(z) + c1(z)r + c2(z)r2 + c3(z)r3 + ::: = 1Xk=0 ck(z)rk:Sabemos que qualquer campo magn�etico satisfaz �a equa�c~ao r � B = 0 (uma dasequa�c~oes de Maxwell) [25] e, assim temosr �B = 1r @@r (rBr) + 1r @B�@� + @Bz@z = 1Xk=1(k + 1)ak(z)rk�1 + 1Xk=0 c0k(z)rk = 0; (A.3)onde c0(z) � dc=dz.



APÊNDICE A. EQUAC� ~AO PARA O CAMPO MAGN�ETICO FOCALIZADOR 56Escrevendo alguns termos das somas na equa�c~ao A.3 resulta2a1(z) + c00(z)+[3a2(z) + c01(z)]r+[4a3(z) + c02(z)]r2 (A.4)+[5a4(z) + c03(z)]r3+[6a5(z) + c04(z)]r4 + ::: = 0:Para que esta igualdade seja satisfeita faz-se necess�ario que cada coe�ciente de rk sejanulo, o que implica em a1(z) = �12c00(z) = �12B00(z);a2(z) = �13c01(z);a3(z) = �14c02(z); (A.5)���al(z) = � 1l + 1c0l�1(z):Como estamos analisando um problema de magnetost�atica, de acordo com asequa�c~oes de Maxwell [25] devemos ter r�B = 0, ou seja,r�B =  1r @Bz@� � @B�@z ! er +  @Br@z � @Bz@r ! e� + 1r " @@r (rB�)� @Br@� # ez= 1Xk=1 b0k(z)rker + " 1Xk=1 a0k(z)rk � 1Xk=0 ck(z)krk�1# e� (A.6)+ 1Xk=1(k + 1)rk�1bk(z)ez = 0:A equa�c~ao A.6 ser�a satisfeita se cada componente de r�B = 0 for nula, donde� 1Xk=1 b0krk = 0 �! b0k(z) = 0 ! bk(z) = constante; (A.7)e 1Xk=1 a0k(z)rk � 1Xk=0 ck(z)krk�1 = 0: (A.8)



APÊNDICE A. EQUAC� ~AO PARA O CAMPO MAGN�ETICO FOCALIZADOR 57Agrupando-se os termos correspondentes �a mesma potência de r na equa�c~aoA.8 obt�em-se c1(z)+[a01(z)� 2c2(z)]r+[a02(z)� 3c3(z)]r2+[a03(z)� 4c4(z)]r3+[a04(z)� 5c5(z)]r4 + (A.9):::+[a0l(z)� (l + 1)cl+1(z)]rl�1 = 0;ou seja, a0l(z) = (l + 1)cl+1(z); (A.10)e ainda 1Xk=1(k + 1)rk�1bk(z) = 0; (A.11)de modo que (l + 1)bl(z)rl�1 = 0 ! bl(z) = 0: (A.12)O resultado expresso pela equa�c~ao A.12 nos leva a concluir que B�(r; z) =P1k=1 bk(z)rk = 0, ou seja, o campo B n~ao possui dependência azimutal. Assimsendo, B(r; z) = Br(r; z)er +Bz(r; z)ez = 1Xk=1 ak(z)rker + 1Xk=0 ck(z)rkez= [a1(z)r + a2(z)r2 + a3(z)r3 + :::]er + [c0(z) + c1(z)r + c2(z)r2 + :::]ez: (A.13)Como estamos interessados apenas nos termos at�e primeira ordem em r, resultaB(r; z) � [a1(z)r]er + [c0(z) + c1(z)r]ez = �12c00(z)rer + [c0(z) + 0]ez= B0(z)ez � 12B00(z)rer; (A.14)e lembrando que er = r=r e r = xex + yey, obt�em-se a equa�c~ao 2.1, como quer��amosdemonstrar. Aqui, cabe ressaltar que a condi�c~ao1Bz rnb dnBdsn << 1 ! dnBdsn << Bzr00b (A.15)



APÊNDICE A. EQUAC� ~AO PARA O CAMPO MAGN�ETICO FOCALIZADOR 58nos exige que a validade da equa�c~ao r � B = 0 esteja condicionada ao fato deque a componente radial do feixe, Br(r; z), seja muito menor do que a varia�c~ao dacomponente axial, Bz(r; z), numa faixa de comprimento t��pica do campo externofocalizador, ou seja, o comprimento de periodicidade \S", e que termos de ordemn � 2 sejam negligenciados. Esta condi�c~ao pode ser obtida atrav�es da an�alise dasconvergências das s�eries de potências que expressam as componentes Br(r; z)er eBz(r; z)ez do campo focalizador. Em termos de linhas de campo magn�etico, taislinhas podem apenas sofrer varia�c~oes suaves, isto �e, a densidade dessas linhas n~ao podeaumentar ou diminuir bruscamente. Evidentemente, a citada validade de r � B =0 torna-se cada vez menos plaus��vel �a medida que as derivadas dnBz=dsn � B(n)zassumam valores cada vez maiores, ou seja, quando o per�l de Bz tende �a forma deuma onda quadrada. De acordo com o que vimos na �gura 3.1 (Cap. 3), tal validademant�em-se at�e que o parâmetro � (que de�ne o per�l do campo focalizador) n~aoultrapasse aproximadamente a 103.
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Apêndice BSuperf��cies de sec�c~ao de Poincar�e
B.1 Diagrama de faseQuando se analisa o movimento de um oscilador unidimensional, podemos especi�carcompletamente como fun�c~oes do tempo, duas quantidades: a posi�c~ao x(t) e o mo-mentum p(t). Essas duas quantidades poder~ao ser encontradas atrav�es da solu�c~aoda equa�c~ao diferencial de segunda ordem para o movimento. As quantidades x(t) ep(t) podem ser consideradas como sendo as coordenadas de um ponto num espa�cobidimensional, denominado de espa�co de fase. Em duas dimens~oes, o espa�co de fase �eevidentemente um plano de fase, mas para um oscilador geral com N graus de liber-dade, o espa�co de fase �e um espa�co 2N -dimensional. �A medida que o tempo evolui,o ponto P (x(t); p(t)) que descreve o estado da part��cula oscilante, deslocar-se-�a de-terminando um caminho (trajet�oria) de fase sobre o plano de fase. �E claro que paradiferentes condi�c~oes iniciais do oscilador, o movimento ser�a descrito por diferentescaminhos de fase! Cada um desses caminhos representa a hist�oria completa no tempodo oscilador, para um conjunto de condi�c~oes iniciais dadas. A totalidade de todos oscaminhos de fase constitui o diagrama de fase do oscilador.Conv�em ressaltar que as considera�c~oes feitas at�e aqui n~ao se restringem uni-camente a sistemas de part��culas oscilantes; os conceitos de espa�co de fase e dosdiagramas de fase s~ao extensivamente aplicados em muitas �areas da F��sica [19, 56].Podemos generalizar o que comentamos at�e aqui, considerando um sistema com npart��culas, de modo que a cada part��cula corresponda um grau de liberdade, sendo adinâmica do mesmo descrita por um par de equa�c~oes de Hamilton,_qi = dqidt = @H@pi_pi = dpidt = �@H@qi ; (B.1)



APÊNDICE B. SUPERF�ICIES DE SECC� ~AO DE POINCAR�E 60com n = 1; 2; 3; :::; N . Dessa forma, existir~ao 2N equa�c~oes de Hamilton, as quaisestar~ao associadas 2N constantes de movimento, correspondendo �as coordenadas emomenta iniciais; o movimento subseq�uente desse sistema, bem como as trajet�orias(caminhos) de fase que constituir~ao o diagrama de fase do sistema, ser~ao unicamentedeterminados a partir dessas condi�c~oes iniciais.Supondo-se que tenhamos resolvido as equa�c~oes de Hamilton para p e q comofun�c~oes do tempo, no espa�co 2N -dimensional com coordenadas (componentes dosvetores N dimensionais p e q), p = (p1; p2; p3; :::; pN) (B.2)e q = (q1; q2; q3; :::; qN); (B.3)podemos ent~ao seguir as trajet�orias desde um instante inicial t1 correspondendo �ascoordenadas iniciais p(t1) = (p1(t1); p2(t1); p3(t1); :::; pN(t1)) (B.4)e q(t1) = (q1(t1); q2(t1); q3(t1); :::; qN(t1)) ; (B.5)at�e algum instante posterior t2, correspondendo �as coordenadasp(t2) = (p1(t2); p2(t2); p3(t2); :::; pN(t2)) (B.6)e q(t2) = (q1(t2); q2(t2); q3(t2); :::; qN(t2)) ; (B.7)obtendo assim o espa�co de fase p � q do sistema. Para ilustrar, representamos na�gura B.1 as trajet�orias no instante t1 (que representam as condi�c~oes iniciais) e numinstante posterior, t2, no espa�co de fase em duas dimens~oes, com os N momenta p aolongo das ordenadas e as N posi�c~oes q ao longo das abscissas. Em um espa�co de faseas seguintes propriedades sempre s~ao obedecidas:1 - As trajet�orias no espa�co de fase n~ao se interceptam no mesmo dado instante detempo.2 - Um contorno C1 no espa�co de fase, o qual engloba um grupo de condi�c~oes iniciaisno instante t1 se transformar�a em um outro contorno, C2, no instante de tempo t2,que engloba o mesmo grupo de condi�c~oes iniciais nesse instante. 3 - Consideremosum ensemble de condi�c~oes iniciais, cada uma representando um poss��vel estado dosistema. Expressando-se a probabilidade de um dado ensemble (� densidade dedistribui�c~ao do sistema de pontos no espa�co de fase) com � = �(p;q; t) e normalizando
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Figura B.1: Trajet�orias no espa�co de fase em duas dimens~oes.� tal que Z ��idpidqi = 1; (B.8)ent~ao Xi  _pi @�@pi + _qi @�@qi!+ @�@t = 0; (B.9)o que representa a incompressibilidade do 
uxo do espa�co de fase, resultado conhecidocomo o Teorema de Liouville. Maiores detalhes acerca destas propriedades poder~aoser encontradas nas referências [33, 44].B.2 Superf��cie de sec�c~ao ou plot de Poincar�eNo tratamento do 
uxo hamiltoniano, um importante conceito �e o de superf��ciede sec�c~ao de Poincar�e [33]. Conforme vimos na sec�c~ao anterior, para um sistemaautônomo com dois graus de liberdade, o espa�co de fase �e quadridimensional. Parailustrar, consideremos a �gura B.2 onde se representa as intersec�c~oes de uma trajet�oriacom a superf��cie de sec�c~ao. Escolhemos uma superf��cie bidimensional ( plano �) noespa�co de fase e rotulamos suas duas faces, por exemplo por face direita e face esquer-da, respectivamente. A partir disso, ent~ao, estudaremos as sucessivas intersec�c~oes deuma trajet�oria com o plano �, de modo que a seq�uência de pontos gerada por essasintersec�c~oes de�nem uma trajet�oria, vista a partir de uma dessas faces escolhidas (na�gura, escolhemos a face esquerda).Na �gura B.3, representamos um sistema com dois graus de liberdade, onde sedestaca em (a) o espa�co de fase quadridimensional com a trajet�oria tridimensional de
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Figura B.2: Movimento no espa�co de fase e de�ni�c~ao da superf��cie de sec�c~ao dePoincar�e.

Figura B.3: Representa�c~ao para o caso de dois graus de liberdade.energia; (b) proje�c~ao da trajet�oria de energia sobre o volume (p1; q1; q2) e (c) as inter-sec�c~oes sucessivas da trajet�oria representada em (b) com a superf��cie bidimensionalde sec�c~ao q2 = const:.Na �gura B.4, representamos um sistema com três graus de liberdade, ondemostramos, (a) um espa�co de fase hexadimensional com a trajet�oria sobre uma su-perf��cie de energia pentadimensional; (b) três intersec�c~oes sucessivas dessa trajet�oriacom a superf��cie quadridimensional de sec�c~ao q3 = const: e (c) proje�c~oes dessas inter-sec�c~oes da superf��cie de sec�c~ao sobre os planos (p1; q1) e (p2; q2).No estudo da dinâmica de sistemas com v�arios graus de liberdade, �e muitocomum usar-se as superf��cies de sec�c~ao (plots de Poincar�e). Nesse estudo, podemosdestacar resumidamente:



APÊNDICE B. SUPERF�ICIES DE SECC� ~AO DE POINCAR�E 63

Figura B.4: Representa�c~ao para o caso de três graus de liberdade.a - Trajet�orias regularesDependem descontinuamente da escolha das condi�c~oes iniciais e sua presen�ca n~aoimplica na existência de uma integral isolada (invariante global) ou simetria do sis-tema. Entretanto, trajet�orias regulares, onde existirem, representar~ao invariantesexatos de movimento. Essas trajet�orias s~ao continuamente peri�odicas nas vari�aveisde ângulo, cobrindo densamente uma superf��cie toroidal de a�c~ao constante, na qual asvari�aveis de ângulo envolvem (circunscrevem) as duas orienta�c~oes (faces) da superf��ciecom freq�uências incomensur�aveis (caso gen�erico), ou s~ao curvas peri�odicas fechadas,enrolando-se sobre o torus num n�umero inteiro de voltas. As trajet�orias regulares s~aomais convenientemente estudadas usando teoria de perturba�c~ao e visualizadas numasuperf��cie de sec�c~ao (plot de Poincar�e). V�arios tipos de trajet�orias regulares e suasintersec�c~oes com a superf��cie de sec�c~ao �1 = constante est~ao ilustradas na �gura B.5.Na �gura B.5(a) representa-se uma trajet�oria gen�erica que est�a sobre a superf��cie dotorus. Nesse caso, o movimento em torno do eixo maior do torus �e peri�odico em �1com per��odo igual a 2�. As sucessivas intersec�c~oes da trajet�oria com a superf��cie desec�c~ao correspondente a �2 = �21; �22; �23; ::: conduzem a uma curva invariante fechadae densamente recoberta de curvas sobre longos per��odos de tempo. O caso (b) �e umexemplo de uma ressonância k!1(J) + l!2(J) = 0; (B.10)



APÊNDICE B. SUPERF�ICIES DE SECC� ~AO DE POINCAR�E 64com !1 = _�1, !2 = _�2, onde k e l s~ao inteiros. A trajet�oria ressonante �e fecha-da, peri�odica em �1 e �2. Em (b), tamb�em se mostra que para k = 5, l = 2, assucessivas intera�c~oes dessa trajet�oria com a superf��cie de sec�c~ao conduzem a cincopontos discretos denominados de pontos �xos ou pontos peri�odicos do movimento.Referimo-nos a esse movimento como uma ressonância prim�aria, desde que seja umatrajet�oria peri�odica fechada de um hamiltoniano n~ao perturbado H0. A ressonância�e um caso especial de uma curva invariante, para a qual a raz~ao k=l �e um n�umeroracional. Ressonâncias e suas intera�c~oes desempenham um papel crucial para o sur-gimento de movimento ca�otico em sistemas aproximadamente integr�aveis. Em (c)representa-se a superf��cie de sec�c~ao de uma trajet�oria gen�erica na vizinhan�ca de umaressonância prim�aria correspondente �a �gura (b). As sucessivas intersec�c~oes da tra-jet�oria com a superf��cie de sec�c~ao conduzem a um conjunto de cinco curvas suavese fechadas, denominadas de ilhas prim�arias, que circundam os pontos �xos do caso(b). Para ilustrar-se a complexidade dos movimentos poss��veis, em (d) mostra-se asuperf��cie de sec�c~ao para uma trajet�oria peri�odica fechada que envolve três temposcorrespondentes �a ressonância prim�aria k = 5; l = 2 em 15 ciclos correspondentes a �1.Esse, constitui-se num exemplo de ressonância secund�aria, acoplando o movimentoem torno de uma ilha prim�aria ao movimento peri�odico n~ao perturbado. Uma estru-tura muito complicada das trajet�orias regulares torna-se agora clara; as ressonânciasprim�arias d~ao origem �as ilhas prim�arias, que por sua vez originam as ressonânciassecund�arias e suas ilhas, e assim, sucessivamente!b - Regi~oes de caosS~ao conhecidas por preencher uma por�c~ao �nita de uma superf��cie de energia numespa�co de fase. As sucessivas intersec�c~oes de uma trajet�oria ca�otica com a superf��ciede sec�c~ao, preenchem uma �area �nita. Duas trajet�orias ca�oticas est~ao ilustradas na�gura B.5, que mostra, em coordenadas polares, a superf��cie J1,�2 para dois graus deliberdade.Na �gura B.5, o caso (e) mostra uma camada de caos preenchida por umatrajet�oria �unica entre duas curvas invariantes. Trajet�orias peri�odicas existem nessaregi~ao, mas as trajet�orias pr�oximas dessas, tanto podem, como n~ao moverem-se emilhas de estabilidade em torno de pontos �xos, ou as ilhas s~ao muito pequenas paraserem vis��veis. No caso (f), mostra-se uma camada de caos preenchida por umatrajet�oria �unica pr�oxima das ilhas do caso (c). O movimento ca�otico muitas vezesocorre nas proximidades das separatrizes que separam curvas invariantes de suas ilhas.Pr�oximo a uma separatriz, a freq�uência da ilha de oscila�c~ao, !, aproxima-se de zero!A condi�c~ao de ressonância com a oscila�c~ao n~ao perturbada numa freq�uência !0,k! � !0 = 0; (B.11)
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Figura B.5: Intersec�c~ao de uma trajet�oria sobre a superf��cie de energia com a su-perf��cie de sec�c~ao � de�nida por �1 = constante. (a) Curva invariante gerada pelassucessivas intersec�c~oes da trajet�oria com �. (b) Ressonância prim�aria k = 5; l = 2mostrando as primeiras sete intersec�c~oes da trajet�oria com �. (c) Ilhas prim�arias emtorno dos pontos �xos correspondentes a k = 5; l = 2 gerados pelas intersec�c~oes datrajet�oria com �. (d) Ressonância secund�aria com três saltos em torno da ressonânciaprim�aria k = 5; l = 2. As primeiras 17 intersec�c~oes com � s~ao mostradas. (e) Camadaanular de caos gerada pelas intersec�c~oes de uma trajet�oria �unica com �, entre duascurvas invariantes. (f) Camada de caos contornada pelas curvas invariantes prim�ariae secund�aria.
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Figura B.6: Trajet�orias regulares, regi~oes de caos e separatriz.nos conduz a uma separa�c~ao entre as a�c~oes de ressonâncias vizinhas (k e k + 1),as quais tendem a zero �a medida que a separatriz �e aproximada. Dessa forma, �ecomum referir-se �a regi~ao de caos que forma pr�oxima �a separatriz como uma camadade ressonância. Para uma pequena perturba�c~ao �, com dois graus de liberdade, ascamadas s~ao �nas e separadas entre si por curvas invariantes. As camadas s~ao isoladasumas das outras, e o movimento de uma camada para outra �e proibido. �A medidaque � aumenta, as curvas invariantes que separam cadeias de ilhas pr�oximas comsuas camadas de ressonância s~ao fortemente perturbadas e �nalmente destru��das. Ascamadas fundem quando a �ultima curva invariante que separa cadeias de camadasde ilhas circundantes adjacentes �e destru��da. Os caos fortes ou globais de movimentosurgir~ao quando houver a fus~ao de camadas de ressonâncias prim�arias.Um exemplo de sec�c~ao de Poincar�e obtida para o espa�co de fases (rb; r0b) do en-velope do feixe �e apresentada na �gura B.6. Na �gura, est~ao ressaltadas as estruturasdo espa�co de fases descritas acima.
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Apêndice CM�etodo de Newton-RaphsonA evolu�c~ao do envelope no espa�co de fase (rb; r0b) �e determinado atrav�es da equa�c~aode envelope normalizada 2.52, a qual pode ser escrita comodXds = F (X; s); (C.1)onde X � (rb; r0b) �e o vetor posi�c~ao no espa�co de fase eF (X; s) = �r0b;��z(s)rb + Krb + 1r3� : (C.2)Para aplicar o m�etodo de Newton-Raphson a �m de se encontrar e veri�car a esta-bilidade das solu�c~oes casadas do envelope, vamos considerar a fun�c~ao � que mapeiao espa�co de fase do envelope sobre si mesmo a cada per��odo do campo focalizador.Formalmente, tal mapeamento pode ser expresso comoX(s0 + 1) = �[X(s0)]; (C.3)onde s0 �e uma posi�c~ao inicial e Xm corresponde a um ponto �xo do mapeamento quesatisfa�ca Xm = �[Xm]: (C.4)Suponhamos que seja conhecida uma solu�c~ao Xj, sendo esta relativamente pr�oxima�a solu�c~ao casada tal que Xm = Xj � �X; (C.5)com �X pequeno. Substituindo a equa�c~ao C.5 na equa�c~ao C.4 e realizando a expans~aode Taylor at�e termos lineares em �X, obtemos��[Xj]� I�X = Xj(s0 + 1)�Xj(s0); (C.6)



APÊNDICE C. M�ETODO DE NEWTON-RAPHSON 68onde �� = 24 @rb(s0 + 1)=@rb(s0) @rb(s0 + 1)=@r0b(s0)@r0b(s0 + 1)=@rb(s0) @r0b(s0 + 1)=@r0b(s0) 35 (C.7)�e a matriz dos mapeamentos das tangentes e I �e a matriz identidade de ordem 2 (ouseja, 2� 2). O m�etodo de Newton-Raphson basicamente consiste no seguinte: dadauma solu�c~ao pr�oxima �a casada Xj e integrando as apropriadas equa�c~oes diferenciaissobre um per��odo do campo focalizador, resolvemos para �X na equa�c~ao C.6 e usamosesse resultado na equa�c~ao C.5 para obter uma nova aproxima�c~ao para a solu�c~ao casa-da Xm. Ap�os realizar esse processo iterativo muitas vezes, a solu�c~ao poder�a convergirpara uma dada solu�c~ao casada do sistema. Uma vez que a convergência esteja garan-tida, �� torna-se a matriz que delineia a evolu�c~ao das perturba�c~oes in�nitesimais emtorno da solu�c~ao casada, e portanto, tem informa�c~ao sobre a estabilidade da solu�c~aocasada. Particularmente, se o tra�co da matriz �� for superior a 2 (Tr[��] > 2), osautovalores ser~ao reais e a solu�c~ao casada ser�a um ponto de sela inst�avel - observe-senesse caso que a equa�c~ao de envelope C.1 �e conservativa, portanto o determinante damatriz �� �e igual �a unidade (det�� = 1) - por outro lado, se o tra�co da matriz ��for inferior a 2 (Tr[��] < 2) os autovalores ser~ao complexos e da forma exp(ikfix) eexp(�ikfix), e as �orbitas circundantes rotar~ao com n�umero de onda kfix em torno dasolu�c~ao est�avel casada. O ��ndice de estabilidade �e convenientemente de�nido como� = (1=2)Tr[��].A princ��pio, a matriz ��, pode ser calculada diretamente por aproxima�c~oesnum�ericas computacionais das derivadas do lado direito da equa�c~ao C.7. Entretanto,um m�etodo mais preciso derivado da equa�c~ao C.1, foi usado neste trabalho. A saber,ap�os alguns c�alculos simples podemos mostrar que �� = A(s0+1), onde A(s) �e umamatriz cujos elementos s~ao fun�c~oes cont��nuas de s, obtidas pela integra�c~ao juntamentecom a equa�c~ao C.1, da equa�c~ao dAds = dFdX :A; (C.8)usando uma condi�c~ao inicialA(s0) = I. Na equa�c~ao C.8, dF=dX �e a matriz jacobianade F(X; s).
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