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Resumo

Este trabalho objetiva investigar a estabilidade de um feixe de particulas perio-
dicamente focalizado por um campo magnético, dando uma especial atengao as novas
regides de estabilidade que foram recentemente encontradas [46]. Primeiramente in-
vestigamos como o perfil do campo magnético focalizador influencia na estabilidade
do feixe periodicamente focalizado [41]. A seguir, a importancia das perturbagoes
sem simetria axial sobre a estabilidade do feixe foi analisada [40]. Por fim, pesquisa-
mos como o transporte de um feixe fora do centro de simetria do campo focalizador
¢ alterado pela dinamica de sua centréide, e como cargas induzidas no cilindro con-
dutor que contém o feixe, influenciam a dinamica e a estabilidade deste [38]. A fim
de obtermos informacoes sobre a estabilidade nao-linear dos varios tipos de solucoes
presentes em nosso problema, usamos os plots de Poincaré [33] e aplicamos o método
de Newton-Raphson [41].
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Abstract

In this work we investigate the stability of a particle beam periodically focused
by a magnetic field, paying special attention to the new regions of the stability found
recently [46]. First of all, we investigate how the profile of the focusing magnetic
field influence the stability of the periodically focused beam [41]. Afterwards, the
importance of perturbations without axial simmetry on the stability of the beam is
analyzed [40]. Finally, we research how the transport of an off-axis beam is altered
by the dynamics of the its centroid, and how induced charges in the conducting
pipe encapsulating the beam influence its dynamics and stability [38]. To obtain
information about the stability of several non-linear solutions presents in our problem,
we use Poincaré’s plots and apply the Newton-Raphson’s method [41].
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CAPITULO 1. DINAMICA DE FEIXES DE PARTICULAS: INTRODUCAO 1

Capitulo 1

Dinamica de feixes de particulas:

introducao

O estudo do movimento de particulas carregadas sob acao de campos externos co-
mecou a desenvolver-se no inicio do século vinte e, desde entao, seus dominios de
aplicagao tornaram-se cada vez mais vastos [2, 26, 54].

A fisica de um intenso feixe de particulas em sistemas periodicamente foca-
lizados é uma &rea ativa da pesquisa tedrica e experimental [4, 11, 28, 29, 34, 48],
onde campos externos com os mais variados perfis mantém confinados feixes de ions
ou elétrons de alta corrente e baixa emitancia [39]. Essa drea é crucial para o desen-
volvimento de aceleradores de particulas e suas aplicacoes, tais como a producao de
tritio, fontes de néutrons por espalhamento, fusao de fons pesados, fontes de radiacao
coerente, e transmutagao de residuos nucleares [16, 32|, bem como aplica¢oes diversas
na ciéncia bésica [6, 13, 31, 37, 50, 58].

Um aspecto essencial no estudo de feixes de particulas periodicamente foca-
lizados consiste na compreensao de suas propriedades de equilibrio e estabilidade.
A situacao de equilibrio resulta do balanco entre as forcas focalizadoras devidas ao
campo magnético externo aplicado e ao auto-campo magnético do feixe, e as forcas
desfocalizadoras, associadas as interacoes eletrostaticas entre as cargas do feixe e aos
efeitos térmicos e de rotacao rigida.

Analises feitas desde a década de 80, baseadas tanto na teoria cinética [13]
quanto no estudo do envelope do feixe [7, 13, 24, 54], revelaram que num intervalo
relativamente limitado de variacao do campo focalizador existe somente uma solucao
de equilibrio na qual o raio do feixe varia com a mesma periodicidade desse cam-
po; tal solu¢do é denominada de solu¢ao casada [41, 46]. Esses trabalhos indicam
que acima de um certo valor de intensidade do campo focalizador a solucao casada
torna-se instavel, impossibilitando o transporte do feixe acima desse limiar; tal limiar

corresponde a um avanco de fase no vdcuo de 90° (veja a definicao 2.48 no capitulo 2).
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Em trabalho recente [46], porém, mostrou-se que & medida que a intensidade do cam-
po magnético focalizador for aumentada, novas solucoes casadas surgem e nao existe
simplesmente um limiar acima do qual o transporte do feixe torna-se instavel, mas
sim sucessivas regioes de estabilidade interrompidas por trechos (ou em inglés gaps)
nos quais as solucoes casadas sao instdveis, ou simplesmente nao existem. Andlises
detalhadas sobre os efeitos da intensidade do campo revelaram que apesar da pre-
senca de algumas caracteristicas diferentes relacionadas as bifurcacoes das solugoes
casadas, as novas regioes de estabilidade estao presentes tanto nos feixes dominados
pela emitancia, como por naqueles dominados pela carga espacial [26]. O mecanismo
dinamico responsavel pelos sucessivos gaps é analisado na referéncia [41].

Até este trabalho, para a regiao original de estabilidade foram considerados
apenas perfis senoidal ou tipo onda quadrada para o campo externo focalizador; o
primeiro fato que investigamos é como a estabilidade do feixe é afetada frente as
variacoes do perfil do campo focalizador, nao apenas na regiao original como também
nas novas regioes de estabilidade [51].

Dando prosseguimento ao nosso trabalho, passamos a analisar a importancia
de instabilidades sem simetria axial no transporte do feixe [9]. Ao realizarmos este
estudo aplicamos o método de Newton-Raphson com o objetivo de determinar a esta-
bilidade das solugoes casadas e mostramos, de fato, a existéncia de instabilidades do
tipo quadrupdlo que aparecem de forma andloga, tanto na regiao usual (oq < 180°)
quanto nas novas zonas de estabilidade [40], onde oy é um paradmetro adimensio-
nal proporcional ao valorrms do campo magn’etico focalizador (veja a secao 2.3.2,
especialmente a equacao 2.46).

A influéncia da dinamica da centréide do feixe sobre o seu transporte também
foi estudada e, em especial, demonstramos a existéncia de uma solugao de equilibrio
cinético para a dinamica de feixes cuja centrdide esteja deslocada do eixo de simetria
do sistema. A influéncia do cilindro que contém o feixe focalizado também foi pesqui-
sada, tanto em perfis senoidais do campo focalizador, como também em perfis mais
complexos [39, 38].

Ao finalizarmos este trabalho fazemos uma sintese dos resultados discutidos em
detalhes em cada capitulo, bem como indicamos alguns estudos sobre a fisica de feixes
periodicamente focalizados que poderao ser realizados e, assim, dar continuidade ao

que fizemos até aqui.
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Capitulo 2

Os modelos e a distribuicao KV

2.1 O modelo para o feixe periodicamente focali-

zado e para o campo magnético focalizador

O feixe de particulas, que é o objeto do nosso estudo, é fino, continuo e se propaga
com velocidade axial média v = f(yce, através de um campo magnético focalizador

dado em geral por

B(z,y,s) = B,(s)é, — %B;(s)(:ﬁéx +yé,), (2.1)
onde s = z = [yt é a coordenada ao longo do eixo do feixe, sendo que o indice (/)
denota a derivada com relacao a s e ¢ é a velocidade da luz no vacuo. A obtencao
desta equacao é mostrada em detalhes no apéndice A. Esse campo magnético que
atua sobre o feixe é periédico, ou seja, B,(s) = B,(s+ S), onde S é o comprimento
de periodicidade do campo focalizador, conforme se representa na figura 2.1. No
capitulo 3 mostraremos com maiores detalhes como variaremos o perfil do campo
magnético focalizador e as influéncias dessas variacoes na estabilidade do feixe. O
campo magnético focalizador é representado pela grandeza r,(s), que é periddica,

isto é, k,(s) = k.(s + S) e dada por

¢*B2(s)

" T 2

K2 (8)

Uma grandeza que aparece com bastante freqiiéncia neste trabalho é a per-
veancia, definida por

2¢°N

K=,
i Byme?

(2.3)

que é uma medida da densidade de cargas do feixe. Nessas equacoes, 3, = v/c e

v =1/4/1 = (v/c)? é o fator relativistico.
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@)

Figura 2.1: Representacao do feixe de particulas periodicamente focalizado.

2.2 Descricao de Vlasov-Maxwell: a equacao de
Vlasov, instabilidade e equilibrio de Vlasov-

Maxwell

Nesta secgao, vamos primeiramente considerar um sistema de particulas com carac-
teristicas mais gerais do que aquele que forma o feixe especificado na seccao anterior
e, a seguir, faremos algumas simplificacoes para descrever de maneira mais direta o
feixe que analisamos neste trabalho.

Seja um sistema nao-neutro de particulas carregadas, onde uma particula da
espécie “5” tenha carga e massa de repouso respectivamente iguais a ¢; e m;; toman-
do uma escala de tempo desprezivel relativamente ao tempo de colisao entre duas
particulas, a funcao de distribuicao de uma particula para a j-ésima componente é

fi(x,p,t) e satisfaz & equacao nao-linear de Vlasov [13, 14, 16, 20, 42, 55]

0 0 1 0

onde v e p sao respectivamente a velocidade e o momentum relacionados por

P _ P |
ym; m]\/l +p2/(mjc)2’

(2.5)

VvV =

neste contexto sabemos que a dinamica da particula é relativisticae v = \/1 + p?/(m;c)?
é o fator relativistico da massa. Como x e p sao variaveis independentes e levando-se

em conta que 9/0p - (v x B) =0, a equagao 2.4 pode ser expressa equivalentemente
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como

of;
8—75]+_x (vfj) +

que tem a forma de uma equacao de continuidade em um espago de fase hexadi-

qj <E+ 1v X B) f]} =0, (2.6)

mensional (x,p). Os campos elétrico e magnético resultantes, E(x,t) e B(x,t), nas

equacoes 2.4 e 2.6 sao determinados auto-consistentemente das equacgoes de Maxwell,

18B
VxE= ¢ ot’
VxB= 4%T;qj/d3pvt]‘"j(x,p,t) + %Jext + %aa—]f,
V-E:47r2qj/d3pfj(x,p,t) AT e (2.7)
] V-B=0.

A segunda e terceira equacoes em 2.7 nos permitem também incluir os efeitos de
cargas e correntes externa [36, 53|, (pext © Jext). Em um feixe de particulas, cada
carga elétrica fica sob acao dos auto-campos elétrico e magnético gerados pelas cargas
elétricas do feixe, E2U° ¢ B2 ¢ também sob a acao do campo magnético externo
focalizador; assim, de uma maneira geral, os campos elétrico e magnético podem ser

eXpressos como

E(x,t) = EfOC(X, t) + Ea“to(x, t),
B(x,t) = Bfoc(x, t) + B™°(x, t). (2.8)

Neste contexto, os auto-campos gerados pela carga liquida e pela densidade de cor-

rente sao, respectivamente, dados por

Yo [ fixp.0dp
Zq]/Vf] X, p,t)d°p. (2.9)

Considerando-se as interacoes nao-lineares coletivas entre as particulas com os campos
focalizadores aplicados e a média dos auto-campos gerados, as equacoes 2.4 e 2.6
representam o teorema de Liouville para a evolucao incompressivel de f;(x,p,t) no
espaco de fase hexadimensional. Convém ressaltar que as equacoes de Vlasov-Maxwell
sao altamente nao-lineares devido ao fato de que f;(x, p,?) poder ser modificada pelos
auto-campos gerados, que, entao, evoluem como uma func¢ao de distribuicao de cargas.
Uma importante escala de tempo intrinseca associada a equacao de Vlasov

(2.4) é 1/wy;, onde w,; = (/4mn;qi/m; é conhecida como freqiiéncia de plasma e
= [ f;d?p é a densidade do niimero de particulas. As equagoes 2.4 e 2.8 podem ser
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aplicadas a feixes de particula inica nao neutra (j = b, que é o caso deste trabalho),
plasmas que consistam exclusivamente de elétrons (¢; = —e) ou ions (¢; = +Z;e),
plasmas nao neutros ou a plasmas eletricamente neutros, nos quais hauma mistura
de elétrons e fons componentes [13, 15, 16, 43].

Sob as condicoes de estado quase-estacionario, uma andlise de equilibrio das
equagoes 2.4 e 2.7 é feita tomando-se 0/0t = 0 e olhando-se para as solugoes esta-

ciondrias, f)(x,p), E°(x) e B(x), que satisfazem as equagdes

O (gl o) 91 0 _
lv ax—i-q](E +-vxB ap]fj(x,p)—O (2.10)

VvV x E® =0,

47
VxB == [Z 4j /fo(v,p)dgpﬂL Jext (%)
;

V- -E° =47 [Z 4 / fJQ(X, P)A*D + pext (X) | (2.11)

V- B’ =0.

Uma anadlise da equacao 2.10 reduz-se a determinacao de constantes de movimento de
particula tinica para os campos em equilibrio, E°(x) e B%(x). Para mais aplicacoes de
interesse aqui, E°(x) é produzido pela falta de neutralidade da carga em equilibrio,
ou seja, ¥, q; [ f{(x,p)d’p # 0, e BY(x) gerado pelas fontes externas de corrente,
bem como pelo equilibrio das correntes transportadas pelas cargas componentes do
sistema. Podemos observar que os efeitos de equilibrio dos auto-campos estao in-
corporados nas equacoes 2.10 e 2.11 de uma forma auto-consistente. Além disso,
observa-se que as equacoes de equilibrio 2.10 e 2.11 sao nao-lineares para a maioria
das aplicacoes de interesse. Observe-se que o termo equilibrio usado neste contexto
nao pode ser confundido com equilibrio térmico. Para uma dada configuracao de
campo externo aplicado, em geral, é possivel o uso do equilibrio auto-consistente de
Vlasov; tal equilibrio consiste em estados estaciondrios que podem existir numa escala
temporal menor do que o tempo de colisao bindria. Dado um especifico equilibrio,
este podera ser instavel desde que haja perturbacoes sobre o crescimento do equilibrio

no tempo ou no espaco.
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2.3 A equacao do envelope do feixe e a funcao de
distribuicao de equilibrio KV

No final da década de 50, Kapchinskij e Vladimirskij formularam o primeiro modelo
de funcao de distribuicao de equilibrio para um feixe continuo de particulas sujeito
a um campo focalizador peridédico; tal modelo incluia os efeitos de espaco-carga e
corrente do feixe. A equacao do envelope é que determina a evolucao do tamanho da
seccao transversal do feixe de particulas sujeito ao campo magnético focalizador. A
equacao normalizada do envelope sera deduzida e caracterizada por dois parametros:
a intensidade do campo magnético focalizador e a perveancia do auto-campo do fei-
xe. As propriedades da equacao do envelope sao estudadas numa ampla regiao de
parametros espaciais sem usarmos a aproximacao de linearizacao sobre o equilibrio
Kapchinskij-Vladimirskij (KV). Na primeira subsec¢ao vamos usar as equagoes ha-
miltonianas de movimento para particula tnica, tanto nos referenciais de Larmor
como do laboratério, na aproximacao paraxial. Na subseccao seguinte construire-
mos a funcao de distribuicao de equilibrio KV e, a seguir, deduziremos a equacao de

envelope do feixe.

2.3.1 Equacoes hamiltonianas de movimento nos referenciais

do laboratorio e de Larmor

O feixe de particulas que estamos considerando ja foi descrito na seccao anterior, bem
como o campo magnético periddico que o focaliza, equacao 2.1, na aproximacao do
feixe fino. O potencial vetor para o campo magnético aplicado pode ser escolhido
como

A (z,y,s8) = %Bz(s)(:céy —yé,), (2.12)

com B¥™' =V x A®,

Na aproximacdo paraxial [13] o movimento da particula em qualquer pla-
no transversal do feixe é considerado como sendo nao-relativistico, de modo que
o parametro Budker, vg, seja pequeno comparado com a unidade [5, 16], ou seja,
vg = ¢*N/(mc®) << 1, onde N = [dzdyny(x,y,s) é o nimero de particulas por
unidade axial de comprimento do feixe e m e ¢ sao a massa de repouso e a carga de
cada particula, respectivamente. Sob essas consideracoes, os auto-campos elétrico e
magnético devidos ao intenso feixe de particulas carregadas pode ser dado aproxima-

damente por

auto .0 0 auto
E( t )(.I,y,S) = —(ex%—Feya—y)(I)( t )(:c,y,S) (213)
e
B(auto)(l‘ y S) _ (ex 0 _a Q)A(auto)(m Y S) (2,14)
» I ay yax z 1IN
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onde o potencial escalar para o auto-campo elétrico satisfaz a equacao de Poisson

o o

(@ + a—y2)q>(am°)(x, Yy, s) = —4dmqne(x,y, s) (2.15)

sendo o potencial vetor para o auto-campo magnético dado por
AEUO) (1 g 5) = G000 (1 gy 5)e,. (2.16)

Faremos a suposi¢ao de que a densidade de particulas no equilibrio, ng(z,y, s), na
equacao 2.15, seja uniforme em qualquer seccao transversal do feixe cilindrico com

raio 7,(s), ou seja,

N/[rri(s)], para 0 <7 < 74(s)

2.17
0, para r > ry(s), (2.17)

ol . 5) = {

onde r = /22 + y? é a coordenada radial e r,(s) é a funcao envelope, que especifica
a dimensao transversal do feixe. Usando-se as equacoes 2.15 e 2.17, obtemos que o

auto-potencial escalar do feixe é dado por

gN7r?
ry(s)’

para r < 1, ou seja, no interior do feixe. No referencial do laboratério, as equacoes

) (g 5) = — (2.18)

de movimento sao obtidas a partir do hamiltoniano de particula tnica,

H(x,y,s, Py, P,, P,) = [*(Py — QA(Iext))Q (P, — QAZ(Jext))Z n
c

ol
o

+ ¢®auto), (2.19)

z

CQ(PZ . QA(auto))Q + (mCQ)Q].
&

onde (s, P,) é um par de varidveis canonicamente conjugadas e 0 momentum canénico

P esta relacionado ao momentum mecanico p por
P - p+ Q[A(ext) + A(auto)]’ (220)
c

lembrando que s = (¢t é a coordenada axial e [y¢ é a velocidade axial média do
feixe de particulas. Uma vez que as componentes das velocidades das particulas em
qualquer seccao transversal do feixe sejam nao relativisticas na aproximacao paraxial,
o momentum mecanico p, = y,mpOyc, pode ser tratado como uma constante; assim

sendo, o hamiltoniano completo é aproximadamente dado por

H = yyme* + H_, (2.21)
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onde v, = (1 — 32)~!/2 = constante e o hamiltoniano para o movimento transversal é

definido por

1 qB.(s) qB.(s)
Ho(@,y, P By 8) = o lPot 5 =yl 4 [Py = 5 —al”
2
¢ N 2 2
— x4+ . 2.22
L@ )

E bastante comum neste tipo de formalismo o uso de um hamiltoniano e de

momenta canonicos transversos normalizados, onde tais grandezas sao dadas por

, P,
Px = y
YmBye
. P
P, = Y 2.23
Y ’meﬂbc’ ( )
N H_
H = —
Ym(Byc)

sendo o parametro de comprimento do campo focalizador e o parametro de auto-

campo normalizados dados por

k.(s)] = 72322(302, (2.24)
‘ K
e = oy (2.25)

respectivamente. A grandeza K = 2¢?N/(v)3¢mc?) é a perveancia normalizada do
feixe. Fazendo-se uso de toda notacao e relacoes definidas anteriormente, podemos

expressar o hamiltoniano para o movimento transversal das particulas do feixe como

H_ (2,9, By, By s) = S{1Py 0GP + (B — /)
@) (226)

As equacoes de movimento para particula tinica no referencial do laboratério sao

P = —% = Py\/k(5) — [ra(s) — ky(s)]z, (2.27)
oy = UL ) = [ras) — k(s
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Convém ressaltar que os movimentos nas direcoes = e y sao fortemente acoplados, no
referencial do laboratorio.

O nosso préximo passo serd o de realizar uma transformacao canonica do refe-
rencial do laboratério para o referencial de Larmor. O referencial de Larmor rotaciona

em torno do referencial do laboratério com a velocidade angular

Q= Gyer/k(s) = 4B:(s) (2.28)

© 2yme’

que corresponde a metade da freqiiéncia relativistica local. Uma escolha para a funcao

geradora da transformacao (z,y, B, Py) — (2,7, Py, Py) é

Fy(z,y; Py, Py, 5) = xcos[¢(s)] — ysen[p(s)] P,
+asen[¢(s)] — ycos[p(s)] Py, (2.29)

onde ¢(s) = [; ds'\/k,(s') e I, definindo a seguinte transformacao:

! (2.30)

Apos havermos realizado essas transformagoes, podemos expressar o hamiltoniano em

funcao das novas varidveis, (z, g, P, P,), como

H(%,§, Py, Py, s) = 5 [ P2+ P} + 5(s) (2 + 7)) (2.31)

DN |

onde definimos k(s) = k,(s) — ks(s) e usamos a propriedade

Ho=H_+—2. (2.32)

Asim, as equacoes de movimento no referencial de Larmor sao

T = Iy,
g, = ~ya
P! = —k(s)i, (2.33)



CAPITULO 2. OS MODELOS E A DISTRIBUICAO KV 11

Combinando-se a primeira com a terceira das equacoes anteriores e, similarmente, a

segunda com a quarta equacoes, obtemos respectivamente,

d*z N

@ + H(S)Q? =0

d?y N

E + H(S)y = 0. (2.34)

Para casos particulares desta andlise em que a funcao k(s) for impar e periddica, ou
seja, k(s) = k(—s) = k(s +9), as duas tltimas equagoes sao conhecidas na literatura
matemadtica como equagoes de Hill [21, 33].

Cabe-nos comentar que dois motivos nos levaram a realizar a transformacao do
sistema de coordenadas do laboratorio para o de Larmor: primeiramente porque sendo
a transformacao uma rotagao pura, ela preserva a invariancia de um perfil de densi-
dade de equilibrio com simetria axial, ou seja, ny(r, s) = no(7, s), onde 7 = /22 + 2.
Em segundo lugar, o movimento na direcao 7 estd desacoplado do movimento na
direcao y para um perfil com densidade uniforme definido pela equacao 2.17. Os
desacoplamento dos movimentos nessas duas direcoes somente podera ser realizado
através de uma rotagao pura se, e somente se, o perfil da densidade de equilibrio tiver

simetria axial e for uniforme no feixe.

2.3.2 A funcao de distribuicao de Kapchinskij-Vladimirskij

e a equacao do envelope do feixe

A distribuicao de Kapchinskij-Vladimirskij (KV) é a inica distribuigao auto-consistente
conhecida no equilibrio de Vlasov para um intenso feixe de particulas carregadas num
campo magnético externo focalizador, incluindo os efeitos de auto-campo. Na secao
anterior, obtivemos as equacoes de movimento tanto no referencial do laboratorio,
como no referencial de Larmor. Devido a essa tltima configuracao ter um alto grau
de simetria, decorre uma sutil diferenca entre essas duas configuracoes. Por momento,
objetivamos obter a funcao de distribuicao KV para um campo magnético focalizador
solenoidal e apontar as diferencas entre as duas configuragoes mencionadas anterior-
mente.

Para obtermos a funcao de distribuicao de equilibrio KV de um intenso feixe
de particulas carregadas propagando-se através de um campo magnético focalizador
solenoidal e periédico, usaremos o mesmo tratamento de Courant e Snyder [12] para
gradientes sincrotron alternados. Definimos os parametros dos auto-campos norma-
lizados,

K

B = ST (2.35)
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K

,%Z“to = 7a(s) F0(s)’ (2.36)
onde K é a perveancia (equacao 2.3) e a(s) e b(s) sdo os semi-eixos de um feixe
com seccao transversal eliptica. Como neste caso estamos tratando de um feixe com
seccao transversal circular, torna-se evidente que a(s) = b(s) = r, de modo que
ke = K/(2r) e k, = K/(2r;) e que existe a simetria £,(s) = ky(s) = k(s). Definimos

Z(s) e g(s) como
#(s) = Ayo(s)cos | / W | (2.37)

j(s) = Ayw(s)sen | / +xpy0\ (2.38)

Nas equagoes 2.37 e 2.38, w(s) = w(s+S) é araiz quadrada da fung¢ao de amplitude e
Az, Ay, Uy e Uy 530 constantes que podem ser determinadas a partir das condigoes
iniciais, #(sq), §(s0), Pe(s0) = #(s0) e P,(s0) = #'(s0). Substituindo a equagio
2.37 na primeira e terceira equagoes em 2.33 e a equagao 2.38 nas segunda e quarta
equacoes em 2.33, concluimos que as equacoes 2.37 e 2.38 resolvem as equacoes de
Hamilton 2.33 e, dessa forma, obtemos w(s) que é a solugao da equacao diferencial
2
R 299

sujeita & condi¢ao periddica w(s) = w(s + 9).

Por conveniéncia, vamos fazer a transformacao canonica (Z,7, Px,ﬁy) —
(X, Y, Px, Py) definida por [24]

v F
w
Y
wi
Py = wh, + %5 (2.40)
X = Wiy dsl“, .
- dw .
Py—wa+£y
onde a funcao geradora é
Fo(3,dy: Py, Pyys) = = [Py + 292 L B (p U (2.41)
2,7, s) = — —— — —— . .
200, Y, I'x, Iy, - X 2 ds . y 2 ds

Assim, a hamiltoniana para as novas variaveis (X, Y, Px, Py) pode ser expressa como

H(X.,Y, Py, Py,s) = (X2 +Y?+ Pt + P}, (2.42)

2t02(s)
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que é proporcional a soma das duas constantes de movimento independentes seguintes:

A2 = X? + P} = constante (2.43)

A2 = Y? 4 Py = constante, (2.44)

de modo que a constancia das quantidades dadas pelas duas tltimas equagoes pode
ser comprovada a partir das equacoes 2.37, 2.38 e 2.40.
A fungao de distribui¢ao de Kapchinsjij-Vladimirskij [26] pode ser expressa
como
fo(X,Y, Py, Py) = %5 (X*+Y?+ PE+ Pl —¢), (2.45)

onde o parametro € representa a emitancia nao normalizada do feixe. Observe-se que a
equagao 2.45 descreve uma classe de equilibrios auto-consistentes de Vlasov (0/ds =
0) para um intenso feixe de particulas carregadas sujeito a um campo magnético
solenoidal e periddico, incluindo-se os efeitos dos auto-campos elétrico e magnético
associados & carga espacial e corrente do feixe [13]. Realizando-se a integracao da
fungao de distribuigao KV sobre o espago dos momenta, (Px, Py), obtemos que a
densidade de particulas ng(z,y, s) é dada por uma func¢ao do tipo degrau na equagao

2.17, resultando em

ry(s) = Vew(s). (2.46)

Devemos dar atencao a dois fatos: primeiramente, a hipdtese de se tomar o perfil da
densidade dado na subsecao anterior consistente com a escolha da funcao de distri-
buicao KV dada pela equacao 2.45 e, em segundo lugar, é que a equacao 2.46 também
pode ser obtida independentemente se observarmos a simetria axial do feixe e o fato
de que o raio r4(s) desse feixe corresponde ao valor méximo atribuido a Z(s) ao longo
do eixo & quando A, = 0. Esses resultados nos indicam que A, = A = /e e
cos[Wq + [ ds'/@?(s")] = 1 na equacio 2.37, o que leva a equacao 2.46. Através das

equagoes 2.39 e 2.46 chegamos a equacao do envelope
— + Kk (s)rp — — — = =0. (2.47)

Na literatura, a equacao 2.47 é também conhecida como equacao de Kapchinskij-
Vladimirskij [9, 16, 32], sendo que nela se faz uso da relagao k(s) = k,(s) — ks(s) e
da equacao 2.25.

Na presenca de um campo magnético com configuracao solenoidal, a simetria
axial tanto do campo magnético focalizador como do perfil da densidade do feixe,
nos permite descrever a evolucao do equilibrio KV através de uma tnica equacao

diferencial ordinaria de segunda ordem. Para um campo magnético cuja configuracao
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fosse do tipo quadrupdlo de gradiente alternado, isto ja nao seria possivel; nesse caso,
teriamos um feixe cuja densidade seria uniforme sobre uma area de secao transversal
eliptica e cujo envelope deveria ser descrito por duas equacoes diferenciais ordinarias
de segunda ordem acopladas [13, 26].

Com o intuito de construirmos completamente a funcao de distribuicao KV
para um intenso feixe de particulas carregadas focalizado por um feixe solenoidal pe-
riddico, solugoes periddicas da equacao 2.47 ainda devem ser obtidas. O procedimento
para encontrar uma solucao periédica estavel para a equacao 2.47 com periodicida-
de de comprimento S serd discutido na proxima subsecao, quando nos referirmos as
solucoes casadas. Para um feixe casado em equilibrio, o avanco de fase sobre um

periodo axial do campo focalizador é definido por

so+S so+S
05/0 i:efo ds (2.48)
S0 s

w?(s) o Tils)

onde fizemos uso da equacao 2.46. Conforme mostraremos na subsecao seguinte, o
avanco de fase sem a carga espacial, ou seja, com 0y = 0 |k—g, constitui-se num
importante parametro para caracterizar o campo magnético focalizador.

A emitancia nao normalizada €, na equacao 2.45 é uma medida da area no
espaco de fase ocupada pelo feixe. A partir da equacao 2.47, isso nos leva a concluir
que € corresponde & drea minima, tanto no plano de fase (X, Px) quanto no (Y, Py), o
que é necessario para englobar todas as particulas descritas pela funcao de distribuicao
KV, fo. Por outro lado, é imediato mostrar-se que a emitancia nao normalizada € é

igual ao valor quadrético médio da emiténcia definida por [30, 52]

€rms = 4\/< X2 >< P2 > — < XPx >2, (2.49)

sendo que nesta equagao, a média da funcao de fase x(X,Y, Py, Py) sobre o espaco
de fase (X, Y, Px, Py) é definida por

N J xfodl'

<y >= ,
XN 2= T fdl

(2.50)
onde dI' = dXdYdPxdPy. Assim, obtivemos a equacao que relaciona a emitancia
nao normalizada € com o momentum angular canonico P, relativo as particulas da
distribuicao KV.
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2.3.3 Equacao normalizada do envelope de um feixe casado

sujeito a um campo magnético focalizador

Para finalizar esta seccao vamos obter a equacao normalizada do envelope do feixe;

para isso, introduziremos parametros sem dimensao e variaveis assim definidos:

S%k, — ks, (2.51)

de modo que a equacao 2.47 adquire a seguinte forma normalizada

d27“b K 1
; - — - =0, 2.52
o T (2:52)

que é equivalente as duas equacoes diferenciais ordindrias de primeira ordem,

d?“b
= = T (2.53)
‘ dr} K 1
b
Sl J— ki 2.54
s Ko (8)ry + m + . (2.54)

A equacao normalizada do envelope do feixe 2.52 agora se apresenta caracterizada por
dois parametros, «,(s) e K, relacionados as forgas focalizadoras devidas ao campo
magnético periddico externo e as forcas desfocalizadoras devidas aos auto-campos
gerados pelo proprio feixe, respectivamente. Na equacio 2.52, ry(s) =y, //Se
¢ o raio normalizado do envelope do feixe e K é a perveancia normalizada do feixe
(veja a definicdo dada na equagao 2.3), onde € é a emitancia ndo normalizada do
feixe, N, é o numero de particulas por unidade de comprimento axial, e ¢, m e
v = (1—32)""/2 sdo a carga, massa (de cada particula do feixe) e o fator relativistico

do feixe de particulas, respectivamente.
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Capitulo 3

Campo focalizador x Estabilidade

do feixe

Conforme mencionado anteriormente, um aspecto fundamental no estudo de feixes de
particulas periodicamente focalizados consiste na compreensao de suas propriedades
de equilibrio e estabilidade [17, 36]. Este estudo nao possui apenas importancia pu-
ramente tedrica, uma vez que o aparato experimental que produz o campo magnético
focalizador pode nao conferir a este campo um perfil senoidal ou tipo onda quadrada.
Assim, cabe-nos averiguar se as novas solucoes casadas terao uma forte dependéncia
das componentes oscilatorias do campo focalizador externo nao senoidal e como isto
influird na largura dos gaps de instabilidade [46, 51]. Cabe ressaltar que outros mo-
delos analisam diferentes perfis de campos focalizadores, mas na auséncia da carga
espacial [3].

Neste capitulo, empreendemos uma investigacao da estabilidade do envelope
do feixe focalizado por um campo magnético periédico externo cujo perfil pode ser
variado e, dessa forma, mostramos de uma maneira mais realista e detalhada as con-
figuracoes do sistema. Consideramos um feixe de alta intensidade (corrente) sujeito
inicialmente a um campo focalizador externo periédico senoidal e cujo perfil vai evo-
luindo até o tipo onda quadrada, através da variacao continua de um parametro.
Em contraste com a regiao original de estabilidade, que em geral nao ¢é forteman-
te afetada pela variagao do perfil do campo focalizador, constatamos que as novas
regioes de estabilidade ja apresentam dependéncia do perfil especifico desse campo.
Particularmente, as novas regioes tornam-se mais estreitas e ocorrem para maiores
avancos de fase no vacuo a medida que o campo focalizador torna-se mais localizado.
Quanto mais o perfil do campo focalizador evoluir de modo a se aproximar de uma
onda quadrada, tanto maior se torna o niumero de componentes do espectro de Fou-
rier correspondente e, como conseqiiéncia disso, concluimos que o espaco de fase do
envelope é afetado, surgindo um grande niimero de ressonancias nao-lineares e caos.

Apesar de que em todos os casos analisados constatamos a existéncia de trajetérias
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regulares em torno de uma solucao casada e o aparecimento da regiao cadtica, simu-
lacoes auto-consistentes mostraram que o caos no espaco de fase do envelope pode

afetar a dinamica do feixe, conduzindo a um pequeno crescimento da emitancia.

3.1 Variacoes do perfil do campo magnético exter-

no focalizador: o modelo

Com o objetivo de investigarmos como o perfil do campo magnético externo focaliza-
dor influencia no transporte do feixe, faremos com que tal perfil varie continuamente
desde a forma senoidal (suave) até uma configuragdo de onda quadrada, através de

uma parametrizacao da forma

a(s) = o2 [”Te“] , (51)
onde )
N:1+/0 o (8)ds (3.2)

é usado para normalizar a funcao,

arctan[A(s + )] + arctan[A(s — 2)]
0(s) = e, ETI R (3.3)
arctan[A(—7)] + arctan[A(5")]
é a funcao de fase, e
S:mOd(S-F%,l) — % (3‘4)

é periédico em s e tal que —1/2 < §<1/2; A > 0 é o pardmetro que determina o
perfil do campo focalizador e 0 < n < 1 é o fator de preenchimento. Convém ressaltar
que quando A << 1 o campo focalizador tem o perfil senoidal, enquanto que para
A — oc tal campo assume o perfil tipo onda quadrada onde 7 é, entao, a largura de
cada elevacao. Na figura 3.1 sao apresentados alguns perfis do campo focalizador para
diferentes valores de A. A funcao k,(s) na equagao 3.1 é construida de modo que para
pequenos A ela recai numa suave fungao senoidal de periodo igual a 1 em s, enquanto
a medida que A assume valores grandes a referida funcao permanece peridédica, mas
descontinua e representada por elevacoes retangulares cujas larguras sao iguais ao
fator de preenchimento 7. De fato, no limite A << 1 os argumentos das funcoes
tangente inversa na 3.3 sao pequenos de modo a tornar-se valida a aproximacao
arctan(x) = x, o que nos conduz a 6(s) = 273, correspondendo ao campo focalizador
com perfil senoidal

K (s) = og[l + cos(27s)], (3.5)
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estudado nas referéncias [46, 47]. Cabe observar que nesse limite, 7 nao assume
significado no perfil do campo focalizador. Por outro lado, quando A >> 1 as func¢oes
tangente inversa apresentam um abrupto salto de —7/2 para 7/2 assim como seus
argumentos trocam de sinal, o que nos leva a aproximacao arctan(z) = (7/2)sign(z)
e as descontinuidades na funcgao de fase com (s < —n/2) = —m, 0(—n/2 < 5 <
n/2) =0e 6(5 > n/2) = m; dessa forma o campo focalizador assume o perfil de onda

quadrada com fator de preenchimento 7, ou seja,

() = {0, paran/2 <s<1-—mn/2 (3.6)

o2/n, em outros casos.

Observe-se que para todos os valores de A, o denominador na equacgao 3.3 garante
que a funcao de fase realize um ciclo completo desde § = —7 até # = m, enquanto s
vai desde —1/2 a 1/2 e, conseqiientemente, k,(s) permanece continuo nos contornos
do perfil do campo focalizador.

Partimos do fato de que o campo magnético estatico na equacao 2.1 deve
satisfazer as equacoes de Maxwell, V-B = 0 e V x B = 0. Enquanto a primeira
dessas equacoes ¢ satisfeita com exatidao, a segunda é valida apenas se assumirmos
a condicao de que a componente transversal do envelope do feixe é muito menor
do que a variacao de B ao longo do eixo do feixe, tal que r}}Bgn)/Bz << 1, onde
Bg”) = d"B,/ds™ e termos da ordem n > 2 sdo desprezados. Essa suposi¢do nao é
certamente verdadeira a medida que A — oo, ou seja, o perfil do campo tende a forma
de onda quadrada de acordo com a equagao 3.6 [58, 57]. Embora seja importante
investigarmos as propriedades do feixe sob acdo de um campo externo focalizador
com o perfil de onda quadrada (A — o), devemos levar em conta que nos aparatos
reais, o campo focalizador apresenta perfis nao tao drasticos quanto este, sendo mais
apropriadamente melhor representado por um valor finito de A !

Na figura 3.1 ilustramos alguns dos perfis gerados através da equacao 3.1, onde
k. (s) é representado paran = 0,2, 0o = 70° para quatro diferentes valores de A: 107!,
10!, 102 e 10*. Cabe ressaltar que para A = 10* o perfil é praticamente o de uma
onda quadrada. E facil constatarmos que a medida que A cresce, o campo magnético
focalizador vai se tornando mais localizado, ja assumindo a forma de onda quadrada
para A = 10*. Além do mais, ao fazermos a comparacao do perfil da funcio de fase
0(s) quando A = 107! com o de uma funcao senoidal f(s) = 275, encontramos uma

diferenca inferior a 0,1 % para todo s.
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Figura 3.1: Alguns perfis do campo magnético focalizador (k,(s)) para diferentes
valores do parametro A. Os outros parametros sao n = 0,2 e gy = 70°.

3.2 Estabilidade do feixe: analise da equacao do

envelope

Nesta seccao analisamos a estabilidade de feixes propagando-se através do campo
focalizador dado pela equacao 3.1, enquanto o perfil do campo é variado. Cabe
ressaltar que daremos uma especial atencao as novas regioes de estabilidade men-
cionadas nas referéncias [46, 47]. Ao realizarmos essa andalise, usamos o método de
Newton-Raphson para pesquisarmos e verificarmos a estabilidade das solucoes casadas
obtidas através da equacao 2.52; tal método esta descrito com detalhes no apéndice
C. A estabilidade é determinada através do indice de estabilidade «, definido como
a = cos(kay), onde kg, é o nimero de onda correspondente as pequenas oscilagoes
lineares em torno da trajetéria periddica obtida com o método de Newton-Raphson.
Para as érbitas estaveis, onde kg, é um nimero real, |o| < 1; se o ultrapassar o con-
torno inferior, ou seja, tornar-se menor que - 1, diremos que houve um dobramento de
periodo e a estabilidade é perdida. Se o parametro a ultrapassar o contorno superior
a = +1 estara caracterizada uma bifurcacao do tipo tangente inversa, sendo a esta-
bilidade tambhém perdida [41, 33, 46, 47]. Com o objetivo de obtermos informacoes
sobre a estabilidade nao-linear das solucoes casadas, também fazemos uso dos plots de
Poincaré no espaco de fase do envelope. Tais plots sao obtidos através da integracao
da equagao do envelope (equacao 2.52) e tomando o par (r,, dr,/ds) a cada periodo
do campo focalizador para valores inteiros de s [33]. Mais detalhes sobre os plots de
Poincaré poderao ser vistos no apéndice B.

Geralmente, o contexto das bifurcagoes para as solucoes casadas quando se au-
menta o avanco de fase no vacuo se da conforme explicaremos a seguir; uma descricao

detalhada é dada nas referéncias [46, 47]. As soluces casadas estdveis originam-se
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no espaco de fase onde o = +1. As solugoes casadas originais ocorrem exatamen-
te para oy = 0%, enquanto que para as novas regioes de estabilidade, tais solucoes
manifestam-se para diferentes oy > 180°. A medida que o avanco de fase no vacuo
¢ aumentado, os respectivos valores de a evoluem para a = —1. Quando o valor
a = —1 é atingido, a solucao casada sofre uma bifurcacao do tipo dobramento de
periodo e torna-se instavel. Definimos como sendo uma regiao de estabilidade aque-
la cujos valores de oq correspondem aos indices de estabilidade que variam desde
a = +1 até a bifurcacao com o = —1. Um fato bem conhecido, é que antes das so-
lugoes casadas eventualmente desaparecerem do espaco de fase, elas voltam ao valor
correspondente a a« = —1 antes de recuperarem a sua estabilidade, enquanto oy é
aumentado. Entretanto, conforme mostrado na referéncia [47], tais solugoes casadas
nao sao usadas para feixes confinados apos essa recuperacao de estabilidade, uma vez
que as simulacoes numéricas auto-consistentes apontam um pequeno crescimento da
emitancia do feixe.

Nos casos harmonicos, nos quais o campo magnético focalizador oscila senoidal-
mente, foram obtidos os resultados analiticos que seguem [47, 51]. As novas regioes de
estabilidade ocorrem quando a freqiiéncia de oscilacao do campo magnético focaliza-
dor casa com a freqiiéncia de auto-oscilacao do envelope. Essa freqiiéncia casada pode
advir do fato de que enquanto o campo magnético é fixado numa dada freqiiéncia, a
freqiiéncia do envelope varia sobre um intervalo cujos valores sao determinados por
todos os parametros de controle do sistema. Em particular, a freqiiéncia de oscilacao
do envelope aumenta com a intensidade do campo magnético focalizador, que tem
um valor aproximadamente igual a 20y. Sendo a freqiiéncia do campo magnético
igual a 27, conclui-se que a segunda regiao conduz aproximadamente a uma regiao
de parametros dados por 20¢ ~ 27, ou seja, oq ~ 180° [46]. Célculos mais precisos
baseados nas formas normais de teoria de bifurcacao foram extensamente desenvol-
vidas nas referéncias [47, 51|, e atualmente mostra-se que apés um gap, onde nao
existe solucao casada, a segunda regiao é formada quando oy volta a se tornar maior
do que 180°. Nos casos harmonicos, a formacao do gap ao longo do eixo de oy é
rigorosamente iniciada em 180°.

Em casos mais gerais, onde o campo magnético focalizador nao é harmonico,
analises numéricas foram realizadas e constatou-se que os resultados basicos foram
mantidos, exceto o fato de que os gaps podem tornar-se mais largos, conforme des-
creveremos a seguir.

A fim de determinarmos como o perfil do campo magnético focalizador in-
fluencia sobre o transporte e estabilidade do feixe, utilizamos plots no espaco de
parametros oy versus A, enfatizando as diferentes regioes de estabilidade. De acordo
com o que vimos anteriormente, A é o parametro que determina todos os tipos de

perfis para o campo focalizador: enquanto A sofre pequenas variages (<< 1) o perfil
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do campo focalizador evolui continuamente desde uma suave senoidal até a forma de
onda quadrada (A — oc). Nesses plots usamos o método de Newton-Raphson para
determinar numericamente os contornos oy = 0q(A) nos quais as solucoes casadas
estdveis surgem no espaco de fase com o = +1 e perdem a estabilidade com o = —1.
Os resultados para as duas primeiras regices de estabilidade (a original e a seguinte)
obtidos para n = 0,5 (a) e n = 0,2 (b) sdo mostrados na figura 3.2, onde a intensi-
dade do feixe é escolhida para K = 5,0. As regioes escuras correspondem as regioes
estaveis; a regiao abaixo de o ~ 180° é a regiao original de estabilidade (ROE) e
a outra é a segunda regiao de estabilidade (SRE). As regides de mais altas ordens
de estabilidade também foram investigadas e os resultados sao qualitativamente os
mesmos que para a SRE.

Para um maior fator de preenchimento, como no caso n = 0,5 (veja a figura
3.2 (a)), mostrou-se que as regioes de estabilidade nao foram grandemente afetadas
pelas variacoes em A. Somente algum estreitamento da SRE foi verificado a medida
que o campo focalizador tornou-se mais localizado (aumentando A). Os painéis (a)
e (b) da figura 3.3 comparam os plots de Poincaré do espago de fase para a SRE
obtidos para os casos limite A = 107! e A = 10* da figura 3.2(a). A fim de podermos
comparar as solucoes casadas com situacoes similares de estabilidade, consideramos
avancos de fase no vacuo que conduzem ao mesmo indice de estabilidade v em ambos
os casos. Particularmente, encontramos o = —0, 58 que corresponde a oy = 297, 3°
para A = 107! e 0y = 294,2° para A = 10*. Isto tem mostrado que no caso onde
A = 107! o espaco de fase é completamente regular, enquanto que para A = 10*
o aumento significativo das componentes de Fourier do perfil do campo focalizador
implica no aparecimento de ilhas de ressonancia no espaco de fase. Entretanto, nesse
caso, as ressonancias sao pequenas, nao levando a sobreposicao nem caos, estando
afastadas da solucao casada; isto sugere que estamos evidenciando apenas muitas
solucoes descasadas. Portanto, conclui-se que para grandes fatores de preenchimento
(n), o detalhado conhecimento do tipo de campo focalizador nao é critico para a
estabilidade do feixe.

Por outro lado, para valores menores do fator de preenchimento (7), por exem-
plo para n = 0,2, mostramos na figura 3.2(b) que o perfil do campo focalizador é
muito significativo para a estabilidade do feixe e a medida que A cresce, dois efeitos
tornam-se visiveis na SRE. (i) No primeiro, hA um aumento no espago de fase ne-
cessario para atingir-se a SRE. Uma vez que gy é proporcional ao valor quadratico
médio do campo focalizador, conclui-se que o pico do campo magnético é conside-
ravelmente aumentado a medida que o campo magnético torna-se mais localizado
com pequenos valores de 7, nao apenas porque esta média tende a aumentar, como
também a regiao espacial onde o campo é efetivamente aplicado é diminuida. No

caso representado na figura 3.2(b), por exemplo, levando-se em conta que o, para a
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Figura 3.2: Plot do espaco de parametros oy versus A mostrando a localizagao das
duas primeiras regides de estabilidade para (a) n = 0,5 e (b) n = 0,2. A intensidade
do feixe corresponde a K = 5,0.

SRE aumenta drasticamente de 50% quando A varia de 10~! para 10, o aumento no
pico do campo magnético é cerca de 3,75 vezes maior. Representando o raio minimo
do envelope por r;, pode-se concluir que o pico do campo magnético para a SRE
diminui com A, enquanto que r; é notoriamente reduzido. A figura 3.4 representa
como r; varia com logA e mostra que o decrescimento em r; a medida que A vai de
10" para 10? é cerca de 5 vezes, o que de fato supera o acréscimo na intensidade do
pico do campo magnético focalizador. (ii) Em segundo lugar, a SRE torna-se muito
mais estreita enquanto A é aumentado. O intervalo do avanco do espaco de fase no
vacuo para a qual a SRE existe vai desde 80° até 25°, a medida que A é aumentado.
Esse resultado nao apenas revela que quanto mais precisa for a intensidade do campo
focalizador, torna-se necessario um canal focalizador mais localizado para n = 0, 2,
como também sugere que mais ressonancias nao-lineares podem aparecer no espaco
de fase devido as variacoes de o com oy, e ainda que o intervalo de freqiiéncias orbitais
no espaco de fase é ampliado. Isso é confirmado pelos plots de Poincaré do espaco
de fase para a SRE, mostrados nas figuras 3.3 (c)-(f), com A = 107!, 10!, 10? e 10%,
respectivamente, correspondentes aos mesmos valores de A usados na figura 3.1. Ain-
da, para comparar casos com comportamentos similares da estabilidade, em todas as
figuras o avanco de fase no vacuo é escolhido tal que o fator de estabilidade é também
a = —0,58. No painel (c) (A =107"), o espaco de fase é completamente regular com
auséncia de ressonancias nao-lineares, nem caos. Ao aumentarmos A para 10 [painel
(d)], muitos grupos de ressonancias nao-lineares surgem. Entretanto, elas ainda sao
suficientemente pequenas de modo que nem sobreposicao de ressonancias, nem caos,
sao perceptiveis. Ao aumentarmos A para 10? [painel (e)], as ilhas de ressonancia
nao-lineares crescem consideravelmente, com mais proeminéncia de caos separatriz e

sobreposicdo de ressonancias. Para A = 10* [painel (f)] as ilhas de ressonancia sao
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Figura 3.3: Plots de Poincaré no espaco de fase ry, versus dry/ds para K = 5,0 e (a)
n =05 A=10" 0o = 297,3° (b)p = 0,5, A = 10*, 59 = 294,2°% (c) n = 0,2,
A=10"", oy = 297,3; (d) n = 0,2, A = 10", o = 357,9% (e) n = 0,2, A = 102,
o9 = 418,4% (f) n = 0,2, A = 10*, oy = 420, 2°. Todos os casos correspondem a SRE
com o mesmo indice de estabilidade a = —0, 58.

completamente sobrepostas, apresentando-se uma fina camada cadtica que se estende
por uma regiao de caos na qual o envelope do feixe pode difundir-se para valores cada
vez maiores a medida que o feixe descasado se propaga. Apesar de que em todos
os casos apresentados na figura 3.3 (c¢)-(f) haja uma indicacdo de que as trajetdrias
regulares disponham-se em torno da solucao casada, algum caos pode estar presente.
O caos no espaco de fase do envelope pode ainda afetar no transporte do feixe, levan-
do tal feixe a perder qualidade, conforme se discute na referéncia [7]. Essa questao
serd estudada com mais detalhes na préxima seccao onde adicionaremos a simulacao
auto-consistente do feixe.

Outros valores do fator de preenchimento, 7, também serao investigados e a

conclusao mais geral é que n = 0,5 pode ser encarado como um ponto de equilibrio,



CAPITULO 3. CAMPO FOCALIZADOR x ESTABILIDADE DO FEIXE 24

020~
0.15 [ ]

*20.10L 1
e L \\ 4

0.05 \

ool . v
1.0 00 1.0 2.0 3.0 4.0

log A

Figura 3.4: O raio de oscilacao minima das solugoes estaveis casadas r; como uma
funcao de A para a SRE com n=0,2, K =5,0e a = —0,58.

no sentido que acima da SRE, neste valor as novas regioes de estabilidade nao sao
grandemente afetadas pelas variagoes no parametro do campo focalizador. Isso esta
provavelmente relacionado ao fato de que exatamente para n = 0,5 os limites para
o campo focalizador, senoidal (A — 0) e onda quadrada (A — o), apresentam a
mesma norma N = 1 + fol cos(s)ds = 1,0, de modo que o pico do campo magnético
seja 0 mesmo em ambos os casos. Para n > 0,5 encontramos que as novas regioes
tendem a crescer enquanto A é aumentado a partir de 0, aproximando-se da ROE.
De fato, podemos eventualmente encontrar conjunto de parametros para os quais
duas solucoes casadas estaveis coexistam no espaco de fase. Por outro lado, como
mostramos detalhadamente para n = 0,2, quando n < 0,5 as novas regioes tornam-
se mais estreitas e ocorrem para maiores avangos de fase no vacuo a medida que A
¢ aumentado. Particularmente, para o caso de lentes finas onde n — 0, A — o0,
e Kk,(s) tende a uma série de fungoes delta de Dirac, o inicio das novas regioes de
estabilidade somente ocorre para oy — oo, o que objetivamente significa que tais
regioes nao existem. Entretanto, conforme discutimos no capitulo anterior, este limite
nao é realistico devido as restri¢oes impostas pelas equacoes de Maxwell sobre o feixe

focalizador dado pela equacao 2.1.

3.3 Simulacao numérica autoconsistente do feixe

A fim de investigar o transporte e estabilidade do feixe, também realizamos simu-
lacoes numéricas autoconsistentes usando o método da funcao de Green, com ma-
croparticulas de tamanho finito [45] e, assim, calcularmos os autocampos. Nessas
simulagoes, N = 2500 macroparticulas foram lancadas de acordo com a distribuicao
de Kapchinskij-Vladimirskij [26] e transportadas sob agao de um campo magnético
focalizador cujo perfil é dado pela equagao 3.1. O nimero finito de macroparticulas

naturalmente introduz descasamentos no envelope e imprecisoes na distribuicao do
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Figura 3.5: Nos painéis (a) e (b), o valor rms das emitancias transversas €, e ¢,
versus s obtidas através de simulacoes numéricas auto-consistentes para os mesmos
parametros usados nas figuras 3(c) e 3(f), respectivamente. No painel (c¢) a compa-
racao do raio resultante do feixe obtido da equacao do envelope 2.52 e as simulacoes
auto-consistentes para os tltimos trés periodos apresentados no painel (b).

feixe, o que podera ser visto como alguma instabilidade. O raio do feixe KV foi

calculado autoconsistentemente ,
P NE
Ty = [2@ +y )} ; (3.7)

que é v/2 o valor rms do raio, e o rms da emitancia transversa é dado por

e =4/<>< (> - < (> =1y (3.8)

que determina se a qualidade do feixe é preservada. Nas equacoes 3.7 e 3.8, < ... >
representa uma média sobre todas macroparticulas.

Na figura 3.5 comparamos o comportamento da emitancia para casos corres-
pondentes aqueles mostrados nos painéis (¢) e (f) da figura 3.3. Constata-se que para
o perfil quase senoidal do campo focalizador em que A = 10™" da figura 3.5 (a) a
emitancia permanece em torno de €,, = 1, enquanto que para o perfil quase onda

quadrada, caso em que A = 10%, se verifica um pequeno crescimento da emitancia.
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Tal crescimento estd provavelmente associado com a presenca de ressonancias nao-
lineares vistas na figura 3.3 (f), conforme sugerido nas referéncias [7, 8], embora isto
nao seja suficientemente forte a ponto de desestabilizar a dinamica do envelope. De
fato, o dltimo painel, figura 3.5 (¢), mostra que a concordancia entre a dinamica do
envelope obtida através da simulagdo autoconsistente e da equacao 2.52 (que pres-
supbe emitancia constante) é preservada através do canal focalizador. O crescimento
da emitancia, tao pequeno como nesse caso, as vezes torna-se um problema no trans-
porte do feixe. Por outro lado, essa desvantagem em se controlar o feixe pode ser
compensada pela pequena espessura do feixe obtida na SRE, tudo dependendo das
condicoes experimentais e finalidades. Espera-se que o crescimento da emitancia seja
menor do que no caso do correspondente perfil de onda quase quadrada, como nas si-
tuagoes aqui investigadas, cujos perfis do campo focalizador realistico caracterizam-se

por uma pequena suavidade.



CAPITULO 4. INSTABILIDADES SEM SIMETRIA AXIAL 27

Capitulo 4

Instabilidades sem simetria axial

4.1 Consideracoes iniciais

Um estudo relevante relacionado a fisica de feixes periodicamente focalizados diz
respeito a influéncia na dinamica e estabilidade do feixe, quando este fica sujeito a
perturbacoes azimutais. Primeiramente devemos lembrar que a equacao do envelope
do feixe (equacao 2.54) pode descrever somente perturbagoes em feixes com simetria
axial e com flutuacoes nao azimutais. Uma andlise completa da estabilidade do feixe
que incorpore perturbacoes azimutais pode ser dificil, quando esse feixe for confinado
por campos com estrutura periédica. Porém, uma importante classe de perturbacoes
sem simetria axial pode ser investigada usando-se equacoes de envelope mais gerais,
dadas por [16, 54],

d?a (s)a+ 2K N 1

— = —k,(5)a —,

ds? a+b a?

d?b 2K 1

Frie —£,(8)b+ o + 5k (4.1)

onde a = a(s) e b = b(s) representam os semi-eixos de uma secgao transversal elip-
tica do feixe ao longo das direcoes x e y, respectivamente, enquanto que os demais
parametros e normalizacoes permanecem os mesmos usados na equacao 2.54. As
equacoes 4.1 podem ser deduzidas de maneira andloga ao que fizemos para a equacgao
do envelope para um feixe com seccao circular (equacao 2.52); assim sendo, nos li-
mitaremos a indicar como podem ser deduzidas as equacoes de movimento nos refe-
renciais do laboratorio e de Larmor, a funcao de distribuicao KV para um feixe de
seccao eliptica e a equacao normalizada do envelope de um feixe casado sujeito a um
campo magnético focalizador. A deducao completa de cada um desses passos pode

ser encontrada na referéncia [16].
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4.2 Equacoes de envelope mais gerais

Consideremos um feixe de particulas carregadas intenso e continuo, exibindo as mes-
mas caracteristicas e descrito da mesma maneira que fizemos no capitulo 2. Na
aproximacao paraxial, o movimento transversal da particula é assumido como sendo
nao-relativistico, e o parametro de Budker [5] muito menor do que a unidade, ou
seja, vg = ¢°N/(mc?) < 1, onde N = [ny(x,y,s)dzdy é a densidade do feixe por
comprimento axial, ¢ e m sao a carga e a massa de repouso das particulas do feixe,
respectivamente. Os auto-campos elétricos e magnéticos em equilibrio, relativos ao

feixe, sao dados por

0 0
Eauto — | _a A auto
(:c,y,s) ( ezax +eyay> ¢ (:c,y,s),
0 0
Bauto — A A AaUtO 42
(:r,y,s) (ezay eyax> z (x,y,s), ( )

onde o potencial escalar para o auto-campo elétrico, satisfaz a equacao de Poisson,

2\
— — auto — 4 4
(8:02 * 8y2> O @y, 5) = —dmqny(, v, 5), (4.3)

e o potencial vetorial para o auto-campo magnético é dado por

AN (,y,5) = B (2,y, 5. (4.4)

Considerando um feixe de particulas axialmente continuo, com densidade uniforme
Ny = [np(x,y, s)dxdy = nymab = constante, ou seja, independente das coordenadas
x e y, e que tenha seccao transversal eliptica com semi-eixos a e b tais que 0 <

22 /[a®(s)] + y?/[b*(s)] < 1, o potencial do auto-campo adimensional é

g™ (2, y, s)

4.5
vomiye? (49)

U(z,y,s) =
A equacao de Poisson bidimensional, 4.3, assume a forma

0? 0? — (27K /Ny)ny(z,y,s), se0<z?/a®+y*/b? <1
2 + 2 w(‘rayas) = 9/ 9 9 119
dz* Oy 0, se 22 /a® + y?/b* > 1.

(4.6)

Na equacao anterior, K é a perveancia do auto-campo, definida no capitulo 2, a e b
sao os semi-eixos maior e menor de uma seccao eliptica do feixe, onde a,b < R e

Ry é o raio do cilindro condutor que envolve o feixe. A solucao exata da equacao 4.6

K 2 2
s == (L) (47

é
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no interior do feixe (0 < z?/[a?(s)] + y?/[b*(s)] < 1), assumindo ¢(x = 0,y = 0) =
0 (ou seja, ©» = 0 no centro do feixe). De maneira andloga ao feito no capitulo
2, as equacoes de movimento no referencial do laboratério podem ser derivadas do

halmitoniano de particula tinica definido por [7, §]

Afoc 2 Afoc 2
H(%,y,S,Px,Py,Pz):[<Px—q a:) +(Py—q y)
C C

qAauto 2 %
4 Pz o z 4 m02 4 ngauto, (48)
c
onde (s, P,) é o par de varidveis canonicamente conjugadas, sendo que o momentum
canonico se relaciona com o momentum mecanico por P = p + (q/c)A™¢ 4 Aauto,
introduzindo os momenta canénicos transversais normalizados, P, = P,/(yym/fc)

e P, = P,/(yympByc), o hamiltoniano normalizado, Q = Q/(ymf4e), o pardmetro

focalizador normalizado, oo = ¢B,/(2y,mByc?) e os parametros dos auto-campos
normalizados, k5"*°(s) = K/{[a(s) + b(s)]a(s)} e k3"*°(s) = K/{[a(s) + b(s)]b(s)},

o hamiltoniano pode ser escrito como

9 D P — 1 » 2 > 2 auto .2 auto, 2
Q(x,y,Px,Py,—H,s) - _1+§ |:(px+0'0y) + (Py—O'UQT) :| — (KZI x +I€y 7 )
(4.9)
Definindo o hamitoniano transversal, 2_ = QO+ 1, obtemos

P 1 A 2 . 2
Q_(z,y, Py, Py, s) = 5 {(PI + aoy) + (Py — agx) } — (KAtop? 4 /{Z“myQ). (4.10)

Para um feixe com seccao eliptica, as equagoes transversais do movimento no referen-

cial do laboratério sao

d_:r = o0 =P, +o
dS — apm — Iy 0Y,
P, 0. .
P Pyoo — [of — 265"°(s)]a,
dy  0Q_ .
L =" _pP — 4.11
ds 8Py Y 0o, ( )
db, 00 - )

—Y = = = —Pog — o7 — 262" (s)]y
ds ay [ 0 Y ( )] s
onde se pode observar que o movimento na direcao = é fortemente acoplado com o
movimento na direcao y. Apds realizar-se uma transformacao canonica do referencial
do laboratorio para o referencial de Larmor, que rota em relacao ao referencial do
laboratdrio com velocidade angular B,coq = ¢B,/(2y,mc), chega-se a um novo hamil-

toniano transversal A_, expresso nas variaveis do referencial de Larmor (z, y, P,, P,),
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e dado por
I S U ‘73 ~2 | =2 -~
onde e P
~ o~ X Yy
=— — 4+ =. 4.13
wis =g (T4 (413)

A solucao completa da equacao de Poisson em coordenadas elipticas pode ser encon-
trada na referéncia [13]. Utilizando-se os parametros dos auto-campos normalizados,

k2" = K/{[a(s) +b(s)]a(s)} e k2" = K/{[a(s) + b(s)]b(s)} (equagdes 2.35 e parau-

toynorm), obtemos

B(E,§,8) = — (KB + 12"0F7) (4.14)

dessa forma, o hamiltoniano 4.12 pode ser escrito como

_ 1 H2 H2 Ug ~2 ~2 auto ~2 auto ~2
A—_E(Px—'_Py)-'_?(‘r +y)—(&x 7+ K, y) (4.15)
Definindo-se k, = of — 262" e K, = 05 — 2/@2‘“0, as equacoes de movimento no
referencial de Larmor sao
di  OA_ P
ds — apm — Ly,
dy OA_ ~
— = ~ = Py,
ds  JP,
dP, OA
= — = — KT, 4.16
ds 0% ot ( )
dP, oA _ .
— = — = —KyY.
ds 0y 24

Combinando a primeira e a terceira equagoes com a segunda e a quarta em 4.16,

obtemos novamente as conhecidas equagoes de Hill [16, 21, 33],

TT | i =0

5 Rl = U,

ds?

d%j

d—ﬁ 4y = 0. (4.17)

Convém observar que agora os movimentos nas dire¢oes Z e  tornam-se desacoplados
para um perfil de densidade uniforme.

Analogamente ao realizado no capitulo 2 para o caso de um feixe de seccao
circular, constréi-se a funcao de distribuicao KV de equilibrio para um feixe intenso
de particulas carregadas no referencial de Larmor, adaptando-se o procedimento de

Courant e Snyder [12] do sincrotron de gradiente alternado, resultando
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A2 A2
fo(AL A2 = C6 (—m + 2 - 1) : (4.18)

€x €y
onde C' é uma constante de normalizacao que serd calculada posteriormente, ¢,
e €, sao as emitancias transversais do feixe, assumidas como sendo constantes e
J (A‘?E/e:,J + A2 /e, — 1) é a funcao delta de Dirac; esta expressao é conhecida como dis-
tribui¢ao de Kapchinskij-Vladimirskij (KV) [7, 16, 26]. A distribui¢ao 4.18 também

assume a forma

fr = N 5ll(X2+P§)+l(Y2+P$)—1. (4.19)

mleze; | € €

Uma propriedade de equilibrio da distribuicao KV, o perfil de densidade do

feixe, pode ser escrita como

oy — {Nb/[ﬂa(S)b(S)], se 0 < #2/[a?(s)] + 7/ [*(s)] < 1

0 se 3 [a(s)] + 72/[12(s)] > 1, (420

onde identifica-se a(s) = \/€zwz e b(s) = ,/zwy, correspondentemente a um perfil de
densidade uniforme na sec¢io transversal eliptica do feixe, 22 /[a®(s)] + 72 /[b*(s)] = 1,
e em consisténcia com o tipo de distribuicao KV (equacdo 4.19); dessa forma fica
demonstrada a auto-consisténcia do sistema.

O envelope externo do feixe é definido por #%/[a?(s)] + #%/[b*(s)] = 1. O
méximo afastamento da particula carregada na direcdo = corresponde a = = a(s),
que ocorre quando ¥z (s) + ¢z0 = 0 e Y¥y(s) + ¢z0 = 0. Apds algum trabalho algébrico,
semelhante ao realizado para se obter a equacao do envelope para um feixe de secao
circular, resulta

d*a(s) 2K €

FE R %0als) = [a(s) +b(s)]  a3(s) 0 (4.21)

que descreve como o semi-eixo maior da elipse, a(s), evolui. Analogamente, o outro
semi-eixo da seccao eliptica, b(s), evolui de acordo com a equagao
2K €

o)~ s e = (4.22)

d*b(s)
ds?

Assim, o envelope do feixe é descrito por duas equacoes diferenciais ordinarias de

segunda ordem acopladas.
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Figura 4.1: Diagrama de estabilidade para perturbagoes bidimensionais; K = 3,0 e §
= 1,0.

4.3 Analise das solucoes das equacoes de envelope

A equacao 4.1 descreve os modos em que o feixe se apresenta com simetria axial,
a(s) = b(s), bem como os modos sem simetria axial onde a e b oscilam em oposicao
de fase [54], desde que desprezemos a rotagao do envelope eliptico do feixe no referen-
cial de Larmor [45]. Referimo-nos a esses modos como do tipo quadrupdlo. A fim de
realizarmos a analise da estabilidade do feixe cujo envelope é descrito pelas equacoes
4.1 vamos novamente aplicar o método de Newton-Raphson, levando em conta que
estamos trabalhando com um sistema de (2 + 1/2) graus de liberdade. Embora os
algoritmos numéricos sejam similares aos usados anteriormente, podemos resumir os
resultados obtidos na figura 4.1. Devido a complexidade relativa nas operacoes das
simulagoes, escolhemos mostrar os valores absolutos dos autovalores da matriz de
estabilidade; se algum dos autovalores for maior que a unidade, a solucao casada é
instavel. Na figura 4.1 identifica-se a existéncia de diferentes regides de estabilidade
separadas por gaps, nos quais solucoes casadas nao se fazem presentes. Além disso, a
figura 4.1 mostra um par de elevagoes instaveis em cada regiao de estabilidade. A pri-
meira elevacao de instabilidade em cada par corresponde ao dobramento de periodo
da oscilacao do feixe com simetria axial. A segunda elevacao de cada par é corres-
pondente a uma regiao de instabilidade adicional associada a instabilidade do tipo
quadrupdlo, na qual a(s) e b(s) oscilam em oposicao de fase. Entretanto, as regices
instaveis do tipo quadrupdlo ocorrem nas seccoes onde cresce o indice de estabilidade,
conforme se verifica na figura 4.1 com 110° < 0y <1352 e 315° S 0 < 360°, sendo que

tais seccoes nao sao convenientes para o confinamento do feixe devido a proliferagao
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de ilhas de ressonancia. Nas regioes apropriadas de confinamento, onde o indice de
estabilidade diminui, a estabilidade é preservada, isto é, nesse caso a segunda zona de
estabilidade exibe o mesmo tipo de propriedades de estabilidade que aquelas previstas
pela analise da simetria axial.

Embora as instabilidades do tipo quadrupélo ocorram tanto na regiao usual
(09 < 180°) quanto nas novas regides de estabilidade, convém ressaltar que:
1 - nas regides correspondentes ao dobramento de periodo (primeira elevagio), os
semi-eixos, a(s) e b(s), oscilam de modo axissimétrico, sendo a(s) = b(s), ou seja,
a seccao transversal do feixe mantém-se praticamente circular. O grafico 4.3 indica
que, nessas regioes, a(s) e b(s) diferem no maximo da ordem de 0,3%.
2 - J4 nas regioes correspondentes as instabilidades de quadrupdlo, onde a(s) e b(s)
oscilam em oposicao de fase (segunda elevagao), a seccao transversal do feixe torna-
se bastante excéntrica para certos valores da coordenada axial s, de modo que um
dos semi-eixos da seccao eliptica torna-se até cerca de 2,5 vezes maior do que o
outro semi-eixo. Observe-se na figura 4.3 que o crescimento de qualquer um dos
semi-eixos é saturado. Este fato também pode ser visualizado através do gréfico
4.3. O grafico 4.3 mostra claramente que, para certos intervalos da coordenada axial
s praticamente nao existe diferenca entre os semieixos a(s) e b(s), de modo que a
seccao eliptica muito se aproxima de uma seccao circular, correspondendo as regioes de
dobramento de periodo (primeira elevagao), mas para outros intervalos da coordenada
s tal diferenca é bastante acentuada, correspondendo as instabilidades de quadrupdlo
(segunda elevacao). Esse comportamento ocorre como se, periodicamente, a diregao
em que estao dispostos os eletroimas do sistema magnético confinador fosse mudada
para uma direcao perpendicular a anterior; nesse caso, as oscilagoes ocorreriam como

se o feixe estivesse sujeito a um quadrupélo magnético.
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Figura 4.2: Razao entre os semi-eixos da secgao eliptica, correspondentes a primeira
(figura (a) - feixe com simetria axial - linha cheia) e segunda (figura (b) - feixe
oscilando no modo quadrupolar - linha tracejada).
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Figura 4.3: Diferenca entre os semi-eixos de uma seccao eliptica do feixe. Em (a) se
caracteriza o feixe com simetria axial, enquanto que em (b), o feixe oscila no modo
quadrupolar.
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Capitulo 5

Centroide e o cilindro condutor

5.1 Consideracoes iniciais

Uma pratica comum na andlise do transporte de um feixe intenso de particulas em
sistemas confinados por um campo periodico, é considerar que a centréide do feixe
esteja perfeitamente alinhada com o eixo do sistema [7, 8, 9, 16, 47]. A suposigao de
que o eixo de simetria do sistema seja uma posicao de equilibrio para a centréide é
muitas vezes adequada. Esse equilibrio é predominantemente estavel quando se usa
a aproximacao de feixe suave, na qual flutuacoes periddicas do sistema focalizador
podem ser tomadas como uma média [22, 23]. Ressonancias paramétricas envolvendo
o movimento da centroide e o campo focalizador peridédico podem, entretanto, afetar
a estabilidade quando a freqiiéncia de oscilacao da centréide e do campo periddico
sao comensuraveis, o que torna proibitivo o uso de técnicas de mediacao. Esse tipo de
instabilidade adiciona algumas restricoes operacionais, além daquelas ja exigidas para
a estabilidade da dinamica do envelope do feixe, desde que as regioes estaveis para a
dinamica do envelope superponham-se com as regioes instaveis para a dinamica da
centréide.

O estudo da dinamica do envelope tem sido objeto de estudos recentes, bus-
cando para as regioes operacionais estaveis um conjunto de parametros definido pelo
perfil e intensidade do campo focalizador, os quais sao parametros de controle re-
levantes para esse tipo de sistema [41]. Dando atengao as solugbes com a mesma
periodicidade do campo magnético focalizador (as quais denominamos de solugoes
casadas), resultados anteriores ressaltam o fato de que as regides estdveis existem e
sao separadas uma da outra por um conjunto de vazios nos quais as solucoes casa-
das sao instaveis ou simplesmente nao existem [46, 51, 54]. Regides de instabilidade
do envelope sao imediatamente descartadas do conjunto de regioes operacionais para
o transporte do feixe, de modo que estamos interessados em compreender como as

regioes estaveis do envelope respondem a dinamica da centréide. Desestabilizacao
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devida a centrdide pode ser visualizada como uma restricao adicional, reduzindo o
espaco de parametros operacionais disponiveis.

A idéia aqui é, portanto, realizar andlises da combinacao dos movimentos da
centréide e do envelope sob influéncia de um campo focalizador periédico. Primei-
ramente consideraremos a propagacao de um feixe de densidade homogénea em um
aparato focalizador solenoidal em espaco livre, ja que este modelo é suficientemen-
te genérico para representar o que ocorre em uma variedade de situagoes relevantes
[16, 26]. Demonstra-se que a distribuicao de equilibrio Kapchinskij-Vladimirskij (KV)
existe para feixes fora do eixo, e as equacoes para a evolucao da centrdide e do en-
velope sao obtidas concordantemente. Mostramos que as regioes de instabilidade da
dinamica da centréide podem superpor-se com as regioes estaveis para a dinamica do
envelope apenas, e que esta sobreposicao persiste enquanto o perfil do campo focali-
zador periddico é variado desde a forma senoidal até a de onda quadrada. Conforme
mencionado, essa instabilidade resulta dos batimentos entre a periodicidade do campo
focalizador e a freqiiéncia natural de oscilacao da centréide; tal comportamento nao é
exibido em sistemas homogéneos, embora deva ser tratado com cautela em sistemas
periddicos de confinamento. A andlise é suplementada com simulagoes que envolvem
um grande nimero de macroparticulas, as quais mostram que a abordagem de baixa
dimensao baseada nas equacoes do envelope e da centrdide sao bastante precisas.

Consideracoes relativas a simetria nos levam a concluir que a influéncia do
cilindro condutor sobre a dinamica do envelope é nula, em geometrias solenoidais
com simetria axial. Mesmo em geometrias mais gerais e complexas, como aquelas
que exibem quadrupdlos alternados, a influéncia do cilindro condutor é fraca [49].
A influéncia do cilindro condutor sobre a dindmica da centrdide tem sido estudada,
mas somente sob a aproximacao de feixe suave, conforme mencionado anteriormente
[22, 23]. Portanto, é apropriado para visualizar essa tltima questdo quando as aproxi-
macoes de feixe suave falham e, assim, desenvolvemos uma analise pertinente na parte
final desse capitulo. Mostramos que a dinamica da centréide pode tornar-se cadtica a
medida que os efeitos nao-lineares das paredes condutoras forem incluidos. A regiao
cadtica nao se estende abaixo do eixo, mas sob certas condigoes pode tornar-se muito
fechada a ponto de ameacar a estabilidade nao-linear do esquema de transporte.

Este capitulo estd organizado conforme segue: na seccao 2 definimos o modelo
e introduzimos os métodos de analise a serem empregados, enquanto que na seccao 3
fazemos o mapeamento das vérias regioes estaveis e instaveis relativas aos movimentos
da centrdide e do envelope, com a ajuda de um método numérico para determinacao

de raizes e simulacoes completas de multiparticulas.
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5.2 0O modelo e os métodos

Consideremos um intenso e continuo feixe de particulas transportado com velocidade
axial constante sob acao de um campo magnético focalizador periédico. Quando o
feixe estiver perfeitamente alinhado com o eixo de transporte, que tomamos como

sendo o eixo z, a equacao apropriada que descreve o envelope 1y, é
ry + K, (s)ry = F(rp), (5.1)

onde introduzimos a notagao usual s = z da fisica de feixes e 7} = d?r,/ds>.

Um entendimento fundamental das propriedades de equilibrio cinético e estabi-
lidade de certos sistemas é procurado. Esses sistemas incluem feixes de altas correntes
periodicamente focalizadas e de baixa emitancia. Vimos que tal entendimento é cru-
cial para um grande nimero de aplicacoes, como aceleradores de particulas e fontes
coerentes de radiacao. Por muito tempo, a distribuicao Kapchinskij-Vladimirskij
(KV) [26] foi a tnica distribuigao de equilibrio de Vlasov [27] conhecida para a pro-
pagacao de feixes intensos de particulas periodicamente focalizados. A andlise de
equilibrio e estabilidade baseada no feixe KV tem sido critica para o desenvolvimento
e compreensao da fisica de um feixe intenso [7, 8, 16, 18, 46, 47, 54]. Mais recente-
mente, tem-se mostrado que a distribuicao KV pode ser generalizada para permitir
o estudo da rotacao do feixe rigido relativamente ao referencial de Larmor, sujeito
a campos focalizadores solenoidais periddicos [9]. Tais estudos indicam que a ro-
tagao pode ter um papel importante para estabilidade do feixe de particulas [10]. Na
obtencao desse equilibrio de Vlasov, faz-se a suposicao de que o feixe esteja perfeita-
mente alinhado com o eixo de simetria do campo focalizador [7, 9, 26]. Usualmente,
essa suposicao simplificadora é empregada na andalise de um feixe intenso de particulas
[16], por ser o eixo de simetria do sistema uma posigao de equilibrio para a centrdide
do feixe, sendo o equilibrio estavel quando a aproximacao do feixe suave for emprega-
da, onde as flutuagoes periddicas do campo focalizador forem mediadas [22, 23]. Em
alguns casos, entretanto, podemos esperar o inicio de uma ressonancia paramétrica
envolvendo o movimento da centréide e as oscilacoes do campo focalizador. Isto
causaria uma desestabilizacado no movimento da centréide e afetaria fortemente a to-
talidade da dinamica do feixe. Em tais condigoes o procedimento de mediacao nao
tem grande alcance de validade e uma descricao detalhada da dinamica da centréide
torna-se obrigatdria.

Nesta seccao deduziremos, a partir da descricao da teoria cinética de Vlasov-
Maxwell, uma equacao geral para a centréide de um feixe livre, continuo e intenso,
propagando-se fora do eixo de simetria do campo focalizador solenoidal e periddico.
Mostraremos que a centréide obedece a uma equagao do tipo Mathieu [1]. A equagao

¢ independente da distribuicao especifica do feixe, tornando-se instavel sempre que
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a freqiiéncia de oscilacao da centréide, que estd relacionada ao valor rms do campo
focalizador, for comensuravel com a periodicidade do auto-campo. No caso particular
de um feixe de densidade uniforme em torno de sua centrdide, mostramos que existe
uma distribuicao auto-consistente de equilibrio de Vlasov para a dinamica do feixe.
Mostra-se que o envelope que determina um raio exterior de equilibrio para o feixe
em torno de sua centrdide, obedece a familiar equagao do envelope [7, 8, 16, 30, 52],
sendo independente do movimento da centréide. Um exemplo do equilibrio de Vlasov
é discutido em detalhe para mostrar a possibilidade de encontrar-se as solucoes do
feixe para as quais a equagao do envelope [7, 35, 41, 46, 47, 54], que foi extensamente
estudada, seja estavel, enquanto o movimento da centréide permaneca instavel, reve-
lando a importancia do movimento da centréide sobre todas as propriedades do feixe

confinado.

5.3 Equacao geral para o movimento da centréide

Considerando-se um feixe de particulas carregadas propagando-se com velocidade
axial (yce, através de um campo magnético focalizador periddico e solenoidal dado
por

1

B(r,s) = B.(s)é, — §TB;(S)éT, (5.2)

onde r = z&, + ye,, r = (22 + y?)/2 é a distancia radial do eixo de simetria do
campo, s = z = et é a coordenada axial, B,(s + S) = B,(s) é o campo magnético
atuante ao longo do eixo, B! (s) = dB.(s)/ds, ¢ e S sao a velocidade da luz no vacuo
e o comprimento de periodicidade do campo magnético focalizador, respectivamente.
Desde que o campo focalizador seja solenoidal, torna-se conveniente trabalharmos no
referencial de Larmor [16], que rotaciona relativamente ao referencial do laboratério
com uma velocidade angular dada por Q(s) = ¢B,(s)/(2vsmc), onde g, m e v, =
(1 — B2)~'/2 sdo, respectivamente, a carga, massa e o fator relativistico do feixe de
particulas. O referencial de Larmor é usado durante esta seccao, onde &, e €, sao
tomados como os vetores unitarios ao longo dos eixos de rotacao. Na aproximacao

paraxial, a funcao de distribuicao do feixe, f,(r,v, s), evolui de acordo com o sistema
de Vlasov-Maxwell [16]

0 : .
W Vot (har = VUV =0,
27K
V=~ m(rs). (53)
N,

m= [ fdv,
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onde ny(r,s) é o perfil da densidade do feixe, k,(s) = ¢>B2(s)/[47E0E(mc)?] é o
parametro do campo focalizador, K = 2¢°N,/(viBimc?) é a perveanca do feixe,

= [ fydrdv = const. é o nimero de particulas por unidade axial de comprimento,
e v = r’; na rotacado aqui mencionada, a derivada de um vetor com relacao a s repre-
senta a derivada diretamente no referencial de Larmor, onde €, e €, sao considerados
vetores unitarios fixos. A primeira das equagoes em 5.3 expressa a conservacao da
probabilidade em nosso modelo. Na segunda equagao em 5.3, v» é um potencial nor-
malizado que incorpora tanto o auto-campo elétrico como o auto-campo magnético,
E2t ¢ B2 Uma dedugao detalhada [16], mostra que ¢ estd relacionado aos po-

tenciais auto-escalares e auto-vetoriais através de

A,(s) 1
auto _ 2 — _.3 QmCQ r,s),
¢ —ﬁb q’Ybﬁb P(r, s)
Aauto(r, 5) — auto(r s)ez,
E*°(r, s) = —V¢*"™(r, s), (5.4)

B*"°(r,s) = V x A*°(r, 5).

Nossa primeira tarefa aqui é determinar a evolucao da centréide do feixe localizada

em
1

') = 5

Multiplicando-se a primeira das equagoes 5.3 por r e integrando sobre o espago de

/rfb(r v, s)drdv. (5.5)

fase obtemos

FI

=V, (5.6)

onde Vv = (1/Ny) [ v fdrdv. Se agora multiplicarmos a primeira das equacoes 5.3 por

v e integrarmos sobre o espaco de fase, obteremos
V' = —k,T — V1), (5.7)

onde Vi) = (1/Ny) [ fVipdrdv é obtida através de integracao por partes de V, -
termo no espaco de velocidades. Observe-se que, do ponto de vista estatistico, a
equacao 5.7 tem a mesma origem da equagao 7?7, neste contexto. A partirda segunda

e terceira equacoes em 5.3, podemos reescrever Vi) como

Vi = ]\z / FVdrdy = —

2
Nb2 2 /wv Wb, (5.8)

Dessa forma, observamos que o integrando da equacao 5.8 pode ser apresentado de

uma forma mais adequada,

VeV =V - lww - I(V;W] , (5.9)
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onde o diddico I é dado por I = &,é, + é,é,, onde ( nablay)? = V¢V, Agora,

aplicando o teorema de Gauss chegamos a expressao

U= oo fen (Ve (Ve)ldA =0, (5.10)

uma vez que Vi) — 0 quando r — oc para feixes no espaco livre. Na equacao 5.10, dA
e €, sao, respectivamente, o elemento de contorno diferencial e o vetor unitario normal
ao contorno da integracio quando r» — oo. De fato, o resultado Vi) = 0 é o esperado,
com base na lei da acao-reacao; desde que —V1) corresponda a auto-forca exercida
pelas particulas do feixe sobre elas mesmas, a média tomada sobre a distribuicao
do feixe tende a desaparecer devido a estrutura de interacao eletromagnética entre
as particulas. Usando as equacoes 5.7 e 5.10 na equacao 5.6, finalmente obtemos a

equacao de movimento da centréide
' + k,(s)T = 0. (5.11)

Vamos nos atentar ao fato de que, até agora, nao tenhamos feito alguma supo-
sicao sobre uma forma particular da funcao de distribuicao do feixe. Assim, a equacao
da centréide (equacao 5.11) permanece valida ao longo do feixe que a envolve, de acor-
do com o sistema de Vlasov-Maxwell, ou seja com as equacoes 5.3. No referencial
do laboratoério, combinado ao movimento oscilatério descrito pela equacao 5.11, a
centréide também rotaciona com velocidade angular Q,(s) em torno do centro r = 0.
Levando-se em conta que k,(s) é peridédico, a equacao 5.11 é do tipo de Mathieu [1],
que descreve um oscilador periddico harmonico forcado. Essa equacao é conhecida
por apresentar solucoes instaveis relacionadas as ressonancias paramétricas no mo-
vimento de . Escrevendo-se convenientemente a média de k,(s) sobre um periodo

como
2
Og

1 s N

g/o K.(s)ds = 2 (5.12)
onde gy é um parametro adimensional proporcional ao valor rms do campo focaliza-
dor, que mede o avanco de fase no vacuo num pequeno campo, na aproximacao do
feixe suave, as instabilidades no movimento da centréide sao esperadas a medida que
se verifica a aproximacao og ~ nm; essa condicao é correspondente as ressonancias
paramétricas entre a periodicidade da oscilagdo de T na média (rms) do campo fo-
calizador e a periodicidade do auto-campo focalizador. Dependendo do perfil exato
de k,(s), os tipos das regides de instabilidade em torno de oy ~ n7 variam signifi-
cantemente. Se o objetivo é o confinamento do feixe, tais regioes devem ser evitadas.
Levando-se em conta o fato de que a equacao 5.11 é estritamente vélida para feixes

livres, espera-se que ela forneca uma boa descricao do movimento da centréide em
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y.;

Figura 5.1: Esquema da distribuicao do feixe da equacao 5.13 e os correspondentes
vetores. C representa a posicao da centroide.

sistemas ligados, se o feixe for aproximadamente simétrico e nao excessivamente des-
locado do centro do cilindro condutor, localizado em r = 0. A razao disso, é que nesse
caso Vi) = +é, | V¢ | nas paredes do cilindro condutor, onde &, é agora o vetor
unitario normal a parede, e a integral de superficie na equacao 5.10, calculada ao lon-
go do contorno, vai desaparecendo enquanto que | Vi | torna-se aproximadamente
constante. Cabe também observar que a presenca do cilindro condutor geralmente
nao suprime as instabilidades da centroéide, discutidas em relagao a equacgao 5.11; de
fato, isso é realcado pelo fato das cargas imagem induzirem cargas de sinal oposto,
causando a atracao do feixe pela parede do cilindro condutor.

Nosso proximo objetivo é mostrar que podemos construir um equilibrio de Vla-
sov para um feixe transportado fora do eixo de simetria do sistema. Particularmente,
assumimos que o feixe tenha uma densidade radial uniforme distribuida em torno do
centro localizado em ro(s) = xo(s)é, + yo(s)€,, isto é,

nb(r, S) — Nb/[ﬂrz(‘s)]? para r5 < Tb(s)a (513)

0, para 5 > 14(5s),
onde 7,(s) é o envelope do feixe em equilibrio e rs = r — ry. Um esquema da dis-
tribuicao do feixe da equacao 5.13 e os correspondentes vetores, estd mostrado na
figura 5.1. Para o feixe em questdo, podemos facilmente reconhecer ry(s) como sendo
a coordenada da centrdide. De acordo com o que vimos anteriormente, a posicao da

centroide evolui de acordo com a equacao

ry + k.(s)rg = 0. (5.14)
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Usando ny(r, s) que aparece na segunda equacao em 5.3, obtemos o auto-potencial

normalizado,

K
2r2(s)’

no interior do feixe (r5 < rp). Portanto, uma particula tinica do feixe localizada em

(r,s) = —|r—rg |2 (5.15)

r(s), sujeita a forga do campo focalizador externo, —x,(s)r, e a forga do auto-campo,

—Vi(r, s), move-se de acordo com
" K
r +k,r— —r; =0. (5.16)
T
Subtraindo-se a equacao 5.14 da 5.16, obtém-se
1" K
rs + K,Is — oTs = 0, (5.17)
b

que descreve o movimento do feixe de particulas relativamente ao centro ry. A equacao
5.17 pode ser resolvida com o conhecimento de técnicas de fisica de feixes [7, 16].

Considerando-se o movimento ao longo do eixo z, pode-se escrever

/sg(s’)ds’ ¥ Cosol (5.18)

x5 = Agsw(s)sen

onde Azs e (0 sa0 constantes. Substituindo essas expressoes na equacao 5.17, obtém-

se .
w' 4 K(s)w = L (5.19)
sendo ((s) = w™%(s), k(s) = k.(s) — K/[ri(s)] e a constante de movimento A,
expressa como
5 x5\ 2 : ;N2
A2 = (U) + (way — w'as) (5.20)

Realizando um célculo equivalente para o movimento ao longo do eixo y, chega-se a

uma expressao semelhante a anterior, ou seja,

Yy 2 ’ ’ 2
Al = (f) + (wy5 —w y(;) , (5.21)

que também é uma constante de movimento. Da equacao 5.17 podemos ver que todas
as forcas sao centrais relativamente a centréide ry. Dessa forma, pode-se de imediato

demonstrar que o momentum angular canonico,

P@5 = l‘gy:; — y(sl‘:; (522)

é uma constante de movimento. Devido ao fato de que A2, A§5 e Pos sejam constantes

exatas de movimento de particula Unica, uma possivel escolha da funcao distribuicao
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de equilibrio de Vlasov é

Ny
FQ(r, v, 5) = ﬂQeTé[Ai,& + A2 — 2w, Pos — (1 — w}) ex], (5.23)

onde dbeQ/ds = 0, e7 = const. é uma emitancia efetiva e o parametro de rotacao wy, =
const. pertence ao intervalo —1 < wy, < 1 para feixes radialmente confinados. Usando
bEQ na terceira equacao em 5.3, torna-se direto mostrar que o perfil da densidade

uniforme centrado em ry da equacao 5.13 é consistentemente obtido, resultando em

ry(s) = Jferw(s). Entao, ry(s) obedece a familiar equagao de envelope
" K 2
ry + ka(s)rp — — — £ = 0. (5.24)

Realizando-se as médias necessarias sobre a distribuicao de equilibrio, equacao 5.23,
pode-se mostrar que o feixe rotaciona rigidamente em torno de sua centrdide ry(s)
com velocidade angular

s (s) = 22 (5.25)

2 )
r5(s)
0 que nos mostra que wy esta relacionado a rotacao diferencial no referencial de Lar-

mor. Além disso, a emitancia rms calculada relativamente a posicao da centréide é

dada por

€y = 4\/[< X2 >< x? > — < xx >?, (5.26)

que é igual ao parametro de emitancia efetiva ep. Na ultima equacao, x = xs, ys,
e os brackets indicam as médias sobre a distribuicado do feixe. Assim, vé-se que a
distribuicao de equilibrio de Vlasov pode ser obtida de forma que o envelope do feixe
obedeca a equacao 5.24 com constante de emitancia uniforme quando a centréide se
move do eixo x, ry # 0, seguindo a dinamica descrita pela equacao 5.14. Referimo-nos
a esse equilibrio como um equilibrio de Vlasov para uma focalizacao periédica fora do
eixo. Dessa forma, nesse caso, devemos chamar a atencao para o interessante fato de
que o movimento da centrdide e a dinamica do envelope sao desacoplados. Em outras
palavras, a dinamica da centréide em nada afeta o conhecimento sobre a estabilidade
resultante para a dinamica do envelope [7, 35, 41, 46, 54], da mesma forma que a
dinamica do envelope também nao é afetada pela pela dinamica da centrdide. Parece
estar claro que um bom feixe confinado seja aquele no qual tanto a centréide quanto

o envelope sejam estaveis.
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5.4 Analise de estabilidade

5.4.1 Modelamento de baixa dimensao

Para auxiliar na realizacao da nossa meta definida na seccao anterior faremos uso
do algoritmo de estabilidade de Newton-Raphson em dois momentos: para localizar
as solucoes periddicas das equacoes 2.52 e 5.11, e para estabelecer os contornos de
estabilidade para essas solucoes periédicas. O caminho para encontrarmos os contor-
nos de estabilidade fazem uso do método para obtermos as orbitas peridédicas como
uma subrotina. Na subrotina, as dérbitas sao caracterizadas pelo seu indice de es-
tabilidade «, tais que | a |< 1 para as drbitas estaveis. O principal caminho toma
« como determinado por algum parametro p na forma o = F(p), que pode ser no
minimo numericamente obtido. Para um dado a escrevemos p = p + dp, onde p é
uma solucdo teste e dp é pequeno. Assim finalmente obtemos dp ~ Aa/(0F/0p);
com Aa = «a — F(p) e refina a solucao com ppoye = p + 0p. Essa é a esséncia do
algoritmo e os contornos serao determinados quando tivermos o = +1. Tomaremos
p como sendo um parametro que mede a intensidade do campo magnético focaliza-
dor, p — 0g, e buscaremos as regioes de estabilidade através de diagramas do tipo
oo versus A. Apesar de outras quantidades paramétricas poderem ser usadas para
representar o presente cenario [35], decidimos apelar para essa forma mais direta de
simulagao para encontrar os contornos de estabilidade na presenca do surgimento de
nao linearidades iniciadas a partir de efeitos de perveanca.

Conforme ja mencionado, varias regioes de estabilidade e de instabilidade para
o envelope somente puderam ser encontradas com a variacao de og. Para valores sufi-
cientemente pequenos do campo magnético, nos foi possivel encontrar érbitas estaveis
que vieram a tornar-se instaveis a partir da passagem pelo limiar de dobramento de
periodo, penetrando numa regiao na qual Qepvelope < —1. A regiao de instabilidade é
caracterizada como sendo aquela em que enquanto o campo magnético é aumentado
o indice de estabilidade retorna aos valores cenyelope > —1. A medida que 0 campo
magnético for aumentando, um mecanismo denominado bifurcacao de gap destréi a
solucdo casada em Qenvelope = +1, a qual é recriada para valores superiores [51] e,
assim, o ciclo é entao repetido [46].

Como para o movimento da centrdide, poderemos fazer algumas estimativas
quando nos dermos conta que a equacgao governante 5.11 é uma equagao do tipo de
Mathieu [1]. Desde que k,(s) possa ser uma fungao complicada devido ao perfil do
campo, nao conheceremos em detalhe o comportamento da equacao 5.11, mas dadas
as propriedades gerais das equacoes de Mathieu [1], podemos esperar solugoes estaveis
enquanto oy permanecer suficientemente afastado de multiplos de 7; instabilidades

sao esperadas enquanto ocorrer a aproximacao oy ~ nm.
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Figura 5.2: Diagrama de parametros indicando as regices de envelope estdvel (li-
nhas inclinadas para direita) e regices de centrdide instével (linhas inclinadas para
esquerda), paran =0,2 e K = 5,0.

Presentemente estendemos a técnica aplicada numa prévia andlise realizada
somente na estabilidade do envelope [41] e, conforme mencionado anteriormente,
tracamos contornos de estabilidade a = +1 simultaneamente para as equacoes do
envelope e da centrdide, com o objetivo de mapear a abundancia de regioes estaveis
e instaveis do sistema completo envelope-centroide.

A correspondente distribuicao de regioes estdveis e instaveis estd exibida na
figura 5.2 onde tomamos 1 = 0, 2, com A variando desde A = 0,1 até A = 10%.

Conforme o previsto, pequenos valores de A correspondem a quase redes harmonicas,
enquanto grandes valores estao associados aos perfis tipo onda quadrada. O que cons-
tatamos aqui pode ser expressado conforme segue: dada uma completa independéncia
entre os movimentos da centrdide e do envelope, as regioes de estabilidade de r, per-
manecem como calculadas anteriormente [41]. Regides estdveis para a dinamica do
envelope sao representadas aqui por linhas inclinadas para direita, e regioes instaveis
para a centrdide sao representadas por linhas inclinadas para esquerda - a formacao
de regioes estaveis para o envelope, que tém sido desestabilizadas pela centrdide é,
entao, representada pela sobreposicao desses dois tipos de linhas. A primeira re-
giao de estabilidade para a dinamica do envelope permanece bifurcada para o eixo
o9 = 0 para todos os perfis periédicos enquanto que a centréide permanece estavel.
A medida que o campo magnético cresce, primeiramente encontramos uma regiao de
dobramento de periodo na qual o envelope torna-se instével (apesar de ainda existir).
Para maiores campos o envelope recupera a estabilidade e se encontra numa regiao

de restabelecimento da estabilidade do envelope, para a qual a centréide torna-se
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instavel pela primeira vez. Essa é, entao, uma regiao critica para a nossa analise,
onde apenas o envelope mantém-se estavel enquanto que a centréide é instavel; em
conseqiiéncia disso, a totalidade da dinamica nao é estavel. Observe-se que as regioes
desestabilizadas ocupam em torno de 50 % da regiao previamente estavel. Enquanto a
centrdide é instdvel, o mecanismo é denominado de bifurcagao de gap [51], destruindo
orbitas de envelopes casados e reconstruindo-as para grandes campos, quando a cen-
tréide tem novamente restabelecida a sua dinamica estavel; vimos que as bifurcagoes
de gap separam zonas adjacentes de exsténcia de solugoes casadas. A partir disso, o
mesmo tipo de comportamento se repete, com a dinamica da cetréide instavel ocu-
pando até mais de 50% da préxima regiao estavel. Isto pode nos levar a concluir que
a dinamica da centréide torna-se influente nas regioes paramétricas, onde o envelope
sozinho seria uma condicao operacional, o que é uma informagao relevante a medida
que estendemos o feixe focalizador além da instabilidade de dobramento do periodo
do envelope em oy = 90°. Em algum caso, isso pode ser apropriado para enfatizar
que regioes inteiras de estabilidade, de todas as zonas, permanecem intocaveis pe-
las instabilidades da centrdide, notadamente as regioes imediatamente seguintes as

bifurcacoes de gap e anteriores as seqiiéncias de dobramento de periodo.

5.4.2 Simulacoes completas de multiparticulas

A fim de validar o nosso modelamento de baixa dimensao, fizemos simulacoes numéricas
envolvendo um grande nimero N, = 8000 filetes de macroparticulas carregadas inte-
ragindo via interacao eletromagnética [47]. A escolha oy = 155°, A = 10! nos leva
a uma regiao na qual o envelope é estavel, mas a centréide nao. Por conseguinte,
partimos de valores muito pequenos de | ry | e | rf | e, de acordo com a figura 5.3(a),
fica revelado que o movimento da centréide desenvolve um tipico crescimento expo-
nencial da dinamica instdvel e a figura 5.3(b) mostra que todo o tempo o envelope é
precisamente descrito pela dinamica estavel que resulta da equacao 5.11. Também a
figura 5.3(c) indica que a emiténcia é bem conservada enquanto o tempo evolui, sendo
um indicativo de que a dinamica do envelope se comporta conforme o esperado. A

emitancia é calculada a partir da expressao

exz4\/<x2 S22 > —< x> x=2— 20, — Yo (5.27)

e o envelope de

Ty = \/2< (a:—xg)2+(y—yg)2 >, (528)

onde os brackets indicam a média sobre as macroparticulas. Em geral, a dinamica
resultante indica um desacoplamento entre a dinamica estéavel do envelope e a insta-

bilidade da dinamica da centréide.
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Figura 5.3: Simulacao de multiparticulas que validam os resultados de baixa di-
mensao. N, = 8000, n = 0,2, 0g = 155°, A = 107" e K = 5,0. (a) A dinamica
da centréide; (b) comparacao da equagao 5.11 do envelope e a simulagdo de multi-
particulas; (c) emitancia obtida através das simulacoes de multiparticulas.
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5.5 Influéncia do cilindro condutor

Passaremos agora a investigar a influéncia do cilindro condutor que envolve o feixe
de particulas focalizado. O cilindro condutor se encontra isolado do feixe, sendo que
sua acao sobre o transporte do feixe é devida as cargas induzidas em sua superficie.
Sabemos que a influéncia sobre a dinamica do envelope é em geral pequena [49]; nos
casos com geometria solenoidal tal influéncia é virtualmente nula. Por outro lado,
a influéncia dos cilindros condutores sobre a dinamica da centréide foi analisada em
perfis suaves, nos quais a rede é aproximadamente descrita como uma média de uma
varidvel continua [22, 23]. Nesse caso particular mostrou-se que o cilindro condutor
introduz um efeito nao linear capaz de desestabilizar o equilibrio da centréide somente
para um intervalo restrito de pequenos valores de oy. Agora passaremos a analisar
situagoes em que o perfil do campo focalizador nao seja suave e, assim, analisaremos
o que acontecera quando o perfil do campo focalizador for periédico, mas nao suave,
até chegarmos ao caso extremo da configuracao do tipo onda quadrada. A medida
que A for aumentando, espera-se visualizar alguns graus de dindmica nao integravel,
desde que nosso sistema torne-se nao-linear com um e meio grau de liberdade. A
questao central é compreender como a presenca de trajetérias nao-integraveis podera
afetar substancialmente o correspondente espaco de fase.

Na auséncia de cilindros condutores, a dinamica da centréide é simplesmente
governada pela equacao linear 5.11. Quando o cilindro estiver presente, as cargas
induzidas sobre a sua superficie poderao ser representadas como cargas imagem dis-
postas além das paredes do cilindro. Assumindo novamente que o feixe seja um fino
filamento localizado ao longo do eixo z, a utilizacao da técnica das cargas imagem
nos leva a concluir que cada imagem esteja localizada em Timagem(s) = a?/2(s), onde
a é o raio do cilindro condutor, e cada carga imagem tenha sinal oposto ao de sua
correspondente carga no feixe [25]. Assim sendo, concluimos a constru¢ao do modelo
usando cargas imagem. O potencial de um filete cilindrico localizado em zy é pro-
porcional a log(z — z), donde podemos obter a for¢a que atua sobre o feixe devido
as suas cargas imagem como +Kzx/(a* — z?), onde lembramos que K é a perveancia.
A equacao que governa o movimento da centrdide é, portanto, modificada para a

seguinte forma,
Kl'o

a? — xf

Analisamos numericamente a equacao 5.29 usando plots de Poincaré e, para
facilitar, omitimos a varidvel dindmica quantitativamente similar yy. Na figura 5.4(a)
representamos um tipico plot de fase para o feixe centrado em x| versus x,, para
A = 0,1e gy = 140° com o raio do cilindro condutor, a, escolhido como sendo
aproximadamente cinco vezes maior do que o valor maximo do raio do feixe, ry, ou

seja a/(7p)maz = 5,0, de modo que fique explicitada a condigao usual de o cilindro
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ser razoavelmente maior do que o feixe de particulas por ele envolvido. Observamos
que apesar da regiao mais central o — 0 estar livre de d6rbitas cadticas, ela se mostra
densamente rodeada por érbitas nao integraveis que se estendem até as paredes do
cilindro. Para comparacgao, também visualizamos situagoes nas quais aproximacoes
foram feitas: no painel (b) as paredes do cilindro foram removidas, enquanto que
no painel (c) foi usada a aproximagao do feixe suave k, = constante. Em ambos os
casos (painéis (b) e (c)) a dinamica torna-se regular, de modo que podemos ter uma
boa noc¢ao sobre o comportamento do movimento cadtico do sistema. A conclusao é
clara: devemos tomar o cuidado para que o feixe mantenha-se alinhado e préximo ao
eixo central, caso contrario particulas podem ser perdidas devido a difusao cadtica. E
claro que estando o feixe localizado préximo ao eixo do sistema, mesmo assim deve-se
observar os critérios analisados nas seccoes precedentes para assegurar a estabilidade.
Certamente a andlise feita até aqui merece uma abordagem mais completa que sera

realizada em trabalhos que darao continuidade a este.
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Figura 5.4: Plots de Poincaré de zj, versus z, obtidos da equagao 5.29. Em (a),
n=0,2 00=140°, A = 107!, K = 5,0, e a = 5,0. Em (b), o cilindro condutor é
removido (@ — o0) e, em (c) a aproximagao do feixe suave r, = const. é usada. Os
demais parametros sao os mesmos usados em (a).
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Capitulo 6
Conclusoes

De acordo com o capitulo 3 deste trabalho, o primeiro fato que passamos a investigar
foi a influéncia do perfil do campo magnético focalizador sobre a dinamica do feixe,
especialmente nas novas regioes de estabilidade. Realizamos uma detalhada andlise
do comportamento da estabilidade do feixe de particulas focalizado quando o perfil do
campo magnético focalizador é variado e, assim, descrevemos mais detalhadamente
um conjunto mais amplo de configuragoes realisticas desse sistema. Demos uma espe-
cial atengao ao transporte do feixe, onde as novas regioes de estabilidade recentemente
encontradas caracterizam-se por terem avangos de fase superiores a 90° [46, 47]. Par-
ticularmente consideramos um feixe com alta densidade de corrente, sendo focalizado
por um campo magnético externo solenoidal cujo perfil varia continuamente desde a
forma suave senoidal até a forma mais abrupta do tipo onda quadrada, através da
variacao continua de um parametro.

Mostramos que as novas regioes de estabilidade sempre estao presentes para
cada perfil especifico do campo focalizador, embora separadas umas das outras por
gaps. Entretanto, em contraste com a regiao original de estabilidade, que de uma
forma geral nao é grandemente afetada pelo perfil do campo externo focalizador, as
novas regioes ja dependem da particular configuracao do campo. Especificamente, as
novas regioes de estabilidade tornam-se mais estreitas e ocorrem para maiores valores
do avanco do espaco de fase no vacuo a medida que o campo magnético focalizador
torna-se mais localizado. Esse comportamento pode ser explicado levando-se em conta
o aumento do nimero de componentes do espectro de Fourier no perfil do campo, a
medida que este se aproxima do tipo onda quadrada; dessa maneira, o espaco de
fase do envelope também é afetado e levando a um grande nimero de ressonancias
nao-lineares e caos. Embora em todos os casos analisados verificamos a existéncia
de uma camada relativamente larga de trajetorias regulares em torno da solucao
casada, isoladas da regiao cadtica, as simulagoes auto-consistentes mostraram que o
espaco de fase do envelope pode afetar a dinamica do feixe, conduzindo a um pequeno

crescimento da emitancia.
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No capitulo 4 a nossa preocupacao basica foi a de investigar a importancia de
instabilidades sem simetria axial no transporte do feixe, instabilidades essas que ten-
dem a fazer com que a seccao transversal do feixe deixe de ser circular para tornar-se
eliptica. Usando o método de Newton-Raphson investigamos a estabilidade de feixes
de particulas periodicamente focalizados sob o efeito de perturbacoes sem simetria
axial e do tipo quadrupdlo. Concluimos que instabilidades do tipo quadrupdlo apa-
recem de forma andloga, tanto na regido usual (o < 180°), quanto nas novas regioes
de estabilidade (oy > 180°), e que tais instabilidades ocorrem em uma regido no
parametro espaco-carga nao usual para o confinamento do feixe, de modo que em
sua totalidade as propriedades de estabilidade sao as mesmas descritas na analise
realizada com simetria axial.

No capitulo 5, primeiramente investigamos como a dinamica da centroide afeta
a estabilidade de um feixe de particulas carregadas, transportadas ao longo de um
canal peridédico focalizador. Tal andlise foi realizada para um um feixe KV, para
o qual mostrou-se que as dinamicas da centroide e do envelope sao completamente
desacopladas, desde que as forcas focalizadoras sejam lineares nas coordenadas.

A medida que a intensidade e o perfil do campo magnético focalizador sao va-
riados, mostramos que as regioes de instabilidade da centréide no parametro espacial
apropriado podem superpor-se parcialmente com as regioes de estabilidade do enve-
lope. Isso indica que em sua totalidade as regioes estaveis sao certamente menores
do que aquelas descritas em analises exclusivas da dinamica do envelope, realizadas
anteriormente [41].

Um outro resultado que obtivemos indica que a dinamica instavel da centréide
desenvolve em regioes paramétricas, onde a dinamica pura do envelope readquire seu
movimento estavel apos um dobramento de periodo, sequiéncias diretas e inversas.
Andlises anteriores da dinamica pura do envelope ja apontam para o fato de que, nes-
sas regioes, o envelope pode tornar-se instavel, apesar da quebra de simetria devido
as perturbacoes do tipo quadrupdlo, nao incluidas na aproximacao com simetria axial
usada aqui [40]. Completando esta parte usando simula¢oes com multiparticulas,
mostramos que um pequeno crescimento de emitancia pode também estar presente
nessas mesmas pequenas regioes [47]. O crescimento da emiténcia é muito pequeno
e as perturbacoes do tipo quadrupdlo estao confinadas a regides relativamente estrei-
tas, de modo que essas instabilidades nao sao de imediato solicitadas a operar em
casos como esses. Entretanto, a dinamica da centroide ocupa substancialmente uma
grande parte dessas regioes, donde concluimos que devemos ter cautela para evitar
as instabilidades da centrdide em geral. Todos os resultados devidos as analises de
baixa dimensao baseados nas equacoes do envelope e da centréide foram amplamente

corroborados através de simulacoes de multiparticulas.
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A inclusao dos efeitos das cargas imagem devidas a presenca do cilindro con-
dutor que envolve o feixe também foi considerda. Mostramos que apesar de as cargas
imagem nao afetarem a estabilidade da centrdide, no equilibrio central, uma gran-
de atividade cadtica é gerada nas proximidades da parede do condutor devido aos
termos nao-lineares associados com o potencial eletromagnético imagem. Para as
aproximacoes onde o campo focalizador tem um perfil suave, a atividade cadtica nao
se faz presente, iniciando a partir dos batimentos nao-lineares entre a periodicidade
do campo focalizador e a freqiiéncia natural de oscilacao da centréide. Posto isto,
conclui-se que a fim de se evitar a difusao devido aos efeitos de nao-integrabilidade,

o feixe deve ser injetado com suficiente proximidade do eixo de simetria do sistema.
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Apeéendice A

Equacao para o campo magnético

focalizador

No capitulo 2 mencionamos que o feixe de particulas fica sujeito a um campo magnético
focalizador dado pela equacao 2.1, sem nos preocuparmos com a origem dessa equacao.
Neste apéndice vamos mostrar como se obtém a equacgao 2.1.

Consideremos que o campo magnético focalizador seja dado pela expressao
geral

B(r, z) = B,(r, 2)e, + By(r, 2)e, + B, (1, 2)e,, (A.1)

onde
B, (r,z) = ai1(2)r + as(2)r* + as(2 i_o:
By(r,2) = by (2)r + ba(2)1* + b3(2 i (A.2)
=Y

B,(r,2) = co(2) + 1 (2)r + e2(2)r* + e3(2
k=0
Sabemos que qualquer campo magnético satisfaz a equagdo V - B = 0 (uma das

equacoes de Maxwell) [25] e, assim temos

10 108,

.B= -~ = rk=1 _
V-B rar(rBT) ad) kz:jlkﬂ +ch 0, (A.3)

onde ¢ (2) = de/dz.
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Escrevendo alguns termos das somas na equacao A.3 resulta

2a1(2) + ¢y(2)
+[3az(2) + ¢} (
+[das(z) + dy(2)
+[bas(z) + &4(2)

2)|r
Jr? (A4)
]

7“3

+16as(z) + cj(2)]r* + ... = 0.

Para que esta igualdade seja satisfeita faz-se necessirio que cada coeficiente de r* seja

nulo, o que implica em

m(2) = —5¢h(2) = —3 Bi(2),
wlz) = —36(2),
m(2) =~ 1h(), (A5)

L,
a(z) = —H—ICH('Z)-

Como estamos analisando um problema de magnetostatica, de acordo com as

equacoes de Maxwell [25] devemos ter V x B = 0, ou seja,

_(10B. 0B, OB, 0B, 10 9B,
VxB= (; 90 —§>er (az ~ )eﬁ;[a( B¢>‘a—¢]ez
=Y b (2)rFe, + [Z ay(2)rF = ck(z)krk_ll es (A.6)
k=1 k=1 k=0

A equacao A.6 serd satisfeita se cada componente de V x B = 0 for nula, donde

— > " =0 — b (2) = 0 «— bi(z) = constante, (A.7)
k=1

ay(2)r* = > e (2)kr* ! = 0. (A.8)
k=1 k=0
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Agrupando-se os termos correspondentes a mesma poténcia de r na equacao
A.8 obtém-se

+[ah(2) — 3es(2)]r?
+lay(2) — deqg(2)]r?
+[ay(2) — 5es(2)]r* + (A.9)

+Haj(2) = (L + Ve (2)]r' ™! =0,

ou seja,
a(z) = (I + e (2), (A.10)
e ainda N
S (k+1)r* b (2) = 0, (A.11)
k=1
de modo que
(I+Dby(2)r" =0+ b(z) = 0. (A.12)
O resultado expresso pela equacdo A.12 nos leva a concluir que By(r, z) =
S, br(2)rF = 0, ou seja, o campo B nao possui dependéncia azimutal. Assim
sendo,

B(r,z) = B,(r, 2)e, + B,(r,2)e, = > _ ay(z rer+ch 2)rke,
k=1

= [ar(2)r + as(2)r® + az(2)r’ + .. Je; + [eo(2) + ea(2)r + Cz( )7“ + Jes. (A13)
Como estamos interessados apenas nos termos até primeira ordem em r, resulta
1,
B(r, 2) =~ [a1(2)r]e, + [co(2) + c1(2)r]e, = —§co(z)rer + [co(2) + Ole,
1
= By(2)e, — §Bé(z)rer, (A.14)

e lembrando que e, =r/r e r = ze, + ye,, obtém-se a equacao 2.1, como queriamos

demonstrar. Aqui, cabe ressaltar que a condicao

1 ,d"B "B B,
— <<1 << —

A.15
B, 7 ds — dsm ry ( )
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nos exige que a validade da equacao V x B = 0 esteja condicionada ao fato de
que a componente radial do feixe, B,(r,z), seja muito menor do que a variagao da
componente axial, B,(r,z), numa faixa de comprimento tipica do campo externo
focalizador, ou seja, o comprimento de periodicidade “S”, e que termos de ordem
n > 2 sejam negligenciados. Esta condicao pode ser obtida através da andlise das
convergéncias das séries de poténcias que expressam as componentes B,.(r, z)e, e
B,(r,z)e, do campo focalizador. Em termos de linhas de campo magnético, tais
linhas podem apenas sofrer variagoes suaves, isto é, a densidade dessas linhas nao pode
aumentar ou diminuir bruscamente. Evidentemente, a citada validade de V x B =
0 torna-se cada vez menos plausivel & medida que as derivadas d"B,/ds" = B{™
assumam valores cada vez maiores, ou seja, quando o perfil de B, tende a forma de
uma onda quadrada. De acordo com o que vimos na figura 3.1 (Cap. 3), tal validade
mantém-se até que o parametro A (que define o perfil do campo focalizador) nao

ultrapasse aproximadamente a 103.
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Apéendice B

Superficies de seccao de Poincaré

B.1 Diagrama de fase

Quando se analisa 0 movimento de um oscilador unidimensional, podemos especificar
completamente como fungoes do tempo, duas quantidades: a posi¢ao z(t) e o mo-
mentum p(t). Essas duas quantidades poderao ser encontradas através da solucao
da equacao diferencial de segunda ordem para o movimento. As quantidades z(t) e
p(t) podem ser consideradas como sendo as coordenadas de um ponto num espago
bidimensional, denominado de espaco de fase. Em duas dimensoes, o espaco de fase é
evidentemente um plano de fase, mas para um oscilador geral com N graus de liber-
dade, o espaco de fase é um espaco 2/N-dimensional. A medida que o tempo evolui,
o ponto P(xz(t),p(t)) que descreve o estado da particula oscilante, deslocar-se-a de-
terminando um caminho (trajetdria) de fase sobre o plano de fase. E claro que para
diferentes condicoes iniciais do oscilador, o movimento serd descrito por diferentes
caminhos de fase! Cada um desses caminhos representa a histéria completa no tempo
do oscilador, para um conjunto de condicoes iniciais dadas. A totalidade de todos os
caminhos de fase constitui o diagrama de fase do oscilador.

Convém ressaltar que as consideracoes feitas até aqui nao se restringem uni-
camente a sistemas de particulas oscilantes; os conceitos de espaco de fase e dos
diagramas de fase sdo extensivamente aplicados em muitas areas da Fisica [19, 56].
Podemos generalizar o que comentamos até aqui, considerando um sistema com n
particulas, de modo que a cada particula corresponda um grau de liberdade, sendo a

dinamica do mesmo descrita por um par de equacoes de Hamilton,

_dg _0H
4= dt N apl
dpi _8[’[

(B.1)

bi= dt - aqi’
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comn = 1,2,3,..., N. Dessa forma, existirao 2N equacoes de Hamilton, as quais
estarao associadas 2N constantes de movimento, correspondendo as coordenadas e
momenta iniciais; o movimento subseqiiente desse sistema, bem como as trajetorias
(caminhos) de fase que constituirao o diagrama de fase do sistema, serao unicamente
determinados a partir dessas condicoes iniciais.

Supondo-se que tenhamos resolvido as equacoes de Hamilton para p e q como
fungoes do tempo, no espago 2N-dimensional com coordenadas (componentes dos

vetores N dimensionais p e q),

p= (pl;p2:p37"';pN) (BQ)

q= (q17q27q3a"'7qN)7 (BS)

podemos entao seguir as trajetorias desde um instante inicial ¢; correspondendo as

coordenadas iniciais

p(t1) = (p1(t1), p2(t1). p3(t1). ..., o (t1)) (B.4)

a(t) = (1(t1), @2(t1), g3(t1)s - an(t1)) (B.5)

até algum instante posterior ¢y, correspondendo as coordenadas

p(t2) = (p1(t2), p2(t2). p3(ta). ..., pn (t2)) (B.6)

a(t2) = (q1(t2), @2(t2), g5(t2), ... an(t2)) (B.7)

obtendo assim o espaco de fase p — q do sistema. Para ilustrar, representamos na
figura B.1 as trajetdrias no instante ¢; (que representam as condigdes iniciais) e num
instante posterior, t5, no espaco de fase em duas dimensoes, com os N momenta p ao
longo das ordenadas e as N posicoes q ao longo das abscissas. Em um espaco de fase
as seguintes propriedades sempre sao obedecidas:

1 - As trajetdrias no espago de fase nao se interceptam no mesmo dado instante de
tempo.

2 - Um contorno C; no espaco de fase, o qual engloba um grupo de condigoes iniciais
no instante t; se transformard em um outro contorno, Cs, no instante de tempo %o,
que engloba o mesmo grupo de condigoes iniciais nesse instante. 3 - Consideremos
um ensemble de condicoes iniciais, cada uma representando um possivel estado do
sistema. Expressando-se a probabilidade de um dado ensemble (= densidade de

distribuicao do sistema de pontos no espago de fase) com 7 = 7(p, q, ) e normalizando
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Figura B.1: Trajetérias no espaco de fase em duas dimensoes.

T tal que
entao 5 5 5
T T T
)i — + Gi=— — =0, B.9
;(papi+q8qi>+8t (B.9)

o que representa a incompressibilidade do fluxo do espaco de fase, resultado conhecido
como o Teorema de Liouville. Maiores detalhes acerca destas propriedades poderao

ser encontradas nas referéncias [33, 44].

B.2 Superficie de seccao ou plot de Poincaré

No tratamento do fluxo hamiltoniano, um importante conceito é o de superficie
de seccao de Poincaré [33]. Conforme vimos na secgdo anterior, para um sistema
autonomo com dois graus de liberdade, o espaco de fase é quadridimensional. Para
ilustrar, consideremos a figura B.2 onde se representa as interseccoes de uma trajetéria
com a superficie de secgdo. Escolhemos uma superficie bidimensional ( plano «) no
espaco de fase e rotulamos suas duas faces, por exemplo por face direita e face esquer-
da, respectivamente. A partir disso, entao, estudaremos as sucessivas intersecgoes de
uma trajetoria com o plano a, de modo que a seqiiéncia de pontos gerada por essas
intersecgoes definem uma trajetdria, vista a partir de uma dessas faces escolhidas (na
figura, escolhemos a face esquerda).

Na figura B.3, representamos um sistema com dois graus de liberdade, onde se

destaca em (a) o espago de fase quadridimensional com a trajetéria tridimensional de
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Figura B.2: Movimento no espaco de fase e definicao da superficie de seccao de
Poincaré.

P
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Figura B.3: Representacao para o caso de dois graus de liberdade.

energia; (b) projecao da trajetéria de energia sobre o volume (pq, g1, ¢2) e (c) as inter-
seccoes sucessivas da trajetéria representada em (b) com a superficie bidimensional
de seccao ¢ = const..

Na figura B.4, representamos um sistema com trés graus de liberdade, onde
mostramos, (a) um espaco de fase hexadimensional com a trajetéria sobre uma su-
perficie de energia pentadimensional; (b) trés interseccoes sucessivas dessa trajetéria
com a superficie quadridimensional de sec¢ao g3 = const. e (c) projegoes dessas inter-
seccoes da superficie de secgao sobre os planos (p1,¢1) e (p2, ¢2).

No estudo da dinamica de sistemas com varios graus de liberdade, é muito
comum usar-se as superficies de sec¢do (plots de Poincaré). Nesse estudo, podemos

destacar resumidamente:
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Figura B.4: Representacao para o caso de trés graus de liberdade.

a - Trajetorias requlares
Dependem descontinuamente da escolha das condicoes iniciais e sua presenca nao
implica na existéncia de uma integral isolada (invariante global) ou simetria do sis-
tema. Entretanto, trajetorias regulares, onde existirem, representarao invariantes
exatos de movimento. Essas trajetorias sao continuamente periédicas nas variaveis
de angulo, cobrindo densamente uma superficie toroidal de a¢ao constante, na qual as
varidveis de angulo envolvem (circunscrevem) as duas orientacoes (faces) da superficie
com freqiiéncias incomensuraveis (caso genérico), ou sao curvas periddicas fechadas,
enrolando-se sobre o torus num numero inteiro de voltas. As trajetdérias regulares sao
mais convenientemente estudadas usando teoria de perturbacao e visualizadas numa
superficie de seccao (plot de Poincaré). Virios tipos de trajetérias regulares e suas
interseccoes com a superficie de seccao 6, = constante estao ilustradas na figura B.5.
Na figura B.5(a) representa-se uma trajetéria genérica que estd sobre a superficie do
torus. Nesse caso, o movimento em torno do eixo maior do torus é periddico em 6;
com periodo igual a 27. As sucessivas interseccoes da trajetoria com a superficie de
seccao correspondente a 0y = o1, 099, B3, ... conduzem a uma curva invariante fechada
e densamente recoberta de curvas sobre longos periodos de tempo. O caso (b) é um

exemplo de uma ressonancia

kwl(J) + lu)g(.]) == 0, (BlO)
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com w; — 91, Wy = 92, onde k e [ sdo inteiros. A trajetéria ressonante é fecha-
da, periédica em 6; e f;. Em (b), também se mostra que para k = 5, [ = 2, as
sucessivas interacoes dessa trajetoria com a superficie de seccao conduzem a cinco
pontos discretos denominados de pontos fixos ou pontos periédicos do movimento.
Referimo-nos a esse movimento como uma ressonancia priméaria, desde que seja uma
trajetoria periddica fechada de um hamiltoniano nao perturbado Hy. A ressonancia
é um caso especial de uma curva invariante, para a qual a razao k/l é um nimero
racional. Ressonancias e suas interagoes desempenham um papel crucial para o sur-
gimento de movimento cadtico em sistemas aproximadamente integraveis. Em (c)
representa-se a superficie de seccao de uma trajetoria genérica na vizinhanca de uma
ressonancia priméria correspondente & figura (b). As sucessivas interseccoes da tra-
jetoria com a superficie de seccao conduzem a um conjunto de cinco curvas suaves
e fechadas, denominadas de ilhas primarias, que circundam os pontos fixos do caso
(b). Para ilustrar-se a complexidade dos movimentos possiveis, em (d) mostra-se a
superficie de seccao para uma trajetoria periddica fechada que envolve trés tempos
correspondentes a ressonancia primaria k = 5,1 = 2 em 15 ciclos correspondentes a ;.
Esse, constitui-se num exemplo de ressonancia secundaria, acoplando o movimento
em torno de uma ilha priméria ao movimento periédico nao perturbado. Uma estru-
tura muito complicada das trajetérias regulares torna-se agora clara; as ressonancias
primdrias dao origem as ilhas primdrias, que por sua vez originam as ressonancias
secunddrias e suas ilhas, e assim, sucessivamente!

b - Regides de caos

Sao conhecidas por preencher uma porcao finita de uma superficie de energia num
espaco de fase. As sucessivas interseccoes de uma trajetdria cadtica com a superficie
de seccao, preenchem uma area finita. Duas trajetorias cadticas estao ilustradas na
figura B.5, que mostra, em coordenadas polares, a superficie .J;,0; para dois graus de
liberdade.

Na figura B.5, o caso (e) mostra uma camada de caos preenchida por uma
trajetoria tnica entre duas curvas invariantes. Trajetorias periddicas existem nessa
regiao, mas as trajetérias proximas dessas, tanto podem, como nao moverem-se em
ilhas de estabilidade em torno de pontos fixos, ou as ilhas sao muito pequenas para
serem visiveis. No caso (f), mostra-se uma camada de caos preenchida por uma
trajetéria unica préxima das ilhas do caso (c¢). O movimento cadtico muitas vezes
ocorre nas proximidades das separatrizes que separam curvas invariantes de suas ilhas.
Préximo a uma separatriz, a freqiiéncia da ilha de oscilagdo, w, aproxima-se de zero!

A condicao de ressonancia com a oscilacao nao perturbada numa freqiiéncia wy,

kw —wy =0, (B.11)



APENDICE B. SUPERFICIES DE SECCAO DE POINCARE

P
&
J2 o, 3e
¢/ 6
; 5.
X .d
&h; / 2,7
Ohs
(a) (b)
*13
3
' X:]
o 11
© ¢ 10 e1,16
»5 6
@ (3 * 15
120 e 14

65

Figura B.5: Interseccao de uma trajetoria sobre a superficie de energia com a su-
perficie de sec¢ao « definida por #; = constante. (a) Curva invariante gerada pelas
sucessivas interseccoes da trajetdria com «. (b) Ressonancia priméria k = 5,1 = 2
mostrando as primeiras sete interseccoes da trajetéria com a. (c) Ilhas primérias em
torno dos pontos fixos correspondentes a k = 5,1 = 2 gerados pelas intersecgoes da
trajetéria com a. (d) Ressonancia secunddria com trés saltos em torno da ressonancia
primdria k = 5,1 = 2. As primeiras 17 intersecgoes com « sao mostradas. (e) Camada
anular de caos gerada pelas interseccoes de uma trajetoria iinica com «, entre duas
curvas invariantes. (f) Camada de caos contornada pelas curvas invariantes priméria

e secundaria.
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Figura B.6: Trajetérias regulares, regioes de caos e separatriz.

nos conduz a uma separagao entre as acoes de ressonancias vizinhas (k e k + 1),
as quais tendem a zero a medida que a separatriz é aproximada. Dessa forma, é
comum referir-se a regiao de caos que forma préoxima a separatriz como uma camada
de ressonancia. Para uma pequena perturbacgao €, com dois graus de liberdade, as
camadas sao finas e separadas entre si por curvas invariantes. As camadas sao isoladas
umas das outras, e o movimento de uma camada para outra é proibido. A medida
que € aumenta, as curvas invariantes que separam cadeias de ilhas proximas com
suas camadas de ressonancia sao fortemente perturbadas e finalmente destruidas. As
camadas fundem quando a ultima curva invariante que separa cadeias de camadas
de ilhas circundantes adjacentes é destruida. Os caos fortes ou globais de movimento
surgirao quando houver a fusao de camadas de ressonancias primarias.

Um exemplo de secgao de Poincaré obtida para o espago de fases (ry,7}) do en-
velope do feixe é apresentada na figura B.6. Na figura, estao ressaltadas as estruturas

do espaco de fases descritas acima.
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Apéndice C
Método de Newton-Raphson

A evolugao do envelope no espago de fase (ry, ;) é determinado através da equagao

de envelope normalizada 2.52, a qual pode ser escrita como

dX

= F(X.s). (C.1)

onde X = (ry,7;) é 0 vetor posigao no espago de fase e

K 1
nxgzgp%mm+—+7) (C.2)

Ty r
Para aplicar o método de Newton-Raphson a fim de se encontrar e verificar a esta-
bilidade das solucoes casadas do envelope, vamos considerar a funcao ® que mapeia
o espaco de fase do envelope sobre si mesmo a cada periodo do campo focalizador.

Formalmente, tal mapeamento pode ser expresso como
X(s0+1) = ®[X(s0)], (C.3)

onde sg é uma posicao inicial e X,,, corresponde a um ponto fixo do mapeamento que
satisfaca
X = O[X,,]. (C4)

Suponhamos que seja conhecida uma solucao X;, sendo esta relativamente proxima
a solucao casada tal que
Xm =X, — 60X, (C.5)

com 6X pequeno. Substituindo a equacao C.5 na equacao C.4 e realizando a expansao

de Taylor até termos lineares em X, obtemos
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onde
| Ory(so +1)/0ry(s0) Ory(se + 1)/0ry(s0)

0P =
dry(so+ 1)/0ry(se) Ory(se +1)/0ry(so0)

(C.7)

é a matriz dos mapeamentos das tangentes e I é a matriz identidade de ordem 2 (ou
seja, 2 x 2). O método de Newton-Raphson basicamente consiste no seguinte: dada
uma solugao proxima a casada X; e integrando as apropriadas equacoes diferenciais
sobre um periodo do campo focalizador, resolvemos para 6X na equacao C.6 e usamos
esse resultado na equacao C.5 para obter uma nova aproximacao para a solucao casa-
da X,,. Apds realizar esse processo iterativo muitas vezes, a solucao podera convergir
para uma dada solucao casada do sistema. Uma vez que a convergéncia esteja garan-
tida, 0P torna-se a matriz que delineia a evolucao das perturbacoes infinitesimais em
torno da solucao casada, e portanto, tem informacao sobre a estabilidade da solucao
casada. Particularmente, se o trago da matriz §® for superior a 2 (Tr[d®] > 2), os
autovalores serao reais e a solucao casada serd um ponto de sela instavel - observe-se
nesse caso que a equacao de envelope C.1 é conservativa, portanto o determinante da
matriz 0® é igual & unidade (detd® = 1) - por outro lado, se o traco da matriz 0P
for inferior a 2 (Tr[d®] < 2) os autovalores serao complexos e da forma exp(iky;,) e
exp(—tkyiz), € as 6rbitas circundantes rotardo com nimero de onda kg, em torno da
solucao estavel casada. O indice de estabilidade é convenientemente definido como
a = (1/2)Tr[6®].

A principio, a matriz 6®, pode ser calculada diretamente por aproximacoes
numéricas computacionais das derivadas do lado direito da equacao C.7. Entretanto,
um método mais preciso derivado da equacao C.1, foi usado neste trabalho. A saber,
apos alguns calculos simples podemos mostrar que & = A(sq+ 1), onde A(s) é uma
matriz cujos elementos sao funcgoes continuas de s, obtidas pela integragao juntamente

com a equacao C.1, da equacao

dA _ dF

T A (C.8)

usando uma condicao inicial A(sy) = I. Na equagao C.8, dF /dX é a matriz jacobiana
de F(X, s).
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