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Introdução 

Uma das questões básicas em Sistemas Dinâmicos é a caracte 

- .rização e o estudo das propriedades dos sistemas (campos de vetores 

e difeomorfismos) estruturalmente estáveis. A conjectura. a es-ce 

respeito, formulada pela primeira vez em Palis-Smale [8], é a de que 

um sistema é estruturalmente estável se e somente se ele safisfaz 

o Axioma A e a condição de transversalidade forte . Que um s istema 

satisfazendo a estas condiçÕes é est ruturalmente est ável fo i demon~ 

trado por Robbin [ 13] e Robinson l l4 ] [ 15] 7 culminando uma serie de 

i mport antes resultados nessa direção , Também é conhecido [ 16] que 

em pres ença de Axioma A a transversalidade forte é condição neces­

s~rla para a est abilidade . Re~ta ass i m como questão em aber-co s a-

ber se a estabilidade implica o Ax ioma A ~ Resultados relevantes 

sobre est a questão foram obtidos por Mané [4], [6] e Pliss [10]9 

(11] . Em [ 11] 9 Pliss demonstrou que a estabilidade para difeomor-

fi s mos de c lasse c 1 implica a existência de apenas um nÚmero fi­

nito de Ór bitas periÓdi~as atratoras (h i per bÓlicas) , O propÓsito 

do presente t rabalho é mostrar ~ generali zando est e Último resul-ca­

ão , que a es-cabilidade dos difeomorfismos de classe c 1 implica a 

existência de apenas um número finito de atratores hiperbÓlicos , 

Enunciaremos a seguir, de forma mais. precisa noss o resulta-

do principal . 

Seja M uma variedade C~ sem bordo e Difr(M) o espaço 

dos Cr-difeomorfismos de M com a topologia cr. Um difeomorfismo 
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f E Di fr (M) . é Cr -estru·t .uralmente est ável se exi s t e urna v izí nhaa 

ça U de f em Difr(M) 1 tal que se g E U então existe um hQ 

meomorf lsmo h de M satisfazendo fh = hg ? Tal difeomorfismo 

f tem a. propriedade- que todo difeomorí'ísmo sufi entemen·t..e prÓximo· 

dele tem a mesma estrutura de Órbitas ? 

Um ponto é na o errante par a f E Di.fr ( IVI ) quando '"" U . ., 1. 

z i nha nça de x em M existe n E z ~ (O] cal que ir.:· (u) n TJ f: ~ , 

NÓs ano~aremc s este conjtmto por O(f) ~ 

Um subconjunto 1\ c O( f) fechado M 
p 

em e chamado a í;ra~or 
-~-=~=r.~ 

q·..:ando o 

l ) ,\ " f-invariante (isto 
.? 

f (J\) /1 ) e e --

2) :tiL vizinhança de ll. em M tal que n fn ( L ) -- f\ , 
nE7 

~+ 

Um subconjunto t::. c M é chamado h i per""bÓl_.lco para um dJ. ~ 

quando ~ 

1 } ~ é f invari ent e o 

,, ) 
L Exi.s tem fi brados con·tinuos Es \: s ) e Eui x ) x c h u ó , .... u q .e sa 

3 ) 3: K > O O < À < 1 tal que 

Teorema 

11 (Df )n 

Nosso objetivo nesse trabalhe é provar c seguin~e ~ 

O número de a-cratores hi per bÓlicos deum d.ifeomortJ..smo 

C1·- es truturalmente estável é finí to, 
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A seguir indicaremos mais detalhadamente as motivações 

para este r&sultado e suas cons~qu~nci~s, dividindo o t6pico em 

duas partes: I - Cr-estabilidade estrutural e II-atratores o 

I - Cr-estabilidade estrutural- No estudo de Cr-estabilidade es 

trutural foram introduzidas as 

seguintes definições: 

Axioma A - · N6s diremos que um difeomorfismo f E Difr(M) satis­

faz o Axioma A quando: 

1 ) Os pontos peri6dicos são densos no conjunto não-errante n 

2) O conjunto não-errante do difeomorfismo f é hiperb6lico ? 

Variedade estável (respectivamente instável) - Para um difeomor­

fismo f E Difr(M) e um ponto x E M, nós cha 
maremos variedade estável (instável) de x o seguinte conjunto 

W8 (x) = (y E M I d(fn(x), fn(y)) ~ o] 

Pode ser provado [3] que se 

ma A então para qualquer x E O(f) 

des inversas 1 a 1 em M e U 
xEO(f ) 

f E Difr(M) satisfaz o Axio­

Ws (x) e Wu(x) são varieda­

Ws(x) = U Wu(x) = Mo 
xEO(f) 

~~sversalidade forte - N6s diremos que um difeomorfismo 

f E Difr(M) satisfaz a condição de trans 

versalidade forte quando: 
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1) f satisfaz o Axioma Ao 

2) A interseção entre variedades estáveis e Ins t áveis de qua! 

quer ponto no conjunto não erran-ce é cransversal o 

~ - r Na d~~eçao da caracterizaçao de C ~es~ab1l1dade esTr~~~1al 

dê dlfecmorfismos existe a seguin-ce eonjectura: 

Co~1~~!ura 1 - Um difeomorfismo f E Difr ( M) sa~lsfaz o Axioma A 

e a condi ção de transversalídade fo r t e se e somen­

~e se ~le é Cr-estrutura1men~e estável , 

Já demos anteriorment e uma idéia do que se .sabe sobr e et:t.a 

1.. on,j e c. vura o 

É um fato bastante conhecido que um âifeomorf~smo sa:.. .,;_s~ 

fazcna:} o Axioma A e a condiçãc ds trans".~ersal.ld.s.de f orte -cem ... .un 

n~mer v finito de atratores ~ N~sso trana~h~ por~an-co e insp~rad~ 

na ('(>r ... Jec-r;ura l o Uma demons .. cração completa âa CvnJec~ura 1 cc.rn.e 

ria c nobso resultado . 

Citaremos agora P explicitamente ~ alg-..m.s r e sul taã.os par 

c .... al5 sobre a Conjec-cura 1 ~ que são correlaL.c.s c~>m o nosso tra-

Iecrema A (Pugh [12] ) - Um difeomorfismo :f E Di l 1 (M) c1- e str·J.t:U-

r almente es~~ve1 tem os pontos peri6d1~os 

densos em O( :f ) c 

Teurema B (Pliss [ lO]) --------------- Em varledades de d imen&ão 2 um ã.ifeomor-

fismo c2 ., c1 · · 1 t' que e ~es~ru~ura men~e e5 a 



-5-

v el e t em um conjunto nao errante com medida de L~besgue zero 

satisfaz o Axioma A. 

Teorema C (Mané [5]) -Um difeomorfismo f E Dif1 (M), c1-estrutu 

ralmente estável com a propriedade do O(f)-

germe expansivo (isto é9 ~ e > O tal que se x E M, y E O(f) e 

~ n E Z, então x = y) satisfaz o Axioma b 

Teorema D (Mané [6]) -Em variedades de dimensão dois um difeomor--
fismo f E Dif1 (M) c1-estruturalmente es-

tável t al que o conjunto não errante é toda a variedade M7 satis 

faz o Ax ioma A ~ Portanto M = T2 e f é Anosov ~ 

Obse rvação: Com as idéias e téc~cas que aparecem no Teorema D 

segue-se facilmente um resultado mais forte : Em var~e­

dades de ãimensão dois um atrator de um difeomorfi smo c1-estrutu-

r almente estáve l é hiperbÓlico . 

No caso Cr (r ~ 2) apenas se sabe que os pontos periÓdi 

cos são h~perbÓlicos e que suas variedades estáveis e instáveis se 

~nterceptam t ransversalmente o Já no caso c2 os Teoremas de A a D 

e~rte.o em aberto, 

Um outro ponto de vista é considerar defini çÕes mais fortes 

' 1a prior i 11 de estabilidade estruturaL. Nesse sentido nós chamare-
r , 

C -absolutamente estavel se ~U vizinhança de f 

em Difr(M) e C > O tal que ~ g E U existe um homeomorfismo h 

em M tal que gh = hf e d
0

( h 1 Id ) ~ C d
0

(g,f) (onde d
0

( , ) 

~definida por d
0

(k1 ,k2 ) = sup(d(k1 (x), k2 (x)) I x E M})o 



Os difeomorfismos sat isfazendo essa defin1çic p odem ser 

c aracterizados pelo seguinte resultado: 

Teor·ema E (Franks [1] i Guckenheimer [2] 1 Mané [5] 

fismo f E Difr (M) é Cr- absolut ament e 

Um difeom·or~ 

es't.ável se e 

somente se ele satisfaz o Axi oma A B a c ondição de ·transversal~= 

dade f crteo 

II ~ A-tra tores A seguinte conjectura devida a Thom i lus1 .. ra a .1!!! 

portância dos a·tratores no- estudo de 6rbi 'Cas de 

difeomorf i smos: 

~ec·"tura 2 Existe conjunto "' J à e d i fe c morflsmos ~ um g enerH. o 
---.- ---

em Difr ( M) t a l que~ 

l; \f f E ;r t e m no f m1.nimo u m a·tra tor" 

2 ) 'r./ f E J a u c: M s ubconjunto dens o e m M -cal que 

v E u Órbita positiva de (i s t.c 
y 

conj urn:o X a X e ~ Ct 

x E Z+} ) a c umula em algum a trator o 

Es sa conject ura é ve r dadeira no ccmjun.to dos d J. feom.or .fls ~ 

mcs satlsf'azendo o Axioma A e tra.nsversalidade fo:rT.;e ? ma5 está em 

aosr tc é m geral , 

E c lal''O que a Ór bita periÓdica a t ra.t;ora \ .1sto 6 ~ todos :1 ~ 

a.ut.mralores estão n ·O in-t:erior d o circulo uni cár i ;:) 1 é o ca.::o ma is 

simples de atratoro A seguinte con j ectura de Smale es-cá r e l a.c J.o ­

nada ce m a Conjectura 2 ac i ma~ exist.e um conj unto genéricc ;:r' 

t 1 f E ~ ' a que para. o ex iste a c menos um p onto 
., 

per1.Ód icc· a ·trator para f ou f~ .L o 
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Plikin C9J tem um exemplo em que é apresentado um conjunto 

aberto de difeomorfismos C~ em s2 , satisfazendo o Axioma A e 

a condição de transversalidade forte 1 mas sem pontos periÓdicos 

atratores para f. 

Não é difÍcil provar que toda Órbita periÓdica de um d i feo 

morfismo Cr-estruturalmente estável é hiperbÓlico " 
p 

Sobre o numero 

de Órbitas periÓdicas atratoras existe o seguinte resultado ~ 

Teorema F (Pliss [11])- O número de Órbitas periÓdicas atratoras 
---~-~~ 

(todas hi perbÓlicas) deum difeomor fismo 

c1-estruturalmente estável é finito o 

, 
O resultado que nos provaremos nesse trabalho extende o t eo 

rema acima para conjuntos atratores hiperbÓlicos " NÓs ressalt amos 

que o Teorema F9 como ~ deste trabalho, não diz nada a respei to da 

existênc i a de atratores, mas apenas que nao são em número i nf i nito, 

ú problema da existência de atratores para um difeomorfismo cr-es= 

trut ur-alrnente estável continua em aberto .. 

A r elação entre a Conjectura 2 e este problema é que qual­

quer propriedade genérica daquele tipo . será válida para d i feomor­
r f ismos C - estruturalmente estáveiso 

Newhouse [7] tem um contra-exemplo em s2 para a seguinte 

conjectura : , • Yf' /1 existe um conjunto gener1co u 

V f E J " o número de atratores hiperbÓlicos é fini to .. A 
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conjectura desse parágrafo~ embora falsa no caso ge~al 1 é verda­

deira no mundo dos difeomorfismos c 1~estruturalmente estáveis em 

var1edades de dimensão n, como provaremos aqui ? 

A prova d o principal result ado ~esse t r aoalho será fe1~a da 

~eguLnte maneira : no §1 nós recordaremós e explicaremos alg~s fa­

tos já conhecidos .1 principalmente de ( 6 ] e C llj , No §2 n ós ds mon.s 

lraremo.s alguns lemas preli minares que nos conduzirão no §3 ao r€· -

sultado buscado , 

§1 

Para d i feomorfismos satisfazendo o Axioma A extsle , c.Jmo 

·/1moa _.11a Introdução ;~ uma ge_neralização de va1·iedade e s~a..re l \..Lnc­

iá~le:l) de pont os periÓdicos para pontot· do conJunto não~e:-rra:n t..e 

[3], Essa generalização perm1te- nos :rabalhar com uma famÍlia 

~~htÍnua de discos fechados que t;m a l gumas proprlededes 1nter&a­

$an t.es, Nés chamaremos essa famÍ l ia variedade es"t,ável (.tns-LéÍvel) 

local e nós enumeraremos alguma de suas propr1edades r.cs Lemas 

,1?.:.; e ( 1 , 2 ), 

Para sistema s c1-estruturalmente " es t:a v·e .Ls -· na ::. temo~ 

1
' a prior i" essa estrutura de discos 7 que são defini dos pe l a h i per­

boLicidade do conjunto não errante , 

No entanto uma outra estru·tura. de discos f oi ln ... rvá';J.z.taa 

por Mané [ 6 ] para difeomorfismos c1- estruturalment e estáve~s ~ 

Essa es crutura tem algumas , mas não todas~ das fortes propr 1edadeb 

da fa.mÍlia de variedades estáveis (instáv-eis ) l ocais , Nos chama.1-e-~ 
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mos ~ssa nova famÍlia de variedades pseudo-estáveis (pseudo-ins­

t~veis)o N6s destacamos que esses dois tipos de famÍlias est~vei s 

e pseudo-estáveis (instáveis e pseudo-instáveis) coincidem no caso 

em que f satisfaz o Axioma Ao 

Nesta seção nósrelembraremos algumas das propriedades des~ 

sas duas famÍlias ~ 

No Lema ( l ol) e (1~2) n6s falaremos sobre a variedade es= 

tável (instável), isto é, o caso hiperbÓlico. Nos Lemas (lo3) a 

(lo8 ) estaremos interessados nas variedades pseudo-estável (pseudo 

instável ) de um difeomorfismo C1-estruturalmente est~vel o NÓs da~ 

remos apenas as provas do Lema (1.,5) e (lo8) visto que os outros 

lemas estão provados em [6] o 

No Lema (lo9) nós relacionàremos os dois tipos de decompo~ 

sição em fibrados que estão associados a estas duas famÍlias, no 

caso de um atrator hiperbÓlico de um difeomorfismo c1-estrutural­

mente estável., 

Finalmente 9 no Lema (1.11), nós aplicaremos as técnicas in 

troàuzidas por Pliss ( 11] no caso da variedade pseudo- estável o 

NÓs daremos antes do Lema (loll) uma idéia de onde nós usa 

remos toda essa maquinária para provar o resultado principal des~ 

te trabalho , 

NÓs daremos o livro "Seminário Sistemas Dinâmicos", Mono~ 

gr afi a de Matemática, (organizado por Jo Pali s ) IMPA, como refe rên 

cia geral para fatos conhecidos da Teoria de Sistemas Di nâmicoso 

No resto deste trabalho estaremos sempre considerando uma 
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"variedade CCX) compacta M sem bordo, Dif1 (M) o conjunto dos 

difeomorfismos de M com a t opologia c1 e 
p • uma me "Crl.-

ca riemaniana fixada em Mo 

Lema 1 ~ 1 - Para x num con junto hiperbc lico A com os p ontos 

periÓdicos densos em A, existe uma v ariedade inst á ­

ve l (respectivamente est ável ) de x 1 denotada Wu( x ) (W8 (x) ) 

c om as seguintes propriedades~ 

n -+c:o 

~ um plane i merso 1 a 1 com a mesma dimens io qu e Eu (x ) ( E5 (x ); . 

d ) Se A é um atrato·r h iperbÓl ico er:tãc Wu ( x ) c 11 c O( f) 

~ x E A (n ote que os pon~os peri6di~oe sic densos em A (12]) , 

Demonstração: Aparece em [ 3] , 

p_~inição 1 ., 1 Seja A um ccnJ :: .. ntl.) h i perbÓlic o e x E A, nós de 

finiremos a u-métric a em Wu (x ) 
il , ~ 

e a s~me-cr.1.c a em 

Ws (x) da segui n te maneira: d~ (v, z ) = inffcompr i ment os na m~~rica 

d em M dos caminhos con tidos em Wu(x) qu e começam em v e 

terminam em z J e d~ (v, z ) = inf(compri ment cs na métriúa d e m 

M dcs caminhos contidos em W8 (x ) que começam em v e termi nam 

em z} o 
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Definição 1 ~ 2 - Seja ~ um conjunto hiperbÓlico e x E ~ 9 
---~--------

" nos 

definiremos W~(x) a bola em Wu (x) de centro 

X e raio na métrica Definimos W~(x) de mane1ra s i-

milar , 

Lema lo 2 - Seja ~( f) conjunto hiperbÓlico com os pontos perió-

dicos densos em ~(f) e ~ > o. Então para qualquer 

d >O . t N >O t 1 f~n(W~ (x )) c: Wud ( f - n (x)) ex1s e um a que ~ v n > N. 

Demons-cração: Aparece em "Seminário de Sistemas Dinâmicos" IMP~ 

Nos prÓx i mos lemas 'trataremos da família de variedades 

pseudo=instáveis (pseudo-estáveis) que existem para um difeomor·~ 

fismo c1-estruturalmente estável o 

Nés chamaremos Perj (f) 
- .? 

o conjunto dos pon-tos period1cos 

de f que tem dimensão estável j ., Seja ~ j (f) o fecho de 

NÓs usaremos a notação ~(M) para i ndicar o interior (na 

topologia c1 ) do conjunto dos difeomorfismos em Dif1 (M) , no 

qual todos os pontos periÓdicos são hiperbÓlicos o 

O seguinte argument o bem conhecido mostra que todo difeo­

morfismo f c1-estruturalmente está em :J! (M)~ Suponhamos por 

absurdo que x é periÓdico e não hiperbÓlico o NÓs podemos apro-

ximar f por dois difeomorfismos e em Dlf1(M) que 

'tenham diferentes números de pontos periÓdicos com mesmo perioão 

e mesma dimensão estável . NÓs podemos supor que f 1 , f 2 e f 

são conjugados pela estabilidade de f, Mas i sto é um absurdo 
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? 

pois estabilidade preserva este numero o Portan·to como ·t:.odos os 

difeomorfismos em uma vizinhança de f são es-truturalmente está 

veis y nós temos que f E J (M) o 

Nos prÓx i mos lemas nós suporemos apenas que f E J (M), 

Como vimos acima esses lemas s~rãc vállà os par a um dlfeomórf1smo 

c1-estruturalmente es t ável , 

Lema l o3 - Seja f E ~ (M) " com os pontos per~OQlC3s densos em 

A . ~ O, par a algum O< j < dlm Mo Então exi5te ~ma 
J 

fibrnção continua que decompõe 

a ) 

-K > O t a is que~ 

~s =s 
(Tf) E = E 

~u = E I 

TM I, • • = E-s e E·U t , e consr.an..,es 
' • J 

b) Se X E Perj (f) e m ~ o perÍodo de X ) entio : 

c) 

IICTf )n I E5
11 s K 1m 

X 

11 (Tf)-n I E~ll ~ K 3:m 

Para ~odo x E Aj( f ) 

11 (Tf )m I E~li 11 (Tf )~m 

Demonstração ~ Aparece em L6 J o 

Seguindo [ 6] nós temos que dado t > o·, r > O, seja (/>
6 

uma funçãc c1 preservando fibras de TM~ cobr1ndo f e 1-a l que 

"t p E M? Y v E (TM)p: 

1) exp ~~ ( p , v) = f (exp v) se llvll <r 

2) ~~~s(ptv) - (Tf)vil + IJd ~e (p 9v) - ('Tf)PII ~ E; 
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é a derivada de em (p, v). Se -s E 

e Eu são os fibrados de TMIA.(f)' seja F0 o conjunto das 
s -u J 

funções contínuas h: E ~ E 1 cobrindo a identidade, tal que 

para todo x E Aj(f) 

rivada da função hiEs 
X 

, 
e e se d h(xiv) denota a de~ 

em - s - ( ) v E Ex, a funçao x, v ~ 

~ dh (x,v) é contínua e sup( lldh (x ,v)ll, x E Aj(fL v E E~J::: Õ o 

Coloque em F0 a pseudo-métrica~ 

Seja e: F 0 ~ F õ uma função tal que 11~; (gráfico (h)) = 

- gráfico ( 9h) para todo h E F0 e onde gráfico h = 

::: { ( (X 1 v ) + h (X , v ) ) I X E J\ j ( f ) v E E~} o 

Se r e ~ são pequenos então õ pode ser escolh~do de 

tal jeito que 9 está bem definido e é contínuo ( 6] . 

Seja Fõ,O = (h E F0 I h (x 1 0) = Op 

Então B(Fõ O) = Fõ O" 
, p 

Nesse caso d 
, p, • 

e uma me-cr~ca em 

seguinte: 

Lema 1~4 - e tem um ponto fixo h 8 E F0 o• 
~ 

·-

seguintes propriedades~ 

a) ~e (gráfico (hs)) = gráfico (hs) . 

b ) hs (x,O) = (x ,O) 

c) õhs(x 9 0) = O 

para todo xE J\.(f)., 
J 

e nós temos o 

A função h 8 tem as 
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~ 

As mesmas propriedades correspondentes sao verdadeiras 

para 9u9 hu e ~u obtidos de maneira similar o 

Demonstração~ aparece em [6J o 

Def~~ição l o3 = SeJa W~(x ) = 

llvll ~ e: J e 

( exp ( ( x 9 v) + h 8 
( x, v) ) I v E E5 

( x ) ., 

W~(x) = (exp((x , v) + hu(x,v)) I 
v E Eu (x) llvll < !: } para x E A.o 

J 

Essas d uas famÍlias de discos fechados serão chamadas , res 

pec~ivamente~ de pseudo=e~tável e pseudo-instável o 

Observação 1: Esses c.;onceitos acima são "a priori " diferentes da 

famÍli a de variedades estável e instável definida no 

Lema (l o 1) ., 

Esses deis Lemas (l o3 ) e (1 ~ 4) nos p ossibilitam usar uma 

estru~ura con~inua ae discos em A ' J 
qu e tem algumas propriedades 

ln~eressantes o Essas propriedade~ aparecerão nos Lemas de , (1~5J 

a (l DB) o Essa estrutur-a no entanto não tem em geral a proprieà.a~ 

de uniforme , que aparece no caso hiperbÓlico do Lema (l o2 ), 

Como Lema (l o3J mostra, a W~(x) cor-responde a par~e ll~ 

near lnvarlan~e de f ~ 

Observação 2g NÓs ressaltamos a seguinte l)ropriedade de invariân ­

cia da famÍlia pseudo-estável: para qualquer E > O, 

existe um õ > O tal que y X E /\. . 
J 

Simllar 

mente para qualquer e > 0 1 exls~e a > O tal que v x E/\. . 
J 

f- 1 (w~(x)) c W~ ( f- 1 ( x )) o Suponhamos agora q ue p é periÓdico áe 

_perÍodo n(p )o Tome entio a tal que fj(W~(p)) c w:cfj(p )) 



.. 
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V O ~ j ~ n(p )o Neste caso, embora 

~ w: (p ) , para tal ô > o nós temos 

em gera l f~ ( ~)cw:(p)) ~ 
rn (p)(w~(p)) c w~ ( p )~ 

NÓs usamos aqui também a uniformidade de 
-
K do Lema ((1 ? 3 )o b)~ 

Lema l o5 - Seja e > O como no Lema (l o4) e x E Perj (f) n Aj 

hiperbÓlico, então existe ~l > O taJ. que W~ (x) = 
1 

= w~ (x) (nos recordamos que 
1 

ponto periÓdico hiperbÓlico 

Demonstração: Suponhamos que 

X 

w~ (x) 
1 

é a variedade inst~vel do 

de tamanho 

, 
x e fix o por f (de outro modo 

tome n E Z+ tal que fn (x ) : X) o Seja U vi­

zinhança de x de tamanho e2 dado pelo teorema de Hartman 

[ 16 ,para referênda]; isto é f é conjugado com Tf 
X 

em u. 
Pela Observação 2 após Definição (lo3) podemcs tomar O < e1 < € 

e cl < ~ 2 t al que f(w: (x)) c w: (x) . 
1 1 

Mas pela unicidade de 

w~ (x), 
2 

essa propri edade só ocorre para um disco de dimensão 

o d i sco w: (x) ~ 
1 

Portanto segue que s ' wg (x) 
1 

é igual a w~ (x ) o 
1 

NÓs ressaltamos que esse e 1 depende de x ? 

Def~~~ç~~-· l o~ - Suponhamos que x E Aj' y E W~(x ) e g como no 

Lema ( 1 ~ 4 )o NÓs definimos d
5

(x 1 y) = 
= inf(t I y E w!(x)J o 

Definição l o5 - Para nós definimos 

Lema lo6 - O e do Lema (lo4) pode ser tomado de tal jeito que se 

x,y E A. e d(x,y) ~ t então (x~y) é apenas um pon­
J 

· to e f((x,y)) = (f(x),f(y)) f - 1 ((x 9 y)) = ( f - 1 (x),f-1 (y))o 
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Demonstração: Aparece em [6] , 

-Lema 1 ?7 - a ~ l > O m1 > O O < ~ < 1 e R > O tal que: 

a) Se X E PerJ ( f ) tem per.Íodo maior do que mi, então 

- ( n ' ) n c '. du f \ X 1 f y J J ~ € 1 para todo n ~ o (d
5
(f-n(x),f-n(y) 

v n ~ O) i mp l ica X = y ., 

b) Se x i E /1. (f) i = 1 92 , Y· E M i = 1,2, N > o e 
J 1. 

ds(x2 ~' y2) < €1 

~ n n 
du(f (x 1 ),f (y1 )) < .:1 

d ( f n( x
2

) , fn(x1 )) < ~1 

para todo o ~ n ~ N então ~ 

~§lfn ( x2 ;. fn(y2 )) -· n n 

~ K~n 
du(f (x 1 )9f (y1 )) 

-
du(xl,yl ) ds (X2 1y2 :; 

para te do o ~ n :s:: No 

Demonstraç~o~ Apar6ce em [ 6 ] . 

Lema ( l o8 ) ~ seguir ~ será a propriedade que realmente 

usaremo~ nes'te trabalho e é uma consequência do Lema (l o7 , b L 

O Lema ( 1 , 8 ) à1.z ? informalmente falando 9 que se as imagens dos 

iterados p ositivos de W~(x) estão limitados 9 então os iterados 

posi "t:ÍVC S de W~ ( x ) estão limitados t ambém, para X em /1. • o 

J 

Lema 1 , 8 ~ Suponha que para ~1 como no Lema ( l o7) e a~b E 1\. 
J 

t a l q ue a E w~ ( b ) , du(a,b) = €1 e , 
1 

' 
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du(fn(a), fn(b)) ~ t 1 v n E Z+, então ~ t
2 

>O tal que 

~ y E w:
2

(b) ds(fn(b) 1 fn(y)) ~ 'l v n E z+. 

K 
, n0 d.s..( a ~~JI 

Demonstração: Seja n
0 

tal que h - , 
du~a~b 

< 1 onde 

são as constantes do Lema ( lo7 ), 

~ ~ 

K e À 

t al que 
- n 
ds(f (y) 1 fn(b)) < e 1 '\1 Y E w~ c b) " 

2 
Então pelo 

Lema (1.7) nós temos 

v n n ~ n • Portanto segue que o Lema (1"8) ~ verdadeiro " o 

O próximo Lema (1 , 9) estuda a relação, no c aso de um atra 

tor hiperbÓlico, entre a· decomposição Es ( x ) e Eu( x ) (dado pela 

hiperbolicidade) e a decomposição Es (x ) ffi Eu(x) (do Lema ( l o3)) 

para x no atrator o Para que a Última decomposição t enha sentido 

nós estamos considerando que o atrator está úOn-cido em J\ ji para um 

certo O < j < dim Mo 

Lema 1,9 - Seja J\ c J\j para algum O < j < dlm M, J\ um atrator 

hiperbÓlico para f E ~ (M) com os p ontos periÓdicos 

J\ - ~Eu( x ) densos em , Entao o fibrado ( res p ectivamente Es (x )) 

e o fibrado Eu(x) (E8 (x)) são os mesmos para x E J\0 

Demonstração:•Nós apenas consideraremos o caso e 

t · t ' Es e E-8
9 ou ro caso, lS o · e9 ~ similar" 

-Seja e tal que f-ncw~(x)) c wu(f-n(x)) ~ n E z+ x E J\" 
€ ~ 

A existência de tal e segue da uniformidade da h i perbolicidade 

.· ( inegualdade II(Df)-n Eu(~)il ·< K Àm -..; x E A .. 
U. F. R. G. S. 

- ' r-~ . - '. CA 
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Do Lema (l o7) nós temos que se € é pequeno então 

W~ (x ) = W~(x), para qualquer x periÓdico em Ao Os planos 

t angentes de t ais variedades são os mesmos, portant0, nos pontos 

periÓd1cos x ~ Então é claro que nos pontos periÓdicos Eu e ~u 

coincidem o Agora usando o fato que os fibrados Eu e -u -E sao 

c ontínuos, e os pontos periÓdicos densos em A segue o Lema (l o9) o 

O Lema (1 , 10 ) abaixo é um fato bastante conhecido para a ­

~ratores hiperbÓlicos o 

Lema l olO ~ Seja A um atrator hiperbÓlico e c E A tal que 
A 

f (c ) - c ) Então para todo x,y E a sequenc1a 

. c ('"n ( ) au I x ~ fn~Y)) -+ co quando n .. <X> Portanto não é l i mi -

t a da para a métrica de 
u " 

Demons·t ração: Seja a~ ( Oyl] ~ wu(c) tal que ~(o) = fn(x) 

fn (y )o Como f-n(~(t)) está no conjunto a.l = 
pelo Lema ( 1 ~ 1, d )i nós temos: 

sOl 11 ( (f-·n oa. ) ( t) lll drc ~5o 1 1\ (Df)-n (~ .' (~(t)) )!ldt 

onde K e -sao as constantes de hiperbolicidade de 

Como f 
, 
e um difeomorfismo , todo caminho entre 

fn( y ) é fn de algum caminho entre x e y. Portanto 

i d0u (x,y ) ~ d 0u(fn( x ) 1 fn(y)) o 
K- X, - n 

e 

A 

e 

Então o Lema ( l olO) é verdadeiro e consequentemente Wu(c) 
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- , c 
nao e limitado para du o 

NÓs daremos agora uma idéia da prova do resultado princi­

pal deste trabalho o I sto será fe ito em detalhe no §2 e §3o 

Primeiro i v amos recordar o trabalho de Pliss sobre pontos 

periÓdicos atratores em [11 ] (para um d ifeomorfi smo c1-estrutural 

mente estável existem apenas um número finito de pont os periÓdicos 

atratores): Pliss enc ontr a õ > O tão pequeno quanto se queira 9 

e pontos periÓdicos atrator es pi (com perfodo n(pi)) tal que 

existem pulos de t amanho c onst ante ki 

~-/~ 
1 2 3 oooo ki ki+l o~o• 2ki o>~ 3ki n ( p . ) 

l. 

k1· s tk1· -s e ( t+l )k i( )' " _ 
tai s que f (W0 ( f (pi) ) c W0 f p i ) e uma contraçao 

uniforme por -f o Aqui t . > O são inteiros t ais que tki s TI (p) 

Ele pode fazer ki e o maior de tais t ~ arbitrariamente grandes9 

tomando n( p .. ) 
l. 

grande , Portanto no caso de existirem um número 

inf inito de p ontos periÓdicos atratores~ n ós podemos tomar pi 

c om um número muito grande de elementos na sequênc ia de saltos ki 

acima (isto é 1 o mai or de t a is t , arbitrariamente grandes) ? 

Como M é compacta ~ dois destes elementos de uma sequência esta-

rão a uma distância menor que õ/2; isto é ex istem inteiros 
m k n · k · 

mi > ni >O t al que d(f i i(pi)~ f 1 1 (pi )) < õ/2 e (mi-ni)ki < 

f
mi ki-niki 

grande ·? Ora como < n(pi) bastante 
n · k · 

de W~(f 1 1 (pi)) em 

nas um ponto fixo em 

então 

é uma contração 

m· k · - n · k · 
f 1 1 1 1 t em ape-

e est e p onto é diferente de 

pi porque miki - niki < n(pi )o Ass im ele obtemos uma contradi­

ção] e portanto segue que o n úmero d e pontos periÓdicos atrat ores 

' ' 

1: ·:. '·~ 
• ., r 

w.:J:. .•. I..J 
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é finito" 

Observação 3~ Pliss em [11] não usa explicitamente a variedade 

pseudo-estável, mas as vizinhanças dos pontos pi 

que ele considera carrespondem a essas variedades o 

Vamos ver agora como provaremos que se f E iJ(M) 1 com os 

pontos peri6dicos densos em O(f) 1 então f 
v 

tem apenas um nume~ 

ro finito de atratores hiperbÓlicos o 

Suponha p or absurdo que exista um número infinito de atra 

t ore5 hiperbÓlicos em A ." 
J 

Tome um ponto periÓdico em cada 

a~rator ~ tal que p1 tenha perÍodo mi nimo no atrator o 

Pri meiro nós observamos que 1 c om os mesmos argument os que 

em [7]~ obt~m-se a exist~ncia de sequ~ncias de saltos · k . como 
1 

~c1ma par·a pontos periÓdicos p1 com dimensão estável j 

O < j < ã1m M ~ Esse fa~o será formalmente formulado no Lema (lolD , 

O~tra propriedade básica que será necessári a ? a qual será 

provada no L6ma (, 2? ) Seção §2 9 é a seguinte: dado um o> O, 

ex1ste um N grande a partir do qual f - r é uma contração para 

r > N de W~( fr· ( p 1 )) em W~(pi) o Portanto como se pode ver na 

nós Teremos um novo ponto periÓdico em W~(fniki(p1 )) x FJ..gura l ~ 

n ·k · 
w~ (f 1 l.(pl )) se ·t:omarmos m. k . ... n . k . > r o 

1 1 1 1 

w~(+~~J) 

-s l11 ilt~.-
W}Ú fil) 

+-

~rm;_lti. 
fml lq (p; ) 

(pJ -

. 
f 

·1 

( ~ 

..oiL 
~ 

.....__ 
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de 

Esse novo ponto periÓdico tem periodo menor que o periodo 

Portanto nós teremos um absurdo se provarmos (e nós farQ 

mos isso em §3) que esse novo ponto periÓdico está no mesmo atra-

tor que p ' o 
1 

Isto será obviamente absurdo pois tem perÍodo 

mÍnimo no atratoro 

NÓs terminaremos o §1 com a nova formulação do lema de 

Pliss para as sequências de saltos mencionadas acima . 

a mesma como em C7J o 

"' A prova e 

Lema 1 , 11 - Seja f E ~(M) com os pontos periÓdicos densos em 

O( f) isto é ~ 

uma sequênci a de pontos com dimensão es·tável O < j < dim M, 

Suponhamos n(pi) onde n(pi) " perÍodo de que ... (X) e o Pio 9 

i -fo:> 

Então :ti õ > o tal que v a < o a o ' v N > o ~ 3: i E z+? 

3: k . > o 3: m. > n . > o tal que 
1 1 1 

1) n(pi) > miki - ·niki > N > o 

2) 

3 ) em 

com constante de contração menor que 

Em particular 

Demonstração~ Aparece em [ll]o 

ijÓs ressaltamos que os resultados correspondente para 

são verdadeiros, mas infelizmente nós não podemos obter simultaneª 

mente ambos resultados para o mesmo ponto periÓdico pio 
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§2 -
Como antes nós consideraremos f E J(M) , com os pontos 

periÓdicos densos ~ Na Úl~ima seção nós vimos que para todo 

p E Perj(f) exis~e um ~ (p ) > O tal que W~(p)(p) = W~(p) (p)~ 

Nosso principa l objetivo na presente seção é obter um õ univer 
- u u sal positivo t al que Wa (x ) = Wa (x) para todo x E AH g onde 

AH ~ a uniio óe todos atratores hiperbÓlicos para f (Lema 2 o7 Da 

Ma is do que ::_ssc nós ex ibir e mos um inteiro N > O tal que f~N 

é uma contração uniforme em W~(x) para x E AH e õ como an­

tes ( Lema (2 , 5)) ~ 

Na turalment e esses fatas s eriam fac ilmente verificados se 

nós tivéssemos apenas um número finito de atratores hiperbÓlicos :. 

O problema aqtli é que com um número i nfinito de atratores h i perb.Q 

" ..... licos~ n~5 nao temos uma const an t e uni forme de hiperbolicidade ~ 

Se Ja e > O c omo no Lema ( l o3 ) 9 de t al modo que possamos 

fala r nas variedade s pseudo- estáveis e pseudo-instáveis para todo 

X E fi.. o 

J 
Tal e > O, s erá usado em toda a seçao da segui nte mane i -

ra ~ " s empre que nos mencionarmos Wu(p) 
r 

para algum 

r > 0 1 
~ . 1 ~ i ' e5~a sempre 2mp 1c ~o que 

~-~ - Para p E AH n Per(f) n Aj e e
0 

> O suponha 

v q E w~ (p), d ( f=n(q) ~ f - n(p )) <' para todo n G o, 
o - u u 

então we = w€ o 

o c 

Demonstração: Seja n(p) o per:Íodo de p , portanto pela Obser­

vação 2 segue f-n(p)(Wu (p)) c w~ (p) o Temos pelo 
e:o o 
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Lema (lo5) que para algum r < ~ W~(p ) = W~(p) ~ . Ainda,é claro 

qu.e f-n(p) (W~(p)) c W~(p) o 

Se.ja y um ponto no bordo de u - u w€ n w€ e v vizinhan-
0 o 

ça de y em W~ ~ NÓs p udemos supor f-ncv) c w~(p) = w~(p) 
o 

como fn(Wu (p)) c 
e o w~ (p), t emos que 

o 
fn(f-n(V)) está contido 

-u ( ) em w~ ,p ' 
o 

"' o que e um absurdo pela maneira como tomamos y . 

Portanto segue que o Lema (2ol) é verdade iro , 

Observação 4: O fi brado Eu é uniformemente cont:Ínuo 1 portanto :R€4> O 

tal que se d(x~y ) < t 4 en~ão os ângulos entre Eu(x) e Eu(y) 

são menores que t . NÓs consideraremos no r es to deste trabalho 

o ~ do Lema (la3 ) como sendo menor que esse ~ 4 o 

-Lema 2 ?2 - Seja p E Per. (f) n AH n 
J 

A.' 
J 

q E A'" J 
& como na Obser 

·~ 4 e - u . ) v açao W€(q c Aj 9 então :R €5 > o tal que se 

d( p )q) < !;5 então wu( p ) .n W~(x) ~ X E 
__ ,' ( ) w ..... . e q d(x ~ q) ~ C ., 

Demonstração~ Primeiro note que existe um t5 tal que qualquer 

superfÍcie v de dimensão n~~ j qual 
.. 

limitada a na o e 

tem a seguinte propriedade ~ se os planos tangentes de v e E(y) 

~ y E -u, ) - 1 
v We: \ q sao menores que -z;· e existe :z E v d(z , q) < € 5~' 

w~(q) em R ., Port anto então v " gráf ico de alguma função de e o 

v n w:(x) I= ~ para qualquer X E w~(q) . ta l que d(x, q) ~ t " 

NÓs apenas temos que mos trar que Wu(p) ~ p E Per f n AH n Aj sa 

tisfaz as condiçÕes de V se d(p ~ q ) < t
5

., Lembre-se que pelo 

Lema (l olO) Wu(p) não é limitada, e pelo Lema (l al, d) Wu(p) c Aj . 

Agora pelo Lema (1?9) Eu(z) = Eu ( z ), então para y E W~(q) e 
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- 1 sao menores que L+ 

pela m~neira. como nós tomamos ~ (veja Observação 4)o Portanto 

o Lema (2 o2) é verdadeiroo 

Observação 5: Seja c5 fixado satisfazendo as condições do Lema 

(2 o2) o Então existe um C >O tal que para todo 

p E Perj(f) n Aj n AH d(p , q) < e5 , a dist~ncia d~(x , y) · é l i ­

mitada por C1 para x 1 y na mesma componente conexa de 

Wu(p) n (W~(q) x W~(q)) o NÓs suporemos no resto deste trabalho o 

~ da Observação 4 menor que esse ~ 5 fixado o 

Os segui ntes Lemas (2.3) e (2o4) são apenas para pontos 

periÓdicos 9 mas eles s a o o ponto central do §2o 

O objetivo desta seção serão os Lemas (2,5) e (2 ~ 7) que 

seguirão dos anteriores por argumentos de continuidade de W~(x ) 

em todo Aj n AH , 

No prÓximo Lema · (2 , 3 ) nós obteremos uma propriedade que 

é fácil provar para apenas um atrat or hiper bÓlico (Lema (lo2)) o 

O problema com um número infinito de atratores é que as constan­

tes K de h i perbolicidade podem ficar arbit rariamente prÓximos 

de Oo 

Lema_2.3 - ~ e
0 

> O tal que v c6 O < c6 s t
0 

~ o > O tal que 

f-n(W~( p )) c w~6 (p) para todo p E AH n Perj(f) n Aj 

Demonstração: Seja € = &5 o 
Para 

como na Observação 5 depois do Lema 

p E A. 
J 

nós definimos 
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pelo Lema (1 ., 3 9 b) nós temos que 

f -n(p) (Wu (p )) c Wu (p) >t:t p E 
Õp õp 

sempre ~ Temos também que se 

n(p ) é s ufici-

Perjf n Aj _, 

f~n(x)) ~ G
6 para todo n > Oo 

X E W~ (p) então 
p 

Suponha por absurdo que exista an = õp ~ O, 
n 

n AH n fl. j " 

d(f- mn(qn)? 

é c1 e M 

O < mn < n( pn) 

Pn E Per j(t) íl 

tal que 

que porque como f 

é compacta,en~ão a derivada de f é uniformemente 

limJ.tada o 
- mn - mn Seja a= lim f (q ) E A. b = lim f (p) E fi.. , n J n J 

NÓs mostraremos que d(fn(a) 9 fn(b) ) < e 6 >t:t n E z+ , 

que 

Seja Bll(x) = (y EM I d (x 1y) <L\] " Suponha por absurdo 

:i! n >O o 

Seja 

t al que 

61 > o 

d(fno( a )? fno(b)) > €6 _, 

t al que v x E B6 (fn°(a)) 
1 

( no r \) 'V y E B
61 

.f ,b 1 

v 

temos d(x,y) nos > €6" Seja agora ll2 tal que v x E B
62

(a ) 

"f y 

Seja 

mn > 

uma 

E BD. (b) 
i' 

nos 
2 

Pn' qn t al 

no o En~ão 

temos 
n n 

f 0 (x ) E B , (f 0 (a)) 
L:\1 

n n0 f 0 
( y) E B 6 (f ( b)L 

1 

que -'mn 
d (f (qn ) 9 a ) < 62 

e d(f-mn(pn) ~ b) < D.2 

( -mn+no( ) f - mn-rnc(qn)) isto "' > \E, ~ mas e d f Pn 1 Q 

contradição com o fato de que q E n w~ (pn)o Portanto 
n 

NÓs ressaltamos que pela maneira como tomamos a e b 
p 

nos 

t emos que a E W~6 (b)., 

§a sequência f~mn(pn)~ 

Seja agora c E AH algum pont o periÓdico 

Pelo Lema (2 . 2) se c estiv~r prÓx i mo s~ 



ficiente de b e nt ã o nós temos o seguinte~ existe~ a 1 na inter~ 

seção de w:
6

(&) n Wu ( c ) e bl na i nt erseção de w~6 (b) n Wu(c ), 

Agora pelo Lema (lo 8 ) s e d (a 1 va ) < e2 e d('b:J_, b ) < ~ 2 
para um c ert0 e 2 > O então d(f'n( a1 )>~ f n (b1 )) < e 6 v n E Z+o 

~ claro que n 6s p odemos tomar a 1 perto de a e b1 perto de b, 

tomando c perto d e b~ Por~tanto d (fn (a 1 ), fn(b1 ) ) < e 6 par a 

todo n > 0 1 e a 1 e b1 estão em Wu(c ) , 

NÓs mostraremos finalmente que i s to i mplica que 

d~(fn(a1 ) , fn (b1 )) ~ limitado~ e portanto pelo Lema (1 ~ 10 ) n 6s 

teremos uma c ontradição, Acont ece que a d i s tân c ia 

d~(fn(a1 )~ fn (b 1 )) é l i mitada por C (veja Observação 5 d o Lema. 

( )) ( n( . nc )) 2 o2 porque d f ,a 1 ) 9 f b1 ~ €6 < e
5

o 

Port anto contradição o ·Lema ( l o 10) I' 
p 

com essa com n os cem-

c luimos õ - pode t ender On Logo Lema (2 , 3) que n n a o a o segue ~ 

Lema 2 ., 4 ~ Seja e o como no Lema ( 2 ?3) o Existe €7 o < €7 < e o 

t a l que Fn(p ) = diam f~n(w~7 ( p )) c onv erge uniforme= 

mente a zero em todo AH n Perj(f ) n Aj quando n ~ oo 

Demon s tração: NÓs temo s que provar o seguinte : v € 3 > O ~ N > O 

t a l qu e para todo p e m AH n Per j ( f) n h j ' v n > ~ 

fn(wu (p )) c w~ (fN (p ))., 
e7 "'3 

Seja € 7 >O t a l que f~n( W~ ( p) ) c W~ (p) V n E Z+ co 
7 o 

mo no Lema (2 o3 ) ., Dado e
3 

>O com €
3 

< t
7

, novamente pelo 

Lema (2 , 3) existe õ >o t al que f-'n(W~(p )) c w~ (p) v n ~ z+ 
3 

v p E ( A . n Per . (f) íl AH )., 
J J 
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Suponha por absurdo que sequência em 

~al que Fnk(pk) > e3 para algum e3 f ixado? Seja qk 

t al que d(f-nk(qk), f-nk(pk)) = € 3 ~ É claro que 

d(f- j(qk)' f-j (pk )) ~ d Yj O < j < nk de maneira que tomamos õn 

-nk - nk 
SeJa agora a = lim(f (qk) ) e b = l i m f (pk ) = b on 

de é o menor inteiro maior que ~ nk , 

No~e que pela maneira que nós tomamos 

v j o < J < nk o 

(€7 

NÓs usaremos agora o mesmo argumen~o do Lema (2o 3 ) para 

mosTrar que õ < d(fn(b), fn(a ) ) < e
0

.? 

Sup onr.Lamos por 

a < d\fnc ( b)
9 

fno (a)) 

que '(f X E 
no 

Bt,
1 
(f (a)L 

Seja agora 62 
n n 

f 0 ( x ) ( B
61

( f 0 (a) ) e 

~al que d (pk~a) < 62 ~ 
I nJ no 

t.e 1h f •\ b k) ~ f ( q k ) ) 

abs-..rrdo que a n 
(i 

E z 
ou d (fn° ( b) 9 

fno(a)) 

v y· n o ( , \ E B
61 

(f b) u 

+ 
-cal que 

< e: " o Seja 61 

d(x , y) <' e 
o" 

>V y ( B6 (b) 1 
2 

tal 

n n 
f 0 ( y ) E B61 (f 0 (b}). Seja pk e qk 

d(qk , b ) < 62 e nk > n0 ~ ConsequenLemen-

( no , no( . 
~ e

0 
cu d f (pk ) 1 f qk)) > a . mas 

~.sto é uma contradição com o fato que (pela definição de nk ) essa 

propriedade não ocorre para j O < j < nk ' Port anto v n E Z+ 

c < d(fn(b), fn (a )) < e
0

" 

Seja agora novamente (como no Lema (2 o3 )) a 1 , b1 respe~~ 

tívamente as interseçÕes de Wu(c) n W8 (a ) e Wu(c) n W8 (b) 
eo c o " 

onde ~ é um elemento da sequência f -nk (pk) que está suficien~ 

temen'té prÓximo de b , Essas interseções ex1st em pelo Lema ( 1 , 10) 

e Lema (2 ,. 2L 
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Novamen·te (como n o Lema (2 , 3) ) pela Observa<;ão 5 do Lema 

(2 o2) nós concluÍ mos que d~(fn ( a1 ) ~ fn (b1 )) é limitaào para 

n E Z+" 

Corno c E AH 9 a Última afi rmação que fizemos a cima con~ 

tradiz o Lema ( 1,10) , Portanto não existe a sequência nk que 

assumimos inicialmente, e assim o Lema (2 , 4 ) é verdade iro " 

Lema 2 ,5 ~ Seja e como no Lema (2 o4)s então 

Fr
1
( p ) conv erge uniformemente para zero em todo 

AH n Aj quando n ~ ~, 

Demonstração ~ Suponha por absurdo que o Lema (2 o5) é falso~ 

port an·to ~ t!3 > O ~ xk E AH n Aj yk E - W~7 (x ) ~ 

nk -+ 00
9 

t a l que d(f~nk(4J9 f =nk (jQ) = 2€
3

o Para c ada k 9 teme 

pk E AH n Per(f) n /\j e qk E W~7 (pk) sufi.cient emente prÓx imo de 

~ e yk ~ pela continuidade á.a familia pseudo-ins·tável em Aj o 

Se a dis·tância d (xk9PIJ . e d (y~qk ) é pequena t ent ão 
~nk ~nk 

d(f (pk ) 1 f (qk )) > € 3 o Como nk -+ 00
7 essa Última sentença 

contradiz o Lema (2., 4 )? Portanto o Lema (2 o5) é verdadeiro , 

Lema 2 o6 = Exi ste uma cons1:ant e o > O t al que W~ ( p ) = W~(p) 

para todo p E AH n Perj (f) n Aj o 

Demonstração: Seja õ obtido no Le·ma (2 o3 ) para e6 = C
0 

< ~ , 

Como nós v i mos n o Lema (2 "3) f-n(\;j·~(p)) c W;~(f~n(p )) 

v n ~ O ~ Portanto ~ p E Perj (f) n AH n Aj f~n(p)(W~(p)) c W~(p ) 

pela Observação 2 depois da Defi nição l a3 Q NÓs concluÍmos ent ão 

pelo Lema (2 ol ) que W~ (p ) = W~ (p ), 



Lema 2 , 7 = A constante ô do Lema (2 ~ 6 ) é t al que. W~ (p ) = W~ (p ) 

v p E AH n fl.j. 

Demonstração~ Os pontos p E Perj ( f ) n AH n ~j são densos em ca~ 

da atra tor em AH n 1\. j o Portanto pe lo Lema ( 2 , 6 ), 

e pela continuidade das famÍlias de variedades pseudo-instáveí~ em 

1\. j e de variedades instáveis no atra tor em AH , nós temes que 

W~(q) = W~q v q E AH n fl.j , 

~ e < . e 
3 4 

N > O como no Lema ( 2 ~ 5 ) 1 então 
... 

nos teremos q·~e. 

f~N é uma contração em Wu (p ) para todo p E AH nA . , Nesse 
J 

~as o v a cons~ante de contração é menor que 1 - , L+ , A razao e que p~ 

r a qualquer q E Wu(p) temos que q E A. 
J 

n AH "' e portanto 

W~( q ) - u Portanto f~N(W~ ( q J) c wu t. fN(q ))~ = W0 (q) o como podemc.s 
g3 

concluir f~N v 
contração Wu( p ) AH (i A • , que e uma em 'f. p E 

J 

§3 

Pr.i..me iro nós daremos uma idéi a de como prc. .. varemos r1 resu~ 

Tado principal : suponha por absurdo que ex~s-cam inf.in~ r.os a t rat!l 

r es hiperbÓlicos em 11. "9 
J 

e tome em cada atra-cor com perÍodo 

mínimo no a t rator . Bem 1 pelo Lema ( l ~ ll )D dado o a do Lema (2.71 

nós podemos encontrar um n arbitrari amente gr ande e um p i ( rr(p) > n ) l'JS. 

sequência acima t al que d (p 9 fn (p1 )) < d/2. e fn uma c ontração- de 

to se que i ra 9 nós podemos supor pelo Lema ( 2 ?5) que ~n "' f e uma con 
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tração de W~ ( fn (pi )) Ut ) Agora 
, , 

precisamos em Wa \Pi ~ nos so en-

centrar um ponto fixe X de fn, a provar que esse novo ponto 

X está no mesmo atrator que pi " Teremos então obtido um absur 

do poi s p i tem periodo minimo no atrator o Consequentemente e-

xiste um númer o finito de atratores hiperbÓlicos em 11. •<> 
J 

Isto 

implicará o r·esul t ado f inal porque existe apenas um número fini~ 

to de A . 
J 

e s ua união é todo O(f) ~ 

Te orema 
á> 

Se M é variedade C =c ompacta sem bordo e f " 1 e C - es 

t r uturalmente estáv·el ? então o número de atratores hi-

perbÓl~cos é i in1~o o 

Demonstração ~ NÓs suporemos apenas 9 como já explicamos no §1 9 

que f E ~(M ) e tem os pontos periÓdicos densos ~ 

Como explicamos antes basta provar que o número de a~ra= 

~ores hi perb6licos em A. 
J 

é finito ? Not e que cada atrator está 

i ntei r·ament e c ontido em algum !\. ., Para um atrator hiperbÓlico 
J 

em 11. . podemos definir 
J 

i( ll.) = min(perÍodos (x) I X E Per(f ) n 

n 11. n Aj} " 

Suponhamos que exi s t am um númer o infinito de atratores 

hi perbÓlicos em 11. . v 
J 

ent ã o i(/\) não é limitado quando 11. va~ 

r i a em AH ( lembre que t cdos ó s pontos pe~iÓdicos são hiperbÓ~ 

l icos) o 

Tome Pn um ponto periÓdic o de perÍodo minimo em cada 

a~rator em Aj " t c laro que n (pn) ~ ~ " 

Agora usando o Lema ( l oll) para a sequência Pn e õ co 

mo no Lema (2 o7 ), nós temos o seguinte: 3 pi na sequência Pn 



(m.-n . )k . 
tal que f 1 1 1 
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é uma contração de em 
s m.k. 

- 1 1 
\Võ(f (pí)) com constantes de contração menor do que l ._ Como 

' · 4'" 

n~s havíamos visto no Lema (1 . 11) (m . -n . )k . pode ser tomado tão 
k 1 1 1 

n . · m k 
grande quanto se queira , d(f 1 1 (pi . 1 f i i(pi) < o/2 e 

O < ( m . - n . ~) k . < n ( p i ) " 1 1 1 

Se 

( 2 . 5), n~s 
s m.k. 

( m. -ni )k. for suf i c ientemen te·.• grande, então 
1 1 ) -(m.-n . ki 

teremos que f 
1 1 é uma coritração de 

u n . k . 

pelo Lema 

- 1 1 ,., 4õ ( f ( p i ) ) em Wõ(f 1 1(pi)) com constante ·de contração me-

nor que 1 / 4 (veja Observação 6) . Seja A o atrator ~i~erb~lico 
s n . k . . u . 

- 1 1 p. E A. Se ja agora S = W0 (f ( p 1. )) n ( n W~(x)) . 
1 xEA ~ 

tal que 

NÓs definiremos então uma função g ~ S ~ s~ por : 

. ·. 
Esta fu~ção est~ bem def in1da pelo Lema (2 ., 7 )~ N~s ressalt~mos 

que s 
, I' , 

e um espaço metrico completo para a metrica · ihdu~ida d e 
' .-: s 

W0 (p) . Como n~s vimos antes aplicando o Lema (2 ~ 5) 9 g " e . uma con-

tração em S ., 

Tome x o pontq fixo de g em S o Como vimos na Obse~vação 6 
-(m .-n . )k . 

depois do Lema (2 . 7), f 1 ~ 1 é uma contração de w~0 (x) em 

W~(x). Portanto existe um ponto peri~dico c om per{odo· (m.-n . )k . 
1 ]. 1 

" em A 9 mas isto e um absurdo pois (m . - n .)k . < n (p . ) o A conclusão 
1 . 1 1 1 

, " , 
e que existem apenas um numero finito de atratores hiperbolicos 

em Aj . Como existem um nÚmero finito de J\ j 

O(f), nÕs temos fi nalmente que e xistem para f 
p 

finito de atratores hiperbol icos em O(f) . 

,.. , 
e s ua uniao e todo 

I' 

apenas um numero 
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