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Introdugao

Uma das questoes bédsicas em Sistemas Dinamicos é a caracte
.rizagdo e o estudo das propriedades dos sistemas (campos de vetores
e difeomorfismos) estruturalmente estaveis. A conjectura a este
respeito, formulada pela primeira vez em Palis-Smale [8], e a de que
um sistema € estruturalmente estavel se e somente se ele safisfaz

o Axioma A e a condigcao de transversalidade forte. Que um sistema
satisfazendo a estas condigdes € estruturalmente estavel foi demons
trado por Robbin [13] e Robinson [14] [15], culminando uma Serie de
importantes resultados nessa diregao. Também € conhecido [16] que
em presenca de Axioma A a transversalidade forte € condigao neces-
saria para a estabilidade. Regta assim como questao em abertc sa-
ber se a estabilidade implica o Axioma A. Resultados relevantes
scbre esta questdo foram obtidos por Mane [4], [6] e Pliss [10],

(11). Em [11), Pliss demonstrou que a estabilidade para difeomor-

fismos de classe Cl implica a existéncia de apenas um numerc fi-
nitc de 6rbitas periddicas atratoras (hiperbdlicas). O propdsito
do'presente trabalho € mostrar, generalizando este ultimo resulta-
do, que a estabilidade dos difeomorfismos de classe C1 implica a
existéncia de apenas um numero finito de atratores hiperbdlicos.

Enunciaremos a seguir, de forma mais precisa nosso resulta-
do principal.

Seja M uma variedade ¢” sem bordo e Diff(M) o espago

dos C'-difeomorfismos de M com a topologia c’. Um difeomorfismo
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f € Diff(M). é CT-estruturalmente estavel se existe uma vizinhan
¢a U de f em Diff(M), +tal que se g € U entds existe um ho
mecmorfisme h de M satisfazendo fh = hg, Tal difeomorfismo
I +tem a propriedade que todo difeomorfismo sufientemente proximo
dele tem a mesma estrutura de orbitas.

. " i . . e PT g
Um pontc &€ nao errante para f € Dif (M) gquands Y U «wi

zinhanca de x em M existe n € Z - {0} tal g ue fL{U} N U £ ¢

Nos anotaremcs este conjunto por Q(f).

Um subconjunto A € Q(f) fechado em M € chamadsc abrator

qiiando s

A e f-invariante (istoc é f(A) = 4A)

et

2) 4L wvizinhanca de A em M +tal que N £XL) = A,
nez
_|.

Um gubconjunte 4 € M € chamado hiperbé;icq para um di-

feomorfisme £ € Dif’ (M) quandos
1) 4 & f invariante.

-

2) Existem fibrados continuocs ESQSE e E-(x) x

!
&

que Sa0
invariantes por Df, e tal que E°(x) ® E%(x) = TM, «+ xcb.

3) @K>0 dA 0<3ir<1 tal que
Il (p£)™ | E3(x)i = k™

N(De)™ | EMx)l| s ka® - v x e & va € Z.

Nogsso objetivo nesse trabalhc e provar ¢ seguinte:

Teorema - O numero de atratores hiperbolicos deum difeomoriismo

1 ; s I Y-
C =estruturalmente estavel ¢ finito.
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A seguir indicaremos mais detalhadamente as motivagoes
para este resultado e suas conséquéncias, dividindo o tdépico em

duas partes: I - cF-estabilidade estrutural e II-atratores.

I - Cr-estabilidade estrutural - No estudo de C'-estabilidade es

trutural foram introduzidas as

seguintes definigoes:

Axioma A - No6s diremos que um difeomorfismo f € Difr(M) satis-

faz o Axioma A quando:

1) Os pontos periddicos sao densos no conjunto nao-errante.

2) O conjunto nao-errante do difeomorfismo f & hiperbolico.

Variedade estavel (respectivamente instavel) - Para um difeomor-

fismo f € Diff(M) e um ponto x € M, nés cha
maremocs variedade estavel (instavel) de x o seguinte conjunto

Wi(x) = {y e M | a(£%(x), £(y)) » 0}

nee

(W (x) = {y e M | a(£™x), £ (y)) » 0}).

n-e
Pode ser provado [3] que se f € Difr(M) satisfaz o Axio-
ma A entao para qualquer x € Q(f) WS(x) e WY (x) sdo varieda-

des inversas 1 a 1 em M e U ws(x) = U wi(x) = M.
x€Q(f) x€Q(£)

Transversalidade forte - Nos diremos que um difeomorfismo

f € Dif¥ (M) satisfaz a condigdo de trang

versalidade forte quando:



1) f satisfaz o Axioma A.
2) A intersegdo entre variedades estaveis e instaveis de qual

guer ponto no conjuntc nao errante € transversal.

- . e ; e T ; 3
Na direcao da caracterizacgao de C —-estabilidade estrutural

de difecmorfismos existe a seguinte conjectura:

Equggzgfa 1l - Um difeomorfismoc f € Difr(M} satisfaz o Axioma A

e a condicao de transversalidade forte se e somen-

-5 7 n z el =
te se ele e C —-estruturalmente estavel.

Ja demos anteriormente uma ideia dc que se sabe scbre ests

conjectura.

E um fato bastante conhecido que um difecmorfismo satis-
fezends o Axioma A e a condicac de transversalidade forte tem um
nimers finito de atratores. Nosszo trabalho portantc € inspirado
na Conjectura 1. Uma demenstragac completa da Conjectura ; conte-

ria ¢ nosso resultado.

Citaremos agora, explicitamente, alguns resultados par-
ciais scbre a Conjectura 1, que sao correlatcs com o nossc tra-

palho

Eggiima A (Pugh (12]) - Um difeomorfismo f € DiIlLM) Clnestratu-
ralmente estavel tem os pontos periadicos

densos em Q(f).

Teorema B (Pliss [10]) - Em variedades de dimensac 2 um difeocmor-

' 2

< £ eodl , ; 5 »
fismo C que e C -estruturalmente esta



~-5-

vel e tem um conjunto nao errante com medida de Lebesgue zero

satisfaz o Axioma A.

Teorema C (Mané [5]) - Um difeomorfismo f € Difl(M), Cluestrutg

ralmente estavel com a propriedade do Q(f)-

germe expansivo (isto é, Z e > 0 tal que se x €M, y € Q(f) e

a(£®(x), £2(y)) < ¢ VneéZ, entao x =y) satisfaz o Axioma A

Teorema D (Mané [6]) - Em variedades de dimensao dois um difeomor-

i 3

fismo f € Dift(M) Cl-estruturalmente es-

tavel tal que o conjunto nao errante € toda a variedade M, satis

faz o Axioma A, Portanto M =T2 e f & Anosov.

Observacao: Com as idéias e teécnicas que aparecem no Teorema D
segue-se facilmente um resultado mais forte: Em varie-
dades de dimensao dois um atrator de um difeomorfismo Cl—estrutu»
ralmente estavel € hiperbolico.
No caso C¥ (r = 2) apenas se sabe que os pontos periodi
cos sao hiperbolicos e que suas variedades estaveis e instaveis se
interceptam transversalmente. Ja no caso C2 os Teoremas de A a D

estéc em aberto,

Um outro ponto de vista € considerar definigoes mais fortes
"a priocri" de estabilidade estrutural. Nesse sentido noés chamare-
mos f € Diff (M) CT-absolutamente estavel se &U vizinhanca de f
em Dif'(M) e C >0 tal que v g € U existe um homeomorfismo h

em M tal que gh = hf e do(h,Id) € C do(g,f) (onde do( v 3

é definida por do(kl’kz) = sup[d(kl(x), kz(x))| x € M}).
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Os difecmorfismos satisfazendo essa definigac podem ser

carecterizados pelo seguinte resultado:

Tecorema E (Franks [1], Guckenheimer [2], Mafé [5] = Um difeomor-
fismo f € Diff(M) ¢é C'-absoclutamente estavel se e
somente se ele satisfaz o Axioma A e a condigac de transversali-

dade forte.

IT = Atratores - A seguinte conjectura devida a Thom ilustra a 1m
portancia dos atratores no estudo de 6rbitvas de
difecomorfismos:

Conjectura 2 - Existe um conjunto generica T de difecmorfismos

em Dif' (M) tal gues:

i) ¥ £ € 7 +tem no minimo um atrator.

2) vfed TUCSM subconjunto densoc em M +tal que
¥ x € U a orbita pesitiva de x (istec &, o conjunto
Il r A =3
{f%(x) | x ¢ z,}) acumula em algum atrator-.

Essa conjectura € verdadeira no conjunte dos difeomorfis-
mos satisfazendo o Axioma A e transversalidade forte, mas esta em

apertc em geral.

E clarc que a o6rbita periodica atratora (isto &, todos os

. L 5 . i 7 . g oy ) P
autovalores estao no interior deo circulo unitaris) e o caso mal

i

simples de atrator. A seguinte conjectura de Smale esté relacio-

&

nada com a Conjectura 2 acima: existe um conjunto genérice &
i r.r' 2 i 3“ & 3 - - ¥,
em Dif {S°) tal que para f € existe ac mencs um ponto

o . N " o= 1
pericdicc atrator para f ou f 7.
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Plikin [9] tem um exemplo em que & apresentadc um conjunto

m 3
aberto de difeomorfismos C em 82, satisfazendo o Axioma A e
a condigao de transversalidade forte, mas sem pontos periodicos

atratores para I,

Ndo é dificil provar que toda orbita periddica de um difeg
o & iy - rd . » " &
merfismo C” ~estruturalmente estavel € hiperbolico. Sobre o numero

itas periodicas atratoras existe o seguinte resultado:

o

de 6r

Tecrema F (Pliss [11]) - O nimero de drbitas periddicas atratoras
(todas hiperbdlicas) deum difeomorfismo

1 . . e
CT=estruturalmente estavel e finito.

0 resultadc que nos provaremos nesse trabalho extende o teg
rema acima para conjuntos atratores hiperbdlicos. NoOs ressaltamos
que o Teorema F, como o deste trabalho, nao diz nada a respeitc da
existencia de atratores, mas apenas que nao sao em numero infinito.

; g R ; : r
U proolema da existencia de atratores para um difeomorfismo C -es=

truturalmente estavel continua em aberto.

A relacgao entre a Conjectura 2 e este problema € gque qual-
guer propriedade genérica daquele tipo.sera valida para difeomor-
fismos C'-estruturalmente estéveis.

Newhouse [7] tem um contra-exemplc em g2 para a seguinte
conjectura: existe um conjunto genérico I° em Diff (M) tal que

v £ € 3 o nGmero de atratores hiperbélicos € finito. A
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conjectura desse paragrafo, embora falsa no casc geral, € verda-
deira no mundo dos difeomorfismos Clnestr‘turalmente estaveis em

variedades de dimensao n, como provaremcs aqui.

A prova dc principal resultado desse travalho sera feita da
seguinte maneira: nc §1 nés recordaremés e explicaremos alguns fa~
tos ja conhecidos, principalmente de (6] e [11]. No §2 nés demons
traremos alguns lemas preliminares que nos conduzirao nc §3 aoc re-

sultado buscadc,

Para difeomorfismos satisfazendc o Axiocma A existe, como
vimos na Introdugao, uma geperalizaqéa de variedade estavel {ins-
tavel) de pontos periodicos para pontos do conjuntc nas-errante
[3]. Essa generalizacgao permite~nos trabalhar com uma familia
centinua de discos fechades que tém algumas propriedades interes-
santes. Nos chamaremos essa familia variedade estavel (instavel)

e nos enumeraremos alguma de suas propriedades ncs Lemas

*.)

loca
(L.1) & £3.2),

Para sistemas Cl-estruturalmente estaveis nos nic temos
“a priori" essa estrutura de discos, gue s2o definidos pela hiper-
bolicidade do conjunto nao errante,

No entanto uma outra estrutura de discos fol intreoduzida
por Mane (6] para difeomorfismocs cleestruturalmente estaveis.
Essa estrutura tem algumas, mas nao todas, das fortes propriedades

da familia de variedades estaveis (instaveis) locais. NGs chemare-
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mos sssa nova familia de variedades pseudo-estaveis (pseudo-ins-
taveis). Nos destacamos que esses dois tipos de familias estaveis
e pseudo-estaveis (instéaveis e pseudo-instaveis) coincidem no caso

em que f satisfaz o Axioma A.

Nesta secao nés relembraremos algumas das propriedades des-

sas duas familias.

No Lema (1.1) e (1.2) ndés falaremos sobre a variedade es-
tavel (instavel), isto é, o caso hiperbélico. Nos Lemas (1.3) a
(1.8) estaremos interessados nas variedades pseudo-estavel (pseudo
instavel) de um difeomorfismo Clwestruturalmente estavel. Nos da-
remos apenas as provas do Lema (1.5) e (1.8) visto que os outros

lemas estaoc provados em [6].

No Lema (1.9) nos relacionaremos os dois tipos de decompo-
sicao em fibrados que estdo associados a estas duas familias, no
caso de um atrator hiperbdlico de um difeomorfismo Cl-estruturalw
mente estavel.

Finalmente, no Lema (1.11), nos aplicaremos as técnicas in
troduzidas por Pliss [11] no caso da variedade pseudo-estavel.

Nés daremos antes do Lema (1.11) uma idéia de onde nos usa
remos toda essa maquinaria para provar o resultado principal des-
te trabalho.

N6s daremos o livro "Semindrio Sistemas Dinamicos'", Mono-
grafia de Matematica, (organizado por J. Palis) IMPA, como referég

cia geral para fatos conhecidos da Teoria de Sistemas Dinamicos.

No resto deste trabalho estaremos sempre considerando uma
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variedade C  compacta M sem bordo, Dif (M) o conjunto dos
difeomorfismos de M com a topologia CT e d(x,y) uma metri-

¢a riemaniana fixada em M.

Lema 1.1 - Para x num conjuntc hiperbclico A com os pentos
pericdicos densos em A, existe uma variedade insta-

; , u Sr 1)

vel (respectivamente estavel) de x, denoctada W (x) (W°(x))

com as seguintes propriedades:

a) Wix) ={yeM| al£ (x), £ %y)) » o}
n-=e

(WS(x) = {y e M | a(£%(x), £f%(y)) =» o})
n4+>

é um planc imersc 1 a 1 com a mesma dimensdc que E“(x) (E°(x)).
b) E%(x) (ES(x)) é o plano tangente a W%(x) (W°(x)) em x.
c) £(WH(x)) = WH(E£(x)) (£(W(x)) = W3 (£(x)))-

d) Se A é um atrator hiperbdélice entdc W (x) © A © Q(f)

¥ x € A (note que os pontos periodicos sac densos em A (12]).
Demonstragao: Aparece em (3].

Definigdo 1.1 - Seja A wum conjuntc hiperbolice e x € A, nos de

finiremos a u~métrica em W% (x) e a s-métrica em
W®(x) da seguinte maneira: dﬁ(v,z) = inf{comprimentos na metrica
d em M dos caminhos contidos em W9(x) que comegam em v e
terminam em 2z} e dz(v,z) = inf{ccmprimentcs na metrica d em
M dcs caminhos contidos em Ws(x) gue cocmegam em Vv e terminam

em z}.
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Definigao 1.2 - Seja A um conjunto hiperbolico e x € A, nds

definiremos W?(x) a bola em WZ(x) de centro
X e raic € na métrica dﬁ, Definimos W?(x) de maneira si-

milar.

Lema 1.2 - Seja A(f) conjunto hiperbdlice com os pontos peric-

dicos densos em A(f) e e > 0, Entao para qualquer

d >0 existe um N >0 tal que f “(Wg(x)) € Wi(£7%(x)) Vv n>N,
Demonstragao: Aparece em "Seminario de Sistemas Dinamicos" - IMPA,

Nos préximos lemas trataremos da familia de variedades
pseudo-instaveis (pseudo-estaveis) que existem para um difeomor-

fismo Cl-estruturalmente estavel.

Nés chamaremos Perj(f) o conjunto dos pontos periddicos

de f que tem dimensao estavel jo. Seja ﬂd(f) o fecho de

P L} r (=]
erJ(I)

Nos usaremos a notagao @&(M) para indicar o interior (na
topologia Cl) do conjunto dos difeomcrfismos em Difl(M), no

qual todos os pontos periddicos sao hiperbolicos.

0 seguinte argumento bem conhecido mostra que todo difeo-
morfismg f Clwestruturalmente esta em &F(M): Suponhamos por
absurdoc que x ¢é periodico e nao hiperbélico. Nos podemos apro-

ximar f ©por dois difeomorfismos f f, em lel(M) que

i = =g
tenham diferentes nimeros de pontos peridédicos com mesmo pericdo

e mesma dimensao estavel. NOs podemos supor que £19 £, © £

2
sao conjugados pela estabilidade de f. Mas isto é um absurdo
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pois estabilidade preserva este numerc. Portanto como todos os
difeomorfismos em uma vizinhanga de f sdc estruturalmente esta

veis, nos temos que f € &F(M).
Nos proximecs lemas ncs suporemos apenas que f € F(M).
Como vimos acima esses lemas serac validos para um difeomorfismo

1 , . #
C =estruturalmente estavel.

Lema 1:é_~ Seja f € ¥(M) com os pontos peridédicos densos em
ﬂj # 0, para algum O < Jj < dim M. Entac existe uma
fibragde continua que decompde TM!, = ES ® B¥ ¢ constantes
0<X<1, K>0 tais que: ’
a) {re) BF = F°
(r£) EBY = E°, dim E® = 3

b) Se x € Per.(f) e m €& o periodc de x, enteo:

¢) Para todo x € ﬁj(f} e me€ Z

] m =5 St ] ol z %
ICre)™ | EQN l(Te)™ | BV, I = K &

Demonstracao: Aparece em L6].

Seguindo [6] nds temos que dade ¢ > 0, r >0, seja 9
uma funcao Cl preservandoc fibras de TM. cobrindo f e tal que

Yy PEM, V¥Yve (TM)p:

| < r

1) exp ¢e(p,v) = f(exp v) se |v

2) leg(@sv) = (2)vll + lla 0g(p,v) ~ (T£) )l = ¢
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onde d ¢e(p,v) ¢ a derivada de ¢e](TM)p em (p,v). Se ES

e EY sdc os fibrados de TMlnj(f)’ seja F, o conjunto das

S 4 EY, cobrindo a identidade, tal que

para todo x € Aj(f) hlﬁi e Cl, e se d h(x,v) denota a de-

fungdes continuas h: E

rivada da funcao hlﬁi em (x,v), Vv € Ei, a funcao (x,v) =

+ dh(x,v) € continua e supfllan(x,v)ll, x € Aj(f), v € Ei} s 3.
Cologue em F, a pseudo-métrica:
d(hy,hy) = suplllab, (x,v) - do,(x, ) | (x,v) € E°},

Seja 8: Fy * F, uma fungdc tal que ¢,: (grafico (h)) =

= grafico (6h) para todo h € F, e onde grafico h =

3
= {((x,v) + hix,v)) | x ¢ ﬂj(f) v € E;}a
Se r e € sao pequenos entaoc @ pode ser escolhide de

tal jeito que 0 esta bem definido e € continuo [6].

Seja Fy g = {h € F

Entao G(Fa'o) = F

» | B(x,0) = 0, dh(x,0) =0, ¥ x€A(H].

3,0’
Nesse caso d é uma métrica em Fa o © nés temos o

]
seguinte:
Lema 1.4 -~ 8 tem um ponto fixo h® € Fa o° A funcgao h® tem as
—————————" T ¥

seguintes propriedades:
a) . (grafico (h®)) = grafico (h®)
) h%(x,0) = (x,0)
¢) 3n°(x%,0) =0

para todo x € hj(f),
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As mesmas propriedades correspondentes sao verdadeiras
u u (] . —_—
para 67, h e O obtidos de maneira similar.

Demonstracgao: aparece em [6].

Definigao 1.3 - Seja Wi(x) = {exp((x,v) + h¥(x,v)) | v € E%(xJ,

lvll = ¢} e W?(x) = {exp((x,v) + h%(x,v)) |

=U
v € E'() llvll <e} para x € Ay,
Essas duas familias de discos fechados serao chamadas, res

pectivamente, de pseudc—estavel e pseudc-instavel.

Observacac 1: Esses conceitos acima sac "a priori" diferentes da

familia de variedades estavel e instavel definida nc
Lema (1.1).

Esses dcis Lemas (1.3) e (1.4) nos possibilitam usar uma
estrutura continua de discos em AJ’ que tem algumas propriedades
interessantes. Essas propriedades aparecerac nos Lemas de, (1.5)

a (1.8). Essa estrutura no entanto naoc tem em geral a proprieda-
de uniforme, que aparece no caso hiperbélicc do Lema (1.2).
Como Lema (1.3) mostra, a ﬁg(x) corresponde a parte li-

near invarliante de f.

Observagao 2: Nos ressaltamos a seguinte propriedade de invarian-

cia da familia pseudo-estavel: para qualquer ¢ > O,
existe um & > 0 tal que ¥ Xx € Aj f(Wg(x)) < Wi(f(x)); Similar

mente para qualquer € > 0, existe 8 > 0 tal que Vv x € Aj

f"l(ﬁg(x)) = W?(f*l{x))g Suponhamos agora que p € periodico de

periodo m(p). Tome entae & tal que fJ(ﬁg(p)) < Ws(fJ(P))
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V. 0s js mn(p). Neste caso, embora em geral fﬂipjiﬁiip)} ¢
= - { =5 s -t 3 L
¢ Wi(p), para tal 3 > O nébs temos fn‘p)(wgtp)) < WS&DJ;

NGs usamos aqui também a uniformidade de K do Lema ((1.3).b).

Lema 1.5 - Seja € > O como no Lema (l.4) e x € Perj(f) n hj

u

hiperbolico, entdo existe e; >0 tal que Wg (x) =
i

o ng(x) (nos recordamos que WE (x) ¢é a variedade instavel do
d
ponto periddico hiperbdlico x de tamanho €0

Demonstragao: Suponhamos que x e fixo por f (de outro modo

tome n € Z+ tal que fn{x) = X)), Seja U wvi-
zinhanga de x de tamanho €, dado pelo teorema de Hartman
[16,para referéndal; isto é f ¢é conjugado com Tf, em U,

Pela Observagao 2 apos Definigao (1.3) podemcs tomar O < €, < €
e €, <e, tal que f(ﬁ? (x)) < Wg (x). Mas pela unicidade de
¢ 1 ik

s " . . e i ~ ;
We (x), essa propriedade so0 ocorre para um disco de dimensao J,

2
o disco W? (x). Portanto segue que Ws
1

"
Nés ressaltamos que esse € depende de X.

(x) e igual a WE (x),
3

E?finagggm&:& - Suponhamos que X € ﬂj, y € Wg(x) e € como no

Lema (1.4). Nos definimos as(x,y) =

= inf{t | y € Wi(x)l.

Definigao 1.5 - Para x,y € Aj nos definimos <(x,y’ = W

=u
n we (Y) o

(o]

Lema 1.6 - 0 € do Lema (1.4) pode ser tomado de tal jeito que se
X,y € Aj e d(x,y) € € entaoc (x,y) € apenas um pon-

to e £({x,y)) = (£(x),£(y)) £ ((x,y)) = (£t (x), £ (y)).
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Demonstracac: Aparece em [6].

Lema 1.7 - & €, > 0 my, > 0 0<A<1l e E>0 tal que:

a) Se x € PerJ(f) tem periodo maior do que my, entao
Eu(fn(x),fn(y}} < €; para todo n =0 (as(f-n(x),f—n(y)
Vns0) implica x = y-
b) Se xy € ﬁJ(f) i=1,2, y; €M i=1,2, N> d e
dg(x5575) < &3
au(fn(xl)afn(yl)) < €y
alE(xy),£7(x7)) < €y

para tode O £ n £ N entao:

A o IF \ Ii \ 3 3 n n
de(f (0. £7(y,)) Z7n d, (£7(x1)5 1 (y7))

askxz,yzﬁ du(xl,yl)

para tcdo O 2 n £ N,
Demonstragsc: Aparece em [6].

Lema (1.8) é seguir, sera a propriedade que realmente
usaremos neste trabalho e € uma consequencia do Lema (1.7.b)-
O Lema (1.8) diz, informalmente falando, que se as imagens dos
iterados positivos de Wz(x) estao limitados, entao os iterados

positivos de W:{xj estao limitados tambem, para x em Aja

Lema 1.8 - Suponha que para €, como no Lema (1.7) e a,b € hj

tal que a € W?l(b), du(a,b) =€, e
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au(fn(a), f(v)) s €&, VnezZ, entao & ¢, > 0 tal que

2
vy € ﬁiz(b) Es(fn(b), P (y)) = €, vYnez.

= =Bl dq(a;bi

tal que K A Eu{g:i? <1 onde X e A

Demonstracgao: Seja N,

sao as constantes do Lema {(1.7). Seja €, tal que
ds(fn(y), £2(p)) < €e; ¥yn 0snsn, VYyé¢ Wg (b). Entdo pelo
' 2

Lema (1,7) nos temos

_.n Eu(fn(a),fn(b))"a (y,b)
8 <

d (£%(y),£7(b)) = E X €

iy g i
du(a,b)

vn n2=n_. Portanto segue que o Lema (1.8) é verdadeiro.

O préximo Lema (1.9) estuda a relagao, nc caso de um atra
tor hiperbdlico, entre a decomposicao E°(x) ® E%(x) (dado pela
hiperbolicidade) e a decomposicao E°(x) © E¥(x) (do Lema (1.3))
para x no atrator. Para que a uUltima decompousigao tenha sentido
nés estamos considerando que o atrator esta contido em A., para um

J
certo 0 < j < dim M,

Lema 1.9 - Seja A C ﬂj para algum O < j < dim M. A um atrator

hiperbolico para f € 3F(M) com os pontos periodicos
densos em A, Entdo o fibrado EZ(x) (respectivamente E°(x))

e o fibrado EY(x) (ES(x)) sdo os mesmos para x € A,

u

Demonstracgao: ‘Nos apenas consideraremos o caso EY e E pois o

outro caso, isto é, E° e ES, & similar.
Seja € tal que f“n(w‘_éf(x)) < Wo(£7(x)) ¥Ynez x¢€A.
A existencia de tal € segue da uniformidade da hiperbolicidade

.(inegualdade |I(D£)™ E*(x)|'<KA™ wxehr vme z ),
. +
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Do Lema (1L.7) nos temos que se € ¢é pequeno entao

Wg(x) = W;(x), para qualquer x periodico em A. Os planos
tangentes de tais variedades sao os mesmos, portanto, nos pontos
periédicos x. Eatdo é clarc que nos pontos periddicos EY e EY
u zu

coincidem. Agcra usando ¢ fato que os fibrados E~ e sao

continuos, e os pontos periodicos densos em A segue o Lema (1.9).

O Lema (1.,10) abaixo e um fato bastante conhecido para a-

tratores hiperbolicos.

Lema 1,10 - Seja A um atrator hiperbolico e c € A tal que
f(c) = ¢, Entac para todo x,y € w'(c), a sequéncia

d;{fn{x}, f%(y)) = ®* quando n » ©., Portanto W%(c) nao é limi-

tada para a métrica dzj
Demonstracéac: Seja a: [0,1] » W(c) tal que «(0) = 2P0x)
@, = f%(y). Como f ™(a(t)) estd no conjunto A

pelo Lema (1.1, d), noés temos:
O 1
\ 5 | ((£7%a)(t))llat = (D)™ (a! (a(t)))llat
W 0
£ (t))

1
< K ﬁIO la’ (a(t))llat

cnde K e A sao as constantes de hiperbolicidade de A.

Comoc f € um difeomorfismo, todo caminho entre fn(x) €
f(y) e f" de algum caminho entre x e y. Portanto

—t 4i60y) = a0, ).

Entdo o Lema (1.10) é verdadeiro e consequentemente W (c)
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nao é limitado para dﬁa

Nos daremos agora uma idéia da prova do resultado princi-
pal deste trabalho. Isto sera feito em detalhe no §2 e §3.

Primeiro, vamos recordar o trabalho de Pliss sobre pontos
periédicos atratores em [11] (para um difeomorfismo Cl-estrutural
mente estavel existem apenas um numero finito de pontos periodicos
atratores): Pliss encontra 3 > 0 tao pequenc quanto se queira,
e pontos periddicos atratores Py (com ﬁer{odo ﬂ(pi)) tal que

existem pulos de tamanho constante k.

/”“‘“‘““‘\/"“‘““‘“Hm/’w—ﬁw

1 2 3 5 0 5 o0 l+1 o 20 3 2kl Bki n(pi)
)1 ey L o A+1)k; 3 o
tais que f i(Wg(f l(pi)) c W%(f( (p € uma contracao
unifcrme por -%-a Aqui 4 > 0 sao inteiros tais que Lki = ﬂ(pil

Ele pode fazer ki e o maior de tais 4, arbitrariamente grandes,
tomando n(pi) grande. Portanto no caso de existirem um numero
infinito de pontos periodicos atratores, nos podemos tomar P;

com um nimero muito grande de elementos na sequéncia de saltos k;

acima (isto &€, o maior de tais ¢, arbitrariamente grandes).
Comc M € compacta, dois destes elementos de uma sequéencia esta-
rac a uma distancia menor que 23/2; isto € existem inteiros

m; >n; >0 tal que d(fmiki(pi), fniki(pi)) < 3/2 e (mi“ni)ki -
< n(p;) bastante grande. Ora como fmiki-niki é uma contracao

de 1'-‘?s(fniki(Pj_)) em Wa(f = l(P )), entao T i e S ape-
nas um ponto fixo em Wa(f lkl(pi)), e este ponto é diferente de

P

i Porque mk, - n;k, < ﬂ(pi}a Assim ele obtemos uma contradi-

;i
¢ao, e portanto segue que o numero de pontos periddicos atratores
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e finito.

Observagac 3: Pliss em [11] nao usa explicitamente a variedade

pseudo-estavel, mas as vizinhangas dos pontos p;

gque ele considera correspondem a essas variedades.

Vames ver agora como provaremos que se f € ¥(M), com os
pontos periddicos densos em Q(f), entao f +tem apenas um nime-
ro finitc de atratores hiperbolicos.

Suponha por absurdo que exista um numero infinito de atra
tores hiperbclices em ﬁj; Tome p; um ponto periddico em cada
atrator, tal que p; ‘tenha periodo minimo no atrator.

Primeirc nos observamos que, COm OS mMesmos argﬁmentos que
em (7], cbteém-se a existéncia de sequéncias de saltos k; como
acima para pontos pericdicos p; com dimensao estavel J
0 < 3j < dim M. Esse fato sera formalmente formulado no Lema (1.11).

Qutra propriedade basica que sera necesséria, a qual sera
provada no Lema (.25) Segac §2, é a seguinte: dado um 3 > O,
existe um N grande a partir do qual f£ ¥ é uma contragao para

r >N de ﬁg(fr(pl}) em Wg(pi), Portanto como se pcde ver na

e 5 = n.kx

Figura 1, ndés teremos um ncvo ponto periodico em Wg(f = 1(pi)) X
-, N1k
wg(f x (pl}} se tomarmos 2%?1 - n;k, > r.

o gy i 4

Wb(h’ﬁi

¥ML*~¢) o R
(p; W y

—s, Mk m; k;
Wltea)] £ (e }F

"&' ) 4_
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Esse novc ponto periodico tem periocdo menor gue o periodo
de p;- Portanto nés teremos um absurdo se provarmos (e nos fare
mos isso em §3) que esse novo pontoc periocdico esta no mesmo atra-
tor gue o Isto sera obviamente absurdo pois P; tem periodo

minimo no atrator.

Nés terminaremos o §1 com a nova formulacao do lema de
Pliss para as sequéncias de saltos mencionadas acima. A prova é

a mesma como em [7].

Lemz 1,11 ~ Seja f € 3(M) com os pontos periddicos densos em

Q(f) e uma sequencia p,

i € Perj(f), isto e, p; e

uma sequencia de pontos com dimensao estavel 0 < j < dim M,
Suponhamecs que ﬂ(pi) » «_ gonde W(pi) e o periodo de D -

1=
Entdo ¥ 3 >0 talque v3<3, vN>0, Ticz,

q ki >0 & m; >n; > 0 tal que
A .
1) W(pi) >mk, - n;k; >N >0

‘ mikji njkj
2) a(f = (p ks

ite £ 7 7(py)) <3/2
' (men. )k, . e, Biky
3) £ 1171 ¢ uma contracao de ngf & l(pi)) em
= mlkl ’ ; » o ~ l
w3 (f \pi))p com constante de contragao menor que - -
(memn: ks _ n: ks -g m: K
Em particular £ * © % (W3(f ~ T(py))) S Wy, (£ 7 T(py))-

Demonstracao: Aparece em [11].

2 =11
Nos ressaltamos que os resultadcs correspondente para Wy

sao verdadeiros, mas infelizmente nds nao podemos obter simultanea

mente ambos resultados para o mesmo ponto periédico P -
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§2

Come antes nos consideraremos f € F(M), com os pontos
periodiceos denscs. Na Gltima segao nds vimos que para todo
p € Perj(f) existe um d(p) > 0 tal que ﬁ?(p)(P) = wg(p)(p)o
Nosso principal objetivo na presente segao &€ obter um 3 univer
sal pecsitive tal que W?(x} = wg(x) para todo x € Ay, onde
A e a uniac de todos atratores hiperbolicos para f (Lema 2.7)):
Mais do que issc nos exibiremos um inteirc N > 0 tal que fﬂN
e uma contrag¢ao uniforme em Wg(x) para X € Ay e 3 como an-
tes (Lema (2.5))-

Naturalmente esses fatos seriam facilmente verificadcs se
nos tiveéssemos apenas um numeroc finito de atratores hiperbolicos.
O problema aqui € que com um numerc infinito de atratores hiperbo
iicos, nos nao temos uma constante uniforme de hiperbolicidade.

Seja € > 0 comoc no Lema (1.3), de tal modo que possamos
falar nas variedades pseudo-estaveis e pseudo-instaveis para todo

x € Ai;
J

Tal € > 0, sera usadc em toda a secgao da seguinte manei-
ra: sempre que nés mencionarmos W?(P) ou Wi(p) para algum

r > 0, esta sempre implicitc que r < €.

Lema 2.1 - Para p € Ay N Per(f) N ﬂj e €, >0 suponha

v q € Wgo(p), A(£™(q), £(p)) < ¢ para todo n = 0,

u
= W_ .
o %o

entao W<

Demonstragao: Seja T(p) o periodc de p, portanto pela Obser-

vagao 2 segue f""(p)(ﬁg (p)) < W: (p). Temos pelo
o o
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Lema (1.5) que para algum r < € Wﬁ(p) = W?(p)n Ainda,é claro

que () (yi(p)) = Wip). -

Seja y um ponto no bordc de WE n Wz e V wvizinhan-
¢a de vy em wzog Nos pudemos supor £ 1(V) Coﬁ;(p) = wﬁ(p)
como fn(WE (p)) ﬁg (p), temos que f2(£f7™(V)) estd contido
em Wgo(p),o o que e Sm absurdo pela maneira como tomamos V.

Portanto segue que o Lema (2.1) e verdadeiro.

Oggervagﬁo L: O fibrado EY & uniformemente continuog portanto Hqﬁ’@

tal que se d(x,y) < €, entdoc os angulos entre E-(x) e E%(y)
Sac menores que '%=a Nés consideraremos no resto deste trabalhc

© € do Lema (1.3) como sendc menor que esse €,

Lema 2.2 - Seja p € Per.(f) N A, N Aj’ q € M, € como na Obser

(
j\ H J?
vagao 4 e Wg(q) c Rjg entao & 65 > 0 tal que se
)

d(p,q) < €y entdo WH(p) N WS(X) Vv X € d(x,q) < €.

Demcnstragao: Primeiro note que existe um 35 tal que qualquer
superficie V de dimensdo n-j a qual nao é limitada
tem a seguinte propriedade: se os plancs tangentes de V e E(y)
vy € W?{q) sac menores que -%" e existe z € V d(z,q) < €cs
entaoc V e o grafico de alguma fungac de Wg(q) em R. Portanto
v N Wg(x) # ¢ para qualquer x € Wg(q)' tal que d(x,q) £ €.
NG6s apenas temos que mostrar que W-(p) v p € Per £ N Ay N hj sa
tisfaz as condigoes de V se d(p,q) < e5c Lembre-se gque pelo
Lema (1.10) WY(p) ndo é limitada, e peloc Lema (1.1, d) WZ(p)c A..

J
Agora pelo Lema (1.9) EY(z) = E*(z), entdo para vy € Wg(q) e

~ ~
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z € W p) os angulos entre E%(y) e EY(z) sao menores que f%
pela maneira como nds tomamos € (veja Observacao 4). Portanto

o Lema (2.2) é verdadeiro.

Observacao 5: Seja 85 fixado satisfazendo as condigoes do Lema

(2.2). Entao existe um C > 0 +tal que para todo

D € Pery(£) N Ay N Ay d(p.q) < €5, a distdncia do(x,y) € li-
mitada per C, para X,y na mesma componente conexa de
wi(p) N (Wg(q) X Wg(q))a Nos suporemos no resto deste trabalho o
€ da Observagac 4 menor que esse €5 fixado.

Os seguintes Lemas (2.3) e (2.4) s3ao apenas para pontos
peridédicos, mas eles sac o ponto central do §2.

O objetive desta segao serao os Lemas (2.5) e (2.7) que
seguirao dos antericres por argumentos de continuidade de Wg(x)

F\
em todo ftj N AHj

No proximo Lema (2.3) ndés obteremos uma propriedade que
€ facil provar para apenas um atrator hiperbdlico (Lema (1.2)).
O problema com um numero infinito de atratores € que as constan-
tes K de hiperbolicidade podem ficar arbitrariamente proximos

de O.

Lema 2.3 = & €, = 0 tal que v €c 0 < B = %, 493 > 0 tal que

£y (p)) < W§6(p) para todo p € Ay N Pery(£) N Ay

Y n € Z+a
Demonstragac: Seja €, = €5 como na Observacao 5 depois do Lema

(2.2). Para p € ﬂj noés definimos
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s, = la e ﬁ§6(p)| a(fP(p),t7(@)) < g ¥ nez } g<e¢
Note que pelo Lema (1.3,b) nos temos que Tm(p) € sufici-
entemente grande f"n(p) (ng(p)) = ﬁg (p) ¥ p € Perjf n ﬂja
P
Portanto ap > 0 sempre. Temos tambem que se x € Wg (p) entao

" - . P
d(£™(p), £™(x)) s ¢, para todo n > 0.

Suponha por absurdo que exista a_ = 3 4+ 0, p. € Per.()N
n Pn n J
p : u .
n Ay n n33 Seja q, € Aj n Wan(pn) Q= m, < H(pn) tal que
— )
d(f mn(qn), i n(pn)) = €g» B claro que m * © porque como f
é C* e M é compacta,entao a derivada de f € uniformemente
limitada.
Seja a = lim fnmn( ) € A B = 1in inmn( ) & Ny
J = q,) € Ay = P, 3°
Nés mostraremcs que d(£f%(a), fF(p)) < € YneEZ.
Seja Bp(x) = {y € M | d(x,y) < &}. Suponha por absurdo

n n
ve En_ >0 tal que a(f %), £ %)) > €g>
_ . N No,.
Seja 44 > 0 tal que VY x € Bﬁl(f (a)) v y € Bal(f (b))
nés temes d(x,y) > €;. Seja agora 4, tal que VY x € Bﬂz(aJ
& n I n ¢’ ) I n
¢y € By (o) nés temos £ %(x) € By, (£ °(a)) £ °(y) € B, (£ °(o)-
" . =Mp, e §
Seja p,., 4, tal que a(f (q,),a) < &, e a(f (pn)ab) < 4,
o~ —-Mn+1 =M +I1~ . 2
m > n,e Entaoc d(f n G(pn), O C(qn)) > €55 Mmas isto e

uma contradigao com o fato de que q, € Wg (p,). Portanto
n
YR E 2, a(f™(a), £2(p)) < €g>
Nos ressaltamos que pela maneira como tomamos a e b nos

temos que a € ﬁ§6(b)a Seja agora c¢ € Ay algum ponto pericdico

da sequencia fﬂmn(pn), Pelo Lema (2.2) se c¢ estiver proximo su
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ficiente de b entas nés temcs o seguinte: existem a; na inter-

secao de W§6(a) N wic) e b; na intersegdo de W?s(b) N wi(e) .
Agora pelo Lema (1.8) se d(al9a) <e, e d(bi,b) < &,

para um certo €, > 0 entao d(fn(al)9 fn(bl)) <€ VmneEZ,

E claro que nés podemos tomar aq perto de a e bl pertoc de b,

tomande ¢ perto de ©. Portanto d(fn(al), fn(bl)) < eg para

todo n >0, e a; e by estasc em Wo{(c).

Nos mostraremcs finalmente gue 1sto implica que
dﬁ(fn(al)g fn(bl)) e limitado, e portantc pelo Lema (1.10) nés
teremos uma contradicac. Acontece que a disféncia
dﬁ(fn(al)9 fn(bl)) ¢ limitada por C {veja Observacdo 5 do Lema

(2.2)) porque d(fn{al}; fn(bl)} S eg < eg.

Portanto com essa contradigao com o Lema (1,10), nos con-

cluimes que 3, néoc pode tender a 0. Logo o Lema (2.3) segue.

Lema 2.4 -~ Seja €, como no Lema (2.3). Existe e, 0<e, < g
tal que Fn{p} = diam fmn(wg (p)) converge uniforme-
/4

mente a zero em todo AH M Perj(f} N ﬁj quandoc n =+ «.

Demonstragac: Nos temos gue provar ¢ seguinte: V e3 >0 EN>0
tal que para todo p em Ay N Perj(f) M Aj* v n >N,
= NS =1t , N \
(W (p)) © Wg (£(p))»
7 6]
: =1 ,=U =11 ;
Seja e O tal que £ (W, (p)) < W (p) VvV n € Z, cg
7 o
< g

mo no Lema (2.3). Dado ¢ >0 com €

Lema (2.3) existe @ > 0O tal que f“n(Wg(p)) c ng(p) vnez,

7 novamente pelo

vV pE (ﬂj n Perj(f) N AH)J
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Suponha por absurdo que & Ny sequencia em Z+; np ¥ e

2 . : =1
tal que Fnk(pk) > e; para algum €, fixado. Seja qy € Ws7(pk)

3

E -n .
tal que d(f nk(qk), f k(pk)) =g E claro que

35
d{fmJ(qk), fuJ(pk)) 2d vj 0< J<mn, de maneira que tomamos 3.

=11 3 -1 .
Seja agora a = lim(f k(qk)) e b= 1in f k(pk) ='b on

de 1, € ¢ menor inteiro maior que -%—nk,

Note que pela maneira que nos tomamos & d(fmj(qk); f“J(pk)} < €,

\__.»J' OQJ‘CnD
Nos usaremos agora ¢ mesmo argumento do Lema (2.3) para
mostrar que 3 < d(f%(p), f2(a)) < &4
Supcnhamos por absurdo que & n, € Z, tal que
s P n n n 1 .
3 < da(f %(b), £°9%a)) ou 4a(f %Mm), £ % a)) < €.. Seja 4, tal

noj ,\1'10{. " i . 5
que v x € By (f “(a)), vy €E (£7(b)) dlxy) < e,

| Seja agora 4, tal que Vv x € Bazka; v y € Bﬁz(b)7
R P R N . B Ng ..\ .

f “(x) € Bﬁl(f (a)) e £ “(y) € Bﬂltf (b)). Seja P © dy
tal gque d(pk;a) < by, d(qk,b) <4, e mn, >n,. Consequentemen-

. n . S n : n
te d{f J\DK), i °(qk)) > e ou d(f G{pk); f O(qk)) > 3, mas

C
istc € uma contradigdo com ¢ fatc que (pela definigao de n,) essa

propriedade nao ocorre para J 0 < J < n Portanto ¥ n € Z,

k'
¢ < a(f™(p), £(a)) < e -

Seja agora novamente (como no Lema (2.3)) a;, by respec-
tivamente as intersegoes de W9(c) N ﬁ:)(a) e WY(c) N Wic(b),
onde ¢ €& um elemento da sequencia f“nk(pk) gue esta suficien-
temente proximoc de b. Essas interseg¢oes existem pelo Lema (1.10)

e Lema (2.2).
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Novamente (come no Lema (2.3)) pela Observagao 5 do Lema
(2.2) nos concluimos que dg(fn(al), fn(bl)) e limitado para
19 O~ Z+o

Como ¢ € Ays @ ultima afirmacac que fizemos acima con-
tradiz o Lema

1.10). Portanto nac existe a sequencia n, que

assumimos inicialmente, e assim o Lema (2.4) e verdadeiro.

Lema 2.5 - Seja €., €; e Fn(p} como no Lema (2.4), entao
AR o i f
Fn(p) converge unifcormemente para zero em todo

Ay N ﬁj gquando n * «,

Demonstracgac: Suponha por absurdo que ¢ Lema (2.5) é falso,
YT : o = ._u )
portantc & €5 > 0 & x, € Ay N Aj ¥y € We7(x) €
-n e
n, * *, tal que a(f k(%QQ £ K(ﬁg) = 2930 Para cada k, tome
i e . owmU ooy R L :
Py € Ay N Per(f) N ﬁj e gy € Wé?(pk, suficientemente proximo de
X, e Y s pela continuidade da familia pseudo-instavel em ﬂjo
Se a distancisa d(xkﬂﬁ) e d(ﬁqu} € pequena, entao
, ""rlk] “ﬂk N - " F
d(f \pk)’ 1 (qk); > €50 Coms my * =, essa ultima sentenga

contradiz o Lema (2.4), Portanto o lLema (2.5) e verdadeiro.

Lema 2.6 - Existe uma constante 8 > 0 tal que wg(p) = Wg(p)

para todec p € Ay f Perj(f) N Ajg

Demenstracao: Seja @ obtide no Lema (2.3) para € = €_ < €

Como nos vimos no Lema (2.3) f_n(ﬁg(p)) c ﬁ?(fwn(p))
v naz0, Portanto Vv p € Perj(f) N Ay n Aj fmﬂ(p)(wg(P)) = Wg(p)
pela Observacao 2 depcis da Definigao 1.3. Nos concluimos entao

pelo Lema (2.1) que ﬁg(p) = Wg(p);
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Lema 2.7 = A constante 8 do Lema (2.6) € tal que Wg(p) = Wg(p)

VP E Ay N Aj,

Demonstracac: Os pontos p € Perj(f) N Ay N ﬁj sao densocs em ca-
da atratot em Ay n ﬂju Portanto pelo Lema (2.6},

e pela continuidade das familias de variedades pseudo-instavels em

Aj e de variedades instaveis no atrator em AH* nés temos que

-
wylg) = Wya v q ¢ Ay N ﬂjg

€,
Observacac 6: Nos destacamos que se tomarmos €z <3, &5 <5 e

N >0 como no Lema (2.5), entdo nos teremos gque

£ N & uma contracdo em WY(p) para todo p € Ay N A, Nesse

. . -~ & l - &
Casc, a constante de contragac e menor gue 7 A razac e gue pa
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ra qualquer q € W (p) temos que gq € Aj M Ay, e portanto
Wgtq) = ﬁg(q)o Portanto como f“N(WE(q)) c W; ng(q}Eg podemos
3

concluir que ¢=N é uma contracac em W (p) ¥ p € Ag N ﬁjJ

§3

-y

1=

Primeiro nos daremos uma idéia de como provaremos o resu
rade principal: suponha por absurdo que exigtam infinites atrato
res hiperbélicos em hjg e tome p; em cada atrator com periode
minimo no atrator. Bem, pelo Lema (l,ll)a dade o @ do Lema (2.7)
nos podemos encontrar um n arbitrariamente grande e um pi(ﬁ@E}%n)ﬂa

n ; g
uma contracaoc de

sequencia acima tal que d(ppfn(pi)) <d/2 e T
ngpi) em Wg(fn(pi))o Como n pode ser tomado tac grande guan-

i £ r " ] 2
to se queira, nos podemos supor pelc Lema (2.5) que f e uma con



.

tragao de Wg(fn(pl)) em Wsl(pi)o Agora nos so6 precisamos en-
contrar um ponto fixc x de fn, a provar que esse novo ponto
X esta no mesmc atrator que p; - Teremos entao obtido um absur
do pois p; ‘tem periodo minimo no atrator. Consequentemente e-
xiste um numero finito de atratores hiperbolicos em Ajo Isto
implicara o resultadc final porque existe apenas um numero fini-

to de Aj e sua uniao é todo Q(f).

P 4 . @ & l
Teorema - Se M e variedade C -compacta sem bordo e f e C -es

truturalmente estavel, entdo o nimero de atratores hi-

perbolicos € finito.

Demonstragao: N6s suporemcs apenas, como ja explicamos no §1,

que f € &(M) e tem os pontos periodicos densos.

Comc explicamos antes basta provar que o numero de atra-
tores hiperbdlicos em Aj ¢ finito. Note que cada atrator esta
inteiramente contido em algum A.. Para um atrator hiperbolico

J
em A. podemos definir i(A) = min{periodos (x) | x € Per(f) N

J
N AN A } a
J

Suponhamos que existam um numerc infinito de atratores

hiperbclicos em A., entdo i(A) naoc € limitado quando A va-
J

ria em Ay (lembre que tcdos os pontos periodicos sao hiperbo-
licos).

Tome p, um ponto periodico de periocdo minimo em cada
atrator em Aju E clarc que ﬂ(pn) + ®,

Agora usando o Lema (1.11) para a sequéncia p, e 2 co

mo no Lema (2.7), nos temos o seguinte: 2 p; na sequéencia 1



=

(mi—ni)ki . _ _s nk,
tal que f e uma contragao de Wb(f (pi)) em
s m,k.

Wé(f % 1(pi)) com constantes de contracgao menor do que Como

-

nos haviamos visto no Lema (1.11) (m;-n, )k, pode ser tomado tao
n.k.

. m.k,
grande quanto se queira, d(f % 1(pi ; A 1(pi) < d/2 e

f.
0 < (mi—ni.)ki < ﬂ(pi):

Se (mi-ni)ki fot(:ufic%intemente»grande, entao pelo Lema
(2.5), nos teremos que f 14 & e contragao de
s m.k, u n.k.
W4b(f * 1(pi)) em Wb(f A 1(pi)) com constante ‘de contragao me-
nor que 1/4 (veja Observag¢ao 6). Seja A o atrator hiperbolico
tal que p; € A. Seja agora S = W:(fniki(pi)) nn Wg(x))-
x€N
Nos definiremos entao uma funcao g: S = S, pér:
g(x) = w:(fniki<pi)> n wg(f(mirni)ki (x)).
Esta fungao esta bem definida peio Lema (2.7). NOs rgséaitamos
que S é um espaco metrico completo para a métrica-ihdgzida de
W:(p)a Como nos vimoé antes aplicando o Lema (2;5)9.g é uma con-
tracao em S. '
Tome x o pontg fixo de g em §S. Como vimos na Observagao 6
depois do Lema (2.7), f_(mi"ni)ki e uma contragao de w:b(x) em
wg(x)a Portanto existe um ponto periodico com periodo (m,-n, )k
em A, mas isto e um absurdo pois (mi-ni)ki < ﬂ(pi)n A conclusao
e que existem apenas um numero finito de atratores hiperbélicos
em Aja Como existem um numero finito de ﬂj e sua uniao e todo

~ = & F
(0(f), nos temos finalmente que existem para f apenas um numero

finito de atratores hiperbolicos em Q(f).
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