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Resumo

Seja N uma variedade riemanniana de dimensao n, orientavel, compacta com
curvatura de Ricci limitada inferiormente por uma constante positiva k. Seja
M uma hipersuperficie minima compacta e orientavel, mergulhada em N. O
objetivo fundamental deste trabalho é apresentar um resultado foi obtido por
H. I. Choi e AI-Nung Wang em [4] que prova que \;(M) > k/2, onde A\ (M)
denota o primeiro autovalor do laplaciano de M. Este resultado é importante
pois se N = S™ entao dele decorre que A;(M) > (n — 1) /2, dando evidéncias
da veracidade de uma conhecida conjectura de Yau que afirma que, quando

N =8" vale \{(M) = n— 1.



Abstract

Let N be a compact orientable n—dimensional Riemannian manifold with
Ricci curvature bounded below by a positive constant k, and let M be a
compact orientable embedded minimal hypersurface of N. Our main purpose
in this work is to present a result due to H. I. Choi and AI-Nung Wang [4]
which proves that the first eigenvalue A\;(M) of the Laplacian operator of
M satisfiesA; (M) > k/2. This result implies, in particular, that if M is the
unit sphere S™ then A;(M) > (n — 1)/2. This estimate is an evidence of the
validity of a well known conjecture of Yau which asserts that under these

hypothesis A\ (M) =n — 1.
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Introducao

Seja N uma variedade riemanniana de dimensao n, orientavel, compacta
com curvatura de Ricci limitada inferiormente por uma constante positiva k.
Seja M uma hipersuperficie minima compacta e orientavel, mergulhada em
N. Neste trabalho vamos demonstrar que o primeiro autovalor do laplaciano

de M, denotado por A;(M), satisfaz
M(M) = 3. (1)

Este resultado foi obtido por H. I. Choi e AI-Nung Wang em [4]. Como

[N

corolario temos que se M é uma hipersuperficie minima, mergulhada em S"
entao

My > P (2)
Este corolario segue diretamente de (1), do fato de que M é orientavel e

Ric(S") = n—1.

Combinando (1) com o resultado obtido por Yang e Yau em [11] que diz que
se M é uma variedade riemanniana de dimensao 2, género g e area A entao
M(M)A < 8n(g + 1), obtém-se um limite superior para a area A de uma

hipersuperficie minima mergulhada em S* somente em funcao do seu género:

A<8rm(g+1).

Se M é uma hipersuperficie minima mergulhada em S", Yau conjectura que
M(M) = n — 1. Esta conjectura esta fortemente baseada no fato de que
as funcoes coordenadas do R™™! restritas a uma hipersuperficie minima M
de S™ sao auto-fungoes do laplaciano de M com autovalor igual a n — 1
(veja Proposigao 2 adiante), de modo que A\ (M) < n — 1. Neste sentido,
a desigualdade (2) pode ser vista como uma evidéncia para a conjectura de

Yau.



1 Preliminares

1.1 Nocoes basicas

Em todo o texto desta dissertacao, {2 denota uma variedade diferenciavel
compacta, com ou sem bordo, orientavel e com uma orientacao fixada. Por
diferenciavel entendemos C'*°.

Uma conexao afim V em () é uma aplicacao

[1]

V:E(Q) x E(Q) — Z(Q)

(X,Y) — VyY

onde Z(2) é o conjunto dos campos de vetores diferenciaveis em (2, que

satisfaz as seguintes propriedades:

1. VixygvZ = [VxZ + gVy Z;
2. VX(Y—l-Z) = VxY + VxZ2;
3. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

onde X|Y,Z € Z(Q) e f,g € C®(Q).

Uma métrica riemanniana (ou estrutura riemanniana) em €2 ¢ uma corres-
pondéncia que associa a cada ponto p € € um produto interno ( , ), em 7,2,
que varia diferencialmente no seguinte sentido: se ¢ : Y C R" — Q é um
sistema de coordenadas locais em torno de p com ¢(z1,...,x,) = q € ¢(U)
e a%i(Q) = dg,(0,...,1,...,0) entdo (%(q),%(q»q = gij(z1,...,x,) € uma
funcdo diferencidvel em /. E usual omitir o indice p em {, )p sempre que
nao houver possibilidade de confusao. Vamos supor daqui para frente que
) ¢ uma variedade riemanniana, ou seja, estd equipada com uma métrica

riemanniana ( , ).



Definimos o gradiente de uma funcao diferencidvel f, f : 0 — R, denotado

por grad(f), como o campo de vetores de 2 dado por

(v, grad(f)(p)) = dfy(v)

V(p,v) € TQ. Portanto, o gradiente de f claramente depende da métrica
riemanniana. Um conhecido resultado de geometria riemanniana, devido a
Levi-Civita, garante que existe uma tunica conexao afim V em 2, chamada

Levi-Civita ou conexao riemanniana, que satisfaz

1. V é simétrica:

[X,Y] = VyY — Vy X

VXY € () onde [X,Y] é o colchete dos campos X e Y, definido
por [X,Y] = XY — YX;

2. V é compativel com a métrica:
XY, Z) = (VxY,Z) + (Y,VxZ)
VXY, Z € Z(Q).
Ao longo deste trabalho, vamos denotar por V a conexao riemanniana de €.

Definicao 1. A curvatura R de ) é uma correspondéncia que a cada par de

campos de vetores X,Y € Z(Q) associa a aplicagdo
R(X,Y):=Z(02) — Z(92)

R(X,Y)Z = VxVyZ — VyVxZ — Vixn|Z

onde Z € Z(1).



Em particular, seguem da definicao de curvatura as seguintes propriedades:

(R(X,Y)Z,W) = —(R(X,Y)W, Z)

(R(X,Y)Z,W) = —(R(Y, X)Z,W).

Definicao 2. O tensor de Ricci de 2 em p € ) € definido por

Ric(X,Y) = i(R(X, E)E,Y)

i=1
onde X,Y € T,Q e {E;}, € uma base ortonormal qualquer de T,(.
Dado um vetor unitdrio u € T,), o nimero real Ric(u,u), que por abuso de
notagao denotamos por Ric(u), € dito a curvatura de Ricci em p de 2 na

direcao de u.

Definigao 3. Dado X € =(Q) definimos o divergente de X como a fung¢ao
real

div(X): Q — R

dada por

n

div(X)(p) = Z<inX, E:)(p)

onde p € Q e {E;}, € uma base ortonormal de T,S2.

Para cada campo de vetores C*° em {2, o divergente do campo é uma fungao

C*> em () e satisfaz as seguintes propriedades: para todo X,Y € =(Q)
L. div(X +Y) =divX + divY;

2. div(fX) = fdivX + (grad(f), X).



—_

Definigao 4. Sejam f : Q — R uma fun¢ao diferencidvel e XY € Z(Q)

I

definidos em uma vizinhanca de p € Q. Definimos o hessiano de f em p

como o operador bilinear dado por
Hess(f)(X,Y) = (Vx grad(/), ).

O hessiano é um operador tensorial, isto é, dados X, X" )YV’ € Z(Q)
tais que X(p) = X'(p) e Y(p) = Y'(p) temos que Hess(f)(X,Y)(p) =
Hess(f)(X’,Y")(p). Este fato é uma decorréncia direta da tensorialidade da
aplicacao Y — Vy X para X fixo. O Hessiano é também um operador simé-
trico, ou seja, Hess(f)(X,Y) = Hess(f)(Y, X).

De fato, como

dfy([X,Y]) = [X, Y](f)(p)
= XY (N)p) = YXU))D),

temos

Hess(f)(X,Y) = (Vxgrad(f),Y)
= X(grad(f).Y) — {grad(f), VxY)
= X(Y(f)) — (grad(f), VxY).

Como V é simétrica, podemos escrever
VxY = VyX + [X,Y],
e, portanto,
XY(f) — (grad(f),VxY) =

= X (Y() — {grad(f), Vy X + [X.Y))
— X (Y(f) — {grad(f), VyX) — (grad(f), [X, Y]).



Do fato de que V é compativel com a métrica, temos

XY (f) — (erad(f), VyX) — (grad(f),[X,Y]) =
= XY(f) + (Vygrad(f),X) — Y(grad(f), X)
— (grad(f), [X,Y])
= XY(f) + (Vygrad(f), X) — Y (X(f))

— (grad(f), [X,Y])
= (Vygrad(f),X)
= Hess(f)(Y, X).

Definigao 5. Seja f € C*(Q2). Definimos o laplaciano de f como o operador
A C®(Q) — C™(Q)

dado por
Af = div(grad(f)).

Seja p € . Dada uma base ortonormal {E;}! ; de 7,2, temos:

Af(p) = div(grad(f))(p)

n

= ZWE grad(f), )
= ZHess (E;, E;).
O laplaciano satisfaz as seguintes propriedades:
A(f +h) = Af + Al
2. div(h(grad(f))) = h(Af) + (grad(f), grad(h));

A(fh) = hA[) + 2(grad(f), grad(h)) + f(Ah).



Sejam M uma hipersuperficie de Q, p € M en € (T,M)*, isto ¢, n ¢ normal
a M em p. A aplicacao B, : T,M x T,M — R dada por

By(u,v) = =((VoV)(p),n)

onde u,v € T,M e U e V sao campos de vetores de M definidos em uma
vizinhanga de p em M tais que U(p) = u, V(p) = v, esta bem definida, isto
¢, nao depende das extensoes U e V de u e v. Além disso, B, é uma forma
bilinear simétrica (veja [2| pagina 127), dita sequnda forma fundamental de

M em €2 com relacao a 7.

Definicao 6. A curvatura média nao normalizada H de M em p com relac¢ao

amn € dada por

n—1

H =) B,(E;,E)

i=1
onde {E;}1=! é uma base ortonormal qualquer de T,M.
Definicao 7. A hipersuperficie M ¢é dita minima quando H = 0. Note que

a mimimalidade de M independe da escolha de 7.

1.2 Resultados importantes

A forma diferencial w de grau n = dim({2) definida, em cada ponto p € €
por

wp(v1, ..., vy,) = det ((vs, €5)) = volume orientado{vy, ..., v, }

onde v; € T, e {ey,...,e,} ¢ uma base ortonormal positiva qualquer de
T,Q2 é chamada o elemento de volume de ). Pode-se mostrar que w esta
bem definida, isto é, wy(v1, ..., v,) ndo depende da base ortonormal positiva
escolhida.

Suponha agora que €2 é uma variedade com bordo 92 = M. Denotamos por

7 0 campo unitario normal “exterior” & M. Exterior significa que n(p) = o/(0)

8



sendo « : [—1,0] —  uma curva parametrizada por comprimento de arco tal
que a(0) = p e a(t) € Q\M para todo t € [—1,0). A orientagao de 2 induz
uma orienta¢ado em M: dado p € M e dada um base f = {vy,...,v,1} C
T,M, dizemos ( & positiva se {v1, ..., v,—1,1} € uma base positiva de 7,2,
sendo 7, como antes, o campo de vetores normal unitario ezterior a M em

Q.

Teorema 1.1. Se X € um campo de vetores diferencidvel em §2, entao

[ avx@ = [ (X 3)

o0

onde w € a forma volume de €2, o € a forma volume de 02 com relagcio a
orientacao induzida por € e n o campo de vetores unitdrio, normal exterior

a 02 em €.

Este teorema é uma conseqiiéncia direta do Teorema de Stokes para varieda-
des (para o Teorema de Stokes veja, por exemplo, [10] capitulo 5). Uma prova
do Teorema da Divergéncia pode ser vista em [6], pagina 206. Pode-se tam-
bém provar o Teorema da Divergéncia a partir do Teorema de Stokes usando

resultados do Capitulo 3 de [2] e fatos basicos sobre formas diferenciais.

Vamos denotar o elemento de volume w de €2 por w = dV e o elemento de

volume o de 9f) por o = dA.

Corolario 1 (Formula de Green). Sejam h e f fungées diferencidveis em

Q. Entao valem

/Q (hAf + (grad(f), grad(h))}dV = / (herad(f).m)dA  (4)

o0

/Q (hAf = gamav = [ {hlgrad(r).0) = flerad(h),m)}dA



Segue diretamente do Teorema da Divergéncia fazendo X = hgrad(f) em

(3) e usando a propriedade 2 do laplaciano.

Lema 1 (Weitzenbock). Seja Q2 uma variedade riemanniana e f € C®(Q).

Entao, em cada ponto de 2, tem-se:

SA(mad(f)) = |Hess()” + (arad(Af), grad(f)) + Ric(arad(f)). (5

A expressao acima é conhecida como Férmula de Bochner-Lichnerowicz. E
nela que se baseia a prova do teorema principal deste trabalho.

Prova: Sejam p € Q e {E;}, referencial geodésico em p, isto é, existe uma
vizinhanca U de p tal que {E;}! , sdo ortonormais em cada ponto de U e
(Ve,E;))(p) =0, Vi,j =1,...,n.

Do fato de que {E;}", é geodésico, podemos escrever

n

Af(p) = ) (Ve grad(f), E;) (p)

i=1

-y <in (Z Ej(f)Ea) E> (»)

= > <ZEj(f)VEiEj + E; (E;([)) Ej Ez> (p)

i=1

= Z Z Ei(E;(1)) (Ej, Eq) (p)

— S EED) 6)

Com isto temos

10



SA(amad(f)P) = —ZE (grad(f), grad(/))))

_ ZE (Vi grad(f), grad(f))
= (6)
= ) (VEVg, grad(f), grad(f))

i=1
n

+ 3 (Vi grad(f), Vi, grad ()

Podemos reescrever Z (VE, Vg, grad(f), grad(f)) da seguinte forma:

=1

(VE VE, grad(f), grad(f)) = <VEZ-VEZ- grad(f), ) Ej(f)Ej>

=1

_ Z E;(f) (Vg Vg, grad(f), E;)

= Z (grad(f), E;) (VE, Vg, grad(f), E;)

j=1

onde (Vg, Vg, grad(f), E;) pode ser escrito como

(VE Vg grad(f), Ej) = Ei((Vg grad(f), E;))
= FE; (Hess(f)(E;, E;))
= FE; (Hess(f)(E;, E;))
= E; ((Vg, grad(f), Ey))
= (Vg Vg, grad(f), E;).

Portanto, a equagao (6) é equivalente a

n

CA(aad(NP) = 3 (aad(7), B,) (Vi Vi, erad (1), E2)
ig=1 (7)
+ 3 (Vi grad(f), Vi, grad(f)).

11



Por definicao de curvatura segue que:

(R(E;, Ej) grad(f), Ei) = (Vg Vg, grad(f) — ViV, grad(f)
— Vig, g, grad(f), E;).

Como {E;}, é um referencial geodésico em p, temos

(£, Ejl(p) = Vi Ei(p) — Vi, Ei(p) = 0

de onde vem que

(Vi Vg, grad(f), B) = (R(E;, E;) grad(f), Ei) + (VE, Vg, grad(f), ;).

Lembrando que, por propriedades de curvatura, temos

<R(Ez> E]) grad(f)? EZ> = <R(EJ7 Ez)Ew grad(f)>
segue que (7) ¢ equivalente a

n

SA(mad(NP) = 3 (arad(f), E)R(E;, Bi) o grad(£)

ij=1

+ Y (grad(f), B;)(Vi, Vi, grad(f), E;)  (8)

i,j=1
=1

n

Podemos reescrever Z<grad(f),Ej)(R(Ej,E,-)Ei,grad(f» como

1,j=1

12



Y (erad(f), Ej) (R(Ej, B)) By, grad(f))

= Z (grad(f), E;) E;, grad(f))

= Rlc (grad(f)).
Na equagao (8), para reescrever Z (grad(f), E;)(VE, Vg, grad(f), E;) de
ij=1
maneira conveniente, note que

n

Z (grad(f), E;) (VE, Vi, grad(f), E;) = Z E;(f){(VE, Vg, grad(f), E;)

b=l i,j=1
= > (Vue Ve ead(f), E)
3,7=1
= > (Vamain Vi grad(f), B:)
=1
= ) _grad(f) ((Vg, grad(f), E)).

Além disso,

Zgrad(f)(wbu grad(f), £:)) = grad(f)(Af) = (grad(f), grad(Af)).

n

Na equagao (8), resta ainda reescrever Z(VE grad(f), Vg, grad(f)), que o
i=1
fazemos como segue:

13



n n

> (Vi grad(f), Vi, grad(f)) = > (Ve E;(f)E;, Vi,E(f)E)

i=1 i,,k=1
n

= > (VBE/(f)E;, Vi Ei(f)E;)

ij=1
n

= Y (E(E(N)E; EE;(f)E))

1,j=1

= Y IE(EWP

ij=1

= ) |Eigrad(f), E;)|.

ij=1
onde usamos o fato de que {E;}?_; é um referencial geodésico em p. Além

disso, segue que

> |Efgrad(f), Ej)* = ) (Vg grad(f), E)|”

3,j=1 3,j=1
n

= Z | Hess(f)(E;, E;)|?

ij=1
= [Hess(f)[*.

Portanto,

%A(!grad(f)ﬁ) = Ric(grad(f)) + {(grad(f), grad(Af)) + |Hess(f)[?

o que conclui a prova do lema.

Este teorema resulta em aplicagoes interessantes se tomarmos f como a fun-
cao distancia a uma subvariedade fixa de 2, bem como, por exemplo, uma

auto-funcao do laplaciano.

Dada uma funcao diferenciavel f em (2, e fixado um ponto p € €, utilizaremos

a seguinte notacgao:

14



fij = Hess(f)(E;, Ej),
fi = (grad(f), ;)

onde {E;}" ; é uma base ortonormal definida em uma vizinhanga de p.

A importancia do préximo teorema se deve ao fato de que, como corolario,
obtemos uma desigualdade fundamental para a prova do teorema principal
desta dissertagao. A prova do teorema 1.2 consiste, basicamente, em integrar

a formula de Bochner-Lichnerowicz (5).

Teorema 1.2. [Reilly] Seja 2 uma variedade compacta de dimensao n com
bordo M = 0f). Suponha que f é uma funcao definida em 0 satisfazendo
Af =gemQe fly = z. Entao

[ 1 IHess(P — Riclgrad ()] =

Q

— [ @+ 1) ~ {grad(u) grad(2)) + Blgrad(z), grad (2))

M

onde H e B(grad(z),grad(z)) denotam, respectivamente, a curvatura média

e a sequnda forma fundamental de M em relagao ao normal exterior unitdario

n, u = (grad(f),n) e Ric(grad(f)) € a curvatura de Ricci de Q.

Prova:

Pela formula (5), temos que

|5 Aemanp -

©)
_ /Q Ric(grad(f)) + (grad(f), grad(g)} + |Hess(f)[?] .

Seja {Ey, ..., E,} uma base ortonormal definida numa vizinhanc¢a do bordo
de Q tal que em ¢ € 99, {E,...,E, 1} sdo tangentes a M e E, = néo

vetor unitario normal exterior a M.

15



Na equagao (9), pela formula de Green (4), temos

[ erad(r).gradto) = = [ 4+ [ ou

Como g = Af = Z fii, podemos escrever

i=1

n—1
9= fon + D foo
a=1

Portanto,

/Q<grad(f),grad(g)> = —/992 + /Mu <f,m + nz:fw> . (10)

Pelo Teorema da Divergéncia temos

1

. / Allgrad(f)F) = 5 [ div(grad(] grad(f)[?)dV

(grad(| grad(f)[*), n)dA.

N —DN| —

\:O\»

M
Por outro lado,

(grad(|grad(F)2),n) = —n (| grad(f)P)

1

= 50 ((grad(f), grad(f))) (11)

= (Vygrad(f),grad(f)).

Em (11) vamos substituir convenientemente

N —

n

grad(f) = ) (grad(f), E;) E;

i=1

de onde vem que

16



5 (grad(|grad(£)P), ) = <vn grad(f),z<grad(f),E@->Ez->

=1
n

- Z(grad(f), E;) (V,grad(f), E;)

n—1
= Ufpn + Zfafna-
a=1

Assim, podemos escrever

%/QAOgrad(f)\z) = /M (ufnn + ;fafm> _ (12)

Subtraindo (10) de (12) obtemos:

3 | Alsrad(nP) — | terad(s).gradio)) =

- /M (ufm " fo) " /Q 7

Note que

fna = f = <VEQ grad(f) E >
= Eo(grad(f), En) — (grad(f), Ve, Ey)
= E,(u) — (grad(z) + uE,,Vg, E,)

= Eu(u) — (grad(2),Vg,E,) — u(E,, Vg, E,).

Como |E,| = 1, temos que
Ea(|EN|2> =

17



e, portanto,

<En7 VEa En> -

1
§Ea(|En|2) = 0.

Disto segue que o terceiro termo da direita da equagao (13) é nulo. Assim,

temos

Jon

n—1
> fafon
a=1

pois para o = 1,...,n

-1

3

fa:

Eqo(u) — (grad(z), Vg, Ep)
n—1
Eo(u) — <Z Eﬁ(Z>EﬁvaaEn>
B=1
n—1
Ea(u) - <ZZ,8E67VEQE7L>
p=1
n—1
Eo(u) = > 23 (Es, Vi, En)
/=1

a=1 [/=1

n—1 n—1

Z 2o Fo(u) — 2023 (Eg, Vi, En)
a=1 a,f=1

1 temos que

(grad(f), Ea)
= (grad(z) + uFE,, E,)
(grad(z), E,)

= 2.

Na equagao (14), Z 2o Eo(u) pode ser reescrito como:

=1

Q

18



1

3
I

n—1

Z 2o Fo(u) = 2o (grad(u), E,)
= <grad(u), ”Zl zaEa> (15)

= (grad(u), grad(z)) .

n—1

Quanto a Z 2023 (Eg, Vi, En), na equagao (14), temos que
a,f=1
n—1 n—1
ZaZﬁ<EB, VEQEn> = Z <fﬁEﬁ, vfaEaEn>
a,f=1 a,f=1
= <grad(z), vgrad(z)-En> (16)

= _<Vgrad(z) grad(z), En>
= DB(grad(z), grad(z)).
Substituindo (15) e (16) em (14), obtemos

z_:fafom = (grad(u), grad(z)) — B(grad(z), grad(z)).

A mostrar:

U <i faa> = u(Az + uH)

a=1

Primeiramente, vamos decompor Vg FE, da seguinte forma:

Vi, Bo = (Ve E)Y + (Vi E.)"

T

onde ()" & a componente de Vg, E, normal a TM e ()7 é a componente de

Vg, E, tangente a T'M.

Note que
Z faa = Z<VEO‘ grad(f)? Ea)

= ZEa<grad(f),Ea) — (grad(f), Ve, Ea).



n—1
Adicionando e subtraindo Z(grad( 1), (VE,Es)"), obtemos

a=1

—_

3

(]

(Ealerad(f). Ba) — (grad(f), (Ve, Ea)"))
1 (1)

(terad(£), Vs, Ea) = (grad(f), (Ve, E)"))

n—1
Do =
a=1

Q
Il

M1

a=1

Por outro lado, note que

n—1

Az = Z(VEagrad(z),Ea>

a=1
n—1

= Z(Ea<grad(z),Ea> — (grad(z), Vg, Ea))

a=1
n—1

= Y (Eo(grad(f) — uE,, Es) — (grad(f) — uE,, Vg, Ea))

a=1
n—1

= Y (Eo(grad(f), Ea) — (grad(f) — uEy, Vi, Ea)).

a=1

Além disso, podemos escrever

—_

3

(grad(f) — uFE,, Vg, E,) =

1

Q
Il

n—1

= Y (grad(f) — uEn, (Vi, B + (Vi Ea)")

a=1
n—1

- Z(<grad<f> (Ve V) + (grad()). (Vi Bo))
(B, (i, Ea)) — <En,<anEa>T>)

_ Z u(E + (grad(f), (Ve, Ba)")
By, (Vi BV} — <En,(anEa)T>)

= S d (1), (V. B

a=1

20



Portanto,

n—1

Az = 3 (Balgrad(f), Ea) — (grad(f), (Vi Ea)"))

a=1

Disto temos que a equagao (17) é equivalente a

> fuu = A = X {gd(s) Vi B~ (Ve E)

nln

= Az — ZZ< grad(f), E;) E;, (Vg E )N>
— Az - nz:li(grad(fLEi) <EZ-,(VEQEQ)N>.

Note que o produto (E;, (Vg E,)") # 0 somente se i = n, pois B, = 1.

Portanto,

n—1

S fuw = Ax e >~ (1), 52) (B Vo)

n—1
—Az—l—u(Z E,,Vi,E )

a=1

= Az + uZa7 Eq, E,)

= Az—i—uH.

Com isto podemos escrever

1
2/ A(| grad(f /grad ,grad(g)) = +/g2
0

Q

+fM[<grad( ),grad(z)) — B(grad(z), grad(z)) — u(Az + uH)].
(18)

Lembrando que por (9) temos
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3 | Aleadn)?) — [ (s, rado) -
:/ [Ric(grad(f)) + |Hess(f)[]
Q

e substituindo (18) em (19) obtemos

(19)

/ [(grad(u), grad(z)) — B(grad(z),grad(z)) — u(Az + uH)| +

+ [ = [ [Rictgrad(p) + [Hess(PP

ou seja,

|16 = IHess()P - Riclgrad(1))] =
= [ lulas + ulf) ~ (grad(u. grad(2)) + Blgrad(z). rad ().
o que conclui a prova do teorema.
Corolario 2. Sejam €2 e f como no teorema 1.2. Entao
/Q g > /M W(2Az + uH) + Blgrad(z), grad(2))

+ /Q Ric(grad(f)).

n—1

n

(20)

Prova: Pela formula de Green (4) e do fato de que M = () temos

[ temad(u),graae)) = - [ usss

/ (grad(f), grad(g / g+ / gu.

Substituindo as duas equagoes acima em (18), obtemos

% /Q A(| grad(f)2) = /M lgu — Blerad(2), grad(2)) — u(2Az + ul)].
(21)

22



Por outro lado, usando a desigualdade entre as médias aritmética e geomé-

trica, nao é dificil ver que

2
[ Hess(f) > 2.

Substituindo a desigualdade acima na féormula de Bochner-Lichnerowicz (5),

vem que

+ (grad(f),grad(g)) + Ric(grad(f))

SHAE

SA(grad () >

e integrando em ) temos

L[ A(lgrad(s [+ [ (erad(f).rad(9) + | Riclarad (1))
2 Q Q

(22)
Novamente, pela formula de Green (4), temos que
/(grad(f) grad(g /g + / gu.
Q
Substituindo em (22) temos
1 , 1
L[ Ademaanp) > 2 #+ [ gu+ [ Ric(arad(s
Q
12
= n/g —I—/gu—l—/Rlcgrad
(23)

De (21) e (23) temos que

/M /Hu _2/ qu—/ (erad(2), grad(2))
n_l/g -I—/gu-l—/Rlcgrad

Equivalentemente,
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n—1

/Qg2 > /M[u(QAz + uH) + B(grad(z), grad(z))]
+ /QRic(grad(f))

o que conclui a prova do corolario.

" (24)
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2 Teorema Principal

2.1 Autovalores

Os modelos mateméaticos para os problemas de autovalores em geometria
riemanniana surgiram das aplicagOes fisicas em &areas como: acustica, on-
dulatoria, elasticidade, etc. Estes problemas sao divididos em dois tipos:
os problemas diretos e os problemas inversos. O problema direto, do qual
vamos tratar, consiste de procurar informagdes sobre os autovalores e as auto-
fungoes de uma variedade riemanniana em termos das informagoes geométri-
cas conhecidas da variedade. Usualmente, sabemos que ¢ dificil, em geral nao
é possivel, determinarem-se explicitamente os autovalores e as auto-fungoes
de uma variedade riemanniana. Uma investigacao tedrica muito importante
consiste de obter estimativas (tanto inferiores quanto superiores) para os au-
tovalores. Devido ao carater variacional do problema (os autovalores sdo os
infimos do “Funcional Energia” restrito a certos espagos de fungoes, veja [1],
capitulo 3, n° 26-28 Caracterizagoes variacionais), é mais facil obterem-se
estimativas superiores para os autovalores. No problema inverso, assume-se
que um ou todos os autovalores sao conhecidos e, entao, buscam-se infor-
magoes sobre a variedade como, por exemplo, o volume (veja [1| capitulo
VII).
Nesta dissertacao vamos considerar o que muitas vezes é denominado proble-
ma do autovalor fechado, a saber:
O problema do autovalor fechado do laplaciano:
Obter todos os niimeros reais A para os quais existe uma solu¢ao nao trivial
¢ € C®(M) para

Ao + Ao = 0, (25)

onde M é uma variedade riemanniana compacta sem bordo.
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Os valores de A s@o ditos autovalores e as solugoes ¢ de (25) sao ditas auto-
fungoes do operador de Laplace de (2.

Estuda-se também o problema de autovalores quando ) é uma variedade
compacta com bordo. Neste caso, requer-se em geral, adicionalmente, que
as solugbes de (25) ou satisfacam (grad ¢,n) = 0 em 02, sendo 1 unitario
normal a 02 (condigao de Neumann) ou que ¢|g9q = 0 (condi¢ao de Dirichlet).
Como s6 iremos tratar aqui do problema do autovalor fechado, vamos nos
referir a este problema simplesmente como o problema do autovalor.

Vamos agora mostrar que todo autovalor do laplaciano ¢ nao negativo sendo,
além disso, zero, apenas no caso trivial, em que a auto-fungao é uma funcao
constante.

Para ver isso, faca f = h na Formula de Green (4). Segue que

/ FAS + |grad(f)2dV = 0 <
/I—)\f%r | grad(f)|?dV = 0 <

_ 2 2
)\/Qf av /M|grad(f)\ vV &

fylead(DE _

\ =
Jul?

Note que se A = 0, entao

/ lgrad(f)|?dV = 0 < |grad(f)|> = 0 < f = cte.
M

Portanto, desconsiderando as solugoes constantes da equacao dos autovalores,

temos sempre A\ (M) > 0.

2.2 Teorema Principal

Para provarmos o teorema principal desta dissertacao precisamos do seguinte

resultado:
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Teorema 2.1. Sejam ) e z uma func¢ao diferencidvel em M = 0). Entao
o problema de Dirichlet

Af =0emQ
f=zemM.

tem uma solugdo f € C=(Q).

Comentarios sobre a prova. Observamos que se ) admite uma parame-
trizagao global (que é o que acontece, por exemplo, quando €2 é um aberto
da esfera, caso que contempla o resultado mais importante da dissertacao),
entao este resultado é uma conseqiiéncia direta do problema de Dirichlet
para EDP’s lineares elipticas de segunda ordem (Teoremas 6.14 e 6.19 de
[5]), uma vez que a equagao de laplace na variedade se transforma em uma
equagao linear eliptica de segunda ordem em coordenadas locais (com ¢ = 0,
na notacgao de [5]).

Se €2 nao admite uma parametrizacao global, pode-se usar a mesma técnica
desenvolvida no Capitulo 6.3 de [5], usando o método de Perron. Este mé-
todo se aplica aqui pois o mesmo depende unicamente de condi¢oes locais, que
podemos mostrar que sao satisfeitas usando parametrizacoes locais. Obser-
vamos também que as condi¢oes de bordo sao tratadas localmente, de modo
que, para este problema, novamente podemos usar os resultados cléassicos de

EDP’s lineares elipticas em abertos do R".

Teorema 2.2. (Teorema Principal). Seja M uma hipersuperficie minima,
orientavel, compacta e mergulhada em uma variedade riemanniana compacta
e orientdvel N tal que dim(N) = n. Suponha que a curvatura de Ricci de N
¢ limitada inferiormente por uma constante positiva k, ou seja, Ric(u) > k

em todo ponto p € N e para todo vetor unitdrio w € T,N. Entao o primeiro
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autovalor do laplaciano de M € tal que

M (M) > (26)

DO | T

Prova: Vamos supor aqui conhecido o fato de que uma hipersuperficie com-
pacta mergulhada em uma variedade riemanniana compacta com curvatura
de Ricci positiva divide a variedade em duas componentes conexas.

Assim, M divide N em duas componentes conexas 2y e () tais que 0); =
M = 095. Denote por {2 uma dessas componentes.

Seja z a primeira auto-fungao (ndo constante) de M. Pode-se provar que
z € C®(M) (veja [5], Teorema 6.19 -1977).

A fungao z entao satisfaz

Vamos obter uma estimativa inferior para A;.
Seja f uma extensdo harménica de z a €, ou seja, f € C®(Q), Af = 0 em
Qe fly = 2. A existéncia de f esta garantida pelo Teorema 2.1.

Por (24), como Af = 0 em Q e H =0 pois M é minima, temos

0> —2)\1(M)/Mzu + /MB(grad(z),grad(z))—l— /QRic(grad(f)).

Mas note que, por hipotese, temos

Ric(grad(f)) = | grad (1) i (

> |grad(f)Pk.

grad(f) grad(f) )
grad(f)|” [grad(f)]

Dai segue que

0> -2\ (M /zu+/ (grad(z), grad(z /|grad . (27)
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Por outro lado, pela Féormula de Green (4)

[ zu= [ lsmadinP

Substituindo em (27) vem que

(20 (M) — k) / | grad () /M B(grad(z), grad(z)).

Note que a desigualdade anterior é valida seja qual for a componente conexa §2
de N\M considerada. Como o sinal de B muda ao trocarmos de componente

conexa, escolhemos €2 de tal forma que

/ B(grad(z), grad(z)) > 0.
M
Assim temos A\ (M) > k/2 ou grad(f) = 0 em . Mas como z nao é

constante e z = f|y, a segunda possibilidade ndo pode acontecer e isto

conclui a prova do teorema.

Corolario 3. Seja M uma hipersuperficie compacta minimalmente merqgu-

lhada em S", esfera unitdria, de curvatura seccional 1. Entao

A1<M>z”;1.

(28)
Prova: E um fato bastante conhecido (algumas vezes provado nos cursos de
Geometria Diferencial) que toda hipersuperficie compacta e mergulhada em
R™ ¢ orientavel (para uma demonstragao deste fato, veja [8]). Usando-se a
projecao estereografica, podemos entao também mostrar que o mesmo vale

em S", ou seja, que toda hipersuperficie mergulhada e compacta de S™ é

orientavel. Além disso, como S™ tem curvatura seccional constante e igual 1,

temos:
n—1 n—1
Ric(E;, E;) = Y (R(E;,E))E;, E;) = Y K(E;,E;) =n—1> 0.
j=1 J=1
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Disto temos que, pelo Teorema 2.2, fazendo £ = n — 1

n—1
2

M(M) >
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3 Aplicacoes

Yang e Yau [11] provaram que se M é uma variedade riemanniana compacta,

de dimensao 2, orientavel entao

M(M)A <8n(g + 1), (29)

onde g é o género de M e A sua area. Combinando isto com (26) temos o

seguinte resultado:

Proposicao 1. Sejam M e N nas mesmas condigoes do Teorema Principal
(2.2). Assuma que dim N = 3 e que, portanto, dim M = 2. Entao, sendo A
a drea de M e g seu género, tem-se

< 16m(g + 1).

A< (30)

Prova:Juntando

M(M) >

o |

com o resultado obtido em [11] temos:

gA < M(M)A < 8n(g + 1)

o que implica em (30).

Corolario 4. Seja M uma superficie minima, compacta e mergulhada em
S3. Entao

A<8rm(g + 1).
Prova: Segue imediatamente de (30) e do fato de que a curvatura de Ricci

de S? é Ric(S?) = 2.

A conseqiiéncia mais importante do Corolario 3 relaciona-se com a conjectura
de Yau que afirma que o primeiro autovalor de uma hipersuperficie minima

em S™ é n — 1. Esta conjectura esta fortemente baseada no seguinte fato:
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Proposicao 2. As funcoes coordenadas do R restritas a uma hipersuper-
ficie minima compacta M de S™ sao auto-fungoes do laplaciano de M com

com autovalor igual a n — 1.

Prova:

Tome v € R"! e defina f: M — R por

f(p) = (p,v).

A mostrar:
Af =—(n—1)f.

Seja p € M e considere {F;}7~' uma base ortonormal de T, M.

Podemos estender cada E; para uma vizinhanca V' C U de p tal modo que
{Ei}?z_ll seja um referencial ortonormal geodésico de M em p. Em particular,
ﬁEiEj(p) = 0 onde V ¢ a conexdo riemanniana de M. Estendemos os
campos F; a campos ortonormais F; em uma vizinhanca de p em S" e, a
seguir, fazemos uma extensao radial desta extensao a campos ortonormais

G; em uma vizinhanca W de p em R"!, ou seja,

Gi(q) = Fi(q/llql])-

Para simplificar a escrita, denotaremos G; = F; = F;. Assim, em particular,
(Ei(q),q) = 0 para todo ¢ € W.
Do fato de que {E;}7~' é geodésico em p temos que

n—1

Note que, para cada i, E;(f) = (E;,v). De fato, seja o : I C R — R™*!

uma curva diferenciavel tal que a(0) = p e o/(0) = E;. Entao
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Segue-se que

Ei(Ei(f)) = (Vg Ei,v) + (E;, V) = (Vg Ej,v)

= < : T
onde V denota a conexdo riemanniana do R"™. Denotando por ( )* a pro-

jecao ortogonal do R™"*! sobre T'S™, temos

N

Derivando ambos lados de (E;(q),q) = 0, em relacdo a E;, ¢ € W, obtemos

0= (VgEi,q) + (Ei(q), VE,q)
= (Vi.Ei, q) + (Ei(q), Ei(q))

= (Vp,Ei,q) + 1.
Em particular
(inEi,m = -1
Logo
Ei(Ei(f))(p) = (VE,Ei(p),v)



Assim, obtemos

A mostrar:

Como

R"" = T,M & Rp & R(p)

podemos escrever

v=p + an(p) + bw

onde w € T,M e a,b € R. Note entao que

(Ve E(p).w) = (Vi Bi(p),w) =0

bem como

<VEiEi(p)’p> =0
pois Vg, Ei(p) € T,S"™. Segue-se que

n—1 n—1

Z(szEﬂv> = Z(VEZEM@» =0,

i=1 =1

onde na segunda igualdade usamos que M é minima. Com isto, fica provada

a proposicao.
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