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Resumo

Espath, L.F.R. Otimizacao de Forma Estrutural e Aerodindmica usando Analise
IsoGeométrica e Elementos Finitos. Tese (Doutorado em Engenharia Civil) —
Programa de Pés-Graduagao em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre, 2013.

Neste trabalho buscou-se consolidar aspectos referentes a otimizacdo de problemas
envolvidos na mecanica dos meios continuos, envolvendo diferentes areas do conhecimento,
tais como: otimizacao matematica, diferenciagdo automatica, andlise estrutural, analise
aerodinamica, parametrizacao de curvas, superficies e solidos do tipo B-spline racionais
nao-uniformes (NURBS, acronimo do inglés), analise IsoGeométrica (IGA, acrénimo do
inglés) e analise por Elementos Finitos (FEA, acrénimo do inglés). Como objetivo final
busca-se otimizar formas de cascas estruturais e formas de corpos aerodindmicos imersos
em escoamentos compressiveis. No que concerne a analise estrutural, esta é realizada via
analise [soGeométrica utilizando elementos solidos para modelar cascas. Uma cinematica
co-rotacional abrangente e precisa baseada na exata decomposicao polar é desenvolvida,
para lidar com problemas estaticos e dinamicos altamente nado lineares. Na andlise
estatica foram implementados o método de Newton-Raphson e controle de deslocamentos
generalizado, para problemas dindmicos foram implementados o método a-generalizado
(Ga) e o método energia momento generalizado (GEMM+E). A andlise aerodindmica
é realizada via andlise por Elementos Finitos para modelar escoamentos compressiveis
viscosos e nao viscosos em regimes transonicos e supersonicos. Um esquema caracteristico
baseado na separagao da equacao de momento (CBS, acrénimo do inglés) é utilizado para
obter uma adequada integracao temporal. No que concerne a otimizacao matemaética,
¢é utilizado um método baseado em gradientes, conhecido por programacao quadratica
sequencial (SQP, acréonimo do inglés), onde a avaliacio as derivadas de Fréchet sao
levadas a cabo via diferenciagao automatica (AD, acrénimo do inglés). No que concerne
aos resultados finais é realizada a otimizacao estrutural de forma de cascas modeladas
como soélidos sao apresentados, evidenciando um desempenho 6timo com respeito a
energia de deformacao interna. Os resultados de otimizacao aerodinamica bidimensionais
apresentam perfis aerodindmicos 6timos com respeito a relagdo arrasto/sustentagio
para uma ampla gama de nimero de Mach, enquanto um resultado tridimensional é
apresentado evidenciando a robustez e eficiéncia da implementagao proposta. Pretende-
se estabelecer com este trabalho as bases para pesquisas em problemas de otimizacao
aeroelastica.

Palavras-chave: Otimizacao Matematica, Andlise Estrutural IsoGeométrica, Anélise
Aerodinamica por Elementos Finitos, NURBS, Diferenciacao Automatica.
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Abstract

Espath, L.F.R. Structural and Aerodynamic Shape Optimization using IsoGe-
ometric and Finite Element Analysis. Tese (Doutorado em Engenharia Civil) —
Programa de P6s-Graduagao em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre, 2013.

Consolidation of the link among optimization problems in continuum mechanics, involving
different fields, such as mathematical optimization, automatic differentiation, structural
analysis, aerodynamic analysis, curves, surfaces and solids parameterization using Non
Uniform Rational B-spline (NURBS), IsoGeometric Analysis (IGA), Finite Element
Analysis (FEA) is looked for. Structural shape optimization of shell structures and
aerodynamic shape optimization of immersed bodies in compressible flows are the main
goals of this work. Concerning structural analysis, the so-called IsoGeometric analysis
is employed. An accurate and comprehensive corotational kinematic based on the
exact polar decomposition is developed in order to study highly nonlinear static and
dynamic problems. Static analysis is carried out with Newton-Raphson and Generalized
Displacement Control Method, while dynamic analysis is carried out with Generalized-a
(Ga) and Generalized Energy-Momentum Method (GEMM+¢£). Aerodynamic analysis
is carried out via Finite Element Analysis (FEA) in order to solve compressible flows
in transonic and supersonic regimes. A Characteristic Based Split (CBS) method is
employed to obtain an accurate time integration, which is based on the splitting of the
momentum equation. Concerning mathematical optimization, the so-called Sequential
Quadratic Programming (SQP) is employed, which is a gradient-based method, where
the Fréchet derivatives are evaluated using Automatic Differentiation (AD). Final results
consisting in structural optimization shown an optimal behaviour with respect to internal
strain energy. While, results concerning aerodynamic bi-dimensional shape optimization
exhibit a optimal behaviour with respect drag/lift ratio, for a large range of Mach number,
and a simple result for tri-dimensional case is presented in order to show the efficiency and
robustness of the implementation. Bases for future research in aeroelastic optimization
problems are established in this work.

Keywords: Mathematical Optimization, Structural IsoGeometric Analysis, Aerodynamic
Finite Element Analysis, NURBS, Automatic Differentiation.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Objetivos

O objetivo principal da tese é consolidar a uniao de quatro areas do conhecimento
referentes a otimizacdo de problemas de contorno envolvidos na mecanica dos meios
continuos. Estas dreas sao: otimizacao matematica, NURBS, diferenciacao automatica e
andlise isogeométrica/elementos finitos. No que concerne & mecénica de meios continuos,
este sera restrito a mecanica dos solidos elasticos e a mecanica de fluidos compressivel

newtonianos.

Pretende-se, no ambito da mecanica de sélidos, realizar a otimizacao de formas de cascas,
modeladas matematicamente com a teoria de sélidos elasticos, com respeito a energia de

deformacao interna, sujeitas a restricao de volume constante.

J& no ambito da mecanica da mecanica de fluidos, pretende-se realizar a otimizagao
de formas de perfis aerodindmicos e corpos tridimensionais imersos em escoamentos
compressiveis newtonianos, com respeito a relacdo entre os coeficientes de arrasto e

sustentacao ou somente ao coeficiente de arrasto, sujeitos a restricao de volume constante.

Para alcancar estes objetivos é necessario abranger outros objetivos preliminares. No que
concerne ao cddigo de otimizagao é utilizado o cddigo desenvolvido por Spellucci (2001) de
programacao quadratica sequencial. Ja o cédigo de andlise isogeométrica e NURBS foram
desenvolvidos por completo nesta tese. O codigo de analise de escoamentos compressiveis

foi obtido do trabalho de Nithiarasu et al. (2006), para escoamentos bidimensionais, em




conjunto com Linn (2013) o cédigo foi feito para escoamentos tridimensionais. Com
estas etapas concluidas, foi necessario criar o cédigo adjunto da andlise estrutural e
aerodinamica, com auxilio do aplicativo TAPENADE INRIA (2002) obteve-se o cédigo

adjunto discreto por meio da diferenciagdo automaética.

Outros objetivos podem ser tracados, tais como: o estudo da influéncia da classe de
continuidade dos elementos em diferentes integracoes temporais e estudo da convergéncia

de derivadas em esquemas explicitos.

Embora nao seja realizada a otimizagdo aeroelastica, as ferramentas necessarias foram
desenvolvidas. Por restri¢coes de custos computacionais o trabalho se limita a otimizacao

de cada uma das partes, otimizacao estrutural e aerodinamica.

1.2 Motivacao

A busca pelo desempenho o6timo é algo que tem sido buscado pela engenharia
incessantemente. Nao basta aperfeicoar o projeto, busca-se o projeto étimo que atenda
todas as necessidades demandadas e satisfaga todas as restricbes impostas. Esta
tarefa se afasta do trivial e diversos fenémenos fisicos nao possuem ainda um lugar na
otimizacao, ja que a dificuldade de compreender completamente um fendémeno fisico de
alta complexidade, traz intrinseco na otimizacao, dificuldades que ainda nao conseguiram
ser esquivadas. Naturalmente, o maior obstaculo enfrentado na otimizacao na Fisica e

Engenharia sao os fenomenos altamente transientes e multi-fisicos.
No que concerne ao mecanismo motivador na engenharia, encontram-se os problemas de
otimizacao em:
e estruturas e outros sistemas de interesse na mecanica dos solidos;
e aerodinamica e fendmenos de transporte.
Dentro do campo de otimizacao deste fenémenos, incluem-se o comportamento transiente

e o acoplamento de diferentes fenémenos fisicos. Na otimizacao estrutural ainda podem ser

incluidos os fendmenos de instabilidade estatica e dinamica. E na otimizagao aerodinamica
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podem ser abordados problemas que envolvem ruido e fenémenos quimicos.

O projeto de estruturas com comportamento 6timo, no que diz respeito a um critério
especifico, foi constantemente investigado e melhorado. Nos tempos antigos, os projetos
foram melhorados pelos geniais engenheiros através das geragoes. Os varios livros e enorme
numero de artigos publicados recentemente refletem o crescente interesse nesta area. O
desenvolvimento da otimizagao estrutural pode ser rastreada até Galileu Galilei (1564-
1642) e para o seu problema da viga engastada (Galilei, 1638). A viga em balango
sujeita a cisalhamento e flexdo constante, tal como formulado por Galileu, foi um projeto
ideal de peso minimo com uma restricao de tensao uniforme. O problema de Galileu
foi provavelmente um dos primeiros problemas de otimizagdao estrutural. Joseph Louis
Lagrange (1736-1813) também havia formulado um projeto étimo de uma coluna a mais
de 200 anos. No entanto, a maioria dos estudos modernos de otimizagao estrutural,
eficientes e confidaveis, baseiam-se de andlise estrutural, que se tornou possivel somente
apés o advento dos computadores modernos e o método dos elementos finitos, entre
outros. O desenvolvimento de técnicas de programagao matematica e teorias de otimizagao

estabeleceram uma base solida para a otimizacao estrutural.

A definicdo das formas aerodindmicas de aeronaves modernas dependem fortemente
da simulagao computacional para permitir a rapida avaliacdo de varias alternativas de
projetos. Testes em tunel de vento sao usados para confirmar o desempenho dos projetos
que foram identificados por meio de simulacao como promissores para atender as metas de
desempenho. No caso do projeto de asas e a integracao de sistemas de propulsao, varios
ciclos completos de analise computacional seguidos de testes dos projetos promissores
podem ser utilizados na evolugao da configuracao final. Testes em tiinel de vento também
desempenham um papel crucial no desenvolvimento das cargas detalhadas necessarias para
completar o projeto estrutural, e na coleta de dados em todo o envelope de vbo para a
concepgao e verificagdo da estabilidade e do sistema de controle. O uso da simulagao
computacional para procurar varias alternativas de projeto revelou-se extremamente
valiosa na pratica, mas ainda sofre com a limitagdo de que ela nao pode identificar o
melhor projeto possivel. Para garantir a realizacdo do melhor projeto de verdade, o
objetivo final dos métodos de simulagdo computacional ndo devem ser apenas a anélise

das formas prescritas, mas a determinagao automatica da verdadeira forma 6tima para a
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aplicacao pretendida (Jameson, 2003b).

Atualmente a andlise aerodinamica, estrutural e aeroeldstica é realizada com boa acuracia
via método numéricos, devido a computacao de alto desempenho. Entretanto, projetos
mais sofisticados requerem nao apenas uma analise, este devem ser projetos 6timos. A
industria aeronautica, aeroespacial e automotiva demandam estas necessidades. Tendo em
vista estas necessidades, este trabalho é desenvolvido. Esta é a motivacao principal para
integrar Anélise Estrutural (SA do acrénimo em inglés Structural Analysis) via Anélise
IsoGeométrica (IGA do acronimo em inglés IsoGeometric Analysis), Dindmica dos Fluidos
Computacional (CFD do acronimo em inglés Computational Fluid Dynamics) via Método
do Elementos Finitos (FEM do acrénimo em inglés Finite Element Method) com métodos
de otimizagao numérica (NO do acrénimo em inglés Numerical Optimization) baseados em
gradientes avaliados por Diferenciagdo Automética (AD do acrénimo em inglés Automatic

Differentiation).

Visando uma abordagem de otimizacao numérica, alguns aspectos de mesma importancia
devem ser estudados na otimizacao de forma aerodinidmica, estrutural e aeroeldstica. Este

aspectos formam a consolidacao entre varias areas da ciéncia. Basicamente, este sdo:

Otimizacao Matematica;

Anélise Estrutural e de Escoamentos;

Avaliacao de Gradientes;

Descricao e Modifica¢do de Geometria (forma).

Passos Gerais

Uma vez que o gradiente ¢ avaliado, um método de otimizacao matematica pode ser
usado para determinar uma mudanca de forma que ira fazer uma melhoria no projeto.
O gradiente pode ser recalculado, e todo o processo pode ser repetido até que o projeto
alcance uma solugao 6tima. Geralmente o nimero de iteracoes depende do comportamento
suave das restricoes e do grau de nao linearidade das mesmas. O célculo rapido dos
gradientes faz a otimizacao computacionalmente vidavel, mesmo para modelos em trés

dimensodes de escoamentos viscosos. Existe a possibilidade de que o método de otimizacao
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possa convergir para um minimo local ao invés da solucao 6tima global. Na pratica, isso
nao tem sido uma dificuldade, desde que seja tomado cuidado na escolha de uma funcao

custo, e que reflita adequadamente as exigéncias do projeto.

1.3 Estado da arte — otimizacao de forma estrutural

A otimizacao de forma estrutural é, em geral, devotada a estruturas de cascas, e por esta
razao o tipo de discretizagdo espacial utilizada é, em geral, uma discretizacao baseada
na teoria de cascas, i.e., na andlise numérica sao utilizados elementos de casca (Ramm
et al. (1993); Camprubi et al. (2004); Bletzinger et al. (2008); Espath (2009); Espath et al.
(2011)). Ramm e Wall (2004) apresentaram um estado da arte sobre otimizagao numérica
de cascas e sensibilidade estrutural, apresentado os desafios e dificuldades que hoje se
apresenta em termos de analise estrutural e avaliacao da sensibilidade em problemas nao
lineares. Neste trabalho, o problema é abordado utilizando uma formulagao baseada em

elementos sélidos, de alta ordem com fungoes de base NURBS.

Estruturas de casca abordam uma grande variedade de estruturas, com uso intensivo, por
exemplo, no projeto de fuselagens para avioes e submarinos, silos metalicos, hangares,
estadios, gindsios, e componentes aeroespaciais e automotivas, entre outras. Grandes
vaos, baixo peso, baixo custo, rigidez sao algumas das vantagens que podem ser obtidas
facilmente com otimizacao de cascas. A forma e a distribui¢do da espessura jogam um rol
dominante na resposta estrutural de uma casca; entretanto, um desempenho estrutural
6timo s6 pode ser obtido com a otimizagao estrutural e material (Espath et al. (2011);

Linn et al. (2013)).

O método de otimizagdo matematica deve ser escolhido baseado no caso especifico a
ser analisado. Os procedimentos de otimizacdo podem lidar facilmente com alguns
problemas, de mesmo modo que podem ser insatisfatérios para outros ou simplesmente
nao se adaptam ao problema de otimizacao. Para otimizacao de cascas é importante
salientar que as restrigoes sao, em geral, altamente nao lineares. Devido a este fato, o
algoritmo SQP é escolhido neste trabalho. O algoritmo SQP é robusto para problemas nao
lineares e continuos e o algoritmo DONLP2 desenvolvido por Spellucci (2001) é utilizado.

O algoritmo necessita das avaliacoes funcionais e das restrigoes, assim como as derivadas
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de Fréchet, na expectativa de guiar a busca unidimensional até que a solucao “6tima” seja

alcancada iterativamente.

A andlise estrutural, nos trabalhos em geral, tais como os apresentados por Ramm
et al. (1993) e Bletzinger et al. (2008) utilizam elementos para cascas espessas e finas,
respectivamente, com um comportamento elastico linear. O elemento de casca espessa
possui a vantagem de que os efeitos de corte sao considerados; entretanto, este pode
apresentar algumas instabilidades numéricas, como o fenémeno de travamento (locking
phenomenon). A influéncia do travamento sobre a otimizacao estrutural de cascas foi
discutido por Camprubi et al. (2004). Enquanto, o otimizacdo de formas de casca
contra a flambagem foi estudado por Khosravi et al. (2008); Parente Jr. e Vaz (2003) e
Aubert e Rousselet (1998), e o mesmo problema, levando em consideragao as imperfei¢oes
estruturais, foi estudado por Reitinger e Ramm (1995). A otimizacdo de formas de

materiais compositos contra a flambagem nao linear foi abordado por Lindgaard e Lund

(2010).

A andlise de sensibilidade pode ser executada por diferengas finitas (ver Herskovits
et al. (2000); Espath (2009)). Entretanto, esta técnica nao é precisa o suficiente, e
precisa de excessivas avaliagoes funcionais (ver Espath et al. (2011)). A andlise de
sensibilidade analitica foi utilizada por Ramm et al. (1993). Este método é exato e barato
computacionalmente, mas desafortunadamente uma representacgao explicita é muitas vezes
dificil de ser obtida. A abordagem semi-analitica, a qual é um caso intermediario foi
utilizado por Ramm et al. (1993); Reitinger e Ramm (1995); Parente Jr. e Vaz (2003);
Camprubi et al. (2004); Bletzinger et al. (2008); Khosravi et al. (2008); Lindgaard e
Lund (2010). Estes métodos possuem diversas desvantagens conforme discutidos por
Griewank e Walther (2008). Outra abordagem pode ser obtida a partir da equagao de
estado adjunta, a qual é relativamente barata computacionalmente, visto que apenas leva
o tempo de duas avaliagoes funcionais. Este método produz uma avaliacdo exata das
derivadas se a equacao adjunta é resolvida exatamente; Entretanto, em geral, a solucao
¢ aproximada (sendo mais precisas que as anteriores alternativas). Esta abordagem foi
feita por Aubert e Rousselet (1998); Firl (2010). A diferenciagao automaética é uma boa
alternativa em termos de tempo computacional e em termos de sua precisao. No modo

reverso, AD é classificado como uma abordagem adjunta. Esta abordagem, na otimizagao
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de formas de casca foi introduzida por Espath et al. (2011); Linn et al. (2013), onde foi
utilizado a ferramenta de diferenciacio TAPENADE AD INRIA (2002).

Em termos de algoritmos de otimizacao robustos, pode ser destacado o método de pontos
interiores utilizado por Herskovits et al. (2000). Entretanto o algoritmo mais adotado na
literatura é a programagao quadratica sequéncial, ver por exemplo Ramm et al. (1993);

Reitinger e Ramm (1995).

No que concerne a descricao geométrica, uma descricdo paramétrica é mais adequada
para a modificacdo de forma do que uma representacao explicita ou implicita. Remendos
Bézier (Bézier Patch) é uma excelente alternativa visto que nao sé apresenta suavidade,
mas também as derivadas da superficie podem ser controladas. Esta abordagem foi
utilizada por Ramm et al. (1993). Existem os que preferem abandonar a parametriza¢ao
e utilizar como descricdo geométrica a prépria malha de elementos finitos. Necessitando
invariavelmente um suavizador, filtro, de modo a obter uma geometria suave, como
realizado por Firl (2010). A descrigdo paramétrica de solido é a mais geral possivel para
definir a forma de uma casca e sua espessura. Esta abordagem para elementos de cascas

foi utilizada por Kegl e Brank (2006), utilizando a parametrizagao do tipo Bézier.

Na analise IsoGeométrica a otimizacao de forma ji ganhou grande espago quando
comparado com o método de elementos finitos. Qian (2003) apresenta uma abordagem
analitica para avaliagdo de geometrias parametrizadas via NURBS, no contexto da
IsoGeometria. Wall et al. (2008); Cho e Ha (2009) abordam o problema de otimizagao
de maneira simples, entretanto sdo os primeiros trabalhos acerca do tema. Otimizacao de
problemas de vibragoes livres, autovalores e autovetores, ¢ investigado por Nguyen et al.

(2012), enquanto Nagy et al. (2010) investiga a otimizacdo de formas de vigas.

1.4 Estado da arte — otimizacao de forma
aerodinamica

O problema “Forma Aerodindmica Otima” pode ser abordado de diferentes maneiras,
sob o ponto de vista matematico. Alguns dos primeiros estudos, utilizando a abordagem

otimizagdo numérica, foram feitos por Pironneau (1974); Hicks et al. (1974); Hicks e
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Henne (1978). O principal obstaculo foi o grande custo computacional para determinar a
sensibilidade da func¢ao objetivo para as varia¢oes dos parametros de projeto por repetidas
andlises (calculos do escoamento). Outra forma de abordar o problema é formular o
projeto de forma aerodindmica, no ambito da teoria matematica para o controle de
sistemas governados por sistemas de equagoes diferenciais parciais (Lions, 1971). Mais
tarde Pironneau (1984) desenvolveu esta teoria para sistemas de equagoes diferenciais
parciais elipticas. Com esta perspectiva, a geometria é considerada como um dispositivo
para produzir a sustentacao por meio do controle do escoamento, e a forma da geometria
é tratada em um problema de controle 6timo sobre as equagoes do escoamento, alterando
a forma da fronteira. Se a forma de fronteira é considerada arbitraria dentro de alguns
requisitos de suavidade, em seguida, a generalidade das formas nao pode ser definida
com um nuamero finito de parametros, e deve-se utilizar o conceito de derivada Frechet do
custo com respeito a uma funcio. E evidente que tais derivadas nao pode ser determinadas
diretamente pela variacao individual de cada parametro de projeto, porque agora ha um

numero infinito deles (Jameson, 2003b).

Os métodos numéricos de otimizacao de interesse sao os que facilmente lidam com
funcoes altamente nao lineares, onde o comportamento da combinagao destas funcoes
torna-se altamente imprevisivel. Pode-se encontrar na literatura abordagens do tipo
heuristicas. Os algoritmos evolutivos foram introduzidos na forma aerodinamica 6tima
por Obayashi (1997); atualmente sdo largamente usados e bons resultados foram obtidos,
como a minimizagao do arrasto total de um avido a jato comercial por Peigin e Epstein
(2008), inclusive satisfazendo requisitos de suavidade. O trabalho mais significativo visto
recentemente é o que compara métodos de otimizacao, (Epstein et al., 2009), onde o
primeiro método empregado é baseado em gradientes e o0 mesmo é avaliado pela equacao
adjunta continua, sendo obtida a partir das equagoes de Navier-Stokes com médias de
Reynolds. Os dois outros métodos sao heuristicos; sendo o primeiro destes um método
de superficie de resposta (RSM do acronimo em inglés Response-Surface Method) e o
segundo é baseado em algoritmos genéticos de ponto flutuante (FPGA do acrénimo em
inglés Floating-Point Genetic Algorithm). Todos os métodos chegaram perto do minimo
coeficiente de arrasto tedrico. Os resultados obtidos nao indicam uma melhor alternativa,

apenas diferentes caminhos com diferente formalidade matematica.
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Os métodos baseados em gradientes sao a unica alternativa para obter-se um ponto de
6timo real, em geral sao classificados pela sua direcao de busca. O método mais simples e
natural é o “Método de Maior Descida” (Steepest-Descent), no qual a diregao de busca do
6timo segue a dire¢ao oposta a do gradiente; este método foi usado por Jameson (2003b);
Hicks et al. (1974); Verma (2009); Jameson e Martinelli (1998); Iollo et al. (2001); Dwight
e Brezillon (2006); Reuther et al. (1996); Giles e Pierce (2000). O método “Simplex
Nelder-Mead”, foi usado com sucesso por Désidéri e Janka (2004), trata-se um método
versatil, os autores adotaram um estratégia inédita na otimizacao aerodinamica. Para
um dado perfil aerodinamico parametrizado, a otimizacao foi dividida em duas etapas:
na primeira etapa utiliza-se o algoritmo simplex (algumas poucas iteragdes); na segunda
etapa utiliza-se o algoritmo genético para buscar o melhor grau da parametrizagao. Assim,
continua-se até alcancar a convergéncia. Esta estratégia pode ser aprimorada utilizando

um método baseado em gradientes mais geral.

Muitos autores focam seus estudos na avaliagio do gradiente e/ou na andlise do
escoamento, de maneira que pouco desenvolvem a otimizacao numérica. Existem
trabalhos desenvolvidos utilizando “Programagao Linear Sequencial” (SLP do acrénimo
em inglés Sequential Linear Programming), Lund et al. (2001); Carpentieri et al.
(2007). Métodos mais sofisticados, que tratam adequadamente fungoes nao lineares,
tais como “Programagio Quadrdtica Sequencial” (SQP do acrénimo em inglés Sequential
Quadratic Programming) utilizado por diversos autores, tais como Tetsushi (2008);
Brezillon e Gauger (2004); Hazra (2004); Anderson e Venkatakrishnan (1999); Carpentieri
et al. (2007), onde neste ultimo trabalho compara-se SPL e SPQ. Naturalmente nesta
comparagao SQP apresentou melhores resultados. Cabe salientar que comparar métodos
que utilizam diferentes tipos de informacao, i.e., informagoes de primeira e de segunda
ordem, somente levam a conclusao de que métodos que utilizam informagoes de primeira
e de segunda ordem sao melhores do que os métodos que utilizam apenas informagoes de
primeira ordem. Do ponto de vista cientifico busca-se um minimo real; do ponto de vista
de engenharia um melhor projeto pode ser suficiente. Um dos métodos mais sofisticados
é o método “Pontos Interiores para Programagao Nao-Linear” (IPNP do acrénimo em
inglés Interior Points for Nonlinear Programming), utilizado por Jameson et al. (1994);

Leung e Zingg (2009).
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Em geral, o problema de interesse é sempre definido para escoamentos compressiveis, e
o problema ainda vem se devotando sobre escoamentos nao viscoso, visto que o tempo
computacional na otimizacao é rigorosamente superior ao tempo de analise. Diversos
trabalhos vem sendo realizados sobre as equagoes de Euler (Stiick et al., 2010). Contudo,
diversos autores tem se dedicado a escoamento viscoso laminares e alguns se aventuram em
escoamentos turbulentos. Tetsushi (2008) utiliza o modelo RANS k — ¢ para a otimizagao,
partindo da premissa que o escoamento, mesmo que turbulento, é estacionario em termo
das médias. Stiick et al. (2010) apresenta uma abordagem para problemas transientes,
onde para cada passo de tempo o gradiente é calculado, utilizando as equacgoes de Euler, e
sem levar a cabo um problema de otimizagao, apenas abordando a metodologia necesséaria

para abordar otimizagao de problemas transientes.

O gradiente pode ser determinado indiretamente através da solugdo de uma equagao
adjunta (teoria de controle) que tem coeficientes determinados pela solugao das equagoes
de conservacao do escoamento. Esta abordagem teve a trajetoria iniciada por Bryson e
Ho (1975). O custo da solugao da equagao adjunta é comparavel ao custo de solugdo das
equagoes de conservagao, com a consequéncia de que o gradiente com respeito a um ntimero
arbitrariamente grande de parametros pode ser calculado com aproximadamente o mesmo
custo computacional de duas solugoes do escoamento. Peter e Dwight (2010); Nadarajah
e Jameson (2000) apresentam diversas abordagens para o computo das derivadas, tais
como, diferencas finitas, método adjunto discreto e continuo. Estes tltimos estudos se
concentram em avaliar a melhor alternativa entre o método adjunto discreto e continuo.
Ja, Peter e Dwight (2010) avaliaram o impacto e a influéncia na acuricia dos gradientes,

avaliado pelos métodos adjunto discreto, continuo e diferencas finitas.

Conceitualmente, com esta abordagem, o problema ¢é visto como infinitamente dimensi-
onal, com o controle sendo a forma da superficie limite. Eventualmente, as equacoes de
conservagao podem ser diferenciadas da implementacao numérica do método. Para este
efeito, as equacoes de conservacao e suas equagoes adjuntas podem ser tanto separada-
mente diferenciadas de suas representagoes como equagoes diferenciais, ou, alternativa-
mente, as equagoes de fluxo podem ser diferenciadas em primeiro lugar, e as equacoes
adjuntas discreta, em seguida, derivada diretamente das equacoes discretas de conserva-

¢ao.
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Lohner et al. (2003a,b, 2004) apresentam uma abordagem mista para o computo das
derivadas, entre diferencas finitas e uma abordagem adjunta. Esta abordagem é justificada
pelo fato de obter um cédigo adjunto independente da parametrizacao adotada. Enquanto,
Sherman et al. (1996) apresentam a avaliagdo de derivadas primeiras e segundas via

diferenciacao automatica para métodos incrementais iterativos utilizando o aplicativo

ADIFOR (Automatic Dlfferentiation FORtran).

A modificacao de forma na otimizacao joga um rol importante uma vez que se considera
que a forma deve se transformar em um projeto, que a geometria 6tima deve ser
reproduzida para ensaios em tuneis de vento e que esta possa ser reproduzida para
execugdo de um projeto real. Com este intuito, diversos autores buscam modificagoes
de formas que estejam baseadas em algum tipo de parametrizacdo, enquanto outros
trabalham com operadores que suavizam a geometria, de modo a torna-la viavel em

termos de um projeto real.

Visto que, em termos gerais, existem duas abordagens, i.e., com geometrias parametri-
zadas (CAD-based) e com operadores de suavizagao da geometria (CAD-free), segundo
Mohammadi e Pironneau (2009) ainda pode ser considerado mais uma alternativa, o con-
junto de nivel (Level set method). Este tltimo, é uma técnica estabelecida para representar
o movimento de interfaces. Fronteiras imersas, métodos de dominios ficticios, assim como
métodos de penalizacao sdo métodos para impor condi¢oes de contorno sobre superficies
que nao representam a uniao de lados ou faces de elementos (nonbody fitted) da malha

computacional.

Lohner et al. (2003a,b, 2004) utilizaram uma parametriza¢ao definida sobre as normais
e sobre a curvatura Gaussiana da superficie em cada né da malha de elementos finitos.
Esta abordagem, nao deixa de ser baseada em CAD més também nao é independente da

malha. Estes autores usaram como variaveis de projeto os nés da malha.

Samareh (2004) introduziram o conceito definido por Sederberg e Parry (1986) para
deformar o dominio computacional. Esta abordagem nao utiliza apenas uma superficie
como varidvel de projeto mas utiliza o dominio inteiro ou parte do dominio. A ideia
¢ embutir um soélido perfeitamente plastico, o qual é controlado pelo algoritmo de

otimizacao. Uma vez que o algoritmo impoem uma deformacao ao sélido, estd serd
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transmitida ao dominio do fluido. Este método também é utilizado por outros autores
como Andreoli et al. (2003); Manzoni et al. (2011). Neste método o tipo de sdlido
parametrizado varia entre Bézier (Samareh, 2004) a NURBS (Andreoli et al., 2003;
Manzoni et al., 2011). Lamousin e Waggenspack (1994) estenderam este conceito para

entidades NURBS.

Outras abordagens, via parametrizacao de superficie foram desenvolvidas. Leung e Zingg
(2009) utilizam superficies B-spline para descrever a geometria, enquanto os nds internos
do dominio sdo movimentados por uma equagao algébrica fungao do deslocamento da

superficie.

1.5 Descricao da tese

No Capitulo 2 é apresentada a teoria acerca da otimizacdo numérica. A teoria de
otimizacao sem restrigoes e alguns métodos consagrados sao apresentados na primeira
secao. A teoria de otimizacdo com restri¢oes é analisada detalhadamente e é apresentado
o problema de otimizagdao sob o enfoque da programacao quadratica sequencial, assim
como seu algoritmo em linhas gerais. A teoria acerca da diferenciacdo automatica é

explanada e sdo descritos os passo gerais para a realizacao da diferenciacao de algoritmos.

No Capitulo 3 é apresentada a teoria acerca de B-spline Racionais Nao-Uniformes, onde
¢ apresentado em ordem cronoldgica, os tipos de parametrizagoes que surgiram nos
tltimos quarenta anos. E apresentada a teoria da parametrizacio que Bézier propos como
ferramenta de projeto. Esta abre uma gama imensa de novas pesquisas, como B-spline,
uma extensdo da proposta de Bézier é apresentada na sequéncia. Ainda, apresenta-se a

teoria elementar da parametrizacao B-spline racional ndao-uniforme.

No Capitulo 4 é apresentada a teoria acerca da analise IsoGeometrica. Neste é abordada
a cinematica co-rotacional baseada na exata decomposi¢ao polar, assim como a teoria
sobre a andlises estatica nao linear e a integragao temporal nao linear. Como validacao,
resultados preliminares para andlise estatica geometricamente linear e uma gama de
resultados para problemas geometricamente nao lineares sao abordados. Resultados sobre

problemas dindmicos nao lineares também sao analisados.
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No Capitulo 5 é apresentada a teoria acerca da dinamica dos fluidos computacional e
o método caracteristico. Também é apresentada a forma como a equagao de momento
¢ separada a fim de melhorar a convergéncia na integracdo temporal. Na secdo final
sdo apresentados resultados da andalise de um aerofélio NACA 0012 e da asa Onera M6

utilizando as equagoes do movimento viscoso e nao viscoso, respectivamente.

No Capitulo 6 é apresentado o problema de otimizagao estrutural e como é realizada
a transformacao da otimizagdo matematica para a otimizacdo em termos mecanicos.
Diversos exemplos sao apresentados para dois casos distintos, em termos das condigoes de
contorno. Na expectativa de apresentar a influéncia do filtro aplicado ao gradiente, duas

geometrias NURBS sao utilizadas.

No Capitulo 7 é apresentado o problema de otimizagdo aerodinamica e como ¢é realizada
a transformacao da otimizacao matematica para a otimizacao em termos aerodinamicos.
Exemplos bidimensionais sao apresentados para o caso viscoso, onde varia-se o nimero
de Mach. Um exemplo tridimensional é levado a cabo apenas para a primeira iteragao, a

fim de limitar os esfogos computacionais.

No Capitulo 8 sdo apresentadas as conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Otimizacao Numérica e
Diferenciacao Automatica — NO e
AD

2.1 Introducao a otimizacao

Os problemas que envolvem minimizacdo ou maximizacao com ou sem restri¢oes ja sao
bem conhecidos na engenharia, estes talvez sejam os mais presentes devido ao fato de que

sempre se busca uma solucao 6tima.

Em geral se busca minimizar uma fungao a varias variaveis na qual o seu dominio é restrito;
entretanto, o problema nao se restringe a fungoes, também o problema se apresenta para

funcionais, no calculo variacional.

Ao longo do capitulo 2, a notagdo sera a seguinte: Xy para o ponto de partida, x* para
o ponto de 6timo, e x;, para o ponto da k-ésima iteracdo. Em geral todas as fungoes
estao definidas no R", sdo nao-lineares e escritas na forma implicita. As demonstracoes
dos teoremas a seguir apresentados, podem ser encontrados em um dos seguintes textos:

Hiriart-Urruty e Lemaréchal (1993); Nocedal e Wright (1999); Espath (2009).
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2.2 Teoria de otimizacao sem restricoes

Na otimizagao sem restrigdes, se minimiza uma fung¢do objetivo que depende de variaveis

reais, sem restri¢coes sobre qualquer variavel. A formulagao matematica é
min F (x) (2.1)
X

ondex e R" comn>1e F:R"” R é uma fungao suave.

2.2.1 Minimo local

Defini¢ao 2.1 (Minimo global) No problema de minimizagio sem restrigoes tem-se

que X* € ponto de minimo global < F (x) = F (x*), Vx € R".

Defini¢ao 2.2 (Minimo local) No problema de minimiza¢io sem restrigoes tem-se que
x* € ponto de minimo local & F (x) = F (x*), Vx € N (x*,0), sendo 0 um vetor real

arbitrdrio; onde N (x*,0) é um entorno de x* de raio .

2.2.2 Condicoes do ponto de 6timo sem restricoes

Analisando a definicao 2.2, parece que a unica maneira de se encontrar o ponto de 6timo,

*

x*, é examinando seu entorno. A seguir sdo apresentados os teoremas para realizar o

reconhecimento de um minimo.

Teorema 2.1 (Taylor) Supondo que F : R" Ty R ¢ diferencialmente continua e que
d € R™; sendo V () o operador gradiente, tem-se que

Fx+0)=Fx)+VF (x+15)0 (2.2)
para um t € (0,1). Além disso, se F for duas vezes diferencialmente continua, tem-se que

VF (x+68) = VF (x) + /0 VRE (x - t6) 3t (2.3)

logo
1
F(x+06)=F(x) +VF(x)J+ §5tV2}"(x +1t6)0 (2.4)
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Teorema 2.2 (Condigdes necessarias de primeira ordem) Se x* ¢é um ponto de

minimo local de F e F é continuamente diferenciavel em um entorno aberto de x*, logo

VF (x*)=0.

Teorema 2.3 (Condicoes necessarias de segunda ordem) Se x* é um ponto de
minimo local de F (x) e V2F (x) (Hessiano) é continua em um entorno aberto de x*,

logo VF (x*) =0 e V2F (x*) positivo semi-definido.

Teorema 2.4 (Condigoes suficientes de segunda ordem) Supondo que V2F (x) ¢é
continuo em um entorno aberto de x* e que VF (x*) = 0 e VAF (x*) € positivo definido.

Logo x* é um ponto de minimo local de F.

Teorema 2.5 (Minimo de fungao convexa) Se F for convexa, qualquer minimo local
x* € um minimo global de F. E ainda, se F for diferencialmente continua, entao qualquer

ponto, X*, estacionario é um minimo global de F.

Estes resultados providenciam os fundamentos dos algoritmos para otimizagdo sem
restrigoes, algoritmos também necessarios como parte dos algoritmos de otimizagao com

restrigoes.

2.2.3 Problemas nao suaves

O foco deste trabalho é realizado sobre funcoes suaves, onde as derivadas segundas existem
e sao continuas. Cabe salientar que existem problemas interessantes nos quais as fungoes
podem nao ser suaves, como por exemplo, a fungdo que relaciona a forma da estrutura

com as frequéncias naturais.

A forma mais simples de contornar este problema é criar subdominios (fungbes por
partes), nas quais as fronteiras sao as descontinuidades da fungao original. Ainda existem
alternativas muito mais elegantes e eficientes discutidas por Hiriart-Urruty e Lemaréchal

(1993) que nao serao tratadas.
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2.2.4 Estratégias: busca linear e regiao confiavel

A partir de um ponto xg, os algoritmos de otimizacao geram uma sequéncia de iteragoes
oo . . o
{xk},—, que termina quando nenhum progresso a mais pode ser realizado ou quando este
ponto parece ser a solucao aproximada com suficiente acuracia. Na decisdao de como se
mover de uma iteragdo X, para a proxima iteracao, os algoritmos usam informacgoes a
cerca de F sobre xj, e possivelmente também informagoes sobre iteragdes recente em
Xg, X1,..., X;_1. Estes usam estas informacoes para encontrar uma nova iteracao X1
com um valor de F menor do que na iteragao anterior. Existem algoritmos nao mondtonos,
que nao insistem no decrescimento de F em todos os passos, mas estes requerem que JF

decresga apds um numero m prescrito de iteragoes. Isto leva a F (xx) < F (Xk—m)-

Existem duas estratégias fundamentais para se mover da iteragao atual x; para a nova

iteracao xXj11.

Na estratégia da busca linear, o algoritmo escolhe uma direcao d;, e busca ao longo desta, a
partir da iteracao atual X, uma nova posicado com um menor valor funcional. A distancia
percorrida sobre a direcao 9, pode ser aproximada pela solu¢do de uma minimizacao

unidimensional; sendo a; o comprimento deste passo tem-se

min F (X + ai0x) (2.5)

ap>0

A solugao de (2.5) resulta no maximo beneficio na diregdo d;, mas uma minimizagao
exata é cara e desnecessaria. Em vez disto, o algoritmo de busca linear gera um ntmero
limitado de passos, até encontrar um ponto que aproxime o minimo de (2.5). Sobre o novo
ponto, uma nova dire¢do e um novo comprimento do passo sao computados, e o processo

é repetido.

Na estratégia da regido confidvel, a informagao coletada acerca de F é usada para construir
uma fungao modelo my, tal que seu comportamento em um entorno do ponto atual x; seja
similar ao da funcao objetivo F. Como o modelo m; é realizado em um entorno do
ponto atual xi, se restringe a busca do minimo neste entorno de x;, resolvendo o seguinte
subproblema

min my (xx+6), (xx+0d)C regiao confidvel (2.6)

Se o candidato a soluc¢ao nao produz um decrescimento suficiente de F, se conclui que a
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regiao é muito ampla. Usualmente, a regiao confidvel é uma esfera definida por ||d]]a < Ag,

onde o escalar Ay > 0 é chamado de raio da regiao confiavel.

O modelo my em (2.6), é usualmente definido por uma fungao quadratica (expansao de

Taylor) da forma
1

onde Fi, VFi e By sd@o um escalar, um vetor e uma matriz, respectivamente. VFj é o

gradiente enquanto a matriz By, é o Hessiano V2F}, ou alguma aproximacao do mesmo.

A principal diferenca entre as duas estratégias aqui apresentadas é que o tamanho da
regiao confiavel afeta a direcao da proxima iteragao, enquanto que na busca linear somente
existe uma direcao de busca. Outro aspecto que diferencia estas duas abordagens ¢é a
ordem de escolha entre a direcao e a distancia para se mover na proxima iteragao. Na busca
linear se parte de uma direcao d; fixa e se identifica uma distancia apropriada, chamada
de ay. Na regiao confiavel, se escolhe uma distancia maxima — raio da regiao confiavel Ay
— e logo se procura uma dire¢do e um passo que atendam o melhor desempenho possivel
sujeitos a restricao imposta pelo raio. Se este passo resulta ser insatisfatério, se reduz o

raio Ay e se re-computa 0 processo.

Direcao na busca linear

A direcao de decrescimento —V F, é a escolha mais 6bvia para a direcdo de busca no
método de busca linear. Esta dire¢ao ¢ a de maior decrescimento de F neste ponto; para
justificar esta escolha se aplica o teorema de Taylor (teorema 2.1), o qual revela que para

uma direcdo de busca ¢ e uma distancia « tem-se
1
F (xp + ad) = F (xx) + ad'VF (xz) + §a2(5tV2]—" (xp+t5)d  te(0,a)

desta maneira, para descobrir a direcao de maior decrescimento se busca obter o menor
valor possivel do produto escalar 6*'VF (x;). Como 6'VFy, = ||0]|2 - [|[VFi|l2 - cosf e com
|0]l2 = 1 o cosf deve resultar no menor nimero possivel, ou seja, -1. E isto ocorre para
o valor de # = 7 rad, assim revelando que a direcao de d deve ser —V F}, logo

V Fi

§=—ah
IV Fill
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O método de maior declividade é uma busca linear que se move ao longo de 6, = —VFy
a cada passo. Uma das vantages deste método é que este requer o computo do gradiente

mas nao o das derivadas segunda.

Os método de busca linear podem usar direcoes de busca diferentes a direcdo de maior

decrescimento de F. Em geral, qualquer direcao de decrescimento pode ser usada —

qualquer direcao que faca um angulo estritamente menor que 7 radianos com —V.JFy —
se garante um decréscimo de F, com um passo suficientemente pequeno. Isto pode ser

verificado a partir do teorema de Taylor (teorema 2.1); a partir de (2.4) tem-se
F (% + €0x) = F (x3) + 04 VFi + O (&)

Aqui se distingue entre O () e 0 (+) '. Enquanto d;, é uma direcio de decrescimento de F,

o angulo 0y entre §, e V.F, tem cosf < 0, entao
5ZV]:]€ = ||(51€||2‘|ka||2 COS Qk
Deste segue que F (x; + €d;) < F (xx) para todo valor de e suficientemente pequeno.

Outra importante diregdo de busca — talvez a mais importante delas — é a direcao de
Newton. Esta deriva da série de Taylor de segunda ordem aproximando F (xj + ), a
qual resulta em

1 c
F (i +0) = Fy+ 8"V Fy o+ 50"V Fid o, (6) (2.8)

Assumindo que V2F}, é positivo definida, se obtém a direcao de Newton achando o vetor
d que minimiza my, (§). Por simplicidade, se assume a derivada de my, (§) ser zero, entao
se obtém de forma explicita

5y = -V F 'VF, (2.9)

A direcao de Newton é confiavel quando a diferenca entre a fungdo modelo e a funcao
original nao for grande. Comparando (2.8) com (2.4) tem-se que o terceiro termo da
expansao de Taylor V2F (x; + t§) foi substituido por V2F, = V2F (x;). Se V2F(+)
for suficientemente suave, esta diferenga introduz uma perturbacao de somente O (||4][3),
entao quando ||0||2 for pequeno, a aproximacao F (xj + td) = my (§) é precisa, (Nocedal

e Wright, 1999).

1o (s) tem o significado usual da andlise matemética. Enquanto o (s) representa termos cuja ordem

de grandeza é pequena, comparada com s, O (s) representa termos da ordem de grandeza de s, isto é,
o(s) O(s)

S S

lil’ns_m =0e lims_m é finito
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A direcao de Newton pode ser usada na busca linear quando V2F;, for positivo definido.
A maior parte das implementagoes de busca linear com a dire¢ao de Newton usa um passo
de comprimento unitario o« = 1, o qual é possivel ajustar caso a reducao do valor de F
nao seja relevante. Quando o Hessiano nao for positivo definido, a direcao de Newton nao

estard definida, j& que V2F, ' ndo estd definido.

Métodos que usam a direcdo de Newton atendem uma rapida razao de convergéncia,
tipicamente Q-quadratica. Quando se chega a um entorno da solucao, a convergéncia com
alta acuracia ocorre com apenas algumas itera¢des. O maior problema deste métodos é o

computo do Hessiano, muitas vezes impreciso e caro.

A direcao de busca Quase-Newton prové uma alternativa atrativa pelo fato de nao precisar
do computo do Hessiano e ainda atende uma razao de convergéncia Q-superlinear. Em vez
de usar o “verdadeiro” Hessiano V2Fj, este usa uma aproximacao By, a qual é atualizada
a cada passo, levando em conta o conhecimento adicional obtido durante a ultima iteracao.
A atualizacao é realizada pelo fato de que mudancas no gradiente ao longo da direcao de
busca provém informagoes a cerca das derivadas segundas de F ao longo da direcao de

busca. Usando (2.3) adicionando e subtraindo o termo V2F (x) § tem-se
1
VF (x4 0) = VF (x) + V2F (x) 5 + / [V2F (x + t6) — V2 F (x)] st
0

Como V.F (+) é continua, o tamanho do ultimo termo da integral é o (]|d]|2). Deixando

X =X € 0 = Xg11 — Xg, tem-se que
VFiir = VFi 4+ V2F, (X1 — Xi) + 0 (%611 — xil2)

Quando x;, e X4 estdao contidos em um entorno da solucao x*, com V2F positivo definido,
o termo final desta expansao ¢ dominado por V2F 1 (Xp41 — Xg); entdo pode-se escrever
que

V2.Fk+1 (Xk+1 — Xk> =~ ka+1 — V.Fk (210)

Para a nova aproximagao do Hessiano se escolhe um Bjy; tal que satisfaca (2.10) do

verdadeiro Hessiano. Esta condicao é conhecida como equacdo secante:

Bit1Sk = Yk (2.11)

onde

Sk = Xk+1 — Xk, Yi = VFip1 — VFy
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Normalmente sdo impostas outras condigoes sobre By, tais como simetria (motivado
pelo fato do verdadeiro Hessiano ser simétrico) e que a diferenga entre sucessivas
aproximacoes tenha baixo posto, para atender questoes de convergéncia. A aproximacao

inicial By deve ser pré-definida, no ponto de partida, (Nocedal e Wright, 1999).

As duas formas mais populares de atualizar a aproximacao By do Hessiano sdo: a férmula
simétrica de posto um, ou SR1 do acronimo em inglés Symmetric- Rank-One, definida por

(v& — Bisi) (y& — Bisy)'

B..1 =B, +
o (yr — Bise)' sk

(2.12)

e a formula BFGS, nomeada apos seus inventores, Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno,
a qual é denominada como féormula simétrica de posto dois e definida por

By.sis; By _ Viys

B, =B, +
E+1 k s Bsn Vs

(2.13)

Ambas satisfazem a equagdo da secante e ambas mantém a simetria. A formula BFGS
(2.13) gera uma aproximagao positivo definida sempre que a aproximacao inicial By for

positivo definida e sty > 0.

A direcdo de quase-Newton vem dada pelo uso de B no lugar do Hessiano exato na
equacao

6r = —B.'VF, (2.14)

Na pratica, na implementacao do método de quase-Newton nao é preciso inverter By, de
R . . : def 1 _
fato é aplicado uma aproximacio da inversa H;, = B, L

1

Hy., = (I — cksky@ H, (I - cks’,;yk) + cksks}z, = yt—s (2.15)
kk

A ultima classe de direcdo de busca é gerada pelo método nao linear de gradientes

conjugados. Esta toma a seguinte forma
0k = —VF (xk) + Brdk-1

onde [, é um escalar que assegura que d e d;_1 sejam conjugados em relagao ao Hessiano.
O método de gradientes conjugados teve origem na solucdo de sistemas de equacoes
lineares do tipo Ax = b, onde a matriz dos coeficientes A é simétrica e positivo definida.
O problema de resolver este sistema linear é equivalente ao problema de minimizar a

funcao convexa quadratica definida por

1
o(x) = §xtAx + b'x
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Em geral, diregoes geradas por gradientes conjugados nao lineares sao muito mais
eficientes do que as dire¢cbes de maior decrescimento e sao mais simples de computar.
Este método nao atende a uma rapida razao de convergéncia comparado com o método
de Newton e quase-Newton, mas a vantegem ¢é que este nao precisa armazenar nenhuma

matriz, (Nocedal e Wright, 1999).

Todas estas direcoes de busca podem ser usadas diretamente nos algoritmos de busca
linear. Exceto os gradientes conjugados estes tém aplicagdo analoga na estrutura dos

algoritmos de regiao confiavel.
Modelos para regiao confiavel

Considerando By = 0 em (2.7) e definindo a regido confidvel com o uso da norma

Euclideana, o subproblema da regiao confiavel (2.6) se torna
m(gin Fi +0'VF, sujeito a [|d]|e < Ay

Pode-se escrever a solugao deste problema de forma fechada

5 AV T
" IVA:

Este caso simplesmente é o método de maior declividade com um comprimento de passo
determinado pelo raio da regiao confiavel; a abordagem por regiao confiavel e busca linear

sao essencialmente as mesmas para este caso.

Algoritmos mais interessantes sao obtido escolhendo By sendo o Hessiano exato no modelo
quadratico (2.7), pois ndo é preciso fazer nada quando V2F; nao for positivo definido,
j& que o subproblema (2.6) garante uma solucao dx. O método de regidao confiavel com a

direcao de Newton, na pratica, é altamente efetivo.

Se o Hessiano By no modelo quadrético (2.7) é definido pela aproximacgao quase-Newton,

tem-se o método de regiao confiavel quase-Newton.

2.2.5 Fator de escala

A performance de um algoritmo depende crucialmente de como o problema foi formulado.

Uma importante questao na formulagdo do problema é o fator de escala. Na otimizacao
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sem restricoes se diz que um problema é pobremente escalado se uma perturbagao da
variavel x, numa certa dire¢do, produz uma variagao muito maior do valor de F, do que

um perturbacao da varidvel x em outra direcao (Nocedal e Wright, 1999).

O fator de escala é alterado (muitas vezes intencionalmente) quando as unidades para
representar as variaveis sao trocadas. Também pode existir a necessidade de mudar o
fator de escala durante o processo de otimizagao, o qual pode ser diferente para todas

as variaveis. Alguns algoritmos sdo muito sensiveis ao fator de escala; estes algoritmos

= O

a) pobremente escalado b) bem escalado

Figura 2.1: Fator de escala.

sao os que seguem o sentido oposto do gradiente de F. Na Figura 2.1 se percebe como o
caso da esquerda (Figura 2.1a problema pobremente escalado) nao produzird uma grande
reducao de F na seguinte iteragao, enquanto o caso da direita (Figura 2.1b problema bem

escalado) produzird uma grande redugao de F na seguinte iteracao.

2.2.6 Razao de convergéncia

Um modo de medir a performance de um algoritmo é pela sua razao de convergéncia.

Neste sao apresentados alguns tipos de avaliagao da convergéncia.

Sendo {x;} uma sequéncia no R" que converge para x*. Se diz que a convergéncia é
Q-linear se existe uma constante r € (0,1) tal que

HXk+1 —X*H2

|| m <r, Vk suficientemente grande (2.16)
X — X2

O prefixo “Q” faz referéncia a “quociente”, pois este tipo de convergéncia é definido em

termos do quociente de sucessivos erros.
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A convergéncia é dita Q-superlinear se

Hm 11 — "2 —0 (2.17)
B e =

A convergéncia Q-quadrdtica é uma razao mais rapida que as anteriores, e é obtida se

[Xk41 — X*|2
%k — x*|3

< M, VE suficientemente grande (2.18)
A velocidade de convergéncia depende de r e (mais fracamente) de m, e estes valores
nao dependem apenas do algoritmo, mas também das propriedades particulares de cada

problema.

Obviamente, qualquer sequéncia que converge @Q-quadraticamente também converge
Q-superlinearmente, e qualquer sequéncia que converge @-superlinearmente também
converge Q-linearmente. Em geral, é dito que a convergéncia @Q-ordem é p (com p > 1)
se existe uma constante positiva M tal que

[Xk41 — X*|2

5~ <M, VEk suficientemente grande (2.19)
%% — x*][3

2.2.7 Razao de convergéncia R

Uma forma fraca de convergéncia, caracterizada pelo prefixo “R” (de raiz), é a que trata
da total razao de decrescimento do erro, em vez do decrescimento de um simples passo
do algoritmo. A convergéncia R-linear ocorre se existe uma sequéncia de escalares {vy}

nao negativos tais que
Ixp — x|l < vk, Vk A {vp} converge Q-linearmente para zero (2.20)

A sequéncia {||x; — x*[|2} é dita dominada por {vt}. Sequéncias {||x; — x*||2} dominadas
por uma sequéncia Q-superlinear, Q-quadratica sao convergéncias do tipo R-superlinear

e R-quadratica, respectivamente.

A maior parte das andlises de convergéncia, de algoritmos de otimizacdo, sdo tratados

com Q-convergéncia.
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2.3 Teoria de otimizacao com restricoes

Na otimizacao com restrigoes, se minimiza uma fungao objetivo que depende de variaveis

reais, com restrigdes sobre qualquer variavel. A formulagdo matematica é

Ci (X) = 0, 1€&
min F (x) sujeito a (2.21)
xeR® Ci(x)=>0, ieZ

onde F, C; estao definidas no R"; e £ e Z sao dois conjuntos finitos de indices. O vetor x
contém as chamadas varidveis de projeto, F é a funcao objetivo, C;,i € £ sao as restricoes

de igualdade e C;,i € T sao as restricoes de desigualdade.

Um ponto x que satisfaz todas as restri¢coes de desigualdades e igualdades é chamado de
vidvel ou possivel e a regiao definida pela intersecao de todas as func¢oes é chamada de
regidgo vidvel. Uma restricao de desigualdade define dois subdominios, pela sua fronteira,
um subdominio viavel e outro inviavel. Um ponto sobre esta fronteira define dita restricao
como sendo ativa; um ponto contido no subdominio viavel define dita restricao como sendo
inativa; finalmente, um ponto contido no subdominio inviavel define dita restricdo como

sendo violada. A restricao de igualdade satisfeita, define tal restricdo como ativa.

Definicao 2.3 (Regiao viavel) A regido vidvel é definida como

Q={x|C(x)=0, i€& C(x)=0, i€} (2.22)

De forma mais compacta se pode escrever (2.21) da seguinte forma

min F (x) (2.23)

xeN

Na sec¢ao 2.2, foi caracterizado o ponto de minimo de x* para o problema de otimizacao
sem restricoes. Nesta secao 2.3, se introduz uma outra definicdo a cerca do ponto de

minimo.

Defini¢ao 2.4 (Minimo local estrito) No problema de minimizacao tem-se que x* é
ponto de minimo local estrito < F (x) > F (x*), Vx € N (x*,0), sendo & um vetor real

arbitrdrio.
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2.3.1 Condicoes do ponto de 6timo de primeira ordem

Proposi¢goes das condigoes necessarias de primeira ordem

Em geral, o Lagrangiano ou Fung¢do Lagrangiana para o problema de otimizagdo com
restrigoes, é definido como

L(xA)=F(x) — > \NCi(x) (2.24)

1€EUL

onde \; sdo os multiplicadores de Lagrange.

Definicao 2.5 (Conjunto ativo) O conjunto ativo A (x) sobre todo x vidvel é definido
como a unido do conjunto de indices £ com os indices das restricoes de desigualdade

ativas, isto produz

AX)=EUL€T|C(x) =0} (2.25)

O vetor VC;(x) é usualmente chamado de normal a restricio C; em x, pois este é
perpendicular as curvas de contorno de C; em X, e no caso da restricao de desigualdade,
este vetor “aponta” na direcdo da regido vigvel desta restricdo. E possivel, entretanto, que
VC; (x) desaparega devido a representacao de C; (x); logo o termo \;VC; (x) serd o vetor
nulo para todos os valores de \; e portanto perderd o rol no gradiente do Lagrangiano

VL (x,)).

Usualmente se faz uma consideragdo chamada de qualificacio das restricoes para se

assegurar de que nao ocorra um comportamento degenerado no valor de x em questao.

Defini¢ao 2.6 (LICQ) Dado o ponto x* € € e o conjunto ativo A(x*), se diz que a
qualificacdo das restrigoes linearmente independente (LICQ) do acronimo em inglés Linear
Independence Constraint Qualification) € assequrada se os gradientes das restrigoes do

conjunto ativo {VC; (x*),i € A(x*)} forem linearmente independente.

Observar que esta condicao assegura que todos os gradientes das restricdes ativas sejam

diferentes do vetor nulo.
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Teorema 2.6 (Condigoes necessarias de primeira ordem) Supondo que x* € Q é
um minimo local de (2.21) e que € assequrado a LICQ em x*. FEntdo existe um vetor
multiplicador de Lagrange \*, com componentes X}, 1 € EUL, tal que as sequintes condigoes

sao satisfeitas em (X*,\*)

VL (x*\) =0, (2.26a)
Ci(x*)=0, Viek, (2.26b)
Ci(x*) >0, Viel, (2.26¢)

X >0, Viel, (2.264)
NG (x*)=0, VieEUL. (2.26¢)

As condigoes (2.26a), (2.26b), (2.26¢), (2.26d) e (2.26¢) sdo conhecidas como as condigdes
de Karush-Kuhn—Tucker, ou condicoes de KKT. Como os multiplicadores das restri¢oes
inativas vale zero, se pode reescrever
0=V,L(x*\)=VF()— > NV (x) (2.27)
1€A(x*)

Um caso particular, complementario, merece sua definicao:

Defini¢ao 2.7 (Complementario estrito) Dado o ponto x* € €2 e um wvetor A}
satisfazendo as condicoes de KKT, se diz que o complementdrio estrito é assequrado se
exatamente um, entre A e C; (x*), € zero para cada indice i € T. Em outras palavras,

tem-se que A\ > 0 para cada i € TN A(x").

A defini¢ao 2.7 expressa que se um minimo local for condicionado por um restricao de
desigualdade, entao dita restri¢cdo vale zero em x* (obviamente), mas o multiplicador de
Lagrange devera ser positivo. Entretanto, se um minimo local nao for condicionado por
tal restricao de desigualdade, dita restri¢ao sera positiva, mas o multiplicador de Lagrange

valerd zero. A condigdo (2.26e) é chamada de condigdo complementaria.

2.3.2 Derivacao das condicoes de primeira ordem

Sequéncia viavel e direcao limitante

A primeira defini¢ao introduzida é a sequéncia vidvel e sua associada direcdo limitante.
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Defini¢ao 2.8 (Sequéncia viavel e direcao limitante)

(i) Uma sequéncia {x;}y comxy € R* Ak € N € definida como uma sequéncia vidvel em
relacao a um ponto vidvel x* € R", se existe ky € N tal que as sequintes propriedades

sao satisfeitas

xy #X, keN (2.28a)
lim x;, = x* (2.28b)
k—o0

xr € Q, k> ko (2.28¢)

O conjunto de todas as sequéncias vidveis em rela¢do a um ponto vidvel x* € L) sdo

denotadas por T (x*).

(ii) Um wvetor § € R™ é definido como uma diregio limitante de uma sequéncia vidvel

{xp}y C T (x), se existe uma subsequéncia {x;}y ,N' C N tal que

lim k"X 5, com k e N (2.29)

koo [|x =7l

Observar que uma direc¢ao limitante simplesmente expressa uma direg¢ao, a partir do ponto
atual x;, na qual nenhuma restricao ativa sera violada, i.e., direcao pela qual se mantém
a viabilidade. Outras defini¢oes podem ser encontradas, tal como, a interse¢ao entre uma

hiperesfera de raio um, com centro em X, com a regiao viavel.

Defini¢ao 2.9 (Solugao local) Um ponto vidvel x* € 2 € solugio local de (2.21), se

para toda sequéncia vidvel {xy}y C T (x*) eziste um ko € N tal que
F(xp) = F(x), k>ko (2.30)
Teorema 2.7 (Caracterizagdo da solugdo) Sex* € Q € solugio local de (2.21), entao
toda sequéncia vidvel {x;}y C T (x*) satisfaz
VFx)'6>0 (2.31)

onde 0 € qualquer direcio limitante de uma sequéncia vidvel.
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2.3.3 Caracterizando as direcoes limitantes: qualificacao das
restricoes

O teorema 2.7 é bastante geral, entretanto este requer o conhecimento de todas as dire¢oes
limitantes para todas as sequéncias viaveis 7 (x*); entdo este ndo é muito util como
proposicao. Nesta secdo 2.3.3 é mostrado que as qualificagdo das restri¢coes permitem
caracterizar as propriedades sobressalentes de T (x*), e logo tornar a condigao (2.31) facil

de verificar.

Uma qualificacao das restrigoes usada frequentemente, aqui ja definida, é a qualificacao
das restrigoes linearmente independente (LICQ) dada na defini¢ao (2.6). O seguinte lema
mostra que quando a LICQ é assegurada, existe uma forma organizada para caracterizar
o conjunto de todas as possiveis dire¢oes limitantes 0 em termos dos gradientes VC; (x*)

das restrigoes ativas em x*.

Introduzindo a notacdo A, para representar a matriz na qual as linhas sdo os gradientes

das restricoes ativas no ponto de 6timo.

A= V0 (x")] (2.32)

1EA(x*)

Lema 2.1 (Caracterizagao das diregGes limitantes) As duas sequintes proposicoes

sao verdadeiras.
(i) Se d € R™ € uma diregao limitante de uma sequéncia vidvel, logo
SVC (x*) =0, Vie&, §VC(KE)=0, Vie AX)NZ (2.33)

(i) Se (2.33) se mantém com ||6||a = 1 e a condi¢ao LICQ) é satisfeita, entdo 6 € R"™ é

uma direcao limitante de alguma sequéncia vidvel.

O conjunto de diregbes definido por (2.33) possuem um rol central nas condigoes do ponto

Otimo.

Defini¢ao 2.10 (Cone tangente e normal a regido viavel) Um vetor w é tangente

a regido vidvel & em x € Q, se para toda se sequéncia {Xp}y, Xp € Q, k € N, com
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lim, oo X = X € {tk}N uma sequéncia de reais positivos tal que limy_, ot = 0, k € N,
existe uma sequéncia {w}y, Wi € R", k € N, com limy_,oo Wy = W tal que X+t Wy, € Q,
k e N.

O conjunto Tq (x) de todos os vetores tangentes a & em x € § é um cone, i.e., a sequinte

propriedade € satisfeita
weTg(x) = aweTg(x), Ya>0

Ta (x) € chamado de cone tangente a Q2 em x.

O cone normal Ng (x) € o complemento ortogonal ao cone tangente, ou seja

Ng(x):{veR"\vtwgo, VWG’]})(X)}

Defini¢do 2.11 (Diregao limitante e cone tangente) Dado um ponto x* e o con-

junto dos indices das restrigoes ativas A (x), o conjunto Fy é definido por

§'VC; (x*) =0, Vie &,
Fi={ad|a>0,
OVC (x*) =20, VieAx)INZ
O conjunto de vetores de diregoes limitantes a partir de x viavel é chamado de cone de

diregoes limitantes, F; com o = 1.

2.3.4 Multiplicadores de Lagrange

O lema 2.1 expressa que quando a LICQ ¢é assegurada, o cone F; ¢é o conjunto de todos os
multiplos positivos de todas as dire¢oes limitantes de todas as sequéncias viaveis. Ainda,
a condi¢ao (2.31) do teorema 2.7, como ja foi mencionado é invidvel de ser verificada.
O seguinte lema fornece uma alternativa pratica de ser verificada, fazendo o uso dos

multiplicadores de Lagrange.

Lema 2.2 (Inexisténcia da diregao descendente) Nao existe dire¢io descendente

0 € Fy para a qual VF (X*>t 0 < 0, se e somente se existe um vetor A\ € R™ tal que

V)= Y AVC () =AY A A >0VieAx)nT (2.34)
1EA(x*)
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2.3.5 Demonstracao do Teorema 2.6

Combinando os lemas 2.1 e 2.2 se consegue produzir as condi¢bes KKT descritas no
teorema 2.6. Supondo que x* € R™ é um ponto viavel sobre o qual a LICQ é assegurada.
O teorema diz que se x* é uma solugao local de (2.21), entdo existe um vetor A* € R™

que satisfaz as condigbes (2.26a), (2.26b), (2.26¢), (2.26d), (2.26¢) (KKT).

Primeiro foi mostrado que existem multiplicadores \;, i € A (x*) tal que satisfazem (2.34).
O teorema 2.7 expressa que 0'VF (x*) > 0 para todos os vetores § que sao diregoes
limitantes de sequéncias viaveis. Do lema 2.1, se a LICQ é assegurada, o conjunto de todas
as possiveis diregoes limitantes é exatamente o conjunto de todos os vetores que satisfazem
(2.33). Colocando estas duas proposi¢oes juntas, se encontram todas as dire¢oes § que
satisfagam (2.33) e ainda §'V.F (x*) > 0. Logo do lema 2.2, tem-se que existe um vetor

A que satisfaz (2.34), conforme proposto.

Definindo o vetor A* por

(2.35)

0, caso contario

i, € A(x*
A*:{ i€ A(x)

Esta escolha, juntamente com a solucgao local x* satisfaz as condi¢bes KKT. Com estas

consideracoes, se verificam, uma a uma, as condigoes KKT.

A condigao (2.26a) vem dada por (2.34) e as definigoes (2.24) da func¢ao Lagrangiana
e (2.35) de \f;

As condigoes (2.26b) e (2.26¢) sao satisfeitas desde que x* seja um ponto vidvel;

A condicao (2.26d) é satisfeita, ja que de (2.34) tem-se Af > 0 para i € A (x*)NZ,
enquanto que de (2.35) tem-se A\f = 0 para i € T \ A (x*). Logo, A\f > 0;

A condigdo (2.26e) é satisfeita, ja que para i € A(x*) NZ tem-se C; (x*) = 0,

enquanto que para i € Z \ A (x*) tem-se Af = 0.

Isto completa a demonstragao.
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2.3.6 Condicoes do ponto de 6timo de segunda ordem

Na descri¢ao das condigoes do ponto de 6timo de primeira ordem — condigoes de KKT —
foi relatado como devem resultar as derivadas primeiras de F e das restri¢coes ativas
C; sobre x*. Uma vez satisfeitas tais condigdes, o “movimento” sobre qualquer vetor
w € F) produz um acréscimo na aproximagao de primeira ordem da func¢ao objetivo, i.e.,

w!VF (x*) > 0, ou este valor é mantido, i.e., w'VF (x*) = 0.

A necessidade de usar derivadas de segunda ordem para verificar a existéncia um ponto de
6timo ocorre quando nada mais se pode saber, no que concerne, das derivadas de primeira
ordem, i.e., quando w'VF (x*) = 0 nada se sabe sobre o crescimento ou decrescimento
da funcao ao longo desta direcdo. Logo, para completar com a caracterizacao do ponto
de 6timo falta saber quais as implicac¢oes das derivadas segundas da funcao objetivo e das

restrigoes sobre ponto de 6timo.

Condigoes de segunda ordem sao obtidas examinando os termos das derivadas segundas na
expansao de Taylor da funcao objetivo e das restri¢oes, esta informagao adicional resolve
o problema a cerca do crescimento de F. Essencialmente, as condi¢oes de segunda ordem
fornecem informagoes sobre a curvatura da funcao Lagrangiana nas dire¢oes “indecisas”

— as diregoes w € F tal que F (x*) = 0.

Como ja mencionado, se assume que todas as fungdes envolvidas sejam suaves e pelo

menos duas vezes diferencidveis.

Dado F} pela definicao 2.11 e algum vetor multiplicador de Lagrange \* satisfazendo as

condigoes KKT, se define um subconjunto F, (\*) de F} por
E(\)={weF |VC ) w=0,Vic A(x*)NT com \* >0} (2.36)

De forma equivalente
VC (x*)'w=0, Vie€&
weRL(N) e VG ) w=0, VicA(x*)NTcom \*>0 (2.37)
VC (x*)'w=>0, Viec Ax*)NZcom \* =0
O conjunto F, (A*) que contém os vetores w tende a manter as restrigoes de desigualdade

ativas, para as quais a componente A} é positiva, bem como para as restri¢oes de igualdade.
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Da defini¢ao (2.37) e do fato que A\ = 0 para toda componente inativa i € Z \ A (x*),
segue

weFR(\) . NVCGE)w=0, VicfUuZ (2.38)

Logo, das condigoes KKT (2.26a) e pela defini¢do da fungao Lagrangiana (2.24), tem-se
weFR ) . wVFE)= > MNwVC(x)=0 (2.39)

i€EUT
Conforme o requerido, o conjunto F» (A\*) contém diregoes de F; das quais nao se sabe,
por informagoes obtidas das derivadas primeiras, se a funcao objetivo F ira crescer ou

decrescer ao longo da mesma.

Teorema 2.8 (Condigoes necessarias de segunda ordem) Supondo que x* € 2 é
um minimo local de (2.21) e que é assequrado a LICQ) em x*. Sendo \* € R"™ um vetor
multiplicador de Lagrange tal que as condigoes KKT sao satisfeitas, e sendo Fy (\*) o

conjunto definido em (2.36), entao

WV L (X* N )w >0, Vw e Fy(\Y) (2.40)
Em outras palavras o Hessiano da funcdo Lagrangiana deve ser positivo semi-definido.
Requerendo que o Hessiano da fungao Lagrangiana V., L (x*,\*) seja positivo definido

sobre Fy (A*), se constitui as condigoes do ponto de 6timo. Observar que a LICQ nao é

requerida.

Teorema 2.9 (Condigoes suficientes de segunda ordem) Supondo que x* € ) é
um ponto vidvel e que existe um vetor multiplicador de Lagrange \* € R™ tal que as

condicoes KKT sdo satisfeitas. Ainda, supondo que

WV L(x*\)w >0, Ywe F(\) (2.41)
Entao, x* € um minimo local estrito.
Finalmente, desde que x;, com k£ € N pode ser designado por uma subsequéncia viavel

N C N tal que {x;},, converge com uma dire¢do limitante J, tem-se que F (x;) > F (x*)

para todo k > k.
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2.3.7 Problemas nao suaves

O fato da funcao objetivo e as restrigdes serem suaves é uma importante questdo na
caracterizagdo da solucgao, assim como nos problemas de minimizagdo sem restrigoes.
Este assegura que a funcao objetivo e as restrigbes apresentem um comportamento
razoavelmente previsivel e permite que os algoritmos facam uma boa escolha na busca

linear.

O problema da nao suavidade das restricbes pode ser facilmente contornado pela
substituicao da restricdo nao suave por varias restri¢goes suaves. Assim como na otimizacao
sem restri¢oes de problemas nao suaves se pode reformular o problema, de maneira tal que
resulte um problema de otimizagao com restrigoes, onde todas as fungoes envolvidas sejam

suaves (estes problemas ocorrem quando F ¢ um méaximo de um conjunto de fungoes).

2.3.8 Sensibilidade

A conveniéncia de usar multiplicadores de Lagrange pode nao ser clara, entretanto o rol
destes tem um significado bastante intuitivo. Cada valor dos multiplicadores de Lagrange
A%, expressa a sensibilidade do valor 6timo F (x*) na presencga das restrigoes C;. Em outras
palavras, A7 indica o quao forte F esta “empurrando” ou “puxando” contra a particular

restri¢ao C;.

Escolhendo uma restri¢ao inativa ¢ ¢ A (x*) tal que C; (x*) > 0, a solu¢do x* e o valor
da funcao F (x*) sao indiferentes a presencga da restricdo. Entdo da expressao (2.26e)
tem-se que A} = 0, o multiplicador de Lagrange indica que tal restrigao ¢ insignificante.
Perturbando esta restri¢ao inativa, esta ainda continua inativa e x* continua sendo solucao

do problema de otimizagao.

Supondo agora que esta restrigdo i é ativa, i € A(x*), e se perturba tal no sentido
oposto do gradiente da restrigao (isto significa que a perturbagao desloca a fronteira da
restri¢ao para o lado da regido inviavel). Isto produz que C; (x*) > —¢||VC; (x*)]|2 em vez
de C; (x*) > 0. Supondo que a perturbacao € seja suficientemente pequena para que a

solucdo x* (¢) mantenha o mesmo conjunto de restri¢oes ativas, e que os multiplicadores
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de Lagrange nao sejam muito afetados pela perturbacao. Logo, tem-se que
—€[[VC; (x|l = € (x (€)) = Ci (x") = (x (€) — x)" VCi (x)
0=C;(x*(€) = Cj (x) = (x" (¢) —x")" VC; (x7)
Vi€ AX)|j#i
De maneira andloga, o valor de F (x* (¢)) pode ser estimado pela expressao (2.26a). Logo
F(x" () = F (x) = (x" (¢) = x") V.F (x)

= D AN (e) - x*)' VC; (x*)
JEA(x¥)

~ =€ VG (x7)[|2A]
Tomando o limite em ¢, a familia de solucoes, satisfaz

dF (x (€))

2~ NIV )l (242)

Na andlise de sensibilidade se pode concluir que se o valor —A}||VC; (x*)]|2 é grande, entao
o valor do 6timo é sensivel ao deslocamento da i-ésima restricao. Caso A} = 0 para uma

dada restri¢ao 7, a perturbacao nesta, provavelmente nao afetara o 6timo.

A anadlise de sensibilidade motiva a seguinte definicao, a qual qualifica as restri¢oes tendo

ou nao seu correspondente multiplicador de Lagrange igual a zero.

Defini¢ao 2.12 (Classificagdo das restrigdes de desigualdade) Sendo x* a solugio
do problema (2.21), e supondo que as condi¢oes KKT sdio satisfeitas. Se diz que uma
restricao de desigualdade C; é fortemente ativa se i € A(x*) e A\f > 0. Se diz que uma

restricio de desigualdade C; é fracamente ativa se i € A (x*) e A\f = 0.

Observar que a andlise de sensibilidade independe do fator de escala da restricao
individual, i.e., multiplicando C; por a, o novo problema serd equivalente, ji que o
multiplicador de Lagrange resultara dividido por a e o gradiente da restricdo resultara
multiplicado por a, assim mantendo o produto A!||VC; (x*)||s idéntico. Entretanto, o
mesmo nao ocorre se o fator de escala é aplicado a fungao objetivo, para um fator de
escala a os multiplicadores de Lagrange resultarao multiplicados por a e a sensibilidade a

perturbagao sera multiplicada por a.
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2.4 Programacao quadratica

O problema de programacao quadratica ¢é caracterizado por uma funcao objetivo
quadratica e restricoes lineares

1

min ¢ (x) = §Xth + x5 (2.43a)
sujeito a alx =0b;, i€& (2.43Db)
e ax>=b, i€l (2.43c)

onde G é uma matriz simétrica n x n, £ e Z sdo os conjuntos finitos de indices, e J, x e
{a;}, i € EUT sao vetores de n componentes, b; sao escalares. Se a matriz G, for positiva
semi-definida, entdo o problema (2.43a) é convero e existe apenas um minimo. Existem
algoritmos para problemas convexos, muito eficientes, possuindo um nimero finito de

iteracoes, e ainda detectam os casos sem solucao.

Segundo Nocedal e Wright (1999), este algoritmo é entendido em trés etapas

o As restricoes de igualdade sdo eliminadas pela substituicdo destas na funcao
objetivo (problema padrao), i.e., as restri¢oes de igualdade simplesmente sdao uma

dependéncia entre as variaveis;

« Por simples operacoes algébricas, se consegue reduzir o problema a um problema
linear, ainda este é chamado de problema de complementaridade linear, ja que a

fungao objetivo toma a forma (2.26e);

o Recupera-se a solucao para o espago original com o computo das variaveis

eliminadas.

2.5 Programacao quadratica sequencial — SQP —

Os algoritmos de programacao quadratica sequencial ainda sdao os algoritmos mais
utilizados e mais robustos para problemas de programacao nao-linear. O algoritmo
foi proposto por Wilson, e posteriormente o algoritmo foi abordado em uma forma
quase-Newton. Han obteve um algoritmo convergente e Powell demonstrou que tal era

superlinear.
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O método SQP do acréonimo em inglés sequential quadratic programming surge da
aplicacado do método de Newton a funcao Lagrangiana, com 0p = X — Xp_1 € AN, =

)\k - >\l~c—17 i.e.,

Ve (X6, A6)  Vou L (Xk,Ak) Ok
VarLl (xp:.A6) VL (Xk, k) AN

_ [ VQC,C (Xka)\k) ]
a v,\ﬁ (Xk,)\k)

Denotando por W a componente V. L (xx,A\x) € sendo A definida por (2.32), a expressao

(2.44) resulta
w Al Ok VF (xk)
oL [ 24

Escrevendo as condigoes de Karush-Kuhn-Tucker, chega-se na seguinte expressao

(2.44)

1
ia,iw(sk + VF" (x) O, (2.46a)

sujeito a  VC! (xx) 0 + C; (x) = 0 (2.46b)

min
Ok

Observar que (2.46a) e (2.46b) formam o problema de programacao quadratica no
ponto X;. Executando este problema sequencialmente, tem-se a programagcao quadratica
sequencial. Em geral, este método é empregado com a abordagem quase-Newton.
Obviamente, este problema foi apresentado apenas para restrigbes de igualdade. Se
este for o caso, entdao o problema se resume na obtencao da solu¢do de um sistema de
equagoes lineares. Caso existam restrigoes de desigualdade, este resultaria em um sistema

de inequagoes.

Para contornar este problema basta reescrever o problema da forma mais geral, conforme
(2.21), e aproximar a fungao objetivo a uma forma quadrética e as restri¢oes, tanto as
de igualdade como as de desigualdade, a uma forma linear, e assim resolver o problema

proposto na programagao quadratica, i.e.,

sujeito a  C; (xx) + VC} (xx) 0, =0, €& (2.47b)
e Ci(xp)+VC (xx)0, =0, i€l (2.47c)

Este subproblema, apenas resolve a obtenc¢ao da direcao de busca. Logo, definida a direcao
de busca Wilson, Han e Powell sugeriram utilizar como fun¢ao objetivo na busca linear,
a funcao de penalidade exata, p. Esta funcao é definida por

px)=Fx)+ > nillC(x)]: (2.48)
1€A(x*)
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onde os r;, fatores de penalidade, sao definidos como r; > \;. Esta funcao objetivo ndao tem
apenas como finalidade diminuir o valor de F, mas também diminuir o grau de violagao
das restrigoes. Isto se consegue por meio da penalizacao incluida na funcao objetivo. Os r;
indicam o grau de penalizacao sobre cada restri¢ao, i.e, ao violar uma restricao a fungao
objetivo ¢ penalizada, e maior serd a penalizacao quanto maior for o multiplicador de
Lagrange para tal restricdo. Observar que o uso da func¢ao de penalidade representa uma

minimizagao sem restrigoes, i.e., o problema restrito se tornou um problema irrestrito.

2.6 Algoritmo de otimizacao — SQP —

O algoritmo necessita de um ponto de partida xg e uma matriz By simétrica e positivo
definida como aproximacao do Hessiano da funcao Lagrangiana. Em linhas gerais o

algoritmo desenvolve-se da seguinte maneira

o Passo 1: Obter os vetores d e A no ponto X, a partir da solu¢do do subproblema

de programagao quadratica (2.47a, 2.47b, 2.47¢);

« Passo 2: Verificar os critérios de parada;

|VF! (xx) Oll2 < toly
max C; (x) < toly (2.49)
Z Cz (Xk) < tOlg

onde o primeiro critério verifica o decréscimo de F na direcao §, o segundo critério
verifica a restricao mais violada, e o terceiro critério verifica a soma das restrigoes

violadas.

« Passo 3: Fazer a busca linear utilizando a fun¢do p (x) definida em (2.48), sobre a

direcao ¢, assim determinando o passo a ser efetuado;
o Passo 4: Atualizar a aproximacao do Hessiano da fungao Lagrangiana, BFGS;
e Passo 5: Voltar ao Passo 1 com o0 novo Xj.

Em geral a aproximagdo do Hessiano da funcao Lagrangiana, comeca com uma matriz

com componentes proporcionais a matriz identidade, i.e.,

B, = byl (2.50)
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onde by é definida pelo usuario do programa; ainda a matriz B deve ser reinicializada para
nao se ter influéncia de pontos muito distantes do ponto corrente. O reinicio periédico é

definido pelo usuério do programa.

Ainda, como dado de entrada é fornecido o vetor de fatores de escala para a variavel. Este

nao pode ser modificado no andamento do codigo.

2.7 Introducao a avaliacao de derivadas

As derivadas de funcoes tem sidos obtidas de inimeras maneiras, desde analiticas e semi-
analiticas até numéricas. Na otimizacao ainda consegue-se obter expressoes analiticas
e semi-analiticas para avaliar as derivadas. Entretanto isto limita-se a casos muito

particulares.

Modelos adjuntos sdo ferramentas desenvolvidas para modelagem inversa de sistemas
fisicos. A modelagem inversa ¢é utilizada em diversas areas da Ciéncia como a geofisica,
a fisica molecular e otimizacao estrutural, aerodinamica e aeroelastica. As aplicagoes de
modelos adjuntos podem ser encontradas em ajuste de fungoes, analise de sensibilidade,
determinacao de vetores singulares e adaptacao de malhas. Este trabalho é concentrado
em formulagoes adjuntas, entretanto sao revisados diferentes métodos para avaliar a

sensibilidade.

2.8 Diferencas finitas ou divididas

O modelo largamente usado na analise de sensibilidade é também o mais intuitivo e de
mais facil implementacao. Este modelo, Diferencas Finitas (FD do acrénimo em inglés
Finite Difference) ou Diferencas Divididas (DD do acrénimo em inglés Divide Difference),

tem sido usando em trés formas: avante (forward), retrégradas (backward) e diferengas
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centradas (centered differences). Logo

OF (x) _ F(xi+0x;) — F (%)

OF (x) N F(x;) — F (x; — 0x;)

e~ i (2.51b)
oF (X) ~ F (Xi + 5Xl) - F (Xi — (SXZ)

o, 20%: (251c)

onde F é uma funcdo, x é o vetor de variaveis independentes, dx; é uma pequena
variacao da i-ésima variavel independente e o indice ¢ varia de 1 até o niimero de variaveis
independentes, n. A expressdo (2.51a) e (2.51b) corresponde a uma diferenca avante e
retrogradas, respectivamente, enquanto a expressao (2.51c) corresponde a uma diferenga

centrada.

Em geral, os valores das perturbacoes dx; variam de 107° a 107%. Nas propostas de
diferencas avante e retrégradas a aproximacao é da ordem Jx;, enquanto nas diferencas
centradas a aproximagao ¢ da ordem ¢x?. Entretanto, a avaliagio do gradiente via
diferengas avante ou retrégradas requer n + 1 avaliagoes da fun¢do; enquanto a avaliagao

do gradiente via diferengas centradas requer 2n avalia¢oes da funcao.

2.9 Diferenciacao de algoritmos

No que concerne a diferenciagao automatica, algumas poucas proposicoes sao apresentadas
no sentido de explanar esta abordagem. E simples entender um algoritmo numérico
como a composicao de fungoes, onde cada passo do algoritmo é uma simples fungdo. A
composicao destas fungoes deve ser diferenciada no intuito de obter um novo algoritmo.
O algoritmo diferenciado deve, adequadamente, avaliar as derivadas das variaveis de saida
(output) em relagao as variaveis de entrada (input). Usando o Teorema da Derivada da
Funcao Composta, i.e., regra da cadeia, o algoritmo diferenciado resulta em uma miltipla
multiplicagao de matrizes, onde cada produto pertence a um passo particular do algoritmo

numérico.

Sendo F uma funcao, definida por um algoritmo numérico.
F . R" — R™

X—=Yy
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onde x € R é o dominio em um espaco n-dimensional real e Y € R™ ¢é o codominio em

um espac¢o m-dimensional real.

Ao contrario do algoritmo inteiro (como uma unidade de estrutura tnica), é possivel
encontrar uma representacao explicita para cada passo do algoritmo numérico. Desta
maneira, este ¢ decomposto em k£ € N passos, onde N é o conjunto dos nimeros naturais.
FURTT SR 1<I<E
AR
k d

1 .~ s e sz o def ef def , <~
onde z' sdo as variaveis mtermedlarlas, sendo z° = x e 2" = Yy, onde = ¢é a proposicao

definicao.

Usando o operador composicao de fungoes, (), a composicao F ¢é estabelecida por
Fx)=QF x)=(Fo.. . 0oF)(x) (2.52)

sendo F! uma funcdo diferencidvel.

Assim é possivel avaliar seu Jacobiano no ponto x¢ com

of OF;
Ajj (x0) < ax(.X)
J

1<i<m A 1<j<n (2.53)

X=X(

Aplicando a regra da cadeia, a seguinte expressao é obtida

OF* OF!

= 51 (2.54)

k—l e
zk—1=) Fl(x0)
=1

As diferentes estratégias de diferenciacdo sdo baseadas na propriedade associativa da
multiplicagdo de matrizes. Computacionalmente, as duas estratégias mais comuns
que surgem neste contexto sdo: multiplicacdo avante forward multiplication e retro-
multiplicagdo backward multiplication. De acordo com Giering e Kaminski (1996)
estratégias mais eficientes podem ser obtidas quando a esparsidade do Jacobiano é

trabalhada (compressao do Jacobiano).

No modo avante, a multiplicacao de matrizes é avaliada na mesma ordem da composicao,

OF* oF* (0F* OF
(e (- (5 (o 5))) o5
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e todos os resultados intermediarios possuem n colunas. No modo reverso, a multiplicacao

de matrizes é avaliada para tras (na ordem reversa), i.e.,

OFF  OFFL\ OFh? OF!
(o ) ) ) ) 23

e todos os resultados intermediarios possuem m linhas.

2.9.1 Modo reverso adjunto — funcao escalar

Na otimizag¢ao numeérica, geralmente, n > m e m = 1, e o modo reverso é preferivel devido
ao fato de que menos tempo computacional é necessario. Entretanto, para cada caso, o

tempo computacional e o requerimento de memoéria devem ser analisados em justaposicao.

Tomando a seguinte definicao para um resultado intermediario de uma fungao escalar
def A
20 = OF (x0) 1<I<k (2.57)
i=1
se conclui que a variacao 6z! é fungao da variacio da varidvel independente (ou varidvel

de controle) dx, e esta pode ser estabelecida por

0 (é)l F (x)>
ox

ozl =

0% (2.58)

X=X

deste mesmo modo, a variacao da variavel intermediaria é fungao da variacao da varidvel

. e . def .~ .
intermedidria anterior, e com dz° = §x, a proposicao fica definida por

afl Zlfl
0z’ = GZ(H) -0z (2.59)

—1_,l—1
z —ZO

O operador adjunto definido sobre um apropriado produto interno, (-,-), é definido na
algebra linear como (v, T (u)) = (T (v),u), onde u,v € V e T* é a transformagcao adjunta
de T : ¥V — V; sendo V um espaco normado. Para o produto interno Euclideano o

operador adjunto é a matriz transposta.

O adjunto de um resultado intermediario é expresso como o gradiente de F em relagao

ao resultado intermediario

74 v, O F ()

i=l+1

(2.60)

[ p—
Z'=17
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Denotando o produto interno em um espago Euclideano por (-, ), e com a definigdo de

gradiente expressa por 6F & (V F (xp), 0x), pode-se obter
OF = (5, o2") (2.61)

onde é natural que a Equagao (2.61) se mantenha para todo [ e

— -1
Zl 1_Z0

(072,

l

<5*Zl (af ))

' oz!~1

8.7:l

<( o ) 5*zl,5zl_1>
Z

*_[—1 afl (Zl_l)

0z T = B

De acordo com a defini¢do do operador adjunto como uma matriz transposta, a Equacao

<5*sz17 (5zl’1> _

1—1_,01—1
z ZO

-5t (2.62a)

1—1_,l-1
z _ZO

(2.62) pode ser escrita como

o7, <ZH) -6z (2.63)

-1y l—1
z —ZO

e esta Equagdo (2.63) exemplifica um simples passo do algoritmo adjunto.

O gradiente de F ¢ avaliado no ultimo passo do algoritmo adjunto, logo

52" = §*x = V F (2.64)

A construgao do cddigo adjunto foi apresentada por Giering e Kaminski (1996). Outra
maneira de obter o mesmo resultado pode ser obtido com a teoria de grafos orientados

(Griewank e Walther, 2008).

2.10 Convexidade e unicidade

A falta de convexidade da funcdo objetivo pode tornar o problema de otimizacao
extremamente complexo e provavelmente os algoritmos classico de otimizacao nao poderao
atingir o ponto de minimo. Ainda, é mais preocupante o fato de que o problema pode

nao possuir unicidade da solug¢ao. Tornando-o um problema irrelevante sob o enfoque
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fisico, uma vez que pode ser obtido um minimo que nao seja de interesse. Naturalmente,
a falta de unicidade invariavelmente leva a nao-convexidade, embora o reciproco nao seja
verdadeiro. Conforme ja mencionado uma funcao é convexa se e somente se o Hessiano

desta for positivo semi-definido.

Em geral, as fun¢des de resposta de problemas de otimizagdo de forma sao altamente
nao-convexos, especialmente para estruturas finas e leves. A nao-convexidade é causada
por grandes diferencas na eficiéncia de mecanismos de transporte de carga, por exemplo,
transferéncia de carga através de uma acao de flexdo ou membrana. Outra fonte
de nao-convexidade é a interacao de diferentes modificagoes locais do projeto. Um
exemplo famoso sao problemas de otimizacao de enrijecedores estruturais, onde um grande
numero de possiveis projetos de enrijecedores apresentam propriedades estruturais quase

equivalentes (Firl, 2010).

A convexidade de uma funcdo de resposta na otimizacdo estrutural e aerodinamica
depende do tipo de func¢ao e os tipos de variaveis empregadas para descrever a geometria
6tima. A convexidade de fungoes de resposta e a unicidade da solucao sdo temas em
aberto. Estritamente, nao ha nenhuma garantia de que a otimizacao de algoritmos
baseados em gradiente ira obter o 6timo global. Este fato motiva o desenvolvimento
de métodos ordem zero ou métodos nao diferenciaveis. Estas sao as estratégias
Evolucionérias, em particular os algoritmos genéticos, e também métodos Estocasticos.
Entretanto este métodos apresentaram-se extremamente ineficientes para problemas de

otimizacao em grande escala.

Existem varios métodos para reduzir a nao convexidade de uma funcgao de resposta. Antes
de tudo, é a prépria definicdo de funcao. Em muitos casos, as formulagoes integrais sao
muito mais suaves do que parametros discretos locais. Assim, a propriedade estrutural
desejada deve ser quantificada numa formulacao integral, se possivel. Além disso, o tipo de
parametrizacao da forma e o nimero de variaveis de concepcao tem uma grande influéncia
sobre a convexidade da funcao de resposta. Em geral, o nimero de variaveis deve ser
razoavel para o problema real, mas que nao devem ser desnecessariamente aumentados.
Os métodos de regularizagdo também sao bem adequados para reduzir os efeitos negativos

das fungoes de resposta nao-convexos (Firl, 2010).
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Uma estratégia simples para evitar os problemas intrinsecos a falta de convexidade é a

filtragem do gradiente. Neste trabalho sera empregada a convolugao do gradiente como
filtro. A convolucao integral é definida por

(fg)@) = [ () glw=r)dr

(2.65)
e pelas propriedades intrinsecas a convolugao, tem-se para o gradiente da fungdo objetivo
0F" OF OF
— (2L — [ Z(x—7)- d 2.66
(o) = [ S x—m)g(x)dr (2.66)
b
de ==
onde I

e 2 representam o gradiente filtrado e o dominio onde é aplicado o filtro.

A fungao empregada como filtro neste trabalho é a exponencial, i.e., g(x) = exp ™",
onde z e ns representam a distancia espacial entre as varidveis de projeto e um coeficiente

constante. O coeficiente ns representa o nivel de influéncia entre as varidveis que se deseja,

quanto menor, maior serda a dependéncia entre as variaveis

Na Figura 2.2 é apresentada a fungao filtro g(x).

1

Figura 2.2: Fungao filtro radial.
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Capitulo 3

B-spline Racionais Nao-Uniformes —

NURBS

3.1 Introducao a parametrizacao NURBS

A tecnologia CAD (do acronimo em inglés, Computer Aided Design) esta intimamente
relacionada ao trabalho desenvolvido por DeCasteljau (1959) e Bézier (1966, 1967, 1972),
estes criaram a representacao paramétrica de entidades geométricas usando splines.
Splines foram introduzidas por Schoenberg (1946) como representacao polinomial suave
definidas por partes, onde uma curva pode ser definida em termos de pontos de controle
e fungdes polinomiais apresentando uma forma simples e local, entretanto flexivel e
globalmente suave. A formulacao de Bézier adota fungoes de base baseadas nos polinémios
de Bernstein (Bernstein, 1912). DeCasteljau contribuiu ao trabalho de Bézier a traves
do desenvolvimento de algoritmos eficientes para computar pontos sobre curvas Bézier.
Os conceitos envolvendo fungoes spline, formulacao paramétrica para curvas Bézier e
algoritmos de DeCasteljau foram apresentados contemporaneamente por deBoor (1972)
e Cox (1972), onde procedimentos de parametrizagao para B-spline (basis spline) foram

desenvolvidas.

3.2 Funcgoes paramétricas

As trés formas, de se representar analiticamente curvas, superficies e sélidos (largamente

usadas na modelagem geométrica computacional ou CAGD, do acronimo em inglés,
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Computer Aided Geometry Design) sao fungoes explicitas, implicitas e paramétricas. A
forma explicita é um caso particular da forma implicita, a qual descreve uma relacao
implicita entre as quantidade envolvidas. Na forma paramétrica, cada quantidade é
explicitada e independentemente descrita em funcdo de um, dois ou trés parametros

independentes, para curvas, superficies e sélidos, respectivamente.

Talvez a diferenca mais relevante entre as formas implicita e paramétrica é que na implicita
existe uma unica funcdo que descreve analiticamente certa entidade (curva, superficie
ou sélido) ja na forma paramétrica existem infinitas parametrizagdes que descrevem

analiticamente a mesma entidade.

Na expectativa de descrever curvas, superficies e sélidos complexos, representacoes
paramétricas sao utilizadas. E neste contexto, parametrizacoes NURBS (do acrénimo
em inglés, Non-Uniform Rational B-spline) sao utilizadas para descrever dominios fisicos,
e campos de solucao. Assim, para estruturas de vigas, cascas e sélidos;

uma representacao para curvas na forma

uma representacao para superficies na forma

S(&n) = (x(&n),y(&n),z(&n) Y(En) € lab] x[cd (3.2)

e uma representacao para solidos na forma

G(&n,0) =@ (&n0),y(EnC),2(n,¢) V(EnC) €la,b] x[c,d] x[e, f] (3.3)

é buscada, respectivamente.

Em relacdo ao campo de variagdo dos parametros, os intervalos [a,b], [¢,d] e [e, f] sdo

arbitrados, mas comumente usa-se o intervalo [0, 1], [0, 1] e [0, 1]%, respectivamente.

Naturalmente, a representacao de entidades geométricas complexas nao pode ser realizada
apenas com uma funcao polinomial. Deste modo, polinémios paramétricos por partes
e polindbmios paramétricos racionais por partes serdao empregados para descrever as

entidades e os campos na classe de diferenciabilidade desejada.
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3.3 Bézier

Curvas e superficies Bézier foram nomeadas apoés seu inventor, Dr. Pierre Bézier,
um engenheiro da corporacao Renault na década de 60, desenvolver uma formulacao
paramétrica para o uso em modelagem geométrica, publicado em 1972, Bézier (1972). A
formulacao é bastante intuitiva para que projetistas e artistas possam usar sem requerer

o conhecimento mateméatico de geometria analitica e diferencial.

Geometrias do tipo Bézier usam func¢bdes polinomiais explicitas para descrever suas
coordenadas. Uma curva Bézier de n-ésimo grau toma a seguinte forma
CE)=> Bi.(OP;, £€[0,1] (3.4)
i=0
onde as funcoes de base (blending), {B;.}, sao os classicos polindmios de Bernstein de

n-ésimo grau, divulgados por Bernstein (1912), que vem dados por
n 7 n—i
Bin(©) = (1) -9) (3.5)
onde (7;) é o nimero ou coeficiente binomial dado por

<n> - = 35 (36)

e os coeficientes geométricos, {P;}, sdo chamados de pontos de controle, ja que estes
definem ou controlam a geometria parametrizada. O poligono formado pelos pontos de
controles é chamado de poligono de controle. Algumas propriedades importantes sao

listadas a seguir.

Na Figura 3.1 sao apresentadas algumas curvas Bézier com seus respectivos poligonos
de controle. Nestas Figuras pode-se observar que os poligonos de controle definem a
geometria de uma maneira bastante intuitiva. Por esta razdo o método ainda hoje ¢

muito usado, e a maior parte dos programas comerciais tem implementado curvas Bézier.
Nas Figuras 3.2a e 3.2b sao apresentados alguns polinomios de Bernstein.

Propriedades (Picgl e Tiller, 1997):

P.Bézier. 1 Funcgdo positiva semi-definida,
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N Y

) grau dois ) grau trés
) grau trés ) grau quatros

Figura 3.1: Curvas Bézier.

P.Bézier. 2 Particio da unidade: Y1 o B;, =1 Ve € [0,1);
P.Bézier. 3 By, (0) = B, (1) =1;

)

P.Bézier. 4 B, (£) possui um e somente um mdzximo no intervalo [0, 1] e este ocorre em

P.Bézier. 5 Simetria: ¥Yn o conjunto {B;,} é simétrico em relagio a & = %;

P.Bézier. 6 Definicio recursiva: Bjn (§) = (1—&) Bin-1(§) + Bi—14-1(&), tendo
definido B;, (§) =0 < i<0 V i>n;

P.Bézier. 7 Derivadas: B, (§) = % =n(Bi—1n-1(§) — Bin-1(§)) com
Bfl,nfl (f) = Bn,nfl (é) = 0.

deCasteljau, engenheiro contemporaneo a Bézier da corporacao Citroén, a partir das

definicoes de Bézier desenvolveu um algoritmo eficiente para avaliagdo de curvas Bézier.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 02 04 0.6 0.8 1
u u

(a) Polindmios de Bernstein de grau dois  (b) Polindmios de Bernstein de grau nove

Figura 3.2: Funcoes de base Bernstein.

3.4 Coordenadas homogéneas

O conceito de infinito na computagao somente pode ser definido com a introducao do

conceito de coordenadas homogéneas. Considere a quantidade a e um ntimero real w, onde

a quantidade a pode ser um ponto no R!, R? ou R3. Fixando a e variando w, a relacio
a N e .

v =  pode tomar uma gama de variacao de menos a mais infinito. Computacionalmente

pode-se definir v como o par ordenado (a,w), ou seja, para todo w diferente de zero,

v = (a,w) em coordenadas homogéneas ou v = ¢ em coordenadas cartesianas; se w = 0

entdo o ponto (a,0) representa um ponto no infinito.

Tomando o conceito de infinito para o sistema de coordenas cartesianas, pode-se

substituir a triade ordenada (z,y, z) por (I 4 £); neste caso a fungao f (z,y, z) torna-se

w? w? w
f (%, z i) Sendo f uma funcao de n-ésimo grau, multiplicando f por w™ se eliminara
todos os denominadores e ainda todas as condigoes (termos dos polindmios) serao de grau
n. Como consequéncia estes polindmios sao chamados de polinémios homogéneos e as

coordenadas (zw, yw, zw,w) sdo chamadas de coordenadas homogéneas.

Sabe-se da matematica classica que todas as conicas, curvas e superficies, podem ser
representadas através de polindmios racionais, apresentado por Roberts (1965), Riesenfeld
(1981) e Patterson (1985). A ideia das coordenadas homogéneas é representar uma

curva polinémial racional no espac¢o n-dimensional como uma curva polinémial no espaco
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X

(a) Transformagao de um ponto do espago  (b) Transformagao de uma parabola em
homogéneo ao espaco Euclideano uma circunferencia

Figura 3.3: Mapeamento.

(n + 1)-dimensional. Os pontos P = (z,y, z) no espago homogéneo resultam ser P* =
(zw,yw, zw,w) = (X, Y, Z, W) no espago de quarta dimensdao. P é obtido de P" dividindo
todas as coordenadas pela quarta coordenada, W, i.e., quando se faz o mapeamento de
P® desde a origem ao hiperplano W = 1. Este mapeamento, denotado por H, é uma

perspectiva com ponto de fuga na origem sobre o hiperplano W =1

X Y Z
P=M{P"} = M{(X,Y,Z,W)} = (W’W’W) se W0
diregdo (X,Y,Z) se W =0

(3.7)

A Figura 3.3 exemplifica para duas dimensoes este conceito.

Obviamente, para mapear um ponto do espaco paramétrico ao espago Euclideano, para
representacoes paramétricas, se faz o mapeamento do espago paramétrico para o espaco

homogéneo e do espago homogéneo ao espaco Euclideano.

3.5 Bézier racional

Unindo os conceitos apresentados nas secoes 3.3 e 3.4, tém-se fungoes racionais que podem

ser escritas na forma

X (§) Y (§) Z (€)
z(§) = We) y (&) = Wie) z(§) = We) (3.8)

onde X (§), Y (&), Z (&) e W (§) sdo polindmios, e ainda, cada coordenada tem o
denominador comum. Definindo uma curva Bézier racional de n-ésimo grau por

. Z?:o Bi,n (f) w; P;
O B O w
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P; e B;, foram definidos anteriormente na secao 3.3, os w; sao escalares, chamados de
pesos. Entao, W (§) = > Bin (€) w; é o denominador comum da funcao. Exceto quando

explicito, w; > 0, assim W (§) > 0 para todo £ € [0, 1]. Pode-se escrever (3.9) da seguinte

maneira
C)=> Rin(§P; £el0,1] (3.10)
i=0
onde
Bin (&) w;
R; . = : 3.11
" S B O 1y

As R;,, (€) sao as fungoes de base racionais.
As propriedades de R;,, sdo derivadas da expressao (3.10) e das propriedades de B;,,.

Propriedades (Piegl e Tiller, 1997):

P.Bézier. 8 Funcao positiva semi-definida,

P.Bézier. 9 Particio da unidade: Y21 ( R;, =1 VE € 10,1);

P.Bézier. 10 Ry, (0) = R, (1) =1;

)

P.Bézier. 11 R, () possui um e somente um mdzimo no intervalo [0, 1];

P.Bézier. 12 se w; = 1 Vi; entio R;,, (&) = B;, (&) Vi; ie, B;,(§) € um caso

)

particular de R, (£);

Estas produzem propriedades geométricas das curvas racionais Bézier;

P.Bézier. 13 Regido convexa: a curva estd contida na regido convera formada pelo

poligono de controle;

P.Bézier. 14 Transformagoes lineares: transformagoes tais como rotagao, translagdo,
escala e cisalhamento aplicados da curva sdo realizadas aplicando tal transformagdo ao

poligono de controle;
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P.Bézier. 15 Nenhuma reta ou plano contém mais intersecoes com uma curva Bézier do

que esta reta ou plano contém com o poligono de controle da curva;
P.Bézier. 16 Interpolagio dos pontos finais: C(0) =Py e C(1) =P,;

P.Bézier. 17 A k-ésima derivada em & = 0 e & = 1 depende dos primeiros e ultimos
k + 1 pontos de controle e pesos; em particular C (0) e C (1), sao paralelos a P1 — Pq e

P, — P,,_1, respectivamente;
P.Bézier. 18 Curvas Bézier sao um caso particular de curvas racionais Bézier.

Para um dado conjunto de pontos de controle, P;, e pesos, w;, os pontos de controle em
coordenadas homogéneas resultam ser PY = (w;z;, w;y;, w;z;, w;), e assim se pode definir
a curva Bézier nao-racional no espago de quarta dimensao (em coordenadas homogéneas)

Ccomo

C* () = X Bin (€ P (312)

3.6 Vetor de nos

O vetor de nés (knot vector) é um conjunto de valores reais que descrevem as coordenadas
dos nds no espago paramétrico, onde uma sucessao nao-mondtona crescente de valores
pode ser adotado, a qual definird a extensdao do dominio onde as func¢oes de base sao
definidas. O né divide o espago paramétrico em vaos entre nos (periodo de nés), ou
elementos (dentro do conceito do método dos elementos finitos) onde as fungdes de base
sao suaves (C™), observando que o contorno do elemento é representado por pontos,
curvas ou superficies no espaco fisico, dependendo da topologia geométrica associada
ao problema fisico. Apods a definicdo das coordenadas dos nds, o vao entre nés resulta
definido, assim como a extensao de controle das fungoes de base e dos pontos de controle.
O vetor de nos define o dominio das fungoes de base, assim resultando as func¢oes de base

definidas por partes, i.e., suporte local das fungoes de base.

Os vaos entre nés é sempre limitado por dois nés consecutivos, que constitui a entidade

basica da analise IsoGeométrica, da mesma maneira que elementos sao a entidade bésica
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de andlise por elementos finitos (FEA do acrénimo do inglés finite element analysis).
Quando dois nds consecutivos apresentam o mesmo valor no vetor de nés, o vao entre
nos é nulo definindo assim a multiplicidade deste n6. O vetor de ndés com valores de
nos repetidos implica na reducao da classe de continuidades correspondentes funcoes
de base e na multiplicidade do nd, a qual é limitada pela ordem das func¢oes de base,
quando as fungoes de base se tornam interpoladoras, i.e., quando um valor de né possui
multiplicidade p+1 um subdivisdo é obtida. E possivel observar que o niimero de derivadas
continuas das func¢oes de base no né6 com multiplicidade k decresce na quantidade k — 1.
Ainda, é importante observar que o suporte de cada funcao de base sobre o vao entre nos

édep+1.

O vetor de nés é classificado como uniforme sé os nés sao igualmente espacados no espago
paramétrico. Caso contrario, este é definido como nao-uniforme. Um vetor de nds é
também classificado como nao-peridédico, ou aberto, se o primeiro e ultimo nd possui
multiplicidade p + 1 no vetor de nés, quando as func¢oes de base se tornam interpoladoras
no comec¢o e no fim do espago paramétrico, implicando em que os pontos de controle
das esquinas interpolam a geometria. No interior dos nos, as bases, em geral, nao sao
interpoladoras, a menos que uma reducao da continuidade seja necessaria. A utilizacao de
vetores de nés nao-periddicos é usual em CAD, o que permite a assemblagem de elementos

na andlise IsoGeométrica.

O vao entre nés pode manipulado de maneira que regides de grande curvatura e/ou
grandes gradientes nos campos de solucdo possam ser corretamente representados. Se
o nivel de refinamento é insuficiente, as fung¢oes de base podem ser refinadas também,
considerando que o procedimento de refinamento do tipo h e p preservam a geometria e a
parametrizacao. A grande diferenga entre FEM e IGA é que as operagoes de refinamento

h e p nao comutam em IGA, ja em FEM ¢ indiferente a ordem em que h e p sdao aplicados.

3.7 Funcoes de base B-spline

Curvas, superficies e solidos que consistem de apenas um polindmio ou um polinémio

racional sdo inadequadas em geral para representar geometrias complexas, ja que
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o um alto grau é necessario para satisfazer um grande ntimero de restri¢oes; dados
(n+ 1) pontos se precisa de um polinémio de grau (n). Ainda, polindmios de alto

grau sao ineficientes para processar e sdo numericamente instaveis;

o curvas, superficies e sélidos de alto grau sao necessarias para ajustar formas

complexas;

o curvas, superficies e sélidos que consistem de apenas um segmento sao dificeis de

manipular, i.e., o controle nao é suficientemente local.

A solucdo é usar curvas e superficies que sdo descritas por polindmios por partes, ou

polindmios racionais por partes. A Figura 3.4 mostra uma curva, C (£), que consiste de

C 3(”)

C 2':'-1:'

Cl(u)

u,=0 u; u, us=1

Figura 3.4: Trés polindbmios por partes de grau trés.

trés (s, = 3) polindmios de grau trés. C (§) estd definida em ¢ € [0,1]. Os valores dos
pardmetros £, = 0 < & < & < & = 1 sao chamados de pontos de parada (breakpoints).
Eles sdo os pontos dos extremos de cada segmento de polinémio. Denota-se por C; (&)
com i € [1,s,] os segmentos da curva. Os segmentos sdo construidos de maneira que
na uniao se tenha algum nivel de continuidade, nao necessariamente o mesmo para cada
ponto de parada. Sendo Cl(j ) (&) a j-ésima derivada de C; (§), C(£) possui continuidade
paramétrica C* no ponto de parada & se CV7) (&) = Cgi)l (&) para todo j € [0, k].

Obviamente, os polindmios aqui usados serdao os polindmios na forma Bézier. A Figura
3.5 apresenta trés segmentos na forma ctbica de Bézier. P? denota o i-ésimo ponto de

controle do j-ésimo segmento.
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u,=0 u, u, u;=1

Figura 3.5: Curva da Figura 3.4 na forma Bézier.

Se o grau trés, for mantido, e os pontos de parada = = {&,&1,&, &} forem fixados,
permitindo os doze pontos de controle, Pg , variarem arbitrariamente, se obtém um espago

vetorial, S, contendo todas as curvas polinomiais por partes de grau trés sobre =.

S tem dimensao doze, e uma curva em S pode ser descontinua em &; ou &. Supondo que
se especifica (como na Figura 3.5) P = PZ e P2 = P}, isto produz um espago vetorial
S°, i.e., todas as curvas polinomiais por partes de grau trés sobre = sao, pelo menos, de

continuidade C° em qualquer ponto. S° tem dimensao dez e S C S.

Impondo continuidade C* (ja considerando PL = P2), usando a expressio P.Bézier.7 e

avaliando em zero e em um, tem-se
C' (0) =n(P; —Py) C(1)=nP,—P,) (3.13)

Se faz uma mudanca de variavel do tipo

_ & -6
& — & & &

sendo v e w parametros locais nos intervalos [£, 1] e [€1, &s], respectivamente. Entéo,

v

(v,w) € [0,1] x [0,1]. Continuidade C' em &; implica

=1 = (6) = O (6) = O (w=0)

&1 —&o §2— &
e a partir das expressoes de (3.13), tem-se que
3 3
Pl o Pl — P2 _ P2
fog (PP =g g (PP
logo
Pl — (o —&)PL+ (& — &) P? (3.14)

§2— &
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A expressio (3.14) mostra a dependéncia de P} e P2, ji que podem ser escritos em fungio

de P, P2 e P3, P3, respectivamente.

Logo, isto produz um espaco vetorial S, i.e., todas as curvas polinomiais por partes
de grau trés sobre = sao, pelo menos, de continuidade C! em qualquer ponto. S' tem
dimensdo oito e S' € S € S. A continuidade C? é obtida com o espaco vetorial S? de

dimensao seis.

Observar que o que se procura ¢ uma representagao para uma curva do tipo
C(©) = Zfz’ (&) P; (3.15)

onde P; sdo os pontos de controle, e as {f; (§),i=0,...,n} sdo fungoes polinomiais por
partes formando uma base do espago vetorial de todas as fungoes polinomiais por partes
que satisfagam as expectativas prescritas, tais como grau e continuidade, (para uma
sequéncia de pontos de parada fixa = = {¢;},i € [0,s,]). A continuidade vem dada
pelas fungoes de base, ja que os pontos de controle podem ser manipulados sem alterar
a continuidade da curva e a parametriza¢do. Ainda, {f;} podem ser as apresentadas na
secao 3.3; isto assegura que as curvas definidas por (3.15) possuem propriedades similares
as propriedades das curvas Bézier. Outra propriedade importante destas novas fungoes
de base é o suporte local; isto implica que cada f; (§) é ndo nula somente em um nimero
limitado de subintervalos, nao no dominio inteiro, ko, fsp]. Ja que P; é multiplicado por
fi (£), movendo P; somente é afetada a forma da curva no subintervalo onde f; (§) for ndo

nula.

Finalmente, dado um polinomio por partes adequado, podem-se construir curvas por

partes homogénea nao racional.
C" (€)= fi(QP; (3.16)
=0

Uma superficie e sélido nao-racional (3.17) e homogénea nao-racional (3.18) por produto

tensorial, sao dadas respectivamente

S(&m) = Xn: f: fi(§) g5 () Pij
B (3.17)
G0 =235 (08 () () Piss

I\
°

7
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(e =35 £ (€) g, () PY,
=0 7=0
R (3.18)
G (&n,0) =D > fi(&) gi(n) h; (Q) P},
=0 7=0 k=0

3.7.1 Definicao e propriedades das funcoes de base B-spline

Existem diversas maneiras na literatura para definir as fungoes de base B-spline, a mais
aceita e conhecida foi dada por deBoor (1972) e por Cox (1972), a defini¢cdo recursiva

Cox-deBoor.

Sendo = = {50, e ,fsp} uma sequéncia de niimeros reais crescentes (nao necessariamente
monétona crescente), ie., & < 41, 1 = 0,...,5, — 1. Os & s@o os nos (knots), e Z é o
vetor de nés (knots vector). A i-ésima funcao de base B-spline de grau p (ordem p + 1),

denotada por N;, (§), é definida como
1 if & <& <&t
0 caso contrério.
§

§—¢& Sivpr1 —
ELSLUNY VA _Sitpl 76
Civp—& " (&) + Sitpr1 — it

Nio (§) = {
(3.19)

Nip(§) = Niy1p-1(6)

Observar que

Nio (&) é a funcao de Heaviside (degrau unitdrio), igual a zero em todo o dominio

exceto no intervalo semi-aberto & € [§;,&i41);

e para p > 0, N;,(£) é uma combinagao linear de duas fungdes de base de grau

(p—1);

e 0 computo de um conjunto de fungoes de base requer a especificacdo do vetor de

nos, =, e do grau, p;

e a expressao (3.19) pode produzir uma forma indefinida (relagdo por zero) ou uma

forma indeterminada (quociente zero sobre zero); estes sao definidos iguais a zero;

o as N;, () fungdes polinomiais por partes estdo definidas no conjunto dos reais; em

geral somente interessam no intervalo semi-aberto [£y, &n);
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« o intervalo semi-aberto [;, &;11), é chamado de periodo do i-ésimo nd; este pode ter

comprimento zero ja que os nés podem nao ser distintos;

» o computo das fungoes de base geram uma Tabela triangular truncada, Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Tabela triangular truncada das N;, (§).

No,o
No,
Nip No»
Nia No3
Ny Nio
Ny Nis
Ns Noo
N3,
Nyo

)

Por simplificagdo N;, (£) pode ser escrito como N; .

Em rela¢do a nomenclatura, o termo pontos de parada (breakpoints) é usado sempre que
& < &4, 1.e., sequéncia mondtona crescente; o termo vetor de nés (knots vector) é usado
sempre que & < &1, i.e., sequéncia crescente. O termo B-spline significa que se estd

fazendo uso de fungdes de Bernstein (B) por partes (spline).

Logo, um caso particular das curvas e superficies B-spline devem ser as curvas e superficies

Bézier. Esta particularizagdo vem dada sempre que o vetor de nos vier dado na forma

Sendo
E={%=06=0,6=0,&=1,6=2,=3,=486=48=5,{ =560 ="5} e

p = 2. As funcgoes de base, nao nulas, de grau zero, um e dois sdo apresentadas nas

Figuras 3.6, 3.7 e 3.8, respectivamente.

Algumas propriedades importantes das func¢oes de base B-spline sao listadas, as quais
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(=1
=

1 2 3 4 5 0 1 2 3 5
u u
Nq@ NSO
1 1
0.6 0.6
0 T m ml 0+ T T ml
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 5
% u
N70
1
0.6
OII T T m
0 1 2 3 4 5

Figura 3.6: Fungoes de base nao-nulas de zero grau.

Nn N21 N31 N41 N71
1 Nsy /NNy
0.6
Q +f ¥ f t f ul
0 1 2 3 4 5

Figura 3.8: Fungoes de base nao-nulas de segundo grau.

fornecem caracteristicas geométricas desejaveis na modelagem e na manipulacao de curvas

e superficies.

Propriedades (Piegl e Tiller, 1997):

P.B-spline. 1 Funcao positiva semi-definida (demonstrado por indugdo sobre p);

P.B-spline. 2 Suporte local: N;, (§) = 0 se £ estiver fora do intervalo [&;, &;4pt1) (local
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support property);

Este esquema ¢ ilustrado na Tabela triangular 3.2. Observar que N; 3 é uma combinacao

de Ny, Nog, N3 e Nyg. Logo, Ni 3 é ndo-nula somente no intervalo para & € [£;,&5)

Tabela 3.2: Suporte local.

Nio No 2
7\
Nia Nojs
v N
Ny Ny
AN v N
N3 Ni3
v N v
N3 Njo
N v
N3 1 Nj 3
N
Ny N3

)

P.B-spline. 3 Em um dado periodo (knot span) [{;,&;4+1), no mdzimo p+1 das N;,, (€)
sao nao-nulas, e sio chamadas de Nj_p,p, ..., Njp,;
Sobre £ € [£3,&,) a Unica funcdo nao-nula de grau zero é N3, e as tnicas fungdes nao-

nulas de grau trés sao Nyg3, ..., N3 3. Esta propriedade ¢ ilustrada na Tabela triangular

3.3.

P.B-spline. 4 Particao da unidade: dado um periodo arbitrdrio, [&;, 1),

Yiciop Nip (§) =1 VE € [&,&inn);

P.B-spline. 5 Todas as derivadas de N;, (§) existem no interior do periodo. Sobre o nd,

Ni, (&) € CP~° continuo, onde o é a multiplicidade do nd;

P.B-spline. 6 Ezceto para p =0, N;, (§) possui um e somente um mdzimo.
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Tabela 3.3: Fungoes ndo-nulas sobre & € [£3,&4).

Ny Nos
/
Ny Nip
a N\
N271 N1,3
S N\ e
N3 Njo
¢ /! N\
N3 Ny 3
N\ a
Ny N3
¢
Nyj N33

)

O efeito da multiplicidade dos nés deve ser entendido em dois diferentes aspectos. Supondo
um vetor de nés dados por = = {0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5} e o grau p = 2, pela propriedade

P.B-spline.2 tem-se que as fungoes base sdo computadas nos seguintes periodos, pois valem

zero nos demais

Noo: {0,0,0,1}
Nio: {0,0,1,2}
Nys: {0,1,2,3}
N3o: {1,2,3,4}
Nyo: {2,3,4,4}
Nso: {3,4,4,5}
Neo: {4,4,5,5}

N7,2 : {47 57 57 5}

Os dois diferentes aspectos da multiplicidade dos nés sao:

o a multiplicidade do n6 em relagao ao vetor de nés;

« a multiplicidade do n6 em relagao as fungoes de base.

Para este dado vetor de nés, em £ = 0 tem-se multiplicidade trés, mas em relagao as

funcoes de base Nya, Nia e Noo, em £ = 0 tem-se multiplicidade trés, dois e um,
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respectivamente. Logo, da propriedade P.B-spline.5, tem-se que a continuidade das

fungoes de base em & = 0 é:

No,2 € descontinua;

N5 é C° continua;

Ny o 6 C' continua;

N39, Nyo, N5o, Ng2 e N7o nao sao afetadas.

Este fato mostra como as funcoes de base “percebem” os noés, i.e., Nyo percebe uma
multiplicidade trés enquanto Ny percebe uma multiplicidade dois em £ = 0. Assim como

Nego ¢ CY continua em € =4 e £ = 5.

3.7.2 Derivadas das fungoes de base B-spline

As derivadas das fungoes de base, vem dadas por

p p
Ni/,p )= Nip1(§) — ——FNiy1,1(§) (3.20)

Sivp — &i Sivpr1 — &iv1
A expressao (3.20) é demostrada por indugdo sobre p (Piegl e Tiller, 1997). Agora,

denotando por Ni(j;) (€) a k-ésima derivada de N;, (£), diferenciar repetidamente produz

k) " N
Ny @ =p| 5 (3.21
P ( Sivp — & irpr1 — &in1 )

A expressao (3.22), dada a seguir, ¢ uma outra generalizacao de (3.21). Esta computa a

derivada Ni(,];,) (€) em termos das fungdes N; i, ..., Nitkp—k

| k
N® ey = P Ny in
ip (€) (p— k) jz:;)alw +3j.p—k

Qp,0 = 1
a Ak—1,0
kO = 7~
fi+p—k+1 =&
Ak—1,5 — Ok—1,5-1
ak,j = jzl,..,k—l
fi+p+j—k+1 - §i+j
—0k—1,k-1
Qg k

Sivpr1 — Citk
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Ainda, Butterfield (1976) fornece uma equagao para o computo das derivadas das fungoes
de base B-spline, dada por

Ni(’l;) () = p ( §—& N® Sivpr1 — & k) )

1 i 1,p—1
p—k \itp— & “P Sitpr1 — it e

k=0,....p—1

Sobre um vetor de nés = = {0,0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5,5} sdo definidas as nove fungdes

de base B-spline de grau trés, na Figura 3.9, e suas respectivas derivadas na Figura 3.10.

Figura 3.9: Funcoes de base B-spline de grau trés.

A VQO/\

AP D Sy

Figura 3.10: Derivadas das fungoes de base B-spline da Figura 3.9.
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3.7.3 Propriedades do espaco vetorial das funcoes de base B-
spline

Seja {¢;}, 0 < j < k, um conjunto de pontos de parada. O conjunto de todas as funcoes
de base polinomiais por partes de grau p sobre {¢;}, as quais sao C"7 continuas em & = &,
formam um espagco vetorial, S (—1 < r; < p). Se nenhuma restrigdo de continuidade for
imposta (r; = —1 V), a dimensdo de S (denotada por dim (S)) é igual a k (p + 1). Cada
restricao de continuidade que for imposta, reduz a dimensao em uma unidade, logo

dim (S) =k (p+1) — f: (r; +1) (3.22)

J=0

Pela propriedade P.B-spline.5, conseguem-se as fung¢oes de base B-spline de grau p sobre
{&;}, com a continuidade desejada, pela apropriada escolha da multiplicidade dos nés s;,

onde s; = p — ;. Logo, o vetor de nés toma a seguinte forma

E:{507"'7507517---7517"'7£k7"'7£k}
~—

S0 S1 Sk

mz@osj)_l

Observar que existem s, funcoes de grau zero, N, , s, — 1 fungoes de primeiro grau, N; 1,

Logo

e em geral, s, — p fungoes de grau p, IV;,, as quais devem ter a continuidade desejada,

r; =p—s;. Logo, N;, C S. Substituindo s; = p — r; em (3.22) produz

k
dim(S)=k(p+1)— Z —s;+1)

Zk(p—l-l)—(k—i—l)p—l—ZSj—(k—i—l)

=0
k
=—p-1+> s
=0
= Sp _ p
Entao, o nimero de fungoes de base de grau p sobre = é igual a dim (S). Para justificar o
termo fungoes de ‘base’ se demonstra que NN;, (§) sdo linearmente independentes (indugao

sobre p), i.e., estas formam uma base do espago vetorial, S. Claramente, as fungoes de

grau zero, sao linearmente independentes.
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Assume-se que para o grau (p — 1), com p > 0, as fungdes sao linearmente independentes.

Sendo n = s, — p — 1, assume-se que

Pela expressao (3.20) tem-se que
n / n
0= <Z aiNi,p> = Z OZZ‘N/
‘ =0
N1,
_pzaz ( 7p 15 _ +1,p 1 )

Sivp — Sivpr1 — Git1

implicando em
n n

ozza Nip-1 Z%Lpl
gz €i+1

= gz—&-p =0 £z+p+1 -

Nop—1 = Npt1,p-1 = 0; logo, a expressao (3.23) resulta

- Q; 0411
-y e,
)

it Sitp —
isto implica que «o; — a;_; = 0, e como foi assumido que fungoes de grau (p — 1)
sao linearmente independentes para p > 0, tem-se que o; = 0 Vi. Isto completa a
demonstragao.

Obviamente, uma vez fixado o grau, o vetor de nés determina completamente as fungoes
N, (€). Neste trabalho apenas sao considerados os vetores de nés nao-periddicos (ou

abertos), que tem a forma

E:{a,...,a,§p+1,...,f’sp_p_l,b,...,b} (323)

p+1 p+1

O primeiro e tltimo né possuem multiplicidade p+ 1. Para vetores de nés nao-periédicos,

existem propriedades adicionais.

Propriedades (Piegl e Tiller, 1997):

P.B-spline. 7 Um vetor de nos que possuem a forma

==1{0,...,0,1,...,1}
———

pt1 pt1

produzem os polinomios de Bernstein de grau p;
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P.B-spline. 8 Se o niumero de nés s, + 1, o grau das fungoes base p, e o nimero da

fungoes base de grau p é n+1, entao s, =n+p+ 1.

Seja N, , () a dltima fungao de base de grau p, e ndo-nula em [&,,&,4p+1). Entao o
tltimo 16 é &,4p41 = &, propriedade P.B-spline.8. Ainda, existe a classificagao do vetor
de nés quanto a uniformidade, i.e., um vetor de nés uniforme é aquele que possui a mesma

distancia entre os nds. Caso contrario este vetor de nds é nao-uniforme.

3.8 B-spline

Entidades B-spline sao descritas em termos das fungoes de base e da parametrizagao do

tipo Bézier.

3.8.1 Definicao e propriedades das curvas B-spline

Uma curva B-spline de grau p é definida por

C)=> Nip(P;  £€lal] (3.24)
i=0
onde {P;} s@o os pontos de controle, e {N;, (§)} sdo as funcoes base B-spline de grau p

definidas sobre um vetor de nés nao-periédicos e nao-uniformes

E:{a’a"'7a7€p+17'"7£sp—p—17b;--‘7b} (325)
——— ——

p+1 p+1

de (s, + 1) nos.

Propriedades (Piegl e Tiller, 1997):
P.B-spline. 9 Sen=p e=Z=1{0,...,0,1,...,1}, entdo C(§) € uma curva Bézier;

P.B-spline. 10 C (§) € uma curva polinomial por partes (desde que as N;, (§) sejam
polinomiais por partes); o grau, p, o niumero de pontos de controle, n+ 1, e o nimero de

nos, s, + 1, estao relacionados por

sp=n+p+1 (3.26)
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P.B-spline. 11 Interpolag¢io dos pontos de controle extremos: C(a) =Py e C(b) =P,

P.B-spline. 12 Transformacoes lineares: transformagoes tais como rotagdao, translagdo,
escala e cisalhamento aplicados d curva sdo realizadas aplicando tal transformagdo ao

poligono de controle; Considerando a transformagao
O (r)=Ar+v (3.27)

onde A é uma matriz 3 X 3, r um ponto no espaco Fuclideano, e v um vetor, tem-se

baseado na propriedade P.B-spline./ a particio da unidade, i.e.,

d(r)=0a (Z:jo Niyp (€) Pi> = A (zijo Nip (€) Pi> +v

ANip () Pi+ D> Nip(§)v

n
=0

Nip (&) (AP; +v) =

B2
=3 Nip () @ (Py)

n
=0
n

=0

n
i =0

P.B-spline. 13 Regiao convera: a curva estd contida na regiao convexa formada pelo
poligono de controle; De fato, se & € [&;,&i41), p < i < s,—p—1, entdao C (§) estard contida
no poligono de controle P;_,, ..., P;. FEsta vem dada pelas propriedades P.B-spline.1,

P.B-spline.2 e P.B-spline.4;

P.B-spline. 14 Esquema de modificagao local: movendo P; a curva C (&) modifica sua

forma somente no intervalo [&;,&i1pt1), esta resulta da propriedade P.B-spline.2;
P.B-spline. 15 O poligono de controle representa a aproximacao linear da curva;

P.B-spline. 16 Movendo o parametro £, ao longo da curva, i.e., de £ = a até € = b, as
fungoes N, (§) vao sendo “desligadas” e “ligadas”, resulta da propriedade P.B-spline.3;
ou seja, quando & pasa por um né j, é “desligada” a fungio N;_,_1, e “ligada” a funcdo
Nijp:

P.B-spline. 17 Nenhuma reta ou plano contém mais intersegoes com uma curva B-spline

do que esta reta ou plano contém com o poligono de controle da curva;
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P.B-spline. 18 A continuidade e a diferenciabilidade da curva C (§) sequem das fungées
de base N;, (&), jd que C(§) é uma combinagdo linear das N;,(§). Logo, C(§) €
infinitamente diferencidvel no interior do intervalo de nés, e é CP~% continua sobre o

no de multiplicidade k;

P.B-spline. 19 E possivel e ds vezes vantajoso usar miltiplos (coincidentes) pontos de
controle; pela propriedade P.B-spline.13, a curva C (&) inevitavelmente ird passar pelos
pontos de controle coincidentes, assim gerando uma descontinuidade visual, ji que as

funcoes de base permanecem com a mesma continuidade.

3.8.2 Derivadas das curvas B-spline

Denotando por C*) (¢) a k-ésima derivada da curva C (£), fixando &, tem-se C*) (¢) pelo
computo das k-ésimas derivadas das funcoes de base.
ok
CM () => N (P (3.28)
i=0
Observar que para k > p as derivadas valem zero; o mesmo nao acontece para curvas e

superficies racionais. Diferenciando a curva B-spline de grau p,

C(¢) = Z Nip (&) Py
i=0
definida sobre um vetor de nos
E={0,...,0,6p 41, &y p1y 1y, 1)
~—— —_———
p+1 p+1

das expressoes (3.28) e (3.20) tem-se que

= zn: (pNi,pl (&) LNz‘+1,p—1 (f)) P;

i—o \&itp — & i — &
n—1 Pz n Pz
= 1P Z Nz‘+1,p—1 (5) —H ) - (pz N’H—l,p—l (5) >
= Sivpr1 — Git = Sitpt1 — &it
Ny, P nol P,.,—P; N1, P,
=p 0,p—1 (é-) 0 + p Z Ni+17p71 (5) +1 —p +1,p—1 (5)
& —$o P Sitpr1 — it Entpt1 — Ent1
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O primeiro e ultimo termo possuem denominador zero, por defini¢ao este quociente resulta

zero. Logo
, n—1 PiJrl _ Pz n—1
C)=pY Nuip1(§) =D Nivip1 ( Qi
i=0 Sitpt1 — Uit1 i
onde
P,.,—P;
Q= + (3.29)

Sitpr1 — Git1

Agora, sendo Z' o vetor de nds obtido pela subtragao do né inicial e final de U, tem-se

= ={0,...,0,&1s - Eaypri 1, 1} (3.30)
—— ——

p p
=" possui s, — 1 nés. Observar que as funcoes N, ,-1 (§) computadas sobre =, produzem

o mesmo resultado que as fungoes N; 1 (§) computadas sobre ='. Entao

CEO= Ny (OQ 3.31)

onde os Q; sao definidos pela expressao (3.29), e as N;,—1 (£) s@o computadas sobre Z'.
Logo, C' (§) é uma curvas B-spline de grau p — 1. J4 que C'(£) é uma curva B-spline,
aplicando as expressoes (3.31) e (3.29) recursivamente se obtém as derivadas de mais alta

ordem. Deixando PZ(»O) = P,;, tem-se

C()=CO () =3 N, ()P
=0
Logo
n—=k
CH (&) =3 Nipy (&) PP (3.32)
1=0
onde
Pk — —k+1 _ _
: _pokY (Pl —PFY) k>0

Sivpr1 — Sitk
3.8.3 Definicao e propriedades das superficies B-spline

Uma superficies B-spline é obtida a partir de uma rede bidirecional de pontos de controle,
dois vetores de nés, e o produto das fungoes de base B-spline univariantes. Assim sendo,

tem-se
n m

SEn) =YY Nip, O NjgmP:; (&) €[a,b] x [e,d] (3.33)

i=0 j=0
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com
E={a,...,0,541,. .., &, —p-1,b,...,b}
N—— ——
p+1 pt1
H={c,....c;041,- - Nsy—g—1,0, ..., d}
—— ——
q+1 q+1

= possui s, + 1 nds, H possui s, + 1 nés. A expressao (3.26), toma a seguinte forma
sp=n+p+1 A s;=m+q+1 (3.34)

Ainda, a expressao (3.33) pode ser escrita na forma matricial

S (€)= [Niop () [Prt] [Nig ()] k€ [i = p,i] 1 €[] —q,]] (3.35)

Observar que [Ny, (€)]" é um vetor de dimensdo (p + 1), [Px,] é uma matriz de dimensio
(p+1)x(g+1), e [Ny (n)] é um vetor de dimensao (¢ + 1). As propriedades do produto
tensorial das func¢oes de base seguem das correspondentes propriedades univariantes das

fungoes de base.

Propriedades (Piegl e Tiller, 1997):

P.B-spline. 20 Fungdo positiva semi-definida: N;, (§) N, (n) =0, Vi,5,p,4,&,1;

P.B-spline. 21 Particio da unidade: Y737 o Nip (§) Njg (n) = 1, ¥(£,m) € [0,1] x
[0,1];

P.B-spline. 22 Sen=pem =q, Z2=1{0,...,0,1,...,1} e H ={0,...,0,1,...,1},
logo N;, (§) Nj 4 (n) = Biy (§) Bjm (), Vi, j; i.e., este produto de B-spline se degenera no

produto dos polinomios de Bernstein;

P.B-spline. 23 N, , (§) N;,(n) = 0 se (§,n) nao pertence ao subdominio [&;,&i1ps1) X

[77]‘7 77j+q+1);

P.B-spline. 24 Em um dado periodo [&y, Eig+1) X [Mjgs Mjo+1), no mdzimo (p+ 1) (¢ + 1)
fungoes de base sio ndo-nulas, em particular N;, (&) Njq(n), Vi € [ig—p,io) Nj €

[jO - Q7j0];
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P.B-spline. 25 Sep >0 eq >0, logo N;, (&) N;,(n) possui um e somente um mdzimo;

P.B-spline. 26 No dominio retangular formado pela linha de nés & en, onde a fungdo é
um polinémio bivariante, todas as derivadas parciais de N;, () e Nj,(n) existem; sobre
ono & en a fungio é CP~° e C'97° continua na diregao & e n, respectivamente; onde o é

a multiplicidade do no;

Superficies B-spline possuem as seguintes propriedades:

P.B-spline. 27 Sen =pem =q, =2 =1{0,...,0,1,...,1} e H ={0,...,0,1,...,1},

logo S (§,7m) é uma superficie Bézier;

P.B-spline. 28 Interpola¢io dos pontos de controle extremos: S (0,0) = Pgp, S(1,0) =
PLO) S (0, ].) = PO,l eS (1, 1) = P171,'

P.B-spline. 29 Transformacgoes lineares: transformacoes tais como rotacao, translacao,
escala e cisalhamento aplicados a superficie sao realizadas aplicando tal transformacdo ao

poligono de controle;

P.B-spline. 30 Regiao convexa: a superficie estd contida ma regido convexra formada
pelo poligono de controle; De fato, se (€,1) € [&iys Eig+1) X [Mios Mjo+1)s €ntao S (€,n) estard
contida na regiio formada pelos pontos de controle P; ; Vi € [ig — p,io] A j € [Jo — ¢ Jol;

Esta vem dada pelas propriedades P.B-spline.20, P.B-spline.21 e P.B-spline.24;

P.B-spline. 31 Se triangularizado, a rede de controle forma uma aproximacao plana da

superficie;

P.B-spline. 32 Esquema de modificagdo local: movendo P; ; a superficie S (§,n) modifica
sua forma somente no intervalo [&,&1pr1) X (M), Njtqr1), esta resulta da propriedade

P.B-spline.2;
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P.B-spline. 33 A continuidade e a diferenciabilidade da superficie S (&,n) sequem das
fungoes de base; em particular S (&,m) € infinitamente diferencidvel no interior do intervalo
de nos, e é CP~° e C97° continua na direcio & e n, respectivamente; onde o é a

multiplicidade do no;

3.8.4 Derivadas das superficies B-spline

Fixando (&, 7), interessa computar todas as derivadas parciais de S (£, 7n) até uma ordem
d (incluindo d), dadas por

8!11 +d2

garg g > &) Y (di + ds) € [0, d] (3.36)

Assim como para as curvas, estas derivadas sao obtidas a partir das derivadas das fungoes

de base. Logo

Hdi+d2 n m ) ]

Fg oS €1 = L 2N O N 0Py (3.37)
ad1+d2 . ' . . . - |
gty &M = N O] P [N ()] reli-pi).seli—q.]

(dl + d2) € [07 d]
Assim como para curvas, se definiram recursivamente todas as derivadas em (3.32), de

forma andloga tem-se para as superficies

adl—i-dg n—dy; m—ds (dl d2)
ging gy &M =2 2 Nip- (€) Nyg-ar () P
1= J=

(d1.d2=1) _ p(dide=1)
ngél,dQ) _ (q —dy+ 1) i,j+1 i,J
’ Nj+q+1 = Mj+da

3.8.5 Definicao e propriedades dos sé6lidos B-spline

Um solido B-spline é obtido a partir de uma rede tridirecional de pontos de controle,
trés vetores de nds, e o produto das fungoes de base B-spline univariantes. Assim sendo,

tem-se

n m 1

G (&n,¢) = ZZ_:X_:NW (&) Nig () Niew (O Pije (&m,C) € [a,b] X [c,d] x [e, f]
e (3.38)
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com
E = {CL,...,O,,éerl,...,fsp,p,bb7...,b}
—_——— ——
p+1 p+1
H={c,....c;041,- - Nsy—g—1,0s ..., d}
~—_——— ~————
q+1 q+1
Z={e,....6,City s Nspr1s froo s [}
—— ——
r+1 r—+1

= possui s, + 1 nés, H possui s, + 1 nés, Z possui s, + 1 nés. A expressao (3.26), toma

a seguinte forma
sp,=n+p+1 A s;=m+qg+1 A s, =l+r+1 (3.39)

As propriedades do produto tensorial das fung¢oes de base seguem das correspondentes

propriedades univariantes das func¢oes de base.

Propriedades:

P.B-spline. 34 Fungdo positiva semi-definida: N;, (§) N;q (1) Ni,r (¢) = 0,
Vi, j,k,p,q,7,&m,C;

P.B-spline. 35 Partigio da unidade: Y737, S o Nip (©) Njg () Niy (¢) = 1,
v (&n,¢) €10,1] x [0,1] x [0, 1];

P.B-spline. 36 Se n = p, m = q el = r, 2 = {0,...,0,1,...,1}, H =
{0,...,0,1,...,1} e Z={0,...,0,1,...,1}, logo
Nip (&) Njq(n) Niy (C) = Bin (§) Bjm (1) Bry (€), Vi, j, k; i.e., este produto de B-spline se

degenera no produto dos polinomios de Bernstein;

P.B-spline. 37 N;, (§) Nj,(n) N () = 0 se (§,m) nao pertence ao subdominio

iy Eipr1) X [nj>77j+q+1) X [Cls Chgrg1);

P.B-spline. 38 Em um dado periodo [y, &ig+1) X [Mig> Mjo+1) X [Chos Chot+1), MO mdzimo
(p+1)(g+1)(r+1) fungoes de base sio nao-nulas, em particular N; , (§) Nj 4 (1) Ni, (€),
Vi € [io — p,io] A J € [Jo — ¢; Jo] Nk € [ko — 1, kol;
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P.B-spline. 39 Se p > 0, ¢ > 0 er > 0, logo N;, () Njq (1) Nir (C) possui um e

somente um maxrimo,

P.B-spline. 40 No dominio retangular formado pela linha de nos &, n e ¢, onde a funcao
¢ um polinomio trivariante, todas as derivadas parciais de N;, (§), Njq,(n) € Nir (C)
existem; sobre o no &, n e ¢ a fungdo é CP~°, C'97° ¢ C"™° continua na direcao &, n e C,

respectivamente; onde o é a multiplicidade do no;

Sélidos B-spline possuem as seguintes propriedades:

P.B-spline. 41 Se n = p, m = q el = r, 2 = {0,...,0,1,...,1}, H =
{0,...,0,1,...,1} e Z2=40,...,0,1,...,1}, logo G (§{,n,() € um sdlido Bézier;

P.B-spline. 42 Interpolagio dos pontos de controle extremos: G (0,0,0) = Pggp,
G(17070) = Pl,O,O; G(07170) = PO,LO; G(07071> = P0,0,17 G(l,l,O) = PllO;
G (]-7 07 1) - Pl,O,lz G (07 17 1) - PO,I,I € G (]-) 17 1) - Pl,l,l;

P.B-spline. 43 Transformacoes lineares: transformagoes tais como rotagdao, translagdo,
escala e cisalhamento aplicados ao solido sao realizadas aplicando tal transformacao ao

poligono de controle;

P.B-spline. 44 Regiao convezra: o solido estd contido na regido convexa formada pelo
poligono de controle; De fato, se (§,1,C) € [&ios&io+1) X [Mjos Mjo+1) X [Chos Chot1), €ntao
G (&,m,C) estard contida na regido formada pelos pontos de controle P; ; Vi € [ig — p, o] A
j € lJo—q,Jo] Nk € [ko—r1ko|; Esta vem dada pelas propriedades P.B-spline.20,
P.B-spline.21 e P.B-spline.2/;

P.B-spline. 45 Se triangularizado, a rede de controle forma uma aprorimacao linear do

solido;

P.B-spline. 46 Esquema de modificagao local: movendo P, ;) o sdlido G (&,n,()
modifica sua forma somente no intervalo (&, &ivp1) X (M5, Ni+q+1) X [Cs Cotri1), €Sta resulta

da propriedade P.B-spline.2;
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P.B-spline. 47 A continuidade e a diferenciabilidade do solido G (§,n,() sequem das
fungoes de base; em particular G (§,n,() € infinitamente diferencidvel no interior do
intervalo de nos, e é CP~°, C97° e C"~° continua na direcao &, n e (, respectivamente;

onde o € a multiplicidade do no;

3.8.6 Derivadas dos sélidos B-spline

Fixando (&, 7, (), interessa computar todas as derivadas parciais de G (£,7,() até uma
ordem d (incluindo d), dadas por

adl +do+ds

WG (&,n,¢), V(dy+dy+ds)€]0,d (3.40)

Assim como para as curvas, estas derivadas sao obtidas a partir das derivadas das fungoes

de base. Logo

ad1 +do+d3

n m 1
W (&m.¢) = ZZ Z N(dl) 7 ¢ (1) ngflrs) Q) Pijk (3.41)
k=0

3.9 B-spline racionais nao-uniformes — NURBS —

Nesta secao sao combinados os conceitos das segoes 3.4 e 3.8, i.e., criar curvas e superficies
B-spline no espago homogéneo, para que estas duas entidades geométricas sejam mapeadas
para o espaco Euclideano e assim torna-las racionais. Deste modo, sao criadas B-spline
Nao-Uniformes Racionais (e ainda nao-periédicas), i.e., NURBS do acrénimo em inglés,

NonUniform Rational B-Spline.

O fato de se optar por trabalhar com vetores de ndés nao-peridédicos, é devido a que
esta caracteristica torna as entidades geométricas interpoladas nos pontos de controle
extremos, i.e., tal entidade é “obrigada” a passar pelos pontos de controle extremos,

P.B-spline.28 e P.B-spline.11.

Para o vetor de nés periddicos, os pontos de controle nao representam de maneira intuitiva
a entidade. A vantagem de trabalhar com nés nao-peridédicos é que tal torna as entidades
mais “maledveis”, ja que pela posicao dos pontos de controle, de maneira intuitiva, se

sabe como tal entidade ird aparentar. Todos os algoritmos criados neste trabalho nao
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descriminam o vetor de nos, entre peridédicos ou nao, para que nao se perda a generalidade,

entretanto tais algoritmos sé foram utilizados para vetor de nés nao-periédicos.

Os pontos de controle para entidades NURBS sao obtidos pela mesma transformacao

.. . map , . ~ .
projetiva, i.e., R =% R? onde d ¢ a dimensao do espaco euclideano.

A relagao entre os conjuntos formados pelas funcoes de base de cada tipo de representacao

é:

SBézier g SBézier Racionals

SBézier © SB-spline © SNURBS;

o SBéZier Racional ¢ SB-spline;

SB—spline §Z SBézier Racional ;

SB—spline N SBézier Racional 7é 1%}

3.9.1 Definicao e propriedades das curvas NURBS

Uma curva NURBS de grau p ¢ definida por

n

> Nip (§) wiP;
C(§) == £ € a, b] (3.42)

onde {P;} s@o os pontos de controle, {w;} sdo os pesos ¢ as {N;, ()} s@o as fungoes base

B-spline de grau p definidas sobre um vetor de nés nao-peridédicos e nao-uniformes

E:{au"'7a7€p+17'-~y§sp—p—17ba--wb} (343)

p+1 p+1

de (s, + 1) nds.

Assume-se, sem perder generalidade, que a =0, b =1, e w; > 0 Vi. Logo, fazendo

Nip (&) w;

D (€) €10,1] (3.44)
go N; p (&) w;

RY (€) =
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permite reescrever (3.42) na forma
C(§) =D Rl (P, (3.45)
i=0
As {RY (&)} s@o as fungoes base racionais; elas sdo fungdes racionais por partes sobre
¢ € [0,1]. As propriedades das RY (§) sdo derivadas de (3.44) e das correspondentes
propriedades das N;, (§).

Propriedades (Piegl e Tiller, 1997):

P.NURBS. 1 Fungio positiva semi-definida: RY (§) >0, Vi,p e £ € [0,1];

P.NURBS. 2 Parti¢io da unidade: Y7, RY (§) =1, V¢ € [0, 1];

P.NURBS. 3 R} (0) = RE (1) = 1;

P.NURBS. 4 Toda funcao possui no minimo dois pontos extremos, i.e., a0 Mmenos possui

um minimo e um mdzimo (teorema de Weierstrass); Toda fun¢gio NURBS RY (£) para

p > 0 possui um minimo e um mdximo no intervalo & € [0, 1];

P.NURBS. 5 Suporte local: RY (§) =0 para & & [&i,&ivpr1). Ainda, em um dado periodo

&i,&i41) mo mdzimo p+ 1 das R (€) sao nao-nulas, chamadas de R;_,, ., ..., RY;

P.NURBS. 6 Todas as derivadas de RY (£) existem no interior do periodo, estas sao
fungoes racionais de denominador nao-nulo. Sobre o nd, RY (§) é CP~° continuo, onde o

¢ a multiplicidade do no;

P.NURBS. 7 Se w; = 1 para todo i, entao RY (§) = N;, (§) para todo i; i.e., N;,(§) é

um caso particular de RY (§);

Sobre um vetor de nés = = {0,0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5,5}, definido na se¢ao 3.7 e nas
Figuras 3.9 e 3.10, sao definidas as funcoes de base NURBS de grau trés, com o vetor

de pesos definidos por w,y; = {1,1,1,1,10,1,1,1,1} na Figura 3.11, com vetor de pesos
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Do N

Figura 3.11: Funcoes de base NURBS, p = 3, para os w,);.

1
0l =7 NS . : .
0 1 2 3 4 5
u

Figura 3.12: Fungoes de base NURBS, p = 3, para os w);.

1
0 1 2 3 4 5
u

Figura 3.13: Fungoes de base NURBS, p = 3, para os w);.

definidos por we),; = {1,1,0.1,0.1,10,1,1,1,1} na Figura 3.12, e com vetor de pesos
definidos por w(); = {0.1,0.4,0.1,0.7,3,0.5,10,4,1} na Figura 3.13. Nestas Figuras

claramente percebe-se o rol dos pesos.

As propriedades de P.NURBS.1 a P.NURBS.7, constituem importantes caracteristicas

geométricas de curvas NURBS.

P.NURBS. 8 C(0) =P, ¢ C(1) = P; de PNURBS.3;

P.NURBS. 9 Transformacoes lineares: transformagoes tais como rotagdao, translacao,
escala e cisalhamento aplicados d curva sdo realizadas aplicando tal transformagdo ao

poligono de controle;

P.NURBS. 10 Regido convexa: a curva estd contida na regiao convera formada pelo
poligono de controle; De fato, se & € [&,&11), p < @ < s, —p — 1, entao C(§) estard

contida no poligono de controle P,_p, ... P;;
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P.NURBS. 11 C (&) € infinitamente diferencidvel no interior do intervalo de nds, e é

CP~° continua sobre o no de multiplicidade o;

P.NURBS. 12 Nenhuma reta ou plano contém mais intersecoes com uma curva NURBS

do que esta reta ou plano contém com o poligono de controle da curva;

P.NURBS. 13 Uma curva NURBS sem nds internos é uma curva Bézier racional, jd

que as N;, () se convertem nas B;,, (§);

P.NURBS. 14 Esquema de modifica¢io local: modificando P; ou w; a curva C (u)
modifica sua forma somente no intervalo [&,&i1pt1), esta resulta da propriedade

P.NURBS.5;

Resumidamente a propriedade P.NURBS.14, gera a motivagdo para todos os tipos de
algoritmos de modificacao de forma baseada em NURBS. Ja que a partir desta se pode
modificar o conjunto P; e w; sem alterar toda a entidade, mas apenas um subdominio. De
mesmo modo, esta propriedade é desejada nos métodos numéricos de solucao de equagoes

diferenciais parciais.

As curvas das Figuras 3.14 estao baseada no vetor de nés = = {0,0,0,1,2,3,3.5,4,4,5,5,5}
e sao de grau dois. Entretanto estas diferem por possuir pesos distintos. Para a curva
da Figura 3.14c¢, tem-se w; = {1,1,1,1,1,1,1,1,1}, i.e., esta é uma B-spline. J& para a
curva da Figura 3.14d, tem-se w; = {1,1,0.1,1,2,1,1,5,1}.

Assim como para o caso das curvas Bézier, as coordenadas homogéneas oferecem um
método eficiente para representar curvas NURBS. Sendo M o mapeamento dado por
(3.7), se consegue construir, a partir do conjunto de pontos de controle, {P;}, e pesos,
{w;}, os pontos de controle no espago homogéneo, P¥ = (w;z;, wy;, w;z;, w;). Logo,

definindo os polinémios por partes B-spline nado-racionais no espaco homogéneo como
C" (&) =D_Nip (&) P (3.46)
i=0

Aplicando o mapeamento, M, a curva C* (£) produz a correspondente curva B-spline

racional no espago Euclideano.

C(O) = M(C*(©) = M{X N, © P (3.47)
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PO PO A

(a) funcoes de base NURBS (1)

6

(b) fungoes de base NURBS (2)

6

1 2 3 ! 5 0 1 2 3 i 5
(c) curva NURBS (1) (d) curva NURBS (2)

Figura 3.14: Curvas NURBS com diferentes pesos.

6

5

4

34

2 -

14

0 T T » T 1
0 1 2 3 4 5

Figura 3.15: Curvas NURBS sobrepostas com diferentes pesos.
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map

Os pontos de controle para curvas NURBS sao obtidos pelo mapeamento P¥ — P,

utilizando a seguinte expressao

(Pi), = 1 <e<d; = (PY)

(3.48)

onde (P;), é a c-ésima componente do vetor de pontos de controle P;, w; é o i-ésimo peso
e P}’ é o associado ponto de controle projetivo. Dividindo o ponto de controle projetivo

pelo peso é equivalente a aplicar a transformacao projetiva a ele.

Uma curva C () é relacionada com sua curva projetada C% (§) pela seguinte expressao

cv ,
)= 1<i<a

n

= ; Nip () w

(3.49)

onde W (§) é a funcao peso e N;, sao as fungoes de base B-spline padrao.

3.9.2 Derivadas das curvas NURBS

Derivadas de fungbes racionais sdo mais trabalhosas de serem obtidas, envolvendo
denominadores de altas poténcias, devido ao teorema da derivada do quociente. Os
algoritmos desenvolvidos para as curvas B-spline nao-racionais, podem ser aplicados,
obviamente, as curvas C" (£), ja que estas sdo nao-racionais no espago homogéneo. Agora,

a partir das derivadas de C" (§) sdo obtidas as derivadas de C(&). Seja

onde A (£) é um vetor contendo as trés primeiras coordenadas de C" (£) (A (§) é o

numerador de (3.42)). Logo

Cg) ==

Ja que A (&) e w (&) representam as coordenadas de C% (£), as derivadas de primeira

ordem sao obtidas usando (3.29) e (3.31). O computo de derivadas de alta ordem sao
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obtidas diferenciando A (§) usando o teorema de Leibnitz

desta tem-se

(3.50)

Esta expressao (3.50) fornece a k-ésima derivada de C (§) em termos da k-ésima derivada

de A (&) e das (k—1) derivadas anteriores de C (£) e w (€). As derivadas A® (&) e w® (€)

sao obtidas usando (3.28) ou (3.32).

As derivadas das funcgoes de base das Figuras 3.11, 3.12 e 3.13 sdao apresentadas nas

Figuras 3.16, 3.17 e 3.18.

Figura 3.16: Derivadas das fung¢oes de base NURBS Figura 3.11.
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1L aan

Figura 3.17: Derivadas das fung¢oes de base NURBS Figura 3.12.

10+
5_
0 =4
T ' T T
DAV
U
_5_
_10_

Figura 3.18: Derivadas das fun¢oes de base NURBS Figura 3.13.
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3.9.3 Definicao e propriedades das superficies NURBS

Uma superficie NURBS de grau p na dire¢ao £ e de grau ¢ na dire¢ao 1 é uma funcgao

vetorial bivariante racional por partes da forma

nXZ) Nip (&) Njg (n) wi Py
S (&m) = 4 (& m) €10,1] x [0,1] (3.51)
> N;, ()N; , (n)w; ;

i,7=0

Os {P; ;} formam uma rede de controle bidirecional, os {w; ;} sdo os pesos e as {N;, (£)}

e {N;,(n)} sao as funcoes de base B-spline nao-racionais definidas sobre o vetor de nés

==1{0,...,0, &1, o pors 1, 1)
ptl pt1
H = {07---70777q+17-~-7nsqfq71717---71}
S——— ———
o+l q+1

ondes,=n+p+les,=m-+q+1.

Introduzindo as fun¢oes de base racionais

RPY(€,m) = n,mN"’p (6) Nig () wig (&,m) €1[0,1] x [0,1] (3.52)

X N, (ON; , (n)w; ;

i.j=0

a superficie (3.51) pode ser reescrita como

n m

i=0 j=0

Propriedades (Piegl e Tiller, 1997):

P.NURBS. 15 Fungdio positiva semi-definida: R} (§,m) > 0, Vi, j,&,n e V(&) €
[0,1] x [0, 1];

P.NURBS. 16 Partigio da unidade: 374 7o RY{ (§,m) =1, ¥ (£, 1) € [0,1] x [0,1];

P.NURBS. 17 Suporte local: Rff;] (&m) =0 para (§,n) ¢ &, Givpr1) X [0, Njrqr1);

P.NURBS. 18 Em um dado periodo [&iy, Eig+p+1) X Mo Mio+a+1), M0 mdzimo (p+ 1) (¢ + 1)

fungoes de base sao nao-nulas, em particular R} (§,n) para (i,7) € [io — p,io] X [Jo — ¢, Jo);
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P.NURBS. 19 Toda fung¢do possui no minimo dois pontos extremos, i.e., ao menos
possui um minimo e um mdximo (teorema de Weierstrass); Toda fung¢io NURBS

RY(&,m) para p > 0 e ¢ > 0 possui um minimo e um mdzimo no intervalo (§,n) €

[0,1] x [0, 1];

P.NURBS. 20 Ry} = R?

o = R = R, = 1;
P.NURBS. 21 Todas as derivadas parciais de RIZ ’]‘5’ (&,m) existem no interior do periodo,

estas sao funcoes racionais de denominador nao-nulo. Sobre o no, Rﬁf (&mn) € CP° e

C97° continuo, na direcio & e n, respectivamente, onde o é a multiplicidade do no;

P.NURBS. 22 Se w;; = a para todo (i, j), entao R} (&,1) = Nip (§) Njq (1) para todo
(,l:’j);

As propriedades de P.NURBS.15 a P.NURBS.22, constituem importantes caracteristicas

geométricas de superficies NURBS.

P.NURBS. 23 Interpolagio dos pontos de controle extremos: S (0,0) = Pgg, S(1,0) =
PLOJ S (O, ].) = P()’l e S (]_, 1) = P171,'

P.NURBS. 24 Transformagoes lineares: transformagoes tais como rotagdao, translacao,
escala e cisalhamento aplicados a superficie sao realizadas aplicando tal transformagdo ao

poligono de controle;

P.NURBS. 25 Regido conveza: se w;; = 0 para todo (i,j), a superficie estd contida
na regido convera formada pelo poligono de controle; De fato, se (£,m) € [, E&int1) X
[Mjos Mjo+1), entdo S(&,n) estard contida na regido formada pelos pontos de controle

P, ;, Vi€ [io—p,io) Nj € [Jo—q,Jol;

P.NURBS. 26 FEsquema de modificag¢do local: movendo P; j ou w; ; a superficie S (§,n)

modifica sua forma somente no intervalo [, &i1pr1) X [N Mj+q+1)
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P.NURBS. 27 Bézier, B-spline nao-racionais e Bézier racionais sdo um caso particular

de superficies NURBS;

P.NURBS. 28 A continuidade e a diferenciabilidade da superficie S (§,n) sequem das
fungoes de base; em particular S (§,7n) é infinitamente diferencidvel no interior do intervalo
de nos, e ¢ CP=° e C97° continua na direcio & e n, respectivamente; onde o € a

multiplicidade do no.

Para as superficies também resulta vantajoso fazer a representacao no espaco homogéneo.

Assim, a superficie toma a forma
S“(&,m) = Z Z Nip €3] Nijg (1) PZJ]’ (3.54)

onde P}, = (Wi jTi g Wi jYij, Wi % g, wig). Logo S(&m) = MA{S“(&n)}. S (n) é
formada por produto tensorial, sendo um polindmio por partes nao-racional no espaco
homogéneo. Enquanto, S (§,7n) ndo é formada por produto tensorial, sendo um polindémio

por partes racional no espago Fuclideano.

map

Os pontos de controle para curvas NURBS sao obtidos pelo mapeamento P* — P,

utilizando a seguinte expressao

(Pij), = ﬂ 1<s<di wiy=(PY), (3.55)

wl 7j

onde (P;;), é a s-ésima componente do vetor de pontos de controle P; ;, w; ; é o ,j-ésimo
peso e P, ¢ o associado ponto de controle projetivo. Dividindo o ponto de controle

projetivo pelo peso é equivalente a aplicar a transformagao projetiva a ele.

Uma curva G (£,n) é relacionada com sua curva projetada S* (£, n) pela seguinte expressao

<s<§,n>>5=<cwi§”§>s I <s<d
! (3.56)
ZZN,p f 77 Wy, 5

onde W (&,n) é a funcdo peso e N;, sdo as fungdes de base B-spline padrao.
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3.9.4 Derivadas das superficies NURBS

As derivadas de S™ (£,7n) sao computadas usando as expressoes (3.36) a (3.38) aplicadas
no espa¢o homogéneo. A partir das derivadas parciais de S* (£, 7) sdo obtidas as derivadas

parciais S (£,71). Sendo

~wEmSEn) A
S =—"4 &n)  w(&n) (3:57)
tem-se
Sa (5, 7]) _ ACV (ga 77) — Wq (ga 77) S (57 77) (358)

w (&, 1)

onde a denota a derivada em relacao &£ ou 7.

Em geral

di d 4742 d(d, , dii -
Aldida) [(wS) 1} _ w0 g(d1—i.0)
’L

B £

dy da
w00 g(d1,d2) +Z<d1> g (d1—i.do) Z( ) (0,5) g (d1,d2—7)

=1

O

J

Desta segue que

di
S(dl,dQ) :l ( (d1,d2) Z < ) (%,0) (dlfi,dg)

S £ S ()

3.9.5 Definicao e propriedades dos s6lidos NURBS

Um sélidos NURBS de grau p na diregao &, de grau ¢ na direcao 7 e de grau r na dire¢ao

¢ é uma funcao vetorial trivariante racional por partes da forma

n,m,l

A %—o Nip (&) Njg (1) Niy () wij1Pijp
G (¢ = w’,;m (§,m,¢) €10,1] x [0,1] x [0,1]

S N;, (O N; () N, (Qws s

zgk =0

(3.59)
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Os {P;;x} formam uma rede de controle tridirecional, os {w;;;} sd@o os pesos e as
{Nip (©)}, AN, ()} e {Nk, (¢)} sdo as funcoes de base B-spline ndo-racionais definidas

sobre o vetor de nés

E=10,...,0,&41,-- -, &pp-1,1,..., 1}
—— N——
p+1 p+1
H= {07--'70777q+17'-'ansq—q—lala"'71}
q+1 q+1
Z = {O,...,O,Cr+1,...,778T,7.,1,1,...,1}
—— N——
r+1 r—+1

onde s,=n+p+1,s,=m+qg+les, =l+r+1

Introduzindo as fungoes de base racionais

N O No () N Qs (e ) e 0,1] % [0,1) ¢ 0,1

E N; , () N3, (n) Npp . (O w; 5 5

z] =0

Ry (&m.0) =

(3.60)

o solido (3.59) pode ser reescrito como

n m 1
7=0k=0

=0

Propriedades:

P.NURBS. 29 Fungdo positiva semi-definida: R} (§,n,zeta) > 0, Vi, j, k,§n,C e
V(& m,¢) €[0,1] x [0,1] x [0,1];

P.NURBS. 30 Particio da unidade: Y7370 i_o RYH(En,¢) = 1, V(En,¢) €
[0,1] x [0,1] x [0, 1];

P.NURBS. 31 Suporte local: Rﬁ’f;i" (&, ¢) =0 para (&n) & (&, &ivpr1) X [, Nj+g+1) X
[Cku gk—l—r—l—l);‘

P.NURBS. 32 Em um dado periodo [, &ig+p+1) X [Mjos Mjo+q+1) X [Cho» Chotrs1)s 1O
mdzimo (p+ 1) (¢ + 1) (r + 1) fungoes de base sdo nao-nulas, em particular R} (€,1,()

para (iaja k) € [ZO - D, ZO] X [jO - QJjO] X [k(] - kO];
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P.NURBS. 33 Toda fung¢do possui no minimo dois pontos extremos, i.e., ao menos

possui um minimo e um mdximo (teorema de Weierstrass); Toda fung¢io NURBS

p?q7r
Ri7j7k

(&,m,¢) € 10,1] x [0,1] x [0,1];

(&,n,¢) parap > 0, ¢ > 0 er > 0 possui um minimo e um mdzximo no intervalo

P,q,T _ pP4T _ pPar . pPdT . pPh4T . pPhdT . pb4r . pPhaT 1.
P.NURBS. 34 Ry = Ry o0 = flomo = Ro,o,l - — ol — =R 1;

n,m,0 0,m,l nm,l
P.NURBS. 35 Todas as derivadas parciais de R} (,n,zeta) evistem no interior
do periodo, estas sdo fungoes racionais de denominador ndo-nulo.  Sobre o no,
Ry (€, m, zeta) € CP=°, 972 e "¢ continuo, na diregdo & e n, respectivamente, onde o
¢ a multiplicidade do no;
P.NURBS. 36 Sew;;, = a para todo (i, j, k), entao R} (§,1,¢) = Nip (&) Njg (1) Nisr (€)

para todo (i,7,k);

As propriedades de P.NURBS.29 a P.NURBS.36, constituem importantes caracteristicas

geométricas de superficies NURBS.

P.NURBS. 37 Interpolagio dos pontos de controle extremos: G (0,0,0) = Pgop,
G(17070) = Pl,O,O; 8(07170) = PO,l,O; G(anal) = PO,O,l; G(LLO) = P1107
G (17 07 1) = Pl,O,l; G (07 17 1) = P0,1,1 € G (17 17 1) = Pl,l,l;

P.NURBS. 38 Transformagoes lineares: transformagoes tais como rotagdao, translacao,
escala e cisalhamento aplicados ao solido sao realizadas aplicando tal transformacao ao

poligono de controle;

P.NURBS. 39 Regido conveza: se w;;r = 0 para todo (i,7,k), o solido estd contido
na regiao convexa formada pelo poligono de controle; De fato, se (£,1,C) € [&iy,&igr1) X
os Mjo+1) X [Chos Cho+1)s €ntao S (§,1m,() estard contida na regidgo formada pelos pontos de

controle P; ;1,, Vi € [ig — p,io) A J € [Jo — ¢, Jo] Nk € [ko — 1, ko;

P.NURBS. 40 Esquema de modificagio local: movendo P; ;. ouw; i o solido G (€,1,()

modifica sua forma somente no intervalo [&;,&irpr1) X [Njs Mj+q+1) X [Cos Cotrt1)
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P.NURBS. 41 Bézier, B-spline nao-racionais e Bézier racionais sdo um caso particular

de superficies NURBS;

P.NURBS. 42 A continuidade e a diferenciabilidade da superficie G (&,n,() sequem
das fungoes de base; em particular G (§,n,() € infinitamente diferencidavel no interior do
intervalo de nos, e é CP=°, C97° e C"~° continua na direcao &, n e (, respectivamente;

onde o € a multiplicidade do no.

Para os solidos também resulta vantajoso fazer a representagdo no espago homogéneo.

Assim, o sélido toma a forma

n

G (61,0 = 33 3 Ny €) Ny (1) Nis (O P (3:62)

=07

onde P%,k = (wi,j,kxi,j,kawi,j,kyi,j,k>wi,j,kzi,j,ka wi,j,k)- Logo G (5a 7, C) =M {Gw (57777 C)}
GY (&,m, () é formado por produto tensorial, sendo um polindémio por partes nao-racional
no espa¢o homogéneo. Enquanto, G (£,7, () nao é formado por produto tensorial, sendo

um polinémio por partes racional no espaco Euclideano.

map

Os pontos de controle para curvas NURBS sao obtidos pelo mapeamento P* — P,
utilizando a seguinte expressao
(P;ljj’k)g

(Pijk), = T l<g<d; Wi j e = (Pfj,k)d+1 (3.63)
17]7

onde (P;;x), é a g-ésima componente do vetor de pontos de controle Py, w;;x é 0

i,J,k-ésimo peso e P, € 0 associado ponto de controle projetivo. Dividindo o ponto de

controle projetivo pelo peso é equivalente a aplicar a transformacao projetiva a ele.

Uma curva G (£,7,() é relacionada com sua curva projetada G (£,7m,() pela seguinte

expressao
Cv (&,
<G<£,n,o>g=(i’£)g l<g<d
(3.64)
ZZZNMJ oNer (€1, C) wi g
=0 7=0 k=0

onde W (&,n, () é a funcao peso e N;, sao as funcoes de base B-spline padrao.
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3.9.6 Derivadas dos s6lidos NURBS

As derivadas de G¥ (&, 1, () sdo computadas usando as expressoes (3.36) a (3.38) aplicadas
no espago homogéneo. A partir das derivadas parciais de G" (§,n,() sao obtidas as

derivadas parciais G (£, 7, (). Sendo

Cw(En )G (€N A Q)
CEnO=""rn0 wEno (3.65)

tem-se

A, (§m,¢) —wa (§,1,0) G (€,7,()
w(&,n,()

onde « denota a derivada em relacao &, n ou (.

(3.66)
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d d d
=0\ "/ j=0\J/ k=0 k
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=1 7=1

d
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d1 d d:
3 (1) ()X (7 Jueng
=1\ =1\ k=1 K

Desta segue que

d
G (d1da,3) 1 (A(dl,dg,dg) B i (d.1>w(z’,O,O)G(dl—i,dz,dg)

w =\

d

B i (d?> (050) G (dr.d2—j.d3)
=1 \J
d

B ZB ds w(0,0,k)G(dl,dZ:di’:_k)
k=1 k
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Capitulo 4

Analise IsoGeometrica — IGA

4.1 Introducao a analise IsoGeométrica

Desde que os conceitos bésicos sobre Anélise I[soGeométrica (IGA) foram introduzidos
recentemente por Hughes et al. (2005), diversas investigagoes tem sido levadas a cabo
na expectativa de estender a aplicabilidade da formulacao proposta para diferentes
campos da mecanica computacional aplicada. Resultados preliminares tem demonstrado
significativas melhorias nas simulag¢oes relacionadas a diferentes fenomenos fisicos, tais
como: camada limite turbulenta, analise nao-linear de cascas e otimizagao topoldgica e de
forma estrutural e aerodinamica (ver Bazilevs et al. (2007); Benson et al. (2010); Kiendl
et al. (2010); Wall et al. (2008); Seo et al. (2009); Cho e Ha (2009)), quando comparadas

com as predi¢oes do métodos dos elementos finitos.

No campo da elasto-estatica e -dindmica, é de conhecimento que formulagoes sobre
elementos finitos de baixa ordem, usualmente falham na representacao correta do campo
de deslocamentos para problemas de flexao dominante e na analise envolvendo materiais
incompressiveis (ver Belytschko et al. (2000)). Por outro lado, elementos finitos de
alta ordem sao caros computacionalmente, especialmente quando uma anéalise nao-linear
é realizada. Por tanto, uma quadratura reduzida tem sido empregada em aplica¢oes
nao-lineares na expectativa de reduzir o esforco computacional. Assim, instabilidades
numéricas podem ser geradas se um esquema de estabilizacao robusta, para controle de
modos espurios, nao for utilizada. Assim, é esperado que a andlise IsoGeométrica possa

lidar eficientemente com o fendmeno de travamento, devido as caracteristicas matematicas
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das fungoes de base NURBS. Devido a alta continuidade das fungoes de base Hughes et al.
(2010) desenvolveu uma quadratura mais eficiente e menos custosa, o que resulta atrativo
quando comparado a elementos finitos classicos. Ainda, um modelo numérico eficiente e
de 6tima acuracia pode ser utilizado pelo uso da cinematica co-rotacional na descricao
do movimento de problemas nao-lineares, o qual tem sido verificado para modelos de

elementos finitos.

A ideia por tras da analise IsoGeométrica é unificar técnicas numéricas no projeto
geométrico e na analise, o qual é obtido pelo uso de um tnico sistema onde as fungoes
de base sao utilizadas para os dois procedimentos. O projeto geométrico e a analise
tem sido desenvolvidas independentemente com pré-processadores baseados em CAD e
pacotes numéricos baseados no método dos elementos finitos. O pré-processamento inclui
a representacao geométrica do prototipo fisico, onde um modelo virtual é obtido através
da translacao geométrica desde o modelo real. Somam-se a este processo o malhamento
e a imposi¢cao da condig¢oes de contorno. Entretanto, neste processo é observado que a
malha de elementos finitos deteriora a representagao geométrica e aproximagoes grosseiras
podem ser observadas dependendo do nimero de elementos e das fungoes de base adotadas
durante a discretizacao espacial, sendo que a malha deveria representar a geometria do

modelo real.

Um procedimento de andlise baseado em uma formulagao CAD é referida como analise
IsoGeométrica. A Analise [soGeométrica oferece a possibilidade de integrar procedimentos
de analises via elementos finitos com técnicas numéricas de CAD, através do uso de
parametrizacoes B-spline e NURBS. Um outro aspecto importante relacionado a anélise
IsoGeométrica é o conceito isoparamétrico, ja que o espago solugao é representado pelas
mesmas fungoes de base utilizadas para representar a geometria. Um estudo detalhado
sobre Analise IsoGeométrica pode ser encontrado em um livro recentemente apresentado

por Cottrell et al. (2009).

Diversas investigagoes sobre FEM tem sido dedicadas a tecnologia de elementos, na
expectativa de desenvolver formulagoes de elementos eficientes, especialmente para
andlises de grande escala e nao-lineares. Os esforcos tem sido voltado aos elementos
de baixa ordem com integracao reduzida e um ponto de quadratura, onde técnicas

de estabilizacao baseadas em deformacoes assumidas e abordagens co-rotacionais sao
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usualmente empregadas para evitar o fendmeno de travamento (locking) e modos esptrios
(ver Hu e Nagy (1997); Liu et al. (1998); Duarte Filho e Awruch (2004); Cardoso et al.
(2008)). Por outro lado, é possivel observar que elementos de alta ordem sdo menos
suscetiveis ao travamento devido aos termos de alta ordem, que aliviam a acao do
travamento. Entretanto, o nimero de operagoes numéricas ¢é significativamente maior

quando comparado com elementos lineares.

Estes inconvenientes podem ser eficientemente contornados pelo uso da analise IsoGeo-
métrica com funcgoes de base NURBS, as quais apresentam continuidade CP~° para um
polindmio de grau p e uma multiplicidade de nés o, em vez de continuidade C° verifi-
cada nas fungoes de forma padroes adotadas na andlise por elementos finitos. Um recente
trabalho foi apresentado por Echter e Bischoff (2010), o qual investiga o fenémeno de

travamento usando uma formulagdo de elementos finitos baseada em NURBS.

Uma eficiente forma de tratar a descricdo cinematica de problemas nao lineares na
mecanica do solidos é obtida com a abordagem co-rotacional. A acurdcia e a eficiéncia
sao significativamente melhoradas para problemas envolvendo grandes deslocamentos e
grandes rotacoes, desde que o movimento de um meio continuo pode ser decomposto
em um movimento de corpo rigido e outro movimento de deformacao através do uso de
um referencial embutido a cada ponto da quadratura, o qual rota e translada com o
corpo. A abordagem co-rotacional foi introduzida no modelo de elementos finitos por
Wempner (1969); Belytschko ¢ Hsieh (1973). Um extensivo trabalho sobre os conceitos
fundamentais relacionados a cinematica co-rotacional foi apresentada por Belytschko
e Hsieh (1983), onde aspectos em relagdo & mecénica do continuo sdo enfatizados.
Formulagoes co-rotacionais recentes para elementos hexaédricos de oito pontos com um
ponto de quadratura podem ser encontrados em Liu et al. (1998); Duarte Filho e Awruch
(2004); Braun e Awruch (2008). Uma descri¢ao detalhada sobre a abordagem cinematica
também foi feita por Felippa (2000a,b); Felippa e Haugen (2005a,b).

No presente trabalho, um modelo numérico baseado na analise IsoGeométrica é
desenvolvido para problemas nao lineares na mecanica dos sélidos. A descri¢ao cinematica
do continuo é levada a cabo usando uma abordagem co-rotacional no contexto da analise
IsoGeométrica. Um modelo constitutivo hipo-elastico é adotado utilizando tensores

de deformacgao infinitesimal e de tensdo de Cauchy co-rotacionais, onde a hipdtese de
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grandes deslocamentos e grandes rotacoes sao considerados. Um algoritmo numérico
para elasto-estatica e -dinamica nao linear é obtido aplicando o método de residuos
ponderados de Bubnov-Galerkin e a geometria e o campo de solugdo sao aproximados
pelas fungoes de base NURBS de acordo com o conceito isoparamétrico. A equacao de
equilibrio é linearizada usando o esquema de Newton-Raphson (controle de carregamento)
e um esquema numérico (controle de deslocamento) baseado no método de Controle de
Deslocamento Generalizado (GDCM do acrénimo do inglés Generalized Displacement
Control Method; apresentador por Yang e Shieh (1990)) é adotado para problemas que

envolvem pontos limites.

Na Figura 4.1 sdao apresentados os conceitos que envolvem a analise [soGeométrica e o

conceito isoparamétrico.
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Figura 4.1: Conceitos gerais que envolvem a anélise IsoGeométrica.

Na Tabela 4.1 sao apresentadas as diferencas entre os métodos IGA e FEA.
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4.2 Introducao a analise dindmica IsoGeométrica

O desenvolvimento de algoritmos numéricos para simular a resposta dindmica linear e
nao linear de corpos elasticos € um dos topicos mais presentes na elasto-dinamica. Tra-
dicionalmente esquemas de avanco temporal, os quais apresentam excelente estabilidade
no ambito linear, frequentemente estdo sujeitos a instabilidades numéricas quando sao
aplicados a problemas nao lineares utilizando modelos numéricos baseados no método dos
elementos finitos. Desta maneira, investigacoes acerca da elasto-dinamica com a utiliza-
¢ao da analise IsoGeométrica devem ser realizados na expectativa de estudar a influéncia
da formulacao IsoGeométrica sobre questoes numéricas, tais como a estabilidade e a acu-
racia, onde os aspectos relacionados ao processo de integracao no tempo também sao

extremamente importantes.

Conforme ja observado na secao 4.1, no método dos elementos finitos é frequentemente
observado que o modelo obtido apdés a geracao de malhas ndo coincide com a forma
geométrica de modelos complexos reproduzido com ferramentas de CAD. Estendendo
esta observacao ao campo da andlise dinamica nao linear, sabe-se que modos de vibracao
de alta frequéncia de uma resposta dindmica nao podem ser reproduzidos com devida
acuracia. Isto ocorre devido a erros introduzidos na modelagem quando a discretizacao
espacial é levada a cabo sobre um sistema continuo infinito-dimensional, o qual pode levar

a instabilidades numéricas se uma dissipa¢do numérica nao for adequadamente empregada.

A necessidade de uma dissipacdo numérica foi logo reconhecida quando esquemas
incondicionalmente estaveis de integracao temporal foram introduzidos no método de
elementos finitos na expectativa de resolver problemas de dinamica nao linear com
algoritmos implicitos. Sabe-se que grandes erros sao introduzidos pela discretizacao
espacial associados as altas frequéncias devido a deficiéncias que elementos de baixa
ordem possuem em reproduzir adequadamente modos de alta frequéncia com boa acuracia.
Desta maneira, uma formulagao com dissipacdo numérica controlavel foi proposta por
Newmark (1959). Apds este trabalho, o método de Newmark e outros algoritmos
recentes com dissipacdo numérica, tais como os métodos de Wilson e Houbolt foram
investigados por Goudreau e Taylor (1973), onde é recomendada a introdugao de um

controle do nivel de dissipagao para reduzir a agao espuria de modos de alta frequéncia.
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Entretanto, algoritmos incondicionalmente estaveis produzem uma elongacao do periodo
e a acuracia de segunda ordem ¢é perdida devido a introducao da dissipagdo numérica.
Este inconveniente foi contornado com o método proposto por Hilber et al. (1977), o qual
combina um algoritmo incondicionalmente estavel, com resolu¢ao de segunda ordem e
dissipagao numérica dos modos de altas frequéncias. Uma abordagem similar foi obtida
com a formulagao introduzida por Wood et al. (1980) e uma generalizagao dos métodos
apresentados por Hilber et al. (1977) e Wood et al. (1980), conhecido por a-generalizado,
por Chung e Hulbert (1993). O método a-generalizado produz uma acurécia de segunda
ordem e um 6timo comportamento é obtido para dissipagao numérica quando problemas
lineares sao analisados, onde uma minima dissipagao é observada para baixas frequéncias,

bem como uma méaxima dissipacao é verificada para altas frequéncias.

Os desenvolvimento dos algoritmos de conservagao de energia foram motivados pelo
trabalho de Belytschko e Schoeberle (1975), onde foi concluido que um algoritmo numérico
é estavel em termos da energia se a soma da energia cinética e a energia interna dentro de
um intervalo de tempo é limitada pelo trabalho externo e a energia cinética e energia
interna avaliados no passo de tempo anterior. Ainda, foi verificado que algoritmos
que apresentam estabilidade incondicional para aplicagbes na dinamica linear estao
frequentemente sujeitos a instabilidades numéricas quando um caso nao linear é analisado.
Seguindo o critério de energia introduzido por Belytschko e Schoeberle (1975), Hughes
et al. (1978) propos um esquema de conservagao de energia para dindmica nao linear onde
a regra do trapézio ¢é estendida com a utilizacdo de multiplicadores de Lagrange para forcar
a conservagao de energia. Nao obstante, Ortiz (1986) demonstra que a conservagao da
energia nao é suficiente para manter a estabilidade numérica no regime nao linear. Kuhl
e Ramm (1996) também observaram que o método de energia restringida (Constraint
Energy Method) apresentado por Hughes et al. (1978) conserva perfeitamente a energia,
entretanto leva a falha no procedimento iterativo relacionado a linearizacao de Newton-

Raphson.

De fato, Simo e Tarnow (1992) também observaram a importancia da conservagao
do momento, assim propondo o método de conservagao de energia-momento (Energy-
Momentum Method), o qual conserva a energia total assim como o momento linear e

angular. Ainda, a acuracia de segunda ordem é preservada. O método energia-momento
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foi desenvolvido considerando a regra do ponto-médio para avaliar as forgas internas em
cada passo de tempo do processo de integracao temporal, na expectativa de alcancar a
conservacao algoritmica da energia, ja que foi concluido que o processo de atualizacao
das tensoes ¢é crucial para obter um algoritmo numérico como conservacao da energia-
momento. A formulagdo original foi introduzida utilizando uma relacao constitutiva
para materiais Saint Venant-Kirchoff, o qual foi estendida para materiais hiper-elasticos
arbitrarios por Gonzalez (2000), quem prop6s uma avaliagdo modificada do tensor de
tensoes empregando uma derivada discreta para descrever a forma requerida para a
atualizacdo do segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchoff. Apds, Laursen e Meng
(2001) reformularam o esquema de atualizagao das tensoes apresentado por Simo e Tarnow
(1992) para lidar corretamente com modelos gerais hiper-elasticos, onde algumas restrigoes
encontradas na formulacao original foram contornadas. Um algoritmo de conservagao
energia-momento as relagdes constitutiva hipo-elasticas foi desenvolvido por Noels et al.
(2004) pelo uso de uma nova expressao para avaliar as forcas internas a nivel de elemento.
Braun e Awruch (2008) também utilizaram uma relagao hipo-eldstica para aplicagoes nao
lineares na elasto-dinamica, utilizando elemento hexaédrico com um ponto de integracao.
De acordo com Romero (2012) existem infinitas maneiras de obter um algoritmo de
acuracia de segunda ordem com conservacao da energia-momento, considerando que a
caracterizacao da conservagao da tensdao, como um problema de minimizacao, conduz a

esta conclusio.

Embora a conservacao da energia-momento é mandatoria na expectativa de obter um
algoritmo numérico estavel, também ¢ desejado que um controle dissipativo possa ser
realizado sobre as contribuigoes espirias as altas frequéncias. Por outro lado, sabe-se que
os classicos métodos dissipativos em geral falham quando aplicados a dindmica nao linear e
uma perda de acuracia sobre as altas frequéncias é geralmente 6bvia. Esta situagao motiva
o desenvolvimento de algoritmos de dissipacao de energia e conservagao de momento,
onde o momento é conservado totalmente e e energia é controladamente dissipada no
intuito de que a precisao seja mantida. Kuhl e Ramm (1996) propuseram o método
de energia-momento restringida, uma integracao temporal que combina conservacao e
propriedades dissipativas, onde a energia e o momento sao forgados por multiplicadores
de Lagrange a ser restringidos e assim conservados, metodologia que foi proposta por

Hughes et al. (1978). O método a-generalizado, proposto por Chung e Hulbert (1993) é
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utilizado para realizar uma dissipacao controlada na integracao temporal. Os parametros
a de integragao sao otimizados afim de obter dissipacao nula nas baixas frequéncias e
uma dissipacdo controlada sobre as altas frequéncias. A ideia de um algoritmo com
dissipagao controlada juntamente com o método de energia-momento proposto por Simo
e Tarnow (1992), foi introduzido por Kuhl e Crisfield (1999), o qual resulta em uma leve
modificacao do algoritmo a-generalizado, e é conhecido por método energia-momento
generalizado. Este método foi aplicado para elementos de cascas por Kuhl e Ramm
(1999). Armero e Petocz (1998) e Crisfield et al. (1997) modificaram o método energia-
momento generalizado e incluirdao uma dissipagdo numérica por meio de um parametro
amortecedor que somente afeta o segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchoff. Por outro
lado, o método energia-momento generalizado possui precisao somente de primeira ordem.
No intuito de contornar este inconveniente, Armero e Romero (2001a) desenvolveram um
algoritmo que preserva energia e também ¢é de segunda ordem de acuracia. Uma revisao
sobre a maior parte dos métodos semi-discretos existentes baseados no método energia-
momento e métodos dissipativos é encontrada em Kuhl e Ramm (1999); Armero e Romero

(2001b); Erlicher et al. (2002).

4.3 Formulacao do tipo da taxa da equacao elastica
de estado

Adotando um raciocinio macroscépico, esta secao é dedicada a formular a relagao entre a

derivada temporal do tensor de tensdes de Cauchy e a taxa de Euleriana de deformagoes.

Em uma escala macroscopica, o gradiente de deformacoes F da transformacao da particula
material entre sua configuracao inicial df)y e a configuracao atual df) é relacionado ao

gradiente do campo de deslocamentos u por

ie>

=1+Vu (4.1)
O tensor de deformagoes de Green-Lagrange A ¢ definido por
1 t
A= (E-E-1) (42)

No que se segue, o quadro de deformagbes infinitesimal é adotado:

Al <1 (4.3)

Otimizagdo de Forma Estrutural e Aerodindmica usando Andlise IsoGeométrica e Elementos Finitos



104

Ainda, a andlise é restrita a materiais elasticos lineares:
I ow

onde IT ¢ o segundo tensor de tensoes de Piola-kirchhoff e ¥ = W(A) se refere a funcao

(4.4)

potencial elastico.

A assuncao de deformagoes infinitesimais permite linearizar a equagao de estado (4.4) na

forma

o=C":A (4.5)

C™%* & o tensor elastico (o estado natural de tensdes é considerado, i.e., II{A = 0) = 0).

Um pressuposto fundamental do raciocinio desenvolvido na sequéncia depende da isotropia

das propriedades elasticas. A Equacao (4.5) lé-se, por conseguinte:

I = Mr(A)L + 2uA (4.6)

onde A e i sao os coeficientes de Lamé.

De acordo com o teorema da decomposi¢ao polar do gradiente de deformagoes, F pode

ser escrito como

[ie>]

<
10

(4.7)

onde Q representa a rotagdo que transforma a triade local (FE,, Es, F3) definida

pelas diregoes principais de A na trfade definida pelas mesmas direcoes materiais na
configuracao atual (ver Figura 4.2), enquanto V é um tensor simétrico de deformagao pura.
Uma maneira conveniente de expressar a condi¢ao (4.3) de deformacoes infinitesimais é

assumir que

<

=1+90 with [§| <1 (4.8)

Logo, o tensor de deformacdes de Green-Lagrange 1é-se:

A= le-(1+8) Q-1]=q 20 (4.9)

ou, de forma equivalente: § = Q- A - Qt.

Em vista da Equacao (4.9), a equacao de estado elastica (4.6) pode ser reescrita

1
det(F)

F
:det(llﬂs) (1+9)-Q- [Mr(A)L+244] - Q- (1+9)

g:

(4.10)
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d; = autovalores de é \‘

Figura 4.2: Decomposicao polar do gradiente de deformagoes.

dQp
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Figura 4.3: Transformacao dos tensores para o caso isotrépico elastico em deformacgoes
infinitesimais.

)

e negligenciando os termos de segunda ordem em § ou A:

[S]

=Mr(d)L+210 =Q-1I- Q' (4.11)

Em particular, a seguinte identidade

(A) = (Q-9):Q=(Q-Q"): 4 =tx(d) (4.12)

~{

foi utilizada para estabelecer (4.11). Facilmente pode ser visto de (4.6) e (4.11) que (ver
Figure 4.3)

e Il e A admitem as mesmas direcoes principais na configuracao inicial;

e o e, os quais sdo respectivamente transformados por Q de II e A, também

admitem as mesmas dire¢des principais na configuragdo atual.

Sera agora abordado a questao da equacao de estado elastica em forma de taxa. O ponto

de partida é a decomposicao polar (4.7) de F. Adequadamente, o gradiente Euleriano de
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velocidades escreve-se

gradv=F F'=§ (1+8) +(1+48)-Q-Q - (1+8)  (413)
Observando que 4 ¢ infinitesimal, é obtido que
gradv=d+Q-Q'+6-Q-Q' - Q-Q' 5 (414
na qual as partes simétricas e anti-simétricas sao:
_1 _ t _ t
Q= (gradv - grad'v) = Q- Q (4.15)
e
1 .
Q:§<grady—|—gradty):é+é-g—g-é (4.16)
desde que
(4.17)

. . t /—/ﬁ
Q-Q+(QQ)=QQ=0

Tomando as derivadas particulares de ambos lados da igualdade que define a lei de estado

(4.11) tem-se
(4.18)

= Atr(8)1 + 218

19

Considerando a Equagao (4.16), segue-se que
7+ Q- Qg =Atr(d)L + 210

+Atr(9)(1-2-0-1)
R (4.19)

[S]

0
+21(8-2-Q-9)
=Atr(9)1 + 2ud
Observando que, finalmente,
tr(d) = tr(8) +8: 2~ 2: 5 = tr(3) (4.20)

Obtém-se, deste modo a formulagao da taxa da equacao de estado elastica isotréopica no

quadro das deformacgdes infinitesimais
J
(4.21)

o
g = a

met s d = Ar(d)L+ 2y:d

e

onde
g (4.22)

[¢]
g:

IS
12
|
[=
I

+

ISE

- 2013
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¢ a derivada de Jaumann do tensor de tensoes de Cauchy.

Por conseguinte, demonstrou-se que, no ambito das deformagoes infinitesimais, junta-
mente com a assuncao de isotropia, a derivada objetiva apropriada do tensor de tensoes

de Cauchy relacionada com a taxa de deformacao Euleriana é a taxa de Jaumann.

o
o pode ser entendia como a derivada temporal do tensor de tensoes de Cauchy em

relagdo a uma base que rotaciona a uma taxa de rotacao igual a £2. A base que rotaciona
¢ definida pela triade material, que coincide em cada instante com as direg¢oes principais
do tensor taxa de deformacoes d. Curiosamente, o termo corretivo g-2—£2-g na equagao

de estado considera efeitos de rotagoes finitas.

4.4 Conceitos fundamentais acerca da cinematica co-
rotacional para analise Iso(Geométrica nao linear

Uma questao béasica relacionada a descrigao co-rotacional do movimento de um meio
continuo é a decomposicao do sistema referencial em um configuracdo base e uma
configuragao co-rotacionada (Felippa e Haugen, 2005a). A configuragio base é usualmente
relacionada com a configuracao indeformada do corpo e a configuracao co-rotacionada é
obtida através de um movimento de corpo rigido a partir da configuragdo de base. O
sistema de coordenadas da configuracao co-rotacionada segue o movimento material, onde
relagoes com o sistema global de coordenadas pode facilmente ser estabelecido a partir de

transformacoes ortogonais.

No que concerne a analise IsoGeométrica, a integracao das grandezas cinematicas,
estaticas, e dinamicas, sao avaliadas em cada ponto da quadratura, trazendo a necessidade
de trabalhar com uma configuragdo co-rotacionada em cada ponto de avaliagao.
Classicamente, a cinemdtica co-rotacional é aplicada em cada elemento finito com uma
configuragao co-rotacionada para todo o elemento (independentemente do nimero de
pontos de quadratura). Isto, porque em geral para descrever um campo com elementos
finitos de baixa ordem é necessario trabalhar com milhares de elementos, assim o campo
representado por cada elemento pode ser associado a apenas uma configuracao co-

rotacionada.
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Em tese, o movimento de um meio continuo pode ser decomposto em um movimento
de corpo rigido e uma deformagao pura. Esta decomposicdo de movimento de corpo
rigido e movimento puramente deformacional é assegurada pelo teorema de decomposicao
polar, estabelecendo que qualquer tensor de segunda ordem positivo definido pode ser

unicamente decomposto em uma parte simétrica e uma parte ortogonal.

Assumindo que todas as quantidades cinematicas na configuracao prévia t, do sélido sao
conhecidas, o campo de deslocamento ao final do passo de carregamento atual pode ser
obtido pela integracao do tensor de taxa de deformacao sobre o intervalo de tempo que
define o atual incremento de carga [t,,t,1]. Além disso, esta integragdo para obter o
incremento de deformagoes deve ser computada no sistema de coordenadas co-rotacional
(os campos co-rotacionais sao identificados por (%)), onde somente a parte deformacional
do incremento do campo de deslocamentos é considerada. O tensor taxa de deformagcao

no sistema co-rotacional é definido por

1 [ oodes ¢ def t

A S A (4.23)
21 0% ox

representa o campo de velocidades associado a parte deformacional do

[l
I

onde %/

movimento no sistema co-rotacional. No intuito de obter o incremento de deformacoes,
alguma metodologia deve ser adotada para integrar o tensor taxa de deformacao sobre o
intervalo de tempo [t,,t,11]. No presente trabalho, a integracdo do ponto médio (mid-
point integration) proposta por Hughes e Winget (1980) é utilizada, onde o campo de
velocidades é assumido constante dentro do intervalo de tempo e a configuracao de
referéncia é anexada a configuracao intermediaria ¢, +1 1o sistema co-rotacional. Por
razoes de clareza, € vai se referir na sequéncia a deformacao infinitesimal d no sistema
co-rotacional. De acordo com a integracao do ponto médio, o incremento de deformacao

na configuracao co-rotacionada pode ser obtida pela expressao

a&def (aAﬁdef)t

tn+1
/ é dr =

tn

1 N

1
in_;’_a

aXn-i— %

onde A%’ ¢ a parte deformacional do incremento de campo de deslocamentos no sistema
co-rotacional e X, ,1 ¢ a configuragao intermediaria do sélido definido no sistema co-
2

rotacional, a qual pode ser determinada de acordo com a seguinte expressao

Xn-i—% = En—i—% ) Xn—i—% = §§n+% ’ (Xn +Xn+1) (425)
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onde R, ¢ o tensor ortogonal da transformacao que rotaciona desde o sistema global
7 2

para o sistema co-rotacionado, definido localmente na configuragao intermediaria ¢, 1.

2

O incremento do campo de deslocamentos relacionado ao presente intervalo de tempo

[tn, tne1] Pode ser decomposto como
Au = Au™ + Au™ (4.26)

onde Au®’ e Au™ sao, respectivamente, as partes deformacional e rotacional do
incremento do campo de deslocamentos definido no sistema de coordenadas globais.
E evidente que a decomposicio descrita em (4.26) é computada localmente a nivel de
elemento, em cada ponto da quadratura. O incremento do campo de deslocamentos no
sistema co-rotacional pode ser avaliado a partir da expressao

@de'f — Bn+l _@def — Xn+1 — Xn (427)

- 2

onde o tensor transformacao ¢ avaliado na configuracao intermediaria ¢, 1 do intervalo
2
de tempo corrente [t,,t,11], j& que o tensor taxa de deformacgoes deve ser relacionado &
configuracao do sélido em ¢, 1. As coordenadas correspondentes as configuragoes prévia
2

e atual do solido no sistema co-rotacional sao obtidas com a seguinte transformagao

Xn = En * X Xn-{-l = §n+1 *Xn+1 (428)

onde R e R 4, sao tensores ortogonais que realizam transformacoes de rotacao
concatenando o sistema global ao sistema co-rotacional definido localmente em ¢, e t,1,

respectivamente.

Apos a determinagdo do incremento de tensdes no sistema co-rotacional, a atualizacao

das deformacoes e tensdes podem ser computadas com a expressao

gn—i—l

o =

=& +Aé (4.292)
=n-+1 + :&

QX

(4.20b)

mn

onde n e n + 1 denotam as configuracbes prévia e atual no sistema co-rotacional,
respectivamente. Ja é consolidado na literatura que o tensor de tensoes de Cauchy no
sistema co-rotacional é invariante, ja que a medida de tensdes nao sao afetadas pelo

movimento de corpo rigido, mas a taxa do tensor de tensoes de Cauchy nao é. Desta
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maneira, na expectativa de obter uma relacao constitutiva incrementalmente objetiva, o

tensor taxa de Jaumann é adotado no presente trabalho, o qual é descrito por

g (4.30)

[¢]
g

I
[SE

+o-

[S
|
[
S

onde o tensor de giro (spin tensor) §2 é definido pela parte anti-simétrica do gradiente
espacial de velocidades L = gradv = E . £_1 definido no sistema co-rotational. O tensor
de giro co-rotacional Q deve também ser integrado sobre o intervalo de tempo [t,, ;1]

considerando a mesma regra do ponto médio adotada na expressao (4.24).

O tensor de transformacao ortogonal R pode ser avaliado utilizado diversos métodos.
No presente trabalho é adotado o classico teorema da decomposicao polar, onde uma
decomposicao espectral (spectral decomposition) ou uma auto-proje¢ao (projegao prépria)
(eigenprojection) do tensor a direita de deformacao de Cauchy-Green (right Cauchy-Green
deformation tensor) C é adotada para obter o tensor a direita de alongamento (right

stretch tensor) U.

Sendo o tensor gradiente de deformagoes definido por

F= (4.31)

Q| @
S

este pode ser decomposto unicamente (enquanto det(E) > 0) em uma parte simétrica e

uma parte ortogonal

fes|
I
Il
<
10

(4.32)

onde Q ¢ um tensor ortogonal e U e V sao tensores simétricos. Considerando que o tensor

de deformacao a direita de Cauchy-Green ¢é definido por

C=FF (4.33)
Logo, considerando a expressao (4.32) tem-se que
C=U"Q-Q-U=U" (4.34)

e a partir da decomposicao espectral ou projecao propria de C, a seguinte expressao pode
ser escrita como

C=XNNoN, =U’ (4.35)

Luis Felipe da Rosa Espath - (espath@gmail.com) - Tese - Porto Alegre (PPGEC/UFRGS) - 2013



111

onde \? e N; sdo os auto-valores e auto-vetores de C, respectivamente. Assim, o tensor

ortogonal ¢é avaliado por

1©
I
[l

U'=E-(\'N,®N,) (4.36)

O tensor transformacao utilizado na formulagao co-rotacional é obtido considerando que
R = Q' A Figura 4.4 mostra como uma base co-rotacional é anexada a quadratura

em uma sequéncia de configuragoes equilibradas. Para cada ponto da quadratura existe

Qn—i—l

Sistema anexado
a quadratura >

Q

Sistema
base

Configuragéo i\,r

indeformada é

Figura 4.4: Quadratura-anexada a base.

uma configuracao co-rotacionada onde as componentes de tensao-deformacao sao medidas

como apresentado na Figura 4.5. A configuracao co-rotacionada €2 varia em cada ponto

) Q'rLJrl

Configuragéo

SZO co-rotacional Sistema

base

g S ‘\I

indeformada

Figura 4.5: Decomposicao polar e base co-rotacional.

da quadratura como mostrado nas Figuras 4.4 e 4.5. Para cada ponto individual da
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quadratura, sua configuracao co-rotacionada é obtida através de um movimento de corpo

rigido da configuracao do elemento base.

4.5 Modelo numérico para analise IsoGeométrica nao
linear — estatica e dinamica

Na anélise por elementos finitos, elementos sao representados nos dominios de integragao
(parent) e fisico, onde a geometria e os graus de liberdade sdo definidos em termos do
seus valores nodais. Ainda, as func¢oes de base empregadas no método dos elementos
finitos sdo, usualmente, interpoladoras, as quais podem assumir valores positivos assim
como valores negativos (ver, e.g. Bathe (1995)). Por outro lado, a andlise IsoGeométrica
baseada em NURBS utiliza funcoes de base NURBS, onde os pontos de controle sdao
definidos na expectativa de controlar a geometria e o campo de soluc¢ao. Dois conceitos
acerca da malha numérica pode ser identificados: a malha (ou rede) de controle e a malha
fisica, observando que a malha de controle é ndo conforme a geometria real em geral. A
malha de controle se parece a uma malha de elementos finitos construida com elementos

multilineares.

Duas definigoes adicionais sao necessarias e deve ser observadas no que concerne a malha
fisica: a malha de remendos (patch mesh) e a malha de nds (knot mesh). Os remendos
pode ser entendidos como macro-elementos (unido de vérias entidades geométricas, e.g.,
dois s6lidos NURBS) os quais possuem representacao nos dominios de integragao e fisico.
A malh& de nos é caracterizada por um conjunto de nés que implica na definicao do espaco
de indices de um remendo, onde um periodo de ndés nao nulo e um né com multiplicidade
maior do que um podem ser identificados. Na malha de nés, onde a quadratura numérica
toma lugar, o dominio resulta definido, e estdo definidas as relagdes entre os dominios de

integracao e fisico.

Problemas da Elasto-estatica pode ser formulados com um caso especial da primeira lei de
Cauchy do movimento, a qual é usualmente referida como a equacao de equilibrio. Ainda,
a conservacdo de massa e de energia devem ser imposta sobre o dominio (ver Malvern
(1969)). Considerando uma descrigdo cinematica Lagrangiana classica em um sistema de

coordenadas cartesianas e na auséncia de mudancas de temperatura e forcas de inércia,
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as equacgoes de conservagao de massa e de momento sao reduzidas as seguintes expressoes

/Q p(X.to) A2 = /Q p(x,1) dQ) (4.37a)
diva+b=0 em (4.37Db)
u=1u sobre I'p (4.37¢)

o-n=t sobre Iy (4.37d)

e considerando as forcas de inércia, a equagao do movimento resulta

/Q p(X.10) A0 = /Q p(x,1) dQ Vit € [to, 1] (4.382)
pi—dive —b=0 em QX [t,1] (4.38b)
u=1u sobre I'p X [ty,1] (4.38¢)

o-n=t sobre Ty x [ty,1] (4.38d)

u(x,tp) =1, em (4.38¢)
u(x,tp) =1, em (4.38f)

onde X e x sao tensores de ordem um, contendo as componentes das coordenadas
materiais (X;) e espaciais (z;) no sistema cartesiano de coordenadas, respectivamente,
t representado o tempo, p é a massa especifica, b é o tensor de ordem um contendo
as forcas de campo e g contendo as componentes do tensor de tensoes de Cauchy. Os
tensores de ordem um U e t representam as condigoes de contorno de Dirichlet (varidveis
primitivas prescritas - deslocamentos prescritos) e Neumann (derivadas espaciais das
varidveis primitivas prescritas - tensdo superficial prescrita), sobre os contornos I'p e
Iy, respectivamente. Ainda, I'pUDl'y = I' e I'pNI'y = 0. As condicoes iniciais do
problemas sao dadas por U, e 1. O problema é definido sobre Q X [tg,t]. Observar que a
equacao de equilibrio, a qual é derivada da equacao de movimento de Cauchy, é definida

considerando a configuragdo deformada atual do corpo (€2).

Quando deslocamentos e rotagoes infinitesimais sao observados, uma abordagem
geométrica linear pode ser adotada, onde a configuragao indeformada do corpo é tomada
como referéncia através da analise. Ainda, o tensor de tensoes de Cauchy g e o tensor de
deformacoes infinitesimais € sao adotados na expectativa de descrever a relacao tensao-
deformacao. Por outro lado, quando deslocamentos e rotagoes sao grandes, um tratamento

especial deve ser adotado no intuito de resolver com boa acuracia a andlise do equilibrio.
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No presente modelo numérico, problemas geometricamente nao lineares sao analisados
considerando uma abordagem co-rotacional apresentada na secdo 4.4, onde tensdao e
deformagado sao descritos de acordo com o sistema local de coordenadas localmente
anexado a cada ponto da quadratura do espacgo fisico. Um modelo constitutivo linear
hipo-elastico é adotado no intuito de relacionar as medidas de deformagao com as medidas

de tensao, a qual pode ser escrita como

mat

t €= Mr(€)l +2ué (4.39)

g:

ey

onde & e € sao o tensor de tensoes de Cauchy e o tensor de deformacoes infinitesimais,

. . . amat ;.
ambos definidos no sistema co-rotacional. C ¢ o tensor elastico de quarta ordem, o

qual pode ser descrito em termos das constantes de Lamé A e p.

Quando todas as quantidades cinematicas sdo computadas, é possivel atualizar o tensor

de tensoes de Cauchy utilizando a taxa de Jaumann, por meio de

mat

-6 0+Q-6 (4.40)

Q:

@3
o>

Caso as forcas de inércia sejam negligenciadas, i.e., elasto-estatica, aplicando o método
de residuos ponderados de Bubnov-Galerkin em soma com o teorema da Divergéncia de
Green-Gauss sobre a equagao de momento dada na expressao (4.37), a seguinte expressao
é obtida

/5:€:gd9=/957u-bd9+/réiu-gdr (4.41)

onde t é um tensor de ordem um representando a tensdo superficial Q e I' sédo,

respectivamente, o dominio e a superficie que define o contorno do dominio.

Caso as forgas de inércia sejam consideradas, i.e., elasto-dindmica, aplicando o principio
de Hamilton (o qual é equivalente a considerar a forma fraca obtida por Bubnov-Galerkin
aplicada as equacoes governantes 4.38 acrescida do amortecimento viscoso oriundo do

material e/ou estrutural) a seguinte expressao é obtida

t

tg/t(/gpm.ud9+/gm.dd9— Qé(—::d’dQ) dt:—to/(/g(su.bd9+/rm.tdr) dt
(4.42)

onde d é uma forca nao conservativa, ou o amortecimento viscoso d = yu.
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O sistema de equagoes de momento semi-discreto é obtido considerando que este é discreto
no espago mas continuo no tempo. A discretizacao espacial é realizada pelo método de
Bubnov-Galerkin aplicado no contexto da andlise IsoGeométrica, onde as variagoes dos
deslocamentos assumem o rol das fungdes ponderadoras. Por integracao por partes do
primeiro termo do lado esquerdo da expressao 4.42 (variagao da energia cinética) obtém-se

a seguinte expressao

j(/QP&I.iidQJr/Q&J.XﬁdQ—/Q(Se;O-dQ> dt =

to
t (4.43)

—/</Qc5u-bdQ+/F5u-tdF> dt

to

onde x ¢ o coeficiente de amortecimento viscoso.

4.5.1 Discretizacdo espacial para analise IsoGeométrica nao
linear — estatica e dinamica

Na expectativa de definir o conceito de elemento no contexto da andlise isogeométrica, a
geometria, bem como o campo de deslocamentos e a variagao do campo de deslocamentos

sao representados com a seguinte expressao

% Ro(€)Xa; (4.44a)
u(g) = :21 R.(§u,;  ou(§) = nZ R,(£)ou, (4.44b)
a(g) = nz R,(&)a,;  du(é) = nz R,(&)od, (4.44c)
% Ro(&)ia; nz R.(§)dii, (4.444)

onde R, é a funcao de base NURBS relacionada com o ponto de controle a, a qual é
definida em funcao do vetor de coordenadas paramétricas £ = {£,7,(}, € nn, € 0 nlimero
global de pontos de controle. Os vetores de nds correspondentes as diferentes dire¢oes no
espaco paramétrico devem ser especificados definindo periodos de nés nao nulos onde os
elementos sao identificados. Observar que ao contrario dos modelos de elementos finitos,
onde a geometria e o campo de solucao sao aproximados a nivel de elemento, as respectivas
aproximagoes dadas em andlise isogeométrica (ver Equagdes (4.44)) sdo ndo nulas em

varios periodos de nés, embora fungoes de base NURBS apresentam suporte local. As
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funcoes de base e seus respectivos pontos de controle possuem atuacdo em diferentes
elementos simultaneamente, desde que as fungoes de base se estendem sobre p+1 periodos
de nds, onde p 4+ 1 é o grau das fungdes de base (ver secao 3.7). Consequentemente, a
equagao de momento (para a estatica) dada pela expressao (4.41) pode ser reescrita como
Nel el
U &:adQe:U< Ju-bdQ, + (Su-tdF6> (4.45)
e=1"7% e=1 Sk Te
e a equagao de momento (para a dindmica) dada pela expressao (4.43) pode ser reescrita

Cco1mo

/ttJ (/meﬁd9+/g&1.xadg_/ﬂge;adg> dt

e=1
fo (4.46)

Tlel

—Zegl</§2m-bd9+/r&1-tdr> dt

onde €2, e I',, s@o o dominio do elemento e e a superficie que define o contorno do
dominio do elemento, respectivamente, na malha fisica. Considerando n + 1, m + 1 e
[ 41 como o nimero de fungoes de base correspondente as dire¢des paramétricas &, n e ,
respectivamente, e seus respectivos graus polinomiais definidos por p, ¢ e r. O elemento
e ¢é definido pela determinacao dos indices em que o periodo de nés correspondente nao

nulos comega no espaco de indices, i.e.,

e € [&, &iv1) X [, Miva] ¥ (G, G (4.47)

ondep+1<i<n,g+1<j<mer+1<k<I[. Ontmero total de elementos n.;, no

qual o campo espacial é discretizado no dominio paramétrico, é definido por
ng=m-p+1)-(m—qg+1)-I—r+1) (4.48)

O espaco de indices também determina as coordenadas NURBS, as quais sao associadas
aos indices de um né que define um vértice de n6 na malha fisica. Consequentemente,
examinando o espacgo de indices é possivel determinar exatamente quais as funcgoes de
base que possuem suporte no elemento e, com a seguinte expressao

N, (§) possui suporte sobre = Vo € [i — p, ]

Ng (n) possui suporte sobre H V5 € [j — ¢, j] (4.49)

N, (¢) possui suporte sobre Z Vv € [k —r, k]
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As coordenadas NURBS também sao utilizadas para especificar o né em que uma
determinada funcao de base comeca a ter suporte. Considerando estas coordenadas
NURBS, um esquema de numeracao global para as fungoes de base trivariantes e os

respectivos pontos de controle pode ser formulado por

Y (i, 4, k) € [0,n] x [0,m] x [0,]

(4.50)

onde

A=m+1)(n+D)k+n+1)j+i+1 (@5)
.01
V (&1, ) € [& Sivpra] X (55 Mjsgr1] X [Cry Crrria]

Um esquema de numeragao para atribuir nimeros aos elementos pode ser definido com

e=k—-r)(im—qg+1)(n—p+1)+
(4.52)
+U-gn-p+1)+(@—-p+1)
O numero total de pontos de controle e suas respectivas fungoes de base NURBS resultam
estabelecidas a partir do niimero de componentes do vetor de ndés e o grau polinomial
das fungoes de base adotado. Por isso, existem dois procedimentos de refinamento nao

comutativos a inser¢ao de nés (knot refinament) e o aumento do grau das fungées de base

(degree elevation).

No intuito de estabelecer uma estrutura local para a assemblagem em uma estrutura
global, de acordo com os procedimentos FEM, as dimensoes locais das matrizes e vetores
sdo primeiramente especificadas considerando que o nimero de func¢oes de base n., que

atual localmente sobre um elemento é definido por
Nen = (p+1)(¢+1)(r+1) (4.53)

Um esquema de numeracao local para identificar as fung¢oes de base é formulado, o
qual é baseado nas coordenadas NURBS utilizadas para determinar o local de um dado
elemento. Com o ntmero do elemento determinado, a fungdo de base local niimero 1 é
atribuida a funcao de base global com coordenadas NURBS (i, 7, k) que define a posi¢ao
do elemento no espaco de indices. As demais func¢oes de base globais do presente elemento
sao enumeradas pela atribuicao de niimeros de 2 até n.,, onde uma sequéncia decrescente
sobre as fungoes de base globais é considerada. Estes ntimeros locais sao atribuidos em

uma sequéncia decrescente na direcao &, até que A — p seja obtido, com A definido pela
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expressao (4.51). Sobre as diregoes paramétricas 7 e ¢ sao definidos mesmos procedimentos
descendentes. Uma vez que as funcoes de base se estendem sobre diferentes elementos,
os correspondentes pontos de controle determinam as conectividade do elemento, estas
sao utilizadas para a assemblagem do sistema global das equagoes governantes na forma

matricial.

Substituindo as aproximacoes NURBS relacionadas ao campo de deslocamentos, dado
pela expressao (4.44), na relagao constitutiva, uma aproximagao a nivel de elemento para
relacao tensao-deformagao, utilizando a notal¢ao de Voigt, é obtida, onde as componentes
de deformacao vem dadas por

e=B-u (4.54)

Sendo B um operador diferencial que tem por objetivo gerar a parte simétrica do tensor
gradiente de deslocamentos e u ¢ o vetor de deslocamentos a nivel de elemento (ver
Equacao (4.44b)). Para a andlise geometricamente nao linear, B e u deve ser avaliados
considerando a atual configuragdo do corpo no sistema de coordenadas co-rotacional (E

e 0, respectivamente).

Introduzindo as expansoes das componentes dos deslocamentos e suas correspondentes
variacoes, dadas pelas Equagoes (4.44), e uma relagdo dada pela Equacao (4.54) na
Equacao (4.45) e na Equagao (4.46), uma equacao matricial representando um sistema
linear algébrico de equacoes é obtido para a equacao de equilibrio estatico e dinamico, a

qual pode ser expressa como

el Tel
JKu=Jf (4.55a)
e=1 e=1
Nel Nel Mel MNel
UM+ | Cu+ |Ku=Jf° (4.55D)
e=1 e=1 e=1 e=1

onde M°, C¢ e K° sao as matrizes de massa, de amortecimento e de rigidez do elementos,
respectivamente, e f¢ é o vetor de forcas a nivel de elemento. As dimensoes associadas as
matrizes M¢, C¢ e K€ e ao vetor ¢ sao definidas por (ney-1meq 1eq) € (Neq), respectivamente,
onde Neg = Nep * Ndof, COM Ngor denotando o nimero de graus de liberdade dos pontos de
controle. O simbolo da unido indica o processo de assemblagem para gerar o sistema global
de equacoes, considerando as contribuicoes de cada elemento de acordo com a relagao das
conectividades estabelecidas anteriormente. As matrizes de massa, de amortecimento e

de rigidez global sao sempre esparsa devido o suporte local de cada funcao de base.
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No regime geometricamente nao linear, as equagoes de momento (Equagao (4.55)) devem
ser satisfeitas iterativamente utilizando uma abordagem incremental (ver Bathe (1995)), ja
que as forcgas internas sao dadas como fun¢oes da configuracao atual do corpo. O equilibrio
da equagao nao linear é obtido empregando um procedimento de linearizacao conhecido
por método de Newton-Raphson onde o vetor residuo é submetido a uma expansao em

séries de Taylor dentro do incremento [t, ¢ + At]. A Equagao (4.55) ¢ entdo reescrita como

el Tel el
U Kzfan <u6> Au = U feext - U fient (ue> (456&)
e=1 e=1 e=1
el Nel Nel Mel Tel
UM+ | Ccua+ | JKS,, (u)Au=Jf, — £, (0°) (4.56b)
e=1 e=1 e=1 e=1 e=1

onde K¢

tan

¢ a matriz de rigidez tangente e Au = uy o, — u;. Em cada passo iterativo, as
matrizes de massa, de amortecimento, de rigidez tangente e o vetor de forgas internas sao
inicialmente avaliados no sistema de coordenadas co-rotacional de acordo com a seguinte
expressao

Re = / B (G4 Co) BaQy; f, = [ Bleddr (4.57)

Qe Qe

onde Q° faz referéncia a configuragao atual do elemento e no sistema co-rotacional de
coordenadas, C9% ¢ & sdo os tensores relacionados ao tensor taxa de Jaumann e o tensor
co-rotacional de tensoes, respectivamente, com ambos avaliados no sistema de coordenadas
co-rotacional. Na expectativa de resolver o sistema proveniente da equacao de equilibrio
nao linear, a matriz de rigidez tangente e o vetor de forcas internas deve ser obtido no
sistema global de coordenadas através de uma transformacao objetiva desde o sistema
co-rotacional, i.e.,
K¢, =RKS R; f2, = RS

tan tan=™ wnt wnt

(4.58)

onde R é a matriz de rotacao definida na secao 4.4

4.5.2 Integracao espacial na analise IsoGeométrica e outras
consideracoes

A integracao numérica associada a avaliagao da matriz de rigidez do elemento ¢é levada a
cabo utilizando a quadratura de Gauss. As integrais definindo os termos da matriz, os
quais sao inicialmente definidos no espaco fisico, sao transformada ao espaco paramétrico,

e logo ao espaco de integracao, onde a integracdo numérica é realmente levada a cabo.
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Considerando que coordenadas no espago fisico, paramétrico e de integragao sao denotadas
por X, é e é, respectivamente, os elementos também podem ser denotados de maneira
similar como ¢ | Q¢ e Q° no espaco fisico, paramétrico e de integracao. A transformacao
desde o espaco fisico ao espaco de integracao, onde a quadratura Gaussiana é realizada,
¢ obtida pelo uso de uma composicao de duas transformagoes consecutivas: o espago
fisico é transferido ao espago paramétrico (através de um mapeamento geométrico) e
logo, este é transferido ao espago de integragao (através de um segundo mapeamento), os
quais sao transformagoes afins. As derivadas espaciais das fungoes de base em relagao as
coordenadas cartesianas sao avaliadas pelo teorema da derivada da func¢ao composta em
relacdo as coordenadas paramétricas, i.e.,

OR  OR 0§

(4.59)

onde (51, &, 53) = (f, 7, 5) e o segundo termo do lado direito da Equagao (4.59) representa
a inversa do jacobiano da transformacao linear. Ja que a integracao é levada a cabo no

dominio de integracao, o determinante do jacobiano ¢é avaliado por

- ’aafi _ |92 0% (4.60)
0| |0& 9¢;
onde (&,8,8) = (£,7,0). As coordenadas paramétricas (&;,7h,C3) relacionadas

quadratura definida no dominio de integragao (é , 1), ¢ ) podem ser obtidas considerando as
coordenadas NURBS (4, j, k) associadas com o elemento e € [&;, §41] % 15, Mj11] X [Cey Ceta],

sendo a transformacao afim

=gt (ErpinS
=i (7 + DA (4.61)
C—Ci‘i‘(é‘irl)%_g

Observar que uma quadratura classica, como a quadratura de Gauss, sobre funcoes

racionais é uma aproximagcao.

Quando um modelo numérico baseado em Analise IsoGeométrica é desenvolvida com o
método de Bubnov-Galerkin e fungoes de base NURBS, condigoes de contorno homogéneas
sdo exatamente imposta pela definicdo das correspondentes varidveis de controle (fungoes

de base) como zero. O procedimento trivial para impor condigbes de contorno essenciais é
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entao obtido, o qual é andlogo ao utilizado por modelos de elementos finitos. No presente
modelo, as fungoes de base NURBS sao substituidas pelo delta de Kroenecker, aplicando
as condigoes de contorno homogéneas ao campo de deslocamentos, i.e.,

Nnp

u (Xb) = z_: Ra (gb) u, = 0 com Ra (Xb) = 5ab (462)

onde x; é um vetor que especifica as coordenadas cartesianas dos pontos de controle com
coordenadas paramétricas definidas por &, as quais estao localizadas nos contornos dos

nés com condigoes de contorno essenciais.

Desafortunadamente, para condigoes de contorno essenciais nao homogéneas, erros
significativo sao obtido se estas condigoes sdo aplicadas diretamente as varidaveis de
controle. Ao contrario de FEA, onde os noés estao localizados nas superficies da fronteira,
na analise isogeométrica é de conhecimento que os pontos de controle nao pertencem ao
contorno fisico do problema. Visto que as fungoes de base NURBS nao sao interpoladoras.
Para informagdes adicionais relacionadas a condi¢oes de contorno nao homogéneas, ver o

recente trabalho apresentado por Wang e Xuan (2010).

4.5.3 Integracao temporal nao linear para analise IsoGeométrica
nao linear — estatica

Para aplicagoes nao lineares envolvendo pontos limites e/ou de bifurcagao, uma estratégia
diferente deve ser adotada para resolver o problema nao linear iterativamente, desde
que o método padrao de Newton-Raphson nao “atravessa” pontos extremos na curva
forca-deslocamento. No presente trabalho, uma solucao similar a proposta por Yang e
Shieh (1990) é empregada, a qual é referida como Método de Controle de Deslocamentos

Generalizado (GDCM do acrénimo do inglés Generalized Displacement Control Method).

Assumindo que os tensores de deformacgao e tensao e todas as quantidades cinematicas
sao conhecidas ao final do tdltimo incremento de tempo ¢t = ¢,, a solucdo em ¢t = ¢,
pode ser computada com base na solucao equilibrada do passo anterior. Um algoritmo
descrevendo o calculo de cada passo executado pelo presente modelo numérico para

controle de carregamento é apresentado a seguir.
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1. Resolver o sistema de equagoes lineares definido pela Equagao (4.56) assim obtendo
a correcdo do campo de deslocamentos, Au® para a k-ésima iteracio. Os

k
deslocamentos para o ultimo passo de tempo vem dado por Au = > Au®
a=1

2. Atualizar geometria NURBS
3. Laco sobre os elementos e sobre os pontos da quadratura

(a) avaliar o tensor ortogonal na configuragao atual, Equacao (4.36)
(b) avaliar o tensor ortogonal na configuragdo do ponto médio, Equagao (4.36)

(c) avaliar o incremento de deslocamentos deformacionais no sistema co-rotacional,

Equagao (4.27)

(d) calcular o incremento de deformagoes relacionado a configuracdo do ponto

médio, Equagao (4.24) e atualizar as tensoes, Equacao (4.40)

(e) avaliar a matriz de rigidez do elemento e as forcas internas e transforma-las ao

sistema global, Equagao (4.58)

(f) avaliar o vetor residuo
4. Assemblagem da matriz de rigidez global e o vetor residuo global

5. Checar a convergéncia. Se os critérios de convergéncia nao sao satisfeitos, retorna

ao passo 1, com k = k + 1. Caso contrario, procede-se um novo passo de tempo.

4.5.4 Integracao temporal nao linear para analise IsoGeométrica
nao linear — dindmica

Nesta segao é apresentada as integragoes nao lineares no tempo: a-generalizado (Ga -
Generalized- o Method), proposta por Chung e Hulbert (1993) e estendia a dindmica dos
fluidos por Jansen et al. (1999) e Energia-Momento Generalizado (GEMM+¢ - Generalized
Enery-Momentum Method) proposto por Kuhl e Crisfield (1999); Kuhl e Ramm (1999).

Estes procedimentos podem ser utilizados em qualquer integragao nao linear no tempo.
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Os dois métodos sao desenvolvidos em paralelo, uma vez que o GEMM+¢ é desenvolvido

sobre o mesmo esquema que o Ga.

Definindo o tamanho do passo de tempo At, e o passo de tempo n definem-se as
aproximagoes d,11 ~ u(t,11), Var1 = U (tpy1) € ape1 =~ U (ty41). No comego de cada
passo de tempo, define-se a iteracao i = 0 e entra-se na fase preditora (predictor phase),
onde sao inicializadas as aproximacoes.
d;+1 = anJrl
Vfz+1 = Vit1 (4.63)
aiz—H = 5n+1
onde anH, Va1 € 4,11 podem ser escolhidos de diversas maneira, entretanto estas devem

sempre ser consistentes com as Férmulas de Newmark, i.e.,

- (At)? -
d,.1 =d, + Atv, + 5 (1 —26)a, +2pa,41) (4.64a)
Vi1 =V + AL (1 — ) a, +7a,41) (4.64b)

onde (3 e v sao parametros. Tipicamente as escolhas na pratica dos preditores utilizadas

Sao

Preditor Deslocamento Constante

d, =d, (4.65a)
_ 1 1-2p

Api1 = _ﬁAtvn — ( 2 )an (4.65b)
Vi1 = definido por 4.64b (4.65c¢)

Preditor Velocidade Constante

Vil = Vi (4.66a)
5, -4 ; Vo, (4.66D)
d,..1 = definido por 4.64a (4.66¢)
Preditor Aceleragcao Zero
a,.1=0 (4.67a)
Vi1 =V + At (1 —7) a, (4.67b)
d,, 1 =d, + Atv, + (A;f (1-28)a, (4.67¢)
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O preditor de deslocamento constante é o mais utilizado em problemas de contato e atrito,
ou problemas que envolvem grandes deformacoes. O preditor de velocidade constante é
usualmente empregado em problemas de interagao fluido estrutura. Obviamente diversas
outras alternativas podem ser atribuidas, entretanto no presente trabalho, este trés

preditores foram implementados.

O algoritmo de integracao temporal a-generalizado é definido da seguinte maneira:

conhecendo (d,, v,,a,) determinar (dn+1,Vn+1, a1, dnya;y Vigas an+am), tal que

R (dntass Vatas: @ntay, ) =0 (4.6%a)
dnte, = dy + g (dysy — d,) (4.68b)
Vita; = Vn + Qp (Va1 — Vi) (4.68¢)
Anta,, = An + Qp (Ap41 — ay) (4.68d)
com v, ;1 e d,, ;1 definidos por 4.64 (4.68e)

onde R ¢é o residuo da Equagao (4.56b), At = t,41 — ¢, ¢ o incremento de tempo, oy,
Qm, Yy € 0 sdo parametros reais que definem o método e sdo selecionados para assegurar
uma acuracia de segunda ordem e uma estabilidade incondicional. Para sistemas de
equacgoes diferenciais lineares de segunda ordem com coeficientes constantes, Chung e

Hulbert (1993) mostraram que o método possui acuracia de segunda ordem se é atendido

—ayp+ oy (4.69a)

(1—ay+ o)’ (4.69Db)

(4.70)

O mesmos resultados (4.69a) e (4.70) foram verificados por Jansen et al. (1999), onde
se mantém verdadeira a tese da estabilidade incondicional para sistemas de equacoes
diferenciais lineares de primeira ordem com coeficientes constantes. Na expectativa de
obter um controle estricto sobre o amortecimento de altas frequéncias, o, e ay sado
parametrizados por p.,, 0 raio espectral da matriz de amplificacdo para um passo de

tempo infinitamente grande.A dissipacao 6tima de altas frequéncias ocorre quando todos
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os autovalores da matriz de amplificacdo assumem o mesmo valor, a saber p,. Para o

caso de sistemas de segunda ordem, Chung e Hulbert (1993) derivaram

9 _ ¢
a;, = Poo (4.71a)
L+ pS,
. 1
enquanto que para sistemas de primeira ordem, Jansen et al. (1999) obtiveram
1 (3—pl
ol = 5 <1 " p&) (4.72a)
; 1
T 14 ol ( )

onde os super-indices indicam quantidades vindas de dois diferentes métodos. As
equacgoes acima descritas mostram que para o mesmo valor de po (i.e., pS, = pl.) existe

uma inconsisténcia entre of, e of,. Esta inconsisténcia pode ser eliminada atribuindo

S, = plo =1, o caso de zero dissipacao de altas frequéncias correspondendo a regra do

ponto médio, entretanto isto nao é suficientemente robusto para analises nao lineares.

Para o caso de uma equacao diferencial linear ordindria de segunda ordem, Chung e
Hulbert (1993) apresentam os autovalores da matriz de amplificacdo para um passo de

tempo infinitamente grande

lim A\ =
At—00

{—1—|—am—af —1—i—am—af1 1

} (4.73)

l+am—ar 1+a,—a; or

substituindo (4.71) em 4.73 obtém-se

Hm A = {—poo, —Poos —Poo} (4.74)

At—00

Isto implica em que o raio espectral da matriz de amplificacio nunca deve exceder a
magnitude da unidade. Naturalmente, todo este rigorismo nao faz sentido nenhum na
andlise nao linear, uma vez que a matriz de amplificacao para o caso linear é diferente da

matriz de amplificagdo para o caso nao linear.

Para resolver as Equacoes (4.68a-4.68¢) emprega-se o método de Newton-Raphson, o
qual pode ser visto como um algoritmo de duas fases, preditor-multi-corretor. Como ja
comentado, diversas opc¢oes existem para a fase preditora. Assumindo que os tensores
de deformacao e tensao e todas as quantidades cinematicas sao conhecidas ao final do

ultimo incremento de tempo t = ¢,,, a solu¢do em ¢t = ¢, pode ser computada com base
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na solugao equilibrada do passo anterior. Assumindo um raio espectral p.,, calculam-se

os parametros do método ay e a,,. Um algoritmo descrevendo o célculo de cada passo

executado pelo presente modelo numérico é apresentado a seguir

1. Fase preditora:

Equacoes 4.65

opta-se por um preditor { Equagdes 4.66 estimando (dg L VoL, ad +1)

Equagoes 4.67

2. Fase muti-corretora: repetir os seguintes passos para ¢ =0, ...

n+ay?

(a) avaliar (d Vita, Ay +am)

d:l"l‘@éf =(1- Ozf) d, + Oéfdln_i_l
sz+af = (1 —ap) v +apvi,
al = (1—am)a, +apal,,

Y Zma:v

(4.758)
(4.75b)
(4.75¢)

(b) utilizar as solugoes intermediarias para a assemblagem do residuo e as equagoes

de massa e momento e as correspondentes matrizes do sistema linear

dR! ‘
Ad = -R;
n+1
ddn—H
onde
i i i i
n+1 _R(dn+af7 Vn—i—af? an—i—am)
Gap i _ 7 7 GanTi ext
R, =Ma, , +Cv, , + N, -5,
GEMM+(Ri  _ nfai i GEMM+éngi
R,,, =Ma, , + Cvn+af + Nnmer£ —
sendo N o vetor de forgas internas e ff;ﬁtaf

forcas externas avaliado no ponto generalizado intermediario.

R R
= Vv a
dd,g;  dd,g s Trres? Sevem

dr

o calculo da derivada total é descrito a seguir.

ddn+1

(4.76)

(4.77)
femt

n+og

= (1 —ay) £ + oy £5%" 0 vetor de

(4.78)

(¢) com o sistema da Equagao 4.76 resolvido, incrementam-se as variaveis

d;trll = diH—l + Ad
i+1 i g
Vi = Vi mAd
i i 1
ath = a,, + WAd

(4.79)
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3. Checar a convergéncia. Se os critérios de convergéncia nao sao satisfeitos, retorna

ao passo 1, com 7 = ¢ + 1. Caso contrario, procede-se um novo passo de tempo.

A diferenga entre os métodos Ga e GEMM+£ é a forma em que se avaliam as forgas
internas, e as forgas internas avaliadas de maneiras diferentes, levam a matrizes tangentes

diferentes.

Realizando a derivada total da Equacao (4.77), obtém-se
AR dR dd,.,
ddn—H —ddn—i-af ddn—H
AR Ve, dvass

4.80
an+af dvpy1 ddpsa ( )
dR dan+am dan+1
danJram dan+1 ddn+1
e das Equagoes (4.68), facilmente obtém-se
dR m
- A My Y oK, (4.81)

ddes  B(AL)2 BAt

No método Ga as forcas internas e a matriz de rigidez tangente no ponto intermediario

generalizado sao avaliadas de acordo com a seguinte expressao:
GN ., = (1 - ay) /Q B (1,) & (1,) dQ + /Q B! (,41) 6 (1,1)dQ (4.82)
GaKtan =y (Km + Kg)

ntoy
—a; /Q B (f41) (€7 4+ €% (,11)) B (f,41) A

enquanto que no método GEMM-+¢ as forcas internas e a matriz de rigidez tangente no

(4.83)

ponto intermediario generalizado sao avaliadas de acordo com a seguinte expressao:

NN e = [ B (i) [0y = 6 (0) + (0 + )& (@,00)] A2 (439

GEMM an
+§Kfz+af+§ = (ay + &) K + ay K,

—(ay +6) /Q B ({1,40,) O™ B (i1,,) dO
+ay /Q ]§t<ﬁn+af)égeo(ﬁn+af)B(ﬁn+af) dQ (4.85)
~ (o +€) /Q B (11,40, ) O™ Bt 1, ) A0

+ay /Q B (1140, ) O ({140, ) B (1, ) 4D
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onde, no GEMM+¢, um parametro de dissipacao adicional é utilizado, de forma que
as forgas internas sdo deslocadas do ponto intermedidrio definido no Ga, de tpya, —
tntate. Este pardmetro de Armero-Petocz Armero e Petocz (1998) melhora a estabilidade
numérica.

(4.86)

Ainda cabe observar que o termo material da matriz de rigidez foi modificado afim de

obter uma matriz simétrica.

4.5.5 Energia total, momento linear e angular

Adicionalmente as quantidades basicas do elemento, como forcas internas, matriz de
rigidez tangente e matriz de massa, a energia total e o momento sao calculados em
uma rotina de pos-processamento, no intuito de checar as propriedades de conservacao
do algoritmo investigado. Para julgamento da estabilidade do algoritmo precisa-se ter
conhecimento da energia total ao final de cada passo de tempo. A energia total E é dada

como a soma da energia cinética K e a energia interna de deformacao U

E=K+U (4.87)
1

K= 5/ng-gom (4.87h)
1

U= 3 /,Z e€dQ (4.87¢)

Na expectativa de julgar a qualidade da integracao temporal, o momento linear L e
o momento angular J sao avaliado para cada configuracao intermediaria que o corpo

assuime.

L= /Q i d) (4.882)

J-— / pu x 1dQ) (4.88h)
Q

4.5.6 Analise da convergéncia

A andlise da convergéncia pode ser utilizada eficientemente para observar instabilidades
numéricas assim como para qualificar a eficiéncia do algoritmo. Com esta premissa, define-

se a razdo de convergéncia ¢, de uma dada iteracio a partir do erro em deslocamentos &*
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ara iteracdo k. ou para o erro em forcas %, como
) f7

e = (| Aully/|lubth — 1,2 (4.89a)
er S EG — £ L/ IER5 — £2 1 (4.89b)
e ekt /Inek (4.89¢)
e Einekt!/In ek (4.89d)

Nos exemplos da segao 4.8, £ e % sdo analisados contra o ntimero total de iteragoes, no
intuito de, nao s6 analisar a convergéncia, mas também para visualizar o nimero total de

iteragoes que uma analise necessitou para ser finalizada.

4.6 Cbédigo numérico

Alguns exemplos sdo apresentados para apresentar o desempenho do codigo desenvolvido
para este trabalho. O c6digo GNUall foi desenvolvido em Fortran 2003, o qual é composto

pelos seguintes modulos
e GNUiga - Biblioteca Fortran library acerca de Analise IsoGeométrica;
e GNUrbs - Biblioteca Fortran library acerca de NURBS;
e GNUsci - Biblioteca Fortran library acerca de Matematica;
e GNUdat - Varidveis globais do cédigo principal;

e GNUio - Biblioteca Fortran library acerca de input/output de dados, baseado na
biblioteca desenvolvida por Stefano Zaghi’s GNU/GPL library (LIB VTK IO
Fortran library to write and read data according to the VTK standard).

4.7 Aplicacoes numéricas — estatica
4.7.1 Descricao geral das aplicagcoes nimericas

Os exemplos aqui apresentados sao populares problemas de referéncia para anélises

geometricamente lineares e geometricamente nao lineares para vigas, placas e cascas.
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Elementos solidos sao utilizadas neste trabalho para modelar estruturas de paredes finas.
As propriedades geométricas e materiais, bem como as cargas sao dados de acordo com o

sistema SI.

Alguns casos foram gerados a partir de um sélido NURBS quadratico com um elementos,
possuindo trés pontos de controle em cada dire¢ao paramétrica. Existem duas maneiras
de refinar este sélido inicial: via inser¢do de nés (knot insertion) e/ou aumento do grau
(degree elevation). Estas duas alternativas ndo comutam. Devido as caracteristicas
dos operadores, duas estratégias sao testadas. Na primeira abordagem: inicialmente, a
geometria é refinada por elevagao de grau (conhecido por refinement p) sobre a superficie
da casca até atingir NURBS quinticas em cada direcao paramétrica, enquanto através da
espessura foi preservado NURBS quadratica. Finalmente, a inser¢ao de nds (conhecido
por refinement h) é levada a cabo. Esta sequéncia de operagoes produz um sélido com
noés que possuem multiplicidade igual & um, i.e., C?~! = C* sobre os nés. Na segunda
abordagem: a geometria é refinada pela insercao de nés seguida da elevacao de grau sobre
a superficie até atingir NURBS quinticas em cada dire¢ao paramétrica, enquanto através
da espessura foi preservado NURBS quadratica. Esta sequéncia de operac¢oes produz um

sélido com nés que possuem multiplicidade igual & quatro, i.e., C?~! = C* sobre os nés.

O exemplo da segao 4.7.2 (a pinched cylindrical shell with free ends) apresenta um caso
linear elastico, onde um estudo paramétrico baseado no grau NURBS foi desenvolvido
e os resultados comparados com a solugao analitica. Nas Tabelas 4.2 e 4.3 comparagoes

relacionadas ao grau polinomial através da espessura e sobre a superficie sao apresentados.

O exemplo da segao 4.7.3 (a rolled beam) foi analisado com duas malhas uniformes: mshl
e msh2. A malha mshl é composta de 16 elementos (com NURBS quinticas) em seu
vao e 1 elemento (com NURBS lineares) através da largura e da espessura. A malha de
controle ¢ definida por 21 pontos de controle sobre o vao e 2 pontos de controle através
da largura e espessura com multiplicidade de nés igual a um. A malha msh2 é composta
de 36 elementos (com NURBS quinticas) em seu vao e 1 elemento (com NURBS lineares)
através da largura e espessura. A malha de controle é definida por 41 pontos de controle
sobre seu vao e 2 pontos de controle através da largura e espessura com multiplicidade de

nos igual a um.
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O exemplo da se¢ao 4.7.4 (a twisted beam) foi analisado com duas malhas uniformes: msh1
e msh2. A malha mshl é composta de 16 elementos (com NURBS quinticas) em seu vao
e 1 elemento (com NURBS quinticas) através da largura e da espessura. A malha de
controle é definida por 21 pontos de controle sobre o vao e 6 pontos de controle através da
largura e espessura com multiplicidade de nés igual & um. A malha msh2 é composta de
36 elementos (com NURBS quinticas) em seu vao e 2 elemento (com NURBS quinticas)
através da largura e espessura. A malha de controle é definida por 41 pontos de controle
sobre seu vao e 7 pontos de controle através da largura e espessura com multiplicidade de

nos igual a um.

Os exemplos das segbes 4.7.5 e 4.7.6 (a pinched semi-cylindrical shell and a streched
cylindrical shell, respectivamente) foram analisados com trés malhas uniformes: mshl,
msh2 e msh3. Todas as malhas foram geradas a partir de um solido NURBS quadratico
possuindo a forma de um oitavo de cilindro com trés pontos de controle em cada diregao
paramétrica. As malhas mshl e msh2 foram obtidas pela elevagao de grau seguido da
insercao de nés. Em contra partida, a malha msh3 foi obtida pela insercao de nés seguido

da elevagao de grau.

A malha msh1 é composta de 16 x 16 elementos (com NURBS quinticas) sobre a superficie
e 1 elemento (com NURBS quadraticas) através da espessura. A malha de controle é
definida por 21 x 21 pontos de controle sobre a superficie e 3 pontos de controle através
da espessura com multiplicidade de nés igual & um. A malha msh2 é composta de
32 x 32 elementos (com NURBS quinticas) sobre a superficie e 1 elemento (com NURBS
quadraticas) através da espessura. A malha de controle é definida por 37 x 37 pontos de
controle sobre a superficie e 3 pontos de controle através da espessura com multiplicidade
de nods igual & um. A malha msh3 é composta de 10x 10 elementos (com NURBS quinticas)
sobre a superficie e 1 elemento (com NURBS quadraticas) através da espessura. A malha
de controle é definida por 42 x 42 pontos de controle sobre a superficie e 3 pontos de

controle através da espessura com multiplicidade de nds igual a quatro.

O exemplo da secao 4.7.7 (a pinched cylindrical shell mounted over rigid diaphragms) foi
analisado com cinco malhas: mshl, msh2, msh3, msh4 e msh5. Todas as malhas foram
geradas a partir de um sélido NURBS quadrético possuindo a forma de um oitavo de

cilindro com trés pontos de controle em cada direcdo paramétrica. As malhas mshl e
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msh2 foram obtidas pela elevagdo de grau seguido da insercao de nds (mesmas malhas
utilizadas na se¢ao 4.7.5 € 4.7.6). Em contra partida, as malhas msh3, msh4 e msh5 foram
obtidas pela inser¢ao de nés seguido da elevagao de grau (as malhas msh3, msh4 e mshb

foram usadas exclusivamente no exemplo da segao 4.7.7).

A malha msh3 é composta de 16 x 16 elementos (com NURBS quinticas) sobre a superficie
e 1 elemento (com NURBS quadraticas) através da espessura. A malha de controle é
definida por 66 x 66 pontos de controle sobre a superficie e 3 pontos de controle através
da espessura com multiplicidade de nés igual a quatro. A malha msh4 é composta de
20 x 20 elementos (com NURBS quinticas) sobre a superficie e 1 elemento (com NURBS
quadraticas) através da espessura. A malha de controle é definida por 82 x 82 pontos de
controle sobre a superficie e 3 pontos de controle através da espessura com multiplicidade
de néds igual & quatro. A malha msh5 é composta de 25 x 25 elementos (com NURBS
quinticas) sobre a superficie e 1 elemento (com NURBS quadréticas) através da espessura.
A malha de controle é definida por 102 x 102 pontos de controle sobre a superficie e 3

pontos de controle através da espessura com multiplicidade de nés igual a quatro.

4.7.2 Problema elastico linear: (pinched cylindrical shell with
free ends)

Uma investigacao inicial é realizada sobre uma aplicacao geometricamente linear, na
expectativa de ressaltar a sensibilidade dos aspectos mais importantes dos parametros
que definem a geometria NURBS, tais como o grau, a classe de continuidade e o nimero
de elementos. O exemplo apresentado é um caso de referéncia (pinched cylindrical shell

with free ends). Um esbogo do exemplo numérico analisado é apresentado na Figura 4.6.
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