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ABSTRACT

In this work, we will show that the algorithm, which determines digit by digit
the square root of a positive real number, corresponds to a dynamical system in the
plane with complex dynamical behaviour. A relation of equivalence can be obtained
and through it we determine a new dynamical system in the quotient space. Such
dynamical system will be study from two points of view: Topological Dynamics
and Ergodic Theory. We will show that such dynamical system is topologically
conjugated to a shift map in the Bernoulli’s space on 10 symbols. Furthermore we
will show that there exists a natural invariant measure which is ergodic for this

dynamical system.

RESUMO

Neste trabalho, mostraremos que o algoritmo que determina digito a digito a raiz
quadrada de um niumero real positivo, corresponde a um sistema dinamico no plano
com um comportamento dinamico complexo. Uma relagao de equivaléncia pode ser
obtida e através dela determinamos um novo sistema dinamico definido no espaco
quociente. Tal sistema dinamico sera estudado a partir de dois pontos de vista:
Dinamica Topolégica e Teoria Ergddica. Mostraremos que tal sistema dinamico é
topologicamente conjugado ao shift map no espago de Bernoulli sobre 10 simbolos.
Além disso, mostraremos que existe uma medida invariante natural a qual ergddica

para este sistema dinamico.
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1. INTRODUCAO

Nosso objetivo neste trabalho é apresentar alguns resultados sobre o algoritmo

da extracao digito a digito da raiz quadrada de um nimero real positivo (ver se¢ao 2).

Mostraremos que o algoritmo em questao corresponde a um sistema dinamico
‘H definido no quadrante positivo do plano. Na secao 5 veremos que H ¢é
uma aplicacao nao bijetiva. Mostraremos também que a regiao do plano R =
{(z,y) € R%|z — 10y < 100} atrai todas as trajetdrias do sistema dindmico H e
que, nesta regiao, H leva semi retas em semi retas. Finalmente, mostraremos que a
transformagao H obtida fazendo o quociente (sobre as semi retas em R) é conjugada
no sentido de Teoria Ergddica a transformacao shift map no espaco das seqiiéncias
infinitas sobre dez simbolos, agindo sobre uma medida v (ver segao 4). Destes resul-
tados concluiremos que o sistema quociente é cadtico (ver defini¢do 14) e ainda que,
pelo fato do sistema ser ergddico (ver defini¢do 26) para uma certa medida natural,
podemos usar o teorema de Birkhoff para obter resultados estatisticos a partir das

orbitas do sistema dinamico.



2. O ALGORITMO DE EXTRACAO DA RAIZ QUADRADA

Convencionaremos neste trabalho escrever um numero real positivo S como
51, 825354 - - ., onde s; ¢ um numero inteiro nao negativo qualquer, e, para todo 7 > 1,
s; € um numero inteiro de 0 a 9. Além disso, exigiremos que exista um numero in-
finito de indices j, tais que s; # 9, afim de evitar ambigiiidade na representacao
de certos numeros. Assim, por exemplo, o nimero 1,00... serd representado nesta
forma e nao na forma 0,99.... Um ntmero inteiro serd denotado por 515353 .. S,,

onde para todo ¢ > 1, s; ¢ um numero inteiro de 0 a 9.

Seja xy um ndmero real positivo tal que /Ty = 51,5253...5;.... O algoritmo
de obtencao dos digitos s; da raiz quadrada de zy que utilizaremos consiste em

encontrarmos sucessivas aproximacgoes dessa raiz da seguinte maneira:

s? <

(1057 + 52)? < 100

(105753 + s3)? < 100%z

(10815283 R Sn+l)2 S 100”1’0,

onde determinamos s; como os maiores numeros inteiros nao negativos para os

quais as desigualdades se verificam.



Podemos verificar que os ntumeros s;, assim obtidos, satisfazem a convencao

anterior, pois se s; é o maior inteiro tal que s < mg, entdao (s; + 1)

> X €
(10s1 + 10)% = 100(s; + 1) > 100xo. Dai, (1081 + 52)> < 100z < (10s1 + 10), de

onde concluimos que s, < 9. Por inducao, verifica-se que s; < 9 para todo 7 > 1.

Podemos rescrever a inequagao que nos permite determinar s, ; de maneira re-
cursiva como:
2 <
Spt1 T YnSnt1 S T,
onde y,, = 20515253 ... 5, € T, = 100"y — 100515253 ... 5,,°.
Para determinarmos o maior inteiro positivo que satisfaz a ultima inequacao,

basta calcular:

. (—yn + Y2+ 4xn)
Sp+1 = 1nt 5 )

onde int : R — N ¢ a funcao que leva um ntimero real na sua parte inteira. Por

outro lado , temos que:

Tpo1 = 100"z — 100515283 - - - Spsns1> = 100(100"zg — (10515283 -8, +

m)2) = 100(100“.%0 - (100818283...Sn2 + 20518283...Sn Sp41 + Sn+12)) =

100(27 = YnSns1 — Sp41)



Yn+1 = 20515253 - - - Spdnr1 = 20(10518283 - - - S, + Sp1) =

10(20515253 - - - Sn + 25511) = 10(Yn + 25p41),

Assim, podemos associar ao algoritmo acima descrito a aplicagao raiz quadrada

H (defini¢ao 31), que é um sistema dinamico definido em
B2~ {(r,1) € R¥z,y > 0},

e tal que dado (xg,yo) a orbita (z,,y,) = H"(zo, yo) satisfaz:

2 2

_ 2 Tn . —Yn 2 Tn
£y = 100 <x ing? (w— ViR ) oy int (w— ViR >)

Ynt1 = 10 (yn + 2int (—‘y"”ﬁ*“’”‘))

Dada a condigao inicial (g, 0), o sistema acima equivale a resolver as inequagoes

do algoritmo da raiz quadrada e encontrar a expansao decimal de ,/xy, obtida

—yn+/y2+4zn

5 ) Mais adiante, na proposicao 13, enunci-

através de s, = int(
aremos um resultado mais geral dessa afirmacao para uma familia de equacgoes

quadraticas.



3. DEFINICOES E RESULTADOS GERAIS

Referimos o leitor a [4] para referéncias gerais e demonstragoes de resultados que

mencionaremos a seguir envolvendo Espacgos Métricos.

Definicao 1. Seja V' um conjunto. Uma relagao, ~, é chamada relacdo de equi-
valéncia em V' se satisfaz para todo x,y,z € V

e~ uI;

e ~Yy=1yYr~u,

e r~YyeYyn~Z=1T~ 2.

Definigao 2. Sejam V um conjunto, z € V' e ~ uma relagao de equivaléncia em V.
O conjunto [z] = {y € V|y ~ 2} é chamado classe de equivaléncia de x. O conjunto

V/. ={lz]|z € V} é chamado espago quociente de V' por ~.

Definicao 3. Um espaco métrico ¢ um conjunto V munido de uma aplicacao d :
V xV — R, que associa a cada par ordenado de elementos z,y € V um numero real
positivo, chamado distancia entre x e y, e tal que, para todo x,y,z € V, satisfaz

e d(z,y) >0ed(z,y) =0 z=1y;

e d(z,y) = d(y,r) (comutativo);

o d(x,z) <d(z,y) +d(y, z) (desigualdade triangular).



Usamos a notagao (V,d) para nos referirmos a um conjunto V' munido de uma

métrica d.

Observagao 1. Se retirarmos a condi¢ao de que d(z,y) = 0 implica em x = y, a

aplicagao d é chamada pseudo métrica em V.

Observagao 2. Se V = R, consideraremos a métrica dg(z,y) = |z — y|.

Definicao 4. Seja (V,d) um espago métrico. Uma bola aberta de raio € > 0 e

centro em z € V' é o conjunto B, o = {y € V|d(x,y) < €}.

Defini¢ao 5. Seja (V,d) um espago métrico. Dizemos que A C V' é aberto em V

se, e somente se, para todo x € A existe € > 0 tal que B, C A.

Definigao 6. Sejam (V;,d;) e (Va, ds) espagos métricos. Dizemos que uma aplicagao
f Vi — V4 é continua se, e somente se, para todo x € Vj e € > 0, existe d > 0, tal

que f (Bs) € Br@)o-



Definicao 7. Dizemos que uma aplicacao f : Vi — Vs, continua, bijetora, com

inversa continua, é um homeomorfismo.

Observacgao 3. Se f : V; — V,, aplicacao entre espagos métricos, ¢ bijetiva e ¢é
uma isometria, isto é, para todo x,y € Vi, di(z,y) = da( f(x), f(y)), entdo f é um

homeomorfismo.

Referimos o leitor a [1] e [6] para referéncias gerais e demonstracoes de resultados

que mencionaremos a seguir envolvendo Sistemas Dinamicos.

Definicao 8. Seja a aplicacao 7" : V' — V. Denotamos a n-ésima iterada de T
sobre o ponto z € V por T"(x). De forma andloga, sendo T~!(z) a pré-imagem de

x por T, notamos T "(x) = {y € V|T"(y) = z}.

Definicao 9. Dizemos que x € V é ponto firo de uma aplicacao T : V' — V se, e
somente se, T'(x) = x. Dizemos que z € V é ponto periddico de T se, e somente
se, existe n € N, tal que T"(x) = x. Neste caso dizemos que = tem periodo n. Se
n € o menor numero natural para o qual se verifica a igualdade dizemos que x tem

periodo primo n.
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Definigao 10. Sejam T : V — V e A C V. Dizemos que A é invariante por T se, e

somente se, T~1(A) = A.

Definigao 11. Sejam (V,d) um espago métrico e uma aplicagdo 7T : V. — V.
Dizemos que T tem dependéncia sensivel as condicoes iniciais se, e somente se,
existe 0 € R,0 > 0 tal que, para qualquer x € V e uma vizinhanca U de z, existe

y €U en >0 tais que, d(T"(x), T"(y)) > 9.

Definicao 12. Seja a aplicagao T : V. — V. Dizemos que T' é topologicamente
transitiva se, e somente se, para todos A, B C V abertos nao vazios, existe n € N

tal que, T"(A) N B # 0.

Definicao 13. Dizemos que U C V é denso em V se, e somente se, qualquer ponto

de V pode ser aproximado por ponto de U.

Definicao 14. Dizemos que uma aplicacao T' : V. — V é cadtica sobre V se, e
somente se,

(1) T tem dependéncia sensivel as condigdes inicias;

(2) T é topologicamente transitiva,

(3) o conjunto dos pontos periédicos de T' é denso em V.

11



Definigao 15. Sejam F': A — A e G : B — B duas aplicagoes. Dizemos que F e
G sao conjugadas se existe uma bijecao h : A — B, tal que, ho FF = G oh. Se, além
disso, h for um homeomorfismo, dizemos que F' e G sao topologicamente conjugadas.
Respectivamente h é dita uma conjugagdo ou uma conjugacdao topologica de F e G.

Se h nao é bijecao e ho F' = GG o h, dizemos que F' e G sao semi conjugadas. Se

h nao é bijecao, mas h é continua, entao F' e GG sao topologicamente semi-conjugadas.

Observagao 4. A conjugacao estabelece uma relacao de equivaléncia no espaco das
fungoes. Com isto, podemos entender a dinamica de um sistema através de outro
sistema que seja conjugado a ele. Assim, se F': A — Ae G : B — B sao conjugadas

por h, entao

e se X C A é conjunto invariante por F, entao h(X) =Y C B é conjunto
invariante por G}

e se x € A é um ponto peridédico de F' com periodo n, entdo y = h(x) é ponto
periédico de G com periodo n;

e se h é conjugacao topoldgica e o conjunto das érbitas periddicas de F' é denso
em A, entdao o conjunto das éribtas periddicas de G é denso em B;

e se h é conjugacao topoldgica e F é topologicamente transitiva, entao G

também ¢é topologicamente transitiva.

12



Referimos o leitor a [2] e [6] para referéncias gerais e demonstracoes de resultados

que apresentaremos a seguir envolvendo Teoria da Medida

Observagao 5. Seja {A;|i € I C N} uma familia enumerdvel de conjuntos, nota-
remos a unido da familia por |JA;. Se a familia for disjunta, isto é, para todo
il

i,j €1I,i# j, tivermos A; N A; = (), usaremos a notagao »_A;, no lugar de |JA4;,
icl iel

para indicar a uniao da familia.

Defini¢ao 16. Dado um conjunto V', chamamos P(V) = {A|A C V'} de conjunto
das partes de V. Uma colegao A* C P(V) é dita uma semi-dlgebra se

o Ve A%

e ABec A" = ANB e A"

e VAc A" = A=V — A= > C;, para algum n € N e alguns C; € A*.

=1

Defini¢do 17. Uma colecio A C P(V) é dita uma dlgebra se, e somente se, A é

fechada em relagao a unioes finitas e complementagcao.

Definigao 18. Uma colegao A C P(V) é dita uma sigma-dlgebra se, e somente se,

A é fechada em relacdo a unides enumeraveis e complementagao.

13



Observagao 6. Decorre das defini¢des acima, que @ e V estdo em A*, A e A.

Definigao 19. Sejam V um conjunto e W C P(V) uma classe nao vazia. A
semi-dlgebra (respectivamente dlgebra e sigma-algebra) gerada por W é a menor
semi-dlgebra (respectivamente dlgebra e sigma-dlgebra) que contém W e é denotada

por A*yy (respectivamente Ayy e Apy).

Definigao 20. Seja V =R e B C P(V), tal que B = {(a,b) CR,a < b}. A sigma-
algebra Ap é chamada sigma-algebra de Borel.
Podemos definir, da mesma forma, a sigma-algebra de Borel em um intervalo real

V = e, d].

Observagao 7. A sigma-algebra de Borel também pode ser gerada por intervalos

dos tipos [a, ], [a,b) ou (a,b].

Proposigao 1. Seja V =R* e B’ = {[a,b) CR"}, ondea <bea= 1 eb= %,

p,q,m,n € N. Entao a sigma-dlgebra Ag coincide com a sigma-dlgebra de Borel.

Prova:

Seja Ap a sigma-dlgebra de Borel e vejamos que Ag O Apg'.

14



Dado [a,b) € B, pela observagao 7, concluimos que [a,b) pertence a Ap e,

portanto, Ag D B'. Como Apg é a menor sigma-algebra que contém B’, temos que

A D Ap.

Vejamos agora que Ag C Ag.
Seja (¢, d) um intervalo real, com ¢, d € R. Podemos construir uma seqiiéncia (a;)
e uma seqiiéncia (b;),

int(c-10") 4 2
10?

a; =

int(d - 10°) — 2
107

b =

Dessa forma para todo i, temos que a; > ce b; < d. Como lima; = ce limb; = d,
1— 00 1— 00

podemos verificar que existe ng € N, tal que se i > ng, entao [a;, b;) C (¢,d). Dal,

obtemos
oo

U lai,0:) = (c,d),

i=ng

o que nos da (¢,d) € Ag. Como Ag é a menor sigma-algebra que contém os

intervalos (¢, d), temos que Ag C Ap.

Com isso, concluimos que Az = Ap'.

Observagao 8. Na proposicao 17 mostraremos que B’ é uma semi-agebra.

15



Definigao 21. Se f: V — V'’ é uma fungao e YV uma classe de subconjuntos de V',
entao f(W) = {f(A)|A € W}. Definimos f~'(W’) de forma andloga, se W é uma
classe de subconjuntos de V. Dizemos que f : (V,W) — (V',W') é mensuravel se

7tV c w.

Proposicao 2. Se f : V. — V' é uma funcio e A C P(V') é uma sigma-dlgebra,

entao f~H(A") CP(V) € uma sigma-dlgebra.

Proposicao 3. Seja f : V. — V' uma funcao e W C P(V') uma classe qualquer.

Entao f_l(.AW/) = .Af—l(w/).

Definicao 22. Sejam V conjunto e W C P(V) uma classe tal que ) € W. Uma

funcao p: W — [0, +00] é dita uma medida se

o 1(0) = 0;
e para todo A € W, tal que A = > A;, A; € W, vale
i€l
H (Z Ai) = ZM(Ai)~
i€l iel

Definicao 23. Dizemos que uma medida p : W — [0, 4+00], onde W C P(V), é
uma medida finita se, e somente se, para todo A € W vale que u(A) < oco. Em

particular, se u(V') = 1, dizemos que p é uma probabilidade.

16



Observacao 9. Estaremos interessados especialmente em medidas definidas sobre

semi-algebras, dlgebras e sigma-dlgebras.

Teorema 1. (da extensao) Dada uma medida finita p* sobre uma semi-dlgebra A*,
existe uma sigma-dlgebra A O A* (e portanto A O Ay) e uma medida p sobre A
que é uma extensao de u*, isto €, para todo A € A*, u(A) = p*(A). Além disso

esta extensao € unica.

Proposigao 4. Seja V. C R um conjunto e A uma sigma-dlgebra em V. Seja
¢ V. = R uma funcao ndao negativa, Riemann integrdvel. Entdo, pu : A — R,
definida por w(A) = [, ¢(z)dxr é uma medida. Tal medida é chamada medida de

Lebesgue-Stieltjes.

As demonstracoes da observacao 7, das proposicoes 2, 3, 4 e do teorema 1 sao

dadas em [2].

Definicao 24. Uma terna (V, A, ), onde V é um conjunto, A é uma sigma-
algebra contida nas partes de V' e p é uma medida sobre A, é chamada um espaco

de medidas. Se i for uma probabilidade, dizemos que é um espaco de probabilidades.

17



Definigao 25. Sejam W C P(V') e uma aplicacao f : (V, W) — (V, W) mensuravel.
Dizemos uma medida p : W — [0, +00| é invariante por f se, e somente se, para

todo A € W temos que u(f1(A)) = u(A).

Proposicao 5. Sejam a aplicacao f :V — V e uma medida p*, finita, invariante
por f, definida sobre uma semi-dlgebra A* C P(V). Entdo sua extensdo p sobre a

sigma-dlgebra A O Ay« também € invariante por f.

Prova:

Seja p* uma medida sobre a semi-algebra A* C P(V), invariante por f, isto

é, para todo A € A*, p*(f~'(A)) = pu*(A). Consideramos o espago de medidas

(V,A, ), onde u é a extensao de p*. Definimos agora a medida ¢ : A — [0, +o0] por

Para todo B € A*, temos ((B) = u(f~(B)) = p*(f~'(B)) = pu*(B). Dali,

Definigao 26. Sejam um espago de probabilidade (V, A, ) e uma aplicacdo
f V. — V. Dizemos que p é medida ergodica para f se, e somente se, p ¢é

18



invariante por f e para todo A € A invariante por f temos p(A) =0 ou u(A) = 1.

Teorema 2. (de Birkhoff) Sejam ¢ : V. — R continua, p probabilidade ergddica
para T : V — V e suponha que [ ¢(y)du(y) < oo, entdo, existem c € R e ACV

com u(A) =1, tais que para todo x € A wvale
RS i—1 _
o= Jim > eT ) = [ ewanty

A demonstragao deste teorema é apresentada em [6].

Proposicao 6. Sejam (24,.A, p1) e (Qo, B, p2), espagos de probabilidades, onde B
¢ gerada pela semi-dlgebra B*. Supomos que exista uma aplicagdo h : €y — €y, tal
que para todo B* € B*, h™1(B*) € A e pus(B*) = i (h~1(B*)). Entao,

(1) h é mensurdvel;

(2) para todo B € B, jus(B) = ui(h~1(B));

(3) se h conjuga as aplicagoes mensurdveis F: Qy — Q1 e G: Qo — Qo € g €

ergddica para F', entdo ps € ergodica para G.
Prova:
(1) Queremos mostrar que h é mensurével, ou seja, para todo B € B, h™}(B) €

A.

19



Por hipdtese temos que para todo B € B*, h™'(B) € A, entdo
h=Y(B*) C A. Seja A’ a sigma-dlgebra gerada por h™1(B*), entao A’ C A e,

pela proposigao 3, A’ = h™!(B) isto é, para todo B € B, h™!(B) € A.

(2) Dado B* € B*, por hipdtese temos que po(B*) = pi(h~'(B*)). Definimos a
medida ¢, em B, dada por ((B) = u;(h~'(B)). Temos, para todo B* € B*

que
p2(B*) = pa(h™(B*)) = ((B%).

Logo, pelo teorema 1, temos que para todo B € B vale

p2(B) = ((B) = m(h™(B)).

(3) Sejam h uma bijecao e F': Q1 — Qp, G : Qg — )y, tais que ho F =G o h.
Definimos f := h™! e temos Flo f = foG.
Supomos p; ergddica para F. Queremos mostrar que us é ergddica para
G.
Vejamos primeiramente que po é invariante por G, isto é, us(B) =
po (G71(B)). De fato, como p; ¢ invariante por F, dado B € B temos

que

p2(B) = i (h™1(B)) = m(f(B)) = m (F(f(B)))

= 1 (f(G7H(B))) = pa (HGTH(B))) = p2 (G7H(B)) .

20



Provaremos agora que se B € B ¢ tal que G™'(B) = B, entao uy(B) =0
ou u(B) = 1. Para isso, tomamos A = f(B) e, pela conjugagao, temos
que F71(A) = A. Como p; é ergédica para F, temos que p(A) = 0 ou

p1(A) = 1. Daf pelo item (2) temos

pa(B) = (k™1 (B)) = m(f(B)) = pu(A),

logo p12(B) = 0 ou pa(B) =

21



4. DINAMICA SIMBOLICA

Definigao 27. Seja X = {n € N|0 <n <9}. Chamamos de espaco de Bernoulli

das seqiiéncias sobre dez simbolos o conjunto
= {S = (518283 .. )‘81 S X}

Proposigao 7. Sejam S, T € XN, S = (s15983...) e T = (titats...). Entio temos
uma pseudo métrica, dxn : XN x XN = R, dada por

i — b
>

=1

de(S,T) =

Prova:

Dados S e T, temos

o0 o0 3-—t- o0 9
dxn (S, < L < | =10

logo a série converge absolutamente e pela unicidade do limite temos que a

funcao esta bem definida.

(1) dxn é ndo negativoe S =T = dxn(S,T) = 0.

o0
si—t;
10:—1
=1

Decorre naturalmente que dxn(S,7) = > 0, para todo

S, T e XN

22



Supomos S = (s152...) e T = (t1t2...), S =T, ou seja, para todo i € N,

s; = t;. Dal temos

— 5 — t;
28107, 1

=1

o0

0
o ZZI 10i-1

de<S,T) -

Vamos a seguir caracterizar quando & e 7 sado tais que § # T e

dxn(S,T) = 0. Supomos que

o i — t;
252!201 =0

=1
Sejam Z, PN C N, tais que Vi € Z,s;, —tt =0 ,Vi € Ps;—ti >0e

Vi € N,t; — s; > 0. Podemos escrever

OoSi—t Sz—t Sz‘—ti ti_si
Z 10i-1 Z 10i-1 Z 10i-1 _Z 10i—1
i=1 cP 1IEN

Como § # T, temos que Z # Ne PN # (). Sejam p = minP en =

min /N. Sem perda de generalidade podemos supor p < n.

Dai temos

o0 9
Z ti — S; < 9 _ Ton—1 _ 1
10i-1 — 10i—1 1—- L

1072
iEN =n 10

Por outro lado temos p < 7, o que nos da

Si—ti ti—Si Si—ti 1
- — - > . — >
Z 10171 Z 10171 - 10171 1On72 —

ieP i€EN S

Z 1 1 S 1 1 >0
c— 10-1 1072 — 10r-1 1072 —
i€eP
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A igualdade acima s6 se verificara se

i — ti ti — S 1
Zsloz‘—1 :Z ;

-1 =1’
icP iEN 10 10/

o que implica P = {j}, N = {ieN|i>j}, Z = {i e N|i < j} e que

sj—t; = 1eVie Njt; —s;, = 9. Refazendo a prova supondo n < p,

chegamos a um resultado anélogo.

Com isto, concluimos que dados & = (s182...) e T = (t1t2...), S # T,

temos dyn(S,T) = 0 se, e somente se, existe j € N, tal que
® s, =1;,se1<7;
® S5; — tj = ]_,

e s, —t;=—9,se1>7.

(2) dxw é comutativo.

De fato,
bn(8,7) = |30 Sl 2 |50t
XN\ - - 10i-1 s 10i-1
> ti_si > ti—Si
:‘—; | = ;—10“ = dx(T,S).

(3) Desigualdade triangular.
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Dados § = (s152...), T = (tita...), Z = (2122...), temos que

OOSZ'—ZZ' OOSi—ti—i‘ti—Zi
dXN(S, Z) = Z 10i—1 — Z 102‘_1
i=1 i=1
> S; — Z; > tz — Z;
= Z T Z 101 | — dxi(S,T) +dxs(T, 2).
i=1 i=

Portanto mostramos que dx~ é uma pseudo métrica.

Definicao 28. Seja 19 = {(s152...) € XN|Vn € N,3j > n,s; # 9}.

Definimos em 1y a métrica

dzlo (S, T) == dXN(S, T)

Proposicao 8. Se S, 7 € Y19, S = (s182...) ¢ T = (t1to...), sdo tais que existe

n € N, tal que s; = t; para todo i < n, entao dx,,(S,T) < Ton=T -

Prova:

Supomos que S e 7 atendem as condicoes da proposicao, entao

— i — t;
2 oot | =

=1

leo (87 T) =
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S; — tz > S; — tz
Z ]_Oi—l + Z ]_Oi—l

=1 i=n+1
; < . =
Z 107,—1 - Z 101—1 ]_On—l
i=n+1 i=n+1

Proposicao 9. Seja S € [0,10), S = 51,5253 .... A aplicagao k : [0,10) — >0,

definida por k(S) = (s15253...) € um homeomorfismo de ([0, 10),dg) em (219, dx,,)-

Prova:

E fcil ver que k estd bem definida.
Para verificar que k é sobrejetiva, basta observar que dado & € X,

S = (s15253...), podemos tomar S € [0,10), S = 57,5253 ... e temos k(S) = S.

Vejamos que k é injetiva. De fato, § € ¥j9 é escrito de forma tnica,
S = (515283...). Dai, se S,T € 19, S = (s182...) € T = (t1t2...), sdo tais que
S # T, entdo existe j tal que s; # t;. Sejam S =31,53...e T =t,l5.... Como os
elementos de [0,10) também sdo escritos de forma tnica e existe j tal que s; # t;,

concluimos que S # T'. Logo a aplicagao é injetiva.
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Queremos mostrar que £ é um homeomorfismo. Para isso, vejamos que k é uma

isometria, isto é, para todo S, T € [0, 10), vale
dR(S’ T) = dzlo(k(5>’ k(T))

Sejam S = 57,8953 ..., I = t1,tals..., S = k(S) = (s185283...) e T = k(T) =
(titots . ..) . Podemos escrever

- Si
S = 81,8283 ... = Z 10i-1

=1

[e.9]

. t;
T=tbis... =) T

i=1

Com isso, vemos que

— 5 — I
Zl 1(;‘—1 - Zl 10i-1

i

Como k é uma isometria bijetiva, concluimos que é um homeomorfismo (ob-

servacao 3).

Definicao 29. Seja a aplicacdo o : X9 — Xj0 dada por o((s15283...)) =

(S25384 . ..), denominada shift map.
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Afirmamos que o shift map com a métrica dy,, é uma aplicagdo continua a
menos de um numero finito de pontos. Mais adiante, na proposicao 15, veremos

1

que 0 = koHo k™", onde kK é um homeomorfismo e facilmente verifica-se que H é

continua a menos de um numero finito de pontos.

Proposicao 10. A aplicacdo o € cadtica sobre Y.

Prova:

(1) Dependéncia sensivel as condigoes iniciais.

Mostraremos que 0 = 4 atende a definicao de dependéncia sensivel as
condicoes iniciais, ou seja, para todo S € iy e uma vizinhanca U de S,

existe T € U e n € N, tal que dg,, (¢"(S),0™(T)) > 4.

Dados § € X9, S = (818283 . ..) e U uma vizinhanga de S, podemos tomar
J € N, tal que B(s1/105y € U. De fato, se tomarmos 7 = (tit5...), onde

t; = s; para todo i < j +2 e [sj13 — t;+3| = 5, entdo

1 1
dEm(SaT) < 10411 < r.j7

ou seja, T € B(s1/104)-
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Podemos supor sem perda de generalidade que s;43 —¢;43 = 5 e tomando

n = j 4+ 2 temos que

s, (0"(8),0™(T)) = ds,, (85438544 - )s (Ljratjpa...)) =

[e.e]

Z Sitj+2 — Litjt2
10i—1

i=1

o0

-9
(5703 — tivs) + ) =
=2

—|5-1]=4

(2) Transitividade topolégica.

Sejam A, B C Y4, abertos nao vazios. Dados S € A e T € B, existem
k,l € N, tais que, Bs1/100) € A e By € B. Se m = max{k,l} e

Z = (z12923...) é tal que z; = s; € Ziymyo = t; para todo i < m+ 2, entdo

logo Z € A. Seja n = m + 2, entao

dElo (T7 Un(Z)) = dzw((tlt? .- ')7 (ZM+3Zm+4 - ))

IN

1 < 1 1
10m+1 = 10m — 10"

logo 0™(Z) € B e, portanto, " (A) N B # ().



(3) Os pontos periddicos de o s@o densos em 3.

Queremos verificar que 19 é o fecho do conjunto dos pontos periddicos
de 0. Para isso, vejamos que para todo & = (s182...) € X, existe uma

sucessao (7,) € X1¢ de pontos periddicos, tal que

lim 7, =8

n—o0

Definimos 7, = (5152 . .. $,08152...5,0...), ou seja, a repetigao das n pri-

meiras entradas da seqiiéncia S seguidas de um 0 (para evitar 7, = (999...)

1

para algum n). Dado € > 0 tomamos ny € N tal que Toro—T < € e temos que

para todo n > ng

1 1
d210(877;) S 10”_1 S 10”0_1 S €,

de onde concluimos que (7,) converge para S.

Defini¢ao 30. Seja [s1s2...,] 0 conjunto das seqiiéncias (t1ts...) € Xqg, tais que

t; = s, se i < n. Tal conjunto é dito um cilindro de 1.

Proposicao 11. Seja C := C U {0,%10}, onde C ¢ a classe dos cilindros de Yy0.

Entao C ¢ semi-dlgebra.
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Prova:

Por definicao temos que 0, X1y € C. Para verificarmos que C é fechado por inter-
seccao, consideramos A, B € C. Se AN B = (), entao estd provado. Caso contrario,
podemos supor que A = [a; ...a,] e B=[b...b,| e sem perda de generalidade que
n > m. Dali, para todo (t1ty...) € AN B temos t; = a; se i < met; =b; sei <n,
logo a; =b; se i <m,oquenosdique BC Ae ANB=B8.

Quanto a complementacao, podemos observar que existem 10" cilindros A; =
10"

[atal ...a’] diferentes e que Y A; = ¥j19. Assim, o complementar de ) estd em
i=1

107
C e dado A; = [a}...al], temos A;° = (X9 — A;) = D A;, uma soma finita de
i=2

elementos de C.

Proposicao 12. Para todo i € N, ¢ < 9, sejam fizados p; € R,p; > 0, tais que

9
1=

pi=1. Dado C € C, C = [s1...Sy], definimos ti = > 1;(s;), onde I; € a fungdo
0 j=1

0, ses; #1
indicadora de i, isto €, I;(s;) = . Entao, v* : C — R definida por

1, se s; =1

0, se C =10
vH(C) =

7
Py pt o ph ol PPk se O A0,
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¢ uma probabilidade e sua extensao v sobre Ac, sigma-dlgebra gerada por C, €

muvariante por o.

Observacao 10. Dado C' € C, C = [s1 ... 5], #i indica a quantidade de entradas

s; que definem o cilindro C, tais que s; = 1.

Prova:

A prova de que v* é medida (e conseqiientemente que v é medida) é apresentada
em [6].

Vejamos que v ¢é probabilidade. Para isso basta observar que podemos escrever
Y0 =30 ,[i] e que v([i]) = p;, e teremos

v(¥) =v (ZM) = v([i) =Y p=1

i=0 =0

Para verificar que v : Ac — R ¢ invariante por o, provaremos que para os gera-
dores de A¢ e usaremos a proposicao 5.

Seja C € C, C = [s152...8n]. Entao o }(C) = {T € Zyla(T) e C} =
kiCk, onde Cy = [ks1s2...8y). Notamos v(C) = (ngC ~...-pggc) e v(Cy) =
=0
(pgoc’“ . -pﬁggc’“>, onde podemos observar que fic, = fic sei # k, e tke, = tho+1.
Dai

v (o7 (C)) = v (zg: ck) = 29: v(Cy)

k=0



0c+1 1 9 0 1 9o+1
:<pgc+ -pﬁc-...-pﬁgc>+...+<pgc-p§0-...-pﬁgc+)

0 1 9
= (pf P ) (ot o o).
9
Como Y p; = 1, entao

=1

9
(e plie e b)) Yo = (6wt ) = w(0)

i=1

Como v é probabilidade (medida finita), podemos usar a proposi¢ao 5 de onde
concluimos que v é invariante sobre uma sigma-algebra A a qual contém a sigma-

algebra Ac.

Observacgao 11. Consideraremos a partir de agora a medida v acima, definida com

pi = 15, para todo i. Assim, dado um cilindro C' = [s1s5 . .. s,), teremos v(C) = 5.

Teorema 3. A medida v € ergodica para a aplicagao o.

A demonstracao deste teorema requer a utilizacdo do teorema da aproximacdo e

¢ apresentada também em [6].
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5. A APLICAGAO RAIZ QUADRADA

Definicao 31. Chamamos de aplicacio raiz quadrada a aplicacao H : Ri — Ri,

dada por

H(z,y) = (100 (z — int* (A) — y int (A)), 10 (y + 2int (A))),

—y++/ Y2+
onde A = =V

2

Observacao 12. Dado (zo,y,) € R condigdo inicial, lembre que por notagao

(xnayn) = Hn(ifoa y0>a para n Z 0.

Proposicao 13. Dado (x¢,yo) € Ri, sejam a equacdo de sequndo grau S*+1yyS = ¢
e S a raiz positiva dessa equacio. Entio T = 10 (S — mt(S)) ¢ a raiz positiva da
equacao de sequndo grau T? + y,T = 1, onde (x1,vy1) = H(xo, ). Sendo assim se

S = 51,525351. .., entdo teremos T = 10 (S — int(S)) = 59,8354 ...
Prova:

Observamos que dado (z¢,y0) € R2, a equacao de segundo grau, S? + yoS = o,
. . " : —yo+/yE+4
possui exatamente uma raiz positiva, dada por S = w

Para demonstrar a proposicao basta usar as expressoes que determinam xq,y; €

T e verificar que T2 + y; 7 = x,. De fato, temos
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z1 = 100 (zo — int* (A) — yp int (A))
y1 = 10 (yo + 2int (A))
onde A = WtV itz V2y(2’+4x° = S. Daf

124y =100 (5 - int(S))2 +100 (o +2int ($) ) - ($ - mt($)) =

100 <S2 + 0SS — yo int(S) — int2(S)) ,

onde

2
gz(—%+V%+Mﬂ _
2

y—m+v%+%o
— Y0
2

+ zo = —yoS + 0.

Com isso, segue que

100 (5‘2 F 408 — yo int(S) — int2(5)> -
1m(—%5+xm+%s—y0mu$-qm%$>:
100 (zo — int* (A) — yo int (A)) = 1.
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Observacao 13. Note que S = 37, 5253... na proposicao acima ¢ um numero

real nio negativo qualquer. No entanto, 7' = 10 (S — int(S)) = 59,8354... ¢ um

nimero menor que 10.

Corolario 4. Dada uma equagdo de seqgundo grau na forma S* + yoS = zg, onde

x9 > 0 eyo > 0, a sua raiz positiva, S = 51,5255 .., € obtida iterando H na condigdo

—ynt+4/y2+4zn
—Y = — |, n=0,1,2,... onde

inicial (xo,yo). Mais exatamente, S,411 = mt( 5

(xna yn> = H"(ifoa ?Jo)
Prova:

Este corolario generaliza o algoritmo da raiz quadrada, apresentando-o como
um método numérico de resolver toda uma familia de equagoes quadraticas. Sua

demonstracao segue diretamente da proposi¢ao anterior:

_ —yot+y/y3+4xo

Dado (zo,y0) € RZ, seja Sy = 51,528351... = ———5—— a raiz positiva

da equacdao de segundo grau S% + yoS = w. Entdo pela proposicio 13, Sy =

—y1+/yi+dz .

5 é a raiz positiva da equacao S? + 1,5 = z;.

_ —Ynty/yptdan

2

S9,835485 ... =

Por indugao, obtemos S,, = 5,171, Spn+251+3 - - -

. _ /2,2
Spy1 = Int (Sn> = int (W—W’)

, para todo n. Logo,

2
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Observagao 14. Dada uma condic@o inicial (zg,yo), pela observagao 13, temos
que s; assume qualquer valor inteiro positivo, mas para todo n > 1, s,.1 assume
somente valores de 0 a 9. Isto significa que toda orbita é rapidamente atraida para
um subconjunto de R C R2, na qual temos 0 < 5,11 < 9.

Note que,

_ 2 4
V(z,y) € R, ogint< y+ V2y + x) <9

_ 2 4
V(z,y) €R, 0< LT V2y LT

R = {(z,y) € R% |z — 10y < 100}

Proposicao 14. A aplicacao raiz quadrada definida em R e o shift map sdo
topologicamente semi conjugados, via a aplicacio K : R — Xq9, definida por
K = koS, onde S(z,y) = —LVLH VT ks [0,10) — X40 leva o nidmero real

2

51,5283 - - - na seqiéncia ($15283 . ..).
Prova:
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Vejamos primeiramente que K ¢é sobrejetiva, mas nao é injetiva. Dado S €
Y10,S = (815283...), tomamos N € RN = 357,5353.... Queremos encontrar

(z,y) € R, tal que

Yyt VY tde
5 -

Como estamos trabalhando apenas no primeiro quadrante de R?, concluimos que
r— Ny = N?

De fato, 0 < N < 10 e N? < 100, o que nos di

r—10y < x — Ny = N? < 100,

ou seja, os pontos (x,y) do primeiro quadrante de R? que atendem a equagao
da reta acima pertencem a R e tém itinerario S. De onde concluimos que K é
sobrejetiva, mas nao ¢ injetiva.

Para verificar que K é continua, basta ver que é uma composicao de funcgoes
continuas.

Para finalizar a demonstragao, seja (zo,y0) € R, com S(xg,y0) = 51,5253 - -,

verificamos que



o k(51,5255 ) = o (k(S(0, 90))) = (0 © K)(0,0)-

Definigao 32. Dado (zg,y9) € R, chamamos de itinerdrio de (x¢,yo) por H a

seqiiéncia K (xo,y0) = (s15283 .. .).

Observacao 15. Se (xo,%0) e (z4,y,) sdo tais que K(xo,y0) = K(zp,y) =
(518283 ..), entdo as equagoes de segundo grau S? + yoS = xg € S? + y,.S = x|, tém

a mesma raiz positiva S = 57, 5353 . . ..

Observagao 16. Podemos definir uma relacao ~x em R, dada por

(I,y) ~K (x',y') And K(x,y) = K(Jﬁl,y/),

a qual facilmente podemos ver que é uma relagao de equivaléncia.
Com isso, definimos [(u,v)] = {(z,y) € Rl(z,y) ~ (u,v)} e R/, =

{[(u, v)]|(u,v) € R}.

De fato [(u,v)] é uma semi reta em R, pois dado (u,v) € R, temos que

(x,y) ~k (u,v) & K(z,y) = K(u,v) =8 = (815253 .. .),
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e como vimos na demonstracao da proposi¢ao anterior

_ Si2 £ 4
K(z,y) =8 = (518283...) & v+ 2y + T_g

oz — Sy =52

= 81,8283 ...

A equacao acima é a de uma reta dependendo de um parametro S.

Sendo assim, se (z,y) ~x (2/,y') entdo (x,y) e (2',y’) estdo sobre a mesma semi

reta determinada pelo parametro S acima (ver figura 1).

Observamos que existe um tnico ponto (u/,0) € [(u,v)], tal que 0 < «' < 100.

Logo, podemos identificar [(u,v)] com o nimero real u' e desse modo, identificar

R/~ com [0,100).

Com isto, podemos a partir da aplicacdo H definir a aplicacao H : [0,100) —

[0,100), dada por

H(u') = v < (v,0) ~¢ H(u',0).
A expressao analitica de H é
H(z) = 100 (v/z — int(v/z))”

Facilmente verifica-se que H ¢é continua a menos

{n*ln e N;1 <n <9}.
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200

3 100

F1aurA 1. A regiao R (hachurada) é delimitada pelos eixos coorde-
nados e pela reta tracejada. Uma condigao inicial (zg,yo) pertence
a uma semi reta ri. Se (xf,yy) ~x (To,Y0), entdao (xf,y;) também

pertence a r1. A aplicacao H leva r; em rs.

Definigao 33. Seja r : [0,100) — [0,10) definida por r(z) = /.

Observacao 17. E facil ver que r é um homeomorfismo.

Proposicao 15. A aplicagio H : [0,100) — [0,100) € topologicamente conjugada a
0 Y10 — Y19, via a aplicagao K : [0,100) — Xy, definida por k =k or que leva o
nidmero real x na seqiéncia S = (818283 . ..) formada pelos digitos da raiz quadrada
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de x.

Prova:

Pela proposicao 9 e observacao 17 as aplicagoes k e r sao homeomorfismos. Entao,
k = k or é uma composicao de homeomorfismos e, portanto, um homeomorfismo.

Dai, para verificar a proposicao basta mostrar que k o H = o o k.

Seja x € [0,100) e r(z) = \/x = S =37, 8253 . ... Dai

(ko H) (z) = # (H(z)) = 5 (100 (Vz — int(\/z)f)

= £ (100 (S — int(S))?) = k (r (100 (S — int(S))?))

=k <\/100 (S — int(S))Z) = k(10 (S —int(S)))

=k (53,83 -) = (s283...) = 0((s18283...)) = 0 (k(51,5253--7))
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Proposicao 16. A aplicagcio H € cadtica sobre [0, 100).

Prova:

Como H é topologicamente conjugada a o, temos, pela proposicao 10 e pela
observacao 4, que os pontos periddicos de H sao densos em [0,100) e que H é

topologicamente transitiva.

Vejamos que H possui dependéncia sensivel as condigoes iniciais. Seja = € [0, 100)
e U, uma vizinhanca de x. Tomamos S = k(x) e Us = k(U,). Pela proposigao 10 a
aplicacao o possui dependéncia sensivel as condigoes iniciais. Logo, existe T € Ug
en € N, tal que dy,, (6"(S),0™(T)) > 4. Mostraremos que y € U,, y=x"1(T), é

tal que dg(H"(x), H"(y)) > 16.
Sejam S,,T,, € [0,10), dados por S, = k=Y (c"(S)) e T,, = k7' (a™(T)).
Como k~! é uma isometria (proposigao 9) entre [0,10) e X5, temos que

dg(Sn, T,) = ds,,(S,T) > 4, ou seja, |S, —T,| > 4.

Sem perda de generalidade, podemos supor 0 < 7, < S,, < 10 e temos S,,—T1,, > 4.
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Sejam agora x,,y, € [0,100), z, = S? e y, = T?. Podemos observar que S, >

4+ T,, logo
dg(Tp,Yn) = Tp — Y = S2 = T2 > (4+T,)* — T2 = 16 + 8T}, > 16.

Note que

Rlwn) =k (r(@,) = k (V/S2) = k(S,)

= 0"(S) = 0" k(1)) = K(H"(2)).

entdo, =, = H"(x). Da mesma forma obtemos que y, = H"(y), o que conclui a

prova.

Proposigao 17. A classe B = {0,[a,b)} C P([0,10)), onde a,b € [0,10) sao tais

que a = gh=r ¢ b= 5=, com p,q,m,n € N, € uma semi-dlgebra.

Observagao 18. Sejam p,q,m,n € N. Entao a = {5&=r ¢ um ntmero racional

e pertence a [0,10) se, e somente se, 0 < p < 10™. Assim, podemos sempre

representar a = 81, 83 . . . S,,. Da mesma forma, podemos representar b = tq,ty...1t,.
Prova:

Verifica-se diretamente que [0,10) € B’. Logo, precisamos mostrar que
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(1) B’ é fechado por intersecgao.

Sejam A, B € B', A = |a1,as) e B = [by,by). Se A e B sao disjuntos, entao
AN B = e B. Caso contrario, podemos supor sem perda de generalidade
que a; < by e por conseqiiéncia temos b; < ag, pois do contrario A e B

seriam disjuntos. Com isto temos duas possibilidades
(1) a; < b1 < b2 < ay = [al,ag) N [bl,bQ) = [bl,bg) € B,
(11) aq S b1 < ao S bQ = [al,ag) N [bl,bQ) = [bl,ag) € B.
k
(2) para todo A € B', A°=>"A;, onde A; € B,Vi.
i=1

Se A = (), entao A° = [0, 10). Se A = [ay, az), entdo A° = [0,10)—[ay, a) =

[0, a1) U [(lg, 10)

Observacao 19. Notamos por Apz a sigma-algebra gerada por B’. Pela proposicao

1, Ap coincide com a sigma-algebra de Borel em [0, 10).
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Definigao 34. Seja g : [0,10) — [0,100), definida por g(z) = 2. Definimos

Ag = g(Ap) = {9(A)|A € Ag }, uma sigma-algebra em [0, 100).

Observacao 20. Podemos observar que

e Az é de fato uma sigma-algebra, pois g é invertivel e se r = g1

, entao
aplicamos a proposigao 2 e temos que g(Ag) = r1(Ap) que é uma sigma-
algebra;

e Ap coincide com a sigma-élgebra de Borel em [0, 100);

e pela proposicao 3 temos que B = g(B') = {g(A)|A € B'} ¢ uma semi-algebra
que gera Ag. Note que B = {0, [a,b) C [0,100)}, onde a,b € [0,100) sdo tais

2 2
_ P _ _4q
que a = {5ty € b = [y, com p,g,m,n € N.

Proposi¢ao 18. \* : B — R, definida por \*([a,b)) = fab ﬁdz = \/51;0‘/5 ¢ uma

probabilidade sobre B.

Prova:

De fato A* é uma medida de Lebesgue-Stieltjes (proposicao 4). Vejamos que \* é

probabilidade:

A*(]0,100)) = M =1
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Definigao 35. Seja A : Az — R a probabilidade sobre a sigma-algebra Az, obtida

pela extensao de \* (teorema 1).

Proposicao 19. )\ ¢ ergodica para a aplica¢ao H.

Prova:

Sejam os espagos de probabilidade (]0,100), Az, A) e (210, Ac,v). Para verifi-
carmos esta proposi¢ao, basta mostrar que para todo A € B temos k(A) € Ac e
que M(A) = v(k(A)). Dai, h := k~!, uy := v (ver proposicao 12 e observagao 11)
e [io := A atendem a proposicao 6, de onde concluimos que a medida A é ergddica

para H.

Faremos a demonstragdo em duas etapas. Seja A € B, A = [a,b), entao
2 +1 2
(1) sea= gy e b= 1(()1)2(7—)1)’ temos que

#(A) = (kor)(A) = k(r(4))

De fato, r(A) = [Va, VD), onde a,vb € [0,10) e \Ja = 2 =

$1,52...5,000... e Vb = lgﬁl = 51,82...(s,+1)000.... Dai, se

z € [\/a,vb), entdo z pode ser escrito como = = f1,1;... onde t; = s;
se j < n e t; assume qualquer valor inteiro de 0 a 9 se j > n. Logo
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k(A) = k(r(A)) = k([\/a, Vb)) = [s152 . .. 5,], um cilindro de Ae.

Nesse caso, temos

_\/5_\/5_1](0)1—11_ i

10n—1

A(A) 10 10 = = v([s1s2...8,]) = v(k(A)).

2

(2) se a = (gt e b = 10+j_l), com p,q,m,n € N, temos r(A) = [va,Vb),

onde\/ﬁzm,ﬂ;,le\/g:m%l.

. 1on—m
Supomos, sem perda de generalidade m < n, e reescrevemos y/a = b

Seja j = ¢ — pl0™~™ entao

[Va,Vb) = Z [cic1,¢:),

(2

onde

_plomTm 4
- 10!

C;

Note que fixado i, o intervalo [¢;_1,¢;) é da forma do item (1). Logo,

k:([ci_l,ci)) c AC e V(k([ci_l,ci))) = 10% Dai

K(A) = (kor)(4) = k ([Va, Vb))

=k (Z [C¢—1,Ci)> = Zk (lei-1, ) € Ac.

=1

v(k(A4)) =v (Zk ([c“,ci))> => v(k([cim1, )

i=1 =1
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I R T T 10"

Wi%—lom%z\/g—\/a:
10 10

A(A).

Com isso, podemos aplicar a proposicao 6 e temos que A é ergddica para a aplicagao
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6. CONCLUSAO

Estudamos neste trabalho o algoritmo de obtencao da raiz quadrada digito a
digito, definido pelo sistema H : R2 — R%. Analisamos este sistema dindmico de

dois pontos de vista: da dinamica topoldgica e das propriedades ergodicas.

Ao estudarmos a dinamica topoldgica do sistema H, verificamos que existe uma
regiao R C Ri que atrai as 6rbitas de H. Provamos que em R o algoritmo em
questao apresenta uma grande complexidade, sendo topologicamente semi conjugado
ao shift map em .

Ainda, mostramos que H em R leva semi retas em semi retas e, com isso,
estabelecemos uma relacao de equivaléncia em R. Passando ao quociente essa
relagdo de equivaléncia (sobre semi retas), obtemos um sistema H, definido no

intervalo [0, 100), topologicamente conjugado ao shift map e, portanto, caético.

Do ponto de vista de teoria ergddica, mostramos que existe uma probabilidade
A, ergddica para H. Com isso, podemos tratar o sistema de uma forma estatistica.
Melhor dizendo, podemos aplicar o teorema de Birkhoff e, entre outras coisas, con-
cluir sobre com que probabilidade a érbita associada a uma condigao inicial genérica
pode ser encontrada em determinadas regioes do espaco de fase. Podemos também
concluir que a distribuicao dos digitos da raiz quadrada de um nimero real é quase

certamente normal, isto é, fixado n € N todos os grupos de n digitos aparecem com a

50



mesma freqiiéncia na expansao decimal da raiz quadrada de quase todo ponto = € R.

E interessante notar que algoritmos semelhantes a este podem ser utilizados para
extrair a raiz p-ésima de um nimero real posisitvo. Neste caso as inequacoes seriam
da forma geral (10575553 ... 5, + Spt1)P < 107" xy.

Por fim, ressaltamos que o mesmo tratamento pode ser dado para o algoritmo
usual da divisao de um nimero real positivo xy por um nimero real positivo .. Neste
caso, o sistema é definido em [0, 10«) por z,+1 = 10 (mn — « int (%")) Os digitos
da razao de % sao dados por s,;1 = int (%") Este algoritmo é topologicamente

b—a

conjugado ao shift map em ¥ e a probabilidade y([a, b)) = 52 é ergddica para ele.
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