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Resumo

Sejam H uma algebra de Hopf de dimensao finita e semissimples sobre um corpo k e A
um H-moédulo algebra parcial. Neste trabalho estudamos a questao da semiprimitividade
e da semiprimalidade do produto smash parcial, por meio do estudo do H-radical primo e
do H-radical de Jacobson de A e suas relagoes com o radical primo e o radical de Jacobson
de A#H, respectivamente. Em particular, mostramos que se A é H-semiprimitivo, entao
A#H é semiprimitivo quando, todo A-moddulo & direita simples tem dimensao finita, ou
A é Pl-algebra que é afim sobre k e k é perfeito, ou A é localmente finito. Além disso,
demonstramos também que A#H é semiprimo quando A é uma PI-algebra H-semiprima,
generalizando os principais resultados de [18] e [17].




i

Abstract

Let H be a finite-dimensional semisimple Hopf algebra over a field k and A a partial
H-module algebra. In this work we discuss the semiprimitivity and the semiprimality of
the partial smash product problem, studing the H-prime and the H-Jacobson radicals of
A and its relations with the prime and the Jacobson radicals of A#H, respectively. In
particular, we prove that if A is H-semiprimitive, then A#H is semiprimitive provided
that all irreducible right representations of A are finite-dimensional, or A is a Pl-algebra
that is affine over k and k is a perfect field, or A is locally finite. Moreover, we prove that
A4 H is semiprime provided that A is an H-semiprime Pl-algebra, generalizing the main
results of [18] and [17].
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Introducao

Sejam H uma algebra de Hopf de dimensao finita sobre um corpo k e A um H-mo6dulo
algebra. Uma questao importante na teoria de acoes de algebras de Hopf é saber quando
o produto smash A#H é semiprimo. Se A é semimprimo, entao é conhecido que A#H
é semiprimo nos seguintes casos: se H = kG e |G| € k [12], ou se H = (kG)" [6]. Em
ambos os casos H é semissimples. Isto sugere a seguinte questao (proposta por Cohen e
Fishman em [5]):

Questao 1. Se H ¢ uma dlgebra de Hopf de dimensao finita e semissimples e A € um

H-mddulo dlgebra semiprimo, entao A#H é semiprimo?

Observamos que a hipotese de semissimplicidade na questao acima é necessaria, como
mostra o Exemplo 4.12. Algumas respostas positivas foram dadas para esta questao,

assumindo certas hipoteses adicionais em H ou em A (ver por exemplo [19], [18] e [17]).

Uma outra questao relacionada com esta, e que exige hipoteses mais fracas sobre A,
foi tratada por Linchenko, Montgomery e Small em [18] e, posteriormente, por Linchenko

e Montgomery em [17]:

Questao 2. Se H ¢ uma dlgebra de Hopf de dimensao finita e semissimples sobre um

corpo k e A € um H-mddulo dlgebra H-semiprimo, entao A#H é semiprimo?

Estes dltimos autores referidos atacaram a questao acima estudando a estabilidade
do radical de Jacobson. Naturalmente, surge assim, a questao similar em relacao a semi-

primitividade do produto smash:

Questao 3. Se H ¢ uma dlgebra de Hopf de dimensao finita e semissimples sobre um

corpo k e A € um H-mddulo dlgebra H-semiprimitivo, entdo A#H € semiprimitivo?

Utilizando o estudo da estabilidade do radical de Jacobson, os autores em [18] res-
pondem positivamente a Questao 3 quando k tem caracteristica 0 e, A é uma PI-algebra
que é afim ou algébrica sobre k, ou todos os A-moédulos simples tem dimensao finita,

ou A é localmente finito; se k tem caracteristica positiva, entao hipoteses adicionais sao
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assumidas. Em [17] os autores mostram que a resposta da Questao 2 é ‘sim’, desde que

A seja uma PI-algebra.

As acOes parciais de grupos foram introduzidas na teoria de dlgebras de operadores, no
estudo de C*-algebras geradas por isometrias parciais em um espaco de Hilbert [10]. Em
[8] ages parciais de grupos sao definidas axiomaticamente e em [4] os autores estendem
essas definicoes para o contexto de acoes parciais de éalgebras de Hopf. Desde entao
muitos trabalhos tem sido publicados nesta area e as agoes parciais se tornaram um tema
de interresse independente na teoria de anéis. Vérios avancos foram conseguidos neste
assunto, como por exemplo teoria de Galois (ver por exemplo [9] e [4]), teoria de Morita

(ver por exemplo [2] e [1]) e representagoes parciais (ver por exemplo [8] e [3]).

No presente trabalho generalizamos os principais resultados de [18] e [17]| para o
contexto de acoes parciais de algebras de Hopf. Mais precisamente, consideramos uma
algebra de Hopf de dimensao finita e semissimples H sobre um corpo k e A um H-mdédulo
dlgebra parcial. Mostramos que se A é H-semiprimitivo, entao A#H ¢é semiprimitivo
quando: todo A-modulo & direita simples tem dimensao finita (Teorema 4.2); ou A é PI-
algebra que é afim sobre k e k é perfeito (Teorema 4.4); ou A é localmente finito (Teorema
4.7). Diferente de [18], ndo assumimos hipotese adicionais quando k tem caracterisica
positiva, com excessao do segundo caso. Também mostramos que A#H é semiprimo
quando A é H-semiprimo e satisfaz uma identidade polinomial (Teorema 4.10). Para esta
finalidade, estudamos os conceitos de H-radical primo e H-radical de Jacobson de um

H-modulo algebra parcial.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. No Capitulo 1 tratamos dos pré-
requisitos minimamente necessarios para o entendimento do texto. Referéncias para um

aprofundamento em cada assunto sao dadas oportunamente.

No Capitulo 2 tratamos dos conceitos de ideais H-estaveis e (A, H)-modulos parciais.
Estes conceitos sao adaptagoes, para o caso de acoes parciais, dos conceitos de ideais
H-estaveis e (A, H)-mo6dulos estudados, por exemplo, em [11], [24] e [26] no caso de a¢oes

globais.

No Capitulo 3 tratamos dos conceitos de H-radical primo e H-radical de Jacobson.
Estes conceitos sao generalizagoes dos conceitos de radical primo e radical de Jacobson e

aparecem naturalmente no estudo de ideais H-estaveis e (A, H)-mo6dulos parcias.

No Capitulo 4 aplicamos os resultados estabelecidos nos Capitulos 2 e 3 ao estudo da

simiprimitividade e da semiprimalidade do produto smash parcial.
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No Capitulo 5 apresentamos um resultado sobre a relacao entre o radical de Jacobson
de um H-modulo algebra parcial e o radical de Jacobson do produto smash parcial, quando
H é pontuada. Este ¢ uma generalizagao, para o caso de agoes parciais, de um resultado

apresentado em [21] para o produto cruzado global.



1 Pré-requisitos

Neste capitulo apresentamos algumas definicoes e resultados ja conhecidos que se-
rao uteis no desenvolvimento do trabalho. Na primeira secao descrevemos o conceito de
codlgebras por meio da dualizagao da definicao de algebras. Da mesma forma, apresenta-
mos o conceito de comodulos, homomorfismo de codlgebras, homomorfismo de comdédulos,
cossemissimplicidade, entre outros. Na segunda secao descrevemos os conceitos e algu-
mas propriedades das dlgebras de Hopf e de produtos smash parciais, estruturas sobre
as quais trabalheremos no texto. Na terceira secao fazemos uma breve apresentacao das
PI-algebras, dando énfase a certos resultados sobre estas estruturas, as quais serao tuteis

no desenvolvimento deste trabalho.

1.1 (Co)algebras e (co)mddulos

Seja k um corpo. Uma algebra sobre k (ou uma k-algebra, ou simplesmente uma
algebra) é um k-espago vetorial que é também um anel (associativo) tal que estas duas
estruturas sdo compativeis. A compatibilidade significa que (a soma de A como anel é a

mesma como k-espaco vetorial e) para quaisquer a,be A e X e k
Aab) = (Aa)b = a(AD).
Em particular, se A tem unidade 14 podemos identificar k com o subanel k1, < A.

Observacao 1.1.1. Neste trabalho, a menos que seja mencionado o contrdrio, toda dlge-

bra tem unidade.

[sso é o mesmo que dizer que existem duas aplicacoes k-lineares, chamadas de mul-

tiplicacao m : AQx A — A e unidade u : k — A, tais que os seguintes diagramas sao
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comutativos:
a) associatividade b) unidade
AQARA—"%" _ A A A® A
u®ida ida @u
ida ®@m m H;{ ® A m A ® Ik
AR A A A

Esta definicao de algebra, utilizando diagramas, torna natural a definicao de codlgebra

por meio da dualizacao.

Definicao 1.1.2. Uma codlgebra sobre k (ou uma k-codlgebra, ou simplesmente uma
codlgebra) € um k-espaco vetorial C' junto com duas aplica¢ées k-lineares, chamadas de

comultiplicacao A : C — C ®y C e counidade € : C' — Kk, tais que os sequintes diagramas

sao comutativos

a) coassociatividade b) counidade
C £ CeC C
A A®idc k& C A C®k

Como de costume, faremos uso da notagcio sigma: para ¢ € C' denotaremos A(c) =

Z(c) ¢1 ® ¢, ou simplesmente A(c) = > ¢; ® co. Assim, a coassociatividade significa que,

para todo ¢ € C', temos

(A®idc) o A)(c) = 2011 Xc12@co = 201 ® 21 @ a2 = ((idc ® A) 0 A)(c).

Tal elemento é entao escrito como A%(c) = > ¢; ® ¢o ® c3. Analogamente, a propriedade

da counidade significa que
Za(cl)cg =c= che(cg)

para todo ¢ € C. Mais detalhes sobre a notagao sigma pode ser encontrada em [7].

Exemplo 1.1.3. Seja v : k®k — k o isomorfismo natural. Entao (k,~,idy) € uma
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dlgebra e (k,v~1,idy) é uma codlgebra.

Sejam (A, ma, us) e (B, mp, ug) algebras (sobre k). Uma aplica¢ao k-linear f : A - B
é chamada homomorfismo de algebras se preserva a unidade e a multiplicacao, ou seja, se
f(la) =1 e f(xy) = f(x)f(y), para quaisquer z,y € A. Isso é o mesmo que dizer que

os seguintes diagramas sao comutativos:

AA—1%" _BeB A ! B
A - B Kk

Defini¢ao 1.1.4. Sejam (C,Ac,ec) e (D, Ap,ep) codlgebras (sobre k). Uma aplicagio
k-linear f : C — D € chamada homomorfismo de codlgebras se os sequintes diagramas

sao comutativos:

C ! D C D
Ac Ap ec ED
cCC Y, D®D k
Ou seja,
(fONAc(0) =), fe)® f(ea) = Y, [ ® f(e)2 = Ap(f(c))
(c) (F(e)
e

ep(f(€)) = eo(0)

para qualquer c € C'.

Quando um k-espaco vetorial H tem uma estrutura de &lgebra e uma estrutura de
coélgebra, e estas estruturas sdo compativeis (no sentido de 1.1.5), dizemos que H é uma,

bidlgebra.

Mais precisamente, se A e B sao k-algebras, entao AQy B tem uma estrutura natural

de k-algebra com multiplicacao

(a®b)(a' @) = (aa’) @ (bV')
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para a,a’ € Ae b, b € B, e unidade 14 ® 15.

Analogamente, se (C, Ac,ec) e (D, Ap,ep) sdo k-codlgebras, entao C'®y D tem uma
estrutura natural de k-coalgebra, com comultiplicacdo Acgp = (idc®T®idp)o(Ac®Ap)
e counidade ecgp = v o (ec ®ep), onde a funcdo twist 7: CR D — D® C é dada por
T(c®d) =d®c,parace Cede D, evy:k®k — k é o isomorfismo natural. Ou seja,

Acop(c®d) = > c1®@di®c; ®d;
(0).(@)

eoep(c®d) = ec(c)ep(d)

para ce C e d € D (ver |7, Proposition 1.4.20]).

Proposicao-Definicao 1.1.5. (ver |7, Proposition 4.1.1|) Seja H um k-espago vetorial

tal que (H, m,u) é uma k-dlgebra e (H,A,e) é uma k-codlgebra. Entao sao equivalentes:

(1) A e e sao homomorfismos de k-dlgebras.

(2) m e u sao homomorfismos de k-codlgebras.

Nesse caso dizemos que (H,m,u, A e) é uma bidlgebra (ou simplesmente que H é uma

bidlgebra).

Exemplo 1.1.6. (ver |7, Example 4.1.5])

(1) Sejav:k®k — k o isomorfismo natural. Entio (k,~,idy,y™ ', idy) € uma bidlge-

bra.

(2) Seja G um grupo (multiplicativo). Entdo a dlgebra de grupo kG € uma bidlgebra via
Alg) =9®g ec(g) =1, para g € G.

Defini¢ao 1.1.7. Sejam H e L bidlgebras (sobre k). Uma aplicacdo k-linear f: H — L
€ chamada homomorfismo de bidlgebras, se € homomorfismo de dlgebras e homomorfismo

de codlgebras.

Como de costume, se V' é um k-espago vetorial, denotaremos V* = Homy(V, k) o
espaco dual. Se W é outro k-espaco vetorial, entao cada aplicagao k-linear ¢ : V. — W

induz uma aplicacao k-linear ¢* : W* — V* dada por
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paray e WreveV.

Também temos uma aplica¢ao k-linear natural ¥ : V* @ W* - (V® W)* dada por

U(e®@9)(v@w) = p(v)P(w)

para p € V* b € W* v eV ew € W (estendida por linearidade). Em geral ¥ é
somente injetiva. Porém, se V' e W tém dimensao finita entdao ¥ é um isomorfismo (ver

[7, Corollary 1.3.5]).

Em particular, quando C' =V = W é uma coalgebra, A induz uma multiplicacao em

C* via restrigao de A* ao subespago C* @ C* = U(C* ® C*) < (C ® C)*. Temos

A (T (@ P))(c) = Tl @Y)(A(0) = Y @ler)ib(ca)
para g, € C* e ce C, e (C*, A* o ¥, &*) é uma algebra (ver |7, Proposition 1.3.6]).

Analogamente, se A =V = W & uma algebra de dimensao finita entdo m* induz uma
comultiplicagio U™t o m* : A* - A*® A* e (A*, U~ o m* u*) é uma coalgebra (ver |7,

Proposition 1.3.9]).

Além disso, vale também o seguinte resultado.

Proposigao 1.1.8. (ver [7, Propositions 1.3.12 e 4.1.6])

(1) Se (H,m,u,A,e) é uma bidlgebra de dimensdo finita, entdo

(H*, A* o U e* U~ om* u*) é uma bidlgebra.

(2) Se f : H — L ¢ um homomorfismo de bidlgebras, entio f* : L* — H* é um

homomorfismo de bidlgebras.

Outra observacao importante é que se V' tem dimensao finita entdo existe um isomor-

fismo natural

onde 0(p) := p(v), paraveV e pe V*

Proposigao 1.1.9. (ver |7, Proposition 1.3.14]) Se H é uma bidlgebra de dimensao finita,

entdo Py € um isomorfismo de bidlgebras.
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Seja A uma k-algebra. Um A-modulo a esquerda é um k-espacgo vetorial M junto

com uma aplicagao k-linear

C:AQM — M

a®m — am

tal que 1am = m e (ab)m = a(bm), para quaisquer a,b € A e m € M. Isso é equivalente

a comutatividade dos seguintes diagramas:

AQAQM 2" A9 M k@M —2 _ Ag M
ida ®C ¢ > ¢
AQM -

Definicao 1.1.10. Seja C' uma k-codlgebra. Um C-comdodulo a direita é um k-espaco
vetorial M junto com uma aplicacao k-linear p : M — M ®y C, tal que os sequintes

diagramas comutam:

M / M®C M L -MeC
P p®idc ~ idy Re

Na notacdo sigma (p(m) = >, mg ® my, para m € M) a comutatividade do primeiro

diagrama significa que, para todo m € M,

(p®idc) o p)(m) = Zmoo @ mor ®@my = Zmo Q@ mu @ miz = ((idy ® A) o p)(m).

Tal elemento é entao escrito Y. mo®my ®my. Ja a comutatividade do segundo diagrama

significa que, para todo m € M,
Z moe(my) = m.
As defini¢oes de A-modulo a direita e C-comodulo a esquerda sao analogas.

Proposigao 1.1.11. (ver [23, Lemma 1.6.4]) Sejam A uma dlgebra de dimensao finita e

C uma codlgebra.
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(1) Se M é um C-comddulo a direita (resp. a esquerda), entao M € um C*-mddulo a

esquerda (resp. a direita).
(2) Se M um A-mddulo & esquerda (resp. a direita), entao M é um A*-comddulo &

direita (resp. 4 esquerda).

Lembrando que se H é uma bidlgebra de dimensao finita, entao H = H** como

bidlgebra, segue imediatamente o seguinte resultado.

Corolario 1.1.12. Seja H uma bidlgebra de dimensao finita. Entao, M é um H-comddulo

a direita (resp. o esquerda) se e somente se M é um H*-mddulo & esquerda (resp. a
direita).

Sejam (M, (yr) e (N,(n) A-modulos & esquerda. Uma aplicagao k-linear f: M — N

é chamada homomorfismo de A-modulos se

flam) = af(m)

para quaiquer a € A e m € M. Isso significa que o seguinte diagrama comuta

A@M 4% A@N
v (N
M 7 N

Dualizando o diagrama acima, temos naturalmente a seguinte definicao.

Definicao 1.1.13. Sejam (M, pyr) e (N, py) C-comddulos a direita. Uma aplicagao k-

linear f : M — N é chamada homomorfismo de C-comddulos se o sequinte diagrama

comuta
M ! N
P M PN
MeC—e—~NeC
Ou seja,

(f ®ide)(pa(m) = D f(mo) @my = > f(m)o® f(m)1 = pw(f(m)),
(m) (f(m))
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para todo m € M.

Sejam A uma algebra e M um A-modulo (& direita ou & esquerda). A é chamada
simples se ndo possui ideais (bilaterais) proprios (ou seja, diferente de 0 e A) e M é cha-
mado simples (ou irredutivel) quando M # 0 e nao tem submodulos proprios. Ainda, M
é chamado semissimples (ou completamente redutivel) quando é soma direta de submo-
dulos simples (ou equivalentemente, todo submoédulo de M é um somando direto) e A é

chamada semissimples se é semissimples como A-moédulo (& direita ou a esquerda).

No caso de codlgebras temos a seguinte definicao.

Definigao 1.1.14. Sejam C' uma codlgebra e M um C-comddulo.

(1a) C € chamada simples se nao possui subcodlgebra propria.
(1b) C € chamada cossemissimples se € soma direta de subcodlgebras simples.
(2a) M ¢ chamado simples (ou irredutivel) se M # 0 e ndo possui subcomddulo priprio.

(2b) M € chamado cossemissimples (ou completamente redutivel) se é soma direta de

subcomddulos simples.

E conhecido que A é semissimples se e somente se todo A-modulo & esquerda (ou &

direita) é semissimples (ver [16, Theorem 2.5]). Vale o resultado dual.

Proposigao 1.1.15. (ver [23, Lemma 2.4.3]) Seja C' uma codlgebra. Entao C' é cosse-

missimples se e somente se todo C-comddulo & direita (ou & esquerda) é cossemissimples.

Combinando este resultado com a Proposicao 1.1.12 obtemos o seguinte.

Corolario 1.1.16. Seja H uma bidlgebra de dimensao finita. Entao H é semissimples se

e somente se H* é cossemissimples.

Finalizamos a se¢ao descrevendo alguns resultados que envolvem o radical primo P(A)
e o radical de Jacobson J(A) de uma k-algebra A.

Assumiremos conhecido as defini¢oes e caracterizacoes de P(A) e J(A), bem como
0s conceitos mais béasicos envolvidos nesse assunto: ideais primos, ideais semiprimos,

ideais primitivos, etc. O leitor que nao estiver familiarizado com tais conceitos pode
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consultar [16], paginas 53 a 56, 165 a 169, 182 e 183, ou outra referéncia pertinente. Em
particular, diremos que A é semiprimo se P(A) = 0, e que A é semiprimitivo se J(A) = 0.
Também assumiremos familiaridade com o conceito de artinianidade (ver, por exemplo,

[16], paginas 20 a 22).

Proposicao 1.1.17. (ver [16, Theorems 4.14 e 10.24]|) Uma dlgebra € semissimples se
e somente se € semiprimitiva e artiniana & esquerda (ou a direita), se e somente se é

semiprima e artiniana & esquerda (ou & direita).

Proposigao 1.1.18. (ver [16, Theorem 4.12|) Se A ¢é artiniana & esquerda ou & direita

(em particular se A tem dimensdo finita), entao J(A) € nilpotente.

Seja A uma k-algebra. Dizemos que um elemento a € A é algébrico de grau n, quando
existem oy, . .., a,_1 € k tais que a" +a,_1a™ 1 +. ..+ ap = 0. Dizemos que A é algébrica,

quando todo elemento de A é algébrico.

Uma k-algebra A é chamada localmente finita, se toda subélgebra de A gerada por
uma quantidade finita de elementos tem dimensao finita. Em particular, toda k-algebra
localmente finita é algébrica. De fato, se x € A esta contido numa subalgebra de dimensao

2

n, entao os elementos =, 2%, ..., 2" sdo linearmente dependentes, o que implica que z é

algébrico, como se vé facilmente.

Proposigao 1.1.19. (ver [16, Corollary 4.19]) Se a k-dlgebra A é algébrica (em particular

se A € localmente finita), entao J(A) € o maior ideal nil de A.

Proposigao 1.1.20. (ver [16, Theorems 5.10 e 10.18]) Seja A[t] o anel de polinémios em

uma varidvel sobre a dlgebra A.

(1) Seja N = An J(A[t]). Entao N é um ideal nil de A e J(A[t]) = NJt].

(2) Alt] € primo (respectivamente semiprimo) se e somente se A € primo (respectiva-

mente semiprimo).

Seja k um corpo. Um polindémio irredutivel de k[t] é dito separavel sobre k se ele
nao tem raizes miltiplas no seu corpo de raizes. Um polindémio arbitrario de k|¢] é dito
separavel sobre k se todos os seus fatores irredutiveis em k[¢] sdo separaveis sobre k. Se

k < IF é uma extensao de corpos, entao um elemento « € I é dito separavel sobre k se ele
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for raiz de algum polindomio separavel de k[t]. Uma extensao algébrica de corpos k € F

é dita separavel se todo a € I ¢é separavel sobre k.

Proposigao 1.1.21. (ver [16, Theorems 5.14 e 5.17|) Seja A uma k-dlgebra. Para qual-
quer extensio de corpos k € I tem-se An J(A®x F) € J(A). Sek € IV ¢ uma extensdo
algébrica entao A n J(AQF) = J(A). Sek € F é uma extensdao algébrica e separdvel
entio J(AQKF) = J(A) ® F.

Uma algebra A é dita um produto subdireto das algebras {A)}rea quando valem as

seguintes condicoes:

(i) A é uma subalgebra do produto cartesiano [ [, Ay;

(it) mA(A) = A\, para toda projecao canodnica my : [ [, Ay — Aj.

Proposigao 1.1.22. (ver [13, Theorem 1.1.5]) Uma dlgebra A € (isomorfa a) um produto

subdireto das dlgebras {Ax}ren se e somente se existe uma familia de ideais {I\} en em

A, tais que (VIn=0e Ay = A/I,.

Proposigao 1.1.23. (ver [13, Proposition 2.3.4]) Um produto subdireto de dlgebras semi-

primitivas € semiprimitiva.

1.2 Algebras de Hopf e produto smash parcial

Nesta secao apresentamos um pouco da teoria de &lgebras de Hopf, acoes e coacoes
parciais e produto smash parcial. Também apresentamos alguns resultados ja conhecidos

sobre o assunto. Como na secao anterior, k denotara um corpo.

Sejam A uma k-algebra e C' uma k-codlgebra. O espaco vetorial Homy(C, A) tem

uma estrutura de k-algebra, com multiplicacao dada pelo produto convolugao:

(P x9)(0) == Y pler)i(c)

para c € C' e ¢,1 € Hom(C, A). A unidade da algebra Homy(C, A) é o elemento u o€,
onde u é a unidade de A e € é a counidade de C (ver |7, pg 151]).
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Em particular, quando A = C' = H é uma bialgebra, faz sentido indagar se existe
S € Homy(H, H) que seja inversa da aplicagao identidade idy, com respeito ao produto

convolucao. No caso afirmativo chamamos S de antipoda de H.

Definicao 1.2.1. Uma dlgebra de Hopf é uma bidlgebra que possui antipoda.

Na notacao sigma, S *idy = uoe = idy * S significa que

D 8(h)hy = e(h)1y = > h1S(ha)

para todo h € H.

Exemplo 1.2.2. (ver |7, pg 158|) Seja G um grupo. Jd mencionamos no Exemplo 1.1.6
que H = kG € uma bidlgebra. Se considerarmos a aplicagao S : H — H, definida por
S(g) = g, estendida por linearidade, vemos facilmente que S é uma antipoda de H. Em
particular, se G = {e} tem apenas o elemento neutro, entao kG = k € uma dlgebra de

Hopf com antipoda S = idy.

Na Secao anterior, ja observamos que se H uma bidlgebra de dimensao finita entao
H* tem uma estrutura de bialgebra (Proposi¢do 1.1.8). A proposi¢ao seguinte amplia esse

resultado para algebras de Hopf.

Proposigao 1.2.3. (ver |7, Proposition 4.2.11]) Se H é uma dlgebra de Hopf de dimensao

finita com antipoda S, entao H* € uma dlgebra de Hopf com antipoda S*.

Exemplo 1.2.4. (ver |7, pg 159|) Seja G um grupo finito e seja H = kG. Segue do
Exemplo 1.2.2 e da Proposi¢ao 1.2.3 que H* é uma dlgebra de Hopf. Se {p;}eec S H* é

a base dual de G, entao, para quaisquer g # h em G,
Py =Py, Dph=0 e ly = me.
zeG
A estrutura de codlgebra de H* ¢ dada por
A(pg) = Z Pr®Pz—19 = Z Pgz—1Q®Px € 5(pg) = 51,97
zeG zeG

para g € G, e a antipoda de H* ¢ dada por S(py) = p,-1, para g € G.
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Se H é uma k-algebra de Hopf e k € [F' ¢ uma extensao de corpos, entao H := HQy F

tem uma estrutura de F-algebra de Hopf. Por defini¢ao, a multiplicagao em H ¢ dada por
(h @k a)(g ®xk B) = (hg) x (aB), VhgeH Va,BelF,

e, consequentemente, a unidade é 1y = 1y ®x 1p. A comultiplicacao é dada por

Ay (h@x ) = Y (1 @k ) @ (ha @y 1y) = Y (71 @ 1p) ®p (ha®x ), VheH VaeT,

e a counidade por
en(h®xa) =ey(h)a, YheH, Vacel.

A antipoda de H é dada por
S’H(h®1ka/)=SH(h)®]ka, VhEI‘I,VOZE]F7

onde Sy é a antipoda de H (ver [7, Exercise 4.2.17]).

Proposigao 1.2.5. (ver |23, Corollary 2.2.2]) Seja H uma k-dlgebra de Hopf de dimensdo
finita e seja k € ' uma extensao de corpos. Se H é semissimples, entao H @k F é uma

F-dlgebra de Hopf semissimples.

Apresentamos agora o conceito de H-mo6dulo algebra parcial, uma generalizacdo do
conceito de H-modulo dlgebra, e que foi introduzido na literatura por Caenepeel e Janssen
em [4].

Definigao 1.2.6. Uma agao parcial (4 esquerda) de uma dlgebra de Hopf H sobre uma

dlgebra A ¢ uma aplicacao k-linear

ECHR®A — A
h®a — h-a

que satisfaz as sequintes condigoes:
(i) ly-a=a

(i) h-(alg- b)) = 2i(h1 - a)((hag) - b)

para quaisquer a,b € A e h,g € H. Neste caso, dizemos que A é um H-mddulo dlgebra

parcial (a esquerda).
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Como estamos supondo que A tem unidade, a condicao (ii) da Definicao 1.2.6 pode

ser substituida pelas condicoes (a) e (b) abaixo:

(@) h-(ab) = > (1 - a)(hy - b)
(b) h-(g-0) = X(h1 - 1a)((hag) - b)

para quaisquer a,b € A e h,g € H. Claramente vale (ii) se e somente se valem (a) e (b).

Notemos que se A ¢ um H-moédulo algebra parcial, entao
h-1y=¢(h)ly, Vhe H <= h-(g-a)=(hg)-a,VYac A Yh,ge H.

De fato, se vale a igualdade da esquerda, entdo a condigao (b) acima implica que, para

a€Aeh,ge H,

he(g-b) =Y \(h1-1a)((hag) - b) = Y 1a((e(h1)hag) - b) = (hg) - .

Reciprocamente, se vale a igualdade da direita, entdo a condi¢ao (a) acima implica que,

para todo h € H,

h-lA = Z(hl 1A)(5( ) )
= > (b= La)((haS(hs)) - 1a)
- 2( ><h2 < (hs) - 1)

Neste caso A é um H-modulo éalgebra (conforme |7, Definition 6.1.1]), e dizemos que &
¢ uma acao global, ou que H age globalmente em A. Por outro lado, essas igualdades

deixam claro que todo H-mo6dulo algebra ¢ um H-moédulo algebra parcial.

Se H uma k-algebra de Hopf e A é um H-mo6dulo algebra parcial, entao, para qualquer
extensao de corpos k € F, A := A®y F tem uma estrutura natural de H-modulo algebra

parcial, onde H := H ® F. Por definicdo, a acao parcial de H em A é dada por

(hea)-(aef) = (h-a)e(af)

para o, € F,ae Ae he H.
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Exemplo 1.2.7. Consideremos a dlgebra de Hopf H = k (Exemplo 1.2.2). Entao toda k-
dlgebra A é um H-mddulo dlgebra (a¢ao global), com a¢ao de H em A dada pela estrutura

de k-espaco vetorial de A.

Exemplo 1.2.8. |3, Proposition 1| Seja B um H-mddulo dlgebra (agao global), e seja A
um ideal o direita de B com unidade 14. Entdo, A torna-se um H-mddulo dlgebra parcial
via

h-a=14(hva),

para a € A e he H, onde » indica a acao de H em B.

Exemplo 1.2.9. |2, pg 5] Como caso particular do Exemplo 1.2.8, consideremos um
grupo finito G e a dlgebra de Hopf H = (kG)* como no Exemplo 1.2.4. Entdo, B = kG

é um H-mddulo dlgebra (agao global) via
pg>h =200, Yg, hed.

Seja N um subgrupo normal de G, N # {1g}, tal que chark f |N|, e seja ey € B o

ex =T S
N &

idempotente central

Para quaisquer g, x € G, temos

e (en) = D (pgnr >en)(pn > )

= Z(Pg/rl > eN)0p 2

heG
= (pgx—l I>€N)£L’

= Zpgxlbn

neN

Assim, o ideal A = exyB € uma k-dlgebra com unidade 14 = ey, € a a¢ao induzida de H

em A € tal que, para g€ N,

Py -en = en(pg»en) = (1/IN])g # d14en = e(pg)en

Em particular, a agdo parcial de H em A nao € global.

Exemplo 1.2.10. |9, Example 6.1] Seja B uma k-dlgebra qualquer e seja

A:BXBXB:Bel®B€2®B€3,
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onde e; = (15,0,0), eo = (0,15,0) e e3 = (0,0,15). Se G = {1g,9,9% ¢9°} € o grupo

ciclico de ordem 4, entao H = kG age parcialmente em A via

g-e1=0, g-epa=¢€, g-e3=ey,

2 2 2
g rep=e3, g -ea=0, g -e3=ey,

3 3 3
g -ep=e, g -ea=e3, g -e3=0.

No estudo de H-modulos algebra parciais, uma subalgebra importante é a subalgebra

dos elementos invariantes pela agao de H.

Definicao 1.2.11. Seja A um H-mddulo dlgebra parcial. Definimos a subdlgebra dos

elementos invariantes por

AL ={aeA; h-a=a(h-14),YVhe H}.

A demonstracao de que AZ é uma subalgebra é imediata: para a,.bc Ae he H

he(ab) =Y (hy - a)(hy - b) = Y a(hy - 14)(ha - b) = a(h - b) = ab(h - 14),

holy=14(h-1y).

Quando A é H-modulo algebra (acao global), nos denotamos a subélgebra dos inva-

riantes por A”. Nesse caso
A" ={ae A; h-a=¢e(h)a, Vhe H}

conforme |7, Definition 6.1.5].

Mais adiante vamos precisar do seguinte resultado, para o qual nao encontramos

nenhuma referéncia na literatura.

Proposicdo 1.2.12. Seja A um H-mddulo dlgebra parcial. Se a € AZL é invertivel em A,

entdo a~ ' e AZL,
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Demonstracao. Para todo he H

h-a=' = ata(h-(14a7h)
= a! Za(hl 1a)(ho-a )
= a 'Y (h-a)(hy-a')
= o h- ™)
= a '(h-1y).

Dualizando a definicao de H-moédulo algebra parcial temos a definicao de H-comodulo

algebra parcial.

Defini¢ao 1.2.13. Uma coagdo parcial (& direita) de uma dlgebra de Hopf H sobre uma

dlgebra R € uma aplicacao k-linear p: R — R® H que satisfaz as sequintes condigoes

(i) (idr®c¢)(p(x)) =2
(i) p(xy) = p(z)p(y)

(i) p*(z) := (p@idu)(p(x)) = [p(1r) @ 1u][(idr & A)(p(x))]

para quaisquer x,y € R. Neste caso dizemos que R é um H-comddulo dlgebra parcial (a

direita).

Na notacao sigma, as condi¢oes acima significam que

() D woe(xy) =2
(i) 2(zy)o @ (zy)1 = Xl zoyo @ T1y1

(iii) D o0 @xo1 @ x1 = D, 1oz ® 11711 @ 12

para quaisquer z,y € R.

Analogamente ao caso de acoes parciais, notamos que se, além das condicoes acima,

também vale

p(1r) = 1p® 1y,
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entdo R ¢ um H-comodulo algebra (conforme |7, Definition 6.2.1]). De fato, aplicando
esta condi¢ao em (iii), obtemos imediatamente que (p ® idy) o p = (idrg ® A) o p. Neste
caso dizemos que p é uma coacao global. Por outro lado, é imediato verificar que todo

H-comodulo algebra é um H-comodulo algebra parcial.

Definicao 1.2.14. Seja R um H-comddulo dlgebra parcial. Definimos a subdlgebra dos

elementos coinvariantes por

Rl — {xe R; plz)=(x®1px)p(lg) = Zml()@ll}.

O fato que R®H & uma subélgebra de R é consequéncia imediata de (ii): para z,y €
R@

p(x)p(y) = (@ 1u)p(1r)p(y) = (z @ 1u)p(y)
= (z®1)(y®1u)p(1r) = ((vy) @ 1u)p(1r),

p(ry)

e, além disso,

p(1r) = (1r ®@1y)p(1g).

Quando R é H-como6dulo algebra (coagao global), nés denotamos a subélgebra dos

elementos coinvariantes de R por RH. Nesse caso
R ={zeR; p(r)=(2®1u)}

conforme |7, Definition 6.2.3|.

Analogamente ao que foi feito na Proposicao 1.2.12, podemos mostrar o seguinte.

Proposicao 1.2.15. Seja R um H-comddulo dlgebra parcial. Se x € R ¢ invertivel em

R, entio v € R,

Demonstracao. Temos

pla™) =
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Finalizamos esta secao considerando o produto smash parcial. Este conceito, junta-
mente com o conceito de agoes parciais de algebras de Hopf, foi introduzido na literatura
por Caenepeel e Janssen em [4]. Seja A um H-modulo algebra parcial. No espago vetorial

A® H, definimos a seguinte multiplicacao:
(a®@h)(b@g) =) alhy -b) @ hag

para a,be A e h,g e H. Essa multiplicacao é associativa e distributiva em relacao a soma
usual de A® H, introduzindo assim uma estrutura de “algebra” em A® H. Denotaremos
essa estrutura por A#H e seus elementos (geradores) por a#h em vez de a®h. Em geral
A#H nao tem unidade, a menos que a agao de H em A seja uma acao global (ver [7,

Proposition 6.1.7]). Por isso consideramos o seguinte subespaco de A#H:

A#H = (A#H)(1a#1y),

gerado pelos elementos da forma

afth = (a#th)(La#tly) = Y a(hy - 1a)#ho.

Como se vé facilmente, a multiplicacao descrita acima, restrita ao subespago A#H, o

torna uma k-algebra com unidade 1,#1y = 14#1y.

Definigao 1.2.16. Seja A um H-mddulo dlgebra parcial. O produto smash parcial de A
por H € a k-dlgebra
A#H = (A#H)(1a#1y).

Claramente, se A é um H-modulo 4lgebra (agdo global) entdo A#H = A#H.
Observamos ainda que temos um monomorfismo natural de &lgebra
f+A — A#Hc A#H
a — a#ly =a#ly.
Assim, podemos identificar A com a subalgebra f(A) = A#ly = A#ly de A#H.

Em [20], o autor ja observa que o produto smash parcial A#H é um H-como6dulo

algebra. Abaixo descrevemos como isso acontece.

O espaco vetorial A#H = A® H torna-se um H-como6dulo & direita via p = ida ® A
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(ver |7, Example 2.1.6]):

p: A#H — A#HQRH
a#h = (l#h1®h2.

Esta aplicacao é multiplicativa: para a,be Ae h,ge H,

p((a#th)(b#tg)) = p (D alhn - b)#hag)

= Da(hy - b)#hag1 @ hsgy
Z(a#hl)(b#gﬂ ® hago

D (a#thy @ ha) (btg: @ g2)

pa#th)p(b#g).

Em particular, isso implica que A#H é um H-subcomédulo de A#H: paraa€ Aehe H,

p((a#th)(1a#1n))

= pla#h)p(1a#1m)

D (a#thy @ ho) (La#ly & Lyy)
D (a#hy)(La#1y) @ ho

— Z%@ hy € A#H® H.

p (azth)

Como p(la#ly) = 1a#1ly ® 1y segue que A#H é um H-comddulo algebra (coagao

global) via restri¢ao p|axm.

Provemos agora que (A#H)®°" = A. A inclusao A < (A#H)®! ¢ imediata da
defini¢ao de p. Por outro lado, seja u € (A#H)*" < A#H. Entao u = Y, a;#h;, para

certos a; € Ae h;e H, e

Z ai#hi@lg =u®ly = p(u) = Z Z a;#hi1 & hia.
‘ i (hi)
Podemos supor ainda que {a;} é um conjunto linearmente independente, o que implica
Z(hi) hi ® hio = h; ® 1y, para todo ¢. Aplicando € ® idy nesta igualdade obtemos, para
todo 1,

hi = Z €(hz‘1)hi2 = E(hz)lH
(hi)
Portanto u = 27, aﬁ%'éhZ = Zz €(h7,)al#1H € A.

Se H tem dimensao finita, entdao a estrutura de H-comodulo algebra (& direita),
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descrita acima, induz uma estrutura de H*-moédulo algebra (& esquerda) em A#H, com
acao dada por -

o — (a#th) =) a#thio(hs),
paraa € A, he Hepe H*. Alem disso, (A#H)"" = (A#H)*“" = A (ver [7, Proposition
6.2.4]).

1.3 PI Algebras

Nesta secao faremos uma breve discussao sobre Pl-algebras. Essas estruturas sao os
principais objetos das aplicacoes dos estudos feitos aqui. Abaixo listamos alguns exemplos
e algumas propriedades que serao importantes para o desenvolvimento do trabalho. O

leitor interessado em mais detalhes sobre o assunto pode consultar [14], [15], [22] ou [25].

Seja A uma k-algebra. Dizemos que um polinomio 0 # f(z;,,...,2;,) € k{z1,x2,...)
¢ uma identidade polinomial para A, ou que A satisfaz a identidade polinomial f, quando,

para quaisquer ay,...,a, € A, f(ay,...,a,) =0.

Definicao 1.3.1. Uma Pl-dlgebra é uma dlgebra que satisfaz uma identidade polinomial.

Exemplos 1.3.2. (1) Toda dlgebra comutativa satisfaz a identidade polinomial

[$1,$2] = T1T9 — T .

(2) (ver |25, pg 10]) A dlgebra exterior (ou dlgebra de Grassman) satisfaz a identidade

polinomial

[[96’17362],333] = (1’1@ - $2$1)1’3 - $3(1’1$2 - $29€1)-

Proposigao 1.3.3. (ver [22, Corollary 13.4.9]) Sejam A < B uma extensao de dlgebras
tal que B € finitamente gerado como A-mddulo. Se A é Pl-dlgebra, entio B também é

Pl-dlgebra.

Como consequéncia da Proposicao 1.3.3 e do Exemplo 1.3.2, toda algebra finitamente

gerada sobre seu centro (em particular, toda algebra de dimensao finita) é uma PI-algebra.

Proposigao 1.3.4. (ver |25, Theorem 6.1.1]) O produto tensorial de PI-dlgebras é PI-

dlgebra.
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Em particular, se a k-algebra A é uma Pl-algebra, entao o anel de polinémios em uma

varidvel A[t] = A ®x k(t] é PI-algebra (pois k[t] é comutativo).

Exemplo 1.3.5. (ver |25, pg 9]) Dizemos que uma dlgebra A é algébrica de grau limitado,
quando existe um inteiro n = 1, tal que todo elemento de A € algébrico de grau < n. Toda

dlgebra algébrica de grau limitado € uma Pl-dlgebra.

Proposigao 1.3.6. (ver [14, Theorem 6.4.3]) Toda PI-dlgebra algébrica € localmente fi-

nita.

Proposicao 1.3.7. (ver [22, Corollary 13.2.6]) O radical primo de uma Pl-dlgebra € seu

mator ideal o direita nil.

Uma k-algebra A é chamada afim se é finitamente gerada (como k-algebra), ou seja,

se existem ay, ..., a, € A tais que A = k{ay, ..., a,).

Proposigao 1.3.8. (ver [25, Corollary 4.4.6], [16, Corollary 4.19] e [15, Theorem 3, pg
36]) Seja A uma Pl-dlgebra que é afim ou algébrica sobre k. FEntao J(A) é localmente
nilpotente. Em particular, J(A) = P(A).

Proposigao 1.3.9. (ver [18, Lemma 3.7]) Seja k um corpo algebricamente fechado. Se A
¢ uma k-dlgebra afim que satisfaz uma identidade polinomial de grau d entdo, para todo

A-mddulo simples V', tem-se dimy V' < d/2.

Encerramos a secao descrevendo um resultado, devido a V. Linchenko e S. Montgo-
mery, sobre H-mddulos algebra que satisfazem uma identidade polinomial. Dele decorre
um fato sobre H-modulos algebra localmente finitos (Lema 4.6), 1til no estudo da semi-

primitividade do produto smash parcial como veremos no Capitulo 4.

Proposicao 1.3.10. [17, Corollary 3.2| Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita
cossemissimples e seja A um H-mddulo dlgebra (a¢ao global) satisfazendo uma identidade

polinomial. Se I € um ideal nil de A, entao

H-1:= {Zhi-xi; hieH,azie[}QJ(A).

Como toda algebra A de dimensao finita ¢ uma PI-algebra e J(A) ¢é nilpotente (Pro-

posicao 1.1.18), segue imediatamente o seguinte resultado.
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Corolario 1.3.11. Seja H uma dlgebra de Hopf cossemissimples e A um H-mddulo dl-
gebra (acao global). Se A e H tém dimensao finita, entao H - J(A) < J(A).
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2 Ideais H-estdveis e
(A, H)-modulos parciais

Sejam H uma &algebra de Hopf sobre um corpo k e A um H-moédulo algebra parcial.
Em [11] e [26], os autores exploram os conceitos de ideais H-estaveis de A e (A, H)-
modulos no estudo de “H-radicais”, quando a acao de H em A é global. Tais conceitos
podem ser adaptados para o caso de acoes parciais. Nos Capitulos 2 e 3, exploramos
esses conceitos no estudo do H-radical primo e do H-radical de Jacobson de A (quando
a agdo de H em A é parcial). O principal objetivo destes dois capitulos é estabelecer
uma relagao entre o H-radical primo de A e o H*-radical primo de A#H e uma relagao
entre o H-radical de Jacobson de A e o H*-radical de Jacobson de A#H, quando H tem

dimensao finita.

Em todo este capitulo H denotara uma algebra de Hopf sobre um corpo k e A um

H-moédulo algebra parcial.

2.1 Ideais H-estaveis

Nosso objetivo, nesta secao, é estabelecer alguns fatos sobre ideais H-estaveis de A.
O mais importante deles ¢ a relagiao entre os ideais H-estéaveis de A e os ideais de A#H
que sdo H-subcomodulos (Teorema 2.1.6), os quais, no caso de H ter dimensao finita, sdo
os ideais H*-estéveis de A#H (Corolario 2.1.7).

Defini¢ao 2.1.1. Seja A um H-mddulo dlgebra parcial. Um ideal & direita (resp. a
esquerda) I de A é chamado H-estdvel quando H -1 < 1.

J& observamos na Secao 1.2 que, quando a acao de H em A é global, A é um H-
modulo. Claramente, nesse caso, os ideais (& direita ou & esquerda) H-estaveis de A sdo

exatamente aqueles que sao H-submoddulos de A.
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Exemplo 2.1.2. Seja A uma k-dlgebra e seja H = k. Jd mencionamos no Exemplo 1.2.7
que A é um H-mddulo dlgebra. Claramente, todos os ideais (4 esquerda ou & direita) de A
sao H-estdveis. Assim, o conceito de ideal H-estdvel €, de certa forma, uma generalizacao

do conceito de ideal de uma dlgebra qualquer.

Seja I um ideal H-estavel de A. Entao a acao de H em A induz uma agao de H no
quociente A/I, dada por
h-(a+1I):=(h-a)+1

para h € H e a € A. Claramente esta acao define uma estrutura de H-modulo algebra

parcial em A/I. Além disso, temos o seguinte isomorfismo:

(A#H)/(I#H) = (A/D)#H,

onde [#H = {Z ri#h;; x;€l, h; € H}. Para ver isto, consideremos a projecao natural

m: A#H — (A/I)#H
atth > a#th

Esta aplicacao preserva a multiplicagao: para a,be Ae h,ge H

m((a#h)(b#tg)) = 7 (Xalhi -b)#hag)
= Zm#hw
= Y alhy-b)#hag
= (azh)(bs#g)
= m(a#th)m(b#tg).

Considemos agora a restri¢do m|axp. Temos

m(a#th) = w(Xa(hy - 1a)#hs)
= D alhn - Ta)#hs
= Dby - Ty)#h,
_ adh e (A/D4H

para quaisquer a € A e h € H, portanto esta bem definida a projecao

7 A#H — AJT#H.
a#th — a#h
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Por ser uma restricao de 7, a aplicacao 7 também preserva a multiplicacao, donde segue

que 7 ¢ um homomorfismo de algebras.

Claramente 7 é sobrejetiva. Provemos que

ker7 = (kerm) n (A#H) = [#H.

A inclusdo [#H < ker(7) ¢ evidente. Por outro lado, seja u € ker™ < A#H. Temos
u = Y, x;#h; para certos {x;} < A e {h;} < H. Podemos supor que {h;} é um conjunto
linearmente independente, entao Y, z;#h; = m(u) = 7(u) = 0 implica z; € I, para todo
i. Como u € A#H, segue que u = u(la#ly) = D w#h; € I#H. Isso prova que
ker7 = I#H, e portanto (A#H)/(I#H) = (A/I)#H como tinhamos afirmado.

Uma das consequéncias desse isomorfismo é o seguinte resultado.

Proposicao 2.1.3. Se o H-mddulo dlgebra parcial A € um produto subdireto de H-mddulos
dlgebra parciais A, = A/l,, onde {I,} € uma familia de ideais H-estdveis de A tal que
(1o =0, entao R := A#H € (isomorfo a) o produto subdireto das dlgebras R, := A #H.

Demonstracao. Conforme observado acima, para cada « temos um isomorfismo natural
R/(I,#H) = R,. Pela Proposi¢ao 1.1.22, basta entao provar que [ (I,#H) = 0. Mas
como

L#H < Y I(H-10)#H < I.#H

para todo «, é suficiente demonstrar que [ (I,#H) = 0.

Para isso tomemos u € [ (I,#H) © A#H e escrevamos u = Y, x;#h;, com {x;} € Ae
{h;} < H. Podemos supor que {h;} é linearmente independente, o que implica x; € I, para
todo i e todo a. Entao, cada z; € ()1, = 0 e portanto u = 0. Logo ((([o#H)=0. O

Conforme veremos no Capitulo 4, esta proposicao sera ttil no estudo da semiprimitivi-
dade do produto smash parcial pelo fato do produto subdireto de algebras semiprimitivas

ser semiprimitiva.

Dado um subespago vetorial X < A, denotaremos

(X H)y={zeX; h-zeX,Yhe H}.

Proposicao 2.1.4. Seja I um ideal de A. Entao (I : H) é o maior ideal H-estdvel de A

contido em I. Em particular, I é H-estdvel se e somente se (I : H) = 1.
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Demonstragao. Para quaisquer x € (I : H), a€ A e h € H temos

h - (ax) =Z(h1-a)(h2-x) eAlc

he(za) =Y (- 2)(hy-a) eTAC ]

portanto ax, za € (I : H). Isso mostraque (/ : H) é um ideal. Para obter a H-estabilidade

de (I : H), consideremos z € (I : H) e g € H. Entao, para qualquer h € H,

he(g o)=Y (h11a)((hag) - ) € AT C 1,

portanto g - x € (I : H). Como x e g sao arbitrérios, segue que H - (I : H) < (I : H), ou
seja, (I : H) é H-estavel.

Suponhamos agora que J é um ideal H-estavel contido em I. Entao H - J < J < I,

o que implica J < (I : H). Logo (I : H) é o maior ideal H-estével contido em I. O

Se I é um ideal & esquerda, a mesma demontragao dada acima (ou parte dela) serve
para concluir que, também nesse caso, (I : H) é o maior ideal a esquerda H-estavel contido
em [. Porém, se [ é ideal a direita mas nao a esquerda, entao a demonstracao acima serve
apenas para concluir que (I : H) é um ideal & direita (contido em I), mas nao podemos
garantir a H-estabilidade de (I : H) pela igualdade h - (g-x) = > (hy - 14)((h2g) - ). No
entanto, vale ressaltar que se I é um ideal a direita, sempre existe o maior ideal a direita
H-estéavel contido em I (pois soma de ideais a direita H-estaveis ainda é ideal & direita

H-estéavel). Tal ideal, evidentemente, deve estar contido em (I : H).

Em alguns trabalhos, como por exemplo em [2], os autores assumem a seguinte “con-

dicao de simetria’:
h- (g ’ CL) = Z((hlg) ’ a)(hQ : ]—A)7 Vae A7 Vhag € H.

Nesse caso, seguindo passos analogos aos da demonstracao da Proposicao 2.1.4, vé-se
facilmente que, se I é um ideal & direita de A, entdo (I : H) é o maior ideal & direita

H-estavel de A contido em 1.

Proposicao 2.1.5. Se Z ¢ um ideal de A#H, entao T n A € um ideal H-estdvel de A.

Demonstracao. O fato de Z n A ser um ideal de A segue imediatamente do fato de Z
ser ideal de A#H e A =~ A#1y ser uma subdlgebra de A# H. Quanto a H-estabilidade,
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observemos que, para quaisquer t € Z " A e h € H, temos

h-z#ly = Zhl ~xfte(ho)ly
= (b - 2)(ha - 14)##hsS (hy)
— Z(hl - x#ho ) (La#S(hs))
D (Latth) (x#1) (La#S (ho)) € T,

portanto, h -z € T n A. Logo Z n A é ideal H-estavel de A. H

Demonstramos agora o principal resultado dessa secao. Ele generaliza, para o caso de
acOes parciais, um resultado ja conhecido sobre acoes globais (isso segue de |24, Lemma,
1.3], pois se a acdo de H em A é global, entao a extensao A € A#H é H-Galois fielmente
plana). Lembremos da Se¢ao 1.2, que a estrutura de H-comodulo algebra (coagao global)
de A#H ¢ dada por

A#H — A#HQH
a#h = a#h1®h2.

Teorema 2.1.6. Sejam H uma dlgebra de Hopf e A um H-mddulo dlgebra parcial. Exis-
tem bijecoes
?
{Ideais H-estdveis de A}?{Ideais de A#H que sdo H-subcomddulos}

dadas por ®(I) = I#H e V(I) = T n A, tais que ¥ = &', Fstas fungoes preservam

inclusao, soma, produto (finito) e interse¢ao.

Demonstracao. Denotaremos R = A#H. Sejam [ um ideal H-estavel de A e Z um ideal

de R que é um H-subcomodulo. Para quaisquer a,be A, x €1 e h,g,k € H, temos

(a#th) (x#g) (0#k) = Y. a(hy - 2)((hagy) - D)#hsgek € (A(H - DA)#H < T#H.

Assim, R(I#H)R < I#H, donde I#H é ideal de R. Além disso, é claro que [#H é
H-subcomodulo de R, portanto @ esta bem definida. Por outro lado, Z n A é um ideal

H-estavel de A pela Proposicao 2.1.5. Assim, ¥ também estd bem definida.

Provemos que I = [#H n A = ¥(®(I)). A inclusao I < I#H n A é evidente.

Para ver que I#H n A < I, fixemos uma base {h;} de H que contenha 1g, e tomemos
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arbitrariamente um elemento
uel#HNAC (I#H)n Ac A#H.

Entdo u se escreve de maneira tnica como u = Y, x;#h;, com {z;} < A. O fato de
{h;} ser uma base de H implica que {x;} < I, e o fato de 1y pertencer a essa base e

u€ A= A#ly, implica que x; = 0 se h; # 1. Portanto u € I.
Agora provemos que Z = (Z n A)#H = ®(V(Z)). A inclusdo (ZnA)#H < T ¢

trivial. Por outro lado, para ), z;#h; € Z, temos

Z%#h —ZZ Z xz#hzll (1A#S( 112))(114#}%2)

i (hi) (hi1)

Como Z é um H-subcomodulo de R, temos

ZZ Z TifFhin @i ®@hip € TQ H® H
it (hi) (hi1)
assim, podemos assumir que > x;#h;1; € Z, donde segue que

Zx 2 L)#L = 33 (@it (La#S(haz) € T A
@ ( Ll)

e portanto

Dlwidthi = >0 (wilha - 1a)#1n) (La#thi) € (T A)A#H) < (T~ A)#H.
i i (hq)

[sso mostra que ® e ¥ sao inversa uma da outra. Provemos agora que ambas preservam
inclusao, soma, produto (finito) e intersecao. Notemos que soma, produto e intersegao
de ideais H-estaveis de A (resp. H-subcomddulos de A#H) é ideal H-estavel (resp. H-
subcomodulo). A respeito da inclusdo, a afirmagao é clara da propria definigdo de @ e W.
Quanto a soma, produto e intersecdo, fixemos uma familia {I,}.,cp de ideais H-estaveis

de A e uma familia {Zs}ger de ideais de A#H que sao H-subcomodulos.
A igualdade
(Z[ ) CL)#H = Y L#H = Y a(1,
é evidente. Como consequéncia, temos também

v (Zzﬁ) . (Z cb(xp(zg))) - (cb (Z \If(zﬁ))) = S 0(Ty).

Logo ® e U preservam somas.
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Quanto ao produto, observemos primeiro que, se I é um ideal H-estavel de A, entao
I#H = IR (em particular, IR é ideal de R). Isso segue imediatamente do fato de que,

para quaisquer a € A, xe l e he H,

(x#1y)(af#th) = xa#h € TA#H = I#H

Assim, fixados aq, ap € A, temos

q)(ltn]az) = ([m]az)#H = (Iallaz)R = [al(IazR) = IOq(RIOczR)
= (quR)(IazR) = (Ial#H)(Iaz#H) = (I)(qu)q)(]az)

(onde a quarta igualdade segue do fato de I,, R ser ideal de R). Com isso obtemos também

que, para (1,3 € T,
(T, Ts,) = W(O(W(T5))((Ts) ) = W (@(V(Ts)¥(Ts)) ) = W(T5,)W(Ts,).

Claramente, por inducao, esse resultado se estende ao produto de uma quantidade finita

qualquer de ideais H-estaveis (resp. H-subcomodulos).

Finalmente mostremos que ® e ¥ preservam intersecao. Claramente

v (N2s) = (NZs) 0 A= (NZs 0 4) = 2Z).

e disso segue que

® (ﬂ Ia) — ¢ (ﬂ \If(cb(fa))) — ¢ (xp (ﬂ @(Ia))) = N (1.).

Isso completa a demonstracao. O]

Pelo Corolario 1.1.12, se H tem dimensao finita, um subespaco vetorial de A#H é um
H-subcomodulo se e somente ¢ um H*-submodulo. Como a agao de H* em A#H é uma
acao global, segue imediatamente da observacao feita apos a Definicao 2.1.1 o seguinte

resultado.

Corolario 2.1.7. Sejam H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita e A um H-mddulo

dalgebra parcial. Existem bijegoes

{Ideais H-estdveis de A}%{Ideais H*-estdveis de A#H}
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dadas por ®(I) = I[#H e V(I) = T N A, tais que ¥ = &', FEstas funcoes preservam

inclusao, soma, produto (finito) e interse¢ao.

2.2 (A, H)-mo6dulos parciais

Como na secao anterior, H denotara uma &lgebra de Hopf sobre um corpo k e A
um H-modulo élgebra parcial. Nesta segdo apresentamos o conceito de (A, H)-modulo
parcial. Este conceito é, num certo sentido, uma generalizacao do conceito de A-moédulo
(ver Exemplo 2.2.2) e permite entender um pouco melhor a relagdo entre A e A#H
como veremos mais adiante. A Defini¢ao 2.2.1, assim como a Proposi¢ao 2.2.4, nos foram

apresentados por A. Paques e A. Sant’Ana (comunicagao oral).

Definigao 2.2.1. Seja M um A-mddulo & direita (resp. a esquerda). Dizemos que M é
um (A, H)-mddulo parcial a direita (resp. a esquerda), se existe uma aplicacdo k-linear
M ® H — M, dada por meh — m <« h (resp. H@ M — M, dada por hem — h»m),

que satisfaz as sequintes condigoes:

(i) malg=m (resp. 1g »m =m)
(i) ((mh)a)ag =3i(m(hi-a))«(hag)  (resp. hr(a{grm)) = 3.(h1-a)((hag) »m)).

para quaisquer me M, a€ A eh,ge H.

Claramente vale a propriedade (ii) se e somente se valem (a) e (b) abaixo:

(a) (m<«h)a=>Y(m(hy-a))«hy (resp. h»(am)) = > (hy -a)(ha »m))

(b) (m<h)<«g=2(m(hi-14)) «(hag)  (resp. h»(grm) =3 (b -14)((hag) »m)).

para quaisquer me M,ae Ae h,ge H.

A Proposicao 2.2.4 justifica nosso interesse nessas estruturas.

Exemplo 2.2.2. Seja A uma k-dlgebra e seja H = k. Ja mencionamos no Exemplo
1.2.7 que A € um H-mddulo dlgebra. Claramente, todos os A-mddulos (4 direita ou a
esquerda) sao (A, H)-mddulos parciais. Assim, o conceito de (A, H)-mddulo parcial €, de

certa forma, uma generalizacio do conceito de mddulo sobre uma dlgebra qualquer.
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Se A é um H-modulo algebra parcial, entdo o proprio A é um (A, H)-modulo parcial
a esquerda. Mais geralmente, se I é um ideal a esquerda H-estavel de A, entdao [ e A/l
sao (A, H)-modulos parciais a esquerda. A Proposigao 2.2.4 fornece exemplos de (A, H)-
modulos parciais a direita. Também, na Secao 3.2 veremos como podemos construir

(A, H)-modulos parciais a direita a partir de um A-modulo & direita dado.

Como de costume, se M é um A-mo6dulo (em particular, um (A, H)-mo6dulo parcial),

denotaremos por (0 : M) 4, ou simplesmente (0 : M), o anulador de M em A. Ou seja,
(0: M)={aeA; Ma=0} (resp. (0: M)={a€e A; aM =0})

para M um A-modulo a direita (resp. a esquerda). Quando (0 : M) = 0 diremos que M
é fiel.

Proposicao 2.2.3. Se M ¢é um (A, H)-mddulo parcial (4 direita ou & esquerda), entdo
(0: M) é um ideal H-estdvel de A.

Demonstragao. Ja sabemos da teoria de modulos que (0 : M) é um ideal de A. Provemos

que (0: M) é H-estavel. Para quaisquer me M, z € (0: M) e h € H, temos
m(h-z) = Z(m(hl -x)) < (e(h2)lp)
- Z((m< hl)x)45(h2) € (Mx)<H=0

se M é (A, H)-mo6dulo parcial & direita e

(h-x)ym = Z(hl -x)((e(he) 1) »m)
= D (b - 2)((haS(hs)) » m)
- Zh1>(;c(5(h2)>m)) € H»(zM) =0

)((
)(
se M & (A, H)-modulo parcial & esquerda. Logo H-(0: M) < (0: M), e portanto (0 : M)
¢ H-estavel. O

Sejam M um (A, H)-médulo parcial a direita (resp. a esquerda) e I € A um ideal
H-estavel tal que I < (0: M). Entao M tem uma estrutura natural de (A/I, H)-modulo

parcial a direita (resp. a esquerda).

A proxima proposicao demonstra que todo (A, H)-modulo parcial tem uma estru-

tura natural de A#H-modulo e, reciprocamente, todo A#H-mddulo tem uma estrutura
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natural de (A, H)-mo6dulo parcial.
Proposicao 2.2.4. Se M é um (A, H)-mddulo parcial & direita (resp. & esquerda) entdio
M ¢é um A#H-mddulo & direita (resp. & esquerda), com ac¢do dada por

m(a#th) ;= (ma) < h (resp. (a#th)m := a(h » m))

para me M, a€ A e he H. Reciprocamente, se M é um A#H-mddulo & direita (resp.
a esquerda) entao M é um (A, H)-mddulo parcial & direita (resp. a esquerda) com agoes
dadas por

ma = m(a#1y) (resp. am := (a#1g)m)
m <« h :=m(1a#h) (resp. h»m = (1a#h)m)

parame M, a€e A ehe H. Em qualquer caso tem-se

(0 . M)A = (O . M)A#H N A.
Demonstra¢ao. Suponhamos que M é um (A, H)-modulo parcial a direita. Observamos

primeiro que a aplicagao

C:M@A#H — M

mea#h — (ma)<h

estd bem definida (e é k-linear). De fato, a regra mea#h — (ma) « h é exatamente a

composta das aplicagoes k-lineares
ki M@A#H = M@A®H 2% M@ H — M

onde ¢ e £ sao as acoes de A e H em M, respectivamente. Assim, x é uma aplicacao

k-linear bem definida. Considerando a restricao de k ao subespaco M ® A#H, temos
K (m@a#h) =rk(medalhy - 14)#hy) = Z(ma(hl 14)) «hy = ((ma) «h)l4 = (ma)«h,

para quaisquer m € M, a € Ae h e H. Assim, ( é a restricao de x ao subespaco MQA+#H,

e portanto é uma aplicacao k-linear bem definida.

Provemos agora que ( define uma estrutura de A#H-moédulo a direita em M. De

fato, para quaisquer me M, a,be A e h,g € H, temos

m(la#ly) = (mla) « 1y =m
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(m(a#th))(b#g) = (((ma) <)) «g
= Yma(h b)) « (hsg)
- m (Z ahy - b)#th)
= m((agth)(b#9))-
Logo M & um A# H-modulo a direita.

Suponhamos agora que M é A# H-mo6dulo a direita. Também nesse caso temos que

mostrar que as aplicacoes

M®A - M

mea — m(a#ly)

M®H — M
meh — m(1a#h)

estao bem definidas (e sdo k-lineares). A primeira delas é trivial via identificacdo de A

com a subalgebra A#1y € A#H. Em particular, tal aplicagao define uma estrutura de

A-médulo a direita em M. J4 a segunda é a composta das aplicagoes

M®H — MA®H MO0 M@ A#H > M

meoh — melaisoh

onde m: AQ H — A#H é a projegio canonica m(a®h) = (a#h)(1a#ly) = a#h e (éa
acao de A#H em M. As propriedades (i) e (ii) da Defini¢cdo 2.2.1 seguem facilmente do
fato de M ser um A# H-mobdulo:

maly =m(la#ly) =m

(mema)«g = ((m(La#th))(a#ln) ) (Lazk)
((La#th) (a#1g)(1atg))
= m Zhl a#th)

= Z mhl a <« (h2g)

I
3
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para quaisquer me M, a€ Ae h,ge H. Logo M é um (A, H)-mo6dulo parcial & direita.
Analogamente, se M é um (A, H)-modulo parcial a esquerda, entao a aplicagao

a#th®@m — a(h»m)

define uma estrutura de A# H-modulo a esquerda em M: para quaisquer m € M, a,be A
eh,ge H

(1A#1H)m = 1A(1H »m) =1m

(agth) ((b#g)m) = a(h > (b(g»m)))

= Y a(h-b)((hag) »m)

= (Bath - 0)#hag) m
(

)
a#th) (bitg))m

Também, se M é A# H-modulo a esquerda, entao as aplicagoes

ARQM — M
a®@m — (a#ly)m

H®M — M
h@m +— (La#h)m

definem uma estrutura de (A, H)-mo6dulo parcial & esquerda: para quaisquer m € M,
a,be Aeh,ge H

Lam=1gr»m = (1a#lyg)m = m,

a(bm) = (aftLir) (bt Lr)m) = ((a#tLir) (bt L)) = (abitLig)m = (ab)m

B (algrm) = (Lagth)((a#tln) ((Latg)m))
La#th)(a#1g)(Lattg))m

(
= (X hi-atthag) m

= (71 - a)((hag) »m).
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A igualdade (0: M)s = (0: M)apnm n A & trivial. O

Notemos que a Proposicao 2.2.3 é também consequéncia da Proposi¢ao 2.1.5 e da
igualdade (0: M) = (0: M)apnm n A
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3 O H-radical primo e o H-radical
de Jacobson

Sejam H uma algebra de Hopf sobre um corpo k e A um H-mo6dulo algebra parcial.
Estudamos neste capitulo os conceitos de H-radical primo e H-radical de Jacobson de
A. Estes conceitos sao anélogos aos conceitos de radical primo e radical de Jacobson de
uma algebra qualquer, e servem algumas vezes para obter propriedades do produto smash
parcial, como veremos no Capitulo 4. Nosso principal objetivo neste capitulo é estabelecer
relagoes entre o H-radical primo de A e o H*-radical primo de A#H e relagoes entre o
H-radical de Jacobson de A e o H*-radical de Jacobson de A# H, quando H tem dimensao
finita.

Seguindo a notacao do capitulo anterior, em todo este capitulo H denotara uma

algebra de Hopf sobre um corpo k e A um H-modulo algebra parcial.

3.1 Ideais H-primos, ideais H-semiprimos e o H-radical
primo

Em [24] podemos encontrar as defini¢oes de ideal H-primo e ideal H-semiprimo de
um H-mo6dulo algebra A. Tal definicao pode ser considerada também quando a acao de
H em A é parcial. Nesta secdo estudamos estes conceitos e, a partir deles, definimos o
H-radical primo de A. Nosso objetivo é obter uma relacao entre o H-radical primo de A
e o H*-radical primo de A#H, quando H tem dimensao finita. Para isso, estabelecemos
alguns resultados sobre ideais H-primos e ideais H-semiprimos, analogos aos resultados de
[16], Secao 10.1, paginas 165 a 169, sobre ideais primos e ideais semiprimos. Em particular

assumiremos familiaridade com os conceitos de m-sistema e n-sistema.

Comecamos com a definicao de ideal H-primo.

Definicao 3.1.1. Um ideal H-estavel p < A €é chamado H-primo se p # A e, para
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quaisquer ideais H-estdveis I,J < A,
IJcp = ICp ou JCp.
Um exemplo de ideal H-primo é um ideal H-estavel maximal m & A (cuja existéncia

é assegurada pelo Lema de Zorn). De fato, se I e J sao ideais H-estaveis que ndo estao

contidos em m, entdo a maximalidade de m implica que m+ 1 = A =m + J. Dai
A=m+H(m+J)ycm+1J,

e portanto /.J & m.

Proposicao 3.1.2. Para um ideal H-estdvel p S A, sao equivalentes:
(1) p é H-primo;
(2) Para quaisquer a,be A,
A(H -a)A(H -bD)A<p = acp ou bep;
(3) Para quaisquer a,be A,
A(H -a)A(H-b)<p = aecp ou bep;
(4) Para quaisquer a,be A,
(H-a)A(H-b)<p = aep ou bep;
(5) Para quaisquer ideais o esquerda H-estdveis I, J < A
IJcp = I<p ou JCp;
(5') Para quaisquer ideais a direita H-estdveis I,J < A
IJcp = Icp ou Jc<p.

Demonstracao. (1) = (2) Claramente os ideais [ := A(H -a)A e J := A(H - b)A sdo

H-estaveis. Como p é H-primo,

IJ=A(H-a)A(H-b))Acp = aecl<p ou beJcp.
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As implicagoes (2) = (3) e (3) = (4) sao claras, das inclusdes (H - a)A(H -b) < A(H -
a)A(H -b) € A(H - a)A(H - b)A.

Provemos agora que (4) = (5). Para isso, sejam I, J € A ideais a esquerda H-estaveis
tais que I.J < p. Se I & p, fixemos a € I\p. Entdo, para todo b € J, temos

(H-a)A(H-b) < I(AJ)< IJ < p.

Como a ¢ p, a condigdo (4) implica que b € p, para todo b € J, ou seja, J < p. A

implicacdo (4) = (5') é andloga, e as implicagoes (5) = (1) e (5') = (1) sdo triviais. O

Chamaremos um subconjunto M < A de Hm-sistema, se M # (J e, para quaisquer
a,be M, tem-se
A(H -a)A(H -b) n M # .

Observamos que em [26] o autor usa a nomenclatura H-m-sequéncia para a¢oes globais,
mas com significado levemente diferente. A nossa escolha da nomenclatura estd baseada
em [16].

A partir dessa definicao podemos acrescentar outra caracterizacao de ideal H-primo,

a qual segue imediatamente da condigao (3) da Proposi¢ao 3.1.2.

Proposicao 3.1.3. Um ideal H-estivel p = A é H-primo se e somente se A\p € um

Hm-sistema.

Vale ainda uma espécie de “reciproca” desta proposicao.

Proposicao 3.1.4. Seja M < A um Hm-sistema. Se p < A € um ideal H-estdvel

mazximal com respeito a propriedade p N M = &, entao p é H-primo.

Demonstragao. Sejam a,b e A\p, e sejam [ := A(H -a)A e J:= A(H -b)A. Como p+ [

e p + J sao ideais H-estaveis, segue da maximalidade de p, que existem x,y € A, tais que
reMn(p+I) e yeMn(p+J).

Sendo M um Hm-sistema, existem c¢;,d; € Ae h;, g, € H, i =1,...,n, tais que

ci(h; - x)di(g; -y) € M.

1

n

(2
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Por outro lado, temos também

ci(hi-x)di(gi-y) € A(H-(p+1)AH - (p+J))

1

n

(2

S (p+DHp+J)
S p+1J

Como > ¢;(h; - x)d;(g; -y) ¢ p (pois p N M = &) segue que
A(H - a)A(H -b)A = 1J & p.

Pelo item (2) da Proposicao 3.1.2, segue que p é H-primo. ]

Definimos agora o H-radical de um ideal H-estavel.
Definigao 3.1.5. Seja I < A um ideal H-estdvel. Chamaremos H-radical de I o conjunto
VI = {xe A; todo Hm-sistema que contém x intersecta I} .

No caso particular em que I = 0, chamaremos Py(A) := Y0 de H-radical primo de A.

Claramente I < A/I, para todo ideal H-estavel I < A. O que néo fica claro da
Definicdo 3.1.5, é que ¥/ é também um ideal H-estavel de A. Isso segue da seguinte

proposicao.

Proposicao 3.1.6. Seja [ & A um ideal H-estdvel. Entao VT ¢ a intersecao de todos

os ideais H-primos de A que contém I. Em particular NI é um ideal H-estdvel de A.

Demonstra¢ao. Se p € A um ideal H-primo que contém I, entdo o conjunto A\p é um

Hme-sistema (Proposi¢ao 3.1.3) que nao intersecta I. Dai
ce NI = z¢Ap = =zep.

Logo, VT esta contido na intersecao de todos os ideais H-primos que contém I.

Por outro lado, se x ¢ VI, entdo existe um Hm-sistema M < A tal que © € M e
M I = . Pelo Lema de Zorn, existe um ideal H-estavel p < A contendo I, maximal
com respeito a propriedade p N M = ¢F. Entao p é um ideal H-primo (Proposigao 3.1.4)
que contém [ mas que nao contém x. Em particular, x nao pertence a intersecao dos
ideais H-primos que comtém [. Logo, a intersecao dos ideais H-primos que contém [ esti
contida em /1. O
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Definimos agora ideal H-semiprimo.

Definicao 3.1.7. Um ideal H-estivel s € A é chamado H-semiprimo se s # A e, para

qualquer ideal H-estdvel I € A,
I’cs = IcCs.
Claramente todo ideal H-primo é H-semiprimo. Além disso, toda intersecao de ideais

H-semiprimos é H-semiprimo. Mostraremos agora que vale uma caracterizacao anéaloga

a Proposicao 3.1.2 para ideais H-semiprimos.
Proposicao 3.1.8. Para um ideal H-estdvel s & A, sao equivalentes:

(1) s é H-semiprimo;
(2) Para qualquer a € A,

A(H -a)A(H -a)A<Ss = acs;
(3) Para qualquer a € A,

A(H-a)A(H -a) s = ac€s;
(4) Para qualquer a € A,

(H-a)A(H-a) s = ac€s;

(5) Para qualquer ideal a esquerda H-estdvel I € A

Demonstracao. A demonstracao desta proposicao é analoga a demonstracao da Proposi-
¢ao 3.1.2. (1) = (2) O ideal I := A(H - a)A ¢ H-estavel. Como s ¢ H-semiprimo,

I?=A(H-a)A(H-a)A<s = aeclCs.
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As implicagoes (2) = (3) e (3) = (4) sdo claras, das inclusoes (H - a)A(H -a) € A(H -
a)A(H -a) € A(H - a)A(H - a)A.

Provemos agora que (4) = (5). Para isso, seja I < A ideal & esquerda H-estével tal

que 1?2 C 5. Para todo a € I, temos
(H-a)A(H -a) < I(Al) € I C s.

A condicdo (4) entado implica que a € s, para todo a € I, ou seja, I < s. A implicagdo

(4) = (5') é andloga, e as implicagoes (5) = (1) e (5') = (1) sao triviais. O

Chamaremos um subconjunto A’ & A de Hn-sistema, se Al # J e, para qualquer
a € N, tem-se
A(H - a)A(H -a) n N # .

De maneira analoga a caracterizagao de ideal H-primo a partir de Hm-sistemas, obtemos
uma caracterizacao de ideal H-semiprimo a partir de Hn-sistemas. A proposicao abaixo

segue imediatamente da condigao (3) da Proposicao 3.1.8.

Proposicao 3.1.9. Um ideal H-estavel s € A é H-semiprimo se e somente se A\s é um

Hn-sistema.

Proposicao 3.1.10. Seja AL < A um Hn-sistema e seja s < A um ideal H-estdvel

mazximal com respeito a propriedade s N N = . FEntao s é H-semiprimo.

Demonstragao. Seja a € A\s e seja I := A(H - a)A. Como s + [ & ideal H-estavel, segue

da maximalidade de s, que existe x € A, tal que
reNN(s+1).

Sendo A um Hn-sistema, existem ¢;,d; € Ae h;,g;, € H, i = 1,...,n, tais que

Z ci(h; - x)di(g; - x) € N.

i=1
Por outro lado, temos também

n

Zcz-(hi -x)di(gi-x) € A(H-(s+1)A(H-(s+ 1))

S (s+1)(s+1)

5+ I?

1N
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Como > ¢;(h; - x)d;(g; - x) ¢ 5 (pois s N N = ) segue que
A(H -a)A(H -a)A = I* ¢ 5.

Pelo item (2) de 3.1.8, segue que s ¢ H-semiprimo. O

A seguinte proposicao estabelece uma relagao entre Hm-sistema e Hn-sistema.

Proposicao 3.1.11. Seja N < A um Hn-sistema. Entao, para cada a € N, ewiste
um Hm-sistema M < N, tal que a € M. Em outras palavras, N € igual a uniao dos

Hme-sistemas contidos em N.

Demonstragao. Seja a € N. Definimos M = {aq, as, ...} por inducdo. Tomamos a; = a.
Agora, para i = 1, se a; € A entdo, existem c¢;;,d;; € Ae hj;, 9., € H, 1l =1,...,n;, tais

que

iyl i = Z Ciy(hig - ai)d;i(gig - a;) € A
=1

Provemos que M ¢ um Hm-sistema. Para isso, observemos primerio que, para todo t > 1,
temos

H- a1 € H - (A(H ~ap)A(H - at)) < A(H - ),

o que implica

H - ay < A(H : at),

sempre que ¢t < t’. Disso segue que, para quaisquer i, > 1,

aji1 € A(H - a;)A(H -a;) € A(H - a;)A(H - aj) se 1<
Q;+1 € A(H . al)A(H . Cli) - A(H . GZ)A(H . a]’) se 1 Z]
em particular,
A(H - a;)A(H -a;) n M # .
Logo, M ¢ um Hm-sistema, tal que a € M < AL. O

Por meio desta relacao entre Hm-sistemas e Hn-sistemas, obtemos que os ideais H-
semiprimos de um H-moddulo algebra parcial sao exatamente aqueles ideais H-estaveis

que sao H-radicais.
Proposicao 3.1.12. Para um ideal H-estdvel s & A, sao equivalentes:

(1) s é H-semiprimo;
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(2) s € uma intersecgao de ideais H-primos;
(3) s = ¥/s.

Demonstragao. A implicagao (3) = (2) é imediata da Proposi¢ao 3.1.6 e a implicagao
(2) = (1) é imediata das defini¢oes de ideais H-primo e H-semiprimo, conforme obser-
vacdo apés a Definicio 3.1.7. Provemos que (1) = (3). E claro da definicio de /s
que s © ¥/s. Por outro lado, se a ¢ s, entdo, como s é H-semiprimo, A\s é um Hn-
sistema (Proposi¢ao 3.1.9) que contém a. Pela Proposi¢ao 3.1.11, existe um Hm-sistema

M < A\s, tal que a € M. Como M N s = &, segue da definicao de s, que a ¢ ¥s. [

O seguinte corolario é imediato das Proposicoes 3.1.6 e 3.1.12.

Corolario 3.1.13. Seja I < A um ideal H-estdvel. FEntao YT ¢ o menor ideal H-
semiprimo de A que contém I. Em particular N/ N1 = VI.

Defini¢ao 3.1.14. Um H-mddulo dlgebra parcial é dito H-primo (resp. H-semiprimo)

quando 0 € ideal H-primo (resp. H-semiprimo).

Proposicao 3.1.15. Para um H-mddulo dlgebra parcial A, sdo equivalentes:

(1) A é H-semiprimo;

(2) Pu(A) =0;

(3) A nao tem ideal H-estdvel nilpotente nao nulo;

(4) A nao tem ideal 4 esquerda H-estdvel nilpotente nao nulo;

(4') A nao tem ideal & direita H-estdvel nilpotente nao nulo;

Demonstragao. A equivaléncia (1) < (2) é imediata do Corolario 3.1.13. Provemos que
(1) = (4). Seja I < A um ideal & esquerda H-estével nilpotente, e seja n = 1 o menor
inteiro positivo tal que I"™ = 0. Se fosse n > 2, teriamos (I""1)2 = [*"~2 < [" = (), 0 que
implicaria I"~! = 0 (pois 0 ¢ H-semiprimo por hipotese), contrariando a minimalidade de
n. Logo deve ser n = 1, ou seja, I = 0. A implicagao (1) = (4') é analoga e as implicagoes
(4) = (3) e (4') = (3) sdo triviais. Ja a implicagdo (3) = (1) é imedita da definicao de

ideal H-semiprimo. O
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As proximas duas proposicoes estabelecem relaces entre ideais primos e H-primos e
entre ideais semiprimos e H-semiprimos. Como em [16], utilizaremos a notagao VT para
indicar o radical do ideal I € A, o qual é a intersecao dos ideais primos de A que contém
I. No caso de ser I = 0, denotaremos P(A) = /0 o radical primo de A.

Proposigao 3.1.16. Se p € A é um ideal primo (resp. semiprimo), entdo (p : H) € um

ideal H-primo (resp. H-semiprimo).
Demonstracao. Suponhamos que p é ideal primo. Se I, J € A sao ideais H-estaveis, entao
IJc(p:H)cp = Ic<p ou J=p = I<(p:H) ou J<(p:H),

pois (p : H) é o maior ideal H-estavel contido em p. Logo (p : H) é H-primo. A

demonstracao da outra afirmacao é analoga, basta tomar J = I. O

A proxima proposicao demonstra que, quando H tem dimensao finita, vale a reciproca
da proposicao acima para ideais H-semiprimos: todo ideal H-semiprimo de A é da forma

(s : H), para algum ideal semiprimo de s < A.

Proposicao 3.1.17. Suponhamos que H tem dimensdo finita. Entdo, para um ideal

H-estavel I < A, temos

VI=(T:H).

Em particular, Py(A) = (P(A) : H) e A é H-semiprimo se e somente (P(A): H) = 0.

Demonstracio. Como I & H-estavel e esta contido em +/I, segue da Proposicdo 3.1.16
que (v : H) é um ideal H-semiprimo que contém I. A inclusao /I < (v : H) segue

entao do Corolario 3.1.13.

Provemos agora que %1 é o maior ideal H-estavel contido em /I, ou seja, que se
J € A & um ideal H-estavel, tal que ¥ < J, entdo J & +/I. Para isso, comecamos

construindo uma sequéncia de ideais H-estaveis
J()QJlQJQQ...

tais que, para todo i = 0, Ji,1 € J?e J; & Y/I. Faremos isso por inducdo, da seguinte
maneira. Tomamos Jy = J, e para ¢ = 0, suponhamos que J; é um ideal H-estavel
tal que J; € ¥/I. Entdo J? & Y1, pois V1 é H-semiprimo. Tomando um elemento
0 # a; 1 € JA\ VI e definindo J;,1 = A(H - a;1)A, temos que J;,1 é um ideal H-estavel
contido em J?2, tal que Jiy; & V1.
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Fixemos agora uma base {h;}1<;<, de H sobre k, e consideremos a seguinte familia
de ideais:
F={KJA;IcKeJ; €K Vi=1}.

Temos F # J, pois I € F. Além disso, se { K} en S F € uma cadeia, entao K := [ J K, é
uma, cota superior para esta cadeia. De fato, se existisse ¢ > 1, tal que J; < IC, entao, como
Ji = A(H - a;)A = Y, A(hy - a;) A, tomando Ay, ..., Ay, tais que by - a; € Ky, 1 <t <n,
terfamos J; < >, K),. Mas {K,}\ é uma cadeia, e portanto existiria A\ € A, tal que
Ky,..., K, € K),, o que implicaria J; € K,, uma contradi¢ao. Logo (I é um ideal tal
que I € K e) J; € K, para todo ¢ > 1. Assim K € F é uma cota superior para a cadeia
{K\}aen-

Pelo Lema de Zorn, existe um elemento maximal p € F. Provemos que p é ideal primo.
De fato, dados a,b € A\p, pela maximalidade de p, existem iy, i tais que J;; < p + AaA

e J, €p+ AbA. Podemos supor, sem perda de generalidade, que i; > i. Temos entao

Jis1 S J2 S i i, € (p+ AaA)(p + AbA) € p + AaAbA.

Como J;, 11 E p (pois p € F), segue que AaAbA & p. Logo p é ideal primo de A.

Como p é um ideal primo que contém [ e J = Jy & p (pois Jyp 2 J; e J; & p), segue
que J & v/I. Isso demonstra que V1 = (\/f H). O

Finalizamos a se¢ao estabelecendo uma relagao entre os ideais H-primos (resp. H-
semiprimos) de A e os ideais H*-primos (resp. H*-semiprimos) de A#H, quando H tem
dimensao finita. Em particular, obtemos uma relacao entre o H-radical primo de A e o

H*-radical primo de A#H, nesse caso.

Teorema 3.1.18. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita e A um H-mddulo
dlgebra parcial. Entao as restricoes das funcoes ® e W, definidas no Corolario 2.1.7, sao
bijecoes entre o conjunto dos ideais H-primos (resp. H-semiprimos) de A e o conjunto

dos ideais H*-primos (resp. H*-semiprimos) de A#H. Em particular

Py(A) = Py(A#H)n A ¢ Py(A#H) = Py(A)#H.

e A é H-semiprimo se e somente se A#H ¢ H*-semiprimo.

Demonstracao. Denotaremos R = A#H. Basta provar que, para qualquer ideal H-primo
(resp. H-semiprimo) p € A, a imagem ®(p) é ideal H*-primo (resp. H*-semiprimo) de

R e, para qualquer ideal H*-primo (resp. H*-semiprimo) P < R, a imagem V() é ideal
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H-primo (resp. H-semiprimo) de A. Isso segue facilmente do fato de ® e W preservarem

inclusao e produto.

De fato, se p € A ¢ ideal H-primo e Z, J < R sao ideais H*-estaveis tais que ZJ <
O(p), entdo VU(Z) e ¥(J) sao ideais H-estaveis de A tais que V(Z)U(J) = V(ZJ) <
U(P(p)) = p. Como p é H-primo, segue que W(Z) < p, o que implicaZ = &(¥(Z)) < O (p),
ou U(J) € p, o que implica J = &(V(T)) < ®(p). Logo ®(p) ¢ H*-primo.

No caso de p ser H-semiprimo, demonstra-se a H*-semiprimitividade de ®(p) da

mesma maneira, apenas tomando Z = J. Quanto as afirmacoes sobre ¥, a demonstracao

é analoga. Com isso, as igualdades
Py(A) = Py«(R)n A e Py+(R) = Py(A)#H

seguem do fato de Py(A) ser a intersecao dos ideais H-primos de A, Py+(R) ser a inter-

secao dos ideais H*-semiprimos de R e ® e W preservarem intersecoes. O]

3.2 (A, H)-mo6dulos parciais simples,
ideais H-primitivos e H-radical de Jacobson

Nesta segdo estudamos os conceitos de (A, H)-mo6dulo parcial simples e ideal H-
primitivo. Tais conceitos tornam natural a definicao de H-radical de Jacobson. Nosso
principal objetivo é estudar a relacao entre o H-radical de Jacobson de A e o H*-radical

de Jacobson de A#H, quando H tem dimensao finita.

Definicao 3.2.1. Seja M um (A, H)-mddulo parcial.

(1) M é chamado simples (ou irredutivel) se M # 0 e nao tem (A, H)-submddulo parcial

Proprio.

(2) M é chamado semissimples (ou completamente redutivel) se é soma direta de (A, H)-

submodulos parciais simples.

A proposicao seguinte segue imediatamente da Proposicao 2.2.4.

Proposicao 3.2.2. Um k-espago vetorial M é um (A, H)-mddulo parcial simples (resp.

semissimples) se e somente se é um A#H-mddulo simples (resp. semissimples).
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O conceito de (A, H)-moédulo parcial simples nos leva naturalmente ao conceito de

ideais H-primitivos de A.
Definigao 3.2.3. Seja A um H-mddulo dlgebra parcial.

(i) A é chamado H-primitivo & direita (resp. & esquerda) se existe um (A, H)-mddulo

parcial & direita (resp. 4 esquerda) simples e fiel.

(it) Um ideal H-estdvel P = A é chamado H-primitivo & direita (resp. o esquerda) se
A/P é um H-mddulo dlgebra parcial H-primitivo & direita (resp. & esquerda), ou
seja, se P € o anulador de um (A, H)-mddulo parcial & direita (resp. & esquerda)

simples.

A seguinte proposicao segue imediatamente das Proposi¢oes 2.2.4 e 3.2.2.

Proposicao 3.2.4. Um ideal H-estivel P < A é H-primitivo & direita (resp. a esquerda)
se e somente se P = P n A para algum ideal primitivo & direita (resp. & esquerda)

P < A#H.

Proposicao 3.2.5. Seja X' a familia dos ideais H-primitivos a direita e Y a familia dos

ideais H-primitivos a esquerda de A. Entao

N2=JA#H)nA=)Q

PeX QeY

Demonstracao. Seja Z a familia dos ideais primitivos & direita de A# H. Pela proposicao

3.2.4, temos que P € X se e somente se P =P N A, para algum P € Z. Assim

N2z=()PnA= (ﬂP)mAzj(A#_H)mA.

PeX PeZ PeZ

A outra igualdade se prova de maneira analoga. O]

A partir desse resultado podemos definir o H-radical de Jacobson de A como a inter-

secao dos ideais H-primitivos de A.

Definigao 3.2.6. Seja A um H-mddulo dlgebra parcial. Chamaremos H-radical de Ja-

cobson de A o ideal H-estdvel
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onde {P,} € a familia dos ideais H-primitivos a direita e {Qz} € a familia dos ideais

H-primitivos a esquerda de A.

A seguinte definicao é, entao, natural.

Definicao 3.2.7. Um H-mddulo dlgebra parcial A é chamado H-semiprimitivo quando
Ju(A) =0.

Assim, A é H-semiprimitivo se e somente se existe um (A, H)-modulo parcial a direita
semissimples fiel se e somente se existe um (A, H)-modulo parcial & esquerda semissimples
fiel. De fato, se {M,} ¢ a familia dos (A, H)-mo6dulos parciais a direita (resp. & esquerda)
simples, entdao Jy(A) é o anulador do (A, H)-modulo parcial & direita (resp. a esquerda)
semissimples @), M.

O proximo resultado no qual estamos interessados afirma que, se P < A é ideal
primitivo & direita, entdo (2 : H) é ideal H-primitivo a direita (Proposicao 3.2.9). Este
resultado é analogo ao obtido para ideais H-primos e ideais H-semiprimos na Proposicao

3.1.16.

Para demonstrar isto, precisaremos da seguinte constru¢ao de um (A, H)-mo6dulo
parcial a direita W a partir de um A-modulo & direita V', de modo que V' seja (isomorfo

a) um A-submodulo de W e, além disso, V' gere W como (A, H)-mo6dulo parcial.

Tomamos W o subespaco vetorial de V @y H gerado pelos elementos da forma

Zv(lﬁ - 2) ® ko,

comveV, re Ae ke H. Definimos a acio de A em W da seguinte meneira: para

veV,r,ae Aeke H,

(Zv(k:l-x)@kz)a = Zv(kl-x)(kg-a)@)k;g
= Y (k- (za) @ k.

E facil perceber que esta acdo define uma estrutura de A-moédulo em W. Além disso,

temos V = V @i 1y € W como A-modulos, pois, para quaisquer ve V e a € A,

(v®1lg)a=(v(lg-14)®ly)a=v(lyg-14)(1lg-a)@1ly =v(lyg-a)@1ly =va® ly.

Definimos agora a acdo de H em W, da seguinte maneira: parav e V, x € A e
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k,h e H, pomos

(Zv(kl-x)®k2)<h = Y0k - @) (ko) - 14) @ kshs
= Y (k- (z(h - 14)) ® kaho.

E claro que w« 1y = w, para qualquer w € W. Além disso, para quaisquer v € V, z,a € A

e k,h,ge H, temos

(Zetn-w@k) <n)a)«g = ((Zetn-o)(tm) L) @kshz) a) g

(D vtk 2) (ko) - @) @ ko) « g

— Zv(kl ( (kah1) - a) ((kshogr) - 14) ® kshsgo

_ Z”(’fl ) (kahagr) - 14) ® kshsgs
oy (21 - 0))) @ k) « (hag)

(
= (Zotn-2)@ks) (@) « (ag)

Disso segue entao que W é um (A, H)-mddulo parcial a direita, que contém V' como

A-submodulo. Como W é gerado (como k-espaco vetorial) por elementos da forma

Dk -2)®@ky = > vk x)(k - 14) @ ks
= Dk -2)®1p) <k
= Y ((®1y)(ki-2))<ky € (VA)«HCSV<H,

veV,zeAe ke H, fica claro que V gera W como (A, H)-mbdulo parcial.

Estamos interessados no caso em que V é A-modulo simples.

Proposicao 3.2.8. Seja V' é um A-mddulo a direita simples. Entao existe um (A, H)-
mddulo parcial & direita simples M, tal que V' é (isomorfo a) um A-submddulo de M.

Além disso, se H e V tém dimensao finita, entao M também tem dimensao finita e vale
dimy (M) < (dimy(H))(dim(V)).

Demonstragao. Seja W um (A, H)-mo6dulo parcial a direita, tal que V' é (isomorfo a)
um A-submoédulo de W e V' gera W como (A, H)-modulo parcial, ou seja, tal que W =
(VA)« H =V « H. Como V é A-modulo simples, para qualquer 0 # u € V temos
V = uA, e portanto W = (uA) « H. Assim, qualquer elemento nao nulo de V' gera W

como (A, H)-mo6dulo parcial.



3.2 (A, H)-mddulos parciais simples,ideais H-primitivos e H-radical de Jacobson 53

Consideremos a seguinte familia de (A, H)-submodulos parciais de W:
F={T<cW; Teé (A, H)-submodulo parcial e T n'V = 0}.

O conjunto F # J pois 0 € F. Uma aplicacao simples do Lema de Zorn demonstra que
existe U € F maximal. Seja M = W/U. Como U é (A, H)-submoédulo parcial de W, M
tem uma estrutura natural de (A, H)-médulo parcial a direita, com agoes de A e H em

M dadas, respectivamente, por

(w+U)a=wa+U

(w+U)«h=(w«h)+U

paraw € W, ae Ae he H. Além disso, como U n'V = 0, temos uma inclusao natural
de A-mo6dulos

V o M=W/U

v o— v=0v+U

S6 nos falta mostrar que M é simples (como (A, H)-médulo parcial). De fato, qualquer
(A, H)-submodulo parcial 0 # N < M é da forma 7/U, para algum (A, H)-submodulo
parcial 7' W, tal que U < T'. Pela maximalidade de U, devemos ter T'n V' # 0. Entao,
tomando 0 # u € T NV, temos W = (uA) « H, conforme observado acima. Isso implica
que
M= (mA)«H< N«HCc N.

Logo M é (A, H)-mo6dulo parcial a direita simples, tal que V' é (isomorfo a) um A-
submodulo de M.

Como W =V « H, temos também M =V « H, donde segue imediatamente a tltima

afirmacao. O]

Como consequéncia temos o seguinte resultado.

Proposigao 3.2.9. Se ? < A é um ideal primitivo a direita, entao (P : H) é um ideal

H -primativo a direita.

Demonstracao. Como P é ideal primitivo a direita, existe um A-modulo a direita simples

V', tal que ? = (0 : V). Pela Proposigao 3.2.8, existe um (A, H)-moédulo parcial a direita
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simples M, tal que V é (isomorfo a) um A-submo6dulo de M. Entao, basta provar que

I:=(®:H)=(0:M). Ora, para quaisquer ve V, x € [ e h € H, temos
(v« h)@":Z(v(hl cx))<hy € (V(H-I))«H< (VP)«H =0,

portanto (V « H)I = 0. Mas, pela (demonstra¢do da) Proposi¢ao 3.2.8, M = V « H,
donde (P : H) =1 < (0 : M). Por outro lado, sendo (0 : M) um ideal H-estavel de A
(Proposicao 2.2.3), o qual esta contido em ? pois V' € M, concluimos que também vale
(0: M)< (P: H). Logo (?: H) = (0: M) & um ideal H-primitivo & direita de A. O

No restante da secao nos restringimos ao caso em que H tem dimensao finita. Esta
hipotese permite obter mais detalhes sobre o H-radical de Jacobson de A. O primeiro
resultado, contetido da proxima proposi¢ao, demonstra que, nesse caso, Jy(A) é o maior
ideal H-estavel contido em J(A). Este resultado é analogo ao obtido na Proposi¢ao 3.1.17

para o H-radical primo de A.

Proposicao 3.2.10. Suponhamos que H tem dimensdo finita. Entdo

Em particular, A é H-semiprimitivo se e somente se (J(A): H) = 0.

Demonstragdo. Denotaremos R = A#fH. Provemos primeiro que Jy(A) < (J(A) : H).
De fato, dado x € Jy(A), temos x € J(R), pela Proposi¢ao 3.2.5. Entao, para quaisquer
y,z € A, o elemento 14, — yrz é invertivel em R, o que implica 14 — yxz invertivel
em R = ReH = A pela Proposigao 1.2.12. Portanto z € J(A). Isso mostra que
Jy(A) € J(A). Sendo Jy(A) um ideal H-estéavel, segue que Jy(A) < (J(A) : H).

Quanto a inclusdo (J(A) : H) € Jy(A), mostraremos que 7 := (J(A) : H) < (0: M),
para todo (A, H)-modulo parcial a esquerda simples M. Para isso, dado um (A, H)-
modulo parcial a esquerda simples M, fixemos 0 # m € M. Entao A(H » m) é um
(A, H)-submodulo parcial nao nulo de M, o que implica A(H » m) = M (pois M é
(A, H)-simples). Sendo H de dimensdo finita, segue que M ¢ finitamente gerado como
A-modulo (por exemplo, se {h;}1<i<, € uma base de H, entdo M = A(H »m) = >,. Am,,
com m; := h; »m). Como J < J(A), segue do Lema de Nakayama que M & M. Por
outro lado, sendo 7 ideal H-estavel, segue que JM é um (A, H)-submodulo parcial de M.
Portanto 7M = 0 (pois M & (A, H)-simples), ou seja, (J(A) : H) =7 < (0: M). O
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Observamos que, se H tem dimensao finita e age globalmente em A, entao a Proposicao

3.2.10, combinada com a Defini¢ao 3.2.7, reobtem [18, Corollary 2.6 (2)].

A partir das Proposicoes 3.2.9 e 3.2.10 podemos demonstrar que, quando H tem
dimensdo finita, para obter Jg(A) basta considerar a interse¢ao dos ideais H-primitivos
a direita de A da forma (? : H), com ? € A ideal primitivo a direita. Este é o contetdo

da préxima proposicao.

Proposicao 3.2.11. Seja X a familia dos ideais primitivos o direita de A. Se H tem
dimensao finita, entao

Ja(A) = ()(2: H).

PeX

Demonstracao. Seja X a familia dos ideais H-primitivos a direita de A. Pela Proposicao

3.2.9, para cada P € X, temos (?: H) € X. Disso segue que
Ja(A) = ()< )(z: H).
QeX PeX

Por outro lado, é claro que (e (P : H) S [(pex 2 = J(A). Como intersegao de ideais

H-estaveis é H-estavel, segue que

(\(2: H) < (J(A): H) = Jy(A)

PeX

pela Proposigao 3.2.10. O

Finalizamos a se¢ao etabelecendo uma relagao entre o H-radical de Jacobson de A e

o H*-radical de Jacobson de A#H, quando H tem dimensao finita.

Teorema 3.2.12. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita e A wm H-mddulo

dlgebra parcial. Entao

Ju(A) = Ju-(A#H) A ¢ Jy(A#H) = Jy(A)#H.

Em particular A é H-semiprimitivo se e somente se A#H é H*-semiprimitivo.

Demonstracao. Denotaremos R = A#H. Sejam ® e ¥ como no Corolario 2.1.7. Como

Jy+(R) é H*-estavel, temos

Ji(R) = ®(U(Jy(R))) = (Ju-(R) n A)#H
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Sendo Jy:(R) < J(R), segue entdao da Proposi¢ao 3.2.5 que

Ji(R) € (J(R) n A)V#H = Jy(A)4H.

Por outro lado, também pela Proposicao 3.2.5, Jy(A) € J(R), donde segue que
Ju(A)#H = Jy(A)R < J(R)R = J(R).

Sendo Jy(A)#H um ideal H*-estavel e H* de dimensao finita, segue da Proposi¢ao 3.2.10
que
Ju(A)#H < (J(R) : H*) = Jy+(R).

Isso mostra a segunda igualdade. A primeira igualdade segue entao facilmente:

Tu(A) = W(®(Ju(A) = Ju(A)#H A A = Ty (R) A A.
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4 Sobre a semiprimitividade e a
semiprimalidade do produto
smash parcial

Sejam H uma algebra de Hopf sobre um corpo k e A um H-mo6dulo algebra parcial.
Neste capitulo aplicamos os resultados dos Capitulos 2 e 3 no estudo da semiprimitivi-
dade e da semiprimalidade do produto smash parcial. A maioria dos resultados abaixo
generalizam, para o caso de acoes parciais, os resultados sobre semiprimitividade do pro-
duto smash (global) de [18, Section 4], melhorando-os no caso da caracteristica de k ser
positiva. Também apresentamos um resultado sobre a semiprimalidade do produto smash

parcial (Teorema 4.10) que generaliza [17, Theorem 3.4|, para ac¢oes parciais.

Observacao 4.1. Nos principais resultados deste capitulo assumimos que H é uma dlge-
bra de Hopf semissimples. Isso implica, em particular, que H tem dimencao finita (ver
[7, Lemma 5.3.1]).

Teorema 4.2. Sejam H uma dlgebra de Hopf semissimples e A um H-mdédulo dlgebra par-
cial, tal que todo A-mddulo o direita simples tem dimensao finita. Se A é H-semiprimitivo,

entio R = A#H ¢ semiprimitivo.

Demonstracao. Seja {V,}aea a familia dos A-mddulos & direita simples. Pela Proposigao
3.2.8, para cada a € A, existe um (A, H)-moddulo parcial a direita simples M,, tal que
V,, é (isomorfo a) um A-submoédulo de M,,. Para cada « € A, denotemos 2, := (0 : V),
I,:=(0:M,) = (B, : H) (conforme demonstra¢ao da Proposi¢ao 3.2.9) e A, := A/I,.
Pela Proposigao 3.2.11, temos

pois A é H-semiprimitivo. Assim, A é (isomorfo a) o produto subdireto dos H-mddulos

algebra parciais A, (Proposicao 1.1.22). Pela Proposicao 2.1.3, R = A#H é (isomorfo
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a) o produto subdireto das algebras R, := A,#H. Assim, basta provar que cada R, é

semiprimitivo (Proposicao 1.1.23).

Como cada V, tem dimensao finita, segue da Proposicao 3.2.8 que cada M, também
tem dimensao finita. Isso implica que cada A, também tem dimensdo finita (pois, sendo
I, = (0: M,), temos uma inclusdo natural de algebras A, = A/I, € Endy(M,), e assim
dimy (A,) < (dimy(M,))?).

Como cada A, é H-primitivo (portanto H-semiprimitivo), segue do Teorema 3.2.12
que cada R, é H*-semiprimitivo. Por outro lado, H* é cossemissimples (Proposigao
1.1.16) e cada R, tem dimensao finita (pois A, e H tém dimensao finita). Segue entao

do Corolario 1.3.11, que J(R,) é H*-estavel. Assim, para cada «,
‘](Ra) = (J(Ra) : H) = JH*(Ra) =0

e portanto R, é semiprimitivo. O

Para o préoximo teorema precisaremos do seguinte lema.

Lema 4.3. Sejam H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita sobre um corpo k e A um

H-mddulo dlgebra parcial. Sek € F € uma extensao de corpos algébrica e separdvel, entao
Jaer(AQk ') = Ju(A) @y I

Em particular, A é H-semiprimitivo se e somente se AQF é HQ IF-semiprimitivo.

Demonstracao. Denotaremos H = H@y F e A = A®, F. Pela Proposicio 1.1.21, temos
J(A) = J(A) @k F. Assim, para quaisquer x € Jy(A), he He a,B € T,

(h®a) - (2®8) = (h-2)® (af) € J(A) @ F = J(A),

o que implica Jy(A) @y F € (J(A) : H) = Jg(A) (Proposigao 3.2.10).

Por outro lado, se u € Jz(A) € J(A) = J(A) Qx F, entdo existem x; € J(A) e p; € F,
com {f;} linearmente independente sobre k, tais que u = >, x; ® ;. Assim, para qualquer

he H,

Dih-2) @B = (h@lyp)-u € Jz(A) € J(A) @ F
(pois Jg(A) é H-estavel). Como {f;} é linearmente independente sobre k, segue que
cada h - x; € J(A). Isso mostra que x; € (J(A) : H) = Jy(A), para todo i, e portanto
u € Jy(A) @y F. Logo, também vale a inclusio J7(A) € Jy(A4) @ F. O
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Teorema 4.4. Sejam H uma dlgebra de Hopf semissimples sobre um corpo k e A um
H-mddulo dlgebra parcial H-semiprimo que satisfaz uma identidade polinomial. Se k é

perfeito e A € afim sobre k, entao R = A#H ¢é semiprimitivo.

Demonstra¢ao. Nas hipoteses sobre A, temos J(A) igual ao radical primo de A (Propo-
sicio 1.3.8). Assim A é, na realidade, H-semiprimitivo. Como k é perfeito, se k é o
fecho algébrico de k, entdo a extensdo k < k é separavel. Tomando F = k no Lema
4.3, temos que A é H-semiprimitivo, onde H = H @y k e A = A @y k. Além disso, A
é Pl-algebra (Proposicdo 1.3.4) e A ¢é afim sobre k (por exemplo, se A = k{ay,...,a,),
entdio A =k{a®1,...,a,01)).

Pela Proposicao 1.3.9, todo A-médulo & direita simples tem dimensao finita. Segue
entdo do Teorema 4.2 (e da Proposicdo 1.2.5), que R@y k = ﬁ é semiprimitivo. Logo
R & semiprimitivo (Proposigao 1.1.21). O

Para o préximo resultado, precisaremos dos dois lemas seguintes.

Lema 4.5. Sejam H uma dlgebra de Hopf e A um H-modulo dlgebra parcial. Se I é um

ideal o direita de A, entao H - I também é um ideal a direita.

Demonstracao. Para quaisquer he H, x €l e a € A,

(h-x)a = Y (h1-2)(hy - 14)((hsS(ha)) - a)
= D (ha-x)(ha - (S(hs) - )
= Y hi(@(S(he)-a)) € H-(TIA)c H-1.

Logo (H -1)A< H -1, o que implica que H - I & ideal a direita. ]

(
(ha - (
) -

Lema 4.6. Sejam H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita e A um H-mddulo dlgebra
(acdo global). Se H é cossemissimples e A € localmente finito, entdo J(A) é H-estdvel.

Demonstragdo. Fixemos y € H - J(A). Entdo y = Y. h; - x;, para certos xy,...,x, € J(A)
e hy,...,h, € H. Como o subespago vetorial >, H - z; tem dimensdo finita, ele gera
uma subalgebra B < A de dimensao finita. Claramente H - B < B, e portanto B é um

‘H-modulo algebra.

Sendo A localmente finito, J(.A) é um ideal nil de A (Proposi¢ao 1.1.19), donde segue
que cada Bz;B < J(A) é um ideal nil de B, e portanto estd em J(B). Em particular,
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cada x; € J(B). Como B tem dimensao finita, temos H - J(B) < J(B) (Corolario 1.3.11).
Assim, y = >, h; - x; € J(B), e portanto y ¢ nilpotente (Proposigao 1.1.18).

Como y € H - J(A) é arbitrario, concluimos que H - J(A) ¢ um ideal a direita (Lema
4.5) nil de A, e portanto esta contido em J(A), ou seja, J(A) é H-estavel. O

Teorema 4.7. Sejam H uma dlgebra de Hopf semissimples e A um H-mddulo dlgebra

parcial H-semiprimitivo. Se A € localmente finito, entao A#H é semiprimitivo.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.2.12, A#H ¢ um H*-modulo &lgebra H*-semiprimitivo.
Além disso, H* ¢ cossemissimples (Proposi¢ao 1.1.16) e A#H ¢ localmente finito (se
T1,..., Ty € A#H e cada x; = Zj ai;#hj, entdo existe uma subalgebra B A de dimensao
finita H-estavel gerada por (H - 14)(H - a;;), donde z, ..., z,, pertencem a subdlgebra de
dimensao finita B#H < A#H). Pelo Lema 4.6, J(A#H) ¢ H*-estavel. Logo

J(A#H) = (JA#H) : H*) = Jy-(A#H) = 0

(Proposicao 3.2.10) e A#H é semiprimitivo. ]

Teorema 4.8. Sejam H uma k-dlgebra de Hopf semissimples e A um H-mddulo dlgebra
parcial H-semiprimo que satisfaz uma identidade polinomial. Se A € algébrica sobre Kk,

entao A#H ¢é semiprimitivo.

Demonstra¢ao. Pela Proposicao 1.3.8 temos J(A) = P(A), portanto A é, na realidade,
H-semiprimitivo. Além disso, A é localmente finito pela Proposicao 1.3.6, portanto o

resultado segue imediatamente do Teorema 4.7. O]

Corolario 4.9. Sejam H uma k-dlgebra de Hopf semissimples e A um H-mddulo dlgebra

parcial. Se
(1) todo A-mddulo & direita simples tem dimensao finita, ou

(2) k € perfeito e A é uma Pl-dlgebra que € afim sobre k, ou

(3) A € localmente finito (em particular, se A é uma Pl-dlgebra que € algébrica sobre
k),

entio J(A#H) = Jy(A)#H.
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Demonstragao. Pelo Teorema 3.2.12, Jy(A)#H = Jy«(A#H) < J(A#H). Por outro
lado, A/Ju(A) é H-semiprimitivo (e portanto H-semiprimo). Segue entdo dos Teoremas
4.2 4.4 ¢ 4.7, que

(A#H)/(Ju(A)#H) = (A/Ju(A)#H
é semiprimitivo, o que implica J(A#H) < Jy(A)#H. ]

O proximo teorema generaliza [17, Theorem 3.4]. A demonstragao segue praticamente

0S IMeSINoS passos.

Teorema 4.10. Sejam H uma dlgebra de Hopf semissimples e A um H-mddulo dlgebra
parcial que satisfaz uma identidade polinomial. Se A é H-semiprimo, entio A#H ¢é

SemIPTIMmo.

Demonstragao. Como A é Pl-algebra, se I é um ideal nil de A entao I < P(A) pela
Proposicao 1.3.7. Assim ({ : H) < (P(A) : H) = Py(A) =0 pois A ¢ H-semiprimo.

Claramente o anel de polinémios A[t] torna-se um H-moédulo algebra parcial exten-
dendo a agdo de H por h -t = (h-14)t. Além disso, para qualquer ideal I de A,
(I[t] - H) = (I : H)[t]. De fato, para p(t) = > a;t" € (I[t] : H) temos A(H -p(t))A < I[t],
o que implica A(H - a;)A < I, para cada i. Como cada A(H - a;)A ¢ ideal H-estavel de
A, segue que cada a; € A(H - a;)A < (I : H), e portanto p(t) € (I : H)[t]. Isso mostra
a inclusdo (I[t] : H) < (I : H)[t]. A inclusdo (I : H)[t] < (I[t] : H) é clara pois, pela
defini¢ao da acdo de H em ¢, (I : H)[t] € um ideal H-estavel contido em [[t].

Pela Proposicao 1.1.20, J(A[t]) = N|[t] para algum ideal nil N de A. Assim,

pela observacdo acima, e portanto A[t] = A ®y k[t] é um H-modulo élgebra parcial

H-semiprimitivo que satisfaz uma identidade polinomial.

Pelo Teorema 3.2.12, o produto smash parcial R := A[t]#H é H*-semiprimitivo.
Além disso, H* & cossemissimples (Corolario 1.1.16) e R é Pl-algebra pois é finitamente
gerado sobre A[t] (Proposigao 1.3.3). Pela Proposi¢ao 1.3.10, se Z é um ideal nilpotente
de R entdo H*-Z < J(R), o que implica Z < (J(R) : H*) = Jy«(R) = 0 (pois R é
H*-semiprimitivo). Isso mostra que R = A[t]#H = A#fH|[t] é semiprimo, logo A#H ¢é

semiprimo (Proposicao 1.1.20). O
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Corolario 4.11. Sejam H uma dlgebra de Hopf semissimples e A um H-mddulo dlgebra

parcial que satisfaz uma tdentidade polinomial. Entao

P(A#H) = Pu(A)#H.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.1.18, Py(A)#H = Py-(A#H) < P(A#H). Por outro
lado, A/Py(A) é H-semiprimo (e satisfaz uma identidade polinomial). Segue entdo do

Teorema 4.10, que
(A#H)/(Pa(A)#H) = (A/Pu(A)#H
é semiprimo, o que implica P(A#H) < Py(A)#H. ]

As hipoteses de H-semiprimitividade ou H-semiprimalidade sobre A nos teoremas
acima sao essenciais. De fato, pela Proposi¢ao 3.2.5 sempre temos Jy(A) € J(A#H), e
portanto A# H nao serd semiprimitivo se A nao for H-semiprimitivo. Analogamente, se A
nao for H-semiprimo, entdo existird um ideal H-estavel nilpotente nao nulo I € A, e dai
I+ H serd um ideal nilpotente nao nulo de A# H. Em particular, A#H nao serd semiprimo
nesse caso. O exemplo abaixo ilustra que também a hipdtese da semissimplicidade de H

é necessaria.

Exemplo 4.12. Toda dlgebra de Hopf H €, ela mesma, um H-mddulo dlgebra (a¢do

global) via acdo adjunta a esquerda:

hek =) hikS(h,)

para h,k € H (ver |23, Definition 3.4.1, Example 4.1.9]). Consideremos o caso particular

em que H é a algebra de Sweedler:
H=k{l,g,7,97|¢*=1,2> =0, 29 = —ga),

onde a comultiplicacao € dada por A(g) = gog, Alxr) = rel + 9oz, A(gr) = greg +
lo gz, a counidade é dada por £(g) = 1, e(z) = 0, e(gx) = 0, e a antipoda é dada por
S(g) =g, S(x) = —gz = xg, S(gx) = x. Fsta é uma dlgebra de Hopf de dimensdo 4 e os

elementos 1, g, x, gr formam uma base de H sobre k.

Nao é dificil de ver que I = k{x,gx) é um ideal nilpotente e H-estdvel (onde H age
em H wvia a¢do adjunta o esquerda). Além disso, 1 e g sao invertiveis, o que implica
I = P(A) = J(A). Assim, a agdo induzida de H torna A = H/I um H-mddulo dlgebra

semiprimitivo (e portanto semiprimo). Porém, como H nao é semissimples (ver |23,
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Example 2.1.2 3), Corollary 2.2.4]), os Teoremas 4.2 e 4.10 nao se aplicam. De fato,

temos
A#H = k(1#1, 1#g, 14z, 1#gx, G#1, G#9, G#x, GH#gzx).

Um cdlculo simples mostra que T = k {14z, 1#gx, g#x, G#gx) é um ideal nilpotente de

A#H. Em particular, A#H nao é semiprimo (e portanto, também nao € semiprimitivo).

Exemplo 4.13. Sejam B, A e G como no Exemplo 1.2.10. Se B € uma dlgebra semi-
primitiva de dimensao finita, entao A também é semiprimitiva de dimensao finita. Em
particular, todo A-mddulo simples tem dimensao finita. Seque entdo do Teorema 4.2 que
o produto smash parcial A#H é semiprimitivo. (Nesse caso o Teorema 4.10 também se

aplica, ji que em dimensao finita o radical de Jacobson e o radical primo coincidem.)
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5 Resultados adicionais

Sejam H uma algebra de Hopf pontuada de dimensao finita e A um H-moddulo algebra
parcial. No decorrer dos estudos realizados para conclusao deste trabalho obtemos, em

paralelo, a seguinte relacao entre os radicais de Jacobson de A e de A#H:
J(A#H) e o J(A)#H.

Como este resultado nao contribuiu para os propoésitos da pesquisa, resolvemos coloca-lo
neste capitulo em separado. Os resultados apresentados neste capitulo sao anélogos para
o produto smash parcial, aos principais resultados apresentados em |21, Section 1| para o

produto cruzado global.

No que segue, H denotara uma algebra de Hopf sobre um corpo k e A denotarad um

H-modulo algebra parcial. Também denotaremos por T'= A#H e R = A#H.

Proposicao 5.1. Para qualquer A-mddulo a direita V, o anulador anng(V ®4 R) € o

maior ideal de R contido em anns(V)R.

Demonstracao. Seja {e;} uma base de H sobre k, e seja x € anng(V®4 R) € R< T,

com x = Y a;#e;. Dado v € V, temos

0=(v®(La#tly))z = v® > adbe; = ¥ va; @ Latte; ,

e portanto va; = 0, para todo i (pois {14#e;} é 1i.). Como isso vale para todo v € V,

segue que a; € anna(V'), para todo i, e portanto

r=x(la#ly) = Zai(lA#ei)(lA#lH) € anna(V)R.

Por outro lado, se Z ¢ um ideal de R contido em anns (V)R entao
(V Xa R)I =VR®UZ<SV ®yu annA(V)R = V(ITZTLA(V) R®AaR=0

e portanto Z < anng(V ®a R). O
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Definicao 5.2. Dados uma dlgebra B e um B-modulo a direita M, o comprimento de

Loewy de M €é o menor inteiro t tal que MJ(B)' =0, ou o0 se tal inteiro nao existe.

Proposicao 5.3. Se existe um limite superior finito d para os comprimentos de Loewy de

todos 0s R-mddulos V@R, com V um A-mddulo a direita simples, entao J(R)? < J(A)R.

Demonstracdo. Se V é um A-moédulo a direita simples, entdo J(R)? < anng(V ®4 R) por
hipotese, e anng(V ®4 R) € anna(V)R pela Proposicao 5.1. Assim, se {e;} ¢ uma base
de H sobre k, entao

J(R)?® < ﬂ(annA(V)R) c ﬂ(annA(V)T)

= ﬂ (annA(V) @A(lA#ei)> = ﬂ <<‘D a””A(V)(lA#ei)>

— C—B (ﬂ annA(V)> (La#te;) = @J(A)(lA#ei)

7 1% 7

— J(A) @D A(Lates) = (AT
onde V percorre todos os A-moédulos & direita simples. Portanto

J(R)" = J(R)!(1a#1y) € J(A)T(1a#1u) = J(A)R.

Lembremos que um elemento nao nulo x € H é chamado group-like se A(z) = x ® x.

O conjunto dos elementos group-like de H ¢ denotado por G(H).

Dizemos que H é pontuada se toda subcoalgebra simples de H tem dimensao igual a

1, ou equivalentemente, se o coradical de H é igual a G(H) (ver [23, Definition 5.1.5]).
Dado um A-modulo a direita M, denotaremos por ¢(M) o comprimento de uma serie

de composi¢ao de M (se tal serie nao existe, entao ¢(M) = oo por defini¢ao).

Teorema 5.4. Sejam H uma dlgebra de Hopf pontuada de dimensao finita e A um H-
mddulo dlgebra parcial, tal que G(H) - 14 < Z(A). Entao, para qualquer A-mddulo
direita V, {((V ®a R)a) < (V) dimy H. Consequentemente
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Demonstracao. Seja H_1 = 0< Hy ¢ Hy < ... € H, = H a filtracao coradical de H.
Para cada 0 <n <t, A(H,) € > , Hi®H,_;, o que implica que cada subespaco vetorial
A#H, ¢ um (A /A)-subbimodulo de R = A#H < A#H. Assim, podemos definir uma
cadeia de A-submodulos W,  (V ®4 R)a por W, :=V Q@ A#H,, n = —1,0,...t.

Sejam W,, := W,,/W,, 1 e H, := H,/H, 1, para cada 0 < n < t. Pelo Teorema de
Taft-Wilson (ver 23, Theorem 5.4.1]), todo h € H,, pode ser escrito na forma h = >, . h,

CcOoIm

hy€ H,, A(hy) =2®h, mod (H,® H, 1).

Assim, {h;}hem, zec € um conjunto de geradores de H,, como k-espago vetorial e portanto

{14#h:}hen, zec € um conjunto de geradores do k-espaco vetorial

]-A#Hn = (]-A#Hn)(lA#]-H)

Consideremos um subconjunto 8 < {hy}ren, ze¢: Cujas imagens no quociente

(La#tH,)/(La#EHp1)

formam uma base desse k-espaco vetorial. Para cada h, € 3, consideremos V},, a imagem
de
V ®A A#hx =V ®A 1A#hx

em W,,. Entao W,, = C—Dhmeﬁ Vi, como k-espaco vetorial.

Seja V um A-modulo a direita. Para cada x € G(H), denotemos por 1, := z - 14.
Entao, cada D, :=x- A =1,A = Al, é um ideal de A gerado pelo idempotente central
1,. Assim, para cada x € G(H), temos uma estrutura de A-médulo em V,, := VD, =V1,
dada por vl, — a := v(z - a). Além disso, sempre que V' é simples, V, é simples ou zero,
portanto £(V,) < ¢(V) em geral. Ainda, para cadave V e a€ A, como A(h,) =z ® h,
mod (H, ® H,_1)

VR 1a#h, = v®ux-1a#h, mod (W,_1)
vl, ® La#h, mod (W, 1)

(vl @ 1a#hy)a = vl,®x-a#h, mod (W, 1)
= v(x-1a)(x-a) ® 1a#h, mod (W, 1)
= v(x-a)®1s#h, mod (W, 4)
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Assim, cada V},, = V, como A-moé6dulo e por isso

(W) = ) 0(Vi,) < (V) dimy H,,.
ha€p

Logo £((V ®a R)a) = X ¢(W,,) < €(V) dimy, H. O
Corolario 5.5. Sejam H uma dlgebra de Hopf pontuada de dimensao finita e A um
H-mddulo dlgebra parcial, tal que G(H) - 14 < Z(A). Entdo

J(A#H) ™ o J(A)#H.

Demonstra¢ao. Se V' é um A-modulo a direita simples, entdo (((V ®4 R)g) < dimy H,
pelo Teorema 5.4. Por outro lado, é evidente que £((V ®4 R)r) é um limite superior para

o comprimento de Loewy desse modulo. Assim o resultado segue da Proposicao 5.3. [
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