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Resumo

Neste trabalho analisamos a producao de buracos negros no regime de energias do LHC,
que ocorrem no contexto de modelos de dimensoes extras, em particular nos modelos
ADD (Arkani-Hamed-Dimopoulos-Dvali) e Randall-Sundrum, além disso realizamos si-
mulagoes numeéricas para a secao de choque de producao no cenario ADD, a partir das
is esti ( d t d 108 b dad
quais estimamos o nimero de eventos esperados como uracos negros por ano, dada a
energia e luminosidade atuais, nas colisoes préoton-proton. Experimentalmente, nenhum
desvio do background, em energias da ordem de TeV, foi encontrado e um limite para a

massas dos buracos negros pode ser imposto.

Palavras-chave: micro buraco negro, dimensoes extras, ADD, Arkani-Hamed-

Dimopoulos-Dvali, Randall-Sundrum, secao de choque.



Abstract

In this work we explore the black hole production at LHC energy limits, which occurs
in the context of extra dimensions, in special in the ADD and Randall-Sundrum models,
moreover we perform numerical simulations for the production cross-section in ADD sce-
nario, from which we estimate the expected events number as 10® black holes per year,
given the current energy and luminosity in proton-proton collisions. Experimentally, no
deviation of background, at TeV energy range, was found and a limit on black hole mass

could be set.

Keywords: micro black holes, extra dimensions, ADD, Arkani-Hamed-Dimopoulos-

Dvali, Randall-Sundrum, cross section.
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1 Introducao

O Trabalho de Conclusao de Curso (TCC) a seguir, esta estruturado de forma que o
leitor possa, tanto entender a ideia por trés da producao de micro buracos negros, quanto
conhecer as ferramentas matemaéticas utilizadas para este propoésito. Sempre que possivel,
demonstragoes estarao dispostas no apéndice, de forma que o leitor possa aprofundar-
se nos detalhes. Comegarei apresentando resultados basicos da teoria da relatividade
geral e a seguir os utilizarei para abordar a fenomenologia das colisoes no Large Hadron
Collider (LHC) e entao testarei modelos de produgao utilizando calculos numéricos. Uma
estimativa, e posterior analise do nimero de dimensoes necesséarias para os eventos de

producao desejados, sera fornecida no capitulo final.

1.1 Contextualizacao

Um dos maiores problemas em aberto na fisica é descrever a gravitacao numa escala
onde os fendmenos quanticos tornam-se importantes. O problema pode ser formulado em
termos da escala de Planck, Mp ~ 10'°GeV, que caracteriza a interacdo gravitacional
(Gy = 1/M3). Essa escala, tomada por muitas décadas como uma escala fundamental,
quando comparada com a escala eletrofraca, mgy ~ 100GeV, leva ao chamado Problema

da Hierarquia

Mp 10¥GeV

~ ~ 107 1.1

Essa diferenca é problematica, em particular no setor escalar, pois se calcularmos cor-
recoes de loop tnico para uma particula como o Higgs, encontraremos uma divergéncia
quadrética (em contraste com as divergéncias logaritmicas encontradas normalmente).
Isto significa que para ter uma massa pequena (em relagao a escala de Planck, que é
presumidamente a escala natural para o cutoff ) precisariamos de um ajuste fino extrema-
mente preciso (divergéncias logaritmicas ndo requerem tanta precisao, visto que a fungao

log cresce mais lentamente). Este problema é resolvido na presenga de simetrias adicionais
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como a supersimetria [1].

Durante a década de 90, modelos baseados na existéncia de dimensoes extras, um mo-
delo de mundo brana com dimensoes extras grandes (LED) planas (ADD [2], AADD |[3]),
e outro com 5-dimensoes cuja dimensdo extra é dobrada (WED) (Randall-Sundrum [4]),
trouxeram uma abordagem totalmente nova para este problema. Nestes modelos, a brana,
um tipo de muro de dominios ou soliton topologico, é introduzida para confinar os campos
do modelo padrao. Gravitons, por outro lado, podem propagar-se através do bulk!, e a
intensidade efetiva da interacao gravitacional é diluida pelo grande volume das dimensoes
extras dos modelos LED ou desviada para o vermelho pelo fator de dobra nos modelos
WED, resultando numa interagao gravitacional fraca como observamos. A verdadeira in-
tensidade da interacao gravitacional somente é percebida em escalas de distancia menores
do que o raio da compactificacao ou do que o tamanho das dimensoes extras. Logo, a
verdadeira escala da gravidade, Mp, pode ser tao baixa quanto a escala eletrofraca e o
Problema da Hierarquia € resolvido. Uma previsao deste cenario é a possibilidade de pro-
dugao de buracos negros no LHC, tema deste trabalho de conclusao. Este topico, embora
seja muito popular, parece estar longe de verificagao experimental: buracos negros feitos
em laboratorio requerem uma modificagao na gravitacao de Einstein devido a inser¢ao de
novas dimensoes espaciais, que de acordo com os tltimos experimentos ainda nao foram
detectadas [5]. Além disso, os ultimos resultados experimentais excluem a formagao de
buracos negros com massa entre 3.8 até 5.3 TeV [6]. E natural perguntarmo-nos por que
esses micros buracos negros continuam sendo importantes mesmo 10 anos ap6s sua con-
jectura, e a resposta é que eles tem o potencial para relevar profundos insigths sobre a

gravitacao quantica.

Um protétipo de gravitagao quantica, que pode ser usado para testar os conceitos e
processos, € a teoria qudntica de campos em espago-tempos curvos (QFTCS)|7], uma teoria
onde podemos estudar fisica de particulas na presenca de efeitos gravitacionais. Neste
limite semi-classico ha um resultado robusto: buracos negros emitem radiagao térmica
quantica do tipo corpo negro com uma temperatura proporcional ao inverso de sua massa,
T o 1/M [8]. Isto nos significa que micros buracos negros podem emitir radiagdo Hawking

detectavel pelos nossos experimentos.

IEspaco contendo as dimensoes extras.
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1.2 Revisao de Relatividade Geral

A descri¢ao® da gravitagao em (3+1) dimensoes ¢ feita através das equagoes de Eins-
tein, que podem ser obtidas, de uma perspectiva mais moderna, partindo de um principio
de acdo ( veja o Apéndice B). A acdo é a integral, sobre todo espago-tempo, de uma

densidade Lagrangiana:

1 4

Esta densidade lagrangiana é uma densidade tensorial, que pode ser escrita como Ly =
V—gR, onde g = det(g,,) e R é o escalar de Ricci®, sendo esta a escolha mais simples pos-
sivel para a lagrangiana®. As equacoes de campo que decorrem desta acdo, minimizando-a,
sao as equacoes de Einstein na auséncia de matéria (7}, = 0), ou com constante cosmo-
logica nula (A = 0):

Guw=0 (1.3)

1
onde G, € o tensor de Einstein, definido como G, = R, — 3 IR

1.3 Buracos Negros em 4 Dimensoes

Schwarzchild, em 1917, apresentou a primeira solucao nao trivial das equacoes de
campo de Einstein (equagoes (1.3)), descrita pela métrica

ds® = — (1 - TTH) dt* + (1 — TTH> B dr® 4 r*dQ? (1.4)

onde d0? é o elemento de linha da 2-esfera unitaria e 7y = 2G4 My, °. O horizonte de
eventos para a geometria de um buraco negro estacionario ocorre quando o denominador
do segundo termo vale zero. Para a solugao de Schwarzschild, esta condigao é a mesma
que g = 0, mas em geral , por exemplo para o buraco negro de Kerr, as duas condigoes

nao coincidem [9].

ZNeste trabalho adotamos i = ¢ = kg = 1, portanto G tem dimensdo de [L]? = [M]~2, o que define
uma escala de massa 1/v/G, chamada escala de Planck, Mp.

3R = g""R,,,, onde R, ¢ o tensor de Ricci.

4Podemos inserir ainda uma densidade lagrangiana que corresponde & matéria, a constante cosmolé-
gica, ou ambas.

5G4 & constante da gravitacdo de Newton em 4D e My, é a massa do buraco negro.
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1.4 Radiagcao Hawking

Embora a métrica de Schwarzschild possua uma singularidade aparente em ry = r,
neste ponto a curvatura nao diverge, o que sugere que esta aparente singularidade pode
ser removida com uma escolha adequada de coordenadas. Regge ¢ Wheeler [9] redefiniram
a coordenada radial para aproximar-se de —oo para r aproximando-se de ry, para evitar
a inversao entre tempo-espago que ocorre ao cruzarmos o horizonte de eventos:

r
— -1
TH

, (1.5)

r« =r+rgln

onde rx é dita coordenada tartaruga. As coordenadas do espaco de Rindler, também
conhecidas como coordenadas do Horizonte Préoximo podem ser exploradas trocando r

por uma coordenada p que mede a distancia propria desde o horizonte

p = | Vanlar (1.6)

_ / (1—%’{)%@’ (1.7)
_ \/W—l—nqsinhl( L—l). (1.8)

rg

Em termos de p e t a métrica toma a forma

ds® = (1 — m) dt* — dp* — r(p)°dQ2* (1.9)

e proximo ao horizonte, temos, da Equagao (1.8),

pr2\ry(r—rg), (1.10)
e portanto,
2 o f ALY 2 2 1092
ds* = p° | — | —dp” —r(p)°dQ”. (1.11)
27’H

Estamos interessados numa pequena regiao angular do horizonte arbitrariamente centrada

em ¢ = 0, podemos trocar as coordenadas polares por cartesianas
x=ryhcose, (1.12)

y=rufsing, (1.13)
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ainda podemos introduzir um tempo adimensional w:

t
= — 1.14
v 2TH ’ ( )
de forma que a métrica toma a forma
ds* = p*dw® — dp* — dx* — dy? , (1.15)

onde fica evidente que p e w sao as coordenadas radial e angular hiperbdlica de um espaco

de Minkowski usual. As coordenadas de Minkowski T e Z, podem ser definidas como

T = psinhw (1.16)
Z = pcoshw, (1.17)

para obtermos uma forma mais familiar para a métrica

ds* = dT? — dZ* — dz* — dy* . (1.18)

Lembrando que estamos analisando as proximidades do horizonte numa pequena re-
giao angular, fica evidente que o mesmo nao é singular e localmente indistinguivel do
espago-tempo plano. A Figura 1 mostra a relacao entre as coordenadas de Minkowski
e as coordendas de Rindler p e w. O espaco de Minkowski é dividido em quatro qua-
drantes. A regiao I fica fora do horizonte, que por sua vez esta na origem T = Z = 0.
E interessante notar que se trata de uma superficie bi-dimensional num espaco-tempo
quadri-dimensional, pois o horizonte é definido originalmente apenas pelo vinculo r = rg
e, portanto, aparentemente deveria ser uma superficie tri-dimensional. No entanto, de-
vemos lembrar que no horizonte ggy se anula, e portanto nao ha extensao na direcao
temporal. Esta regiao é conhecida como espaco de Rindler e w é dito tempo de Rindler.

Inspirados na equagao (1.15), propomos o seguinte Ansatz para a métrica:
ds* = F(R)[R*dw® — dR?] — r*dQ)* | (1.19)

onde para regioes proximas ao horizonte, R ~ p. Comparando com a métrica original de

Schwarzschild temos os seguintes requerimentos:

RF(R) = 4(2ry)? (1—%{) , (1.20)
F(R)AR® = 1TH dr? (1.21)
1— 2
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Figura 1: Relagao entre as coordenadas de Minkowski e Rindler.

de onde segue que:

2R —
2ry log (—> =r+2MGlog (T TH) =7r*x, (1.22)
TH rH
ou
TH T
- - 1.2
R 5 CXP <27’H> , (1.23)

portanto R e w podem ser pensados com as coordenadas radial e hiperbdlicas de um espaco

que é conforme ao espaco de Minkowski 1+1-dimensional. Definindo as coordenadas de

Kruskal -Szekeres |?7]

Re?” =V (1.24)
Re™ = -U, (1.25)
podemos escrever
ds®> = F(R)dUdV . (1.26)
As superficies com r = constante sao as hipérboles tipo-tempo apresentadas. Para

r — rg, essas hipérboles tendem as linhas H~ e H™, e representam passado e futuro
assintoticos, pois embora estejam em valores finitos nas coordenadas de Kruskal-Szekeres,
eles estao localizados no tempo de Schwarzschild +c0. Isso nos permite perguntar, dado
um estado de vacuo em H~, como ele se parece para outro observador? As transformacoes

de Bogolioubov nos dizem exatamente isso; delas temos que coeficientes de Bogolioubov
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nao nulos dao origem a criagdo de particulas a partir deste vacuo [10]. Computando os

coeficiente de Bogolioubov neste caso, encontramos
wa/ = e_ﬂw/ﬁAww/ y (127)

onde w e W' representam as frequéncias no futuro e no passado, respectivamente, B des-
creve o quanto da frequéncia do passado é captada no futuro e kK = 1/(4G4M,y,) refere-se
a gravidade na superficie do buraco negro. Computando o valor esperado de /V;, o ntimero

futuro de particulas para o modo %, temos

(N;) = 1/emei/k)=1 (1.28)

Y

que corresponde a distribuigao de Planck para um corpo negro a uma temperatura [8]

K 1
Ty = — =~ 1.29
" 2w 87TG4Mbh ’ ( )

chamada temperatura Hawking. A varia¢@o na entropia é dada por dSy = dQ /Ty, mas

a variacao no calor estd associado a variagao da massa do buraco negro, portanto
dSH == 87TG4Mbhdeh =d (47TG4Mb2H) y (130)

mas lembrando que ryg = 2G4 My, obtemos

r? A
=G, T aG, (1.31)
onde A é a area da sua superficie. Também podemos reescrever
Ty = (1.32)
B yrry ‘

1.5 Buracos Negros em D Dimensoes

Tangherlini, em 1963, generalizou a solu¢ao de Schwarzschild para D = 4+n, trocando

a dependéncia 1/r do potencial Newtoniano por 1/rP=3[11]:

ds? = (1 — rﬁg)dﬂ —(1- %)_%Zrz —2d0%_, (1.33)

onde p é um parametro de massa definido como

167TGDMbh

T2, (1.34)
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Gp ¢ a constante de Newton em D dimensoes, e

o(n+1)/2

Q== 1.35
I'((n+1)/2) (1.35)

¢ a area da n-esfera unitaria. O horizonte de eventos é dado por r?=3 = pu:

1 1
a2 16mGp M, D—3
Ts :
g (=50 39
Definindo uma escala de Planck generalizada em D dimensoes:
1

Mp=|—— 1.37
b <87TGD) ( )

onde N, é um fator numérico, cuja definicdo varia de acordo com a literatura (neste

trabalho adotaremos a convengao N,, = 8), podemos reescrever ry da seguinte maneira:

1
EnMp\n+1 1
o= [l — 1.38
, ( 2 ) o (1.38)
onde 5
wr (157)
- (1.39)

= G 2)n 0

O comportamento do Raio de Schwarzschild em D=11 dimensoes como funcao de sua

massa, My, e Mp, pode ser observado na Figura 2.

A temperatura Hawking e a area do horizonte (ou entropia) sdo dados, respectiva-

mente, por
D -3
T, = 1.40
a Ay (1.40)
rP=2Qp_s
Sg = =——=. 1.41
" AGp (1.41)

Vemos que quanto maior My, maior r, € Sy e menor 1Ty.

1.6 Espaco-tempo de Anti-de-Sitter

O espago-tempo de Anti-de-Sitter (AdS), é o background do modelo de Randall-
Sundrum [4], analisado no proximo capitulo. O AdS é um espago-tempo maximalmente

simétrico, i.e as coordenadas temporais e espaciais estao em pé de igualdade, de assina-
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Figura 2: Raio de Schwarzchild em 11 dimensoes, como fungao da massa do buraco negro,
para valores distintos de Mp.

tura lorentziana (-,+,+,...,+), mas com constante de curvatura negativa. E o analogo
lorentziano do espago de Lobachevski, cuja assinatura ¢ euclidiana [13] e sua versao 5-
dimensional é a arena do Modelo de Randal-Sundrum [4]. O AdS pode ser considerado
em D dimensoes como uma subvariedade de um espaco de imersao pseudo-euclidiano de

D-+1 dimensoes com coordenadas

x = (2o, Tpi1,T1, - Tp_1) , (1.42)

e assinatura da métrica (-,+,...,+,-). Portanto, a distancia entre dois pontos nesse espago
é invariante sob uma transformagao do grupo SO(2,d-1). A métrica deste espago pode ser

escrita em diferentes sistemas de coordenadas; em particular nas coordenadas de Poincaré,

temos
R2 d—2
2 2 Z 2 2

onde —oo < t,x; < 400, mas 0 < z < 4+00. Vé-se que, a menos de uma tranformacao
conforme, temos o espago de Minkowski em D dimensoes. Nestas coordenadas, pode-
mos entender o AdS como um espaco de Minkowski D-1 dimensional, com um "fator de

dobra"(potencial gravitacional) que depende apenas da coordenada extra z.
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Neste primeiro capitulo, concluimos o primeiro objetivo deste trabalho: iniciou-se
com uma revisao da Relatividade Geral, que esta por tras de todas se¢oes subsequentes,
incluindo os buracos negros em 4 ou mais dimensoes, que entrarao em cena no ultimo
capitulo. O espago-tempo de Anti-de-Sitter sera utilizado no capitulo 2, quando aborda-
remos modelo de Randal-Sundrum, e finalmente a Radiagao Hawking serd retomada na
conclusao, onde iremos abordar sucintamente outros estudos relacionados ao tema deste

trabalho.
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2 Teorias de Dimensoes FExtras

Um dos objetivo deste trabalho foi estudar as teorias envolvidas na producao de
buracos negros decorrentes da colisao de duas particulas elementares. Para alcanga-lo,
foi necessario um entendimento detalhado, além da Relatividade Geral, abordada nos
capitulo anterior, da Teoria Quantica de Campos e da Fisica de Particulas, para entao
abordar as Teorias de Dimensoes Extras (TDE’s). No que segue, analisaremos em detalhes

estas TDE’s e duas consequéncias para fenomenologia de producao de buracos negros.

2.1 Dimensoes Extras

A ideia de usar dimensdes extras espaciais para unificar forgas, comegou com Nordstrom|[14]
(1914) que, na tentativa de unificar a gravitacao e o eletromagnetismo, prop6s uma teoria
de Maxwell com uma dimensao espacial extra, na qual o potencial-vetor incorporava o
potencial gravitacional. Esta proposta nao recebeu muita atengao, no entanto Kaluza|15|
(1921), utilizou parte da ideia de Nordstrom numa generalizagao 5-dimensional da teoria
da gravitacao de Einstein que descrevia simultaneamente a gravitagao e o eletromagne-
tismo. Em 1926 Klein|16] sugere que esta quarta dimensao espacial é curvada na forma
de um circulo com um raio muito pequeno, chamado raio de compactificacao. A teoria de
Kaluza-Klein passou por um grande periodo de hibernacao; porém em 1980 o interesse
foi renovado no contexto das teorias de supergravidade e supercordas. Recentemente
[2, 4], dimensoes extras foram apresentadas como uma possivel solu¢ao para o Problema

da Hierarquia.

2.2 Teoria de Kaluza-Klein

Assumimos que nosso mundo, ao invés de quadri-dimensional, ¢ de fato (4 + n)-
dimensional, com n > 1, com as dimensoes extras compactificadas. Para o cason =1, o

espago resultante ¢ o produto direto do espaco de Minkowski quadri-dimensional M, com
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um circulo S; de raio R, i.e. M* x S

Um campo escalar nao massivo ¢(z*, %) pode, entao, ser escrito como:
(z,,7°) = ¢(x,,2° +27R) ,pu=0,1,2,3. (2.1)

Esta periodicidade em x” significa que podemos expressar esse campo ¢(x,, x°) como um
série de Fourier, N
P(z,,2°) = Z g, ) e (2.2)
k=—00
Os coeficientes ¢, sao chamados de modos, e dependem somente das "nossas"coordenadas
2, A equagdo da onda 5-dimensional, ;¢ (z,,,2°) = (92 — 82) ¢ (x,,2°) = 0, substi-
tuindo a decomposi¢ao em modos acima, nos diz que cada modo deve satisfazer a equagao

de onda quadri-dimensional
k2

Desta equacgao, temos que o modo zero ¢y é nao massivo, enquanto os outros possuem
massa m = |k|/R i.e., uma torre infinita de modos massivos ¢ gerada. Se R~! ¢ grande
quando comparado com a escala energia F (R~ > F), apenas o modo-zero permanece
e a fisica é efetivamente quadridimensional - pois dada a escala de resolucao associada
a energia, r, temos r E=! > R e as dimensoes extras sao menores do que nosso "mi-
) ) q.
croscopiogravitacional. Note que para energias acima de R™!, a torre de estados de

Kaluza-Klein (KK) entra em jogo.

Um questao muito importante consiste no tamanho da dimensao extra compacta. Um
limite experimental é imposto para o raio de compactacao R, pois torres de estados de
KK nao sao observadas em colisores até energias de TeV, portanto suas massas precisam

ser maiores do que essa escala, k/R > T'eV, o que vincula R:
R<10"%em . (2.4)

Essa mintscula dimensao esta longe de ser provada experimentalmente por testes de

gravitacao, cujo limite de resolugao fica entre 100 m — 1 mm|17].

2.3 O modelo de Arkani-Hamed-Dimopoulos-Dvali (ADD)

O modelo parte da suposic¢ao de que o espago-tempo é (4+n)-dimensional, com n > 1,
enquanto sua geometria é fatorizavel em M, x K,,. Enquanto o modelo padrao (MP) estéa

localizado na (1+ 3)-brana, representada por My, a gravidade pode propagar-se por todas
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as 4 + n dimensoes. A agao para este modelo pode ser escrita simbolicamente como

Mp,

24+n 27 R
S = 5 /d4l‘/ d"y\/g4+nR4+n + /d4x\/§(T+LMp((I>5M)) s (25)
0

onde Mp é uma constante fundamental da gravidade, g4, € R4, sao o determinante
da métrica e o escalar de curvatura (4 + n)-dimensional, g é o determinante da métrica
quadri-dimensional e Ly;p é a lagrangeana que descreve todos os campos do MP. A escala

tipica associada com Lj,p serd a escala eletrofraca, denotada por mgy,
mew ~ 100 GeV . (2.6)

A constante T dever ser ajustada de forma que a constante cosmolégica global seja nula.

Temos por fim que y = a°

Aplicando a expansao nos modos de Kaluza-Klein ao campo gravitacional, e mantendo
somente o modo zero, que é independente da coordenada x5, podemos realizar a integracao

no primeiro termo do lado direito, obtendo

M2+n 2Ry 1
% / d'z / d"y — §Mg+"vn / d*z\/gR , (2.7)
0

onde V,, é o volume das dimensoes extras,
Vo= (2rR)". (2.8)

Essa identificacao é valida para escalas de energias muito pequenas comparadas com R,
i.e. r >> R, onde r é uma escala de distancia associada com a referida escala de energia.

Nesta escala, devemos recuperar o potencial gravitacional usual

V(r) ~ —% , (2.9)

onde a constante de Newton G4' ¢ determinada pela equagao (2.7),
Gy = (Mpmvm—, (2.10)

Para uma distancia r << R, a lei de Gauss em 4+n dimensoes dita o potencial

1

Vr) = =3 prm

(2.11)

1Relacionada com a constante de Planck via G4 = desde que h = c = 1.

1
M,
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Um observador quadri-dimensional, ira interpretar M%+"V” como a escala de Planck,

ME"V™ = M3, ~ (10¥GeV)? . (2.12)
A escala fundamental "visivel" Mp; é separada de mgy, por um grande intervalo, criando
uma enorme hierarquia de escalas.

No cenario ADD a escala fundamental genuina é Mp - esta é a energia na qual a
gravidade 4 + n torna-se forte. Mp esta relacionada com a escala fundamental "visivel",

Mp;, da seguinte maneira

1
M2
My = (J) 2+n (2.13)
Vn
2 n
= (Mp)2+n (27R) ' (27R)2+n (2.14)

O raio dessas dimensdes extras pode ser obtido da Equacao (2.12) tendo em vista a
Equacao (2.8):

2 2
1 (Mpl)n 1 M E
R=—— = ) 2.15
2 2+n 27TMD MD ( )
(Mp) n

No trabalho original os autores propoem que Mp ~ mpgy, portanto para Mp = 10 TeV
en =1, R ~ 102 ¢m o que implicaria em desvios da gravitacao em escalas dentro da
nossa resolucao experimental, o que nao é observado. Portanto, esperamos n > 2, pois

neste caso R 2 1 mm, sendo da ordem do limite experimental atual.

2.4 O modelo Randall-Sundrum (RS)

Na proposta de Randall-Sundrum [4], a hierarquia entre a escala eletrofraca, mgy, e a
escala de Planck Mp; é explicada usando uma analogia extra-dimensional do redshift gravi-
tacional classico, num espaco-tempo curvo. Neste cenario, o espago-tempo é 5-dimensional
com a dimensao extra compactada em S'/Z,, i.e., um circulo projetado num segmento,
por identificagdo de pontos opostos com respeito ao diametro (Figura 3). Cada ponto-final
do seguimento é a localizacao de uma 3-brana. Cada par de 3-branas, individualmente,
recebe o nome de brana infravermelha (IV), cuja tensdo é negativa e onde os campos
do modelo padrao (MP) estao localizados, e de brana ultravioleta (UV), cuja tensao é

positiva. A constante cosmologica do bulk é ajustada de forma a termos uma constante
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+Z/--\

z\/

Figura 3: Representagao grafica de S'/Z,. As setas indicam os pontos identificados.

cosmologica efetiva nula. Passamos a estudar estas afirmacoes em mais detalhe: os in-
gredientes basicos do modelo sao [18] incluir a tensao da brana (energia por unidade de
3-volume na brana) e a possibilidade de uma constante cosmologica 5D. Considera-se uma

dimensao extra no espago compactificado S'/Zs, isto é, com as simetrias

e Periodicidade: y — y + 2y,

e Simetria da variedade orbital: y — —y

na coordenada y da dimensao extra.

Tomando as brana-UV e brana-IV, localizadas nos pontos fixos y = 0 e y = L,

respectivamente, a acao 5D desta configuracao fica 2

S = /L dy/d4:1: [V=g(M’R — \)] (2.16)

Primeiramente, precisamos encontrar a métrica para este cenario. Estamos olhando
para solucoes das equagoes de Einstein em 5D, e se queremos descrever o nosso mundo,

precisamos que esta métrica preserve a invariancia de Poincaré, i.e, o universo 4D desta

2Vamos adotar a notacdo onde gpsn sdo as componentes da métrica 5D, g seu determinante, M a
escala fundamental de massa 5D, R o tensor de Ricci 5D e A a constante cosmolégica 5D
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teoria precisa ser plano e estatico. Utilizando o seguinte Ansatz para a métrica
ds? = e 2AWy  datdx” + dy* | (2.17)

onde 7,, = diag(—1,+1,+1,41) é a métrica do espago de Minkowski 4D. O prefator
e~24W) chamado fator de dobra, é escrito como um exponencial por conveniéncia. Sua
dependéncia na coordenada da dimensao extra y torna a métrica nao fatorizavel, o que
diferentemente das teorias de usuais de Kaluza-Klein, nao permite que ela seja expressa
como um produto do espago de Minkowski 4D e uma variedade das dimensoes extras.

Para determinar A(y), precisamos calcular as equagoes de Einstein 5D:
RMN — 1/2gMNR = "‘32TMN s (218)

onde M e N tomam os valores 0,1,2,3 e 5, a constante de curvatura 5D é definida como

1
K = e (2.19)

onde M ¢é a massa associada & curvatura, e o tensor energia-momento ¢ dado por

_ =2 =gM)
Tun = == wix— (2.20)

A componente 55 do tensor de Einstein é ( veja o Apéndice C)

A
2M3

Gss = 6A"”% = (2.21)

Note que uma solucao real para A existe somente se A for negativa, o que implica que o
espago entre as branas é anti-de-Sitter, i.e. AdSs. Da equacdo (2.21), temos que A é

igual a uma constante

—A
A? = =k*. 2.22
Isto nos leva a uma expressao para A:
Aly) = +ky . (2.23)

Como procuramos uma solugao com invariancia sob a transformacao de simetria para y,
escolhemos
Aly) = klyl , (2.24)

portanto, a métrica do background no modelo de RS é parametrizada por

ds* = e’%‘wnwjdaj“dxl/ +dy? (2.25)
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com —L <y < L.
Do Apéndice C, temos que
G = (64% —3A")g,., . (2.26)
Diferenciando a equagao (2.24), temos
P Y,
A = |—|k: = sgn(y)k , (2.27)
Y
onde a funcao sgn(y) poder ser escrita como
sgn(y) = 2H(y) — 1, (2.28)
e, portanto,
A" =2k(y) . (2.29)
Ainda, levando em conta a periodicidade de y, temos
A" =2k[6(y) —o(y — L)] . (2.30)
Usando esses resultados em (2.26), ficamos com
By = 6k>gy, — 6k[0(y) — 0(y — L) g - (2.31)
O primeiro termo pode ser identificado com o tensor energia-momento
—2 0(y/—gA
/<52TW = k2 (V—g8) = k*Ag" | (2.32)
V=g 0g"
onde usamos a equagao (B.5). Portanto, da defini¢ao (2.19),
2 A 2
K T,uu = mgw/ = —6k Guv (233)

onde a tltima igualdade decorre da definigao feita em (2.22).

O segundo termo, para ser interpretado, precisa ser associado as densidades de energia

das branas, chamadas de tensoes. Isto é feito adicionando & acao termos correspondentes

as tensoes Ay e Ag:

S, = —/d4x /g M\ = —/d4xdy\/—g>\15(y)

Sy = _/d4x\/ —Gg2do = —/d4xdyv —g2A20(y — L) .

(2.34)

(2.35)
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Os termos ¢; e g» sao os determinantes das métricas induzidas na primeira e segunda

brana respectivamente. As métricas induzidas permitem definir o elemento de linha

ds® = gz,jd:v”dx” (2.36)
= Gz, y;)datdx” (2.37)
onde i = 1,2 ey; =0, y = 0 e, dado que as branas devem ser localizadas em y = 0 e

y=1L, g =gd(y) e go =gd(y — L), lembrando que gs5 = 1. Comparando as equagoes de

Einstein decorrentes da adigao destes novos termos, com a equagao (2.31), somos levados

a condicao
A= —)g = 12kM° (2.38)
além disso, da definicao de k,
A
= . 2.39
12M° (2:39)

Neste capitulo apresentamos a ideia de compactificagao de Kaluza e Klein, e revisamos
alguns aspectos dos modelos ADD e RS. Do primeiro, concluimos que podemos verificar
desvios da gravitagao em escalas dentro dos nossos limites experimentais impostos pelo
LHC. O segundo modelo foi apresentado por completude e, embora o modelo utilizado
nas buscas por buracos negros no LHC seja o primeiro, é um cenario consistente para o

estudo da producao de buracos negros, que é o assunto do préoximo capitulo.
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3 Buracos Negros no LHC

De acordo com G. 't Hooft [19], o processo de espalhamento de duas particulas pontu-
ais com energia do centro de massa CM da ordem da escala de Planck ou acima, é muito
bem calculado usando as leis da fisica conhecidas, pois a troca de gravitons domina sobre
todos os outros processos de interagao. Para energias muito maiores do que a massa de
Planck, a producao de buracos negros apresenta-se, acompanhada pela emissao coerente
de gravitons. Sendo assim, a combinacao da mecanica quantica e da relatividade geral
conhecidas descrevem o processo de produgao de buracos negros no LHC. Com o desen-
volvimento das Teorias de Dimensoes Extras, obtemos as ferramentas necessarias para
descrever a producgao de micro buracos negros em aceleradores e eventos de raios cosmi-
cos. Faremos isso utilizando simulacoes numéricas da secao de choque, que esté associada
a probabilidade de deteccao destes objetos. Utilizaremos dados experimentais recentes

para analisar os resultados e poderemos entao apresentar uma conclusao.

3.1 Condicao Minima para a Producao

Para a producgao de buracos negros no LHC, um fator decisivo é o parametro de im-
pacto b. Se o parametro de impacto é menor do que o raio de Schwarzchild relativos as
particulas colisoras, o processo dominante é o da troca de gravitons. O raio de Schwarzs-

child para D = 4 + n dimensoes segue da métrica de Schwarzschild-Tangherlini e é dado

por
1
I (M \n+1,1

_ 1 My 1/ (1), 1
o= (3)" e 3.1

onde 43

80(“ )
K = 2 (3.2)

O méaximo valor do parametro de impacto pode ser obtido a partir da Conjectura do Laco,

originalmente proposta por K. Thorne em 1972 [20]. Em quatro dimensoes, a Conjectura
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do Laco afirma que buracos negros com horizonte formam-se se e somente se a massa My,

¢ compactada numa regiao na qual a circunferéncia em qualquer diregao ¢ dada por
C S 47TG4Mbh . (33)

Para buracos negros em mais dimensoes Ida e Nakao [21]| sugerem uma inequagao isope-

rimétrica Vp_3 < GpM,y, , onde Vp_3 é o hiperlago.

Em termos da energia do centro de massa v/§, precisamos que o comprimento de onda

Compton da particula colisora Ao = 47/ V'§ seja da ordem do seu raio de Schwarzschild
47

lLe, — < rg ou,

Vs
4m < Vs 7 (3.4)
1 Mp

( \/§> n+1 JRVERE)

s D

esta inequacdo pode ser resolvida dada a razio T, = V§ /Mp, necesséria para a criagao
do buraco negro. Para n entre 2 e 7, esta razao fica entre z,,;, = 8,0 e Z,,;, = 11,2
respectivamente. Portanto, destes resultados, conclui-se que a energia do centro de massa
da colisao precisa ser aproximadamente uma ordem de grandeza maior do que a escala
de Planck fundamental Mp. Em geral o termo 47 é ignorado e exige-se que V3§ >
Mp. Conclui-se, portanto, que nosso modelo tedrico pode ser testado no LHC. Apesar
deste resultado classico ser promissor, algumas questoes devem ser levantadas: (I) quanta
energia é consumida na criagdo do buraco negro, e (II) o quao favoréavel é esta produgao.
Estas perguntas requerem um estudo mais detalhado das colisoes em altas energias, tema

da préxima sessao.

3.2 Secao de Choque no Nivel Partonico

Considere um processo de colisao entre duas particulas num espaco-tempo assintoti-
camente plano. Nele podemos definir um referencial para o CM no qual a soma total dos
momenta espaciais é nula no limite assintotico. A energia do CM é obtida somando as
energias neste mesmo referencial. Se a energia do CM, /s, é significantemente maior do
que a energia de Planck, a colisao ¢ dita trans-planckiana. Se as particulas que participam
da colisao sao compostas, a energia do CM pode ser obtida para os partons, que podem
ser quarks ou glions. Essa energia do CM é chamada de energia do CM do nivel partonico
V4, a qual é muito maior do que a soma das energias das massas de repouso dos partons

devido a contribuicao da energia cinética, e por outro lado ¢ menor do que a energia total
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de colisao, pois outras particulas (espectadoras) que nao contribuem para a colisao, levam
parte da energia. Se dois partons possuem a mesma massa, a energia do CM é

Vi = _ = 2my(v) (3.5)

=

onde v < 1 é a velocidade de cada particula no referencial do CM. Para uma coli-
sao trans-planckiana Vi > Mp, entre partons de massa m << Mp, um grande -y
é necessario. Numa colisao entre protons, os partons, por exemplo quark-up, quark-
down e glions, carregam individualmente uma fracao x da energia global da colisao
(\/E = 1/5 ~ YEMproton s 0 < x < 1). O fator v necessario em uma colisdo entre
dois partons, onde cada parton carrega a fracao x; da energia, onde i = 1,2, pode ser

estimado a ser

Mp 1 Mp 1 Mp

= ~ X
/ 2 \/T1Tom Vrx1xe TeV
T1X Qmprotcm 142 Tlproton 142

Por outro lado, quando consideramos objetos "pesados", especialmente dois buracos ne-

v(v) > 10° . (3.6)

gros colisores, suas massas podem ser assumidas como sendo muito maiores do que Mp?,
de forma que o regime trans-planckiano com v ~ O(1). Este regime de velocidade nao
¢ nada mais do que o regime classico. Portanto a secao de choque no nivel partonico
pode ser formalmente dada pela se¢cao de choque geométrica modificada por um "fator de
forma"F:

CATZ‘j_)BH = FWT? s (37)

onde uma expressao possivel para F é dada por [22]:

D -3
2

1+ D-2Y"
9

Este fator descreve a secao de choque levando em conta o momento angular do buraco

Frop = (3.8)

negro e esté apresentada na Figura 4 como fun¢ao da massa do buraco negro, para alguns

valores de Mp e D=11.

LA superficie aprisionada se forma antes das particulas colidirem, visto que os partons viajam essen-
cialmente com v=1 e portanto podem acessar uma regiao menos do que r, antes de qualquer sinal sobre
sua chegada deforme a geometria



3.8 Secao de Choque de Produgdo numa colisdo pp 28

S
35 x‘
e
30 “‘*‘i‘
Lag[eriij — bhy {ph)] ““:‘ﬂ:“bﬁ‘
15 ‘I.‘ ‘I“ e
10 ﬁﬂwﬁﬂh“

/
g:
/
/
}

g
o%
(
)
)

o%
'o

‘a
\

SHHY

MpiGevy 10000 00 Mbh{GeV )

Figura 4: Secao de choque geométrica parton-parton como funcao da massa do buraco

negro, assumindo 11 dimensoes.

3.3 Secao de Choque de Producao numa colisao pp

A se¢ao choque no nivel hadrénico segue da convolucao da secao de choque partonica
com as Fungoes de Distribui¢ao Partonicas (PDFs), f(z);, somadas sobre todos os pares
de partons 4,5 = (¢,q,9), onde ¢ = (u,d,s,c,b) que carregam energia suficiente para

formagao de buraco negro [23].

! Vdx T .
Sosisx = sz a7 [ SIS (3.9)
ii YT T

onde G;;55 = Frop X rs(1/§ = Mp,), onde § = s = sx;x; A presenga das PDFs, faz
com a secao de choque seja fortemente suprimida. A escala de momentum (), na qual as
PDFs sao avaliadas é determinada pelo inverso da escala de comprimento associada ao
processo de espalhamento Q ~ 7!, pois neste regime r, ¢ a escala relevante [24]. A secao

de choque diferencial pode pode ser escrita como
doppsBH+ X Udx T
ppz;T = = Z/T ?fi(m)fj(;)o-ij—)BH- (3.10)
1] m

Com § = M?, podemos fazer uma troca de variaveis de T para My, dMy, /dT = s/(2Myy),

de forma que podemos escrever

doppyprix  2M /1 dx ..
_ () (=) : 3.11
. %: | @5 (3.11)

dM

Podemos reescrever essa expressao em termos da luminosidade partonica L

do. pp—BH+X dL
— . , 3.12
My, My, B (8.12)
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onde

dL  2M 'd
L Sbh zj:/m %fi(x)fj(g) . (3.13)

Portanto, vemos que h& uma fatorizagao da se¢ao de choque. Enquanto a se¢ao de choque
partonica depende somente da massa do buraco negro, da escala de Planck e do ntimero de
dimensoes extras, a luminosidade contém toda a informagcao sobre os partons. A secao de
choque total é apresentada nas Figuras 5 e 6 , onde utilizamos as Funcoes de Distribuicao
Partonicas de Martin-Stirling-Thorne-Watts[25] com @ = r;! para a escala, o nimero de

dimensoes extras n foi fixado em 7 e a energia do CM do LHC /s = 8TV
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Figura 5: Secao de choque de producao como funcao de M, e Mp para uma colisao pp
a 8 TeV assumindo 11 dimensoes.
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Figura 6: Secao de choque de produgao como funcao de M, com valores selecionados de
Mp para uma colisao pp a 8 TeV assumindo 11 dimensoes.
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Figura 7: Secao de choque de producao como funcao de My, com valores selecionados de
Mp para uma colisao pp a 14 TeV assumindo 11 dimensoes.

O LHC com a luminosidade atual L. ~ 10°pb~!/ano, deveria produzir mais de 10®

buracos negros por ano no caso mais promissor. A simulacao foi repetida para uma colisao
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a 14 TeV 7 e, utilizando a luminosidade atual, estimamos a producao de aproximadamente

107 eventos no cenério mais favoravel.

3.4 Possiveis correcoes para Secao de Choque no Nivel
Partoénico

E util verificar como a descricdo acima pode ser melhorada: na literatura|24] [26]

encontramos as seguintes propostas, todas elas suprimindo a producao:

e Forma mais geral para a segao de choque partdnica:

o= Frrit* (M — M) , (3.14)

onde F' é um fator de forma, r;, é um horizonte mais geral que pode depender
do momento angular e carga do buraco negro (usualmente tomado como rg), k é
o nimero de dimensoes extras nas quais as particulas do Modelo Padrao podem
propagar (usualmente &k = 0), e © é a fungao degrau de Heaviside que permite a

producao de buracos negros apenas acima de determinada massa M,,;,.

e Limiar de Massa:

Existe um limiar para producao de buracos negros. Esse limite é da ordem de Mp,
contudo seu valor exato nao é conhecido, visto que efeitos de gravitacao quéntica
podem entrar em cena. Em colisoes de alta energia, se o parametro de impacto é
menor do 7y, um buraco negro com massa My, ~ NG pode ser produzido. Para
garantir que estamos lidando no regime onde efeitos de gravitacao quantica nao
entram em jogo, vamos impor que M > M,,;,, onde M,,;, precisa ser algumas vezes
maior do que Mp?. No que segue, vamos definir o pardmetro adimensional.

Toim = Mmzn

Mp

(3.15)

e requerer Ty, > 1.

¢ Energia aprisionada:

Calculos usando relatividade geral sugerem que massa do buraco negro formado

numa colisao frontal é de alguma forma menor do que a energia total do CM, i.e. a

2Na literatura as vezes M,,;, é tomado igual Mp
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3.9

colisao nao é completamente inelastica. Portanto
Min(2) = y(2)V3 (3.16)

onde a inelasticidade y é fun¢do de z = b/b,az, onde b refere-se ao parametro de
impacto. Isto faz com que a secao de choque discutida anteriormente nao seja
mais fatorizavel, pois o valor de cutoff inferior para fracao de momentum partonica
dependa do parametro de impacto. Utilizando a proposta de [27] , podemos tomar
a secao de choque para uma colisao pp como uma média pesada pelo parametro
de impacto sobre a secao de choque partonica, com o limite inferior da fracao de
momentum partonica determinado pelo requerimento M,,;, = TminMp. Portanto,
temos

! ! Vdx T
Upp—>BH+XZ/ 2242 [z M2 dT/ —fil@) fi(2)Gijmpu(Ts), (3.17)

0 -
ij y2s
onde levamos em conta que as estimativas para a energia aprisionada sao um limite

inferior.

Resultados Experimentais

Para a busca de buracos negros no LHC, o seguinte conjunto de critérios e hipdteses

para o sinal e o background s@o utilizados no detector CMS [6] do LHC:

O modelo ADD ¢ assumido com Mp ~ 1TeV. O buraco negro esta contido na

brana onde todas as particulas, exceto os gravitons, residem.
Um buraco negro semi-cléssico é esperado.

Alta multiplicidade (N > 2—8), com grande entropia e radia¢gao Hawking fortemente

isotropica, tipica de um buraco negro nao rotante, é levada em conta para os sinais.

Uma variavel Sy ¢ definida como a soma escalar da energia transversa (Er) dos ob-
jetos individuais: jets, elétrons, fétons e muons. Apenas objetos com Er > 50GeV
entram na soma de St e contam para a multiplicidade N do estado-final. Este corte
na energia torna a anéalise insensivel a eventos nao desejados, permanecendo eficiente
para buracos negros. Também adicionamos & St a energia perdida (missing energy),
Emiss se B > 50GeV . Esta andlise é feita para Mp € [1.5TeV,2.5TeV] em

3Uma E'$S espiuria pode surgir devido a jets cuja medigao fora perdida.
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D € [6,10].

e Os eventos sao simulados utilizando o gerador monte-carlo BlackMax [28] e compa-~

rados com a simulagao feita com PYTHIA [29].

e Os eventos multi-jets da QCD sao o principal background, estimados utilizando as

simulag¢oes mais bem estabelecidas na literatura ([30, 31]).

Os principais resultados estao apresentados nas Figuras 8 e 9. Sumariamente nenhum

desvio do background foi identificado. Apenas estabeleceu-se um limite para a massa do

buraco negro para dados valores de Mp da ordem de TeV. Os dados excluem buracos

negros com massas entre 3.8 e 5.3 TeV.
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Figura 8: Energia transversa total ST, para eventos com multiplicidade N > 4,5, 6e7,
respectivamente. Dados retratados como circulos cheios com barras de erro; a faixa escura
¢ a predigao do background obtida dos dados (linha continua) com sua incerteza. Também
¢ exibido o sinal predito para um buraco negro semi-classico para trés conjuntos distintos

de parametros.

Utilizamos uma aproximagao semi-classica neste trabalho, pois nao conhecemos a

gravitagao quantica, assim como os geradores Monte Carlo utilizados, e isto pode levar a

grandes corre¢oes no resultado final. No entanto, um buraco negro semi-classico parece

estar fora do alcance do LHC com /s =8 TeV.
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B CMS Preliminary ys = 8 TeV, 3.7 fb
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Figura 9: Intervalo de confianca de 95% na massa do buraco negro como funcao da escala
de Planck Mp para vérios modelos de buraco negro gerados pelo BLACKMAX. A area
abaixo de cada curva foi excluida na tltima busca realizada no CMS.
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4 Conclusoes

Realizamos um estudo no contexto de teorias que preveem a existéncia de grandes
dimensoes extras ou dimensoes extras dobradas, onde a intensidade é caracterizada por
uma constante de Plank modificada, Mp, muito menor do que a 4-dimensional, Mp;, tais
como o ADD e o Randall-Sundrum. Estes modelos possuem uma previsao robusta: micro
buracos negros de massa da de 1 TeV devem ser produzidos no LHC e suas assinaturas
poderao nos levar a um entendimento mais profundo da gravitagao quantica e da estrutura

do espago-tempo.

Neste estudo revisamos tanto a parte tedrica, quanto experimental, envolvida na pro-
ducao de buracos negros durante colisoes de altas energias. Estudos analiticos e numéricos
foram feitos para entender melhor o processo de formagao no regime semi-classico. Os
calculos nos levaram a uma taxa de producao de ~ 10% buracos negros ao ano, no cenério

mais favoravel.

Resultados apresentados pelo CMS [6], no entanto, sao bastante desfavoraveis a esta
previsao. Porém, a interpretacao dos resultados depende do modelo utilizado, e existem
diversas correcoes propostas na literatura, ainda no regime semi-classico, todas elas le-
vando a uma taxa de producao menor e, portanto, apreciaveis somente com uma energia
de colisao maior, isto sugere que ainda podemos observar alguma assinatura apos os fu-
turos upgrades do LHC. Portanto o resultado da busca do CMS deve ser tratado como
indicativo, nao preditivo, de que a aproximacao semi-classica nao é valida na regiao dos

parametros testados pelo experimento.

Finalmente, gostaria de acrescentar que nao levamos em conta neste trabalho alguns
observaveis que podem ser de grande valia, uns que aparecem quando tratamos de um
buraco negro nao-estatico, cuja perda de energia, devido a rotacao, na forma de radiacao,
leva ao caso tratado aqui, e a Radiacao Hawking, que esta presente mesmo no caso de um

buraco negro do tipo Schwarzschild.
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APENDICE A - Relacdo para o traco de uma

matriz quadrada nao singular

Sendo M uma matriz quadrada nao singular e diagonalizavel, temos

dIn(detM) = In[det(M + 6M)] — IndetM

I det(M + 0 M)
- det M

= In(detM~"(M + 6M))
= In(det(1+ M '6M)) , (A1)

além disso, o determinante, det(1+ M~16M), pode ser tomado como o produto dos auto-
valores, a; de uma matriz diagonal A, obtida através de algum processo de diagonalizagao

de M, portanto a equagao (A.1) pode ser escrita como

dIln(detM) = In(IL;a;)
= Zln(ai)

= Tr(InA), (A.2)

utilizando o fato de que o trago ¢ invariante, i.e Tr(In A) = Tr[In(1 + M~*§M)] ficamos

com

SIn(detM) = Trlln(1+ M '6M)]
~ Tr(M'6M), (A.3)

onde desprezamos termos de segunda ordem em dM.
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APENDICE B - Equacées de Einstein

1
A agao de Einstein-Hilbert com constante cosmolégica ¢é e [ d*z/=g(R + N),
s
onde G é a constante de Newton em 4 dimensoes, g é o determinante da métrica, R o

escalar de Ricci e A é a constante cosmologica em 4D.

Prova:

5S = La/d‘*w—_g(RJrA)
_ 167TG/ (5\/_R+5\/_/\>

glﬂ’ 591“’
N P S Ve
= d4 T L iz
167G / ( dgrv i+ weoghv )59
S (B.1)

0\/—g OR  6v/—g
g =0. B.2
- 5 R++/—g Sqi + D A=0 (B.2)

Vg: levando em conta o Apéndice (A),

Primeiramente, vamos avaliar o termo p
g

1
detM

Tr(M~'6M) = d(detM) (B.3)

com M = g" e notando que g = detg,, = detM ", temos

909" = gd(g7") (B.4)
onde a soma em y e v estd implicita. Usando a equacao (B.4), o termo ; ca
g 14
0v/=g _ O(=g ")
5gl“’ - 6gl“’
_ _l(g—1>—3/25(9_1>
2 dgH
1
= - 91/2gul/ ) (B5)

2
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R
Passamos a analisar o termo 5—#: temos que R = g"”R,,,, portanto
g 4

SR = (5g" )Ry + ¢ R, . (B.6)

Vamos mostrar que g6 R, = 0: da definigao do tensor de Riemann

R),.=0JX,, -0, +T1 I 0T (B.7)

v K KT vn

temos

A A A A A A A
oR = 8’€(5Fuu) - 81/(6FMH> + (5FZV)FM7 + FZV<5Fm;) - (5FZH>FV77 - FZ/@(érun) > (B8)

UK

com v = A\
onde 6Ffw pode ser obtido da definicao dos Simbolos de Christoffel

1
Fi\bl/ = 59)47 (al/gpu + augup - apg;ux) 5 (B]_O)

1 1
5F/Aw = 5(59Ap) (OvGpu + Ougup — Opgyw) + 59/\’) (0209pu + 0ub9up — 0509) ,  (B.11)

A derivada covariante de (5Ffw é

0T, = 0cI), = I7,010, — 0,60, + T 017, (B.12)

QUK
a diferenca

0T — 0, = O, — 0,000, + T 010, — 9,1, — I,00, + T, 007, (B.13)

LUK WKV [T AR
¢ exatamente a equagao (B.8). A igualdade

SR, =602 — o0 (B.14)

UVK UV3K UKV
é conhecida como Identidade de Palatini. Com v = A, desta identidade, temos

— o

LKA

SRy = 0T,

LK

(B.15)
Segue que o termo g"”dR,, pode ser escrito como

9" OR,, = (QWCSF?M);V - (gwérﬁn);k ) (B.16)
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onde usamos o fato de que a derivada covariante da métrica é nula, i.e g" = 0. Podemos
olhar para esta expressao de maneira diferente, pois trata-se da derivada covariante de
um tensor contravariante de primeira ordem, pois s6 ha um indice contravariante livre.

De maneira geral, essa derivada segue da seguinte anélise:

Seja v* um tensor contravariante de primeira ordem, temos
vl = Ot + Thio* | (B.17)
onde o termo FZ/\ pode ser escrito, utilizando a equagao (B.10), como

1
FIZ/\ = §g,up (a)\gpu + a,ug)\p - apg,u)\)

1
=5 (9" O\ + 9" 0ugrp — 9" 0pgun)

1

= §(g#pa>\gpu> ) (B‘18)

onde a ultima igualdade decorre da constatacao que

gup udoh = gp,u oG

= 90,9 (B.19)

onde na primeira igualdade trocamos a denominacao dos indices mudos p <+ u e na
ultima utilizamos o fato da métrica ser simétrica na permutacao dos seus indices. Ainda,
utilizando a equagdo (A.3) com M sendo a matriz das componentes da métrica, [g], e
0 — 0y,

Oln(—detlg]) = Tr[lg]~'0lg]] ,
ou em termo das componentes

OrxIn(=g) = " Orgw »

obtemos
My = gon(—g)
= 3A%1n(_9)
= axln(—g)l/g
= o) (5.20)

EnEE

Portanto, a derivada covariante de um tensor contravariante de primeira ordem pode
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ser reescrita como

I L —aqut
Ui = \/_—gau(\/_g )a (B'Ql)

expressao que, para o caso particular em que v¥ = g“”éfﬁ/\, fica

(9" 0T )0 = ——= \/— 0, (V=99""6T}s) . (B.22)

e, consequentemente, a equagao (B.16) pode ser reescrita como

SR = ——= (9,(v/=9"0T) — r(V=gg™dT%)) : /. (B.23)

1
\/——_g
Tendo em vista o Teorema de Stokes,
/V\/—_g&,v”d‘lx = ji\/—_gv”dg’x, (B.24)
com v¥ = /—gg" T . € supondo que este termo se anule na superficie S,
g oR,, =0 CQD. (B.25)

Concluimos, utiliando a equagao (B.25) na (B.6), que

R

597 — R‘wj ; (B26)

e, portanto, utilizando as equagoes (B.5) e (B.26) na equagao (B.2),

0v/— 5\/ 1 1
R+ \/_ = _5\/__ggp,l/R + \/__ng/ - 5\/__,99#”/\

6g (5 /“’ 59!“’
=0

1 1
— R, — gm,R = gu,,)\ , (B.27)

da minimizacao da acao de Einsten-Hilbert obtemos as equacoes de Einstein na presenca

da constante cosmologica (B.27) .
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APENDICE C - Tensor de Einstein para o
Modelo Randall-Sundrum

Vamos obter o tensor de Einstein em 5D, Gyny = Ryn — 1/2gun R, a partir deste

Ansatz. Primeiramente, vamos reescrever a métrica como

ds* = e AWy, datdr” + dy? (C.1)
= gun(y)dz™dz™ (C.2)
com
gun(y) = e W, + 53,03 . (C.3)
1A métrica inversa é
gMN (y) = XA 4 GMN (C.4)

Com isso, podemos obter os simbolos de Christoffel
P L pr
Ly = 39 (0MgNR + ONgRM — ORIMN) (C.5)
levando em conta que gj;y € funcao apenas da dimensao extra, temos que
OLgMN = O59MN = O5Guw - (C.6)

Isso implica que os tnicos simbolos de Christoffel nao nulos sao

1
Ffw = §g5R(_5Rg,uu> (C?)
1
= _955(_55guu) (C8)
2
1
= §A'e_2‘4mw, (C.9)

!Definimos y = 2°
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e
14 1 14
Dus = 39 *(—059ru) (C.10)
1
= éeQAn”p(—QA’e’zAnp“) (C.11)
— A (C.12)

Podemos, entao, determinar o tensor de Ricci
Run = 0pThy — OnThip + Tholin — Thol5ip - (C.13)

usando as equagoes (C.9) e (C.12), temos

R, = 050, + T, -1 —I0 T (C.14)
— (A// . 2A/2)6_2A77;w o 4A/26—2Amw + A/26_2A7hw + A/26_2A7hw (0‘15)
= (A" —44%)g,, (C.16)
€
R55 - _55Fg0' - ngf"ga (C18)
= 4A" —4A* . (C.19)

O escalar de Ricci fica, portanto,

R = ¢""Ryn (C.20)
= ¢"Ru + 9" Rss (C.21)
= 4(A" —4A%) +4A" — 447 (C.22)
= 8A” —20A" (C.23)
E, enfim, o tensor de Einstein é obtido como
G = Ru-— 1g,WR (C.24)

2
= (6A” =3A4")g,, (C.25)
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1
Gss = Rss— 5955R
= G6A”.
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