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“ O acasce conceito mais fundamental que a causalidade.
Max Born.



Resumo

Neste trabalho, estudam-se aspectos fundamentais de moiagio de Monte Carlo. &
apresentados conceitos de Meica Estdstica e Diramica Estoastica fundamentais para o
desenvolvimento desta ferramentaa Hma breve explicép do Modelo de Ising por ser o
escolhido para aplicap dos algoritmos. Descrevem-se os algoritmos de Monte Garlde-
tropolis e de Banhodrmico. Tambmeé explicada a forma alternativa bastante comuméguie
forma sequencial. Estudam-se as diferencas entre oslgoig@os e suas respectivas altéag
sequenciais usando a magnetemgcomo paametro. Nos resultados obtidos, percebe-se a va-
lidade do Teorema de Peskun. Nota-se tamlgue a alterd@p sequencial surte um efeito
bastante positivo no caso do Algoritmo de Banl@rifico, aumentando sua aaaia, e dimi-
nuindo o tempo de conveigcia. No algoritmo de Metropolis, a alteéagsequencial apresenta
um comportamento mais complexo.



Abstract

In this work, we studied fundamental aspects of Monte Carlokiha Chain Methods.
Moreover, some basic concepts of Statistical MechanicsSiadhastic Dynamics needed to
understand the Monte Carlo Markov Chain Methods are presentld Ising Model is ex-
plained and used to study the two most famous algorithmsrdyetis Algorithm and Gibbs
Sampling. A very common alternative form of the algorithmsiliso presented, the sequential
updating form. The difference between Metropolis and GiBampling is analyzed using the
spontaneous magnetization. Peskun’s theorem was venitiedthe data obtained. Two posi-
tive effects were noticed in the sequential form of Gibbs @lang: it has higher accuracy and
faster convergence than its random form. In the case of Melalgorithm, the sequential
form has a more complex behavior and deserves more study.
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Capitulo 1

Introducao

Simulacoes de Monte Carlo com cadeias de Markov sao uma ferramenta que ganha cada vez
maior importancia na Fisica. Ela vem se solidificando desde o advento da computacao eletronica
até chegar aos clusters dos dias atuais, atividades que sao amplamente utilizadas atualmente.
O grande aumento da capacidade computacional permite cada vez mais realizar simulacoes e
analisar problemas de extrema complexidade. Anteriormente insoluveis, tais problemas hoje
sao calculados com erros e tempos cada vez menores.

Com o crescente poder desta ferramenta, cunhou-se o termo fisica computacional, que é
muito abrangente no contexto da fisica estatistica. Ele pode referir-se a uma gama de diferentes
aplicagoes que vao desde simulacoes de sistemas de longo alcance, aqui inclui-se por exemplo
comportamento andomalo da dgua, simulacao de enovelamento de proteinas, passando pela
vastidao dos ditos sistemas de spins. As simul¢oes também tém se mostrado uteis para explicar
fenomenos socio-economicos por meio de uma area relativamente nova denominada econofisica.

Nesta édrea frequentemente lida-se com equagoes extremamente complexas e/ou sistemas
com grande nimero de graus de liberdade. O desenvolvimento das simulagoes de Monte Carlo
para sistemas fisicos é relativamente recente. Seu inicio é atribuido ao cérebre algoritmo de
Metropolis desenvolvido em 1953 [10].

Hoje, ha vérios algoritmos baseados em geracao de Cadeias de Markov com distribuicao de
probabilidades de estados gerados a partir de testes de Monte Carlo. O trabalho tem como
objetivo estudar alguns conceitos relativos a convergéncia e a estabilidade de duas prescrigoes
fortemente utilizadas para simular sistemas de spins: o algoritmo de banho térmico e o
algoritmo de Metropolis.

Para isso, primeiramente, no capitulo 2, descreve-se muito brevemente o ambiente compu-
tacional que utilizamos para a realizacao do trabalho. Em seguida, analisa-se alguns aspectos
tedricos para o desenvolvimento de tais algoritmos, isto ¢, delinea-se mesmo que de maneira
bésica, os conceitos de ergodicidade, equagao mestra, condicao do balango detalhado e outros
conceitos importantes relativo ao estudo. Isso é feito no capitulo 3, onde se descreve especi-
ficamente a prescrigdo de banho térmico, também conhecida como amostragem de Gibbs [4]
e a prescrigdo de Metropolis [10]. No capitulo 4, ¢ introduzido o modelo mais simples para
explicar o magnetismo na matéria, o paradigmético modelo de Ising [7]. Neste modelo, serdo
aplicadas e analisadas nossas duas prescri¢oes. O uso de algoritmos de Monte Carlo baseados

1O algoritmo de Metropolis est4 entre os 10 algoritmos mais utilizados do século passado, vide por exemplo:
http://www.uta.edu/faculty/rcli/TopTen/topten.pdf



em cadeias de Markov é muitas vezes indiscriminado, ignorando possiveis nuances que cada
algoritmo pode trazer ao sistema estudado. Por isso, fez-se andlise de alguns aspectos impor-
tantes. A acuricia (diferenca em valor absoluto entre a magnetizacao exata e a magnetizacao
simulada) e a precisao (variancia assintética) bem como o tempo de convergéncia sao estudados
no capitulo 6.

Pelo menos quanto a forma e a andalise em que se apresentam os resultados, acreditamos ter
aspectos inéditos. A abordagem proposta neste trabalho pode ser de grande utilidade a futuros
estudantes que venham a explorar esse tema, ja que dificilmente se encontra na literatura dados
sobre as taxas de convergéncia de cada algoritmo em funcao do niimero de passos-



Capitulo 2

Metodologia

O trabalho foi feito primeiramente analisando o conteido tedrico disponivel sobre simulacoes
de Monte Carlo em livros académicos e artigos cientificos. Todos os codigos construidos neste
trabalho de conclusao, seja para fazer propriamente as simulagoes de Monte Carlo, seja para
fazer a analise dos algoritmos, foi realizada por meio da implementacao dos algoritmos estu-
dados em liguagem Fortran 77-90 e compilados no cluster ada.if.ufrgs.br. Os algoritmos foram
implementados pelo autor do trabalho em conjunto com seu orientador e com auxilio da biblio-
grafia disponivel. Também foram acrescidas modificagoes aos algoritmos de forma a simplificar
a analise. Os algoritmos foram rodados para diferentes sequéncias pseudo-aleatorias e os resul-
tados obtidos foram comparados com a solugao exata no limite termodinamico [12]. Utilizamos
como gerador de nimeros pseudo-aleatérios o ran2.f do livro Numerical Recipes (para maio-
res informagoes http://www.nr.com/)[15]. Para as visualigoes utilizamos o software origin 8.0
(para maiores informagoes http://www.originlab.com/).



Capitulo 3

Desenvolvimento Teorico

Neste capitulo, vamos apenas delinear alguns conceitos basicos importantes para entender a
origem dos algoritmos utilizados para simular sistemas de spins, dentre os quais destacamos
ergodicidade, processo estocastico, processo de Markov, equacao mestra e condicao de balango
detalhado. Caso o leitor se sinta desconfortavel com a maneira superficial em que os topicos
sao tratados recomenda-se os livros béasicos para preencher as lacunas, que inclusive estao em
portugués: Introducao a Fisica Estatistica, Silvio Salinas, Editora EDUSP [1], e Dinamica
Estocéstica e Irreverssibilidade de T. Tomé e M. J. de Oliveira também editado pela EDUSP

2].

3.1 Mecanica Estatistica

A mecanica estatistica é a teoria cujo objeto de estudo sao sistemas de muitas particulas, na
verdade a mecanica estatistica tem como objetivo principal dar explica¢oes microscopicas, com
uma teoria probabilistica/combinatorial aos fendmenos termodinamicos. Tais problemas tém
como caracteristica um nimero muito grande de graus de liberdade, isto resulta na impossibili-
dade de resolvé-los analiticamente. O exemplo padrao para demostrar a utilidade da mecanica
estatistica considera a dinamica de um gas monoatomico em um recipiente de aproximadamente
20 litros a temperatura ambiente. Tal sistema apresenta um nimero de particulas da ordem de
N ~ 10%.

Se supusermos que o recipiente do exemplo estd isolado e tem paredes perfeitamente re-
fletoras, ou seja, o sistema conserva energia, sabemos que o sistema ira evoluir seguindo uma
trajetoria particular no espaco de fase. Sao necessarias, portanto, 6N equacgoes e suas condigoes
iniciais. Poderiamos a partir do resultado obtido das equagoes de movimento de cada particula
realizar a soma de quantidades fisicas de interesse de todas particulas para obtermos as propri-
edades termodinamicas do sistema. Esta resolucao ¢, muitas vezes, impraticavel, seja pela com-
plexidade das equacoes, seja pelo tempo computacional necessario para algoritmos de dinamica
molecular.

A mecanica estatistica de equilibrio propée uma abordagem alternativa a estes problemas.
Ao invés de calcularmos o estado particular das particulas do sistema, as propriedades termo-
dinamicas sao obtidas através de médias sobre todas as possibilidades de configuracoes que o
sistema pode apresentar. O conjunto de sistemas de mesma configuracao macroscépica com
diferentes configuracoes microscopicas chama-se ensemble estatistico. O postulado que sus-

7



3.2 Dinamica Estocastica 8

tenta a mecanica estatistica classica de equilibrio supoe a equiprobabilidade dos microestados
de mesma energia. Desta forma, é natural supor que, ao esperar um tempo razoavel, todos os
pontos do espaco de fase serao percorridos. Entao se acredita que a grandeza termodinamica O
que medimos no laboratério através de uma média temporal em intervalo de tempo grande seja
igual a média sobre todos os microestados acessiveis que o sistema possa assumir (ensemble).
Em suma, para um sistema classico,

. I
(O0) tempo = M7 00 T /0 O(t)dt,
a média temporal da grandeza O tomando-se um tempo arbitrariamente grande, deve ser igual

a média no ensemble
_ J O, q)f(p,q)dpdq

ensemble — ff(p’ q)dpdq

onde f(p, q) descreve a densidade de pontos do espago de fase. Dizer que estas duas médias sao
iguais, é algo realmente fundamental na mecanica estatistica e denomina-se a tal suposicao de
hipétese ergoddica.

Essa hipdtese se baseia na conjectura que o sistema fisico no equilibrio se encontrara muito
mais tempo nos macroestados em que ha maior densidade de microestados e que se compu-
tarmos a média de todos estados possiveis, este valor nao diferira significativamente do valor
médio sobre todos microestados que o sistema percorreu em um determinado periodo grande
de tempo. A hipdtese ergddica impde que o sistema tenha a propriedade chamada ergodici-
dade, isto é todos os microestados do sistema devem poder ser acessados com o decorrer do
tempo. Assim, ao realizar uma simulacao de Monte Carlo que evolui um conjunto de spins
para explicar fenomenos basicos de magnetismo, esperamos que a dinamica de Markov que faga
essa evolugao gere configuragoes que satisfacam a propriedade de ergodicidade. Na verdade,
ergodicidade para as dinamicas que regem a evolucao destes sistemas é mais importante que a
condicao de balanhgo detalhado, esta tida como fundamental para se chegar na distribuicao de
equilibrio dos sistemas. Nao satisfazer ao balanco detalhado estritamente pode aumentar a ve-
locidade de convergéncia como acontece no algoritmo de banho térmico, como se nota nos dados
obtidos. Contudo, para entender como se estabelecem as dindmicas que conduzem ao estado
de equilibrio, sao necessarios alguns conceitos basicos relacionados a dinamica estocéstica.

(0)

3.2 Dinamica Estocastica

Chama-se de processo estocastico uma variavel que assume valores aleatérios ao longo do tempo.
Se tivermos uma equagao de algum processo fisico regido (em parte, ou totalmente) por uma
variavel aleatoria, dizemos que temos uma dinamica estocédstica. Define-se realizacao, como
uma particular sequéncia de valores assumidos pela variavel aleatéria. Supondo uma variavel
de uma dinamica estocdstica a tempo discreto, chamaremos z;(¢;) os valores da variavel = no
instante ¢;, com ¢ = 1,...,n para a realizacao j = 1,...,m. Entao a média temporal da varidvel

de x é dada por:
1 n
T=_— E , 1
U AL L z(t:) (3:1)

onde At expressa intervalos de tempo discretos supostos iguais, para os quais as transigoes
ocorrem.
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A média sobre m realizacoes é dada por:

S ! (32

m

Se analisarmos o valor de z(t;41), ele estard de certa forma relacionado ao valor z(¢;). Por
exemplo, a posi¢ao de uma particula em movimento browniano nao devera estar muito distante
da posigao anterior se o intervalo de tempo nao for muito grande. Por isso, é fundamental
definir a chamada funcao de autocorrelagao de um processo estocdstico e como ela varia com
o tempo. A funcao de autocorrelacao indica quanto o valor da variavel aleatéria depende do
valor anterior. Podemos expressa-la por

Cltity) = (a(tety)) — (=(h:)) (x(t;))
= i mt)m(ty) — o ik mt)] 20 @)

Quando a média da varidvel aleatéria ndo depende do tempo e C(t;,t;) depende apenas da
diferenga |t; — ¢;|, o processo estocdstico é dito estacionario. O comportamento da fungao de
autocorrelacao depende obviamente do processo analisado. Entretanto, quando nos referimos
a processos estocasticos estacionarios em fisica, como é o caso dos sistemas de spins, é muito
corriqueiro, longe da transicao de fase, observar um comportamento exponencial com |t; — ;|
desses sistemas, o que pode ser expresso como:

C(ti, t;) ~exp(—t; — ;| /1), (3.3)

onde 7 define uma escala de tempo na qual a correlacao é importante.

3.2.1 Processo estocastico de Markov

E natural pensar em um processo estocastico em que o valor de x(t;41) depende de todos os
valores anteriores a ele. Assim, possivel é escrever isso como uma probabilidade condicional:

Pr [ZE(tH_l)] =Pr [l'(tz—&—l) | Jf(tz), ZL‘(ti_l), Jf(ti_g), ey ZE(tQ)] .

Uma classe de processos importantes na fisica sao aqueles em que a probabilidade de um
estado seguinte depende unicamente do estado atual. Estes sao chamados processos de Mar-
kov. Um processo é chamado markoviano se sua probabilidade de transicao de um estado
para outro pode ser expressa pela relacao

Pr{z(tiv)] = Prlz(tiv) | x(t:)].

A sequencia de valores gerados através deste processo é o que denominamos cadeia de
Markov.

A importancia dos processos de Markov se deve, principalmente, ao fato de varios processos
serem markovianos em determinada escala de tempo. Este argumento é corroborado ao observar
o comportamento exponencial de C(¢;,t;) na eq. 3.3, que tende a zero quando |t; — ;| for
substancialmente maior que 7. O tratamento matematico de um processo de Markov é muito
mais simples que um processo estocastico genérico cujas probabilidades de transicao sejam
correlacionadas com varios valores anteriores. A dinamica dos processos de Markov é dada pela
equacgao mestra.
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3.2.2 Equacao Mestra

A equacao mestra descreve a evolucao temporal da probabilidade do sistema se encontrar
em determinado estado microscopico. Sua construgao é feita a partir de uma aproximgao de
primeira ordem. Suponhamos que T(w — z) represente a densidade de probabilidade por
tempo (taxa) de que o processo de Markov no estado w passe para o estado x, e que Pr(z,t)
seja a probabilidade do sistema estar no estado x no instante ¢. Entao, a variagao no tempo da
probabilidade do sistema se encontrar em = é dada pela equacao

d
— Pr(x,t) = Pr(w,t)T(w — x) — Pr(x,t)T(x — w)],
S Pr@ ) =3 [Pr(w,)T(w = @) = Pr(a,)T(x - w)]
que é frequentemente chamada de equagao mestra e por alguns de equacao de Chapman-
Kolmogorov. A interpretacao dela pode ser memorizada da seguinte forma, a mudanca no
tempo da probabilidade de permanéncia no estado = é a diferenca entre o que ’entra’ e o que
‘sai” do estado.

3.2.3 Balancgo Detalhado e reversibilidade

A equacao mestra rege a evolucao temporal de qualquer processo de Markov, mas nem todo
processo de Markov vai para um estado estacionario. A condig@ao para um processo de Markov
convergir para um estado estaciondrio é a exigéncia que dPr(z,t)/dt = 0. Nesta situacao
Pr(z,t) = m(x) é dita a distribuigao estacionaria do sistema e neste caso dizemos que a condicao
de balanco é satisfeita, isto é

> [r(w)T(w — ) — 7(2)T(x = w)] =0 (3.4)
w

Assim, sob esta condigao, esperamos que para um tempo suficientemente longo Pr(z,t) —
m(x). Um estado estacionario nao necessariamente estabelece reversibilidade miscroscépica

do sistema, isto é
m(w)T(w — x) = 7(x)T(z — w). (3.5)

Estados estacionarios que satisfazem a essa particular condi¢ao, conhecida como condicao do
balanco detalhado, sdo chamados de estados de equilibrio e a distribui¢do estacionaria 7(x),
neste caso, ¢ denominada como a distribuicao de equilibrio do sistema.

A condicao do balanco detalhado 3.5 é mais restritiva que de estado estacionario 3.4. A
condigao 3.5 impoe que cada termo do somatoério seja nulo. Ela satisfaz nao apenas a condigao de
estado estacionario, como também diz que, no equilibrio, o estado sera tao mais populado quanto
maior for a taxa de transicao para ele. E sera populado de forma inversamente proporcional a
taxa de saida do estado. Nao necessariamente existe uma tinica escolha que satisfaca ao balango
detalhado e que conduza ao estado de equilibrio. Duas escolhas importantes, que definem taxas
que realizam a evolucao para a distribuicao de equilibrio de sistemas de spins sao as prescricoes
de Metropolis e de banho térmico. Um sistema de spins particularmente importante onde se
pode estudar tais evolugoes é o modelo de Ising em duas dimensoes, que foi o escolhido para
esse trabalho pela sua simplicidade e existéncia de solugao exata [12].



Capitulo 4

Modelo de Ising

Um dos temas de grande interesse na fisica ¢ o magnetismo na matéria. Estudar propriedades
macroscépicas, como a magnetizacao em um ferromagneto, a partir de interagoes microscopicas
e sob quais condicoes estas propriedades se manifestam é de fundamental importancia tanto do
ponto de vista tedrico como da aplicagao tecnoldgica.

A interagao dos spins foi calculada por W. Heisenberg [6] via o chamado hamiltoniano de
Heisenberg sem a presenca de campo externo:

H=— Zij Jijﬁi : ﬁja

na qual ?, ¢ o spin do ¢-ésimo elétron e J;; representa a integral de troca do i-ésimo com o
j-ésimo spin. Para uma melhor comprensao do que vem a ser uma integral de troca, pode se
consultar por exemplo o livro Introduction to Quantum Mechanics de David J. Griffiths, da
editora Prentice Hall [5]. As componentes S¥, S e S? sdo operadores que nao comutam entre
si. O tratamento via mecanica quantica nao conduz a resultados exatos para propriedades
termodinamicas além de ser muito complicado de se estudar rigorosamente. Observa-se que,
se J;; > 0, os elétrons com alinhamento paralelo tem menor energia, e quando J;; < 0 o
alinhamento anti-paralelo sera privilegiado. Os materiais com J;; > 0 exibem comportamento
ferromagnético enquanto os que tem J;; < 0 tem comportamento anti-ferromagnético.

Ernst Ising, orientado por W. Lenz, propos tratar o hamiltoniano de Heisenberg utilizando
algumas simplificacoes. Se o arranjo onde estao os &tomos possuir uma grande anisotropia axial,
ou um campo forte aplicado, podemos ignorar a contribuicao de energia das componentes dos
spins nao paralelas a este eixo. Considerando a distancia entre os spins vizinhos como sendo a
mesma, entao é razoavel considerar que as integrais de troca tem um valor constante para os
primeiros vizinhos em um reticulado. Supondo que a distancia dos segundos vizinhos é grande,
J torna-se nulo para os spins mais distantes. E. Ising também inseriu a interagao dos spins com
um campo magnético externo no seu modelo. Portanto podemos espressar o hamiltoniano do
modelo de Ising, considerando N spins, através de:

N
H = —JZO'Z'O'j—i-HZUi.
(i) i=1

Agora, os 0; nao sao mais operadores, mas representam a componente paralela ao eixo do
campo magnético do i-ésimo spin, que podem assumir apenas dois valores +1 onde o valor /2

11



12

foi incorporado a constante de acoplamento J. A () denota que a soma na equacao deve ser
realizada apenas para os primeiros vizinhos. O trunfo do modelo de Ising se deve a ele ser
um modelo nao-trivial com solucao exata para campo H = 0 em uma dimensao e em duas
dimensoes para uma rede quadrada [7] [12].

A solucao em uma dimensao foi dada pelo préprio E. Ising [7], sua solugdo nao prevé
magnetizacao espontanea como podemos ver na sua expressao para a magnetizagao por spin:

B sinh(BH)
mall 1) = [sinh?(BH) + e=457] /%

isto é my4(5, H =0) =0, onde 8 =1/(kpT) com kg sendo a constante de Boltzmann.
Em duas dimensoes, a solugao foi dada por Lars Onsager [12]. A solugao prevé magneticacao
espontanea, pois para H = 0, temos que a magnetizacao por spin é dada por

1/8

m2d<T) =

1 —sinh™* (M> (4.1)

T

Os resultados de Onsager também determinam que o sistema apresenta uma transicao de fase
de segunda ordem (continua) em

T 2J
" kpln(l4+v2)
Isto é, para T' < T,, o sistema apresenta magnetizacao expontanea enquanto que para T >
T. o sistema encontra-se completamente desordenado e portanto nao apresenta magnetizacao
espontanea. E comum se referir a este tipo de transi¢cao como ordem-desordem.

O modelo de Ising em 3 dimensoes ainda nao apresenta solugao analitica, mas mesmo assim
¢é possivel provar a existéncia de magnetizacao espontanea através do argumento de Peierls
[13] que se aplica para duas ou mais dimensoes. No préximo capitulo, aplicam-se diferentes
algoritmos para estudar a evolugao temporal do modelo de Ising em 2 dimensoes, bem como
sua convergeéncia ao estado de equilibrio.



Capitulo 5

Algoritmo de Metropolis e Banho
Térmico

Neste capitulo, exploram-se de maneira rapida duas dinamicas importantes para evoluir o
modelo de Ising. Na primeira secao, estuda-se o algoritmo de Metropolis. A seguir, na segunda
se¢ao, o algoritmo de banho térmico, também conhecido por amostragem de Gibbs, é estudado.
Os dois modelos apresentados estdo na versao de troca tnica de spin (do inglés: single spin

flip).

5.1 Algoritmo de Metropolis

O algoritmo de Metropolis é de fundamental importancia, pois combinou os conceitos de cadeia
de Markov com o método de Monte Carlo com amostragem por importancia para estudar
comportamentos de sistemas de grande numero de graus de liberdade. A ideia fundamental
nesse algoritmo ¢é gerar uma cadeia de Markov de estados e calcular as propriedades fisicas
trocando complicadas médias configuracionais por simples médias aritméticas sobre os passos
de Monte Carlo usando a propriedade de ergodicidade. O algoritmo de Metropolis define as
taxas de transicao entre estados de forma que a razao entre as taxas seja igual a razao entre
as probabilidades dadas pela distribuilgao de equilibrio térmico. Dessa forma, tenta-se gerar
um processo de amostragem nos estados com maior probabilidade de ocorréncia. Em resumo,
a amostragem por importancia obedecendo a distribuicao de Boltzmann é feita por itermédio
de uma cadeia de Markov de estados gerada com as taxas de transicao ajustadas. O passo de
Monte Carlo do algoritmo de Metropolis (de troca de um tnico spin) aplicado ao modelo de
Ising para uma rede com N spins, sendo N = L2, pode ser assim resumido:

Descricao
1 Sorteia-se um sitio da rede e inverte-se a orientacao do spin;
2 Calcula-se a mudanga de energia de tal troca AF;
3 Se a troca diminui ou nao altera a energia, aceita-se a troca;
4 Se a troca aumenta a energia, sorteia-se um numero pseudo-aleatério uniforme

rentre [0,1], se r < e AE/RBT gceita-se a troca, caso contrario rejeita-se.

5 Repete-se o mesmo procedimento de 1 a 4 outras N — 1 vezes;

13
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O algoritmo descrito apresenta ergodicidade uma vez que todos os estados do sistema sao
acessiveis a partir de qualquer estado. Outro aspecto importante é que o algoritmo, por cons-
trucao, satisfaz ao balanco detalhado. Considerando que a probabilidade de ocupac¢ao de um
sistema em contato com um reservatorio térmico é dado pela distribuicao de Boltzmann, a
probabilidade do sistema estar no estado ¢ com energia F(() é dada pela distribuigdo canonica:

o~ BE(Q)

¢*en

onde €2 denota o conjunto de todos os estados acessiveis ao sistema.

Pr(() B e_(E<<>fE(<*) )

kT

Pr(¢¥)

Se o sistema se encontra no estado ¢ e sorteamos a mudanca para (*, sua aceitacao sera
exp [— (E(C*) — E(C) ) /kpT] se a energia E(() for menor que E(¢*). Agora estando em (¥, se
sortearmos a mudanca para o estado ( novamente, sua aceitagao sera 1. Portanto, o quociente
entre as taxas de mudanga ¢ igual ao quociente das probabilidades, que é exatamente a condicao
de balanco detalhado 3.5.

5.2 Algoritmo de Banho térmico

Outra forma de simular o mesmo sistema de spins é com o algoritmo de banho térmico. Este
algoritmo foi primeiramente proposto por S. Geman e D. Geman [4] em 1984. O algoritmo do
banho térmico também se baseia em fazer uma amostragem por importancia no espaco de fase.
Este algoritmo é conceitualmente mais facil de entender em comparacao com o Metropolis. Ele
determina uma probabilidade de orientacao do spin baseado na orientacao de seus vizinhos
independente do seu estado atual.

Baseado na configuragao dos spins vizinhos, calculam-se as energias correspondentes a cada
estado possivel de ser atingido (inclusive permanecer no mesmo). Como no caso do algoritmo
de Metropolis, calculam-se as probabilidades de transicdo (permanéncia) para cada estado,
utilizando a distribuicao de Boltzmann. No modelo de Ising, a energia de interacao depende
apenas das interacoes com os primeiros vizinhos, entao a probabilidade de orientagao do spin
depende apenas da orientagao dos primeiros vizinhos. Defindo S; como sendo a soma dos spins
vizinhos ao spin lido o;, o passo de Monte Carlo deste algoritmo na sua forma de troca tnica
de spin pode ser descrito da seguinte forma:

Descricao
1 Sorteia-se um sitio da rede;
2 Leé-se a orientacao dos spins vizinhos e calcula-se .5; ;
3 Define-se que a probabilidade do spin lido transionar para o; = +1 como
p(- = +) = %;
4 Sorteia-se um nimero pseudo-aleatério r entre [0,1]. Se r < p(- — +), 0; := +1 sendo o; := —1
5 Repete-se o mesmo procedimento de 1 a 4 outras N — 1 vezes;
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Obviamente, a probabilidade do spin se orientar para baixo p(- — —) = 1 — p(- — +).
Poderfamos alternativamente definir o passo 3 e 4 como funcao de p(- — —), fazendo as devidas
mudancas.

Novamente, observamos que esse algoritmo apresenta ergodicidade, uma vez que é possivel
chegar a qualquer configuracao de spins alterando individualmente os spins.

Este algoritmo também satisfaz o balanco detalhado, pois

p(-— —)
p(-— +)

= exp(—24JS) =

que ¢ equivalente a eq. 3.5.
Uma vez discutidos os algoritmos, no préximo capitulo apresentaremos uma andlise quan-
titativa das principais diferencas entre eles.



Capitulo 6

Analise dos Algoritmos e Resultados

Nesta parte se faz uma anédlise e comparacao de diversos pontos entre o algoritmo de banho
térmico e Metrdpolis, fazendo leituras sequencial ( que nao satisfaz ao balan¢o detalhado) e
aleatéria ( que satisfaz ao balango detalhado) e se apresentam alguns resultados comparati-
vos exploratérios que tentam analisar o limite de validade do teorema de Peskun [14] para
a variancia assintética. Também se explora como a forma de leitura influencia o tempo de
convergéncia de cada algoritmo.

6.1 Aspectos iniciais dos programas

Para efeitos de comparacao entre os dois algoritmos que estudamos, ambos foram implemen-
tados para uma unica e mesma rede regular, quadrada, de lado L = 100, portanto com 10000
spins, pois o interesse aqui nao é o estudo de efeitos de escala e mas uma comparacao, ainda
que empirica, da convergéncia e estabilidade (permanéncia nos estados de equilibrio) das si-
mulacoes. A rede com essas dimensoes, sem consideragoes de simetria, comporta 910" possiveis
configuracoes diferentes, o que equivale a ordem de grandeza de 10391,

Os algoritmos foram implementados utilizando as chamadas condigoes periédicas de con-
torno. Essa condigao prescreve que o vizinho do primeiro spin de uma linha (ou coluna) é igual
ao ultimo spin da linha (coluna) e vice-versa. Sabemos que essa condi¢do gera simetrias frente
a translagoes na rede. Ha também simetria frente a inversao de todos de spins em campo nulo.
Contudo, mesmo que tais consideragoes possam diminuir consideravalmente a quantidade de
calculos necessarios ainda assim nao seriam suficientes para realizar uma média das variaveis
termodinamicas em todo espaco de fase. Isto significa que nao hé, na pratica, solucao analitica
para esta rede, mesmo que finita.

Desta forma, os resultados obtidos e que serao apresentados neste capitulo sempre foram
comparados com o resultado exato obtido por Omnsager no limite termodinamico (L — o0).
Isso direcionou para um critério de parada (ainda que empirico) para observar as séries que
convergiam para um determinado tempo decorrido de simulagao como podera ser visto e descrito
ainda neste capitulo.

Cabe ressaltar que, caso diminuissemos muito o tamanho a rede, poderiamos calcular os
resultados exatos para redes finitas, contudo estes resultados nao coincidem e até escondem
efeitos fundamentais previstos nos cédlculos tedricos no limite termodinamico. As divergéncias
que existem no limite termodindmico nao existem em redes finitas (vide pg.20 de [11]). Em

16
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uma rede pequena essas curvas sao mais suaves que redes grandes, como pode se ver na pg.79 de
[8]. Por isso, foi escolhido um tamanho de grande de rede que possibilitasse ter algum grau de
confiabilidade no que se refere a tempo de convergéncia e estabilidade da solugao no equilibrio.

Certamente, com esse tamanho de rede, nao sera percorrida uma fracao significativa do
espago de fases. Portanto, ressalta-se a importancia de gerar uma dinamica que corresponda a
uma amostragem tendenciosa dos estados de equilibrio. Como condicao inicial, foram escolhi-
das configuracoes aleatérias. Cada ponto da rede tem cinquenta por cento de probabilidade de
se encontrar orientado para cima ou para baixo. Tal condicao inicial é chamada na literatura
de condicao de temperatura infinita. Assim, as simulac¢oes correspondem a relaxacoes que con-
duzem o sistema para o equilibrio, isto é uma termalizacao, uma vez que o sistema inicialmente
a uma temperatura infinita é resfriado rapidamente (em inglés: quenching) a temperatura de
simulagao T" < T,.. O que estamos simulando é justamente esse trajeto em direcdo a uma
solugao estacionaria, o que pode ser diferente para cada uma das dinamicas.

Como apresentado no desenvolvimento tedrico, o modelo de Ising tem como parametro
critico uma relacao entre a constante de Boltzmann kg, temperatura e o valor de acoplamento
J. Nos resultados a seguir, todas as grandezas estao em um sistema de unidades em que
J/kp = 1. Desta forma, a tnica dependéncia do sistema fisico para a transi¢ao de fase é da
temperatura.

6.2 Atualizacao Sequencial e Atualizagcao Aleatoria

Uma forma bastante comum de encontrarmos os dois algoritmos é a forma sequencial [16].
Na forma sequencial, nao se sorteia o sitio alterado. Alternativamente, os testes sao feitos
percorrendo a rede de forma ordenada passando por todos os sitios em cada leitura da rede.
Um exemplo de forma sequencial é comecar testando um sitio e logo depois o sitio imediatemente
a esquerda, e repetir o processo até testar toda linha. Depois repetir o processo para a linha
imediatamente abaixo até percorrer todas linhas. Esta alteracao é interessante pois permite a
eliminacao dos sorteios do sitio, tornando cada teste mais rapido. Outro aspecto desta forma
de leitura da rede é a facilitacdo do processo de paralelizagao do programa. Entretanto, essa
alteracao tem seu custo. O algoritmo nao apresenta ergodicidade, tampouco obedece ao
balango detalhado. Algumas configuragoes iniciais podem levar o algoritmo a passar sempre
pela mesma sequéncia de estados. Um exemplo trivial de configuracao inicial é representado
pelo sistema 2 x 2 da figura 6.1. Observe que ele nao sera ergddico se a leitura for sequencial e

2 . . ., . -
na ordem , pois tal configuracao se repetira a cada 2 passos se for aplicada a prescri¢ao

3 4
de Metropolis.

O algoritmo assim implementado nao satisfaz ao balanco detalhado uma vez que sempre é
possivel o sistema transicionar para uma configuragao que difira apenas no spin a direita de um
dado sitio, entretanto o sistema jamais transicionara para o estado anterior no préximo teste.

Embora a forma sequencial do algoritmo nao tenha estes requisitos, vemos que o algoritmo
obtém resultados bons de forma répida [16]. Um estudo sobre o funcionamento da forma
sequencial é encontrado em [9]. O trabalho apresenta argumentos com os quais se mostra
que para convergir ao equilibrio o algoritmo nao necessita obedecer ao balanco detalhado em
qualquer tempo, desde que a dinamica seja regular. Ou seja, deve existir um nimero inteiro nao
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+ =

+ | +

Figura 6.1: Com a leitura sequencial no algoritmo de Metrépolis, esta configuracao sera repetida
a cada dois passos de Monte Carlo

nulo de testes no qual é possivel acessar qualquer configuracao independentemente do estado
do sistema. Isto matematicamente pode ser dito da seguinte forma: a matriz de transicao A
entre os estados do problema (e aqui ndo nos restringimos apenas aos sistemas de spins) deve
satisfazer a seguinte propriedade de regularidade na amostragem:

[A™];; > 0 para todo i, j para algum m fixo

onde [A™];; denota a probabilidade de que o estado i transicione ao estado j em m passos.

Desta forma, a cadeia de Markov produzida em questao convergird para uma cadeia com
distribuicao de probabilidades estaciondria correspondente a distribuicao definida pelo teste.
Para o algoritmo de Metropolis na forma sequencial convergir sempre para a distribuicao de
Boltzmann basta subtrair um dado nimero entre zero e 1 de todas probabilidade de transicao.
A transformacao é descrita pela expressao:

A—-(1—-a)A+al.

Assim, tornam-se diferente de 1 as transicoes que abaixam ou nao alteram a energia do sis-
tema. Também se alteram as taxas de transicao que aumentam a energia. Esta alteracao nao
leva o algoritmo a condi¢ao de balanco detalhado, mas é suficiente para gerar uma cadeia de
Markov com distribuicao de Boltzmann como distribuicao estacionaria. E interessante notar
que esse numero, embora tenha que diferir de zero, pode ser muito pequeno tornando o al-
goritmo quase igual ao Metropolis sequencial original. Neste trabalho, tal transformacao nao
foi realizada, deixando a andlise da influéncia de para estudos posteriores. Portanto, nao ha
garantia tedrica que o algoritmo de Metropolis sequencial deste trabalho terd uma distribuicao
estacionaria. Embora, possamos inferir que em uma rede desta dimensao ¢ muito dificil chegar
a uma configuracao que gere problemas de ergodicidade.

O algoritmo de banho térmico, por outro lado, se implementado na forma sequencial satisfaz
a condicao de regularidade sem que nenhuma alteracao seja necessaria. Portanto, nao ha
aparentemente nenhuma desvantagem em realiza-lo assim.
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Ainda com respeito ao balanco detalhado, é facil ver que ele é satisfeito sempre tanto para
o Metropolis quanto para o banho térmico se a escolha do spin é feita aleatoriamente e nao
de maneira sequencial. Suponha no caso do Metropolis por exemplo, com a dinamica de unico
spin trocado (0; — —o;) a probabilidade de se passar de uma energia £ = —0,5 + A para
E = ;5 + A, onde aqui S denota a soma dos primeiros vizinhos do spin o; e A a energia de
todos os spins fora dessa vizinhanca, é dada por

w(FE — E) = w(o; = —0;) = min{1, e 2775}

e naturalmente w(E — E) = w(—0; — 0;) + > jw(o; — 0;) = min{l, 299151 pois a segunda
soma é nula pois a troca é de um tnico spin. Isto implica que se w(E — E) = 1, entao
w(E — E) = €25 ¢ se w(E — E) = ¢ 295 _entao w(E — E) = 1. Como as distribuigoes de
equilibrio de Boltzman sao dadas por Pr(E) = e #(-0i5+8) /7 ¢ Pr(E) = ¢ #@i5+8) /7 onde Z
¢ a funcdo de particao do problema temos que w(E — E)Pr(E) = w(E — E) Pr(E) sempre.
Para o banho térmico, a demonstracao é analoga.

6.3 Comparacgao entre os Algoritmos

O valor dado por uma simulacao de Monte Carlo depende de varios fatores entre eles quantos
pontos serao usados para realizar a média, de que instante da simulacao sera computada a
média, da particular sequéncia de nimeros aleatérios empregada. Neste trabalho, adotou-se
como critério de avaliacao dos algoritmo o valor absoluto da magnetizacao do sistema. Tal
escolha se justifica por ser o parametro de ordem do sistema fisico na teoria fenomenolégica de
Landau (vide pg.309 [1]) e por sua facilidade de calculo.

A seguir, apresentam-se resultados quantitativos da camparacao entre os algoritmos. As
quantidades andlisadas sao: a acuracia, a precisao e o tempo de convergéncia. A acuracia
¢ o quao préximo da solucao exata é o valor dado pelo algoritmo. A precisao estd associada
a quanto varia da média os valores calculados pelo algoritmo. E, por final , o tempo de
convergeéncia, que ¢ a quantidade de passos necessarios para que o valor dado pelo algoritmo
tenha um valor igual, com uma margem de erro (posteriormente explicitada), ao valor exato.

6.3.1 Acuracia da Solucao

Um aspecto fundamental dos algoritmos é sua capacidade de calcular corretamente os valores
de interesse do sistema fisico. Uma qualidade da medida da quantidade fisica pode ser avaliada
com a observacao da acuracia. Para tanto, utilizou-se a expressao 4.1 que é a solugao exata

para o modelo em uma rede infinita. Define-se o erro médio e,, de acordo com a expressao
6.3.1:
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sendo W o nimero de realizagoes que convergiu para um valor e m; o valor médio da
magnetizagao da i-ésima realizagdo. A acuracia das solugoes foi analisada apenas para as
realizacoes que convergiram para um valor proximo ao dessa a expressao dentro de uma precisao
€. O critério para estabelecer o valor de € é um problema neste caso. No entanto, quando se
observa a evolugao temporal de varias realizagoes 6.2, percebe-se que é possivel determinar um
critério visualmente. Primeiramente, evoluimos varias séries temporais da magnetizacao para
uma dada temperatura de acordo com as dinamicas de Metropolis e de banho térmico lendo
a rede de forma sequencial e também aleatoria. As figuras 6.2 e 6.3, ilustram essas evolugoes
para o algoritmo de Metropolis, com leitura sequencial para a temperatura T' = T./2.
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Figura 6.2: (a): Evolugao temporal da magnetizacao para realizacoes diferentes realizagdes
usando Metropolis com leitura sequencial.

Na figura 6.3 (b) , mostra-se a regiao do retangulo da figura 6.2 (a) ampliada. Analisando
as flutuagoes térmicas, determinou-se a margem de erro € como entrada para nosso algoritmo
auxiliar. Neste caso, de forma segura, ¢ é dado por 0.01. Um algoritmo auxiliar computa que
a magnetizacao convergiu para o magnetizagao de equilibrio se, em valor absoluto, o valor da
magnetizac¢ao exata( dada por 4.1) menos a média da magnetizagao no equilibrio é um niimero
menor que €. O nimero de realizagoes que convergem para um dado valor depende do ntimero
de passos, este ponto sera abordado posteriormente.

Para fins de analise de acuracia das solugoes, foram computadas médias temporais da mag-
netizagao para cada semente aleatéria em cada instante posterior a 2000 passos até 10000,
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Figura 6.3: (b): A amplitude das flutuagoes para uso como critério de parada para o algoritmo
que calcula a variancia média, acurdcia média e os tempos para quais as séries convergiram
para o valor exato a menos dessa amplitude (precisdo)

apenas para as séries que convergiram. O mesmo procedimento foi realizado para instantes
posteriores de 5000 passos até 10000. Este procedimento foi repetido para as seguintes tempe-
raturas: T./3, T,./2 e 2T./3. Os valores determinados para cada temperatura foram ¢ = 0.004,
0.01 e 0.04 respectivamente. Realizou-se 30 diferentes séries com sementes diferentes para cada
temperatura para cada algoritmo.

A tabela 6.1 apresenta o erro médio da magnetizagao (dado por 6.3.1) obtida pelos algorit-
mos de banho térmico e Metropolis aleatdrios e suas respectivas versoes sequenciais. A primeira
coisa que se nota é que o erro médio é baixo. Todos algoritmos atingem o valor tedrico com
uma margem de erro bastante baixa. Nota-se também que usar apenas os pontos finais de uma
simulacao que ja tenha convergido nao melhora o resultado, pois o uso de maior nimero de
pontos é mais importante neste caso.

Observa-se que usar os 5000 passos finais das simulagbes que convergiram é pior que usar
os 8000 passos finais, neste caso especifico. Embora os tltimos 5000 passos de uma simulacao
tenham, em geral, um desvio padrao menor (observe a tabela 6.2) e mais séries que convergiram,
seu erro médio é maior.
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Tabela de Erro Médio da Magnetizagao(x10™")

Acima de 2000 passos de Monte Carlo

Metropolis Banho Térmico Metropolis Sequencial Banho térmico Sequencial

T./3 17,87 06,65 12,76 09,09
T./2 83,71 63,96 73,30 61,72
2T./3 322,17 317,68 297,74 322,23

Acima de 5000 passos de Monte Carlo

Metropolis Banho Térmico Metropolis Sequencial Banho Térmico Sequencial

T./3 19,02 14,43 12,76 11,23
T.)2 11247 131,61 90,66 88,57
27./3 381,01 481,02 348,49 348,46

Tabela 6.1: Tabela de erro médio da magnetizacao dos algoritmos

Outro aspecto importante é que a alteracao sequencial parece melhorar a acurdcia no caso
do algoritmo de Metropolis mesmo tendo a ergodicidade quebrada. A alteracao sequencial no
algoritmo de banho térmico parece ter um efeito significativo positivo, embora o erro médio
ainda seja maior em alguns casos.

6.3.2 Desvio Padrao da Solucao

Outra quantidade fundamental na anélise da qualidade da solucao ¢ a precisao do valor obtido
na simulacao. Tal quantidade é importante por ser costumeiro tomar a média de apenas uma
parte dos valores de uma sequéncia que convergiu. Cabe ressaltar que essa média de um
valor tera associada a ela um desvio padrao da média o,, dado por 6.1 quando aplicado a
magnetizagao por particula. E bastante claro que o erro associado a uma medida sera tanto
menor quanto maior a quantidade de estados amostrados.

N o\ /2

N(N - 1) JN

com m = (1/N) Zf\il m; a magnetizacao média tomada sobre N passos de Monte Carlo.

Peskun em [14] demonstrou um teorema que associa a variancia de uma medida através de
uma simulagdo de Monte Carlo a sua taxa de transi¢ao de estados na cadeia de Markov. O
teorema de Peskun pode ser enunciado da seguinte forma:

Teorema 7.1: Sejam P, e P, duas matrizes irredutiveis de transicao que satisfazem a
condicao de balanco detalhado para a mesma distribuicao de probabilidade de estados w. Se
P, < Py isto é, se todas as probabilidades de transi¢ao, entre quaisquer par de estados diferen-
tes determinado por P, sao menores que os correspondentes de Py, entdo o valor da variancia
assintotica o(f,m, P1) da quantidade fisica f, estimada por I = (1/N) Zi\ilf(Xt(l)) associ-
ada a cadeia de Markov Xt(l) evoluido de acordo com P, € menor que a variancia assintotica
o(f,m, Py) da mesma quantidade fisica associada a cadeia de Markov evoluida Xt(z)por Py, isto

€ I=(1/N) S, F(X?)
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Demonstracao: Vide Peskun [14].
O teorema de Perskun assim mostra que o desvio padrao assintético, isto é no limite de
N — 00, de uma quantidade fisica m estimada por uma cadeia de Markov de estados

N N 12
— lim > ima (mi — )
o(m,m, P)=1 < ) )

N—oo (N—]_

é uma propriedade associada a matriz de transicao do algoritmo. Uma vez que a variancia as-
sintética é tanto menor quanto maior os elementos da matriz de transicao, a maior precisao sera
alcancada maximizando os elementos da matriz de transicao, na construcao de um algoritmo
que obedeca ao balcanco detalhado.

Na forma aleatoria, podemos definir a transicao de estados como o sorteio de uma mudanca
de posicao do spin multiplicada por uma taxa de aceitacao. Assim, a probabilidade de sorteio
de cada sitio é igual nos dois algoritmos. A aceitacao do novo estado correspondente a transicao
(0; = —0;) serd dado pelas expressoes 6.2 e 6.3 para o algoritmo de Metropolis e banho térmico,
respectivamente:

- ~(225)
wy(0; = —0;) = min {1, e kBT } (6.2)
e
1
wBT(Ui — _Ui) = =35 (63)
1+ eksT

onde S denota a soma das varidveis de spins dos vizinhos do spin lido: o;.
Nas expressoes 6.2 e 6.3 para qualquer S possivel, vemos que aceitacao do algoritmo de
Metropolis é a méaxima. Pois a condigao

_(2J5 1
e (kBT) > — 25 (64)
1+ eksT
uma vez que
e(;f‘l%)
<1 (6.5)

(=)

pois

HET) S 0, (6.6)

Também
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Média dos desvio padroes da média (x107°)

Acima de 2000 passos de Monte Carlo

Metropolis Banho Térmico Metropolis Sequencial Banho térmico Sequencial

T./3 10,33 10,34 10,36 10,34
T./2 67,01 67,25 66,95 67,16
2T./3 207,97 208,78 208,71 207,45

Acima de 5000 passos de Monte Carlo

Metropolis Banho Térmico Metropolis Sequencial Banho Térmico Sequencial

T./3 10,26 10,33 10,36 10,30
T./2 67,02 67,20 67,12 67,18
2T./3 208,23 208,73 208,57 206,94

Tabela 6.2: Tabela da Média dos Desvios padroes da média de cada algoritmo, considerando
apenas as séries que convergiram

1
g < 1, (67)

1+ e*BT

para qualquer S. Contudo, nos casos em que a atualizacao é sequencial, o teorema de Peskun
nada diz. Assim é necessario tracar um comparativo. Para verificar quanto a precisao de um
algoritmo é melhor que a do outro, foi construida a tabela 6.2. Nesta tabela, apresentam-se
os valores médios dos desvios padroes da média de cada algoritmo nas mesmas condigoes da
tabela anterior. Sé foram computadas os desvios padroes para as séries convergiram que de
acordo com o critério de acuracia anteriormente comentado em detalhes.

Nela, podemos constatar que os algoritmos obedecem ao teorema de Peskun. Cabe ressaltar
também que para a forma sequencial o Teorema de Peskun nao se aplica. A tabela 6.2 mostra
que em geral o desvio padrao de Metropolis na forma sequencial é maior que no algoritmo de
banho térmico. Este ponto ainda merece uma maior investigagao numérica e nao explou-se tao
enfaticamente neste trabalho.

Finalmente, o apresentamos o ponto que carece de maiores discussoes na literatura: o tempo
de convergéncia. Na préxima secao, apresentam-se dados que podem ser bastante elucidativos
aos usuarios destas prescrigoes.

6.3.3 Tempo de Convergéncia

Uma das caracteristicas de um bom algoritmo é o tempo de convergéncia da sua solugao, ou
seja, quantos passos de Monte Carlo sao necessarios para a cadeia de Markov gerada pelo
algoritmo atingir a distribuicao estacionéria esperada. Um estudo baseado nos autovalores da
matriz de transi¢do dos dois algoritmos é encontrado em [3]. No trabalho, o autor conclui
que a velocidade de convergéncia no modelo de Ising é melhor para o algoritmo de Metropolis
para baixas temperaturas. Também conclui que a velocidade de convergéncia do algoritmo
de Metropolis é pior que a do algoritmo de banho térmico a altas temperaturas. Contudo,
consideramos trabalho bastante inconclusivo e com pequena faixa de aplicabilidade. Ainda
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sobre esse trabalho, é de dificil comparagao com resultados praticos em simulacoes Monte
Carlo.

Para verificar a velocidade de convergéncia, novamente se recorreu as simulagoes. Assim,
10000 diferentes realizagoes para cada uma das trés temperaturas T = T./3, T = T./2 e
T = 2T,./3 foram analisadas para cada algoritmo e sua respectiva forma sequencial. Neste
caso, o algoritmo auxiliar fornece o passo onde os critérios de paradas (mesmos da acuracia)
sao satisfeitos . As distribuicoes acumuladas dos tempos de convergéncia de cada caso sao
apresentadas no grafico 6.4 para T' = T,/3 ,no gréfico 6.5 para T'= T../2, e no grafico 6.6 para
T =2T./3.

1.0 .
(g0}
o
L:S“ 0.8- i
c —s=— BT-Aleatdrio
O 0.6 —e— BT-Sequencial .
g MT-Aleatodrio
S 049 —— MT-Sequencial
«@
S

0.21 i
o T=T/3
bl , c
"= 0.04 -

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
tempo (MCsteps)

Figura 6.4: Distribuicao acumulada dos tempos de convergéncia para as quatro diferentes
formas de implementar o Ising aqui propostas e para T'=T./3

Ao observar estes graficos, alguns pontos importantes devem ser analisados. Primeiramente
a temperaturas mais altas (T' = T./2 e T'= 2T./3) no Metropolis sequencial, onde justamente
temos um problema de ergodicidade, um fenomeno interessante é observado. Quando as séries
convergem, elas convergem rapidamente mas ha uma boa parcela delas que persiste a tempos
muito longos (mais que 8.10° passos de Monte Carlo). Isso pode ser bastante perigoso para quem
faz simulacoes Monte Carlo, principalmente quando se faz programas em que simplesmente se
espera um tempo razoavel sem nenhuma verificagao formal sobre a convergéncia e tomam-
se as médias arbitrariamente. Neste caso, resultados inverossimeis podem surgir. Contudo,
para a temperatura mais baixa estudada T' = T./3, se verifica um excelente desempenho para
Metropolis sequencial.
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Figura 6.5: Distribuicao acumulada dos tempos de convergéncias para as quatro diferentes
formas de implementar o Ising aqui propostas e para T' = T, /2

Outra conclusao bastante importante vem da andlise do banho térmico sequencial versus
o Metropolis aleatorio. Observa-se, nesta comparagao, um ligeiro ganho em fazer o banho
térmico sequencial, que nao satisfaz o balanco detalhado, contra um que satisfaz, que é o Me-
tropolis aleatorio. Entretanto, este ganho vai se tornando inexpressivo conforme a temperatura
é baixada.

E importante também salientar que para qualquer temperatura estudada qualquer uma das
trés prescricoes banho térmico e Metropolis na forma aleatoria ou sequencial tém praticamente
100% das séries convergidas em aproximadamente N > N.;, = 6000 passos de Monte Carlo.
Portanto, 6000 passos parece ser uma boa estimativa para um tempo de convergéncia seguro
a ser adotado em simulagoes. Cabe alertar para ser um pouco mais cuidadoso com o caso do
Metroépolis sequencial.
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Figura 6.6: Distribuicao acumulada dos tempos de convergéncia para as quatro diferentes
formas de implementar o Ising aqui propostas e para T = 27,/3



Capitulo 7

Consideracoes finais

Na comparacao direta entre os dois algoritmos, nao ha resposta clara sobre qual algoritmo é
melhor para simular o modelo de Ising. O algoritmo de Metropolis, com leitura aleatéria, tem
uma convergeéncia mais rapida e um desvio padrao assintotico menor que o de banho térmico.
Entretanto, a acuracia do algoritmo de banho térmico é melhor.

Sobre a alteracao sequencial no algoritmo de Metropolis também nao se pode garantir
que é melhor ou pior que a forma aleatéria. A forma aleatéria preenche todos pre-requisitos
tedricos embora tenha taxa de convergéncia maior para uma grande quantidades de passos, a
forma aleatéria apresenta uma acuracia pior que sua forma sequencial. A forma sequencial nao
apresenta ergodicidade tampouco obedece ao principio do balango detalhado, no entanto tem
uma taxa de convergéncia muito superior aos outros algoritmos com uma quantidade pequena
de passos de Monte Carlo. Porém, deve-se salientar que caso a série nao convirja em poucos
passos, a convergéncia se da a um tempo muito longo, o que é indesejavel para tal tipo de
simulagao.

No caso do algoritmo de banho térmico, pelos dados apresentados na tabela de erro médio
e nos graficos de tempo de convergéncia, conclui-se que a forma mais conveniente de imple-
mentacao é a forma sequencial, uma vez que os resultados tem, na maioria dos casos, melhor
acuracia e menor tempo de convergéncia. Embora a forma sequencial do algoritmo de banho
térmico nao obedeca ao balanco detalhado, a convergéncia a uma cadeia de Markov com a
distribuicao estacionaria de Boltzmann ¢é respaldada por apresentar uma amostragem regular.
Este algoritmo, com leitura sequencial, nao apresenta o problema das séries de longo tempo
de convergéncia do Metropolis sequencial, é mais rapido que o Metropolis aleatério, tem a me-
lhor acuracia e baixo desvio padrao assintotico. Ainda que o algoritmo de Metropolis aleatorio
tenha menor desvio padrao assintoético, a diferenca é pequena, portanto nao é um problema
relevante. Por esses motivos, entre os algoritmos estudados, recomenda-se a escolha do banho
térmico sequencial.

Os resultados apresentados nao sao definitivos embora deem uma boa nocao do comporta-
mento das solugoes. Uma quantidade maior de estatisticas bem como um acompanhamento
mais detalhado das quantidades apresentadas em funcao da temperatura sao necessarios.O es-
tudo desses algoritmos deve ser continuado e sua influéncia sobre as ditas simulagoes dependen-
tes do tempo e considerando também anadlise de outras quantidades fisicas, tais como a energia
e susceptibilidade magnética. A determinacao dos critérios de convergéncia em funcao de al-
guma quantidade termodinamica como a susceptibilidade magnética e a influéncia da condicao
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inicial na dinamica do sistemas sao temas que podem ser abordados em estudos futuros.
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