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RESUMO

Esta dissertacdo apresenta os resultados da aplicacdo de uma sequéncia didatica que teve
como objetivo o desenvolvimento de atividades que priorizassem a abordagem geomeétrica no
ensino dos Numeros Complexos. A pesquisa foi realizada ao longo de nove encontros
semanais no Instituto Federal Sul-rio-grandense, em Pelotas (RS), em uma turma de primeiro
ano do Ensino Medio Técnico de Eletrénica, na modalidade subsequente. Inicialmente,
fizemos a revisdo da tematica valendo-nos da anélise dos Parametros Curriculares Nacionais,
de diversos livros didaticos e também de pesquisas sobre o tema. Para a aplicacdo das
atividades em sala de aula, consideramos a associacdo de pares ordenados e pontos do plano e
também a associacdo da soma e da subtracdo dos pares ordenados com a soma e subtracao de
vetores. Definimos a unidade imaginéria i como o ponto (0,1) e, posteriormente, trabalhamos
as operacdes na forma algébrica. O referencial tedrico que deu suporte a este trabalho baseou-
se na Teoria de Registros de Representacdo Semidticas, de Raymond Duval, a qual trata dos
aspectos cognitivos relacionados a aquisicdo de conhecimentos matematicos. A coleta de
dados foi feita por meio de anotagdes feitas pela professora pesquisadora, pela filmagem dos
encontros e pelo material produzido pelos alunos durante as aulas. Apds o término dos nove
encontros, os alunos realizaram uma avaliacdo escrita na qual constatamos que os resultados
obtidos mostraram-se satisfatorios. Também verificamos o empenho dos alunos durante a
resolucéo das diferentes tarefas que deram suporte a esta pesquisa.

Palavras-chave: Ensino de Matematica; Numeros Complexos; Geometria.
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ABSTRACT

This master’s degree thesis shows the results from the application of a didactic sequence,
which focused on the development of activities regarding Complex Numbers. The research
was carried out during nine weekly meetings at the Instituto Federal Sul-rio-grandense in
Pelotas/RS, in a 1st year class from the Secondary Technical School in Electronics. Initially, a
review of the theme was carried out using the analysis of the National Curriculum Parameters
for secondary schools not only from various course books but also from studies regarding the
topic. In order to use the activities in the classroom, the association of ordered pairs and their
respective points plan were considered as well as the association of the sum and subtraction of
the ordered pairs with the sum and subtraction of vectors. The imaginary unit i was defined as
point (0,1) and after this, the operations in algebraic form were dealt with. This work was
based on Raymond Duval’s Semiotic Representation Register Theory, which deals with the
cognitive aspects related to the acquisition of mathematical knowledge. The data collection
was carried out using the notes made by the researcher, by filming the meetings and using the
material produced by the students during the classes. After the 9 (nine) meetings, students
carried out a written assessment in which the obtained results were considered satisfactory.
The effort made by the students was also verified during the performance of different tasks,
which supported this research

Keywords: Mathematical teaching; Complex Numbers; Geometry
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1 Introducéao

Este trabalho procura analisar a viabilidade do ensino de Numeros Complexos a partir
da geometria. Acreditamos que a abordagem proposta neste estudo possibilitard a retomada da
discussdo sobre o estudo dos Numeros Complexos no Ensino Médio, visto que o tema néo
estd priorizado nas Orientacdes Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares
Nacionais (PCN+) e que muitas instituicbes de ensino ja o excluiram de seus contetdos
programaticos.

Acreditamos que 0 objetivo do ensino de Matematica ndo é incorporar as mentes dos
estudantes uma enorme quantidade de informacdes. Entendemos, sim, que a Matematica
possui relacdo direta com o cotidiano e com o desenvolvimento cientifico e tecnoldgico da
sociedade contemporanea, requerendo necessariamente o desenvolvimento do raciocinio
I6gico. Dessa forma, pensamos ser necessario investir no ensino dos Numeros Complexos,
visto que tal tema esté presente nas areas de Engenharia e de Eletronica.

A minha trajetoria profissional, como professora de Matematica, iniciou em 1987 no
Ensino Fundamental e, a partir de 1988, comecei a atuar no Ensino Médio. Nesse percurso,
observei gque os alunos apresentam algumas dificuldades referentes ao conteido de NUmeros
Complexos, mas, em geral, ndo o consideram de dificil entendimento. Porém, é muito comum
ouvir que tal assunto nao teria aplicagdo em suas vidas.

J& ouvi de um aluno a seguinte frase: “Se muito do que é real a gente ja ndo utiliza,
entdo o que faremos com o que ¢ “imaginario”?” Tal frase confirma o nosso entendimento de
que, abordando os Numeros Complexos apenas na forma algébrica, a unidade imaginaria i
perde o seu significado geométrico e, entdo, a sua nomenclatura condiz com o entendimento
dos alunos, pois esta ndo apresenta uma representacdo que permita sua visualizacao.

Quando sdo graficamente produzidas, as representacdes semioticas sdo objetos de
apreensdo visual perceptiva. Nesse sentido, visualizacdo é sempre mostrada dentro da
percepcao visual ou dentro de sua extensdo mental. E a visualizacdo, em Matematica, permite
uma organizacdo de relacbes. Também pode dar pelo menos uma apreensdo e 0 que a
visualizagdo apreende pode ser o inicio de uma série de transformagdes, o que faz o seu poder
inventivo DUVAL (1999).

Priorizando a abordagem algébrica, dificilmente o aluno percebera que os NUmeros
Complexos podem ser aplicados na resolucdo de problemas de Geometria e, também, néo se

beneficiard de sua visualizacdo. Acredito que enxergar os Numeros Complexos em um plano
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atribui a esses numeros o seu significado geométrico. Ou seja, eles deixam de ser
“imagindrios” e se transformam em “reais”.

Anteriormente a aplicacdo da nossa proposta didatica, para despertar o interesse dos
alunos pelo assunto, apresentdvamos as possiveis aplicacdes as areas de Eletrdnica, mas
percebiamos que s6 isso ndo os deixava satisfeitos. Como cremos que, para nos apropriarmos
de um conteludo seja necessario, entre outras coisas, conhecer a sua dimensao histdrica,
elaboramos nossa proposta de dissertacdo retomando a formulacdo dos Ndmeros Complexos
apresentada por Hamilton! na qual era utilizada a ideia de pares ordenados, possibilitando,
assim, a correspondéncia do ponto (0,1) com a unidade imaginaria i.

Dessa forma, os Numeros Complexos serdo abordados, inicialmente, na forma
geométrica e, com base na Teoria das Representacbes Semidticas de Raymond Duval,
faremos as devidas articulagdes entre seus multiplos registros de representacdo e suas
interpretacdes geométricas no plano de Gauss. Estamos de acordo com Duval que nos adverte
que

a possibilidade, na Matemética, de usar varios tipos de registros — gréficos,
algébricos, geométricos e outros — interfere de modo decisivo no aprendizado. A

qualquer momento pode ser exigida uma troca de registro, ou a mobilizacdo
simultanea de pelo menos dois tipos de registros (DUVAL, 2003, p.14).

A partir de tais reflex6es, comecamos a buscar fundamentacdes e conhecimentos para
elaborar este trabalho. Nesse momento, a nossa orientadora ja tinha aceitado participar da
elaboracdo desta proposta e foi dela a ideia de promover uma inversdo na ordem usualmente
apresentada no ensino dos Numeros Complexos, ou seja, comecar pela forma geométrica.
Inicialmente, foi realizada uma revisdo da literatura por meio de artigos em revistas,
monografias, dissertacBes, livros didaticos e paginas da internet, em que a tematica fosse
abordada. Depois, conversamos com professores de Matematica e das disciplinas técnicas do
Instituto Federal Sul-rio-grandense (IFSul) que utilizavam os Numeros Complexos no
desenvolvimento dos seus contetdos. Tais conversas tinham o intuito de obter a opinido
desses profissionais sobre a necessidade da reformulacdo da abordagem do contetdo, ou seja,
priorizar a abordagem geométrica e, também o objetivo de saber quais os assuntos utilizados
em suas praticas pedagogicas.

Ao conversar com os colegas, verificamos que a abordagem adotada pelos professores

de Matematica era a tradicionalmente apresentada nos livros didaticos, na qual se prioriza a

L william Rowan Hamilton foi matematico, fisico e astronomo. Contribuiu com trabalhos fundamentais ao
desenvolvimento da Optica, dinamica e algebra. Nasceu na Irlanda em 1805 e faleceu em 1865.
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forma algébrica. Isso indica que essa € a concepcdo utilizada no ensino dos NuUmeros
Complexos.

Também analisamos as Orientagdes Educacionais Complementares aos Parametros
Curriculares Nacionais (PCN+) e percebemos que tais orientagdes salientam a importancia da
articulacdo entre a &lgebra e a geometria, que sdo duas areas da Matematica escolar.

A partir de tais reflexdes, comegamos a elaborar a nossa proposta, que possui como
pergunta norteadora: A apresentacdo dos Numeros Complexos, no Ensino Medio,
inicialmente na forma geométrica para posteriormente exibi-los na forma algébrica ¢ bem
aceita pelos alunos?

Os Numeros Complexos possuem vaérias aplicagcbes em outras areas do conhecimento,
tais como: circuitos elétricos, astronomia, motores e mecanica quantica. Para operar com
circuitos elétricos ou para apontar a movimentacdo de pontos e figuras no plano de forma
conveniente, precisamos optar por uma das varias representagcdes que esses nUmeros possuem.
Para isso, é necessario conhecer e saber transitar entre essas diferentes representagdes.

Acreditamos que € possivel priorizar o enfoque geométrico. Concordamos com

Carneiro (2004) que nos adverte:

O enfoque algébrico permite comecar logo a operar com complexos sem
dificuldade, mas a experiéncia tem mostrado que, quando se perde a chance de
apresentar os complexos imediatamente como entes geométricos, em geral esta
oportunidade ndo se recupera, mesmo quando, mais tarde, aparece (quando aparece)
a “forma trigonométrica” (pag. 08).

Os Numeros Complexos admitem diferentes formas de representacdo, e isso nos
motivou a utilizar, como referencial tedrico, a Teoria de Registros de Representacdo de
Raymond Duval, com quem concordamos ser necessario considerar as diferentes formas de
representacdo de um mesmo objeto matematico, sendo a compreensao dessas representacdes
essenciais ao desenvolvimento do conhecimento.

O trabalho foi implementado em nove encontros, durante o Gltimo semestre de 2012,
em uma das turmas de 1’ ano do ensino técnico, na modalidade subsequente, do Instituto
Federal Sul-rio-grandense. A turma era composta por 20 alunos que, a época, tinham entre de
17 a 25 anos e que eram bastante participativos e interessados em sala de aula.

No segundo capitulo, apresentaremos uma breve revisao da literatura sobre o assunto.
Discutiremos os Numeros Complexos nos PCN, nos livros didaticos e em trabalhos
publicados por pesquisadores do tema. A seguir, no capitulo 3, descreveremos o referencial
teorico utilizado, apresentando a Teoria de Registros de Representacdo de Raymond Duval e

justificando a nossa escolha por tal teoria. No capitulo 4, sera feito o detalhamento das
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atividades da sequéncia, o relato de sua aplicacdo e a analise das resolucBes desenvolvidas
pelos alunos. Também serdo detalhados os objetivos das atividades, os conceitos e 0s
conhecimentos abordados em cada uma das atividades. No ultimo capitulo, apresentaremos as
conclusdes a que chegamos neste trabalho e apontaremos as sugestfes para novos trabalhos

referentes ao tema.

2 Estudos Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos um breve estudo da evolugdo histérica dos NUmeros
Complexos. Posteriormente, faremos uma analise sobre o seu ensino, fundamentada nas
Orientacdes Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais (PCN+) e
nos Pardmetros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM). Também analisaremos
alguns livros didaticos, dissertacdes e artigos relacionados ao tema.

2.1 A origem historica dos Nameros Complexos

Com o objetivo de tornar o ensino dos Nimeros Complexos mais atrativo para 0s
alunos, € bastante comum os professores afirmarem que eles nasceram para dar uma solucao
para equacdes do segundo grau que possuem coeficientes reais. Tal abordagem ndo confere
com os fatos histdricos, como veremos no decorrer da se¢do. Acreditamos que os professores
optem por essa abordagem, pois, durante o ensino fundamental e médio, os alunos estdo
familiarizados somente com a resolucdo de equacdes de segundo grau. Como até entdo o
conjunto universo nao contemplava raizes quadradas negativas, seria facil os alunos
perceberem uma utilizagdo para 0s novos numeros apresentados, ou seja, eles conseguiriam
resolver equac@es cuja solucao envolve raizes quadradas negativas.

Historicamente, sabemos que Nicola Fontana, apelidado de Tartaglia (gago em
italiano) devido a um defeito na fala, escreveu, em 1531, em suas memorias, que tinha
descoberto uma regra para resolver equacdes de terceiro grau. Segundo Garbi (2006, p.121), 0
resultado foi publicado na Ars Magna (A Grande Arte), por Girolamo Cardano (1501-1576),
guebrando a promessa e juramentos feitos a Tartaglia de que nédo revelaria a formula.

A seguir, com a notacdo algébrica moderna, apresentamos 0s passos executados por

Tartaglia e Cardano para a resolucdo da equacdo geral do terceiro grau dada por
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ax® +bx® +cx+d =0, com a # 0. Essa solugdo encontra-se no Caderno do Professor, da
proposta curricular do Estado de S&o Paulo (2008), para a 3? série do ensino médio.

Primeiramente, como «a # 0, dividem-se todos os coeficientes por a. Assim, obtemos:

s, b, ¢ d
x> +=x"+=-x+—-=0
a a a

Tomando B = Z, C = 2 e D= %, e substituindo na equacgdo acima, obtemos:

x34+Bx*+Cx+D=0.

. B L 2.
Fazendo a mudanca de variavel x =y — 5 para eliminarmos o termo em x“:

3 2

b2y +a-3) +cfp-2) 0

B? B3 B? B3

y:—y*B+—y ——+By2—2—y+—+Cy—@+D=0
3 27 3 9 3

3 4 BZ+C +ZB3 CB+D—0
Y T\3 YT o7 73 =

B2 2B3 (B N
Tomando M = 3 CeN = - — 3¢ D obtemos a equacéo:

y3+ My + N = 0. (1)
A equacéo (1) pode ser resolvida a partir da identidade:
(p+@)°=p°+3p*q+3pq* +4° )
Essa pode ser reescrita do seguinte modo:
@+a)°-3pal+q) —®>+4¢°) =0 3)

Comparando (1) e (3) e tomando y = p + q como solucéo da equagéo (1), temos:
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—3pg=M 3g3 = 12
{ 3 pa 5=y © portanto P4 27 (4)

3

~ . ~ M .
Se p® e q* sdo conhecidos, entdo a soma e o produto -N e — =, respectivamente,

3
também o serdo. Logo, p3 e q3 sdo raizes da seguinte equagdo z? + Nz — (%) = 0. Temos,

entao:
_NT.| My’ ’ My? My
o N7F NZ+4(3) =—¥¢ w:_%$ %+4($)

2 3
Isto é, z = M (ﬂ) +(M)
2 2 3

Assim, as raizes do sistema (4) serédo:
e N O O N ORIC
e R OO SN OO}

Em ambos 0s casos, como y = p + g, Segue que:

A equacdo anterior, chamada de formula de Cardano-Tartaglia, resolve as equagdes de
3° grau do tipo (1). Em certos casos, obtinhamos solugdes “estranhas”. Por exemplo, na

equacdo x> — 15x — 4 = 0, sabemos que x = 4 é uma solucéo e, aplicando a féormula de
Cardano, obtemos:
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Ouseja, x = V2 + V=121 + V2 — Vv—121.

Em 1560, Rafael Bombelli, em seu livro L’Algebra Parte Maggiore dell Arithmetica,
propds uma saida para essa questdo. Ele acreditou ser possivel operar com essa nova espécie
de radical. Em vez de escrever sobre 2 + V=121, como “dois mais a raiz quadrada de menos
1217, ele escrevia “dois mais de menos a raiz quadrada de 1217, de modo que “mais de
menos” se tornou cddigo para somar raiz quadrada de um niimero negativo. Subtrair tal raiz
quadrada tornou-se “menos de menos”. Ele também se referia a isso como “dois mais de

menos 117, explicando as regras de operagao desta forma:

mais de menos vezes mais de menos faz menos;
menos de menos vezes menos de menos faz menos;
mais de menos vezes menos de menos faz mais.

Atualmente, é natural interpretar essa escrita como, respectivamente,

ivezesié —1;
—ivezes —i é —1;
i vezes —i é 1.

Bombelli comegou a operar com raizes quadradas negativas aplicando as regras usuais
da Algebra e mostrou que era necessario trabalhar com tais raizes para encontrar solugdes
reais. Tal fato fez com que outros matematicos passassem a utilizar as raizes quadradas de

ndmeros negativos, mesmo que ainda o fizessem de forma desconfiada. Foi s6 em 1629, no
entanto, que o simbolo v—1 foi introduzido por Albert Girardi. Em 1777, Leonhard Euler

utilizou o simbolo i pela primeira vez para representar +/—1. Porém, a notacdo i s6 apareceu
impressa pela primeira vez em 1794.

E atribuido a Gauss 0 termo “niimeros complexos”. O uso do simbolo i foi o que
tornou, em 1801, os Numeros Complexos amplamente aceitos entre 0os matematicos. Alguns
anos mais tarde, William Rowan Hamilton prop6s uma nova abordagem na qual, inicialmente,
utilizava o plano de Gauss, que é um plano cartesiano usado para representar,
geometricamente, numeros complexos. Nele, a parte imaginaria de um nimero complexo é
representada pela ordenada e a parte real pela abscissa. Definia-se a soma e o produto de pares

ordenados de maneira conveniente e chegava-se a algo que era idéntico aos NUmeros
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Complexos. Tal abordagem acabava com o0 misterioso i, jA& que este simplesmente
correspondia ao ponto (0,1). E essa a abordagem, portanto, que utilizaremos em nossa
proposta didatica.

Nessa época, Hamilton tinha remodelado partes significativas da Fisica com auxilio
dos Nimeros Complexos. Ja Euler e Gauss mostraram a utilidade dos complexos na Algebra
e na teoria dos nUmeros. Riemann, Weierstrass e outros tornaram tais nimeros uma

ferramenta matematica importante tanto na Matematica Pura quanto na Matematica Aplicada.

2.2 As orientagdes nacionais

Um dos objetivos principais dos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio
(PCNEM) ¢ orientar as instituicGes de ensino da Educacdo Basica quanto as competéncias, as
habilidades e aos conhecimentos fundamentais que se deseja que os alunos desenvolvam
durante a vida escolar (Brasil, 2000).

Os PCNEM (Brasil, 2002) e os PCN+ (Brasil, 2002) destacam que 0 ensino da
Matematica pode contribuir para que os alunos desenvolvam habilidades relacionadas a
representacdo, a compreensdo, a comunicagdo, a investigacdo e, também, a contextualizacéo
sociocultural.

Dessa forma, destacamos dos PCN+ que:

Aprender Matematica de uma forma contextualizada, integrada e relacionada a
outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de competéncias e habilidades
que sdo essencialmente formadoras, a medida que instrumentalizam e estruturam o
pensamento do aluno, capacitando-o para compreender e interpretar situacdes, para
se apropriar de linguagens especificas, argumentar, analisar e avaliar, tirar
conclusbes préprias, tomar decisGes, generalizar e para muitas outras acOes
necessarias a sua formagdo (PCN+, 2002, p. 111).

Elaboramos nossa proposta didatica pensando ser necessario contextualizar o ensino
da Matematica. Para tanto, construimos atividades com contextos relacionados a area de
Eletronica do IFSul e também a area da Geometria Plana. Para resolvé-las, os alunos teriam
de formular e testar hipdteses, tirando suas proprias conclusdes.

Com o objetivo de articular as competéncias gerais que se pretende promover com 0

ensino médio, os PCN+ salientam que:

Nessa etapa da escolaridade (Ensino Médio), portanto, a Matematica vai além de seu
carater instrumental, colocando-se como ciéncia com caracteristicas préprias de
investigacdo e de linguagem e com papel integrador importante junto as demais
Ciéncias da Natureza.? Enquanto ciéncia, sua dimensdo histérica e sua estreita

2 A érea de conhecimento denominada de Ciéncias da Natureza engloba as disciplinas de Fisica, Quimica e
Biologia.
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relacdo com a sociedade e a cultura em diferentes épocas ampliam e aprofundam o
espago de conhecimentos ndo s nesta disciplina, mas nas suas inter-relagdes com
outras areas do saber (PCN+, 2002, p.111).

Concordamos com tal orientacdo e faremos, neste capitulo, uma breve retomada da
evolucéo histérica dos Numeros Complexos com o objetivo de articular tal evolugdo com as
diferentes formas de representacfes a serem exploradas neste trabalho. Também discutiremos
algumas aplicagbes dos Numeros Complexos em outras areas do conhecimento, como
Eletricidade e Eletronica. Essas aplicacOes fazem parte de disciplinas estudadas pelos alunos
que participardo da nossa pesquisa, ja que estes sdo estudantes do curso técnico de Eletronica,
conforme referido anteriormente.

Especificamente sobre o ensino dos Nimeros Complexo, o documento afirma que:

Tradicionalmente, a Matemética do ensino médio trata da ampliacdo do conjunto
numeérico, introduzindo os nlmeros complexos. Como esse tema isolado da
resolucdo de equacBes perde seu sentido para 0s que ndo continuardo seus estudos
na area, ele pode ser tratado na parte flexivel do curriculo das escolas (PCN +, 2002,
p. 122).

Acreditamos que os PCN+ ndo priorizam o ensino dos Numeros Complexos devido a
abordagem excessiva e, em muitas situacfes, exclusivamente algébrica, que € adotada pela
maioria das instituicGes de ensino. Na nossa proposta, que privilegia a abordagem geomeétrica,
pretendemos mostrar algumas aplicacGes do estudo dos Numeros Complexos que ndo séo
apenas resolucao de equacoes.

Com o objetivo de transitar entre as diferentes formas de representacdes de tal
conjunto utilizaremos a Teoria de Registros de Representacdo, de Raymond Duval. E,
investindo na abordagem geométrica, acreditamos que poderemos trabalhar, em nossa

sequéncia didatica, as seguintes competéncias apresentadas nos PCN:

e Reconhecer e utilizar simbolos, c6digos e nomenclaturas da linguagem matematica;

e Ler e interpretar textos, dados ou informac6es apresentados em diferentes linguagens e
representacbes, como tabelas, graficos, esquemas, diagramas, arvores de
possibilidades, formulas, equagdes ou representagdes geométricas;

e Traduzir uma situacdo dada em determinada linguagem para outra; por exemplo,
transformar situacfes dadas em linguagem discursiva em esquemas, tabelas, graficos,
desenhos, formulas ou equacGes matematicas e vice-versa, assim como transformar as
linguagens mais especificas umas nas outras, como tabelas em graficos ou equacoes;

e Selecionar diferentes formas para representar um dado ou conjunto de dados e

informacdes, reconhecendo as vantagens e limites de cada uma delas;
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e Ler e interpretar diferentes tipos de textos com informacBes apresentadas em
linguagem matematica;

e Reconhecer relagdes entre a Matematica e outras areas do conhecimento, percebendo
sua presenca nos mais variados campos de estudo e da vida humana, seja nas demais
ciéncias, como a Fisica, Quimica e Biologia.

e Utilizar o conhecimento mateméatico como apoio para compreender e julgar as

aplicagdes tecnoldgicas dos diferentes campos cientificos.

Acreditamos que a nossa sequéncia didatica contemplard as competéncias citadas
anteriormente e poderd articular a algebra e a geometria. Elaboramos a sequéncia didatica
com o pensamento de que tal articulacdo proporcionara aos alunos o desenvolvimento das

competéncias e habilidades necessarias ao seu éxito como estudante.

2.3 Os Numeros Complexos nos livros didaticos

Os livros didaticos estdo presentes na maioria das instituicbes de ensino. As escolas
publicas participam do Programa Nacional do Livro Didatico do Ensino Médio (PNLDEM),
que tem como principal objetivo subsidiar o trabalho pedagdgico dos professores por meio da
distribuicdo de colecBes de livros didaticos aos alunos da educacdo basica. Apoés a avaliacdo
das obras, o Ministério da Educacdo (MEC) publica o Guia de Livros Didaticos com resenhas
das colec¢des consideradas aprovadas. O guia é encaminhado as escolas, que escolhem, entre
os titulos disponiveis, aqueles que melhor atendem ao seu projeto politico pedagdgico. O
MEC? distribui os livros, de forma gratuita, para as instituicdes publicas. Acreditamos que
esse material € a maior referéncia de conhecimento tanto para professores quanto para alunos.

Para a realizacdo deste trabalho, pesquisamos oito livros didaticos dos quais obtivemos
dados relativos a aspectos quantitativos e qualitativos. Apresentamos os dados dos livros
escolhidos na Tabela 1, mostrada a seguir. Dos oito livros analisados, apenas dois, o de
Bezerra (2001) e o de Mello (2005), ndo foram recomendados pelo Programa Nacional do
Livro Didatico do Ensino Médio. A escolha desses livros deve-se ao fato de ja os utilizarmos
em nossa pratica pedagdgica, pois ambos apresentam exercicios contextualizados sobre 0s

Numeros Complexos.

¥ portal.mec.gov.br
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No ano de 2012, o autor lezzi (2004) teve a sua obra Matematica, Ciéncia e
Aplicagdes recomendada pelo PNLDEM. A nossa pesquisa iniciou em fevereiro de 2011 e,
por esse motivo, tal livro ndo foi analisado neste trabalho. A escolha do livro de Youssef
(1998) deveu-se ao fato de que essa obra foi utilizada em nossa escola até o ano de 2012. Ja o
livro de Ribeiro(2011) foi escolhido pelo fato de que ele deve ser trabalhado entre os anos de
2013 e 2015.

Tabela 1 — Livros didaticos analisados nesta pesquisa

Livro Didatico Ano do PNLDEM
Autor Nome Editora Ano
Manoel J. Bezerra Matematica para o ensino médio Scipione 2001 | 2007
Luiz R. Dante Matemética Atica 2005 | 2007
g?rt]'li Smole e Maria Ignez Matematica: Ensino Médio Saraiva 2005 | 2007 e 2012
Gelson lezzi Matematica — Volume Unico Atual 2004 | -------
Manoel Paiva Matematica 3 Moderna 1996 | 2007 e 2012
A.N. Youssef, V. P Matematica para 0 2° Grau Scipione 1998 | 2007
Fernandez e E. Soares
José Luiz Mello Matgr_natlca, construgao e Moderna 2005 | -------
significado
Jackson Ribeiro Ciencia, Llnguagem € Scipione 2011 | 2012
Tecnologias

Em relagdo aos aspectos quantitativos, analisamos o nimero de péginas que cada livro
destina ao tema e também o nimero de exercicios propostos e resolvidos. Acreditamos que tal
analise apresenta a relevancia que os autores ddo aos Numeros Complexos. A Tabela 2

apresenta os dados obtidos na analise dos livros didaticos.

Tabela 2 — Anélise do espac¢o destinado aos Nameros Complexos nos livros

Ano de NUmero Ndmero de NUmero de | Namero de

Autor (es) o Total de Péaginas sobre | Exercicios Exercicios
Publicacéo o .

Paginas Complexos Propostos Resolvidos
Bezerra, M. Jairo 2001 495 11 50 14
Dante, L. Roberto 2005 672 13 40 31
Diniz,1.D. e Smole, S.K. 2005 349 32 57 16
lezzi, Gelson 2004 643 27 138 26
Mello, J.L. P. 2005 791 22 83 20
Paiva, M. R. 2009 198 25 66 23
Ygussef,A. N; Fernandez, V. 2009 477 21 79 20

P.; Soares, E.

Ribeiro J. 2011 376 39 109 29
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Observando o nimero de péginas destinadas ao tema, podemos observar que apenas
trés dos oito livros dedicam mais de 5% de suas péginas aos Numeros Complexos. Como
esses trés livros apresentam os contetdos divididos em trés volumes e 0s outros cinco sdo
volume unico, acreditamos que tal fato possibilita a dedicagdo de um numero maior de
paginas a essa tematica.

Quanto ao numero de exercicios propostos e resolvidos, acreditamos ser valido para o
aprendizado dos alunos que os livros apresentem um grande ndmero de exercicios. Também
acreditamos que tais atividades devam ser diversificadas, a fim de que contemplem o maior

numero possivel de competéncias a serem alcancadas pelos estudantes.

2.3.1 Introducéo dos Nameros Complexos nos livros didaticos

De todos os livros analisados, apenas os autores Dante (2005) e Youssef (1998) nédo
citam, em seus livros, a histéria dos Numeros Complexos ao introduzir o tema. No final do
estudo, tais autores apresentam uma se¢do de uma pagina dedicada a histéria do surgimento
dos Numeros Complexos, conforme Figura 1. Os outros seis livros citam, ao introduzir o
tema, a importancia de Tartaglia, Cardano e Bombelli no surgimento do conjunto dos
Ndmeros Complexos. Porém, os autores Bezerra (2001), lezzi (2004) e Ribeiro (2011)
apresentam que foi a necessidade de resolver equagdes do 2° grau o que levou 0s matematicos
a procurarem um conjunto em que o quadrado de certo nimero pudesse ser negativo. Tal fato
ndo é condizente com os livros apresentados na dissertacdo de Rosa (1998) que tratam da
historia dos Nimeros Complexos.



0 surgimento dos nimeros complexos

Em 1545, o matematico, fisico e médico italiano
Girolamo Cardano (1501-1576) publicou sua obra Ars
Magna, causando grande impacto sobre os algebristas
da época. Nessa obra, pela primeira vez, foram apresen-
tadas as resolugdes de equacdes de 3¢ grau (chamadas
cubicas) e de 42 grau (chamadas guidrticas). Como o pro-
prio Cardano afirmou em sua obra, a sugestio para a
solugdo das cibicas foi a ele fornedida pelo matemdtico
italiano Niccolo Tartaglia (1500-1557) ¢ a solugio das
qudrticas tinha sido iniclalmente descoberta por seu
antigo auxiliar Ludovico Ferrari (1522-1565),

A Importdncla da publicacio do Ars Magna de
Cardano fol t3o grande que o ano de 1545 passou a ser
considerado o marco Inicial do periodo moderno da his-
toria da Matematica.

A férmula proposta por Cardano para a resolugdo
das equagdes citbicas do tipo x* + ax + b » 0 foi:

Lo = N A
"‘7{’7*[7’"17 4 ik e o 2
Anos mais tarde, em 1572, um outro matematico ita-
liano, Raffaelie Bombelli (1526-1573), publicou uma obra
denominada Algebra, na qual discutia um problema inte-
ressante. Ele sabia que a equacdo cibica x* - 15x-4=0
tinha como solugtes os sequintes valores: x= 4, x=-2+ /3
ex = -2~ /3. Porém, utilizando a férmula de Cardano,
encontrava:

x=VY24 /221 432/

Como /~121 ndo é um numero real, Bombelli se
propds a determinar os numeros a e b positivos tais que:

Y2+ /121 =a+b /=1 & ¥2-/-12) =a-b /<1

Com algum desenvolvimento algébrico concluiu
que 3 =2 eb =1, pols assim teris x = 4. Para isso,
Bombelli comeqou a operar com o simbola /=1 da
mesma forma como operava com ndmeros reais. A
partir desse momento, os matematicos comecaram a
usar em seus trabalhos raizes quadradas de nimeros
negativos e, no século XVIIl, o matematico suico
Leonhard Euler (1707-1783) passou a representar /1
por i, Ainda nesse século, Abraham de Moivre (1667-
1754) introduziu métodos mais modernos na investi-
gagdo das propriedades dos nimeros complexos, além
de ter proposto férmulas de calculo envolvendo esses
nimeros. !

Finalmente, no inicio do século XIX, a Europa Irla

balhos mdema. pelo fisico e astrénomo Carl
Friedrich Gauss (1777-1855) e pelo matemético suico
Jean Robert Argand (1768-1822).

Atualmente, a Algebra dos niimeros complexos tem
Inimeras aplicagbes na Fisica e na tecnologla contempo-
ranea, como, por exemplo, no estudo e representacio
de circuitos elétricos e suas propriedades e na represen-
tagdo de ondas eletromagnéticas. A aplicagao do con-
junto dos ndmeros complexos estende-se também a
outras dreas da propria Matemética, da Computacso
grafica e da Topologla, permitindo a definigio & o equa-
cionamento de figuras como os fractals, obtidas a partir
de operagbes com numeros complexcs, € a representa-
¢do dos resultados obtidos no plano.
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Figura 1 - Secdo destinada a histdria dos Numeros Complexos apresentada no livro de Youssef

2.3.2 Definicao dos Numeros Complexos nos livros didaticos

Os livros dos autores Dante (2005), lezzi (2004) e Ribeiro (2011) utilizam a definigdo
proposta por Gauss, em 1831, e reforcada por Hamilton em 1837, em que 0 conjunto dos
Numeros Complexos é definido como sendo todos os pares ordenados de nimeros reais que
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satisfazem as propriedades da igualdade, adicdo e multiplicagdo. Tais propriedades estéo
definidas na Figura 2. Posteriormente, identificam o par ordenado (x, 0) com o numero real x,
e 0 par ordenado (0,1) com a unidade imaginaria i, apresentando, dessa maneira, a forma
algébrica dos Nimeros Complexos. Esses autores ndao apresentam a representacdo dos pares
ordenados no plano cartesiano. Tal fato confirma a abordagem exclusivamente algébrica,
mesmo quando seria interessante transitar entre registros algébricos e geométricos.

Os outros autores definem o conjunto dos Numeros Complexos como ampliacdo dos
reais. Definem i = —1, ou seja, i = V=1, denominando que i é a unidade imaginaria e
apresentam a + bi como a forma algébrica de um NUmero Complexo. Apos, propdem a
resolucéo de equacdes quadraticas, justificando, assim, a utilizacdo da unidade imaginaria i.

A Figura 2 mostra a definicdo apresentada pelo autor Dante (2005).

Figura 2 — Secéo destinada a historia dos NUmeros Complexos apresentada no livro de Youssef

2.3.3 Representacdes geométricas e trigonométricas dos Nimeros Complexos

Todos os autores cujas obras foram analisadas neste estudo apresentam a
representacdo geométrica do nimero z = a + bi como um ponto de um plano apresentado
como plano Argand-Gauss. Em seguida, eles definem geometricamente 0 modulo de um
numero complexo através do Teorema de Pitagoras. O angulo cujo comprimento do vetor
associado ao numero complexo forma com o eixo X, medido no sentido anti-horério, é
denominado pelos autores de argumento, sendo calculado atraves das fung¢Ges trigonométricas
seno e cosseno. Apos, partindo da forma algébrica, os autores obtém a forma trigonométrica,

ou polar, fazendo as devidas substitui¢des no triangulo retangulo.
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Apenas Paiva (1996) define as coordenadas polares de um nimero complexo. Tal
definicdo é apresentada antes da representacdo geométrica. Embora pouco utilizada nos livros
didaticos, acreditamos que tal forma de registro deva ser apresentada aos alunos, estando

presente, portanto, em nosso trabalho.

2.3.4 Operacges com Numeros Complexos

Todos os autores dos livros analisados apresentam as operagdes de adi¢do, subtracéo,
multiplicacdo e divisdo dos nimeros complexos por meio de processos algébricos. Somente
Ribeiro (2011) relaciona a soma e a subtracdo com o0s vetores, e apenas Paiva (1996) e
Bezerra (2001) definem o inverso de um numero complexo. Os autores Dante (2005), lezzi
(2004), Diniz (2005), Mello (2005), Ribeiro (2011) e Youssef (1998) definem o conjugado de
um namero complexo ap6s as operacdes de adicdo, subtracdo e multiplicacdo. J& Paiva (1996)
o define antes de comegar a operar algebricamente com os nimeros complexos. Dante (2005)
€ 0 Unico autor que apresenta a interpretacdo geométrica do conjugado. Essas constatacGes
confirmam a abordagem exclusivamente algébrica que os autores aplicam ao ensino dos
NUmeros Complexos.

Os autores lezzi(2004), Diniz (2005), Mello (2005), Paiva (1996) e Ribeiro (2011)
apresentam a multiplicacdo e a divisdo dos numeros complexos na sua forma trigonométrica.
Para obter as respectivas formulas, eles trabalham, algebricamente, com as formulas de soma
e subtracdo de arcos das fungdes seno e cosseno. Os autores Bezerra e Youssef ndo operam
com 0s nimeros complexos na forma trigonométrica. Dante é o Unico autor que apresenta
interpretacdo geométrica da multiplicacdo, comentando a rotagdo do numero (vetor) nessa
operacdo. Como a nossa proposta prioriza a abordagem geométrica dos Numeros Complexos,
apresentaremos a multiplicacdo da mesma forma que Dante. Lamentamos apenas que o autor,
quando opera com a divisdo, ndo apresente nenhuma interpretacdo geometrica para essa
operagéo.

A Figura 3 apresenta a interpretacdo geométrica da multiplicacéo.
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..............

Figura 3- Interpretacédo geométrica da multiplicacdo conforme Dante (p. 439)

Dante (2005) &, dentre os autores, 0 Unico que apresenta a representacdo geométrica da
multiplicacdo de Numeros Complexos. Os outros autores utilizam a formula de De Moivre,
sem representd-la geometricamente. Dante (2005), Paiva (1996) e Youssef (1998) nédo
trabalham a radiciagdo na forma trigonométrica. Mello (2005) e lezzi (2004) apresentam as
raizes dos Numeros Complexos como vértices de um poligono regular inscrito em uma
circunferéncia, fato que pretendemos explorar em nossa proposta. Denominam a radiciacao

como a segunda férmula de De Moivre.
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Os autores Diniz (2005), Ribeiro (2011), Mello (2005) e lezzi (2004) trazem a
interpretacdo geométrica das raizes n-ésimas de um numero complexo. Diniz (2005)
apresenta as figuras de Escher, conforme a Figura 4, utilizando-as para relacionar a
multiplicacdo com a reflexdo de um ponto em relacdo a reta que passa pela origem e forma
um determinado angulo com o eixo das abscissas. Também relaciona o simétrico de um
Numero Complexo com a rotacdo do conjugado desse numero em relacdo a origem do angulo.
Acreditamos que tal abordagem possibilita aos alunos a inser¢do dos Numeros Complexos no
seu mundo cotidiano, uma vez que eles trabalham com poligonos regulares e convivem,

diariamente, com figuras geométricas.
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Na obra Limite ¢ircu-
far IV (céu e inferno) ao
lado, investigue por quais
numeros deve ser multi-
plicado o numero que cor-
responde 30 ponto indica-
do no 12 guadrante para
obtermos seu correspon-
dente no 2° quadrante e
sobre o sixo imaginario.

A multiplicagdo de numeros complexos também corresponde & reflex8o de um
ponto 2 em relagdo a uma reta r que passa pela origem e forma um éngulo ¢ com Re
O ponto simétrico de z em relagédo 8 m 4
reta r pode ser obtido pela rotacado do conju-
gado Z de z em torno da origem do angulo:

20-2(0~¢) = 2¢

Entdo, se R, = cos 20 4 i  sen 2¢, a refle- //;--""_;-f"’
x&0 pode ser considerada como a fungéo: X
=" \¢
B |
o ,%

e Re

R

PRy

\'r

C—=C

z2i=R, -2 !

No quadro anterior de Escher, 0 demonio negro no primeiro quadrante & simé-
trico em relagdo & reta que passa pela origem com argumento 60°, Assim, cada ponto
de uma das metades da figura pode ser
obtido como o produto do conjugado
de um ponto da outra metade por:
Ryaer ="l*i' ‘.2“3‘

2

Figura 4. Figuras de Escher conforme Diniz (pag 252)

2.3.5 Tipo de exercicios nos livros didaticos

Todos os autores mantém um padrdo de apresentacdo dos exercicios. ApoOs a
exposicao tedrica, apresentam exemplos ou exercicios resolvidos. Posteriormente, propdem
exercicios para que os alunos os resolvam. Em geral, tais atividades exigem, na sua maioria,
procedimentos similares ou até iguais aos resolvidos nos exemplos de cada livro. Séo
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exercicios que exigem pouca interpretacdo e, geralmente, muitos célculos. Apenas Mello
(2005), Dante (2005) e Diniz (2005) propdem exercicios contextualizados que exigem que 0s
alunos consigam aplicar os conhecimentos apreendidos de forma integrada, sem ser mera
reproducdo dos modelos apresentados pelo autor. A Figura 5 apresenta uma dessas propostas.

Exercicios complementares
U] i it ([l [E=T]| ¥ THO =y S if

SOLGAS das quessdas 57 @ 70 no Gy oo prolasse

Terr;éticos

0Os nameros complexos |
|
|

67. [FuvestSP| Considere a equoagdo 2 = az + [a — ||Z
onde «« & um nimero recl e 2 indica o conjugodo do
nimero complexo z.

a} Determine os valores de a pora os qu:us 0 8quUagoo
tem quatro raizes distintes. « - — =

57. Celeule o volor de x e y € R de moda que:
x+ 14 ol 04X‘51|‘l|3x— ll—
=201+ x + i+ * 2% ‘ b} Represente, no plano complexo, as roczesdesscoquo-

oy ¢Go quando it = O

|
58, Determine o valer de x £ R paro que o nimere comple-
x0 2= [x* = 5x+ &) + [x — x — 2i saja Imagindrio | 68. Resolve gecmetricamente a inequacdo modulor comple-

purc. = xa |[z+8|l=5comz=x+yiex yER.
Dentre o8 pontos do lugor geométrico da solugdo da
Operagoes com nimeros complexos inequoacdo dade, determine oguele que estd mais pré-

i 5, 0).
59. Determine x e y £ R, de modo que ximo do ponto {5, 0}

e+ yi)-(2+ 3] =1 +8i v-25 69. (Unesp} Considere os nomeros complexos z = 2 —
ew = ~3 — |, sendo | a unidode imagindria
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Figura 5 - Exercicios contextualizados do livro Matematica — construcéo e significado, do autor José Mello
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2.3.6 Considerac0es finais sobre os livros didaticos analisados neste estudo

Todos os livros aqui analisados trazem a contextualizacdo historica, feita antes ou
depois da introducdo do conteudo, de maneira mais algébrica ou mais literaria. Acreditamos
que tal abordagem é um estimulo para o estudo do tema. As obras apresentam as trés
representacbes de um Numero Complexo: par ordenado, forma algébrica e forma
trigonométrica. Apenas o livro de Paiva apresenta, além das formas anteriormente citadas, a
forma polar. Consideramos bastante importante a apresentacao de tais representacées, mas ha,
em todos os casos, uma supervalorizacdo da abordagem algébrica.

Os livros que trabalham com a multiplicacdo e a divisdo na forma trigonométrica
guase nao apresentam suas respectivas representacdes geométricas. Acreditamos que isso
impeca uma visualizacdo que tornaria mais significativas e atraentes essas operagoes.
Também sentimos a falta de relacdo entre os Numeros Complexos e operacdes de soma e de
subtracdo com os vetores. Os alunos, em geral, ja estdo familiarizados com os vetores, pois,
no Ensino Médio, este € o primeiro tema abordado na disciplina de Fisica. Em geral,
observamos que os livros apresentam um namero excessivo de definicdes, de férmulas e de

propriedades, com poucas representacfes geométricas apresentadas.

2.4 Trabalhos anteriores sobre a tematica abordada neste estudo

Ao definir o tema desta dissertacdo, comegcamos uma busca por pesquisas sobre os
estudos ja realizados sobre o ensino dos NUmeros Complexos. Comegcamos Nnosso
levantamento nas bibliotecas digitais de universidades, onde encontramos quatro dissertacdes
sobre o tema.

A Biblioteca Virtual da PUC-SP possui, em seu acervo, a dissertagdo de Oliveira
(2010), intitulada Nameros Complexos — Um estudo dos registros de representacéo e de
aspectos gréaficos. Esse trabalho foi realizado no mestrado em Educacdo Matemética da PUC—
SP, tendo como orientadora a Prof.2 Dra. Maria José Ferreira da Silva. O estudo de Oliveira
(2010) possui a seguinte questdo norteadora: Ensinar o conteddo Numeros Complexos,
enfatizando seus aspectos graficos, torna seu aprendizado mais significativo?

Para responder a tal questdo, o autor elaborou e aplicou uma sequéncia didatica,
fazendo uso do software Geogebra, fundamentado na teoria dos Registros de Representagéo
Semiotica, de Raymond Duval, e na Teoria das Situacdes Didaticas, de Guy Brousseau. Como
metodologia, utilizou os principios da Engenharia Didéatica, de Michéle Artigue.
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O autor dividiu seu trabalho em quatro capitulos. No primeiro, apresentou a
problemaética e a fundamentac&o teorica, além de justificar a relevancia da pesquisa, delimitar
0 problema e apresentar o quadro teorico e os procedimentos metodologicos. No segundo
capitulo, intitulado Estudos Preliminares, o autor apresentou um estudo referente ao que
dizem os PCN sobre o ensino. Fez a anélise da abordagem dos Numeros Complexos nos
livros didaticos e uma revisdo historica e epistemoldgica do assunto.

Nessa revisdo, apresentou as diferentes abordagens que Diofanto, Viéte, Cardano,
Tartaglia, Bombelli, John Wallis, Wessel, Argand e Gauss faziam para 0s NUmeros
Complexos. O autor citou a utilizagdo da formula de Cardano-Tartaglia para resolver a
equacdo x* — 15x — 4 = 0. Também salientou que ja se sabia que 4 era uma das solucdes da
equacdo e, como durante os célculos surgiu a raiz quadrada de —121, tornou-se necessario
extrair a raiz quadrada de um numero negativo, afirmando que isso conduziu a representacao
devV-1=1i.

O terceiro capitulo refere-se aos registros de representacdo semidtica dos Numeros
Complexos, divididos em registro de representacdo algébrica, pares ordenados, gréfica,
trigonométrica e matrizes.

No quarto capitulo, o autor descreveu a pesquisa, apresentando 0s sujeitos que
participaram do estudo. Fez, também, uma andlise do questionario e uma descricdo da
aplicacdo. Apds, exibiu a sequéncia didatica com suas concepg¢des, analises a priori e a
posteriori, fazendo, por ultimo, as consideracdes finais.

A sequéncia didatica é constituida de duas partes: a primeira esta dividida em cinco
atividades, cujo proposito era fazer com que os alunos explorassem e compreendessem as
propriedades graficas relacionadas aos Numeros Complexos, no plano complexo; a segunda
parte, relativa as atividades cinco e seis, envolveu a resolucdo de problemas. Para isso, 0S
assuntos tratados em cada atividade ficaram assim divididos:

Atividade 1: Representacdo de numeros complexos no plano complexo, conjugado e
oposto de um namero complexo

Atividade 2: Adicdo de complexos

Atividade 3: Criacdo de ferramentas no Geogebra

Atividade 4: Multiplicacdo de complexos

Atividade 5: Divisdo de complexos

Atividade 6: Resolucédo de problemas

Atividade 7: Resolucéo de problemas
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Os sujeitos da pesquisa foram seis alunos pertencentes a uma escola particular de Sao
Paulo. O experimento foi feito em um ambiente separado da sala de aula onde estudavam,
com computadores disponiveis nos quais o software de geometria dindmica Geogebra estava
instalado. Além dos protocolos, em que os alunos anotaram suas resolugdes e conclusdes, o
pesquisador contou com video da experimentacdo. As identidades dos alunos, por motivo de
privacidade, foram preservadas.

O autor concluiu que o ensino usual desse conteudo falha no que diz respeito as
conversdes entre esses registros, embora 0s Numeros Complexos permitam varios registros de
representacdes diferentes, ou seja, podem ser representados por pares ordenados de ndmeros
reais, por vetores no plano, por matrizes, por nimeros da forma a + bi, em que a e b séo
nameros reais, e também na forma trigonomeétrica. Essa falha foi percebida pelo autor, ja que
tais conversdes permitiriam resolver, por exemplo, problemas de geometria plana com o uso
de vetores representantes de ndmeros complexos de forma mais econdmica, em termos de
operacOes, do que seria com geometria analitica. Essa abordagem, porém, ndo é explorada no
ensino dos Numeros Complexos.

A pesquisa de Oliveira (2010) mostrou potencialidades a serem exploradas. O autor
questiona quais seriam as possibilidades e consequéncias de se apresentarem 0s NUmeros
Complexos, com enfoque em aspectos geométricos, a alunos que os veriam pela primeira vez,
e como se estruturaria uma sequéncia didatica com esse objetivo, uma vez que sua pesquisa
foi aplicada a alunos que ja tinham estudado o tema. A nossa proposta pretende responder a
alguns desses questionamentos feitos pelo autor, ja que possui enfoque geométrico e foi
aplicada a alunos que ainda nao tinham estudado os Nimeros Complexos.

Outra dissertacdo que aborda os Numeros Complexos é a de Aradjo (2006), com
orientacdo da Proft Dra. Marlucia Oliveira de Santana Varela, defendida no Mestrado em
Ensino de Ciéncias Naturais e Matematica da Universidade Federal do Rio Grande do Norte
(UFRN). Motivada por indagacdes e por dificuldades dos alunos, detectadas na sala de aula
quanto ao ensino dos Numeros Complexos, a autora apresenta uma proposta de mudanca
metodoldgica para o ensino-aprendizagem usual desse tema no ensino médio. As questdes que
nortearam o trabalho foram:

1. Que motivacOes sdo adequadas a aprendizagem do aluno em relacdo aos Numeros
Complexos?

2. Que mudangas metodoldgicas podem favorecer a aprendizagem destes contetidos?

3. Como implementar uma metodologia de ensino adequada?
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Tomando como base as questdes apresentadas, a autora decidiu utilizar, em sala de
aula, uma sequéncia didatica formada por atividades como alternativa metodoldgica,
substituindo a tradicional aula expositiva para trabalhar o contetido dos Numeros Complexos.
O uso de sequéncias didaticas formadas por atividades teve como referéncia os estudos
realizados por Oliveira (2006) e Mendes (2001), os quais elaboraram, testaram e avaliaram
suas propostas de ensino e aprendizagem também por meio de atividades. Aradjo (2006)

destacou como objetivos especificos:

1. Discutir a apresentacdo dos contetdos dos Numeros Complexos nos livros
didaticos, utilizando-se de uma amostra representativa para verificar se a forma como sao
apresentados os contetidos tem interferéncia com a dificuldade de aprendizagem dos alunos;

2. Preparar uma sequéncia didatica como parte de uma proposta de ensino dos
NUmeros Complexos atraves de atividades para serem trabalhadas pelos alunos na sala de
aula, com a pretensdo de verificar, através dos dados obtidos, se a metodologia de ensino
através de atividades surte efeitos positivos;

3. Implementar a proposta de ensino em uma turma do 2° ano do Ensino Médio;

4. Analisar as dificuldades e/ou facilidades apresentadas pelos alunos durante o
processo de ensino do tema por atividades.

A autora elegeu a Engenharia Didatica como metodologia de sua pesquisa, objetivada
em suas quatro fases. Na tentativa de contribuir para solucionar as questdes apresentadas, o
trabalho esta estruturado em cinco capitulos, conforme a exposigao a seguir.

Na introducéo do estudo, apresentou 0os motivos que a levaram a escolher o problema,
descreveu os objetivos da pesquisa e discutiu 0 contexto no qual se insere o ensino dos
Numeros Complexos. Finalizou situando a necessidade de efetivar, na sala de aula,
alternativas metodologicas a partir das quais investigamos caracteristicas que facilitam a
aprendizagem dos numeros complexos pelos alunos.

O segundo capitulo — Os nameros complexos no ensino médio — situa o trabalho
enguanto uma pesquisa que articula a problematica do ensino de Matematica no Ensino
Médio aos conteudos de Numeros Complexos, presentes na sua evolucdo historica a partir dos
enfoques simbdlico, numérico, geométrico e algébrico. Utilizando tais enfoques, a autora
introduz a unidade imaginaria i.

No enfoque geométrico, apresentou a correspondéncia existente entre 0s numeros

complexos e 0s vetores, 0 que permite que seu uso seja aplicado nos mais diversos campos
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nos quais as grandezas séo vetoriais. Citou, como exemplo disso, o estudo da eletricidade, no
qual os Numeros Complexos aparecem nos assuntos relacionados & corrente elétrica,
voltagem, impedancia, entre outros. No enfoque algébrico, a autora ressaltou que as operacoes
de adicdo, subtracdo e multiplicacdo sdo mais intuitivas do que a representacdo por pares
ordenados. No enfoque por multiplicacdo, por exemplo, disse que basta aplicar a mesma
propriedade distributiva usada na multiplicacdo de bindmios, porém deve-se observar que i’ é
um numero real e vale —1, ndo havendo, portanto, necessidade de os alunos decorarem
formulas.

No terceiro capitulo, intitulado Os caminhos da pesquisa, Aradjo (2006) descreveu o
ambiente, os participantes, o programa de disciplina, a metodologia de ensino e 0s
instrumentos da pesquisa, sendo a engenharia didatica a metodologia de pesquisa utilizada. A
pesquisa foi realizada no CEFET-RN com alunos de uma turma do segundo ano.

A autora acredita que a dimensdo técnica que acompanha toda a historia do CEFET a
obriga a ter uma atencdo especial para a necessidade de buscar relacionar os conteddos
matematicos aos conhecimentos técnicos, tendo em vista que, na grade curricular de quase
todos os cursos oferecidos atualmente, existem disciplinas técnicas que requerem
conhecimentos dos numeros complexos.

A autora fez dois levantamentos de dados para subsidiar a situacdo do ensino em
Natal, particularmente no CEFET-RN: o primeiro foi relacionado a dados quantitativos e
qualitativos sobre o contetdo dos Numeros Complexos nos livros didaticos de Matematica
utilizados no ensino médio, que continuam com aportes, predominantemente, formais; o
segundo foi relacionado a dados coletados de entrevistas realizadas com vinte professores que
trabalnam com esse contetdo no ensino médio do CEFET-RN. Nesse capitulo ainda,
descreveu todo o desenvolvimento da pesquisa, o qual foi vivenciado na interacdo professor x
aluno x meio, por meio da realizacdo da fase da experimentacdo, conforme a metodologia da
pesquisa e das sequéncias didaticas na sala de aula.

No capitulo destinado a Discussdo e analise dos resultados da pesquisa, a autora
apresentou a analise do estudo feito com a amostra de dez livros didaticos de Matematica em
relacdo aos Numeros Complexos. Em seguida, apresentou os comentérios das respostas das
entrevistas realizadas com os professores que trabalham com NuUmeros Complexos no
exercicio de suas profissdes. Os resultados obtidos forneceram subsidios para a autora
concluir que sua proposta de ensino-aprendizagem de Numeros Complexos, por meio de

atividades aos alunos, foi positivamente validada.
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No capitulo das Consideracdes finais, inseriu o seu olhar reflexivo e critico sobre o
ensino e a aprendizagem dos Numeros Complexos. A autora ressaltou que as sequéncias
didaticas selecionadas com todo o conteddo programatico e, em ordem crescente de
dificuldade, certamente sdo uma estratégia que oportuniza os alunos a se familiarizarem com
0 contetdo gradativamente. Resolver e comentar as atividades realizadas pelos alunos apos a
tentativa deles resultou em varios pontos positivos em sala de aula, como atencéo, interesse,
participacdo, concentracdo, motivacdo, discussdo, interacdo e, consequentemente,
aprendizagem.

Tal mudanca metodolégica no processo ensino-aprendizagem dos NUmeros
Complexos através do uso de atividades surtiu resultados positivos, uma vez que, na avalia¢do
bimestral, apenas quatro alunos ficaram abaixo da média. Nesse sentido, a autora sugeriu 0
uso de atividades nas aulas de Numeros Complexos como um agente facilitador da
aprendizagem. Concordamos com a autora quanto ao fato de que o uso de atividades nas quais
os alunos precisam formular e testar hipoteses seja um facilitador e motivador da
aprendizagem, de maneira que esse tipo de atividade estard presente em nossa proposta
didatica.

Outro trabalho referente ao tema tratado neste estudo é o trabalho de Monzon (2012),
intitulado NUumeros Complexos e Funcbes de Variavel Complexa no Ensino Médio — Uma
Proposta Didéatica com Uso de Objeto de Aprendizagem e desenvolvido no mestrado em
Ensino de Matematica da Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS), com
orientacdo da Prof? Dra. Maria Alice Gravina. A autora apresentou uma proposta didatica para
o0 ensino de NUmeros Complexos e Funcdes de Variavel Complexa, fazendo uso de um objeto
de aprendizagem. Seu objetivo principal foi responder a esta questdo norteadora: Através de
recursos tecnoldgicos na forma de objeto de aprendizagem, é possivel implementar um
ensino introdutério de Funcgbes de Variavel Complexa na educacdo escolar de nivel
medio?

A autora dividiu o trabalho em seis capitulos. No primeiro, apresentou a sua trajetoria
profissional e suas inquietudes quanto ao ensino dos Numeros Complexos. Ela considerava
que tal contetdo era penoso e dificil de ser trabalhado, pois os alunos ndo demonstravam
interesse por ele, ndo o compreendiam e ndo conseguiam relaciona-lo com outra area,
tornando-se, assim, um ensino isolado e sem sentido.

No capitulo 2, A Educacdo Matematica Na Escola Bésica, a autora desenvolveu a
analise tedrica que verifica as possibilidades de aprimorar o ensino, buscando conhecimentos

em relacdo ao desenvolvimento cognitivo, influenciados por Piaget e Vygotsky. Também foi
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analisado o contetdo relativo ao tema apresentado em trés livros didaticos e algumas das
dificuldades de aprendizagem que estdo documentadas em outras pesquisas. As orientacoes
dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN) foram abordadas nesse capitulo. Por fim,
discutiu o potencial do uso das tecnologias e sua influéncia nos registros semioticos.

O desenvolvimento historico dos Numeros Complexos até sua legitimidade como
saber matemético foi abordado no capitulo Os Numeros Complexos na Historia. Tal
desenvolvimento foi apresentado detalhadamente, uma vez que Monzon (2012) reconhece a
importancia da interpretacdo geometrica desses numeros, na qual se baseou a proposta
didatica da autora.

Monzon (2012),utilizando o objeto de aprendizagem NUmeros Complexos, construido
pela autora, apresentou, no capitulo Tecnologias e NUumeros Complexos: Posssibilidades
para o Ensino, o contetdo sobre Numeros Complexos e Funcbes de Variavel Complexa. A
autora utilizou duas ferramentas para tratar do assunto. A primeira foi o video Dimensions:
une promenade mathematique, produzido por Jos Leys, Etienne Ghys e Aurélien Alvarez, que
consiste de nove capitulos disponiveis gratuitamente na Internet em diferentes linguas e
legendas. O video foi utilizado como ferramenta motivacional e possui como objetivo explicar
a quarta dimensdo. Outra ferramenta utilizada foi o objeto de aprendizagem “Numeros
Complexos™, no qual ha a possibilidade de manipulagdo de animacdes. Tais animacdes foram
criadas no software Geogebra e ddo dinamismo e movimento aos diferentes registros dos
Numeros Complexos.

Para introduzir o tema, a autora apresentou a ideia que da origem ao ndmero
imaginario i. Utilizou o video fazendo uma reta graduada e interligando a geometria a algebra,
ao relacionar nimeros com pontos da reta. Usou 0s pontos dessa reta para interpretar a soma e
a multiplicacdo de numeros reais. Em seguida, utilizou o objeto virtual de aprendizagem,
construido pela autora, para trabalhar as representacdes algébrica e trigonométrica dos
Numeros Complexos e suas correspondentes interpretagdes como pontos do plano. As
operacdes de adicdo, multiplicacéo e divisdo foram trabalhadas no referido objeto.

As funcbes de variavel complexa foram tratadas como transformagdes no plano. A
autora utilizou o video Dimensfes, no qual o matematico Douady apresenta os efeitos de
algumas transformacdes olhando para um subconjunto do dominio que corresponde a uma

fotografia dele. Para cada uma das funcOes de variavel complexa, foi feita uma exploracéo

* Disponivel em : http://www6.ufrgs.br/espmat/disciplinas/numeros_complexos/.
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geométrica que procurou relacionar conjuntos de pontos no dominio com o correspondente
conjunto de pontos no contradominio.

No quinto capitulo, Monzon (2012) tratou da concep¢do da proposta didatica e da
analise para sua validagdo. Para organizar, analisar e validar essa proposta, a metodologia de
investigacdo escolhida foi a Engenharia Didatica. Apds identificar o problema a ser
investigado e, levando em consideracdo as analises prévias, ela apresentou suas principais
escolhas didaticas: fazer uso de tecnologias e propiciar a participacdo ativa dos alunos na
construcdo dos seus conhecimentos.

A sequéncia de atividades da autora apresenta 0s menus do objeto NC e possui como
contelldos os Numeros Complexos e suas representacles, as operagdes com NuUmeros
Complexos e as funcdes de varidvel complexa. Foram realizadas seis atividades, conforme a
Figura 6, cada uma exigindo a manipulacdo de uma animacao, por meio da qual deviam ser

respondidas as questdes presentes na se¢do “Para pensar”.

Questdes

Menu do Objeto
Atividades Assunto “Para pensar”
de aprendizagem

Definicao e
o Representacéo Introdugéo e
Atividade 1 ) 10 questdes
algébrica do numero Representacdes
complexo
Representacéo
Atividade 2 trigonométrica do Representacdes 7 questdes

numero complexo

Atividade 3 | Adicdo de complexos Operagdes 7 questdes

o Multiplicagéo na
Atividade 4 ) Operagdes 9 questdes
forma algébrica

o Multiplicacao na
Atividade 5 ) ) Operagdes 6 questdes
forma trigonomeétrica

3 questdes utilizando a 1°

animacao
Atividade 6 | Fungdo F(Z)=A+Z Fungdes
5 questdes utilizando a 22

animacéo

Figura 6 — Atividades da sequéncia didatica de Monzon (2012)
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A autora apresentou as analises a priori e posteriori de cada uma das atividades, as
quais foram agrupadas em trés blocos. No primeiro, encontram-se as atividades 1 e 2,
relativas ao conceito do Numero Complexo e suas representacdes. O bloco dois abrange as
atividades 3, 4 e 5, as quais tratam das operacdes com os Numeros Complexos. O altimo
bloco discute a atividade 6, que aborda as funcGes de varidvel complexa. Posteriormente, a
autora confrontou tais analises com o objetivo de validar sua proposta didatica.

O ultimo capitulo apresenta os resultados do estudo, as reflexdes dessa experiéncia
como professora e também a influéncia do mestrado na postura da autora em sala de aula.
Como resultados, salienta que a interpretagdo geométrica do nimero imaginario trouxe aos
estudantes a recontextualizacdo da reta numérica e também associou 0s pontos no plano aos
seus nameros correspondentes. Acredita, igualmente, que os alunos entenderam os NUmeros
Complexos e suas representacdes, uma vez que operaram, algébrica e geometricamente, com
tais numeros, tendo, assim, um primeiro contato com as funcBGes de variavel complexa.
Monzon (2012) acredita que a apresentacdo da historia dos Numeros Complexos aos alunos
permitiu que eles enxergassem que a Matematica ndo nasceu pronta, mas foi desenvolvida ao
longo do tempo a partir de davidas e questionamentos referentes a cada época.

A nossa proposta, assim como a de Monzon (2012) também investiu na abordagem
geométrica, mas ndo utilizamos tecnologias digitais. Construimos, juntamente com os alunos,
a forma algébrica e operamos com 0s Numeros Complexos nessa forma.

Continuando a revisdo da literatura sobre o tema, encontramos a dissertacdo de Rosa
(1998), intitulada Uma Abordagem Histérica Para Aquisicdo do Conceito. O trabalho foi
desenvolvido no Mestrado em Ensino da Matemética na PUC-SP, tendo como orientador o
Prof. Dr. Saddo Ag Almouloud e como coorientador o Prof. Dr. Benedito Anténio da Silva. O
autor teve como objetivo criar uma sequéncia didatica que propusesse a introducdo dos
Numeros Complexos da maneira como surgiram na Historia, ou seja, a ideia era propor a
resolucdo de equacbes do 3° grau pelos alunos através do método de Cardano-Tartaglia,
objetivando que eles operassem com esses nUmeros.

No primeiro capitulo, O Objeto Matematico, Rosa (1988) apresentou a construcao do
sistema de Numeros Complexos por uma extensdo do sistema de NUmeros Reais. Citou que,
sempre que na Aritmética estendemos um sistema numérico, 0 novo sistema deve conservar
todas as propriedades algébricas do sistema antigo e incluir todos os numeros de tal sistema,
de maneira que as operacgdes algébricas novas e antigas, quando aplicadas aos numeros do
sistema antigo, sejam as mesmas. Disse que é necessario conter novos nimeros, do tipo que

necessitamos. Também deduziu as regras para operar com esses Novos numeros. Fez,
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posteriormente, a representacao grafica e apresentou a forma trigonométrica. Para introduzir a
unidade imaginéria i, o autor afirma que o conjunto dos NUmeros Complexos possui um
elemento especial i, 0 qual goza da propriedade i . i = i? = —1, dizendo que ela se chama
unidade imaginaria.

No capitulo Problematica e Metodologia da Pesquisa, 0 autor citou os problemas
encontrados no ensino-aprendizagem dos Numeros Complexos e também apresentou sua
metodologia, fundamentada na linha francesa da Didatica da Matematica, que consiste em um
estudo historico e epistemoldgico do conceito de Numeros Complexos, da transposicao
didatica desse conceito e da elaboragdo, aplicacdo e analise da série de atividades que 0s
alunos deverdo efetuar.

O estudo histérico e epistemolégico dos Numeros Complexos foi apresentado no
terceiro capitulo, onde o autor apresentou a origem, a evolucdo e os obstaculos
epistemoldgicos desse conceito.

No quarto capitulo, intitulado Estudo da Transposicdo Didatica dos NuUmeros
Complexos, Rosa (1998) fez uma anélise da Proposta Curricular para o Ensino da Matematica
do 2° Grau (atualmente designado de ensino médio) do Estado de S&o Paulo e também de
alguns livros didaticos. Para saber a concepcdo dos alunos sobre o conceito de numeros
complexos, ele aplicou um questionario cujas respostas foram analisadas por dois softwares: o
CHIC (Classificacdo Hierarquica, Implicativa e Coesitiva) e 0 CHADOC (Ag. Almouloud. S.
1992).

No capitulo chamado Sequéncia Didatica, o autor apresentou as atividades juntamente
com uma andlise que faz a previsao dos possiveis comportamentos dos alunos frente a tais
atividades. A sequéncia apresentou forte conotacdo historica e teve como objetivo principal
propor aos alunos a resolucdo de uma equacdo do terceiro grau pelo método de Cardano-
Tartaglia.

A Realizacéo da Sequéncia e Andlise a Posteriori foi o titulo do sexto capitulo, onde o
autor descreveu como transcorreu a aplicacdo da sequéncia didatica, apresentando uma
analise a posteriori dessa aplicacéo.

O autor, no ltimo capitulo, apresentou os resultados do teste aplicado dois meses
depois com os alunos que efetuaram as atividades da sequéncia didatica. Ele aplicou 0 mesmo
teste a estudantes que haviam estudado os Numeros Complexos de maneira diferente da sua
proposta. De posse de tais informacdes, pode tracar um quadro comparativo dos resultados,

concluindo que seu trabalho obteve sucesso.
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Para o entendimento da tematica discutida em nossa dissertagdo, analisamos também o
estudo de Carneiro (2004), chamado A Geometria e o Ensino dos Numeros Complexos, que
propGe uma abordagem geomeétrica dos Numeros Complexos. O autor afirma que definir os

Numeros Complexos como “Um niimero complexo ¢ um objeto da forma z =a + bi, onde a e
b séo reais, i =v—1, e permanecem validas as leis da algebra” é analogo a introduzir as
fracdes para um estudante que conheca niimeros inteiros, do seguinte modo: “uma fragao ¢

um objeto da forma %, onde a e b sdo inteiros (sendo b # 0), com %z §<—> ad = bc,

ad+bc

seguindo as seguintes leis da algebra: %+ %: —

”. Ele acredita que introduzir o tema
dessa maneira dificulta o entendimento dos alunos e o torna desinteressante.

Outro comentario feito pelo autor trata da unidade imaginaria i. Ele acredita que

definir i =v/—1 e colocar a frase “onde i ¢ a unidade imaginaria” tende a desconcertar o
iniciante, pois, durante anos, convencemos e fomos convencidos de que o quadrado de um
namero ndo pode ser negativo. O autor apresenta também o desenvolvimento historico do
conceito dos Numeros Complexos, visto que acredita que a abordagem predominante
algébrica esta vinculada a sua historia, mas que a propria histéria permite a abordagem
geométrica. Investindo na abordagem geométrica, apresenta os NUumeros Complexos como
pontos ou vetores do plano, e as operacdes entre eles aparecem como transformacdes
geométricas capazes de serem visualizadas. Carneiro (2004) identifica a unidade imaginaria i
com o ponto (0,1).

O autor acredita que o ensino de tal tema deva dar énfase a operagdo de multiplicacéo,
que é essencialmente uma composi¢do de rotacdes e, por isso, que 0s complexos aparecem em
problemas que envolvem rotacdo, circulo, funcBes trigonométricas, movimentos periodicos,
etc. Tais propriedades, segundo ele, garantem a utilizacdo dos Numeros Complexos no estudo
de circuitos elétricos, corrente alternada, astronomia, motores e mecénica quéntica. Conclui o

estudo afirmando que:

A humanidade levou milhdes de anos para descobrir 0s nimeros complexos, mas
somente 300 anos ap6s comecou a perceber o verdadeiro significado e as
potencialidades de aplicacdo desta descoberta. Passados mais 200 anos, o ensino dos
nimeros complexos necessita beber mais nesta fonte que é a abordagem geométrica
dos numeros complexos, ainda mais agora que possuimos o recurso dos programas
de computador para a Geometria (pag.10).

Concordamos com o fato de que definir i =v—1 ndo € adequado e, mais ainda, ndo
esta correto, ja que (—i)>= —1, ou seja, — i também é uma raiz de —1.
Concluimos aqui a revisdo de estudos sobre Numeros Complexos ressaltando que a

abordagem geométrica pode e deve ser utilizada no ensino do tema. Considerando o que
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acabamos de referir, ressaltamos que serd dessa maneira que iremos apresentar a proposta

didatica a ser empreendida neste trabalho, a qual seré detalhada no quarto capitulo.

3 Referencial Teérico

Ao iniciarmos o estudo dos Numeros Complexos, analisamos as pesquisas de Oliveira
(2010), Monzon (2012), Araujo (2006) e Rosa (1998). Tal analise apontou a importancia de se
trabalhar as diferentes formas de representacdes dos Numeros Complexos e, a partir dessa
revisao, escolhnemos como referencial tedrico para nosso trabalho a Teoria de Registros de
Representacdo, de Raymond Duval, que trata dos aspectos cognitivos relacionados a aquisi¢éo
de conhecimentos matematicos. Concordamos com Damm (1999, p.135) quando afirma que
“A teoria de Duval tem sido cada vez mais utilizada quando as pesquisas concernem a
aquisicdo de conhecimento e & organizagéo de situagdo de aprendizagem”.

Para Duval (1999), a aprendizagem da matematica constitui um campo de estudo
privilegiado para a anélise de atividades cognitivas fundamentais, como a conceitualizac&o, o
raciocinio, a resolucdo de problemas e mesmo a compreensdo de textos. Tal aprendizagem
recorre a utilizacdo de varios sistemas de expressdo e de representacdo, por exemplo, de
graficos cartesianos, representacdes em perspectivas, redes, esquemas, linguagens paralelas a
linguagem natural e outros.

E importante salientar que Semidtica é a “ciéncia dos signos” (SANTAELLA, 1990,
p.7) e que também pode ser descrita como a “ciéncia de todas as linguagens”. Santos (2011)
diz que a Semidtica se ocupa de todas as linguagens, sejam elas verbais — como é a lingua
materna — ou ndo verbais, como é a fotografia, a pintura, a arquitetura e, respeitadas algumas
condi¢des, a matematica. Devemos salientar que as representagdes semioticas “[...] sdo
producgdes constituidas pelo emprego de signos pertencentes a um sistema de representagdo os
quais tém suas dificuldades proprias de significado e de funcionamento” (DUVAL, 1993, p.
39).

O autor afirma que “As representacdes semioticas sdo relativas a um sistema particular
de signos, linguagem natural, linguagem formal, escrita algébrica ou graficos cartesianos,

figuras de um objeto matematico” (1995, p. 3). Consideramos que signos sao as formas pelas
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quais uma informac&o é representada. Tais representacdes permitem a comunicacao do sujeito
com o objeto matematico, possibilitando a sua apreenséo.

Em uma atividade matematica, varios registros de representacdo semidtica (enunciado
em linguagem natural, expressdo algébrica, grafico, figura geométrica) sdo mobilizados,
sendo uns ligados ao funcionamento cognitivo comum, como a linguagem natural, e outros
utilizados pela necessidade da propria atividade matematica.

Para Duval (2003), ndo ha conhecimento matematico que possa ser adquirido sem o
auxilio de uma representacdo. Ndo se pode ter compreensdao em matematica se n0s nao
distinguirmos um objeto de sua representacao, visto que um mesmo objeto matematico pode
ser dado através de diferentes representagdes. O autor afirma que “O acesso aos objetos
matematicos passa necessariamente por representacdes semidticas” (DUVAL, 2003, p. 21).
Para que um sistema semidtico seja um registro de representacdo, é necessario que ele exerca
a funcdo de comunicacéo, de tratamento e de conversao.

Segundo Duval (2003, p. 15: 16), “existem dois tipos de transformagdes de
representacdes semioticas que sdo radicalmente diferentes: os tratamentos e as conversdes”.
Os tratamentos sdo transformacdes dos registros de representacdes semidtica que permanecem
no mesmo sistema. Os tratamentos matematicos ndo podem ser efetuados independentemente
de um sistema semiotico de representacdo. Podemos citar o exemplo: efetuar a soma de dois
NUmeros Complexos expressos na forma algébrica e explicitar a resposta na mesma forma.

Ja as conversdes sdo transformacBes de um mesmo objeto por registros de
representacdes com conteudos diferentes. Assim, ha mudanca de sistema, mas conservam-se
as referéncias ao mesmo objeto. Por exemplo, “passar” um Numero Complexo da forma
algébrica para a forma trigonométrica.

O autor define semiosis como a apreensdao ou a producdo de uma representacao
semidtica, e noésis como 0s atos cognitivos, como a apreensdo conceitual de um objeto.
Concordamos com Duval (2009, p. 15) quando afirma que, em matematica, “as
representacdes semidticas ndo sdo somente indispensaveis para fins de comunicacao, elas séo
necessarias ao desenvolvimento da atividade matematica.” Ou seja, a semidsis €
imprescindivel para a noésis. Ndo ha noésis sem semidsis. A aprendizagem matematica ocorre
a medida gue os registros de representacdo sdo coordenados.

Segundo Duval (2009, p. 37), “a analise do desenvolvimento dos conhecimentos e dos
obstaculos encontrados nas representacbes fundamentais relativas ao raciocinio, a
compreensdo dos textos e & aquisicdo de tratamentos logicos e matematicos confrontam trés

fendmenos”, a saber:
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a) A diversificacdo dos registros de representacdo semidtica;

b) A diferenciacdo entre representante e representado: essa diferenciacdo €
normalmente associada a compreensdo do que uma representacdo significa e a
possibilidade de associar a ela outras representacbes e de integra-la aos
procedimentos de tratamento;

c) A coordenacdo entre os diferentes registros: o conhecimento de regras de
correspondéncia entre dois sistemas semioticos diferentes ndo é suficiente para que
sejam mobilizados e utilizados juntos. E importante estar atento aos fendmenos de

ndo-congruéncia entre as representagdes produzidas em sistemas diferentes.

Segundo Duval (2009), é necessario considerar as diferentes formas de representacéo
de um mesmo objeto matematico, e a compreensdo destas representacdes sdo essenciais ao
desenvolvimento do conhecimento. E comum observar uma confusio entre a representacéo do
objeto matematico, que € a forma de representar, com o préprio objeto, ou seja, com o
contelido a ser representado.

Neste trabalho, o objeto matematico € o conjunto dos Numeros Complexos. Iremos
representa-los, na linguagem natural, com pares ordenados e através de vetores no plano
cartesiano e nas formas trigonométrica e algébrica. Esses sdo os diferentes registros de
representacao.

Para analisar as dificuldades de aprendizagem da matematica, Duval (2009) acredita
ser prioritario o estudo da conversao de representacdes e ndo os tratamentos, visto que se faz
necessario que o estudante saiba transitar entre os diversos tipos de registros. Segundo o
autor, quanto maior for a possibilidade de articulacdo entre diferentes registros de
representacdo do mesmo objeto matematico, maior serd a possibilidade de apreensdo desse

objeto. Ele afirma que:

O ponto comum a grande maioria dos bloqueios dos alunos, quaisquer que sejam 0s
dominios de atividade matematica e qualquer que seja o nivel do curriculo, é a
incapacidade de converter a representacdo de um objeto em outra representacdo do
mesmo objeto (DUVAL, 1999).

A dificuldade em realizar essas conversdes, segundo Duval (2009), estd ligada
diretamente a congruéncia ou nao-congruéncia das representacfes. Conforme registra o
autor, para que haja o fendbmeno da congruéncia na mudanca de um registro de representacéo

para outro, sao necessarios trés critérios:
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e Correspondéncia semantica entre unidades significantes que constituem os registros de
representacdo, ou seja, correspondéncia uma a uma. Para cada elemento simples no
registro de saida, um elemento simples correspondente no registro de chegada.

e Mesma ordem possivel de apreensdo destas unidades, nos dois registros de
representacéo;

e Conversdo de uma unidade significante do registro de representagéo de partida a uma
sO unidade significante no registro de representacdo de chegada.

Quando tais critérios ndo sdo observados, temos, entdo, a ndo congruéncia. Duval
(2009, p. 65) d& um exemplo de congruéncia: “o conjunto dos pontos cuja ordenada é
superior a abscissa” ¢ correspondente a “y > X”. Nesse caso, a conversao inversa permite
reencontrar a expressao inicial do registro de partida. O autor da também um exemplo de ndo-
congruéncia: “o conjunto dos pontos que tém abscissa ¢ ordenada de mesmo sinal® ¢
correspondente a “ Xy > 0 ”, mas a conversdo inversa ndo permite reencontrar a expressao
inicial: “Xxy > 0", pois o “> 0" traduz tanto “ de mesmo sinal” quanto  positivo”. Logo,
pode ser traduzido por “o produto da abscissa e da ordenada ¢é superior a zero (positivo)”, ou
por “o conjunto dos pontos que tém abscissa e ordenada de mesmo sinal”.

Acreditamos que o essencial para que haja sucesso no ensino e aprendizagem de um
conhecimento matematico ndo sdo somente 0s registros de representacdao utilizados, mas
principalmente a maneira como devem ser utilizados. A conceitualizagdo e a aquisicdo de
conhecimentos ocorrem apenas quando o aluno consegue transitar com desenvoltura por
diferentes registros.

Com base neste contexto teorico, elaboramos uma sequéncia didatica para introduzir o
estudo dos Numeros Complexos, trabalhando a dependéncia e o relacionamento entre as
formas geomeétrica e algébrica na elaboracdo de atividades que privilegiam a articulacéo entre
os diferentes registros de representacdo dos Numeros Complexos. Tomaremos como objeto de
estudo inicial a forma geométrica, pretendendo construir as formas algébrica e trigonométrica.
A articulacdo desses diferentes registros de representacdo semiotica foi 0 que nos motivou a
utilizar a teoria de Duval (2009).
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4 Apresentacao e Descricdo da Proposta Didatica

Ao estudarmos os trabalhos publicados sobre o ensino dos Numeros Complexos,
observamos que, usualmente, é priorizada a abordagem algébrica, confirmando o que ja
tinhamos constatado em nossa pratica pedagdgica. Sabemos que essa abordagem permite que
os alunos operem com bastante facilidade com esses nimeros, mas ndo permite que eles
visualizem o significado geométrico de tais operacdes. Acreditamos que, com a abordagem
exclusivamente algébrica, os estudantes ndao sintam interesse pelo assunto.

O estudo de um contetdo precisa apresentar elementos que despertem o interesse € a
curiosidade dos alunos. Para atingir esse objetivo, apresentamos, ao longo dos nossos
encontros, um pouco da historia dos Numeros Complexos, por exemplo, no sétimo encontro
quando definimos o conjunto dos NUmeros Complexos dissemos que foi Gauss quem
primeiro utilizou tal denominacdo. Percebemos, ao longo de nossa trajetéria profissional, que
a histéria da Matematica é um assunto que pode e deve ser mais explorado. Acreditamos que
ela deve permear o desenvolvimento de cada tema estudado e, dessa forma, desenvolvemos a
nossa sequéncia didatica.

Como ja mencionamos, a proposta aqui em foco tem por base a identificacdo dos
NUmeros Complexos com o plano cartesiano IR?. Em IR?, identificamos os NUmeros Reais
com o0 eixo x das abscissas. Na estrutura geométrica do plano cartesiano, introduzimos
operagbes (soma e produto) que estendem as operacbes com 0s NUmeros Reais. A
Trigonometria surge, entdo, como uma ferramenta indispensdvel para caracterizar a
multiplicacdo dos pares ordenados por meio da forma polar. A associagdo dos NUmeros
Complexos com o plano cartesiano IR nos permite transitar entre as varias formas de
representacdo desses numeros. Esse fato vai ao encontro da teoria dos registros das
representacdes semidticas de Duval, na qual nossa proposta foi fundamentada.

Iniciamos nossas atividades com a soma e a subtracdo dos pares, associando-0s a soma
e a subtracdo de vetores. Na sequéncia, investimos na abordagem geométrica, ao apresentar a
forma polar dos Nimeros Complexos, associando ao par ordenado (a, b) e IR? um
comprimento r e um angulo 0. Trabalhar com a forma polar de um NUmero Complexo
possibilitou a visualizacdo da multiplicagdo dos pares ordenados. Assim, introduzimos a
unidade imaginaria i de maneira diferente daquela utilizada tradicionalmente, na qual i €

apresentado como v—1. Considerando nossas experiéncias didaticas anteriores, concluimos

que dizer aos alunos que i = +/—1 ndo faz muito sentido, uma vez que ndo ha razdo aparente
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para tal afirmacéo e, além disso, eles estudavam, até entdo, que os nimeros negativos ndo
possuiam raizes quadradas.

Utilizando a ideia de pares ordenados, apresentamos um significado geométrico para
0 i, 0 que possibilitou, dessa forma, a correspondéncia do ponto (0,1) com a unidade
imaginaria i, ideia essa introduzida por Hamilton em 1837. Somente apds introduzirmos a
unidade imaginaria i da forma citada anteriormente, € que chegamos a forma algébrica dos
Numeros Complexos, trabalhando todas as opera¢fes com essa abordagem, o que aconteceu
apenas no 6° encontro.

Como o nosso trabalho foi aplicado em uma turma do curso técnico de Eletrénica,
apresentamos algumas aplicagdes dos Numeros Complexos nessa area como um fator de
motivacao ao aprendizado dos alunos. A nossa sequéncia de atividades foi planejada a fim de
responder a seguinte questdo: A apresentacdo dos NUmeros Complexos, no Ensino Médio,
inicialmente na forma geométrica para posteriormente exibi-los na forma algébrica é bem
aceita pelos alunos?

Em linhas gerais, acreditamos que, como podera ser conferido neste capitulo,
obtivemos éxito em nossa proposta, visto que observamos que os alunos ficaram motivados
com a abordagem apresentada e com sua aprendizagem. A seguir, descrevemos, em detalhes,

0S nove encontros que compuseram a sequéncia didatica.

4.1 Primeiro Encontro

Inicialmente, apresentamos aos 18 alunos presentes em sala de aula a nossa proposta
didatica, dividindo a turma em grupos. Esse encontro teve a duracdo de 90 minutos.
Apresentamos o conjunto IR? = IR x IR, = {(a, b); & b € IR} e o identificamos com o plano

cartesiano:

b * (a,b)

>
a IR

Definimos a soma e a subtracdo de dois pontos (a, b) e (c, d) € IR?, componente a

componente, ou seja:
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(@, b)+(c,d)=(@a+c,b+d) e (ab)—(c,d)= (a—c,b—d).

Propusemos a nossa primeira atividade retomando a soma e a subtracdo de pares
ordenados, ja que esse conteudo foi trabalhado em semestres anteriores. A Figura 7 apresenta

a atividade resolvida por um aluno.

ATIVIDADE 1:

I) Efetus as operactes com os seguintes pares ordenados:
a) (0,2) + (4.0) {4+ iy ) =72 (4, 4)
by (5.0) - (-1.0) ( { - ()

. [ o ) A By o
¢) (2.-3)+(5.-49) (245, (-3)tC))=> (7 1

d) (-1.2)- @-3)= (A-9, L -(=3)\ ~n([-5.95)

Figura 7. Resolucdo da Atividade 1 por um aluno.

Os 18 alunos presentes desenvolveram a questdo sem apresentar dificuldades. Apenas
um, porém, cometeu um erro de sinal. Poucos estudantes apresentaram dificuldades na
resolucdo do exercicio, sendo a dificuldade relacionada a utilizacdo da regra de sinais nas
operacdes de adicdo e subtracdo. Acreditamos que a facilidade demonstrada se deve ao fato de
os alunos estarem trabalhando com o plano cartesiano na disciplina de Fisica. Prosseguindo

com as atividades, apresentamos as seguintes observacoes:

1) Se identificarmos (a, b) com o vetor v de origem (0,0) e extremidade (a, b) e, de
maneira analoga, (c, d) com o vetor u de origem (0,0) e extremidade (c, d), podemos
observar que a soma e a subtracdo definidas anteriormente sdo as mesmas soma e

subtracdo de vetores (vistos em Fisica).

¥

b+d

c a a+c

Figura 8 — Soma e subtragdo de vetores
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2) Identificando a € IR com (a, 0) € IR? ou seja, a= (a, 0), temos (a, 0) + (b, 0) = (a + b, 0)
=a+be (a,0)—(b,0)= (a—Db,0) =a—b. Desse modo, a soma e a subtracéo definidas nos

pares ordenados sdo “as mesmas” soma e subtracdo de numeros reais.

Ao relacionarmos a soma e a subtracdo dos pares ordenados com as mesmas operagoes
nos vetores, utilizamos o que Duval (2009) denominou de conversdes, que sdo transformacdes
de um mesmo objeto por registros de representacdes com conteddos diferentes. Assim, ha
mudanca de sistema, mas conservam-se as referéncias ao mesmo objeto. Nesse caso,
passamos da escrita na forma de par ordenado a sua representacgao gréfica.

A seguir, apresentamos a representacdo polar. Iniciamos observando que, a cada par
ordenado (a, b) e IR? podemos associar um comprimento r e um angulo 6, em que 6 é o
angulo formado pelo vetor (a, b), definido na observagédo 1, com o eixo X, e r € 0 comprimento
(mddulo) do vetor.

Dado um angulo 6 e um comprimento r, podemos definir o par ordenado (a, b) por:

pleccccccnnsd

N

{a =1rcos 0
b = rsen0

O vetor correspondente ao par ordenado (rcos 0, rsenf) tem comprimento r e forma o
angulo 6 com o eixo x. Com o0 objetivo de associar a cada par ordenado um comprimento r e
um angulo 0, propusemos a marcacdo, no plano cartesiano, do vetor correspondente e a
determinacdo da forma polar de pares ordenados. Trabalhamos com os pares ordenados que
possuiam uma das coordenadas igual a zero e, posteriormente, com pares ordenados de
coordenadas iguais. Os exemplos apresentados foram: (3,0), (—2,0), (0,1), (0,—4), (1,1) e
(—2,—2).

Os alunos identificaram, de forma imediata, 0 comprimento r e o angulo 6 nos vetores
afins aos pares ordenados que tinham uma de suas coordenadas igual a zero. Nos pares (1,1) e

(— 2,— 2), precisamos sugerir que eles desenhassem o triangulo retangulo correspondente. A
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partir de tal sugestdo, eles concluiram qual era 0 comprimento r e o angulo 6 de cada um dos
pares ordenados (vetores).

Para obter o angulo, os estudantes valeram-se do fato de que, se as coordenadas do
ponto sdo iguais, entdo a semirreta correspondente ao comprimento do ponto (vetor) é
bissetriz do quadrante ao qual ele pertence. Para obter o comprimento r do vetor,
acreditavamos que eles utilizariam as coordenadas polares, o que ndo aconteceu; utilizaram-
se, sim, do Teorema de Pitagoras, o que foi uma alternativa valida. Acreditamos que utilizar
pontos sem uma das coordenadas igual a zero foi prematuro naquele momento; por outro lado,
tal fato introduziu uma discussdo que seria apresentada posteriormente.

Os objetivos propostos para 0 primeiro encontro foram alcancados, uma vez que 0S
alunos conseguiram identificar e transitar entre as formas cartesiana e polar dos pares
ordenados (vetores). O trénsito entre a representacdo de um vetor ou par ordenado, da forma
cartesiana para a representacdo polar e vice-versa, nos remete a Duval, quando relata que uma
mudanca de registro pode se revelar econdmica ou fecunda do ponto de vista do tratamento
das representacdes (DUVAL, 2009).

4.2 Segundo Encontro

Esse encontro teve a duracdo de trés periodos de 45 minutos cada, estando presentes

19 alunos em sala de aula. A pergunta inicial foi esta: “Dado (a, b) e utilizando a identidade
b .
tan® = —, como podemos obter o valor de 6 e calcular o comprimento r? Tal pergunta

objetivava a identificacdo do triangulo retangulo que tinha como hipotenusa o comprimento r
do vetor associado ao par ordenado (a,b) e como catetos a e b. A indagacdo foi facilmente
respondida pelos alunos, pois, ao fazer a representacdo no plano, a visualizacdo do triangulo
retdngulo tornou-se evidente para eles. A partir disso, concluiram que poderiam utilizar o
Teorema de Pitdgoras para obter o comprimento r. Tal fato ja tinha sido observado na
resolucdo dos ultimos exemplos trabalhados na aula anterior. Esses exemplos apresentavam
pares ordenados com coordenadas iguais.

Com o objetivo de analisar o sinal da tangente em todos os quadrantes e determinar as
coordenadas do ponto analisado, utilizando a interpretacdo geométrica dos pontos no plano,
propusemos as atividades apresentadas nas Figuras 9, 10 e 11, que foram desenvolvidas por

um dos alunos da turma.
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ATIVIDADE 2:

: b s b

Dado (a.b) podemos obter o valor de 8 usando a identidade tanD = = Como
]

podemos calcular o comprimento r? '

Como 0 € [0, 2a] , entdo vamos analisar 0 que acontece com o sinal da tangente em
cada quadrante.

1° caso: Se 6 = [0, =/2] = [0°.90°]
Exemplo:r=1c¢6=45°

p=VZ
Z

¥
‘

ey lr= _i—'
1_"1' - " _ -
L “"4 ] 4
VZ 4o JitBor
—_— p—
o

Figura 9. Resolu¢do da Atividade 2 por um aluno.
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2° caso: Se B e [ =2, m ] = [90°180°) NP9 /\a N\ V8

Exemplo; r=3 ¢ 08=135° )’jj{\"\%a L L— '

=D
1 b,@ﬁ/@ % L

8
4
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2 Sy T K iii:i
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Conclusio: Atan 0 ¢ Yﬂ%‘\"‘/‘l Qual é o ponto correspondente?....M........ .. Z
Fnel - Q
3° caso: Se 0 « [, 3n2] = [180°.270°). g i8°= 0L Y= /4
) Q
Exemplo: r=2e¢ 8=225° — v Y 2 = F5
ve 10 ‘1"“/:. G /,Z : =
‘ l F = a
; 2.V2y, = b Nz

Conclusio: Aan 8 ¢ \PQX.%"VQ Qual é o ponto correspondente? Q‘ \ri \ —\rz )

Figura 10. Resolucdo da atividade 2 por um aluno.
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4’ caso: Se 9 € [3n2, 2n] = [270°,260°)

\ nNe = W
Exemplo: r=4¢ 9=315 \ 8 ren \ : /L
g ga it
<+ v ’
- / A
\. & / A
3 y / P,/ 1 /
2 / / \ 4
: \ e £ h % {
A Lo 4VE,eb V=R
1‘} I\ 5 o2 A i x ) ;;'
\ avd 4 -
_2¥z=0 V2=a
- e
/
/
Vsl / Y i /
Conclusio: Atanth @ IYV¥“,.L':".. nv L Qual é o ponto \-mrc\pnr.dcmg" ¢ A ¥ LG Y=</

Figura 11. Atividade 2 desenvolvida por um aluno.

A producéo do aluno, apresentada nas Figuras 9, 10 e 11, mostra que, ao determinar as
coordenadas a e b do ponto, ele utilizou o angulo de 45°. Tal fato tornaria as coordenadas
sempre positivas, mas, atraves da visualizacdo da representacdo geometrica, ele percebeu qual

seria 0 sinal de cada uma das coordenadas. Esse fato confirma a importancia das
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representacfes semidticas em que as possibilidades de tratamento matemaético dependem do
sistema utilizado.

Quanto a andlise do sinal da tangente, em todos os quatro quadrantes do plano,
observamos que alguns alunos apresentavam dificuldades em relacionar a visualizacdo do
ponto e seu angulo com o sinal da tangente. Para enfrentar tal dificuldade, colocamos no
quadro o circulo trigonométrico e a reta tangente. Observando o circulo, discutimos quais
seriam 0s sinais da tangente no primeiro e segundo quadrantes. Os alunos, em grupos,
concluiram o que aconteceria com 0s sinais no terceiro e quarto quadrantes.

Acreditamos que, ao discutirem dentro do seu grupo de trabalho, os alunos
conseguiram esclarecer suas davidas. 1sso confirma a importancia do trabalho colaborativo,
pois 0s estudantes se sentem motivados a realizar as tarefas quando percebem que podem
esclarecer suas duvidas com os colegas e, dessa forma, construir 0 seu conhecimento sem a
interferéncia direta do professor.

Como os grupos eram formados por 4 ou 5 componentes, havia sempre um aluno que
explicava o sinal das coordenadas do ponto quando surgia algum questionamento sobre o
sistema de eixos, facilitando, dessa forma, o entendimento dos componentes do grupo. Em um
determinado momento, um aluno falou que a coordenada “a” estava no eixo do X. Logo, do

lado direito, ela era positiva e, do lado esquerdo, negativa. Foi dessa forma que eles

, . . . b
concluiam qual seria o sinal da tangente do 6, visto que tan6 = -

4.3 Terceiro Encontro

No inicio desse encontro, havia 14 alunos presentes. Como as atividades sdo aplicadas
em uma turma de ensino noturno, alguns chegaram atrasados devido a seus compromissos
profissionais. Também havia na turma trés alunos que residiam em municipios préximos a
Pelotas e que dependiam de 6nibus intermunicipais. No final da aula, havia 18 estudantes
presentes.

Ao iniciar o terceiro encontro, relembramos que o par ordenado (a, b) pode ser
apresentado como (a, b) = (rcos 0, rsen 6), em que 6 é o angulo formado por (a, b) com o

eiXo X, e r € a distancia da origem ao ponto.
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Propusemos a seguinte indagacdo: E necessario que se tenha ambos r e 6 para
obtermos um Unico par ordenado correspondente? Com tal questionamento, tinhamos o
objetivo de verificar se alunos concluiriam que, para cada par (r, 6), temos um unico par (a, b)
correspondente e, para cada par (a, b), temos um Unico par (r, ©) correspondente. Também
objetivavamos que os alunos identificassem as figuras geométricas formadas por pontos com
um determinado comprimento r e um determinado 6 do vetor (a,b). Para isso, propusemos a

resolucdo das seguintes questdes:

- Quantos pontos (vetores) em todo o plano, ou seja, nos quatro quadrantes, tém comprimento
2?

- Qual a caracteristica desses pontos (vetores)? Sera que eles representam uma figura
conhecida? Qual é essa figura?

- Se soubermos apenas o0 angulo 6? Por exemplo, quantos pontos do plano tém 6 = 30°?

- Sera que esses pontos representam uma figura conhecida? Qual é essa figura?

Ao perguntar sobre a necessidade de termos ambos r e 6 para determinar um Unico par
ordenado, percebemos que, a principio, eles apresentaram uma dificuldade de entendimento
em rela¢do ao “Gnico”, uma vez que pensavam em um determinado r, por exemplo, r =3, e
diziam que o par ordenado era unico. Em relacdo ao angulo, faziam o mesmo raciocinio. No
entanto, eles ndo estavam atribuindo valores, simultaneamente, a0 comprimento e ao angulo.
Nesse momento, sugerimos que escolhessem um valor para r e um para 6 e marcassem, em
um mesmo no plano, os dois valores escolhidos.

Ao representar tais valores em um mesmo plano, eles perceberam que, para obter um
Unico par ordenado, era necessario ter ambos r e 0. Sabemos que, no ensino médio, o

questionamento sobre a unicidade ndo é usual, mas acreditamos que esse € um conceito muito
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importante e necessario a formacdo matematica dos alunos. Acreditamos, também, que é
muito interessante explorar essa ideia no ensino médio.

Ao fazermos as indagacOes seguintes, os alunos perceberam que, de forma rapida, com
comprimento 2, ndo tinhamos um dnico par ordenado. Ao perguntar quantos pontos havia,
todos os alunos disseram que havia varios. Diante dessa resposta, perguntamos quantos havia
entdo? Nesse momento, chegamos a infinitos pontos.

Quanto a figura formada por esses infinitos pontos, trés alunos disseram ser um
circulo, e quatro falaram circunferéncia. Os outros 11 estudantes nada responderam. Nesse
momento, perguntamos a diferenca entre circulo e circunferéncia. Apenas um aluno
respondeu corretamente. Entéo, dissemos que, se pensarmos 0s pares ordenados como pontos
do plano, entdo esses infinitos pontos formam uma circunferéncia, visto que todos os pontos
possuem 0 mesmo comprimento e tém a origem do sistema como referéncia. Da mesma
forma, o conjunto formado pelo comprimento desses infinitos pontos formaria um circulo.
Acreditamos que tal fato elucidou as davidas que ainda poderiam restar.

Quanto a figura formada pelos pares ordenados que tinham 6 = 30°, todos os alunos
desenharam uma semirreta e, sobre a mesma, varios pontos. Apenas um perguntou quantos
pontos existiam entre 1 e 2. Ele fez essa pergunta, pois tinha divida sobre a existéncia de
infinitos pontos em um determinado intervalo. Ao indaga-lo sobre o motivo de tal pergunta,
ele respondeu da seguinte forma: Se entre 1 e 2 existem infinitos pontos, entdo, com 6 = 30°,
temos infinitos pares ordenados. Também perguntamos qual figura seria formada, e o aluno
respondeu que seria “uma reta”.

Posteriormente, ao resolver por escrito a atividade, apenas um dos 18 alunos nédo a
resolveu. Os outros estudantes ndo questionaram a infinidade de pontos entre os nimeros 1 e
2. Observamos, pelas falas, que eles utilizam o termo “varios”, e ndo a palavra “infinito”, fato
esse que nos levou a deduzir que, para eles, ‘varios’ e ‘infinitos’ sdo sindnimos em

matematica. A Figura 12 apresenta a resolucéo da Atividade 3 por um aluno.
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ATIVIDADE 3:

F necessario que se tenha ambos »¢ 8 para obtermos um Gnico par ordenado

correspondente’

|X~ Sim ( ) Nao
Por exemplo: Quantos pontos do plano, tem comprimento 2°
¢ -
Immifon  pomlo?
A ’
x 2
-

Qual a caracteristica destes pontos? Sera que eles representam uma figura

conhecida? Qual ¢ essa figura?

Elen Jorumntmn:  Jamme. Cﬂw,i'-"@“““

k se soubermos apenas o dngulo 07 Por exemplo: Quantos pontos em todo
plano, ou seja, nos 4 quadrantes, tem 0= 30° 7

o Im}.‘m&k.)’ pomz:b

Sera que esses pontos representam uma figura conhecida? Qual € essa figura?

e Linmhe Mada,

Figura 12. Resolucao da Atividade 3 por um aluno.

Observamos que a tarefa realizada pelo aluno explicita o que a turma, em geral,
entendeu. Os estudantes perceberam que, embora perguntasse quantos pontos tinham angulo
de 30° em todos os quadrantes, todos os pontos estariam no 1° quadrante e formariam uma
reta. O objetivo de incluir na pergunta “todos os quadrantes” era o de expandir o olhar dos
alunos para todos os quadrantes, visto que, geralmente, eles se focam apenas no primeiro
quadrante.

Com o objetivo de verificar se eles conseguiam mobilizar os conhecimentos

adquiridos nas tarefas anteriores, propusemos a seguinte atividade: Represente, no plano, os
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pares ordenados a seguir, escrevendo-os na forma polar: (4,0), (—5,0), (0,2), (0, —3), (2,2) e

(—1,1). A Figura 13 apresenta a resolucéo da Atividade 4 por um aluno.

ATIVIDADE 4:

-~ H s SO e £ Y OLar
Represente, no plano, os pares ordenados abaixo ¢ escreva-os na forma p la

41(0.-3)

11 (4.0

X T
23(-5.0) ) (2.2)
V9 ~ :J L - )-_
4 (9,410 - =2 +&
4 T 4= 4 (4
14 < L P
"\) / & = 2\Z
Sl S 3 ' 1 34 ¢ )
2 2 — o
, ] (21z 145)
14 .
31{0.2) 6)(-1.1)
(z,acd ) 1 O L
E. ¢ &A
’ (= V2
| ) 2 ] ¥ 3 : 3 Yy 4 X ) o :.l
(VZz,32%

Figura 13. Resolucdo da Atividade 4 por um aluno.

Para que o aluno resolvesse essa atividade, ele necessitaria transitar entre as
representacfes na forma de par ordenado, geométrica e polar. Assim, concordamos com
Duval quando afirma que:
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Os tipos de conexdes operacionais que nds esperamos que sejam feitas na
aprendizagem nao é entre matematica dedutiva e empirica, provas e construgdes, nem
entre estruturas matematicas e estruturas simbélicas, mas entre os diferentes registros
de representacBes semidticas. Essas conexdes entre registros compdem a arquitetura
cognitiva pela qual os estudantes podem reconhecer 0 mesmo objeto por meio de
diferentes representacdes [...].

Observamos que o transito dos alunos pelas diferentes formas de representagdes foi
bem sucedido quando os pares ordenados possuiam umas das coordenadas x ou y, ou nula.
Entretanto, nos pares onde isso ndo aconteceu, foi necessario retomar o calculo do angulo e do
comprimento do ponto, partindo do tridngulo retangulo e de suas propriedades métricas e
trigonométricas. Dessa forma, o objetivo da atividade foi atingido por todos. Embora ja
tivéssemos discutido esse contetdo em aulas anteriores, acreditamos ser importante essa
retomada, uma vez que alguns estudantes nao tinham frequentado as aulas em que houve essa

discussao.

4.4 Quarto encontro

No comeco desse encontro, que teve duracdo de 2 horas com um intervalo de 15
minutos, retomamos 0s conceitos estudados nos encontros anteriores e elaboramos,
juntamente com os 18 alunos presentes, um resumo que ficou exposto no quadro durante a
aula. O nosso objetivo inicial era definir um produto em IR? assim como fizemos para a
soma, que fosse compativel com o produto em IR, ou seja, (a, 0) - (c, 0) = (ac, 0). Para isso,
observamos que, se a € IR", (a, 0) = (a-cos 0, a- sen 0), ou seja, (a, 0) possui comprimento a >
0 e forma um angulo de 0 (0°) ou de 27 (360°) com 0 eixo X.

Nesse momento, questionamos, oralmente, qual seria a outra forma de representagédo
do par ordenado (5,0). Rapidamente, véarios alunos responderam que seria (5-cos 0, 5-sen 0).
De imediato, colocamos que: Se a € IR7, entdo, (a, 0) = (Jaj- cos w, |a|- sen «), ou seja, (&, 0)
possui comprimento [a] > 0 e forma um angulo de =t (180°) com o0 eixo X. Fizemos 0 mesmo
tipo de questionamento anterior e, novamente, obtivemos a resposta correta. Logo,
(—3,0) =(— 3|-cos w, |- 3|-sen «) = (3cosm, 3senm).

Iniciamos uma discussdo sobre o comportamento das regras de sinais nessa
multiplicacdo desejada. Propusemos, como exposto a seguir, analisar 0s possiveis casos

separadamente:
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1°caso: Sea>0ec >0, entdo, a.c >0 e, em termos de pares ordenados, teremos:

a-c=(ac,0)=(ac-cos0, ac-sen0).

Assim, desejamos que a multiplicacéo satisfaca (a, 0) - (c, 0) = (a-cos 0, a- sen 0) -
(c:cos 0, c-sen 0) = (ac cos 0, ac sen 0). Apresentamos, entdo, o exemplo: (3,0) - (2,0) =

(3cos 0, 3sen 0)- (2cos 0, 2sen 0) = (6cos 0, 6sen 0) = (6,0) e fizemos duas perguntas, a saber:

1%) Qual o modulo ou comprimento do produto resultante?

2%) Qual o angulo desse produto?

Os alunos responderam que o mddulo era 6 e que o angulo era 0. Em geral, eles ndo
disseram 0°; disseram apenas 0. Sempre que isso acontecia, salientdvamos a importancia de

utilizarmos a unidade. Diante disso, apresentamos outro caso:

2°caso: Sea>0ec <0, entdo, a:c <0 e, em termos de pares, ordenados teremos: a - ¢

= (ac, 0) = (Jac| - cos m, |ac| - sen ).

Dissemos que desejavamos que a multiplicagdo satisfizesse (a, 0) - (c, 0) = (a-cos 0,
a-sen 0)-(|c|cos &, |c| sen m) = (|ac|cos &, |ac|.sen m). Observamos que, nesse caso, |ac| = a- |c|,
jaquea>0.

Demos, entdo, o exemplo: (3,0) - (— 4,0) = (3cos 0, 3sen 0) - (4cosm, 4senn) = (12cosm,

12sent) = (— 12,0), com a proposta de resolucdo das seguintes questdes:

1%) Qual é 0 médulo ou comprimento do produto resultante?

2%) Como podemos relacionar o modulo do produto resultante com os modulos de cada
um dos fatores?

3% Qual € o angulo desse produto?

4%) Qual ¢ a relacdo entre os angulos de cada um dos fatores e o angulo do produto

resultante?

Quanto ao comprimento, os alunos perceberam facilmente que 0 médulo do produto
de dois fatores era o produto dos méodulos de cada um dos fatores. Porém, quanto ao angulo

de tal produto, os quatro alunos que se pronunciaram colocaram que seria, também, o produto
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dos angulos de cada um dos fatores. Nesse momento, um aluno falou que néo seria o produto,
pois um dos fatores era zero e, nesse caso, a resposta seria zero. Outro aluno disse que era a
soma dos angulos de cada um dos fatores, justificando sua resposta mostrando que também
valia para o primeiro caso. Tal justificativa convenceu a turma. A partir disso, apresentamos
por escrito 0 3° e 0 4° casos e propusemos que os alunos, em grupo, fizessem a anélise do

material e respondessem, também por escrito, as indagacoes.

3°caso: Sea<0e c<0,entdo, a-c >0 e, em termos de pares ordenados, teremos:

a-c=(ac,0)=(ac-cos 0, ac-sen0).

Desejavamos que a multiplicacéo satisfizesse:

(@ 0) - (c, 0) = (Jalcos =, |ajsen m).(|c|cos &, |c|sen =) = (|al|c|cos 2=, |al|c|sen 2m) =

= (Jac|cos 0, |ac|sen 0) = (ac-cos 0, ac-sen 0).

Deve ser observado que, nesse caso, |ac| = |a| - |c|
Exemplo: (— 4,0) - (— 2,0) = (4cosmr, 4senmn)-(2cosm, 2senr) = (8cos 0, 8sen 0)= (8,0)

- Qual é 0o modulo ou comprimento do produto resultante?
- Qual ¢é o angulo desse produto? Qual ¢ a relacdo entre os angulos de cada um dos fatores e o

angulo do produto resultante?

4°caso: Sea<0ec>0,entdo, a- ¢c <0 e, em termos de pares ordenados, teremos:

a-c=(ac,0)=(ac-cos0, ac-sen0).

Desejavamos que a multiplicacdo satisfizesse:

(@,0) - (c,0) = (Jaj-cos m, |al-sen &) - (c-cos 0, c-sen0) =

= (|ajc-cos m, |ajc-sen m)= (|ac|cos T, |ac|sen T).

Deve ser observado que, nesse caso, |ac| = |a| - C.

Exemplo: (— 3,0) - (2,0) = (3cosm, 3senm)- (2cos 0, 2sen 0) = (6¢cosm, 6senrn) = (— 6,0)

- Qual é 0o modulo ou comprimento do produto resultante?
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- Qual é o angulo desse produto? Qual é a relacdo entre os &ngulos de cada um dos fatores e 0
angulo do produto resultante?

Percebemos, durante as discussdes nos grupos, que apenas dois alunos apresentaram
duvidas, as quais se referiam aos angulos dos produtos, j& que, quanto aos comprimentos,
existia consenso nas respostas. Alguns apresentaram mais exemplos, e assim 0s colegas
conseguiram esclarecer suas duvidas. Um desses exemplos foi (—5,0) - (3,0). Ao transformar
os pares ordenados para a forma polar, observamos que o aluno que tentava esclarecer a
duvida dos colegas reforcava a importancia da representacdo geométrica. Dessa forma, eles
“enxergavam” os angulos. Tal fato confirma a teoria de Duval, que nos relata: “As
representacdes semiodticas permitem uma “visdo do objeto”, através da percepcao de estimulos
(pontos, tragos, caracteres, sons...)” (DUVAL, 2009, p. 44). O transito entre essas
representacdes garantiu a apreensdao de tal conceito, o que nos deixou satisfeitos com as
nossas escolhas didaticas.

Realizada a analise, os alunos apresentaram, oralmente, suas respostas. Para o

fechamento dessa atividade, apresentamos o seguinte resumo:

Em todos os casos, temos que:
- O comprimento de (a, 0) - (c, 0) é o produto do comprimentos de (a, 0) pelo comprimento
de (c, 0);
- O angulo de (a, 0) - (c, 0) é a soma do angulo de (a, 0) com o angulo de (c, 0).

Também definimos o produto de dois pares (pontos) quaisquer usando as propriedades
anteriores.

Dados os pares ordenados (a, b) = (ricos 61, risen 61) e (c, d) = (r,cos 6, rysen 6,),
definimos: (a, b) - (c, d) = [r1r,cos(01+ 6,), rirasen(61+ 6,)].

Com o objetivo de consolidar o aprendizado dos conceitos estudados, propusemos a

atividade 5.1, a qual vem resolvida, na Figura 14, por um aluno:
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Figura 14. Resolucdo da Atividade 5.1 por um aluno.

Desejavamos que os alunos ndo transformassem os pares na forma polar, em pares
ordenados na forma cartesiana, pois queriamos multiplicar pares ordenados na forma polar.
Com tal intencdo, utilizamos dois exemplos em que 0 seno e 0 cosseno do angulo eram um
valor bastante trabalhado por eles e, também, outros dois valores que necessitariam do auxilio
da calculadora para obté-los. Acreditavamos que tal fato desestimularia os estudantes a
realizar a transformacdo para pares ordenados. Apenas um aluno apresentou dificuldade para
comecar a tarefa. Ao percebermos essa situacdo, sugerimos que ele consultasse o material. Ao
observar o resumo, esse aluno conseguiu realizar a tarefa.

A atividade 5.1 tinha como objetivo mostrar que, em diferentes situacdes, torna-se
mais recomendavel utilizar um tipo de representacdo em detrimento de outra. Como nenhum
aluno transformou os vetores na forma polar para a forma cartesiana, 0 nosso objetivo foi
alcancado.

A facilidade com que eles conseguiram atingir o objetivo proposto de tal atividade foi
bastante gratificante. Acreditavamos que os educandos apresentassem bem mais dificuldades,
mas a atividade em grupo facilitou a aprendizagem, ja que eles discutiam entre si e, quando
algum membro do grupo apresentava dividas, um colega fazia um esclarecimento. Esse fato
também foi observado quanto a analise dos sinais das tangentes nos quatro quadrantes.
Também foi surpreendente a facilidade com que concluiram que o modulo resultante do
produto de dois nimeros complexos € o produto dos modulos de cada um dos fatores e que o

angulo resultante é a soma dos angulos de cada fator.
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Com o objetivo de concluir que multiplicar um namero real a por (—1) € 0 mesmo que
fazer uma rotacdo de = radianos (180°) no sentido anti-horario no vetor ou par ordenado
(a, 0), propusemos a atividade 5.2. Na Figura 15, apresentamos a resolucdo dessa atividade

por um dos alunos da turma.

2)Represente, no mesmo plano cartesiano, geomeiricamente, 0s pontos ¢ scus produtos

a) (3.0) (-1.m (5 05 9'/ 3271/5) (7 s 750/‘ fjc:’/s//go}l
(3 ws 180 3 sew 160 )=(-3,0)

¥
'
)
2

P B
S I 3

by (=3.1) - (=1.0)
1 (2 sz seugy) (1 @sths. 1 56n160)
3 F (3@ws3, 35n360°) = (3,0)
B: AN

e 1 (/ (05 180" /wuﬁo’) (/079 (80" senlffo )
: ; (105 3601560360 ) = (1 ,0)
L

HL{ . ;’7(,( cAL ,/C»/i S (';/,Q/,‘ {80

Figura 15. Resolucéo da Atividade 5.2 por um aluno.
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Embora ndo colocamos no enunciado da atividade que, a cada exercicio, os alunos
deveriam marcar cada um dos pontos com cores diferentes, sentimos a necessidade de sugerir
isso a eles. Quando fizemos tal sugestdo, observamos que a marcacdo dos pontos e de seus
respectivos produtos foi facilmente realizada por todos.

Depois disso, lembramos os alunos da identificacdo de a € IR com (a, 0) e concluimos
que: (a,0)- (—1,0) = (acos 0,asen 0)-(1cos wt, 1sen ©t) = (acos =, asen «t) = (— a,0). Fizemos,
entdo, a seguinte indagacdo: O que representa, geometricamente, a multiplicacdo de (a, 0) por
(—1,0)? Os alunos responderam rapidamente que o par ordenado tinha feito uma rotacéo de =
radianos (180°), mas ndo disseram se o sentido era horario ou anti-horario. Acreditamos que
isso ocorreu devido ao fato de que, geometricamente, o sentido da rotacdo ndo mudaria a
resposta obtida. Salientamos que (—1,0) = — 1, e tal fato nos permite deduzir que multiplicar
por (—1) € como tomar o nimero e fazer uma rotacdo de = radianos (180°).

No final do encontro, todas as atividades propostas foram entregues por escrito ao

professor.

4.5 Quinto encontro

O quinto encontro teve a duracdo de dois periodos, ou seja, uma hora e trinta minutos,
nos quais os 18 alunos trabalharam individualmente. Utilizando as propriedades estudadas no
encontro anterior — o comprimento de (a, 0) - (b, 0) é o produto do comprimento de (a, 0) pelo
comprimento de (b, 0), e 0 angulo desse produto é a soma do angulo de (a, 0) com o angulo de
(b, 0) —, retomamos o produto, na forma polar, de dois pares ordenados. Nosso objetivo era o
de que os alunos multiplicassem os pares na forma cartesiana. Para isso, propusemos as
seguintes questoes:

1°) Se os pontos sdo dados na representacao polar, entdo, o produto é calculado pela
definicdo estudada anteriormente: (a, b) - (c,d) = [rir.cos(6:+ 0,), rirzsen(61+ 6;)], onde (a, b)
= r1(cos01,5en01) e (c, d) = ry(coso,, sen 6,).

2°) Se os pontos dados na forma cartesiana possuirem o angulo com valor ndo
conhecido como poderemos calcular o produto de tais pontos sem o recorrer a uma
calculadora ou tabela?

Um aluno respondeu que seria necessario obter os angulos dos pares ordenados com o
auxilio da calculadora. Nesse momento, salientamos que, mesmo com 0O uso desse

instrumento, poderiamos cometer algum erro de aproximacgdo, visto que os valores dos
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angulos ndo eram exatos. Também diferenciamos, por meio de um exemplo numérico, 0 que
seria um angulo de valor ndo conhecido, sem o0 uso de uma calculadora ou tabela, de um
angulo diferente dos arcos notaveis 30°, 45° 60° e seus correspondentes no 2°, 3° e 4°

quadrantes.

Como os alunos ja tinham trabalhado em estudos anteriores com a Trigonometria,
definimos os pares ordenados (a, b) = (ricos 61, risen 0y e (c, d) = (racos 6,, rxsen 6,) e
apresentamos as relagdes do seno e do cosseno da soma de dois arcos:
cos(at+P)=cosa-cosP —sena -sen 3 e sen(a+ ) =sena-CcoS 3+ sen a - cos P.

Nesse momento, percebemos o quanto seria dificil trabalharmos com essas relacdes,
visto que os alunos apresentavam uma imensa resisténcia a esse assunto. Propusemos que
procurassem e e f € IR, em funcdo de a e b, tal que: (a,b) - (c,d) = (e,f) = [rir.cos(0:+ 6,),
rir,sen(6:+ 6,)].

Com o objetivo de esclarecer a nossa proposta e inspirar a resolucdo do problema, a
coordenada e foi construida, no quadro, com a colaboragédo dos alunos. Escrevemos:

e = I1r,c0s(01+ 02)= riry(cos 6:1c0s 0, — sen 6;15en 6,)
e = (r1cos 01)(r2cos 0,) — (risen 01)(rzsen 0,) = ac — bd.

Observando a construcdo da coordenada e, os alunos calcularam a coordenada f. A fim
de oportunizar uma discusséo sobre o tema, eles trabalharam em duplas, mesmo que esta ndo
tenha sido a proposta inicial para esse encontro. Acreditamos que 0s estudantes tenham essa
imensa rejeicdo a Trigonometria, uma vez que, para eles, as operacdes com arcos sdo apenas
formulas isoladas de qualquer contexto. Em geral, o ensino da Trigonometria apresenta um
uso excessivo de formulas, sendo, em nosso entendimento, desnecessario apresentar tantas
dessas formulas. Poderiamos, utilizando as relagdes apresentadas, deduzir novas relagoes, de
maneira que a Trigonometria ficasse mais acessivel a todos.

Definidas as coordenadas e e f, concluimos que o produto dos pares ordenados é dado
por (a, b) - (c, d) = (ac — bd, ad + bc) e apresentamos esta atividade: Calcule (3,2) - (4, -1) =
[3-4 -2- (-1), 2- 4 +3- (-1)] = (14,5).

Propusemos a atividade anterior inspirados nas palavras de Duval:

A originalidade da atividade mateméatica estd na mobilizagcdo simultdnea de ao
menos dois registros de representacdo, ou na possibilidade de trocar a todo o
momento de registro. Essa mudanga de registro facilita a aquisicdo de um conceito.
Ao lidar com as varias representacdes de um mesmo objeto matematico, o aluno
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passa a ter mais seguranca na compreenséo e na resolucdo de problemas (2003, p.

14).
Como fechamento desse encontro, propusemos a realizacdo da atividade relativa a
multiplicacdo de pares ordenados, como mostra a Figura 16, que apresenta a resolucdo do

exercicio por um aluno:

Efetua a multiplicagio dos seguintes pares ordenados

"))L})-(%“)(’” (2)(”*(5);\)’)/: :(bf") ; ')-4f‘;) — (111”5)

a) (2,531 =(¢

b (3-1)+ (4.2) = ((3) (1) -0 A, 3)2) () - (1222 =674) = (10, 10/
9 (3:2)- @) =Dy )- ) N N = (12425 7378) = (-10,~11)
d) (3.2) (4,1 =(03) (M -F W) (3 H2)EW) 2 (12721 1378) = (44 ) =5)

Figura 16. Resolucéo de atividade por um aluno.

A resolucdo da atividade pelo aluno demonstra o que aconteceu com todos 0s demais
estudantes da turma. A multiplicacdo de pares ordenados, utilizando a relacdo construida
durante a aula, foi efetuada com éxito, sendo que apenas um aluno cometeu um erro de sinal.
Nesse encontro, eles trabalharam individualmente e também em duplas, o que nos permitiu
observar mais de perto o desenvolvimento individual e ver quem tinha apreendido o0s

conceitos estudados, ja que, anteriormente, todas as atividades haviam sido desenvolvidas em

grupo.
4.6 Sexto encontro

Ao iniciar o sexto encontro, solicitamos aos alunos que se dividissem em grupos.
Enquanto isso, colocamos no quadro o resumo da aula anterior. Nesse encontro, tinhamos
como objetivo inicial que os alunos identificassem os angulos dos pares ordenados e de seus
produtos. Para tanto, propusemos a seguinte atividade: Represente geometricamente, no

mesmo plano cartesiano, 0s pontos e seus produtos:
2 (30)- (0. b) (-3.0)- (0.1) 9 (0.1)- (0.1) OICRCRCEN

A cada exercicio, sugerimos para eles marcarem cada um dos pontos com cores

diferentes. No quarto encontro, ja tinhamos trabalhado com o produto de (a, b) por (-1,0).
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Acreditamos que tal procedimento facilitou a resolugdo dos produtos propostos nesse
encontro. Todos os alunos marcaram corretamente 0s pares e seus respectivos produtos.

Para calcular o produto de pares ordenados, eles utilizaram a relagéo (a, b) - (c, d) =
(ac — bd, ad + bc), que foi trabalhada no encontro anterior. Apos a realizacdo dessa atividade,

propusemos as seguintes indagacdes:

- Qual é o angulo da representacédo polar de (3,0)?
- Qual é o angulo da representacdo polar do produto de (3,0) por (0,1)?
- Qual é o angulo da representacéo polar de (-3,0)?

- Qual é o angulo da representacdo polar do produto de (—3,0) por (0,1)?

As trés primeiras indagagdes foram resolvidas corretamente por todos os alunos.
Quanto a quarta indagacgdo, apenas trés deles ndo conseguiram determinar corretamente o
angulo da representacdo polar do produto de (-3, 0) por (0, 1). Tais alunos responderam que 0
valor do éangulo era 90°. Acreditamos que determinaram tal valor considerando,
erroneamente, o sentido horario como o sentido positivo, ou o quanto foi girado.

Ao perguntarmos o que significava geometricamente a multiplicagdo de um par
ordenado (a, 0) por (0, 1), observamos que muitos deles usaram o termo “girou 90°”. A Figura

17 apresenta a atividade desenvolvida por um aluno.
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ATIVIDADE 6)

| )Represente, no mesmo plano cartesiano, geomeltricamente. 0s pontos ¢ seus produtos

ar(i.oo.d) (2)'(", — (),ﬁ J ‘:)/ f(),ﬂ):/.(q 5)
Lci;)):'

i 1) - (iL1)

[ (+1,0)

Figura 17. Resolucdo da Atividade 6 por um aluno.

Com o objetivo de formalizar a conclusdo obtida pelos alunos, apresentamos a eles a
seguinte conclusao:
CONCLUSAO: Quando multiplicamos um nimero real a = (a, 0) por (0,1), o

resultado é o par ordenado (0, a). Geometricamente, o par ordenado (a, 0) é girado 90° para
(0, a) no sentido anti-horario.
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Entdo, (a,b)-(0,1)=(a-0—b-1, a-1+b-0)=(—b, a). Exemplos:
1) (25)-(0,1)=(2:0-51,2-1+5-0)=(-5, 2).
2) -14)-01)=(-12-0—-41,-1-1+4-0)=(-4,-1).

3) (52)-(0,1)=(5-0-2-1,5-1+2-0)=(2,5).

Salientamos que o par ordenado (0,1) possui propriedades muito importantes e que,
por isso, recebe uma notacdo especial, que € i, ou seja, (0,1) = i. Também observamos que
(0, 1) - (0, 1) = (-1, 0). Nessa notacao, i* =i - i =—1. Ao introduzirmos a unidade imaginaria i
dessa maneira, acreditamos que essa unidade adquiriu um significado geométrico, deixando
de ser, assim, algo “imagindrio”.

A conversdo do par ordenado (0,1) para o registro de representacdo geométrico
possibilitou a visualizacdo da unidade imaginaria i e de suas propriedades. Segundo Duval:

A percepcao visual precisa de exploragdo por meio de movimentos fisicos, porque
ela nunca d& uma apreensdo completa do objeto. Ao contrério, a visualizagdo pode
dar pelo menos uma apreensdo completa de qualquer organizacéo de relagbes. Nos
podemos dizer “pode dar” e “ndo pode dar” porque a visualizagdo requer um longo
treinamento [...] Entretanto, o que a visualizagdo apreende pode ser o inicio de uma
série de transformacBes, o que faz o seu poder inventivo (DUVAL, 1999, p. 7,
traducao nossa).

Os objetivos propostos nesse encontro foram atingidos, uma vez que os alunos
assimilaram o0s conceitos relativos aos angulos dos pares ordenados e efetuaram a
multiplicacdo entre os pares ordenados, determinando o angulo do produto resultante sem a
nossa interferéncia. Também o par ordenado (0,1) foi identificado como a unidade imaginaria

i
4.7 Sétimo encontro

Ao iniciarmos o sétimo encontro, apresentamos o seguinte resumo: IR* = {(a, b): a, b
e IR}

IR

b e (a,b)
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(a, b) = (rcos 6, rsen 0)
IR A

r

)9 >

Também identificamos o numero real “a” com o par ordenado (a,0), ou seja:

IR

| >
(a,0) IR

Definimos uma soma e um produto compativel com os nimeros reais IR. Essa soma e
esse produto sao, respectivamente, (a, b) + (c,d) = (a+c,b+d)e(a, b) - (c, d) = (ac—bd,
ad + bc).

Utilizando as propriedades dessa soma e multiplicacdo, temos (a, 0) - (1,0) = (a.1 —
0.0, a.0 +0.1) = (a, 0). Como identificamos (a, 0) com a, podemos escrever (a, 0) - (1,0) =a-
(1,0). Da mesma maneira, (b, 0) - (0,1) = (b.0 - 0.1, b.1 + 0.0) = (0,b) =b - (0,1). Como (a, b)
=(a, 0) + (b, 0), escrevemos: (a, b) =a- (1,0) +b - (0,1).

Como ja tinhamos denominado o par ordenado (0,1) por i e (1,0) = 1, temos (a, b) =
a(1,0) +b(0,1) =a.1 + b-i = a + bhi.

Denominamos z = a +bi de forma algébrica de um nimero complexo, em que “a” é a
parte real e “b” € a parte imaginaria.

Por meio das falas dos alunos, observamos que eles ficaram satisfeitos em saber qual o
caminho percorrido até chegarmos a representacdo algébrica de um Numero Complexo. A
denominagdo Numeros Complexos até entdo ndo tinha sido apresentada, pois tais nimeros
eram tratados como par ordenado. Um aluno mencionou que eles haviam chegado,
finalmente, aos Numeros Complexos. Salientamos que se havia chegado a tal denominagéo,
mas que os pares ordenados trabalhados até entdo com a soma e multiplicacdo definidos na
aula ja eram, de certa forma, Numeros Complexos.

Uma aluna, que estava repetindo a disciplina, falou o seguinte: “Para que tanta

explicacdo para chegarmos ai?” Os colegas responderam imediatamente: “Mas agora nds
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sabemos de onde eles sairam”. Tal fato nos trouxe conforto, pois sabemos quanto mais facil e
rapido seria apresentar apenas os contetdos com suas formulas prontas e iniciar as suas
aplicacdes. Nessa fala dos alunos, também houve uma indicacdo de aprovacdo da nossa
proposta. Reforcamos que a sequéncia didatica aplicada a turma foi elaborada com o objetivo
de apresentar o significado geométrico dos Numeros Complexos, 0 que nos pareceu que, até
aquele momento, estdvamos atingindo tal objetivo.

Propusemos, por escrito, a seguinte pergunta: Se o nimero i = (0,1) satisfaz i° = —1,
ou seja, i é uma das raizes de x* = — 1, qual ser4 a outra raiz? Apenas dois alunos nao
apresentaram resposta para a questdo, enquanto 0s outros responderam corretamente que a
outra raiz é — i. Quando perguntamos quais seriam as raizes da equagdo x* = 25, os dois
alunos deram, como resposta, o numero 5. Tal fato nos levou a crer que esses estudantes
pensaram apenas nas solugdes positivas da equacgdo, sendo essas solu¢des numeros reais ou
complexos. Com o objetivo de esclarecer tal davida, calculamos que (+5) - (+5) = 25 e (-5) -
(-5) = 25. Logo, as raizes de x* = 25 sdo +5 e —5. Assim, eles conseguiram concluir que a
outra raiz da equacéo x*= —1 era o nimero complexo — i.

A atividade a seguir apresentada tinha como objetivo trabalhar as opera¢fes de adicéo,
subtracdo e multiplicacdo dos Numeros Complexos na forma algébrica. Para trabalharmos a
potenciacdo, utilizamos a multiplicacdo de fatores repetidos. As operacdes foram resolvidas
com facilidade pelos alunos. Observamos alguns erros relativos as regras de sinais de cada
operacdo. Também percebemos que muitos deles, quando apresentavam a resposta das
operacdes na forma de par ordenado, mantinham a unidade imaginaria i na ordenada desse
par. Entdo, salientamos que, nessa forma de representacdo, a unidade imaginaria ndo estaria
presente, visto que a ordenada representa a parte imaginaria de um nimero complexo. Tal fato
confirma a ideia de Carneiro (2004), segundo a qual a forma algébrica permite operarmos de
imediato com os Numeros Complexos, mas nao apresenta nenhum significado geométrico. A

Figura 18 apresenta a tarefa resolvida por um aluno que cometeu esse erro.
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OPERANDO COM NUMEROS COMPLEXOS NA FORMA ALGEBRICA
a+bi)+(c+di)= _L@_*Q_,_é_‘ij_dfj 5 .
Exemplo: (3 - 20) +{-5 +3i) = (i,l_)%
Como seria a subtragio?

(a+bi)=(c+di):= [g_g_ L8 - J
Exemplo: (4 ~3/) - (-2+6I) = (& =~ G« )

E a multiplicagio? (QC - bd y ad + bC)

Exemplo: (3 - 7i) (-2 *41’|~( c+lE fL.( ﬂ_;) > (x’,l ,?L}
ATIVIDADE 7 :

Efetua:

2-3 5
IN2=30)+(3+5i) (2470 = (1, -5K )
Lo
te )
IN<1 # 20y~ (4 -7) + (-8 = 3)) f<-l5, o )
ING— 55) (=3 +6i) = (- 12+ 30 A4+ 1Sz )

( 1g);qf)

[ o
(-6 - 2i) - (-5 +6i) = (3()1»-'\2 ~3pA T 104 )

(%2 ,~Qef)

Figura 18. Resolucéo da atividade por um aluno.

Para finalizar o encontro, retomamos as diferentes representacbes dos NUmeros

Complexos apresentando o seguinte resumo:

Forma algébrica: z = a + bi.

Forma de par ordenado: z = (a, b)



73

Forma cartesiana:

b « (a,b)

>
a IR

.fa=r1cos0

Forma polar: {b — rcen®

z=(rcos 6,rsen 0) ou z =(r,0)

v A

b

=
|
X

Salientamos que havia, ainda, outra maneira de representacdo, denominada forma
trigonomeétrica, obtida a partir das formas algébrica e polar:
z=a+bi

z=rcos 0 +irsen0=r(cos 6 + irsen 0)

Assim, o conjunto C = {a + bi;a, b € IRe i =(0,1)} é chamado de conjunto dos
nameros complexos. O conjunto C herda de IR propriedades importantes, mas, muito mais do
que isso, possui uma propriedade que IR n&o possui, a saber, todo polindmio ndo nulo possui
pelo menos uma raiz em C. Esse fato é muito importante, sendo chamado de Teorema
Fundamental da Algebra. Por exemplo, x* + 1 = 0 ndo possui raizes em IR, mas em C possuli
duas raizes, a saber, ie—1i,jaque (i’ =—1e (-i)*=—1.

A tarefa final desse encontro tinha como objetivo calcular as poténcias de i e
apresentar suas representacdes geométricas. Observamos que, para calcular i° e i*, os alunos
usaram 0s conceitos da potenciagdo nos nimeros reais, ou seja, i=1ei' =i. Ja tinhamos
observado, em encontros anteriores, que i = —1. Sugerimos que marcassem, no plano, essas
trés primeiras poténcias de i e perguntamos se eles ja sabiam o que significava,

geometricamente, calcular as poténcias de i. Um aluno falou que o i estava fazendo uma
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rotacdo de 90° no sentido anti-horério. Perguntamos se todos concordavam com a resposta
dada e obtivemos resposta afirmativa. Salientamos que i era o par ordenado (0,1) e que ja
tinhamos multiplicado outros pares ordenados por (0,1) em encontros anteriores. Entdo,
pedimos que continuassem calculando e representando geometricamente as poténcias de i até

0i’. A Figura 19 apresenta a atividade resolvida por um aluno.

ATIVIDADE 8
A) Calcula as poténcias de 7 ¢ apresenta suas representagdes geoméltricas
Al )
. A #
IR| IR IR
l‘ v
——» > — > - T ot
IR IR J IR
{ / ¢ = L
4 L
d) C a ‘
R 4 IR IR
» 2 - — >
1
l IR ‘ IR R
‘ 5y
2 ,// ) of (
. , I | 4
{ { { { ) 1 { A
A ! &
R IR |
+ - 4
! IR | R
/ A {
{ é 1 {

Figura 19. Resolucdo da Atividade 8 por um aluno.
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Ao solicitarmos que os alunos generalizassem do calculo das poténcias de i e
observassem suas representacdes geomeétricas, eles responderam que as poténcias de i
repetiam a sua posicao, no plano, de quatro em quatro, ou seja, i’ e i* tinham a mesma posicdo
e 0 mesmo acontecia com i* e i°, i’ e i° e assim sucessivamente. Perguntamos a eles qual 0
motivo geométrico de tal fato ocorrer. Um aluno respondeu que quatro rotacdes de 90°
equivalem a um giro de 360°, fazendo com que o ponto retorne a sua posicao inicial. Assim,
concluiram que, para calcularmos as poténcias de i, é necessario dividir o expoente da

poténcia de base i por quatro e utilizarmos o resto da divisdo como 0 novo expoente de i.

ATIVIDADE 9

Figura 20. Resolucdo da Atividade 9 por um aluno.

Acreditamos que 0s objetivos propostos para esse encontro foram atingidos, visto que
os alunos conseguiram efetuar todas as operagdes, na forma algébrica, e interpretar

geometricamente o calculo das poténcias da unidade imaginaria.
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4.8 Oitavo encontro

Ao iniciarmos 0 nosso oitavo encontro, tinhamos o objetivo de operar com a divisao
entre Nameros Complexos, utilizando o conceito de inverso e, a partir desse conceito, definir

0 conjugado dos Numeros Complexos. Inicialmente, propusemos a seguinte indagacdo: Sendo
. .01
z € Cez#0, como podemos calcular o inverso de z, ou seja, - ?

Como nenhum aluno apresentou sugestfes, dissemos que, se z=a + bi,comaeb e
IR , ndo simultancamente nulos, teriamos que procurar z” =c +di comced € IR, tal que z -
z’ =1 .Ja que 1 continua sendo o elemnto neutro da multiplicacdo.Também salientamos que
z’ era o inverso de z.
Com o objetivo de facilitar o entendimento de todos os alunos, apresentamos o
seguinte exemplo: Determinar o inversodez=2+3i.Comoz.z’=1ez’ =c+di, entdo:
(2+3i).(c+di)=1

2¢ + 2di + 3ci + 3di’=1
(2c — 3d) + (3¢ + 2d)i = 1,

2c—3d =1 -(2) »4c—6d =2 (A)

LOgO:{3c+2d=0 .(3) = 9¢ + 6d = 0 (B)

Somando as equacdes (A) e (B), obtemos 13c = 2, logo, ¢ = % . Substituindo ¢ = %

3 2 3.
em (B),obtemosd = — —, logo, z’ = — — —i.
13 13 13

A partir dessa observacdo, um aluno sugeriu que seria necessario efetuar o produto
(a + bi)( c + di) e dizer que o resulado seria 1. Perguntamos se os demais concordavam com a
resposta sugerida e outro aluno perguntou para que serviria fazer tal operacdo, mencionando,
corretamente, que obteriamos o ¢ e 0 d em funcdo de a e b. Observamos que trabalhar apenas
com valores algébricos ndo é muito usual no ensino médio. Acreditamos que o aluno que fez
esse comentario apresenta um bom conhecimento matematico, mas isso ndo € a realidade da
maior parte dos estudantes.

Observamos que, quando trabalhamos com valores algébricos, os alunos apresentaram
mais dificuldade de entendimento. Com o objetivo, entdo, de facilitar o entendimento,
apresentamos a resolucéo da seguinte forma:

(@ + bi)(c +di) =1+ 0i



77

ac + adi + bci + bdi® = 1 + 0i

(ac—bd) + (bc+ad)i=1+0i

ac—bd =1
bc+ad =0

simultaneamente nulos. Com isso, podemos supor a # 0 e multiplicar a equacdo ac — bd =1

Logo, podemos concluir que { . Como z # 0, entdo a e b ndo séo

por (a), obtendo a?c — abd = a (I). Se isolarmos ad na equacéo bc + ad = 0, obtemos
ad = — bc (I1). Substituindo (11) em (1), temos:
a’c — b(=bc) =a

(a>+b¥)c=a

isolando ¢c = ———
a? + b2

Substituindo ¢ = na equagéo bc + ad = 0

az+ b2

bm +ad=0

ba
a(a? + b?)

b

logo d =~ Ca i pe

e d=

Concluimos, entéo, que o inverso de z=a + bi ¢z’ =c +di, onde c = azjjbz

b
a?+ b2’

Note-se que a®?+ b2+ 0, ja que z = a + bi# 0. Também concluimos que

1
a2+ b2

a b . 1

= 1 =
a?+ b2 a?+ b2 aZ+ b2

do comprimento, ja que o comprimento de z € va? + b2 . Chamamos a — bi de conjugado de z

- (a — bi) e salientamos que é 0 quadrado do inverso
e 0 representamos por Z.

a b
e d=— ——.
a2+ b2 a%+ b2

Também calculamos o inverso de z = 2 + 3i, utilizando ¢ =

Nesse momento, observamos que os alunos perceberam que ndo precisariam resolver o
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sistema, pois poderiam definir os valores de a e b e aplicar em ¢ e d. Propusemos, entdo, a
atividade 10, cuja resolugéo encontra-se expressa na Figura 21.

ATIVIDADE 10 - Calcule o inverso dos complexos abaixo:

Figura 21. Resolucéo da Atividade 10 por um aluno.

A resolucdo apresentada pelo aluno reproduz um erro bastante frequente no

desenvolvimento das atividades. Os alunos, comumente, escrevem ~3%2 = +9. Salientamos a
diferenca existente entre —3% e (—3)?, dizendo que —3?

=—(3-3)=-9e (+3) - (+3) = +9.
Observamos que apenas um aluno ndo resolveu a atividade conforme apresentado na Figura
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19. Ele determinou o inverso de z resolvendo o sistema linear obtido a partir do conceito de
inverso, ou seja, z . z’ = 1.
Ao definir o conjugado de um Numero Complexo, apresentamos as suas

representacdes geometricas, respectivamente, na forma polar e na forma cartesiana:

z=(a,b)

Figura 22. Formas polar e cartesiana de z e z.

Definimos a divisdo de dois nimeros complexos z e w (w # 0) como a multiplicagdo

de z pelo inverso de w, ou seja, % =z - w’,onde w' é o inverso de w. Propusemos a seguinte

atividade: Divida os niUmeros complexos a seguir:

a) z=2-51ew=4+3i

b) z=3iew=6 —4i

c) z=5ew=3i

d) z=4(cos 110° +isen 110°) e w = 3 (cos 90° + i sen 90°)

Os alunos resolveram os trés primeiros exercicios com bastante facilidade. Porém, a
quarta atividade apresentava os Numeros Complexos na forma trigonométrica e ainda nao
tinhamos trabalhado a divisdo nessa forma. Muitos alunos disseram ndo saber dividir na
forma trigonométrica. Perguntamos, entdo, como seria a multiplicacdo de z por w, na forma
trigonométrica, visto que a divisdo foi definida utilizando a operacdo de multiplicacdo e o
conceito do inverso de um Numero Complexo. Os estudantes recorreram ao material relativo
aos encontros anteriores e, ap6s varias discussfes nos grupos, concluiram, sem a nossa
interferéncia, que, para efetuar a divisdo de z por w, seria necessario dividir o comprimento de
z pelo comprimento de w e subtrair o angulo de w do angulo de z.

Observando as falas dos alunos, acreditamos que eles concluiriam que, na divisao,

subtraem-se os angulos dos dois nimeros utilizando o conceito de que a operacao de diviséo é
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a operacdo inversa da multiplicacdo. Logo, se os angulos sdo somados na multiplicagéo, na
divisdo sdo subtraidos. Da mesma forma, concluiram que teriam de dividir o comprimento de
z pelo comprimento de w.

Ficamos bastante satisfeitos com os resultados alcancados durante esse encontro e
acreditamos que os alunos conseguiram construir 0s conceitos trabalhados em nossa

sequéncia didatica.
4.9 Nono encontro

Iniciamos esse encontro apresentando, na forma trigonométrica, a potencia¢do como a
multiplicacdo de fatores repetidos de um Numero Complexo. Relembramos que o produto de
dois Numeros Complexos na forma trigonométrica, sendo v = r1(cos6; + i sen 061) e w = r,(cos
0, + i sen 0,), é obtido multiplicando o comprimento de v pelo comprimento de w e somando
0 angulo de v com o angulo de w. Entdo, v - w = rir [ cos(61+ 6, ) + i sen (0:+ 6,)]. Assim,
tomando z = p(cosO + isen 0), podemos obter:

7> =7 -7 = p(cosd + isen B)-p(coso + isen )
z°= p- p [cos (B+0) + isen (6+0)] =
7% = p(cos 26 + isen 20) e
78 =7% -z = p*(cos20 + isen 26)-p(cosd + isen 0)

2% = p*(cos 36 + isen 36).

Seja z",comn e IN en>1, entdo:

n

z2'=z +z +z-..... z=p(cosO + isen 0)-p(cosO + isen 0) - ... - p(cosO + isen 0).
n vezes

"=pppr..-p-[cos(®+O+0+...+0)+isen(®+6+0 + ...+ 0)],
ou seja:

2" = p"(cos no + isen no).

Essa formula é denominada Formula de De Moivre. Apresentamos aos estudantes a
seguinte aplicacdo: Dado o numero complexo z = —1 —+/3 i, determine z3° nas formas

algébrica e trigonométrica.
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O ndmero complexo z = —1 —+/3 i esta apresentado na forma algébrica, mas, para
calcular a poténcia z°°, é conveniente transforma-lo para forma trigonométrica, pois 0 nosso

expoente é 50, o que indica que terfamos 50 fatores —1 — +/3 i para multiplicarmos. Esse fato
torna inviavel o calculo dessa poténcia na forma algébrica, mas ndo impede que a resposta

seja apresentada nas formas algébrica e trigonomeétrica, como veremos a seguir:

z=p (cos O +isen 0). Para tal, vamos calcular p e 6:
p= NI F B2 = [0+ (v =2

tan @ = @ = /3, entdo, 6 = 240°

Logo, z= —1 —+/3 i = 2(cos 240° + i sen 240°).
Aplicando a férmula de De Moivre, obtemos:

z°° = 2°%[cos (50 - 240°) + i sen (50- 240°)]
7% = 2°%[cos (12000°) + i sen (12000°)]
z°° = 2%%[cos (120°) + i sen 120°)], na forma trigonométrica, e

1

70 = 29[ ~+ \/2_§ i] na forma algébrica.

Radicia¢do nos Numeros Complexos

Apresentamos as raizes enésimas de um Numero Complexo da seguinte forma: Dado
w e C, dizemos que z € C é uma raiz n-ésima de w se z" = w. Exemplo: Obtenha as raizes
quadradas de z = 16i utilizando a forma algébrica.

Fazendo w = a + bi, obtemos a equacdo: (a + bi)> = a® +2abi —b* = 0 + 16i. EntAo,
aplicando a igualdade entre complexos, temos o sistema:

{az—b2 =0 - a?=b?
2ab =16 - ab =8

Como a # 0, temos:

g2 o
a® = = a* = 82, entdo:
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a=2\/2—eb=2\/2—,oua= —2V2 eb= —2V2.

Logo, temos Wy = 2v2 + 2v2 i e W, = —2v/2 — 2+/2 i como resolugdes do sistema,
que sdo as raizes quadradas de z = 16i.

Para calcular as raizes n-ésimas de um Numero Complexo na forma trigonométrica,
apresentamos o0 seguinte: Dado w e C , dizemos que z € C é uma raiz n-ésima de w se z" =
w. Se w = 0, aplicando os médulos de ambos os lados da equacéo, obtemos:

[ = |r[* =0,
onde r = 0, isto é, z = 0. Ou seja, a Unica raiz n-ésima de 0 é o préprio 0.
Se w # 0, escrevemos:
W = s(cos@ + I seng),

ondes=|w|>0e @ éoangulo de w, ou ¢ =arg w.

Queremos determinar as raizes n-ésimas de w também escritas em notacao
trigonométricas da forma, ou seja:
z=r(cos © +isen 0),
comr=|z| e 0 =argz. Por definicdo, z" =w, da formula de De Moivre, obtemos:
z" =" [cos(nB) + i sen (nB)] =w = s(cose + i sene).

z" = s(coso + i seng)

Assim,

r" [cos(n0) + i sen (nNO)] = s(cose + i sen)

Z"=w.

Como os médulos dos dois niimeros sdo iguais, temos que s = r", de onde obtemos

1
que r =sn € araiz n-ésima (real) positiva de s. Simplificando r" com s, obtemos:
cos(nB) + i sen (NO) = cose + i sen
que, igualando parte real e parte imaginéria, equivale ao seguinte sistema de equacles

trigonométricas:

{cos(n@) = CoS
sen(nb) = sen @

Analisando o gréafico das fungdes cosseno e seno (ou equivalentemente as projecoes

nos eixos x e y de um ponto movimentando-se no circulo trigonométrico, respectivamente),
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constatamos que dois angulos distintos com valores entre 0 e 27 que possuem 0 Mesmo

cosseno estdo nos quadrantes primeiro e quarto, nos quadrantes segundo e terceiro ou sdo g ou
—g. Analogamente, se possuem 0 mesmo seno, estdo nos quadrantes terceiro e quarto ou nos

quadrantes primeiro e segundo, ou sdo 0 ou 2r. Concluimos que dois angulos (distintos) em
[0,27) ndo podem, a0 mesmo tempo, possuir 0 Mesmo cosseno e 0 mesmo seno. Portanto, a
unica forma para que angulos distintos, agora com valores arbitrarios, possuam 0 mesmo seno
e cosseno é seus valores se diferenciarem por multiplos inteiros de 2w, ou seja, se
diferenciarem pelo nidmero de voltas. Observando a analise anterior, concluimos que a
solucdo do sistema de equacBes trigonométricas é: n6 = ¢ + 2kn, k € Z, ou seja, para cada
valor de k, temos um angulo. Assim, o argumento (angulo) procurado 6 possui varios valores

possiveis que dependem de k:

Fazendo k variar entre 0 e n — 1, 0 angulo 8 toma os n valores distintos:

2(0)m

n n n
2(D)m 2T
61294_ () :£+_
n n n n
2(2)m 41
92:24_ () :$+_
n n n n
_ 9 2(n—-)m

en—1_ n+ n

Quando k = n, os valores de 6 = 6,04, ...,0,_, comecam a se repetir, apenas com a
diferenca de 2n:

@ 2nm @
On rl+ = n-l— T= @¢+21

¢ 2m+Dm ¢ 2m

6n+1=H n H T+2T[: (p1+2'ﬂf
2(n+ 2)m 41
9n+2=9+¥=§+T+2T{= @, + 2,

Entdo, seno e cosseno possuem 0s mesmos valores. Logo, existem raizes n-ésimas
distintas:
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7z, =1r(cosb, +isenb,),k=0,12,..,n—1,onde
2km
iy

1
r= sn = %'sz
n n

Assim, concluimos que a raiz quadrada de um ndmero complexo admitird dois valores: a
cUbica, trés valores; a quarta, quatro valores; e assim sucessivamente. Apresentamos 0 seguinte

exemplo: Determine as raizes cubicas de z=8(cosm+isenm) e interprete-as
geometricamente.

Para obter as raizes clbicas de z, devemos achar os niimeros complexos wy, tais que (W)

= z. Expressando w na forma trigonométrica wy, = r(cos 8, + i sen 6, ), pela férmula de De

Moivre, obtemos (wy)3 = r3(cos 36 + i sen 30). Entdo, r3(cos 30 + i sen 30) = 8(cosm +

i sen ). Dai, temos:

r3=8-r=3VY8 »r=2

cos (30) =cosm=—1 x o )
{ sen (30) =senmt=0 - 0= 3+ k 3 parak = 0,1,2.

A . . . 5
Todas as trés raizes possuem maédulo igual a 2 e argumentos g , T e ?” . Note-se que

R ~ . L. . . , ~ 7 2
esses angulos formam uma progressdo aritmética na qual o primeiro termo é g ,earazdo é ?”
Assim, as raizes cUbicas de z sdo:

2(cos 5 +isen 3)
Wy = COS — Lsen — |,
0 3 3

w; = 2(cosm+isenm)e

2( 5m 57‘[)
w, =2|cos—+isen —
3 3
T 1 T V3 5T 1 5T V3
Como cos—-= -,sen —= —,CO0S— = —-,senN — = ——,cosTT= —lesenm =
3 2 3 2 3 2 3 2

0, as raizes representadas na forma algébrica sdo:

wo=14++V3i ,wy==-2¢ew,=1-+/31i.

Se calcularmos ws;, w, e wg, Obtemos, como respostas, respectivamente, as raizes

wy , Wy e Wy, confirmando, dessa maneira, o que ja vimos:
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m 7T
W3 = 2(cos?+Lsen —)

3 =2(cosz+isenz)= Wy

3 3
w, = 2(cos9m +isen9m ) = 2(cosm+isenm) = w;

11m 11n
Ws = 2(cosT+lsen —)

5 51t
3 =2(cos?+Lsen—)=W2

3

Assim, vemos que as raizes se repetem apenas com a diferenga de multiplos inteiros
de 27, ou seja, com a diferenca no numero de voltas.

Representando tais raizes no plano complexo, observamos, na Figura 25, que elas sao
veértices de um triangulo equilatero inscrito em uma circunferéncia de centro na origem e raio

igual a 2. Os vértices desse triangulo dividem a circunferéncia em trés arcos congruentes de
2 . . . . ;-
?” rad ,ou seja, 120°. Observamos que, quando w, gira 120° no sentido anti-horario,

obtemos w; e, quando w; gira 120° no sentido anti-horério, obtemos w,, .

Figura 23- Interpretagdo geométrica das raizes clbicas de z = 8(cos ™ + i sen 1)

Perguntamos aos estudantes qual seria a area e 0 perimetro desse triangulo.
Imediatamente, um aluno identificou que a altura, em relagdo a base que une w; e wy, era 2 +
1 = 3 e que a base era V3 + 3 = 2v/3. Entdo, a éarea era 3v/3 e o perimetro 6+/3.
Perguntamos se todos concordavam e ficamos bastante satisfeitos com a resposta afirmativa

dada pelos alunos. Salientamos que néo utilizamos uma determinada unidade de medida.
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Observamos, ainda, um tipo especial de raiz complexa, as chamadas raizes complexas da
unidade, que nada mais sdo do que as solucBes para a equacdo (z)"= 1, denotadas pela
formula:

z, =1r(cosf, +isenf,)comr=1e 6 =0.

O motivo pelo qual séo consideradas especiais se deve ao fato de que, se variar n, marcar
0s pontos das raizes n-ésimas e liga-los, um poligono regular de n lados seré obtido, inscrito no
circulo trigonométrico, podendo obter raizes n-ésimas de quaisquer outros numeros a partir
delas. Exemplo: Determinar as raizes cubicas de z = 1.

1 =1 (cos 0+ isen 0)
Procuramos w € C, tal que w* = 1. Tomamos w = r(cos ), + i sen 8; ). Pelo que foi
visto anteriormente, w3 = r3(cos 30 +isen 30). Assim, teremosr3 = 1e

{cos (36) = cos0
sen (30) =sen 0

. 2k
,ouseja, r=1e6 =0m + TT[ ,parak = 0,1,2.
Dai, temos:

€p = 1(cos0+isen0) =1

2m , 2T 1 ,
£1=1(cos?+lsen ?)z -t i e

_1< 4-7T+. 47‘[) 1 3
g =1{cos3-+isen - 5

As raizes, apresentadas na Figura 24, representam vértices de um triangulo equilétero
inscrito no circulo trigonomeétrico:
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‘
| wo=1

Figura 24 - Interpretacdo geométrica das raizes cubicasde z = 1

] : 1, V3., 1 3,
As raizes do exemplo anterior ¢y = 1,&; = -3 + Sleg=—o——1 quando

multiplicadas por —2, geram as raizesdez= -8 = 8(cosm +isenm): wo = =2 ,w; = 1 —
V3i ew,=1+ V3.

Essa multiplicacdo por —2 pode ser vista como a multiplicacdo por (—1) seguida da
multiplicacdo por (2). J& sabemos que multiplicar por (—1) gera uma rotacdo de 180° e que
multiplicar por 2 aumenta duas vezes o comprimento dos Numeros Complexos. Entdo, esses
nameros, que sdo os Vvértices do triangulo, vao girar 180° e ter seus comprimentos duplicados.

Para obtermos as raizes n-ésimas da unidade ¢, basta pensarmos em z, = r(cos 8, +
1 2k
w= 5, g = L4+ 2T

n n

Sabendoque r =1 e ¢ = 0m, obtemos:

2km 2km
& =cos——+isen— k €Z
n n

isenf,),k=0,1,2,..,n—1,onder = s

O importante e interessante é que, como no exemplo anterior, qualquer raiz pode ser
escrita em funcdo das raizes da unidade, multiplicando pelo comprimento e somando o
angulo.

Propusemos que 0s alunos resolvessem a seguinte questdo: Determinar as raizes quartas

da unidade e apresentar sua representacdo geométrica. A Figura 25 apresenta a resolucdo da

tarefa por um aluno:
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Figura 25 — Resolucéo da atividade por um aluno.

Observando essa resolucdo, concluimos que os alunos transformaram o numero z = 1 para

a forma trigonométrica e determinaram os complexos wy, tal que (wy)* =1. Ao fazer o k variar
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entre 0 e 3, eles determinaram as quatro raizes diferentes da unidade, o que nos deixou
satisfeitos, visto que um dos nossos objetivos, ao elaborar a proposta didatica, era o de
determinar todas as raizes de um Numero Complexo. N&o faria mais sentido, entdo, pensarmos
que a raiz quarta de 1 é somente 1. Dissemos, naquele momento, que 1 é uma das quatro distintas
raizes quartas da unidade. Esse objetivo foi plenamente alcangado.

Ao fazer a representacdo geométrica das quatro raizes, os estudantes concluiram que a
figura geométrica era um quadrado. Apenas um aluno perguntou se ndo seria um losango.
Salientamos que as raizes eram: 1, i, —1 e —i e observamos que, multiplicando trés vezes
qualquer uma delas por i, obteriamos as outras trés raizes. Relembramos que multiplicar por i é
fazer uma rotacdo de 90°. Dessa forma, a figura formada possuia quatro angulos iguais a 90° e,
como todos os lados tinham a mesma medida, obteriamos um quadrado.

Como atividade final de nossa proposta, propusemos a resolucdo de uma lista contendo
exercicios de aplicacdo dos Numeros Complexos. As atividades abordaram aplicacdes na

Eletrdnica, na Eletricidade e na Geometria Plana. Os exercicios foram os seguintes:

1) Um circuito RLC contém um resistor, um indutor e um capacitor. A medida de
resisténcia de um circuito RLC € chamada de impedancia (Z) e é expressa por um numero
complexo. Num circuito RLC em série, a impedancia equivalente (Zeq) € dada por: Zeq = Z + Zg
+ Zc. A forga eletromotriz E € dada por E = Z¢ - 1, onde | é a corrente elétrica. Sendo o circuito

RCL em série, apresentado na Figura 26, determine:

R Z,=0,1
|—
resistor
C o
] RLC = _ 1
L _g §_C_
= (] .
Z,=009i o Z:=-08i
bateria
o~
N

E (forca eletromotriz)

Figura 26 — Circuito RCL

a) A impedancia equivalente Zg .
b) A forca eletromotriz E, em volts, quando I = 20 + 100i.
c) Acorrente I, quando E =i - 1.
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Todos os alunos resolveram corretamente esse exercicio, o que confirma o fato de que
operar algebricamente € uma atividade facilmente assimilada. O exercicio envolvia as
operacdes de adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo de Numeros Complexos. Os
estudantes acharam a contextualizacdo bastante interessante, jA que os circuitos elétricos
fazem parte das suas atividades estudantis e profissionais, também, comentaram que 0

professor da disciplina de Eletricidade estaria trabalhando esse tipo de circuito em seguida.

2) Considerando o0 complexoz =1++/3i:

a) Determine o comprimento de z e de z. Que relacdo existe entre esses valores?
b) Represente, em um mesmo plano, z e z. Qual a relagéo existente entre z e Z ? Os resultados

observados valem para qualquer nimero complexo ndo nulo e seu conjugado?

Todos os alunos responderam corretamente que o comprimento de z era 2, assim como
o0 de z também era 2. Quanto ao argumento de z e z, todos responderam, respectivamente, 60°
e 300°. Quanto a relacdo existente entre os valores do comprimento de z e do comprimento
de Z, eles responderam que eram iguais. Quanto ao argumento de z e 0 argumento de Z,
responderam que os dois angulos tinham cossenos iguais e senos de sinais diferentes, mas de
mesmo valor. Esperavamos que dissessem que 0s angulos eram 6e o0 outro — 0, pois
acreditavamos que eles observariam que o angulo de 300° corresponde ao angulo de 60°
marcado no sentido horario. Consideramos, porém, bastante interessante o fato de eles
relacionarem com as funcgdes trigonométricas. Também ficamos satisfeitos que os alunos
concluiram corretamente que os resultados observados valem para qualquer nimero complexo

ndo nulo e seu conjugado.

3) Dois Vértices consecutivos de um quadrado sdo dados pelos complexos z = V2 +

iV2 e w= —/2 + iv/2. Com base nessa informacao:

a) Determine os Numeros Complexos correspondentes aos outros dois vertices.

b) Obtenha o perimetro e a area desse quadrado.

Esse exercicio foi resolvido por todos os alunos apenas com o desenho no plano. Eles

marcaram z = v2 +iv2 e w= —/2 +iv2 e observaram quais seriam os outros vértices
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geometricamente. Acreditamos que isso aconteceu devido as partes real e imaginaria de z

serem iguais. Para calcular, dois alunos identificaram, erroneamente, o lado do quadrado

como V2 e, por isso, calcularam a area e o perimetro de forma errada. Os outros 16 alunos

calcularam corretamente a area e o perimetro do quadrado.

4) Se z = 3 + i sofrer uma rotacdo de 90° no sentido horario, tornar-se-a o complexo w.

Com base nessa informacéo, determine w.

Ao elaborar essa questdo, achavamos que seria facilmente resolvida pelos alunos. No
entanto, seis deles somaram i ao z, obtendo w = 3 + 2i, quando esperdvamos que
multiplicassem por i e assim obtivessem —1 + 3i. Acreditamos que eles erraram o exercicio
porque nado fizeram a representacdo geométrica de z e de w, ja que essa representacdo tornaria

visivel que o angulo de rotacdo de z ndo era de 90°.

5) Admita que o centro do plano complexo coincida com o centro de um reldgio de
ponteiros. Se o ponteiro dos minutos tem duas unidades de comprimento, determine sobre que
namero complexo ele estara as 11h 55min.

Todos os alunos responderam corretamente que o comprimento do nimero complexo

procurado era 2 e que o angulo era 120°. Utilizando o seno e o cosseno do angulo, calcularam

as coordenadas a e b, obtendo z = —1 + +/3i. Apenas trés alunos ndo observaram que o

valor de a era negativo.

6) Em termos elétricos, uma impedancia complexa 4 + 3i significa 4Q de resisténcia
elétrica e 3Q2 de reatancia indutiva. A medida da impedéancia é o resultado do comprimento
do Numero Complexo. O angulo de fase 6 é o arco tangente da relacdo entre reatancia
indutiva e resisténcia elétrica. Determine a impedancia complexa na forma trigonométrica ou
polar.

Ao propor esse exercicio, ndo sabiamos como os estudantes calculariam o arco cuja
tangente vale 0,75, mas eles recorreram a calculadora e perguntaram se poderiam utilizar o
valor aproximado. Quanto ao calculo do comprimento, todos resolveram rapidamente,
obtendo a resposta 5. Todos os alunos concluiram que a resposta era 5 ( cos 36,57° + i sen
36,57°).
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Para atingirmos os objetivos propostos nesse encontro, foi necessario fazer mais de um
exercicio sobre o calculo das raizes, suas representagdes no plano e os poligonos regulares
cujos vertices sdo essas raizes. Ao serem indagados, os alunos demonstravam, oralmente, um
bom entendimento quanto aos angulos de rotacdo e também quanto as figuras geométricas
planas formadas. O célculo das areas foi um pouco mais dificil, uma vez que alguns alunos
possuiam dificuldade em decompor, por exemplo, um hex&gono regular em seis triangulos
equilateros.

Consideramos que 0s objetivos propostos para tais atividades foram alcancados, uma
vez que os alunos apresentaram poucos erros na resolucdo da lista dos exercicios de

aplicacdes, que foi a nossa atividade de encerramento.
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5 Consideracoes Finais

Um dos grandes desafios da Educacdo Matematica atual é propiciar aos alunos um
ensino atualizado, que os ajude a entender a realidade na qual vivem e que 0s motive ao
estudo dos contetidos escolares. Propor novas abordagens de ensino, por exemplo, pode servir
de motivacdo para a aprendizagem desses conteudos. Com essa intencdo, planejamos e
executamos uma proposta para o ensino dos Numeros Complexos sob a forma de uma
sequéncia didatica, descrita nos capitulos anteriores.

No atual ensino de Matematica, confrontamo-nos com varios entraves, por exemplo, a
aprendizagem de um grande nimero de contetdos. Para Duval, autor cujas ideias subsidiaram
este trabalho, € preciso estudar prioritariamente a conversdo de representacbes quando
qgueremos analisar as dificuldades de aprendizagem da matematica. Para que o conteudo seja
compreendido, € necessario que haja a articulacdo de uma pluralidade de registros de
representacdo. Com base nas ideias desse autor, elaboramos uma proposta em que investimos
na inversdo da ordem de apresentacdo de diferentes formas representacionais dos NUmeros
Complexos. Partimos das representacfes geométrica, cartesiana e polar e chegamos a
representacdo algébrica. Transitamos entre as diversas representacdes semioticas dos
Numeros Complexos, articulando, dessa maneira, algebra com geometria e trabalhando em
conformidade com uma das recomendacgdes dos PCN.

Antes mesmo de iniciar a aplicacdo da nossa proposta didatica, tinhamos previamente
todos os encontros organizados. Durante os encontros analisdvamos as resolucdes das
atividades e as falas dos alunos, identificando suas dificuldades e seus erros, de maneira a
reformular os préximos encontros e até mesmo aqueles em andamento.

Nas aulas, inicidvamos a proposta pela abordagem geométrica, que era nossa
prioridade. Até o quinto encontro, a unidade imaginaria i ainda ndo havia sido introduzida em
nossas aulas, fato que gerou um desconforto nos alunos repetentes. Um deles mencionou que
seria mais facil aprenderem a tematica da maneira tradicional, ou seja, iniciando pela forma
algébrica e definindo a unidade imaginaria como i = v/—1. Essa resisténcia & nossa proposta ja
era esperada. Concordamos com Carneiro (2004) quando menciona que a abordagem

algébrica permite que os estudantes operem com 0s Numeros Complexos de forma rapida.



94

Acreditamos, no entanto, que tal abordagem isolada ndo permite a compreensdo do que esta
sendo realizado.

Tinhamos como objetivo apresentar o significado geométrico das operagdes e da
unidade imaginaria i. Observando a resolucéo das atividades propostas, cremos ter alcangado
esse objetivo. Dentre essas atividades, citamos uma que explorou a multiplicacdo de um
namero qualquer pela unidade imaginéria i. Ficamos muito satisfeitos e até mesmo surpresos
com a facilidade apresentada pelos alunos ao concluirem que um numero qualquer, ao ser
multiplicado por i, fazia uma rotacdo de 90° no sentido anti-horario.

A abordagem geométrica prioritariamente utilizada propiciou um significado
geométrico dindmico (além do algébrico) para a unidade imaginéria i, proporcionando aos
alunos a visualizacdo de figuras geométricas, a observacdo de suas rotacdes e a construcdo de
relacBes e de propriedades de tais figuras. Trabalhamos com as formas geométrica, polar,
trigonomeétrica e algébrica dos Numeros Complexos e, ao analisar as resolugdes das atividades
dos estudantes e as gravacdes realizadas durante 0s encontros, percebemos que eles
compreenderam 0s conceitos relativos aos Numeros Complexos. Percebemos, igualmente,
que transitaram com desenvoltura entre as diferentes formas de representacdo, podendo
escolher a maneira de representacdo mais conveniente a cada situacdo nas diferentes areas
estudadas.

Ao final da aplicagdo da sequéncia didatica, todos os alunos da turma concordaram
gue a abordagem desenvolvida possibilitou a aprendizagem da temética de maneira
significativa. Eles utilizaram seus conhecimentos prévios de geometria, nos quais se
ancoraram para adquirir novos conceitos geométricos relativos ao tema trabalhado. Um dos
alunos mencionou que havia passado a enxergar, a partir desta proposta, o que estava fazendo,
ja que as operacGes matematicas passaram a ter, para ele, uma representacao geométrica.

Destacamos a motivacdo da turma para criar hipoteses e testa-las, reformulando-as
guando necessario. A participacdo ativa dos estudantes propiciou uma modificacdo de suas
opinides em relacdo as aulas de Matematica, provocando uma desacomodacao da postura
apresentada tradicionalmente por eles, uma vez gque estavam acostumados a ser receptores de
conteddos e, durante a aplicacdo da proposta, passaram a assumir o papel de construtores do
seu proprio conhecimento. Acreditamos que o nosso desempenho foi importante e
fundamental para orientd-los nas formulacGes e na testagem de hipéteses relativas aos
conceitos estudados.

Como ja mencionado, este trabalho foi desenvolvido em uma turma do noturno, na

qual havia 18 alunos matriculados. Futuramente, porém, pretendemos aplica-la a uma classe
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do diurno que, em média, possui 40 estudantes. Sabemos que mudancas na abordagem de um
contetdo necessitam de experimentacdo, exigindo que se analise cuidadosamente o nimero
de encontros necessarios para o desenvolvimento da proposta. Também é necessario avaliar se
as duvidas dos alunos seriam semelhantes e, até mesmo, se teriamos algum tipo de resisténcia
a aplicacdo da proposta.

A proposta aqui apresentada, em principio, ndo inclui o uso de softwares de geometria
dindmica, visto que o foco foi iniciar as atividades pela abordagem geométrica e transitar
pelas diferentes representaces semidticas dos Numeros Complexos. Acreditamos, entretanto,
que a criatividade dos professores que optarem pela utilizacdo de algum software sera
suficiente para adaptar esse Uso a nossa proposta.

Concordamos com Gromov (apud D’AMBROSIO, 2001, p. 14), quando menciona
que:

No6s mateméticos muitas vezes temos pouca ideia sobre o0 que esta se passando em
ciéncias e engenharia, enquanto os cientistas experimentais e engenheiros muitas
vezes ndo se apercebem das oportunidades oferecidas pelo progresso da matematica
pura. Este perigoso desequilibrio deve ser evitado, trazendo mais ciéncias para a
educacdo dos matematicos e expondo os futuros cientistas e engenheiros a
matematica central. Isso requer novos curriculos e um grande esfor¢o por parte dos
matematicos [...] Necessitamos para isso de uma geracdo de matematicos
profissionais, capazes de trafegar entre matemética pura e ciéncia aplicada
(GROMOV, 1995).

Nos, matematicos, precisamos utilizar maltiplos pontos de vista sobre um mesmo tema
e, partir de diversificados aspectos, articular, sempre que possivel, aritmética, algebra e
geometria, relacionando-as as praticas cotidianas.

Gostariamos de finalizar este trabalho mencionando que, embora a tematica abordada
possua outros potenciais a serem explorados, a experiéncia de ensino pela qual passamos foi
gratificante, uma vez que constatamos ser possivel e viavel elaborar materiais proprios e
diferenciados que possibilitem a testagem de novas ideias e também de outras que nos
acompanham profissionalmente ha bastante tempo. Temos fortes indicios de que nossa
proposta foi bem sucedida. Por exemplo, observamos que iniciar pela abordagem geométrica
dos Numeros Complexos e prioriza-la foi uma escolha acertada, ja que tal enfoque facilitou e
motivou a aprendizagem dos alunos, uma vez que na turma havia alunos com bastante
dificuldade de aprendizagem. Mesmo assim, todos o0s estudantes empenharam-se e
conseguiram resolver as atividades propostas.

Ficamos muito satisfeitos com os conhecimentos e experiéncias adquiridos durante o

periodo de desenvolvimento do mestrado e esperamos que a proposta didatica aqui
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apresentada possa contribuir, de alguma forma, ndo apenas na formacdo de novos colegas,
mas, sobretudo, no trabalho em sala de aula de professores de Matematica.
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APENDICE A - DOCUMENTOS

Termo de autorizacdo

Eu, Claudia Rosana da Costa Caldeira, professora de Matematica do Instituto Federal
Sul-rio-grandense do Campus Pelotas, solicito autorizagdo para realizar a pesquisa “Numeros
Complexos: uma proposta geométrica” na turma 2012-1 TRO - IN. Esta prética é parte da
dissertacdo que estd sob orientacdo da professora Luisa Rodriguez Doering -
PPGEM/Universidade Federal do Rio Grande do Sul.

Para o desenvolvimento desta investigacdo as aulas serdo ministradas no horéario das

aulas de Matematica.

Este trabalho serd filmado e tem o objetivo académico de analisar o processo
ensino/aprendizagem dos Numeros Complexos, no ensino médio, priorizando a abordagem
geométrica de tais conceitos e € parte integrante das avaliacGes da 22 etapa do semestre tendo

peso 5.

Professora Claudia Rosana da Costa Caldeira

Maria da Graga Peraga

Coordenadora da Matematica
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Termo de Consentimento

Eu, , responsavel pelo (a)

aluno (a) , do curso de

Eletronica, Subsequente, noturno, declaro, por meio deste termo que o (a) aluno (a) participe
de toda a pesquisa “Numeros Complexos: uma proposta geométrica” desenvolvida pela
professora Claudia Rosana da Costa Caldeira, que é a professora de Matemaética da turma e
efetiva do Instituto Federal Sul-rio-grandense, sob a orientagdo da professora Luisa Rodriguez

Doering — Universidade Federal do Rio Grande do Sul.

Para o desenvolvimento desta investigacdo as aulas serdo ministradas no turno da noite, no

horério das aulas de Matematica.
Este trabalho, previamente autorizado pelo IFSul, sera filmado e fotografado, tem o objetivo
académico de analisar o processo ensino/aprendizagem dos Numeros Complexos. O estudo

deste tema é parte integrante das avaliacOes da 22 etapa do semestre tendo peso 5.

Professora Claudia Rosana da Costa Caldeira

Responsével pelo aluno

Pelotas, de de 2012.
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APENDICE B - PROPOSTA REVISADA DA SEQUENCIA DIDATICA

A seguir, apresentaremos, com algumas alteracdes em relacéo a proposta de origem, a
nossa sequéncia didatica com todas as atividades. Essa parte expositiva & dirigida aos
professores de matematica, a fim de que estes, caso julguem conveniente, possam utiliza-la
em sala de aula sem a necessidade de ler toda a dissertacdo. Acreditamos que isso facilitara o
uso deste produto.

Primeiramente, com o objetivo de motivar os alunos quanto ao estudo dos Numeros

Complexos, apresentamos a seguinte questao:

1=V1=vV/-1 - -1=vV-1-V-1=i-i=i*=-1.

Questionando o motivo pelo qual partimos de 1 e chegamos a —1, podemos introduzir
e discutir, a partir das respostas dos alunos, os conceitos relativos a radiciacdo nos NUmeros
Complexos, salientando que existem dois nimeros que, elevados ao quadrado, obtém-se —1,
quais sejam, i e —i.

No desenvolvimento do trabalho, optamos por apresentar inicialmente exemplos
relativos aos conceitos estudados e, na sequéncia, generalizamos tais conceitos. A nossa
experiéncia didatica nos faz crer que essa metodologia facilita o aprendizado dos alunos.
Durante a aplicacdo da proposta, observamos 0s questionamentos dos estudantes e
percebemos que seriam necessarias algumas modificagcbes na proposta inicial. Essas
modificacGes foram fundamentadas em tais questionamentos e na analise do material com o
desenvolvimento das atividades resolvidas pelos alunos. A seguir, apresentamos a nossa

proposta reformulada.

NUMEROS COMPLEXOS

Introduzir o plano cartesiano considerando o conjunto IR> = IR x IR, = {(a,b); a, b e

IR}, e identificando-o com este plano:
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* (a,b)

'
= IR

Definir a soma e a subtracdo de dois pontos (a, b) e (c, d) e IR? componente a
componente, ou seja, (a, b) + (c,d)=(a+c,b+d)e(a b) —(c,d)=(a—c, b—d). Em

seguida, propor a atividade que retoma a soma e a subtracdo de pares ordenados.
ATIVIDADE 1:

1) Efetue as operag¢fes com os seguintes pares ordenados:
a) (0,2) +(4,0) =
b) (5,0) —(-1,0) =
c) (54)+(2,-3) =
d) (-1,2)-(4,-3)=

Fazer as seguintes observacoes:
1) Se identificarmos (a, b) com o vetor v de origem (0,0) e extremidade (a, b) e, de
maneira analoga, (c, d) com o vetor u de origem (0,0) e extremidade (c, d), podemos
observar que a soma e a subtracdo definidas anteriormente sdo as mesmas soma e

subtracdo de vetores, conforme ja trabalhado na disciplina de Fisica.

b+d

b

<)

(& a a—+c a—c c a

Figura 27 — Soma e subtracéo de vetores
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2) Identificando a < IR, com (a, 0) € IR? ou seja, a = (a, 0), temos (a, 0) + (b, 0) =
(@+b,0 =a+be(a 0)— (b,0)=(a—Db,0) =a-—b. Desse modo, a soma e a
subtragdo definidas nos pares ordenados sdo ‘“as mesmas” soma e subtracdo de

nameros reais.

Apresentar a representacdo polar observando que, a cada par ordenado (a, b) e IR?

podemos associar um comprimento r e um angulo ©.

X

Onde 6 é o angulo formado pelo vetor v, de origem em (0,0) e extremidade no par
ordenado (a, b), com o eixo X, e onde r é o comprimento (mddulo) do vetor v.
Dado um angulo 6 e um comprimento r, definir, usando as relacdes trigonométricas, o

par ordenado (a, b) por:

{a =1rcos 0
b =1rsen0

Observar que o par ordenado (a, b) = (rcos 6, rsenf) possui comprimento r e forma o

angulo 6 com o eixo x. Apresentar os seguintes exemplos:

1) (3,0) 2) (2,0)
3) (0,1) 4) (0, —4)
5) (1,1) 6) (—-2,2)

Propor a atividade 2:

Dado o par ordenado (a, b), podemos obter o valor de 6 usando a identidade tan6 =

b .
p Como podemos calcular o comprimento r?

Analisar 0 que acontece com o sinal da tangente em cada quadrante, j& que 6 < [0,

2m).
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1° caso: Se 0 € [0, n/2] = [0°,90°]

Exemplo: r=1e 6 =45°

il M N
—t—t—+

T 5 24 P11 2 3 4«

[ R N
i 1 h T
t t t t

Em seguida, perguntar:

Qual é o sinal da tan 6?

Qual é o ponto correspondente?

2° caso: Se O € [n/2, m] = [90°, 180°]
Exemplo: r=3e 6 =135°

Tn @ e

T T 3¢

R N
! 1 h T
T T T T

Logo apds, perguntar:

Qual é o sinal da tan 6

Qual é o ponto correspondente?

3° caso: Se 0 € [r, 3n/2] =[180°, 270°]
Exemplo: r=2e 0 =225°

e N N
n h L L
T T T y

Tt

Bl okon

Logo apés, perguntar:
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Qual é o sinal da tan 62

Qual é o ponto correspondente?

4° caso: Se 0 e [3n/2, 2n] =[270°, 360°]
Exemplo: r=4e 6 =315°

o N W oA
L h 1 I
T T T T

12 3 4 X

Aol R4
Pop b o
——

Em seguida, perguntar:

Qual é o sinal da tan 6?

Qual é o ponto correspondente?

Propor a atividade 3 que apresenta 0s seguintes questionamentos:

1) E necessario que se tenham ambos r e © para obtermos um Unico par ordenado
correspondente? () Sim () Néo
2) Por exemplo: Quantos pontos em todo plano, ou seja, nos quatro quadrantes, possuem

comprimento 2?

3) Qual a caracteristica destes pontos? Sera que eles representam uma figura conhecida?
4) Qual é essa figura?

5) Quantos pontos do plano tém 6 = 30°? E se soubermos apenas o angulo 6, por

exemplo?

6) Sera que esses pontos representam uma figura conhecida? Qual é essa figura?

Ap0s discutir as respostas dadas pelos alunos, salientar que existe uma relacdo tal que
(r, ) < (a, b), em que r e 6 s@o chamadas coordenadas polares de (a, b). Também evidenciar
que, para cada (r, 8), temos um unico (a, b) correspondente, da mesma forma que, para

cada (a, b), temos um unico (r, 8) correspondente.
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Represente, no plano, os pares ordenados a seguir e escreva-os na forma polar.

1) (4,0)
R S (REE S T R
3)(0,2)

FINE R B LN B S P B

Bl R

5) (2,2)

- M L= L
1 h 1 N
T

]
p B
P

L

Bb m =
T

2) (5,0)

A iy
—t—

4) (0, -3)

AL N &
i 1 h 1
T T T

a2 N W ee
n h —
T T L—

B —
1 2 3 4 X

.
e
4 3 2 4

6) (-1,1)

O VN
I i I
T L— T

faN
T

i 2 3 1«

L
—

=

-4

ol
-

oo
x

Assim como fizemos para a soma e, com o auxilio dos alunos, definir um produto em

IR? que seja compativel com o produto em IR, ou seja, (a, 0) - (c, 0) = (ac, 0). Primeiramente,

observar que a € IR", (a, 0) = (a-cos 0, a- sen 0), ou seja, (a, 0) tem comprimento a > 0 e

forma um angulo de 0 (0°) ou 27 (360°) com 0 eixo X.

Perguntar: Como podemaos escrever (5,0)?

Na sequéncia, apresentar o seguinte questionamento aos alunos:
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Se a € IR, entéo, (a, 0) = (Jaj-cos =, |a|- sen =), ou seja, (a,0) possui comprimento
la| > 0 e forma um angulo de = (180°) com o eixo X. Logo:

(—3,0) = (|—3|-cos m, |—3|'sen «t) =

Propor as seguintes analises:

1° caso — Discutir o exemplo:
(3,0) - (2,0) = (3cos 0, 3sen 0)- (2cos 0, 2sen 0) = (6¢os 0, 6sen 0) = (6,0)
Perguntar: 1) Qual € 0 médulo ou comprimento do produto resultante?

2) Qual é o angulo desse produto?

Apds discutir as respostas dos alunos, apresentar a generalizacdo da ideia da seguinte
forma: Sea>0e ¢ >0, entdo, a- ¢ > 0 e, em termos de pares ordenados, teremos: a- ¢ =
(ac,0) = (ac - cos 0, ac - sen 0). Assim, desejamos que a multiplicacdo satisfaca:

(@ 0)-(c,0)=(acos0, a-sen0)-(crcos0, c-sen0)=(accos0, acsenO0).

2° caso — Discutir o exemplo:

(3,0) - (—4,0) = (3cos 0, 3sen 0)-(4cosm, 4 senm) = (12cosx, 12senn) = (—12,0)

Propor 0s seguintes questionamentos:

1) Qual é o médulo ou comprimento do produto resultante? Como podemaos relacionar
0 médulo do produto resultante com os modulos de cada um dos fatores?

2) Qual é o angulo desse produto? Qual é a relacdo entre os angulos de cada um dos

fatores e o angulo do produto resultante?

Apos a resolucdo dessas atividades, discutir as respostas dos alunos e apresentar a
generalizacdo da ideia da seguinte forma:

Sea>0ec<0,entdo, a:c <0 e, em termos de pares ordenados, teremos:

a-c=(ac,0) = (|ac| - cos =, |ac| - sen m).

Desejamos que a multiplicacéo satisfaca:
(@ 0)-(c, 0) = (a-cos 0, a-sen 0)-(|c|cos =, |c| sen «) = (Jac|cos &, |ac|.sen ).

Observar que, nesse caso, |ac| = a-|c|, ja que a > 0.
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3° caso — Discutir o exemplo:
(-4, 0) - (=2, 0) = (4cosm, 4senm)-(2cosm, 2senm) = (8cos 0, 8sen 0)= (8,0)

Propor aos estudantes estas questoes:

1) Qual é 0 mddulo ou comprimento do produto resultante?

2) Qual € o angulo desse produto? Qual € a relacdo entre os angulos de cada um dos
fatores e o angulo do produto resultante?

Ap0s discutir as respostas dos alunos, apresentar a generalizacdo da ideia da seguinte
forma: Sea<0ec<0,entdo, a-c > 0 e, em termos de pares ordenados, teremos:

a-c=(ac,0)=(ac-cos 0, ac-sen0).
Desejamos que a multiplicacdo satisfaca:
(@ 0) - (c, 0) = (Jalcos , |ajsen m).(|c|cos wt, |c|sen =) = (|al|c|cos 2=, |al|c|sen 2mw) =

(Jac|cos 0, |ac|sen 0) = (ac-cos 0, ac-sen 0). Observar que, nesse caso, |ac| = [a| - [c|.

40 caso — Discutir o exemplo:
(-=3,0) - (2, 0) = (3cosm, 3senn)- (2cos 0, 2sen 0) = (6cosm, 6senr) = (—6,0)

Propor os seguintes questionamentos:

1) Qual é 0 médulo ou comprimento do produto resultante?

2) Qual é o angulo desse produto? Qual é a relacdo entre os angulos de cada um dos
fatores e o angulo do produto resultante?

Em seguida, discutir as respostas dos alunos e apresentar a generalizacdo da ideia da
seguinte forma:

Sea<0ec>0,entdo, a- c <0 e, em termos de pares ordenados, teremos:

a-c=(ac,0)=(ac-cos 0, ac-sen0).

Desejamos que a multiplicacéo satisfaca:

(@ 0) - (c, 0) = (Jal-cos =, |aj-sen m).(c-cos O, c- sen 0) = (Jajc-cos =, |ajc-sen wt) = (Jac|cos ,

lac|sen ). Observar que, nesse caso, |ac| = |a] C.

Ap0s, analisar 0s quatro casos possiveis e construir, juntamente com os alunos, um
resumo das ideias discutidas:
- O comprimento de (a, 0) - (c,0) é o produto dos comprimentos de (a, 0) por (c, 0).

- O angulo de (a, 0) - (c, 0) é a soma do angulo de (a, 0) com o angulo de (c, 0).
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A sequir, definir o produto de 2 pares (pontos) quaisquer, usando as propriedades
acima, da seguinte forma:

Dados os pares ordenados (a, b) = (r1cos 61, r1sen 61) e (¢,d) = (rocos 6,, r,sen 6,)

Definimos: (a, b) - (¢, d) = [rir,cos(81+ 6,), rirsen(0:+ 0,)].

Propor a atividade 5

1) Determine o0s seguintes produtos:

a) (2cos40°, 2 sen40°) - (3cos20°, 3sen20°) =
b) (2c0s90°, 2sen90°) - (4c0s30°, 45en30°) =
c) (4cos40°, 4send0°) - (3c0s90°, 3sen90°) =
d) (5c0s90°, 55en90°) - (3c0s90°, 3sen90°) =

2) Represente geometricamente, no mesmo plano cartesiano, os pontos A, B e A- B:
a) A (3,0) e B (-1,0) b) A (-3,0)e B (-1,0)

- M (=] e
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Bl o &
I 1 h .
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¢) A (=1,0) e B (=1,0)
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B A=
i i h 1
T T T T
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Propor o questionamento: O que representa, geometricamente, a multiplicacdo de
(a, 0) por (—1,0)? Em seguida, discutir as respostas dos alunos e, apds, apresentar a ideia
formalizada.

Se identificar a € IR com (a, 0), entdo, (a, 0) - (—1,0) = (acos 0,asen0)-(1cos =, 1sen m)
= (acos =, asen ©t) = (—a,0). Logo, (—1,0) = —1 nos permite deduzir que, multiplicar por (—1),
€ como tomar o nimero e fazer uma rotacdo de « radianos (180°) no sentido anti-horério.

Para motivar os alunos, apresentar o seguinte questionamento: Se o0s pontos sdo dados
na representacao polar, entdo, o produto é calculado pela defini¢do anterior. Se os pontos séo
dados na forma cartesiana, devemos transforma-los para a forma polar, a fim de efetuar o
produto.

Questiona-los: Serd que isso é feito de forma rapida para qualquer ponto? Por

. b _ 3
exemplo, para transformar (2,3) para forma polar, precisamos calcular tan6 = - =

O valor de 6 ndo é conhecido sem o auxilio de uma calculadora ou tabela, ja que
0 = 56°. Entdo, propor aos alunos que procurem um modo de multiplicar os pontos na forma
cartesiana. Apresentar, como sugestdo, o uso das regras da trigonometria da seguinte forma:
Dados os pares ordenados (a, b) = (ricos 61, risen 61y e (c, d) = (rocos 6, rsen 6,),
procurar e, f € IR, tal que (a, b). (c, d) = (e, f) = [r1r.cos(01+ 65), rirsen(0:+ 6,)].
Salientar que cos (a+f) = cos @ - cos B —sen a - sen f. Logo:
e = r1r,cos(01+ 0,)=riry(cos 61cos 6, — sen 615en 6,)
e = (r1cos 01)(r,cos 0,) — (risen 01)(rasen 0,) = ac — bd.
Usando a formula do seno da soma: sen (a+f) = sen a - cos B + sen B * cos o, propor
que os alunos obtenham f = ryr,sen(61+ 6,).
Para finalizar, formalizar o produto dos pares ordenados (a, b) e (c, d) desta forma:
(a,b) - (c, d) = (ac — bd, ad + bc).
Apresentar a tarefa: Calcule (3,2) - (4, -1) = [3-4 —2- (-1), 2- 4 +3- (-1)] = (14,5) e,

apos a resolucao dessa atividade, propor o exercicio a seguir.

Efetue a multiplicagéo dos seguintes pares ordenados:
a) (25-@B1)=
b) (42)-(3,-1)=
c) (32 -(-41)=
d) (4,1)-(-3,-2)=
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Propor a atividade 6

1) Represente geometricamente, no mesmo plano cartesiano, os pontos A, B e A - B:

a) A (3,0) e B(0,1) b) A (=3,0) e B (0,1)
i 11
3t st
24 2
11 1
4.::i21'-“1::23:i>; 4::3:21:|'u1::23:4:x
a4 a4
24 21
34 31
44 41
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0)A(0,1)eB(0,1) A& D eB 01
i1 A
3t 3l
24+ 2
14 14
4 -% > 4 [0 1 2 3 4 1 3 2 .i 1 2 3 1 x
A4 1
21 2
34 3
44 4

2) Qual é o angulo da representacdo polar de (3,0)?
3) Qual é o angulo da representacdo polar do produto de (3,0) por (0,1)?
4) Qual é o angulo da representacdo polar de (—3,0)?

5) Qual é o angulo da representacédo polar do produto de (—3,0) por (0,1)?

Sugerimos que o professor questione e, juntamente com os alunos, chegue a esta
conclusdo: Quando multiplicamos um numero real, ou seja, um par ordenado da forma (a, 0)
por (0,1), obtemos (0, a). Isso significa que o par ordenado (a, 0) fez uma rotacdo de 90° no
sentido anti-horario. Salientar que o par ordenado (0,1) possui propriedades muito
importantes e, por isso, receberd uma notagdo especial. Tal par serd chamado de i, ou seja,
(0,1) = i. Salientar que o exercicio 1C da atividade 6 demonstra que, nessa notago, i° =i -i =
-1

Solicitar que os alunos produzam um resumo com as representacdes dos NUmeros
Complexos estudados até 0 momento. Com base nesses resumos, elaborar uma sintese para a

turma semelhante a que apresentamos a seguir:

IR?= {(a, b); a,b € IR}
IR A

b e (a,b)
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(a, b) = (rcos 6, rsen 0)
IR A

b

)6 >

Identificamos o niimero real “a” com o par ordenado (a, 0), ou seja:

IR

.

I (a,0) i'R

Definicdo de uma soma e de um produto compativel com os nimeros reais IR. Essa
soma e esse produto sdo, respectivamente:

(@, b)+(c,d)=(a+c,b+d)e(a b)-(c,d)=(ac—hd, ad + bc).

Utilizando as propriedades dessa soma e multiplicacao, temos:

(@, 0)-(1,00= (a1 -0:0,a0+0-1) = (a,0).

Como identificamos (a, 0), com a podemos escrever (a, 0) - (1,0) = a - (1,0) e, da
mesma maneira, (b, 0) - (0,1) = (b0 — 0-1, b-1 + 0-0) = (0,b) = b - (0,1). Assim, escrevemos
(@, b)=a-(1,0)+b-(0,1).

Como ja tinhamos denominado o par ordenado (0,1) por i, temos:

(a,b)=a(1,0) +b(0,1) =a.1 + b-i =a +bi.

Denominar z = a + bi como a forma algébrica de um niimero complexo, em que “a” é a
parte real e “b” € a parte imaginaria.

Salientar que o nimero i = (0,1) tem a seguinte propriedade: i = —1, ou Seja, i é uma

das raizes de x*= —1. Perguntar, em seguida, qual é a outra raiz.
OPERANDO COM NUMEROS COMPLEXOS NA FORMA ALGEBRICA
Apresentar um exemplo de cada uma das operaces e, posteriormente, generaliza-las.

1°. Exemplo: (3 - 2i) + (=5 +3i) =

Generalizando, obtemos: (a + bi) + (¢ + di) =

Questionar como seria na subtragéo.
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2°. Exemplo: (4 — 3i) — (-2 +6i) =

Generalizando, obtemos: (a + bi) — (c + di) =

3°. Exemplo: (3 —7i) - (-2 +4i) =

Questionar como seria a multiplicacéo (a + bi) - (c + di)

Propor a atividade 7:

Efetue:

1) (2 - 3i) + (=3 +5i) — (=2 +7i) =
2)(-1+2i))—(4-i)+(-8-3i) =
3) (4 —5i) - (=3 +6i) =

4) (—6 —2i) - (-5 +6i) =

Em conjunto, elaborar um resumo das formas de representacdes dos NuUmeros
Complexos. O nosso é o apresentado a seguir:
Na forma cartesiana:

IR

b « (a,b)

a =rcos 0

Na forma polar: {b ~ rsen®

, 0U seja, Z = (rcos 0,7sen 0) ou z = (r, 0).

IR

b

Na forma algébrica, z = a + bi.

Salientar que ainda ha outra maneira de representacao, a qual &€ denominada de forma

trigonométrica, podendo ser obtida a partir das formas algébrica e polar:
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z=a+bi
z=7rcosO +irsen0=r(cosO + irsen 0)

Assim, o conjunto C = {a + bi;a, b € IRei = (0,1)} é chamado de conjunto dos
NUmeros Complexos. Observar que o conjunto C herda de IR propriedades importantes, mas,
muito mais do que isso, possui uma propriedade que IR ndo possui, a saber, “Todo polindmio
ndo nulo possui pelo menos uma raiz em C.” Salientar que esse fato ¢ muito importante e que
recebe 0 nome de Teorema Fundamental da Algebra. Por exemplo, x> + 1 = 0 ndo possui

raizes em IR, mas, em C, possui duas raizes, a saber, i e —i, ja que (i)> = -1, e (-i)*= —1.

Propor a atividade 8:

Calcule as poténcias de i e apresente suas representacdes geométricas:

a)i’=1 b)it=i

) i’=-1 d) i’ =i%i=(=1)() = -i
e)i*=i* iP=(-1)(-1) =1 it=i*- i=@)- @) =i
g)i*=i*i =) (-1)=-1 hyi'=ii=(-1)-(@)=-i

Apbs a resolucdo dessa atividade, propor a seguinte questdo: Cada vez que
multiplicamos o par ordenado por i, estamos girando no sentido anti-horéario. Assim, a
cada quatro rotacbes de , estamos girando . O que isso significa

geometricamente?

Propor a atividade 9:
Calcule as poténcias de i:
1) 30
2) 28
3)i®
4y i®
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O INVERSO DE UM COMPLEXO z (z%)

Questionar se z € C e z # 0. Em seguida, perguntar como podemos calcular o inverso
de z, ou seja, i . Apos as respostas dos alunos, formalizar o conceito de inverso desta forma:
Sendo z =a + bi,comaeb € IR, ndo simultaneamente nulos, procuramos z” = ¢+ di comc e
d € IR, tal que z - z’ = 1, usando a notagdo z’ =z 1

Perguntar qual seria o inverso de i, ou seja, quem é i . Leva-los a, intuitivamente,

concluir que o inverso de i é —i, pois ja sabemos que i - (—i) = —i ?= 1.
Pela definicdo de inverso, procurar z = (c + di), tal que (c +di) (i) =1.
ci +di® = 1+ Oi
—d+ci=1+0i
Logo,d=-1ec=0.
Concluir que i ™ é igual a — i, ou seja, o inverso de i é z* =0 —1i = —i. De fato,
(i) (-i) = — i¥ = — (1) = 1. Em seguida, propor este exercicio e resolvé-lo junto com os

alunos: Dado z = 2 + 3i, determinar 2.

l=¢+di.Comoz

Encontrar ce d € IR, tal que ¢ + di seja o inverso de z, ou seja, z~
-zt =1, temos:
(2+3i).(c+di)=1
2c + 2di + 3ci + 3di* =1
(2c-3d)+ (Bc+2d)i=1

Logo: {2c -3d=1.Q2) | {4c —6d =2 (4)

3c+2d=0.(3) "~ |9c+6d=0(B)

Somando-se as equacgdes (A) e (B), temos 13c = 2, logo, ¢ = % . Substituindo

2 . 3
¢ = — naequacdo 3c + 2d = 0, obtemos d = — —.
13 13
, 2 3, 1 ) . .
Portanto, z" = o El =3 (2 — 3i).Observar que 13 é o quadrado do médulo

de z e que 2 — 3i é denominado o conjugado de z, ou seja, z trocando a parte imaginéaria de

sinal.

Apresentar a generalizacéo:
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Sejaz=a+bi,comaeb € IR, procure ce d € IR, tal que ¢ + di seja o inverso de z,

l=¢c+di.Comoz-z™*

ouseja, z- =1, temos:
(@ +bi)(c+di)=1+0i
ac + adi + bei + bdi® = 1 + 0i

(ac—bd)+(bc+ad)i=1+0i

ac—bd =1
bc+ad =0

simultaneamente nulos. Supondo a # 0, podemos multiplicar a equagdo ac — bd = 1 por (a),
obtendo: a?c — abd = a (1).

Logo, podemos concluir que { . Como z # 0, entdo, a e b ndo sdo

Se isolarmos ad na equagao bc + ad = 0, obtemos ad = menos bc (11). Substituindo (11)

em (1), obtemos:

a’c — b(=bc) =a
(a®>+b*)c=a

isolando c = ———
aZ + b2

a

Substituindo ¢ = —
a’?+ b?

na equacéo bc + ad = 0, obtemos:
a
b "1 B2 +ad =0
ba
a(a? + b?)
b

logo d = —

Em seguida, concluir que o inverso de z=a + bi é€:

1 a b . 1

1= '(a—bi)

a?+ b2 a?+ b2 a’+ b2

Apos, salientar que, sendo o comprimento de z = Va2 + b2, entdo, 2 éo
quadrado do inverso do comprimento de z. Chamamos a — bi de conjugado de z e o

representamos por Z.
Ao definir o conjugado de um Numero Complexo, apresentamos as suas

representacfes geométricas, respectivamente, na forma polar e na forma cartesiana, conforme
a Figura 28:
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Forma Polar Forma Cartesiana

T z=(a,b)

\ = —b me- ‘

S~ T F z= (a,—b)

Figura 28 — Formas polar e cartesiana de z e z.

2 b [ ! (a — bi), também podemos
— = * (a — bi),
a?+ b? a?+ b? a?+ b? P

Como sabemos que z’ =

calcular o inverso de z = 2 + 3i desta forma:

’ 2 > : (2-30)
z = - = *(2-3i
22432 22432 22432
z7= — **(2-3i
¢ )
,_ 2 3
“ 13 13"

Propor a atividade 10:

Calcule o inverso dos complexos a seguir:

1) z = —3 +5i
2)z=—1+2i
3)z=5-1i

Divisdo de NUmeros Complexos

Definir a divisdo de dois nimeros complexos z e w (w # 0 ) como a multiplicagdo de z
pelo inverso de w, ou seja, %z z - w', em que w' € o inverso de w. Propor, logo apoés, a

seguinte atividade:
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Divida os nimeros complexos a seguir:
a)z=2-51ew=4+3i
b)z=3iew=6 —4i

c)z=5ew=3i

Propor este questionamento aos alunos: Na operacao de divisao entre v = ry(cos 01 + i
sen 0;) e w = rp(cos 6, + i sen 6,), na forma trigonométrica, 0 que acontece com 0s
comprimentos ry e r, e com o0s angulos 61 e 6,? Dadas as respostas, discuti-las e, em seguida,
apresentar o exemplo z = 4(cos 110° + i sen 110°) e w = 3(cos 90° + i sen 90°), propondo que

os alunos formalizem a divisdo de Numeros Complexos na forma trigonométrica.
Potenciac@o nos Numeros Complexos

Apresentar, na forma trigonométrica, a potenciagdo como a multiplicacdo de fatores
repetidos de um Numero Complexo. Relembrar que o produto de dois nimeros complexos na
forma trigonométrica, sendo v = ri(cos 6; + i sen 61) e w = ry(cos 6, + i sen 6,), & obtido
multiplicando o comprimento de v pelo comprimento de w e somando o angulo de v com o

angulo de w. Entdo, v - w =rirp [ cos(61+ 6,) + i sen (01+ 6,)].

Assim, tomando z = p(cos 6 + isen 0), obtemos:

z°=z-z=p(cos O + isen B) - p(cos O + isen 6)
z°= p- p [cos (6+6) + isen (0+6)] =
7% = p?(cos 26 + isen 26)
e
z° = 7% 2= p%(cos 20 + isen 20) - p(cos O + isen 6)

7%= p*(cos 36 + isen 36).

Seja z",comn e IN en>1, entdo:
2'=z-2-2-...-2=p(cos O +isen 0) - p(cos O + isen ) - p(cos 6 + isen )
pp p .- p-[cosS@O+0+0+...+0)+isen(0+0+0+..+0)],ouseja:

z" = p"(cos no + i sen no).
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Salientar que essa formula é denominada formula de De Moivre. Apresentar a seguinte
aplicacdo: Dado o nimero complexo z = —1 — /3 i, determine z5° nas formas algébrica e
trigonométrica.

O nmero complexo z = —1 —+/3 i esta apresentado na forma algébrica, mas, para
calcular a poténcia z°°, é conveniente transforma-lo para forma trigonométrica, pois o
expoente é 50, o que indica que teriamos 50 fatores —1 — +/3 i para multiplicarmos. Esse fato
torna inviavel o célculo dessa poténcia na forma algébrica, mas ndo impede que a resposta
seja apresentada nas formas algébrica e trigonomeétrica, como veremos a seguir:

z=p (cos 6 + isen 0). Para tal, calcular p e 6:

P VEFBE = (1) + (/T =2
tan@ = (__—Jf—) =+/3, entdo, 6 = 240°,

Logo, z= —1—+/3i = 2(cos240° + i sen 240°). Aplicando a formula de De Moivre,

obtemos:
2°° = 2°%[cos (50 - 240°) + i sen (50- 240°)]
2% = 2°%[cos (12000°) + i sen (12000°)]

2° = 2°%[cos (120°) + i sen 120°)], na forma trigonométrica, e

70 = 29[ % + ? i] na forma algébrica.

Radiciacao nos Numeros Complexos

Sugerimos apresentar as raizes enésimas de um Numero Complexo da seguinte forma:
Dado w e C, dizemos que z e C é uma raiz n-ésima de w, se z" = w. Dizemos, também, que
obter as raizes n-ésimas algebricamente pode ser muito trabalhoso, quando n > 3, pois temos
de resolver um sistema com trés ou mais equacdes. Nessas situacdes, € mais conveniente

trabalhar na forma trigonométrica. Propor o exemplo a seguir, em que n = 2.
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Exemplo: Obtenha as raizes quadradas de z = 16i utilizando a forma algébrica.
Fazendo w = a + bi, obtemos a equaco: (a + bi)? = a® +2abi —b? = 0 + 16i. Ent#o, aplicando a

igualdade entre complexos, temos o0 sistema:

{az —b% =0 - a? = b?
2ab =16 - ab =8
Como a # 0 temos:

8
b=1
a
2
a2=8—
B2

82 n
a’ = —© a* = 82, entéo,

a=2\/2—eb=2\/2—,oua= —2v2 eb= —2V2.

Logo, temos Wy = 2v2 + 2v2 i e W, = —2v/2 — 2+/2 i como solugdes do sistema, que
sdo as raizes quadradas de z = 16i.

Na forma trigonométrica, quando elevamos um Numero Complexo a uma determinada
poténcia, o angulo fica multiplicado por esta poténcia, e o comprimento fica elevado a essa
mesma poténcia. Perguntar: O que acontece, entdo, com o angulo e com o comprimento de
um Numero Complexo quando se extrai uma determinada raiz? Discutir as respostas dos
alunos e propor este outro questionamento: Quais sao 0s numeros complexos que satisfazem
2= —47?

A resposta, em geral, é z = 2i e z = — 2i. Analisar como é possivel obter esse resultado
utilizando a forma trigonométrica dos Nimeros Complexos.

Primeiro, escrever — 4 na forma trigonométrica: — 4 = — 4 + 0i =4(—1 + 0i) = 4(cos
+ i sen ). Como z = r (cos @ + i sen 0), pela regra do produto, z°= r(cos 20 + i sen 20).

Igualando z = r’(cos 26 + isen 26) = 4(cos  + i sen 7), inicialmente, r’ =4 e 20 =m + 2k .
. , 3
Assim,r=2e0-= % Porem, se tomarmosr=2e 0= g +m= 7“, obtemos:

cos20=cos3w=cosT=-—1
sen20=sen3wt=sent =0

Nesse ponto, vemos que sempre podemos somar 27 a0 argumento do seno e do

. x . w  2km
cosseno. Assim, asolucdo geral ér=2e 6 = > + - = g + km. Quando:

k =0, temos: zo = 2(cos % +i sen %) =2(0 +i) = 2i.
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k =1, temos: z; = 2(cos 37” +1isen 37") =20 —1i)=-2i.
k =2, temos: z, = 2(cos 5?” +1isen 57") =200 +1i)=2i.
k=3, temos: z3 = 2(cos =+ i sen ) = 2(0 — i) = —2i.

k =4, temos: z4, = 2(cos 97” +isen 97") =20 +1i)=2i.

Constatamos que, para k > 2, z, é igual a zo ou a z; e, portanto, essas sdo as duas Unicas
raizes de z = — 4. Note-se que o &ngulo inicial era 180° e foi dividido por 2. O modulo era 4 e
agora é 2. Perguntar aos estudantes se essa ideia pode ser generalizada.

Apresentar este exemplo com raizes cubicas: Determinar todos 0s hiumeros complexos
Z € C, tais que z° = 8.

Primeiramente, escrever 8 na forma trigonométrica: 8 = 8 +0i = 8(1 + 0i) = 8(cos 07 +
i sen 0m). Como z = r (cos 6 + i sen 0), pela regra do produto, z°= r’(cos 36 + i sen 36).
Igualando z°= r’(cos 36 + i sen 36) = 8(cos O + i sen 0r), inicialmente, 73 = 8 e 30 = 0m +

2km

an.Assim,r:2e6=T.
Quando temos:
k =0, temos: zo = 2(cos 0 +isen 0) =2(1 +0i) =2
k =1, temos: 21:2(cos%”+isen2?”):2(—%+ ‘/Z—Ei):—1+i-\/§
k:2,temos:22:2(cos4?”+isen4?”):2(—%— ‘/Z—Ei):—l—i-\/?
k = 3, temos: z3 = 2(cos 2m + i sem 2m) = 2(1 + 0i) = 2
k:4,temos:z4:2(c038?”+isen8?”):2(—%+ ‘/z—gi):—1+i-\/§
k:5,temos:z5:2(cosz”+isen 107T):2(—%— ‘/Z—Ei):—l—i-\/?

3

Constatamos que, para k > 3, z é igual a zo z; ou z, . Portanto, essas séo as trés unicas
raizes de z = 8. Assim, vemos que as raizes se repetem apenas com a diferenca de multiplos
inteiros de 2m, ou seja, com a diferenca no nimero de voltas. Podemos concluir que o angulo
inicial foi dividido por 3 e que, para obter o comprimento final, extraiu-se a raiz cubica do

comprimento inicial. Generalizamos essa ideia a seguir.

Para calcular as raizes n-ésimas de um Numero Complexo, na forma trigonométrica,

apresentamos o seguinte: Dado w e C, dizemos que z € C é uma raiz n-ésima de w se z" =
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w. Se w = 0, aplicando os médulos de ambos os lados da equacéo, obtemos: [r™| = |r|* =0,
emque r = 0, isto &, z =0, ou seja, a Unica raiz n-ésima de 0 € o proprio 0.

Se w # 0, escrevemos: w = S(cos ¢ + i sen ¢), em que s = |w| >0 e ¢ é o angulo de w,
ou ¢ = arg w. Queremos determinar as raizes n-ésimas de w também escritas em notacao
trigonométricas da forma, ou seja, z = r(cos © + i sen 0), comr = |z| e 6 = arg z. Por
definicdo, z" =w, pela férmula de De Moivre, obtemos:

z" =r"[cos(nd) +isen (N&)] =w = s(cose + i seny).
Z" = s(cosg + i sen@)
Assim,
r" [cos(n@) + i sen (NO)] = s(cosp + i sen)

n_

Z =W

Como o médulo dos dois nimeros séo iguais, temos que s = r", de onde obtemos que r

1
=sn éaraiz n-ésima (real) positiva de s. Simplificando r" com s, obtemos:

cos(nd) +isen (N = cose + i sene
que, igualando parte real e parte imaginaria, equivale ao sistema de equacfes trigonomeétricas:

{cos (nB) = cos @

sen (n6) = sen ¢ '’ sendon = ¢ + 2k .

Sugerimos que o professor avalie se 0 quadro a seguir deve ser apresentado aos

alunos.

Analisando o gréafico das funcdes cosseno e seno (ou
equivalentemente as projecBes nos eixos X e y de um ponto
variando no circulo trigonométrico,  respectivamente),
constatamos que dois angulos distintos com valores entre 0 e 27

(ue possuem 0 mesmo cosseno estdo nos quadrantes primeiro e

quarto, nos quadrantes segundo e terceiro, ou s - ou —.

Analogamente, se possuem 0 mesmo seno, estdo nos quadrantes
terceiro e quarto ou nos quadrantes primeiro e segundo, ou séo 0
ou w. Concluimos que dois angulos (distintos) em [0, 27) ndo
podem, a0 mesmo tempo, possuir 0 Mesmo COSSeNno € 0 mesmo
seno. Portanto, a unica forma para que angulos distintos, agora
com valores arbitrarios, possuam 0 mesmo Seno e cosseno € a de
que seus valores se diferenciam por multiplos inteiros de 2x, ou

seja, se diferenciam pelo nimero de voltas.
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Figura 29 — Gréfico do seno e do cosseno

Entdo, observando o grafico anterior, concluimos que a solucdo do sistema de
equacdes trigonomeétricas €: nO = ¢ + 2kn, k € Z, ou seja, para cada valor de k, temos um

angulo. Assim, o argumento (angulo) procurado 6 possui, entdo, varios valores possiveis que

dependem de k:

¢ 2km
O = —+— k eZ.
n n
Fazendo k variar entre 0 e n — 1, 0 &ngulo 6 toma os n valores distintos:
2(0)m
n n n
2(D)m 21
o £ 20T _ o 2m
n n n n
2(2)m 4r
92 = 2+ ( ) = 2_{_ -
n n n n
¢  2(n-L)m

uando k > n, os valores de 8 = 0,,06,,...,0,,_,, comecam a Se repetir, apenas com a
0 1 n-1

diferenca de 2.
2nm
en=£+—=9+21'[=90+21'[
n n n
¢ 2n+Dm ¢ 2m
Opp1= —F+———=—+—+21=0,+2
n+1 n+ ” n+n+ T 1+ 2m
2(n+ 2)m 41
6n+2=9+¥=9+—+2n = 0, + 2,
n n n n
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Nesse caso, Seno e cosseno sao 0s mesmos. Logo, existem n raizes distintas:
7z =1r(cosb, +isenb),k=0,1,2,..,n—1,onde
@ 2km

= s, = —+—.
n n

1
T = sn

Concluir que a raiz quadrada de um nimero complexo admitira dois valores; a cubica,
trés valores; a quarta, quatro valores; e assim sucessivamente. Discutir 0s seguintes exemplos:

1°. Exemplo: Obtenha as raizes quadradas de z = 16i utilizando a forma
trigonométrica. Para obter as raizes quadradas de z, devemos achar os numeros complexos w,
tal que (wi)? = z. Se z = 16i, na forma trigonométrica, z = 16(cos§ +isen g).

Expressando w, na forma trigonométrica, temos wy, = r(cos 6, + isen 6, ). Pela
regra do produto, (wy)? = r%(cos20 +isen20). Entdo, r%(cos20 +isen20) =
16(cos§ +isen g). Assim,

rt=16->r=v16 >r=4
cos (20) = cosg

= 0= T4 km, parak=0el.
sen (20) = sen 3 4

Quando temos:

k =0, temos: 20:2(cos§+isen§):2(g+\/2—5i):\/7+ V2i.

5 . 5 2 2.
k=1, temos: z, = 2(cos =~ + i sen =) = 2(—\/2—_—§| =2 - V2
2°. Exemplo: Quais s&o os nimeros complexos que satisfazem z° = — 8? Represente,

geometricamente, esses numeros.
Para obter as raizes clbicas de z, devemos achar os niimeros complexos w, tal que (wi)®
=z.Se z = — 8, entdo, na forma trigonométrica, z = 8(cosm + i sen ).
Expressando w, na forma trigonométrica, temos w;, = r(cos 6y + isen 6y ). Pela regra
do produto, (w;,)3 =73(cos 30 + isen 30). Entdo, (wy)3 =r3(cos 30 +isen 30).
Logo:
r3(cos 30 +isen 30) =8(cosm + i sen m)

Dai, temos:

r3=8-r=318 »r=2

{cos (30) =cosm .

L3 2km
sen (30) =senn > 0 = 31T 5 ,paak=0le2
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Quando temos:

1 V3.
k:O,temos:Wo:Z(cos§+isen g):z(g +§ 1) =1+v3i

k=1, temos: w; =2(cosm + isenm)=2(—1) = -2

k=2,temos:W2:2(coss?n+isen 5?”):1—«/?1'

Representando tais raizes no plano complexo, observamos, na Figura 30, que elas sdo
veértices de um triangulo equilatero inscrito em uma circunferéncia de centro na origem e raio

igual a 2.

wa=1+V3i

Figura 30- Interpretacdo geométrica das raizes cubicas de z = —8.

Os vértices desse triangulo dividem a circunferéncia em trés arcos congruentes de
2 . . . . ;-
?” rad ,ou seja, 120°. Observamos que, quando w, gira 120° no sentido anti-horario,

obtemos w; e, quando w; gira 120° no sentido anti-horario, obtemos w, .

Propor a seguinte questdo motivadora: Qual a area e o perimetro desse triangulo?
Discutir as respostas dos alunos. Comentar, em seguida, que temos um tipo especial de raiz
complexa, a saber, as raizes complexas da unidade, que nada mais sdo do que as solugdes para
a equacdo (z¢)"= 1, denotadas pela formula:

7z, =1(cosf, +isenf),comr=1e 6 =0.
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O motivo de serem especial se deve ao fato de podermos obter raizes n-ésimas de
quaisquer outros nimeros a partir delas. Salientar que, se variarmos n, marcarmos 0s pontos das
raizes n-ésimas; se os ligarmos, obteremos um poligono regular de n lados, inscrito no circulo
trigonométrico. Exemplo: Determinar as raizes cubicas de z = 1.

1=1(cos0+isen0)
Procuramos w e C, tal que w* = 1. Tomamos w = r(cos 6y + i sen 6y ). Pelo que foi

cos (30) = cos0

visto anteriormente, w3 = r3(cos 38 + i sen 30). Assim, teremos r3 =1 e { ,
sen (30) =sen0

ouseja, r =1 e 6=0+ 2an,parakzo,l,Z.

Dai, temos:
€p = 1(cos0+isen0) =1

2 . 2 1, V3.
£1=1(cos—”+Lsen—”)= —-+=1i e
3 3 2 2

cos—+isen —

41t 4T 1 3
e, =1 =
2 ( 3 3)

As raizes, apresentadas na Figura 31, representam vértices de um triangulo equilétero

Z

inscrito no circulo trigonométrico.

Figura 31- Interpretagdo geométrica das raizes cibicas de z = 1
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. . 1, V3. 1 V3.
As raizes do exemplo anterior, g = 1, € = _§+7 te &= —o——1,
quando multiplicadas por —2, geram as raizes de z =—8 =8(cosm +isenm): wy, =

-2, wy=1—+/3i e w,=1+ +/3i.Essa multiplicacdo por 2 pode ser vista como a
multiplicacdo por (—1) seguida da multiplicacdo por (2). J& sabemos que multiplicar por (—1)
gera uma rotacdo de 180° e multiplicar por 2 aumenta duas vezes o comprimento dos
Numeros Complexos. Entao, esses niumeros, que sdo o0s vértices do triangulo, vao girar 180° e
ter seus comprimentos duplicados.

Generalizar a ideia da seguinte forma: Para obtermos as raizes n-ésimas da unidade ¢,
basta pensarmos em:

7 = r(cosOy +isen6y),k=0,1,2,..,n—1, onde

1 2km
r=sn="1s, 6 = iy
n n

Sabendo que r =1 e ¢ = Om, dai obtemos:

2km 2km
& =cos—+isen— ,k €Z
n n

Salientar que, como no exemplo anterior, qualquer raiz pode ser escrita em funcdo das
raizes da unidade, multiplicando pelo comprimento e somando o angulo.
Propor que os alunos resolvam a seguinte questdo: Determinar as raizes quarta da unidade
e apresentar sua representacao geomeétrica.
Como atividade final, propor a resolucdo de exercicios de aplicacdo dos NUmeros
Complexos. As atividades, a seguir apresentadas, abordaram aplicagdes na Eletronica, na
Eletricidade e na Geometria Plana.

1) Um circuito RLC contém um resistor, um indutor e um capacitor. A medida de
resisténcia de um circuito RLC é chamada de impedéancia (Z) e € expressa por um
numero complexo. Num circuito RLC, em série, a impedancia equivalente (Z¢q) € dada
por: Zeq = Z + Zgr + Zc. A forga eletromotriz E € dada por E = Z¢ - l,emque | é a
corrente elétrica. Sendo o circuito RCL, em série, apresentado na Figura 32,

determine:
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R Z,=0.1
—
resistor
- S
9 RLC =_1
L _E E—C—
- (]
Z,=09i © [Zc=-08i
bateria

E (forca eletromotriz)

Figura 32 — Circuito RLC
a) A impedancia equivalente Ze .
b) A forca eletromotriz E, em volts, quando | = 20 + 100i.

c) A corrente I, quando E =i —1.

2) Considerando o complexo z = 1 + v/3 i:
a) Determine o comprimento de z e de Z. Que relagdo existe entre esses valores?
b) Represente, num mesmo plano, z e z. Qual a relagdo existente entre z e Z ? Os resultados

observados valem para qualquer nimero complexo ndo nulo e seu conjugado?

3) Dois Vvértices consecutivos de um quadrado sdo dados pelos complexos z = /2 +
iV2 ew= —V2+iVv2 .
a) Determine os Numeros Complexos correspondentes aos outros dois vertices.

b) Obtenha o perimetro e a area desse quadrado.

4) Se z = 3 + i sofrer uma rotagdo de 90° no sentido horario, tornar-se-4 o complexo w.

Determine w.

5) Admita que o centro do plano complexo coincida com o centro de um relogio de
ponteiros. Se 0 ponteiro dos minutos possui duas unidades de comprimento, determine o

Numero Complexo sobre o qual este ponteiro estara as 11h 55min.

6) Em termos elétricos, uma impedancia complexa 4 + 3i significa 4Q de resisténcia
elétrica e 3Q2 de reatancia indutiva. A medida da impedancia € o resultado do comprimento do
Numero Complexo. O angulo de fase 0 é o arco tangente da relacdo entre reatancia indutiva e

a resisténcia elétrica. Determine a impedancia complexa na forma trigonométrica ou polar.



