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RESUMO

Em modelos em que a distribuicao espacial da populacao nao é con-
siderada, isto é, quando se supoe que haja uma homogeneidade espacial, e se estuda
a evolucao temporal do sistema, ha uma unica variavel independente: o tempo.
Caso a populacao seja constituida de duas espécies, do tipo parasitéide-hospedeiro,
e a variavel independente tempo for considerada discreta, teremos um sistema
de equacoes a diferencas, como por exemplo o modelo de Nicholson-Bailey cujas

solucoes sao apresentadas neste trabalho.

Populagoes espacialmente distribuidas, em um espaco de natureza
discreta, juntamente com a dinamica vital em tempo discreto, tém o seu compor-
tamento estudado através de redes de mapas acoplados. Apéds estudar o modelo
de Hassell (dinamica vital de Nicholson-Bailey com movimentagao por difusao) e o
modelo planta-herbivoro com movimentagao por taxia, deduzimos e simulamos um

modelo incluindo movimentacao por taxia, difusao e conveccao.

E também apresentado neste trabalho, um paralelo entre estes modelos

de redes de mapas acoplados e aqueles com as equacoes diferenciais correspondentes.
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ABSTRACT

When we study the time evolution of a population, without considering
its spatial distribution, that is, by assuming homogeneous space, we have only one
independent variable: the time. If the population is composed by two species, like
host-parasitoid, and the time independent variable is considered as discrete, we
have a system of difference equations, for example, Nicholson-Bailey model, whose

solutions are presented in this work.

The behavior of spatially distributed populations, extended in a discrete
underlying space, as well as a discrete time dynamics, can be studied by using
the coupled map lattice. After studying Hassell’'s model, (Nicholson-Bailey time
dynamics with dispersion by diffusion), and a plant-herbivore model with taxis, we
deduce and simulate another model, which includes dispersion by diffusion, taxis,

and convection.

Finally, a parallel between these coupled map lattices and those

corresponding differential equations is presented in the last chapter.



1 INTRODUCAO

Os modelos utilizados para descrever interagoes populacionais no tempo
e no espaco podem ser classificados em diversos tipos, dependendo se as densidades

populacionais, o espago e o tempo sao discretos ou continuos.

Tanto os modelos continuos quanto os modelos discretos podem ser
estocésticos, se envolverem regras probabilisticas, ou deterministicos, caso contrario,
isto é, se as regras envolverem diretamente populagoes ou densidades populacionais,
sem componentes probabilisticas. Todos os modelos apresentados neste trabalho sao

deterministicos.

Muitos estudos de dinamica populacional tém sido desenvolvidos
adotando-se modelos que envolvem equagoes diferenciais ordinarias ou equacgoes a
diferencas. Nestes modelos a distribuicao espacial da populagao nao é considerada,
isto é, supoe-se que haja uma homogeneidade espacial e estuda-se a evolugao tempo-
ral do sistema. Se o tempo ¢ for considerado continuo, teremos equagoes diferenciais
ordinarias. Caso contrario, isto é, se o tempo t for considerado discreto, teremos

equacgoes a diferencas.

Porém, o estudo de dinamica populacional nao pode se restringir a
hipdtese de distribuicao homogénea no espaco. Podemos ter um meio ambiente
heterogéneo com regioes favoraveis e desfavordveis, determinando taxas de cresci-
mento e capacidades de suporte dependentes da posicao espacial. Mesmo o ambiente
sendo homogéneo, é de se esperar que uma populacao, com distribuicao espacial
inicial heterogénea, se movimente de regioes de mais altas para mais baixas con-
centracoes. Uma excecao seria o caso de comportamentos sociais, quando ¢ mais
conveniente aos individuos se agregarem (por exemplo, colmeias e formigueiros),
dentro de um mesmo grupo. Se considerarmos, particularmente, que o fluxo de
individuos é proporcional ao gradiente de concentragao, obtém-se uma equagao de

difusdo. Quando, além disso, considerarmos os efeitos da dinamica vital (termo de
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reacdo), temos uma equagao do tipo reagao-difusdo. Pode-se também considerar
que o movimento seja influenciado por individuos ou substancias no meio am-
biente externo; neste caso diz-se que o movimento ocorre por taxia. Outro tipo
de movimento, denominado conveccao ou adveccao, é aquele em que as particulas
(ou individuos) sao carregadas pelo movimento do fluido no qual estdo imersos.
Por exemplo, particulas carregadas pela correnteza de um rio ou pelo vento. Es-
tas equagoes diferenciais parciais sao usadas na formulagao de modelos para
populagoes cujos individuos interagem (reacdo ou dinamica vital) e também se
movimentam, seja aleatoriamente, seja na procura de nutrientes ou em processos

de agregacao.

Os modelos envolvendo equacoes diferenciais parciais sao adequados
para analisar fenomenos biologicos, quando sao supostas continuas as variaveis: den-
sidade populacional, espaco e tempo. Se a variavel tempo for considerada discreta
e a populacao, espacialmente distribuida sobre uma rede discreta, puder assumir
qualquer valor real, o modelo sera representado por uma rede de mapas acopla-
dos. Trata-se, portanto, de um modelo de tempo discreto, sendo que o espaco
subjacente também ¢é de natureza discreta, e as variaveis de estado consistem de
nimeros reais. Esta abordagem vem ganhando uma crescente importancia a cada
dia, em decorréncia do vertiginoso aumento da capacidade computacional disponivel
a0 usuario nos ultimos anos. Se além do tempo e do espaco, também as varidveis de
estado assumirem valores discretos, os modelos sao do tipo Automatos Celulares,

que nao apresentaremos neste trabalho.

Nossos estudos estao baseados na construcao de modelos matematicos
do tipo redes de mapas acoplados, essencialmente computacionais, discretos e recur-
sivos. Utilizaremos tais modelos discretos, para simulacao de sistemas de reagao-
difusao, com movimentacao, seja por difusao, taxia ou convecgao, em dinamica
populacional. Estes modelos podem parecer menos precisos do ponto de vista quan-
titativo, mas, como veremos ao longo deste trabalho, podem revelar, do ponto de

vista qualitativo, importantes padroes espaciais e temporais, resultantes das in-
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teragoes consideradas, podendo inclusive representar boas aproximacgoes dos modelos

continuos correspondentes.
Nosso trabalho é dividido como segue:

No capitulo 2, mostraremos como, a partir da mesma lei de con-
servacao de matéria e mediante a definicao dos diversos fluxos envolvidos, podem
ser deduzidas equagoes diferenciais parciais que descrevem o comportamento do
sistema correspondente. Estas mesmas equacoes diferenciais serao retomadas no
capitulo 6, apds desenvolvermos modelos discretos nos capitulos de 3 a 5, quando
apresentaremos a obtencao de cada uma dessas equacgoes diferenciais a partir dos

modelos discretos correspondentes.

No capitulo 3, por considerar a variavel tempo discreta e populacoes
nao espacialmente distribuidas (ou distribuigbes homogéneas), trabalharemos com
equagoes a diferengas (Mapas). Para descrever o comportamento de populagoes
com uma Unica espécie, estudaremos, com abordagem analitica e grafica, os modelos
de Verhulst e de Ricker e seus resultados. Considerando mais de uma espécie,
com interacao do tipo parasitéide-hospedeiro, sera estudado o modelo de Nicholson-
Bailey, no qual uma espécie (parasitéide) explora a outra (hospedeiro), levando-a a

morte.

No capitulo 4, estudaremos o comportamento de populagoes espacial-
mente distribuidas, supondo o tempo e o espaco discretos; neste caso, temos uma
Rede de Mapas Acoplados, sendo que as varidveis dependentes (populagoes) po-
dem assumir qualquer valor real. Os modelos estudados apresentam movimentagao
(dispersao) além de termo de reagao (dinamica vital), e simulagdes dos diversos mo-
delos serao realizadas com o uso do software Mathematica. O primeiro modelo que
estudaremos é o de Hassell et al. [1991], para interagoes parasitéide-hospedeiro,
que corresponde ao modelo com dinamica vital de Nicholson-Bailey, acrescentando
movimentacao por difusao. Como exemplo de movimentacao por taxia, estudare-

mos a dispersao de insetos herbivoros em uma plantacao, desenvolvido por Rodrigues
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[1998], no qual a taxia decorre do fato dos insetos conseguirem, apos classificar plan-
tas hospedeiras de acordo com a textura e a qualidade da vegetacao, movimentar-se

preferencialmente para lugares de maior qualidade de plantas.

No capitulo 5, as redes de mapas acoplados serao utilizadas na
construcao de um modelo que apresenta movimentacao por taxia, difusao e con-
veccao. Mais especificamente, analisaremos o comportamento de uma populacao de
insetos, que é repelida por uma substancia quimica (téxica), a qual se dispersa por
difusao e por conveccao, degradando-se a medida que o tempo passa, enquanto os

insetos fogem, sendo que alguns poderao morrer na escala de tempo considerada.

Por fim, no capitulo 6, mostraremos como, a partir das redes de mapas
acoplados analisadas nos capitulos 4 e 5, podem ser obtidas as equagoes diferenciais
parciais correspondentes apresentadas no capitulo 2. Evidenciamos, desta forma, a
grande utilidade daqueles modelos recursivos, na medida em que permitem a uti-
lizagao direta de simulagoes computacionais na descricao qualitativa dos fendmenos

envolvidos.



2 MODELOS CONTINUOS DE REAGAO E
DIFUSAO

2.1 Introducao

E muito freqiiente, em se tratando de modelar um fenomeno ou um
experimento qualquer, obtermos equacgoes que envolvam as variacoes das quan-
tidades (varidveis) presentes consideradas essenciais. Quando estas variagoes sao
instantaneas, o fenomeno se desenvolve continuamente e as equagoes matematicas

sao denominadas equacoes diferenciais.

Em modelos de populacoes de uma tnica espécie com uma distribuicao
espacial uniforme, em um meio homogéneo, indicamos por p(t) o nimero de in-
dividuos da espécie no instante t. Se esta populagao nao se movimenta, isto é, nao
hé nem imigracao nem emigragao, entao %, a taxa de variagao da populacao, é igual

a rp(t), onde r(p,t) representa a taxa de variagao per capita da populacao.

dp

= = t). 2.1
=) (21)
1 dp

== t).

ot r(p,t)

Representando por [@], a unidade de @, temos

O modelo mais simples, que corresponde a uma taxa de variacao per capita constante,

a, tem a forma:

que é uma equacao diferencial linear, conhecida como lei de Malthus para o cresci-
mento de uma populagao. Se a populacao da espécie dada é pg no instante ty, entao

p(t) satisfaz ao problema de valor inicial



dp _
dt

p(to) = po,

ap(t),

cuja solucdo é p(t) = pee®®*) | que cresce exponencialmente com o tempo, se a for

uma constante positiva.

Este modelo para o crescimento de uma populacao nao é satisfatério
a longo prazo, pois nao reflete o fato de que os individuos competem entre si pelo
espaco vital, pelas reservas naturais e pelo alimento disponivel. Isto sugere que

consideremos uma equagao diferencial do tipo (2.1), com

r(p,t) = a — bp,

onde a e b sao supostamente constantes positivas. Assim obtemos:

dp
= =ap — bp?
di ap D,

que pode ser reescrita sob a forma:

b _ o (1 _ 2) 7
dt K
onde K = ¥, ¢ a capacidade de suporte do ambiente para esta populagao. Obser-
vamos que, quando p = K, tem-se % = 0. Esta equacao é conhecida como a le:
logistica de crescimento da populacao e os numeros a e K sao chamados os coefi-
cientes vitais da populacao; esta lei foi introduzida em 1837 pelo biélogo matematico

Belga Verhulst.

O estudo de dinamica de populagoes, entretanto, nao pode se restringir
a hipotese de distribuicao homogénea no espaco. Devemos considerar as variagoes
espaciais. O meio ambiente pode ser heterogéneo, com regioes favoraveis e desfa-
voraveis, determinando taxas de crescimento e capacidade de suporte dependentes
da posicao espacial. Por outro lado, mesmo que o meio seja homogéneo deve-se
esperar que uma populacao, com distribuigao heterogénea, se movimente de regioes
de mais alta concentracao para regioes de mais baixa concentracao. Quando consi-

derarmos que uma determinada populagao p(z,t) varia ndo apenas com o passar do



tempo, mas também com sua posicao x no espaco, o modelo envolverd uma equagao

diferencial parcial.

A partir da préxima secgao, veremos como a heterogeneidade espacial

de distribuicao da populagao influencia no movimento e na persisténcia da espécie.

2.2 Principio de Conservacao

A maior parte das equacoes diferenciais parciais, que modelam dinamica
populacional, sao baseadas em condicoes de equilibrio que, por sua vez, tém sua
origem em principios de conservacao. Supondo [Edelstein-Keshet, 1988], que o movi-
mento aconte¢a numa unica dimensao u (unidimensional), como por exemplo, no fino
tubo da Figura 2.1; podemos considerar, em um intervalo qualquer (z,x + Ax), o
fluxo das particulas entrando e saindo do intervalo, bem como eventuais processos
de aparecimento (criagao) e desaparecimento (destruigao) das particulas ao longo

do tubo.

A(xt) A(xtAxL)
entra sai
—p —>

X ¥+Ax

Figura 2.1: Tubo de seccao transversal de area A.



Assim o principio de conservagao podera ser estabelecido como:

taxa de taxa de entrada taxa de
variacao menos criacao ou

da populagao = | taxa de saida + | destruicao

em um instante em um instante em um instante
de tempo ¢t de tempo ¢ de tempo ¢

Definimos as seguintes quantidades:

c(u,t) = concentragao ou fungao distribui¢ao de densidade de particulas
em uma posi¢ao u, em um instante ¢ (nimero por unidade de volume).
O numero total de particulas, localizadas no tubo, entre x e x + A,

em qualquer instante ¢, é dado por
z+Ax
N(t) = / (1) A(u, £)du, (2.2)

onde A(u,t) é a area da seccao transversal em u no instante ¢, e por-

tanto, A(u,t)du é o elemento de volume ao longo do tubo.

J(u,t)= fluxo de particulas, que é igual ao nimero de particulas que
atravessam uma area unitaria em u por unidade de tempo. O fluxo sera
positivo se as particulas estiverem atravessando na direcao crescente de

u e negativo, caso contrario.

f(u,t)= termo fonte de densidade, que é igual a taxa de “criagao” da
densidade por unidade de tempo e por unidade de volume; trata-se de
criagao se f > 0 e de destruigao se f < 0. A taxa liquida de criagao ou

destruigao de particulas em (z, 2 + Ax) no instante ¢ é dado por

F(t) = / ) A, t)du (2.3)



Podemos discriminar as unidades das diversas quantidades definidas

acima, Como segue:

[V]
e ) = 175
_ IV
[J<u7t)] - [L]Q[t]
_ IV
[f(u7 t)] [L]?’[t]

sendo que [L], [N], [t], significam unidade de comprimento, de populagao e de tempo,

respectivamente.

Assim a Equacao de Conservacao pode ser escrita sob a forma

%N(t) = J(z,0)A(z,t) — J(z + Az, ) A(z + Az, t) + F(1), (2.4)

onde o sinal de menos indica saida de particulas do volume considerado. Além
disso, nesta equacao podemos verificar que a unidade de cada termo adicionada ou

(V]

subtraida é -

Considerando, que a area da seccao transversal do tubo seja constante
ao longo de todo o comprimento do tubo, isto é, A(u,t) = A constante, para todo
u € [z,z + Ax] e substituindo em (2.4), N(t) e F(t) por suas expressoes dadas em
(2.2) e (2.3), obtemos:

0

A5

z+Ax z+Ax
/ clu,t)du = AJ(z,t) — AJ(x + Az, t) + A/ flu,t)du.  (2.5)

donde, dividimos ambos os lados da igualdade pela constante A,

0

En /j xc(u,t)du = —[J(z + Az, t) — J(x,t)] + /: ' f(u,t)du. (2.6)

Usando o Teorema Fundamental do Célculo!, segue que

r+Ax a r+Ax a r+Azx
/x ac(u,t)du: —/x %J(u,t)du—i—/x flu,t)du

1Seja f : [#,2 + Ax] — R um caminho com derivada integrdvel. Entao

T+Ax
fa+d0)— f0)= [ fude
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ou ainda,

/x o {&c(u,t) )~ fl,t) | du =0 (2.7)

Supondo que as func¢oes possuem derivadas parciais continuas, o inte-
grando deve ser nulo em todos os pontos do intervalo (z,z + Az). Assim a forma
basica da Lei de Equilibrio é

0 0
ac(u, t) = —%J(u,t) + f(u,t), (2.8)

onde u é o eixo ao longo do qual ocorre o movimento de particulas.

Neste capitulo estudamos o fluxo tubular considerando a drea A(u,t)
constante ao longo do tubo. Na proxima seccao consideraremos possiveis variagoes

da drea A(u,t), da secgao transversal do tubo.

2.3 Fluxo Tubular

Consideraremos situa¢ao mais abrangente para drea A(z,t) da qual
teremos casos especiais, e ainda, no caso de A constante, recuperaremos o resultado
da seccao anterior. A drea da seccao transversal do tubo podera variar com o tempo,

com O espaco ou com O tempo € O espaco.

Retomando a equagao (2.4), e substituindo N(t) e F(t) por suas ex-
pressoes dadas em (2.2) e (2.3) obtemos:

0

z+Ax
a/ clu, ) A(u, t)du = J(x,t)A(z,t) — J(x + Az, t)A(x + Az, t)

r+Ax
+ / fu,t)A(u, t)du. (2.9)
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O Teorema do Valor Médio? para integrais permite concluir que para

(x1,22) tal que z < x; <z + Ax para i = 1,2 segue que

%[c(xl, OA(z1,t)]| A = J(x,t)A(z,t) — J(x + Az, t)A(x + Az, t)

+  [f(za,t)A(xe, t)]Ax. (2.10)

Para obter a média linear dividimos por Az, donde escrevemos:

0 [ (@ t) A, t) — J(x + Az, t) Az + A, t)
e DAL 0] = =

+ [f (2, 1) A, 1)), (2.11)

Tomando o limite da equagao (2.11) quando Az — 0, 1 — z e 3 — =,

obtemos
0 0
donde segue que
0A dc 0A oJ

onde ¢, A, f, J sao todas fungoes de z e de t.

Numa situacao onde a area da sec¢ao transversal varia espacialmente e

com o tempo [A(z,t)] temos o caso geral na forma

0 0 1 0 0
el - - —A —A .
el = —5-T(.0) + f(at) = o [T D5 A + a5 Al
(2.14)
Casos Especiais
1. Considerando A(z,t) = A constante, teremos %—f = %—f =0 e a equacao
(2.13) recai em:
0 0
E[C(xatﬂ - _%J(:E?t) + f(lC,t),

2Seja f : [a,b] — R uma fungao continua num intervalo fechado [a, b], e diferencidvel no intervalo
aberto (a,b). Entao existe um ¢ € (a,b) tal que

f®) = f(a) = f'(c)(b - a)
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que ¢é exatamente o que obtivemos anteriormente em (2.8).

2. Se A(z,t) = A(x) # 0, teremos %—? =0e g—‘;‘ = ‘fi—f, isto é, a area nao

muda com o tempo, (2.13) recai em:

Oc dA  ~0J
A( )8t:_JE_A6_+fA (2.15)

— A 0A _ 9A _ dA 4 ( L
3. Se A(w,t) = A(t) # 0, 52 = 0 e 5 = %7, isto é, a drea do tubo é
uniforme ao longo de seu comprimento mas possivelmente varia com o

tempo, (2.13) recai em:

dA | s0e 0T o
cort AT = A"t fA (2.16)

2.4 Fluxo em Duas Dimensoes

Até a seccao anterior trabalhamos com fluxo unidimensional, para fluxos

em duas dimensoes ou mais a equacao de conservagao ¢ andloga a de uma dimensao

(2.8).

Consideremos um pequeno elemento retangular de darea AA = AzxAy
em R? e consideremos o movimento de particulas entrando e saindo da regido, e seja

o ponto (g, yo) em R

Fluxo é o nimero de particulas por unidade de tempo que atravessa
uma drea unitaria A em (zg,yo) com uma orientagdo particular. A maior taxa de
travessia é alcancada quando a direcao predominante do fluxo é ortogonal a area
que ele deve atravessar. Assim, o fluxo é um vetor na direcdo do vetor normal 7’

cuja magnitude é dada por:

H
e | J(x,y,t)] = ntmero liquido de particulas atravessando uma é&rea

unitaria em (x,y) por unidade de tempo.
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— ey 2. ’ . .
e 1 é o vetor unitario normal ao elemento de area que admite a maior

travessia liquida. Assim o fluxo é dado por:
é
J(2,y) = (Ja, Jy)

onde cada componente pode depender do espaco e do tempo.

Em duas dimensoes a magnitude do fluxo é dado por:

T = (J2+ 0 = (T.7)s.

Para calcularmos o numero de particulas atravessando o tubo numa
7 . — el s . .
area A em um dado tempo At e considerando 7, um vetor unitario perpendicular

a area, temos:
H

N = (J.7)AAt,

H
— 7 , , , .
onde (J.m)A é o nimero de particulas que atravessa a drea por unidade de tempo.

Assim, a equacao de conservacao em R? é dada por:

r+Ax y+Ay
5/ / c(u,v, ) A(u, v, t)dudv = Jy(z,y,t)A(z,y,t
x y

x+Aw y+Ay
+ / / f(u,v,t)A(u,v, t)dudv.

Considerando a area A(zx,y,t) constante, donde dividimos ambos os

lados por A, obtemos

z+Ax y+Ay
a/ / c(u,v,t)dudv = Jy(v,y,t) — J.(x + Ax,y,t)
@ y

+ Jy(z,y,t) = Jy(z,y + Ay, t)
z+Ax y+Ay
+ / / flu,v,t)dudv.  (2.17)

Usando o Teorema Fundamental do Célculo, segue que

z+Ax y+Ay
Jo(z,y,t) — Jo(x + Az, y, t) / / (u, v, t)dudv
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z+Ax y+Ay
Jy(% Y, t) - Jy(% Yy + Aya / / U v t)dudv

Substituindo em (2.17) e passando a derivada para dentro da integral,

no termo do lado esquerdo da equagao, temos que, para qualquer x e y, vale:

z+Ax y+Ay ) z+Ax y+Ay
/ / —c(u,v,t)dudv = / / (u, v, t)dudv
- y ot

r+Ax y+Ay
(u, v, t)dudv

(u, v, t)dudv (2.18)

/x /
z+Ax y—l—Ay

/:r: /

ou

+Ax +Ay o o 0
/g; /; |:EC(U (% t) + %Ju(u,v,t) + %Jv(ua v, t) - f(u7vvt) dudv = 0.
(2.19)

Supondo que as funcoes possuem derivadas parciais continuas, o inte-
grando deve ser nulo em todos os pontos dos intervalos (z,x + Ax) e (y,y + Ay).

Assim, a forma basica de Lei de Equilibrio em duas dimensoes é dada por:

o, o,
ou
0 —

-5 o, a1, \ « . 3 -, .
onde V. J = < z | y) é o divergente ° de J, é a quantidade escalar que mede a

tendéncia de um vetor campo representar a divergéncia (saida) de um fluido.

3Seja F' = (Fy, Fy, ...., F,,) um campo vetorial definido no aberto  C R" e suponhamos que

as componentes Fy, Fy, ...., F,, admitem derivadas parciais em Q. O campo escalar divF : Q - R
dado por
oFy  0F2 n OFn

divF =
v _67%—'_87332 .........

denomina-se divergente de F.
—
A notacdo V.F indica o “produto escalar” do vetor V = (— e ST —) pelo campo
vetorial (Fy, Fy, ..., Fy,).
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2.5 Tipos de Fluxos

2.5.1 Fluxo convectivo ou adveccao

Consideremos que existe um campo de velocidades v(z,t) do meio, no
sentido de que qualquer individuo que se encontre no ponto x no instante ¢ tenha
necessariamente uma velocidade v(x,t). Entao, os individuos, representados por

c(z,t), sdo carregados pela corrente gerada por v(z,t). A fungao

J =v(x,t).clz,t),

¢ denominada fluxo de convecgao®.

Considerando a equacao de conservacao

0

0
Ec(w,t) =——J(z,t) + f(z,1) (221)

ox

e considerando a fungao fonte f = 0, ou seja, se o tempo considerado for suficiente-
mente pequeno, tal que a mortalidade e a reproducao sejam insignificantes, entao a

equagao (2.21) é reduzida a:

0 0

ac(gg,zf) = —%J(a:,t). (2.22)

Substituindo o fluxo convectivo na equagao (2.22) temos

0 0

—c(z,t) = ——|v(x, t)c(x,t). 2.23

e, t) = = [v(, el 1) (223)
Se considerarmos a velocidade constante, podemos escrever a equagao

de conveccao linear unidimensional

0
ac(x,t) = —U%C(x,t), reR,t>0. (2.24)

4No nosso trabalho usaremos as palavras conveccao e adveccdo como sindénimos. Alguns autores,
no entanto, fazem distingao entre ambos denominando convecgao, quando a velocidade depende
do proéprio fenémeno e advecgao caso contrario.
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Em duas dimensoes teremos um campo vetorial de velocidades, onde o

fluxo pode ser escrito como
T = V(z,y,t) c(z,y,t).
A equagao de conservagao (2.20), com f = 0, fica na forma:

Ec(aj,y,t) = -V.(7¢), (2.25)

onde U = v,(x, y,t)/z'\—i- vy (z, Y, t)} e Ve= %€+ g—;}.
Sendo a velocidade v constante, a equacao fica na forma:

%c(:p,y,t) = - .Ve. (2.26)

Para maiores dimensoes o processo é analogo.

2.5.2 Fluxo de Atracao ou de Repulsao

Muitos organismos possuem a capacidade de orientar seu movimento
em resposta a um estimulo externo. Exemplos de animais que sao atraidos, seja por
fontes luminosas ou de calor, seja por substancias quimicas liberadas por individuos
da mesma espécie (feromonios), seja por altas concentragoes de nutrientes ou ainda
pela qualidade do seu alimento, sao freqiientes. Outros organismos sao repelidos por
influéncias negativas do meio ambiente tais como toxinas, extremos de temperatura
ou pH, concentracgoes muito altas de coespecificos e inclusive pela luz, em se tratando
de animais de habitos noturnos. Este movimento orientado é denominado taxia.
Esta pode ser caracterizada como positiva, ou negativa, se o efeito do estimulo
externo for de atragao ou repulsdo, respectivamente. Segundo Segel (1984), todo

organismo movel responde por taxia a pelo menos um estimulo.

Suponhamos ¢(z,t) uma fungdo que representa uma fonte de atragao
para os organismos, por exemplo, a distribuicao de uma substancia quimica. Os
organismos sao atraidos na direcao de maior concentracao da substancia, e o movi-

mento populacional é suposto como uma conveccao proporcional ao gradiente de
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concentracao V¢, também limitado a velocidade maxima que os organismos podem
atingir, a qual depende do organismo em questao. Assim, o fluxo de taxia é descrito
por:

T =c(x.t) x Vo,

onde c(x,t) é a densidade da populagao atraida e x o fator que mede a intensidade

atrativa do gradiente de ¢ com relacao aos individuos.

Em uma dimensao resulta em

0
J =c(x,t) x a—i

Substituindo na equagao (2.21), com f = 0, teremos

Sl =~ [xelet) 3. (2.27)

Em duas dimensdes, considerando em (2.20) a fungao fonte f = 0, recai

e1n:

gt (x,y,t) = =V.(x c(z,y,t) Vo) (2.28)

onde Vo = —z + 225 3y Substituindo na equagao (2.28) teremos:

0 — 0 ~
o) = 7. (xelon 0504 x o) 55 )

ot
e )

y ol (2¢ 02¢>)+ <6¢ac 8¢80)+ (8¢8X

a2 0z 0z | Oy 0 0z Oz

= —[xclz,y, )V2¢+ X [VeVe] + ¢ [Vo.Vy]].
Portanto, a Equagao de Atragao bidimensional é da forma:

gt (z,y,t) = —x cV?¢ — x[Ve.Vo] — c[Vx. V), (2.29)

ou, em um espac¢o de dimensoes arbitrarias, teremos:

Oc
i —V.(x c Vo). (2.30)

8¢ ox
Ay y

a)]
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2.5.3 Fluxo Difusivo

Em muitos processos biolégicos, os individuos, durante a movimentacao,
descrevem trajetérias individuais (microscopicas) que, na falta de modelos que
representem os mecanismos pelos quais organismos microscépicos se movimentam,
podem ser interpretadas como completamente aleatérias ou equiprovaveis. Neste
trabalho o termo aleatorio serd usado como sinonimo de equiprovavel. Os individuos
movimentam-se aleatoriamente e difundem como resultado deste movimento ir-
regular de cada particula. Quando este movimento irregular microscépico resulta
em algum movimento regular macroscopico chamamos isto de processo de dispersao
por difusao. A difusao é um importante mecanismo de transporte em sistemas

biolégicos, mas sua eficiéncia decresce rapidamente com a distancia.

Suponhamos que os individuos de uma certa populacao estejam dis-
tribuidos unidimensionalmente e que se movimentam aleatoriamente, metade dos
individuos se movimentam para a direita e a outra metade para a esquerda, num
intervalo de tempo At. Haverd fluxo nos dois sentidos e o fluxo liquido sera no
sentido de maior para menor concentracao. Como a magnitude do fluxo depende da
diferenca de concentracao entre o ponto x e seus vizinhos, uma primeira aproximagao

é considerar este fluxo proporcional ao gradiente %.

Se ¢(z,t) for uma funcdo crescente de z, entdo o fluxo devera ser
negativo, pois neste caso, havera maior concentracao quanto maior for o valor de x e,
portanto mais particulas deverao passar no sentido de x decrescente do que no sen-
tido de = crescente. Assim, o fluxo J devido ao movimento aleatério é aproximada-
mente proporcional ao gradiente local da concentracao de particulas e é conhecido
como a lei de Fick

—
J = —DVe.

A constante de proporcionalidade D é denominada coeficiente de difusao.
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Em uma dimensao o fluxo de difusao é dado por:

— Jc
T (),

Substituindo na equagao (2.21) e considerando a funcao fonte f = 0 temos:

9 ) = % (D%c(m,t)) . (2.31)

Se D é uma constante que nao depende de x ou de t podemos escrever:

0 9%
isto é,
de _ D(V?c) (2.33)
ot ‘ '

Portanto esta é a Equacao de Difusao unidimensional.

Em duas dimensoes considerando a equagao (2.20), com a funcao fonte

0 Oc~ Oc~
il = V.| =-D =i+ =5
ot @, y.t) [ (61‘2 dy )]

- Aal sl aleal)

- D [a% 82(3] . (2.34)

f =0, temos:

o2 oy

Portanto, esta é a Equagao da Difusao bidimensional.

Em dimensoes arbitrarias este resultado pode ser escrito

% = V.(DVe) (2.35)
ot

Nos capitulos seguintes apresentaremos abordagens destes mesmos
fenomenos (reacao, difusao, taxia e conveccao), através de modelos onde as varidveis
independentes sao discretas; o espago no lugar de coordenadas (z, y, z), serao “patches”
(manchas). No capitulo 6, apresentaremos a obtengao de cada uma das equagoes

diferenciais parciais desenvolvidas neste capitulo a partir dos modelos discretos cor-

respondentes.
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3 MODELOS BASICOS COM EQUACOES A
DIFERENCAS

No capitulo anterior, tanto a variavel dependente de estado quanto
as variaveis independentes, tempo e espacgo, sao consideradas continuas, em con-
seqiiéncia, vimos os diversos tipos de fluxos por difusao, taxia e convecgao, que
acrescentados a dinamica vital (reagao), levaram a uma abordagem com modelos

continuos que envolvem, portanto, equacoes diferenciais parciais.

Neste capitulo apresentaremos modelos onde as variaveis independentes

sao discretas (equagoes a diferencas).

Enquanto populagoes (varidveis dependentes) assumem qualquer valor
nao negativo, a dinamica populacional de uma espécie, para a qual nao existe so-
breposicao entre geracoes sucessivas, isto €, os adultos morrem e sao substituidos por
seus descendentes em intervalos fixos de tempo (geragoes), é mais apropriadamente
descrita relacionando a populacao Ny, 1, dos descendentes, com a populacao N; da

geragao presente através de uma equagao a diferengas (mapa) do tipo:

Nipr = f(Ny). (3.1)

Situagao semelhante é aquela de organismos que sofrem mudangas abrup-

tas ou passam por uma seqiiéncia de ciclos discretos durante sua vida.

Ao construir um modelo para descrever um sistema parasitide-
hospedeiro, sao sempre feitas consideracoes a respeito do que ocorreria se nao
houvesse parasitéides. Por isso, modelos usando equacoes para uma tinica populagao

serao apresentados na segao (3.1).
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Para estudar o comportamento de duas espécies interagentes N (hos-

pedeiros) e P (parasitdides), teremos um sistema de equagoes a diferengas do tipo

Nt+1 = f(Nt7 Pt)u

P = g(Ny, Py). (3.2)
Este sistema sera estudado na se¢ao (3.2).

Tanto na se¢do (3.1) quanto na segdo (3.2), a tunica varidvel inde-
pendente é o tempo. Salientamos também que todos os modelos com os quais
trabalharemos envolverdo equacoes a diferengas de 1* ordem (a populagdo de uma
geragao depende apenas da geragao anterior) auténoma (o tempo nao esta envolvido
explicitamente). Nossos estudos incluirao célculos de equilibrios bem como anélise

da estabilidade dos mesmos.

3.1 Equacoes a diferencas de 1* ordem

Dada uma equacao a diferencas de 1* ordem autonoma, do tipo

Nip1 = f(Ny), (3.3)

esta equacao é dita linear se f for uma funcao linear de N;, caso contréario ela é

nao-linear.

Dada uma condigao inicial Ny, uma solucao do problema constituido
pela equagao a diferencas (3.3) juntamente com a condi¢ao inicial dada, é uma
sequencia de ntumeros Ny, N1, No, ..... que satisfaz a equacao para cada t. Solugoes

para as quais N;y1 = Ny = N sao chamadas de solugoes de equilibrio.

Nas subsecoes que seguem, estudaremos algumas das equagoes a
diferengas bésicas no estudo de dinamica populacional, investigaremos o comporta-
mento da solucao N; quando t — oo, e determinaremos, se existirem, os equilibrios

do modelo.
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3.1.1 Equacgoes a diferencas lineares

Como exemplo de uma equacao a diferencas linear aplicada ao cresci-
mento populacional, podemos citar a divisao celular. Suponhamos que as células
se dividam sincronicamente, cada uma produzindo A células filhas. Sendo N, o
nimero de células na t-ésima geracao, a equacao que relaciona as populacoes em

geragoes sucessivas é:

Nt+1 == /\Nt, )\ > 0 (34)

.. ~ N - - .
O fator A, que indica a razao %tl entre as populacoes de duas geragoes sucessivas,

é freqiientemente denominada taxa de reproducao da populacao®.
Dado o ntimero inicial de células Ny, temos
Nl = )\N07

N2 = )\Nl = )\()\No) - )\QN(),

N3 = ANy = A(A2Np) = N3N,

Ny = AN_1 = MM Ng) = AN,

A solugao da equagao a diferencas (3.4), linear de 1* ordem, dada a

populacao inicial Ny, tem, portanto, a forma:

N, = AN, (3.5)

E possivel usar a equacio (3.4) para modelar uma populagdo, incluindo mortes, imigracio e
emigracao, durante a mesma geracao, quando o tipo de migragao nao for especificado: neste caso

nascimento + tmigrantes

mortes + emigrantes
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Observamos que

e se A > 1, N, cresce exponencialmente com as geragoes sucessivas, isto

é, Ng < N1 < Ny < ... tende a co quando t — oo;

e se 0 < A <1, N, decresce com as geracoes sucessivas, isto é,

Nog > Ny > Ny > ... , tende a zero quando t — oo;

e se A =1, N, é constante igual a Ny, em todas as geragoes sucessivas.

Gréficos de solugoes N; = X' Ny de equacoes a diferencas lineares do
tipo Niy1 = ANy, incluindo possibilidades de A < 0 e Ny < 0 (ndo vidveis para

populagao), serao apresentados no Apéndice A (ver Figuras A.3 e A.4).

3.1.2 Equagoes a diferencas nao lineares

Uma equacao a diferencas de 1* ordem nao-linear autonoma é da forma

Nipr = (VD) (3.6)

onde N; é o valor de N na geracao t eonde f ¢éuma funcao nao linear de N;
(f pode, por exemplo, ser uma fungao quadratica, ou uma fungao exponencial, etc).
Em geral, nao podemos obter uma solucao analitica para equagoes a diferencas nao
lineares. Entretanto, é possivel obter informacoes sobre a natureza das solugoes ou

explorar as solugoes com o auxilio do computador, pelo uso recursivo da equagao

(3.6).

Embora os métodos utilizados para equacoes lineares nao possam ser
aplicados diretamente na resolucao de equacoes a diferengas nao lineares, veremos a

sua utilidade no estudo da estabilidade de solugoes de equilibrio.

Como exemplos de equacoes a diferencas nao lineares, os mais conheci-
dos sao os modelos bésicos de Ricker e de Verhulst. O primeiro sera apresentado

com mais detalhe pois é o que envolveremos mais tarde, no estudo dos sistemas
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parasitoide-hospedeiro. Do segundo, apresentaremos apenas o modelo e seus resul-

tados.

3.1.2.1 Modelo de Ricker

O modelo de Ricker [Edelstein-Keshet, 1988], consiste na seguinte equacao

de 1* ordem nao linear autéonoma:
Nt-i—l = Nt eXp[T(l — Nt/K)], (37)

onde r e K sao constantes positivas, K é denominada capacidade de suporte do
meio ambiente para uma certa populagdo. Comparando com a equagao (3.4) a

quantidade exp[r(1 — N;/K)] faz o papel do A, o fator de reprodugao da populacao

Nitq
N

(razao entre populagbes sucessivas ), neste caso, é dependente da densidade;

este fator decresce a medida que NN, cresce.

A versao adimensionalizada deste modelo é obtida definindo uma nova
varidvel dependente adimensional z;, através de x, = 2, visto que [N;] = [K], onde

usamos [« para indicar a dimensao de .

Substituindo na equagao (3.7) segue que:

T = f(2), (3.8)

onde definimos

f(zy) = zpexp[r(l — xy)]. (3.9)

Observamos que dos dois parametros r e K envolvidos na equagao (3.7),
apenas r € um parametro relevante, pois € o inico que resta na versao adimensional
do modelo. De um modo geral, é freqiiente acontecer dos parametros relevantes

serem uma combinagao de parametros originais do modelo.

A equacao a diferencas abaixo é portanto, a versao adimensional do

modelo de Ricker, a saber:

Tip1 = xpexplr(l — xy)], (3.10)
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onde z; é relacionado com a populacao N; e a capacidade de suporte K através de
N,
T = ?t (3.11)
Equilibrios do modelo de Ricker adimensional - abordagem
analitica

Os equilibrios da equagao adimensional (3.10) devem satisfazer

Tip1 = ¢ = T,
isto é,
#(1 — explr(1 - 7)]) = 0,

donde obtemos dois equilibrios 77 e 73, como segue:

71 =0

l=exp[r(l —73)] = 72 = 1.

Portanto, os pontos de equilibrio da equagao (3.10) sao:
71 =0, Ty = 1. (3.12)

Um equilibrio T da equagao a diferengas (3.8)-(3.9) serd estavel (ver Apéndice A),
se

1£(@)] = e [1 —r7]| < 1. (3.13)

Aplicando a condicao acima a cada um dos equilibrios 77 = 0 e T3 = 1, concluimos

que:
a) 71 = 0 é ponto de equilibrio instével, para qualquer que seja o valor do parametro
r >0, pois f'(0) =¢e" > 1,

b) T3 = 1, é ponto de equilibrio linearmente estavel se |f'(1)] = |1 —r| < 1, donde

concluimos que 0 < r < 2. Este equilibrio serd instavel se r > 2.
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Xt Xt
2 2
1.75 1.75
1.5 1.5
1.25 1.25
1 1
0.75 0.75 /A'V
0.5 0.5
0.25 0.25
5 10 15 20 25 30 35 40t 5 10 15 20 25 30 35 40t
(a) (b)

Figura 3.1: Evolugdo temporal obtida iterando 40 vezes consecutivas a equacao a
diferencgas (3.10) para 0 < r < 1; (a) g > 1, (b) o < 1.

Xt Xt

2 2
1.75 1.75
1.5 1.5
1.25 1.25

1 1
0.75 0.75
0.5 0.5
0.25 0.25

5 10 15 20 25 30 35 40t 5 10 15 20 25 30 35 40t
(a) (b)

Figura 3.2: Evolugdo temporal obtida iterando 40 vezes consecutivas a equacao a
diferengas (3.10) para 1 < r < 2; (a) o > 1, (b) 2o < 1.

Para ver se, para pontos proximos de 73, a aproximagao a este equilibrio se da com

oscilagao ou nao, devemos considerar duas possibilidades [ver Apéndice AJ:
e se 0 <r < 1temos 0 < f/(1) <1, e portanto a aproximacao a T3 é
monotonica (ver Figura 3.1);
e sel <r<2temos —1 < f'(1) < 0 a aproximagao a Tz é com oscilagoes

(ver Figura 3.2).

Tragamos os segmentos unindo os pontos, apenas para melhor visualizar a seqiiéncia

entre os diversos valores das iteracoes sucessivas.
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Equilibrios do modelo de Ricker adimensional - abordagem

grafica

Graficamente, uma solucao de equilibrio 7, é obtida tomando-se a in-

terseccao das curvas

xt-{-l = f(f]ft) e $t+1 = T¢.

Xt+1 Xt+1

2 2
1.75 1.75
1.5 1.5
1.25 _ 1.25
1 1
0.75 0.75
0.5 0.5
0.25 0.25
0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2 Xt 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2 Xt

(a) (b)

Figura 3.3: Abordagem grafica dos equilibrios da equacao a diferengas (3.10) para
0<r<l1;(a) zg>1, (b) zo <1.

3 3
2.5 2.5

2 2
1.5 1.5

1 /T
0.5 0.5

|
1 2 3 PR 1 > 3 RS

(a) (b)

Figura 3.4: Abordagem grafica dos equilibrios da equagdo a diferencas (3.10) para
1<r<2;(a)z>1, (b) zo <1

As Figuras 3.3 e 3.4 representam o diagrama de Lamerey, também
conhecido como Cobweb (“teia de aranha”) do modelo de Ricker, para cada uma
das situagoes correspondentes as Figuras 3.1 e 3.2, respectivamente. Este diagrama
segue a seguinte construcao: dado xg, tragamos uma reta paralela ao eixo das or-
denadas até a curva x;,1 = f(x;); a ordenada f(xy) correspondente é o valor ;.

Este valor deve posteriormente ser marcado sobre o eixo horizontal para, da mesma
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forma, fornecer o valor de zs; e assim por diante. Para marcar sobre o eixo hori-
zontal, o valor que foi primeiro determinado sobre o eixo vertical, pode-se (ao invés
de medir) usar a reta bissetriz do primeiro quadrante; dessa forma a seqiiéncia de
etapas resume-se ao que esta apresentado nas Figuras 3.3 e 3.4. Nas quatro situagoes
apresentadas nestas figuras, podemos observar que os pontos vao se aproximando
do ponto de equilibrio linearmente estavel (Z,7) da fungao, com T # 0; o equilibrio

(0,0) é instavel.
Ciclos no modelo de Ricker

O que acontece para valores r > 2?7 Quando r cresce além de 2, os
equilibrios 71 = 0 e T3 = 1 do modelo de Ricker adimensional (3.10) sdo ambos
instaveis. Na Figura 3.5(a) apresentamos o diagrama tipo “teia de aranha” para
r = 2,2 iniciando com xy = 0,25; a série temporal correspondente estd na Figura
3.5(b). Destes graficos, observamos que tanto T = 0 quanto T = 1 s@o equilibrios

instaveis, e que o comportamento assintético é do tipo ciclo de periodo 2.

Para investigar a existéncia de ciclos de periodo 2, determinaremos (se

existirem), valores 2 e x tais que [ver Apéndice A],
g(z}) = f(f(a])) =2}, i=12
para f(z) dada em (3.9).
Temos, portanto, que investigar os equilibrios da equacao a diferencas
Tei1 = g(T), (3.14)
onde g(x) é a fun¢ao composta:

f(z)explr(l — f(x))] = x.er(l_x)JrT[l_meT(l_m, (3.15)

Q
s
I
=
&h
o
I

Consideremos novamente r = 2, 2. Os equilibrios podem ser determina-

dos numericamente (usando o comando FindRoot do software Mathematica), como
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segue:
o o o o

xp =0, 2, =0,497059, =z5=1, x)=1,50294. (3.16)
Xt+1 Xt
3 2
- 1.75
1.5
2 1.25
1.5 1
L 0.75
0.5
0.5 0.25

1 2 3 i 571015 20 25 30 35 40

(a) (b)

Figura 3.5: (a) Diagrama tipo “teia de aranha”, (b) Série temporal, ambos correspon-
dentes a equagao a diferencas (3.10) para r = 2,2 e o = 0, 25, apresentando
ciclo de periodo 2.

Observamos que z e x5 sao os mesmos equilibrios, instéveis, da funcao
f(z). Na Figura 3.6, apresentamos o grafico da reta x;,1 = x;, juntamente com
zi1 = g(wy), onde cada equilibrio da fungao g é um ponto de intersecgao entre a

reta e a curva em questao.

Graficamente, podemos observar a estabilidade linear de z, e 2/, visto

que

lg'(zh)| = 1¢(0,497059)| = 0,215724 < 1

lg'(z})| = |g'(1,50294)| = 0,215728 < 1 (3.17)
bem como a instabilidade de (E_/l e de x_g, visto que

7)) = |4(0)] = 81,4509 > 1

g'(25)] = 1g/(1)]=1,44>1. (3.18)
Nesta mesma figura, observamos também que, dependendo do valor
inicial zg, iterando x,4; = g(x;), 2; se aproxima de 2} ou de /.

Por fim, observamos ainda que os valores z, e z/; sdo os mesmos que

obtivemos nas Figuras 3.5(a) e 3.5(b).
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Xt +2

1.5
1.25

0.75
0.5
0.25

Xt

Figura 3.6: Diagrama do tipo “teia de aranha” correspondente & equagao a diferencas

(3.14), com (3.15), para r = 2,2; os pontos de intersecgao entre a reta e a

curva definem os equilibrios 7;, i = 1,2, 3, 4.

Na Figura 3.7, apresentamos o diagrama de bifurcacao do modelo de
Ricker obtido iterando a equagao x;1 = zyexp|r(1— )|, para r de 0 a 4, em passos
de 0,1 em 0,1, deixando passar os transientes (149 iteragoes) e marcando o valor das
iteracoes 150 a 300. Os pontos marcados sao, portanto, os valores assintoticos de z;.
Como mostrado analiticamente anteriormente, observamos que o equilibrio 73 =1
é estavel para 0 < r < 2; teremos ciclo de periodo 2 formado pelos equilibrios x_’2 e :c_ﬁl

obtidos em (3.16) para r > 2 e r < 2,5, aproximadamente. Para maiores valores de

r, poderemos encontrar ciclos de periodo 2", com n = 2, 3,4, ...., bem como atratores
cadticos.
X
5
'i
4 118
e
3 I!i N
' H
ilio
2 |l!i' HIE
II I HIE
!: L. [
Qlesesscsscsssscscnsns : . |!|
i
Teal Ill II'II!
3 3.

0.5 1 1.5 2 2.5

[8)]
N

Figura 3.7: Diagrama de bifurcacao do modelo de Ricker.

No modelo parasitéide-hospedeiro que estudaremos na segao (3.2), a

dinamica vital dos hospedeiros sera descrita por um modelo de Ricker.
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3.1.2.2 Modelo de Verhulst

Um outro exemplo de equagoes a diferencas nao linear de uma tnica
espécie, bastante utilizado, é a equacao de Verhulst que também é conhecida como
equacao logistica:

Ti41 = TfL‘t(l - l't), (319)

onde 0 < x; < 1, pois caso contrario x;11 < 0.

Visto que nos sistemas que estudaremos tal equacao a diferencas nao

sera envolvida, apresentaremos abaixo, apenas alguns resultados bésicos.

Os pontos de equilibrio sao:

_ 1
1=0 To=1——,
r

sendo que para este tltimo seja biologicamente vidvel (Z3 > 0), devemos ter r > 1.

Para 0 < r < 1, o tinico equilibrio é 77 = 0, e este é linearmente estavel.

Para r > 1, existirao os dois equilibrios 77 e T3, sendo que 71 = 0 e 73 = 1 — %;
quanto a sua estabilidade, =7 é instavel V r > 1, enquanto que 73 é linearmente

estavel para 1 < r < 3.

Da mesma forma da Figura 3.7, obtivemos a Figura 3.8 que mostra
o diagrama de bifurcacado do modelo de Verhulst obtido iterando a equagao
zi1 = rxy(l — z4). Podemos observar que para 0 < r < 1 o equilibrio T = 0 é
estavel; para 1 < r < 3 o equilibrio 7 = 1 — % é estével e para 3 < r < 1+ 6
teremos ciclos de perfodo 2 estaveis, e para valores de r acima de 14 /6 temos uma
cascata de duplicacao de periodo, isto é, ciclos de periodo 2", n = 2,3, ..., e ap0s

temos comportamento cadtico.
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051 1.5 2 2.5 3 35 4

Figura 3.8: Diagrama de bifurcacao do modelo de Verhulst.

3.2 Sistemas de equagoes a diferencas

Depois de ver alguns topicos referentes as equacoes a diferencas, abor-
daremos agora sistema de equagoes a diferencas de 1* ordem, que constituem a
modelagem matematica dos sistemas parasitéide-hospedeiro do trabalho que desen-
volvemos. Da mesma forma que fizemos, com relacao as equagoes a diferencas,
comegaremos por estudar sistemas lineares de 1* ordem (segao 3.2.1), para depois

abordar sistemas nao lineares de 1* ordem (segao 3.2.2).

3.2.1 Sistema de equacgoes a diferencas lineares de 1?ordem

Nesta secao, estudaremos o seguinte exemplo especifico de sistema de

equacoes a diferencas lineares de 1* ordem:

€141 = Q116 + aomy

M1 = Q216 + Q227 (3.20)

onde convenientemente escolhemos:

ayr = 1

L Aln)

2T =)
A—1

Qa g

21 & \
In A

Ag2 =
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que envolve dois parametros: ¢ >0e A > 1.

Esta escolha é oportuna pois, como veremos mais adiante, ao estudar
a linearidade de um certo equilibrio do modelo de Nicholson-Bailey, recairemos no

sistema linear (3.20), para os afastamentos em torno deste equilibrio.

Aplicando a teoria desenvolvida no Apéndice B, a solucao deste sistema

é, de acordo com a equacao (B.25):

¢
€t P11 P12 Ty

¢
U P21 P22 T2
onde 7 e 73 sdo as raizes da equagao caracteristica de (B.13):

In A\ )\ln)\_

2— e
r (1—1—/\_1)7“—1—)\_1

0, (3.21)

e de acordo com (B.26), (B.27), (B.28) e (B.29) temos que:

eo(ra — 1) +no 2524
P11 = -l (3.22)
9 — T

=10 c?;ri/l\) + €o(1 —11)

= 3.23
P12 — ( )

co(r2 — 1)+ 10 523 (r — 1)

= 3.24
Y21 Ty — 1 c_(iklf)\ ( )
Aln A
=10 5oy el —71) ry — 1
P22 = -y I (3.25)
2= cO—1)

De acordo com a equacao (B.31), a condigdo para que esta solucao

satisfaca tlim (er,m:) = (0,0) é:

In A |<)\1n)\
A—1 A—1

11+ +1<2, (3.26)

visto que

In A

ﬂ:a11+a22:1+)\_1

(3.27)
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e
Aln A
Y = Q11022 — (12021 = - (3.28)
A—1
Para analisar se a condigao (3.26) é satisfeita ou nao, procedemos como
segue:

Como A > 1, podemos eliminar o médulo na equacao (3.26), e reescreve-

la sob a forma:
In A\ Aln A

N1 a1

<1. (3.29)

Sendo A > 1 a primeira desigualdade de (3.29) é sempre satisfeita. A

segunda desigualdade pode ser reescrita sob a forma:

AlnA—A+1

T <0, (3.30)

que, para A > 1, nunca sera satisfeita, pois sendo o denominador positivo implicara

no numerador negativo, isto é,

fiA) < f2(A) (3.31)

onde, f1i(A\) = AlnX e fo(\) = X — 1, cujos gréficos, apresentados na Figura 3.9,
asseguram que a condi¢ao (3.31) nunca serd satisfeita. Analiticamente, verificamos
que:

A1) = f2(1) =0 (3.32)

nao satisfaz a condi¢do acima e também, f{(\) = 1 4 In\, que para A > 1, serd

sempre maior que f5(A\) = 1.

Portanto, nao existe A > 1, tal que a soluc¢ao (e, ) se aproxime de

(0,0), quando t — oo.

3.2.2 Sistema de equacgoes a diferencas nao linear

Como exemplo de aplicacao da analise desenvolvida no Apéndice C,

para sistemas de equacoes a diferencas nao lineares estudaremos o modelo para-
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=
a kL N
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-0.5
-1
-1.5

-2

Figura 3.9: Representagao gréfica: (a) da funcdo fi(x) = =zlnz e (b) da fungao
fo(x) =2 —1.

sitéide-hospedeiro de Nicholson-Bailey, que envolve um certo tipo de interacao entre

duas espécies.

Ambas as espécies apresentam estagios do tipo ciclos de vida que in-
cluem: ovos, larvas, pupas e adultos. O parasitéide explora o seu hospedeiro da
seguinte maneira: uma fémea adulta procura um hospedeiro para depositar seus
ovos (oviposigao), sendo que em alguns casos os ovos sao depositados sobre a su-
perficie externa do hospedeiro, durante seu estagio de larva ou pupa; em outros,
os ovos sao injetados dentro do corpo do hospedeiro. As larvas dos parasitoides
desenvolvem-se e crescem as custas do seu hospedeiro, consumindo-o e posterior-

mente matando-o®.
O modelo de Nicholson-Bailey
Um modelo simples de parasitoides e hospedeiros, com uma tinica variavel
independente t, discreta, pode ser descrito pelo seguinte conjunto de hipdteses:
1. Hospedeiros parasitados morrem dando origem a proxima geragao de
parasitoides;

2. Hospedeiros nao parasitados dao origem a préxima geracao de hos-

pedeiros;

SEm [Kot, 2001] encontramos que a diferenca entre parasitéide e parasita estd no fato de que,
se por um lado a fémea parasitéide mata seu hospedeiro, o mesmo nao ocorre com o parasita, que
se fixa no hospedeiro, extraindo dele seu alimento, sem maté-lo.
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o ) L» |

[ N, F(N, ) J [ N, [1 — f(N, B] ] [ .

_[ Mee 1= fML P ] _[ Pr=c N[l — £, Py} ]

Figura 3.10: Fluxograma do modelo de Nicholson-Bailey.

3. A fracao de hospedeiros que sao parasitados depende da taxa de encon-

tro das duas espécies;

4. Parasitoides que nao depositam seus ovos em hospedeiro algum, nao se

reproduzem e morrem na geracao t;
5. O primeiro encontro entre hospedeiro e parasitéide é o tinico encontro
relevante.
Representamos por:
N; = densidade de hospedeiros na geracao t;
P, = densidade de parasitéides na geracao t;

A = fator de reproducao dos hospedeiros, é o nimero de hospedeiros

“filhos” por hospedeiro “mae” nao parasitado;

¢ = numero médio de ovos vidveis depositados por um parasitdide em

um unico hospedeiro, também denominado fecundidade do parasitéide.

f(N, P,) é a fracao de hospedeiros nao parasitados; na auséncia de

parasitéides f(NV;, P;) = 1 (nenhum hospedeiro é parasitado).
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Assim, ao levar em consideracao as hipéteses definidas anteriormente,
construimos o modelo parasitoide-hospedeiro dado pelo seguinte sistema de equagoes

a diferencas:

Nip1 = ANy f (N, Py),
Pryr = cNi[1 = f(Ne, By)], (3.33)

apresentado na Figura 3.10, onde

N f(Ny, P;) é o nimero de hospedeiros nao parasitados; apés multiplicar
pelo fator de reproducao A dos hospedeiros, fornece o nimero N;;; de hospedeiros

na geragao t + 1.

N1 = f(Ny, Py)] é o nimero de hospedeiros parasitados; apés multi-
plicar pela fecundidade ¢ dos parasitoides, fornece o nimero P;,; de parasitéides na

geracao t + 1.

No sistema (3.33), nao estd explicita a fungao f(Vy, P;), mas verificamos
que, se f(Ny, P,) =1 (nenhum hospedeiro é parasitado), os hospedeiros seguem um

modelo de Malthus Ny 1 = ANV;, que é linear.

No modelo de Nicholson e Bailey, supoe-se que a fragao f(Ny, P;), de
hospedeiros nao parasitados, seja funcao apenas da populacao P; de parasitoides,
através de:

f(Ny, P,) = exp(—aP;), (3.34)

que decresce a medida que a populacao P, aumenta. A obtencao da expressao
(3.34), bem como os principios nos quais estd baseada serdo apresentados a seguir.
Observamos que a expressao (3.34) para f(IVy, P;) satisfaz a condi¢ao de que, na

auséncia de parasitdides, isto é, com P, = 0, obtém-se f(N;, P,) = 1.

Ao propor esta expressao, Nicholson e Bailey consideraram que os en-
contros sao aleatorios e, portanto, pela lei de acao das massas o nimero de encontros

E; é proporcional ao produto do nimero de hospedeiros (ainda nao parasitados),
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pelo niimero de parasitéides, isto é,
Et = CLNtPt, (335)

onde a é uma constante que representa a eficiéncia do parasitéide em encontrar algum
hospedeiro. Decorre do fato de termos encontros aleatérios, que sua probabilidade
seja descrita por uma distribuicao de Poisson, donde temos que a probabilidade de

um certo numero r de eventos ocorrer em um certo intervalo de tempo é dado por:

exp(—p)p’
plr) = SPI (3.36)
onde
=y (3.37)

é o numero médio de eventos num intervalo de tempo. Como o niimero de encontros

é dado pela equagao (3.35), concluimos que p = aP,, e portanto,

_ exp(=ah)

p(r) (aPy)". (3.38)

rl

A fungao f(N;, P;) deve corresponder a p(0), pois esta indica a
probabilidade de que um parasitéide nao encontre hospedeiro durante a sua vida
(geracao t), isto é,

f(Ng, By) = p(0) = exp(—aF,), (3.39)

que ¢é exatamente a expressao (3.34).

Substituindo f(V;, P;) no sistema parasitdide-hospedeiro genérico (3.33),

obtemos o seguinte sistema que é conhecido como o modelo de Nicholson-Bailey

Niv1 = AN, exp(—aPF,),

Piy1 = cNi[1 — exp(—al)]. (3.40)

Pontos de equilibrio do modelo de Nicholson-Bailey

Uma questao fundamental em Ecologia é a coexisténcia das espécies,

isto é, que individuos das duas espécies existam e persistam com o tempo . Mostraremos
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que o modelo de Nicholson-Bailey possui dois pontos de equilibrio, que definiremos
como (Ny, Py) e (N3, P,), onde o primeiro é o ponto de equilibrio de extincio das

espécies e o segundo ¢ o ponto de equilibrio da coexisténcia das espécies.

Para isso, representamos por (N, P), o ponto de equilibrio no espaco

das variaveis dependentes,(ver Apéndice C), que deve satisfazer as condigoes:

Nt+1 = Ny =N

Pt+1:Pt:P, (341)
o qual, substituido nas equagoes (3.40), leva a:

N [1 — Nexp(—aP) =0,

P —cN [1 —exp(—aP)] = 0. (3.42)

Das condigoes (3.42), obtemos:

e 0 ponto de equilibrio de extin¢cao de ambas espécies
Ni=0 e P =0,
e cde [l —Nexp(—aP,)] =0 e P, — cNy[l — exp(—aP,)] = 0, o ponto de
equilibrio de coexisténcia das espécies:

N~ _ _Aln) 5 _ Inx
Ng = ac(A—1) e P=

biologicamente vidvel (Ny > 0) se A > 1.

Portanto, os pontos de equilibrio do modelo de Nicholson-Bailey sao:
(N1, Pr) = (0,0) (3.43)
AlnA  InA

acA—1)" a )

sendo que o equilibrio em (3.44) é biologicamente vidvel apenas se A > 1.

(N2, Py) = ( (3.44)
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Estabilidade dos equilibrios do modelo de Nicholson-Bailey

Mostraremos, a seguir, que o unico equilibrio existente para 0 < A < 1,
a saber, (Ny, P;) dado em (3.43), é estével; por outro lado, para A > 1, quando
existirem os dois equilibrios (N, P;) de (3.43), e (N, ) de (3.44), nenhum equilibrio

é estavel.

Para isso [ver Apéndice C], definindo:

F(N,P) = AN exp(—aP)
G(N, P) = cN[1 — exp(—aP)], (3.45)

temos que um equilibrio (N, P) serd linearmente estavel se ambos autovalores r; e

ro da matriz jacobiana:

| FL(N.P) Fu(N,P)

J = T (3.46)
| GN(N,P) Gp(N,P)

_ )\exp(—af)_ —a)\_Nexp(—ci?) (3.47)
c[l —exp(—aP)] acN exp(—aP)

forem tais que |r;] < 1,7 = 1,2, o que por sua vez implica em [ver Apéndice C.12]
Bl <v+1<2 (3.48)
para uma equacao caracteristica da forma:
r*—fBr+v=0,
sendo (= trd e v = detJ.
a) Estabilidade do equilibrio (N7, P;)
O ponto (N, P) = (0,0), substituido em (3.47) fornece:

A0
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donde

que substituido no critério de estabilidade (3.48) fornece:
Al <1, (3.51)

e como A > 0, segue que

0< A< (3.52)

Portanto, o ponto de equilibrio (N, P;) = (0,0) de extincdo das espécies

sera linearmente estavel para 0 < A < 1; caso contrario, sera instavel.

b) Estabilidade do equilibrio (Ny, P)

O ponto de equilibrio (Ny, P,) = (a(?\(lkn—)\l)’ %), que ¢ biologicamente

vidvel, para A > 1, substituido em (3.47) fornece:

1 —Aln A

c(A—1
HNewm=| . 7| (3.53)
e
donde
In A\
Aln A

que substituidos no critério de estabilidade (3.48), fornece:

In A Aln A
1<2 .
)\_1|<)\_1+ <2, (3.55)

|1+

condi¢do previamente encontrada na seccado anterior em (3.26). De
acordo com a andlise desenvolvida, apés a equacao (3.28), esta condicao

nunca sera satisfeita para A > 1.

Portanto, o equilibrio de coexisténcia das espécies (Na, P,), que existe

apenas para A > 1, serd sempre instavel.
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Conclusao do modelo de Nicholson-Bailey
Os equilibrios (Nj, ), i = 1,2 do modelo de Nicholson-Bailey

N1 = ANy exp(—aP)),

P = c Nt(1 - exp(—aPt)),

ondea >0, A>0 e ¢ >0, podem ser classificados de acordo com a tabela abaixo:

Equilibrios biologicamente viaveis | Estabilidade linear
0<A<l1 (N1, P) = (0,0) linearmente estavel
(N1, Pr) = (0,0) instével
A>1
(N3, Py) = (a;\(;n_’\l), Ind) instavel

Para ver como ocorre a evolucao temporal das populacoes segundo este
modelo, iteramos o sistema (3.40), gerando desta forma os graficos apresentados na

Figura 3.11. Usamos para os parametros c e a, os valores 1 e 0,068, respectivamente.

N P N P
2 1000
1.75
800
1.5
1.25 600
1
0.75 400
0.5
200
0.25
2 4 6 8 10 12 14 ! 5 10 15 20 25t

(a) (b)

Figura 3.11: Evolucao temporal das populagdes de hospedeiros (curva vermelha)
e parasitéides (curva preta) do modelo de Nicholson-Bailey
(a) 0<A<1;(b) A>1

A Figura 3.11(a) refere-se a situagao 0 < A = 0,7 < 1; verificamos que

para 0 < A < 1 o ponto de equilibrio (N, P;) = (0,0) é linearmente estavel; ambas
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as populacoes tendem a extincao, sendo que a populagao de hospedeiros se extingue

apés a populacao de parasitoides.

A Figura 3.11(b) refere-se a A = 2 > 1, para o qual os pontos de

equilibrio (N1, P1) = (0,0) e (N, P,) = (ac’\(f\nj\l), A} sd0 ambos instéveis. Ini-

cialmente, a populacao de hospedeiros cresce mais rapidamente que a populagao
de parasitoides, e apés um certo tempo ocorre primeiro a extin¢ao dos hospedeiros
(diz-se que a populagao de hospedeiros é controlada pela populacao de parasitéides),
e depois ocorre a extingao dos parasitéides, uma vez que estes dependem dos hos-

pedeiros para sobreviver.

Desta sintese, vemos que em meios homogéneos, as populacoes de
parasitoides e de hospedeiros com geragoes discretas, de acordo com o modelo de
Nicholson-Bailey, ndo irdo persistir, pois o equilibrio (Ny, P,) de coexisténcia das
espécies, que s6 é biologicamente viavel quando A > 1, é instavel. Na proxima
se¢ao, mostraremos que, em meios heterogéneos, a dispersao podera ter um efeito

estabilizante.
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4 REDES DE MAPAS ACOPLADOS EM
SISTEMAS DE REACAO-DIFUSAO

No capitulo anterior, estudamos equacoes a diferencas, onde a variavel
tempo (dnica varidavel independente) ¢é discreta. Ao nao considerar “espago” en-
tre as nossas variaveis independentes, estamos supondo que o meio é espacialmente
homogéneo. No entanto, ao estudar populacoes espacialmente distribuidas, com al-
guma heterogeneidade (espacial) seja na distribuicao da populacao, seja no préprio
ambiente, devemos incluir o espago entre as variaveis independentes. Na rede de
mapas acoplados, que estudaremos neste capitulo, passaremos a incluir a variavel in-
dependente “espaco” que, assim como o tempo, seré considerada discreta; a variavel

dependente (variavel de estado=populacao) sera considerada continua.

Redes de mapas acoplados (“Coupled Map Lattices”) sao, portanto,
modelos nos quais o espaco e o tempo sao representados por variaveis discretas en-
quanto as variaveis de estados sao descritas por densidades continuas. No que segue
o espago sera considerado como um dominio bidimensional dividido em manchas
(“patches”) discretos identificados por dois indices ¢ e j com i,j = 1,2, ....,n, onde

n € a dimensao da rede quadrada.

4.1 Modelo parasitéide-hospedeiro com movimentacao por

difusao

Como exemplo de redes de mapas acoplados, veremos o modelo de
Hassell et al. [1991], para interagoes parasitéide-hospedeiro, que é o modelo de
Nicholson-Bailey acrescentando movimentagao local (o movimento ocorre entre

vizinhos mais préximos) sobre uma rede bidimensional.

Vamos supor que a movimentacao sobre esta rede seja apenas local, isto

é, entre os vizinhos mais préximos. Para a mancha (4, j) o movimento se dd apenas
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de e para as manchas pertencentes a vizinhanga V; ;, definida por:

Vig ={(0—=1,5),0,5+1), (i +1,5), (6,5 = 1)} (4.1)

Antes de configurar a movimentagao por difusao, podemos efetuar o
seguinte raciocinio para qualquer que seja a movimentacao entre vizinhos mais
proximos de uma populacao com inicialmente X, ; individuos. Representando por
X{fj o numero de individuos na posigao (4, j) apés a movimentacao, durante a gera¢ao

t, podemos escrever:

numero de numero de

numero de numero de

individuos na

posicao (i, j),

individuos na

posicao (i, j),

individuos que
saem da

posigao (i, j),

individuos que
entram na

posigao (4, j),

na geracgao t, na geracgao t,

para os 4 vizinhos dos 4 vizinhos

apos a antes da
mais proximos, mais proximos,
movimentagao movimentacao
na geragao t na geragao t
isto é,
4 4
o __ t
Xi,j = Xi,j — E S + E E,, (4.2)
k=1 m=1

onde Sk, (k = 1,...,4), representam o nimero de individuos que saem da posi¢ao
(1,7) € Ep, (m = 1,....,4), representam o nimero de individuos que entram na
posi¢ao (7,7). Cada um dos termos do lado direito de (4.2) esta representado na

Figura 4.1. Representando por:

4 4
A=X!,, B=)_ S, C=)Y En, (4.3)
k=1 m=1
esScrevemaos:
t
X5 =A-B+C. (4.4)

Podemos ainda representar o mesmo processo através da Figura 4.2
onde juntamos em um mesmo diagrama as entradas (saidas) na (da) posi¢ao (i, 7),
ou ainda, podemos juntar de outra forma, como mostra a Figura 4.3, onde a curva

fechada, no primeiro diagrama, representa o que resta na posicao (i, j) ja descontadas
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i+1j
5, E
By N E,
L m i+l | &i-1
ij-1 N Pivl
Sy E,
= E3
3
1-1,3

i-1,]

vizinhos mais préximos.

Figura 4.1: Esquema grafico para o lado direito da equagao (4.2), sob a forma: A—B+C,
onde A, B e C estao definidos em (4.3).

as saidas, e o segundo diagrama representa as entradas na posigao (i, j), a partir de

Estes dois diagramas da Figura 4.3 podem ser agrupados num tunico

diagrama, apresentado na Figura 4.4.

Figura 4.2: O lado direito da equacao (4.2), sob a forma: A+ (—B+ (), onde A, Be C

estao definidos em (4.3), representado graficamente.
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i+1, ]

4 4
X' - D og 2 En
k= e

Figura 4.3: Esquema gréfico para o lado direito da equagao (4.2), sob a forma: (A—B)+C,
onde A, B e C estao definidos em (4.3).

i+1,]

Li-1 ks L+l

i-1,3

Figura 4.4: Esquema gréfico para o lado direito da equagao (4.2), sob a forma: (A—B)+C,
onde A, B e C estao definidos em (4.3).

Para descrever a movimentacao por difusao no modelo parasitéide-
hospedeiro, introduzimos dois parametros py e pup (0 < uy < le 0 < pup < 1)
denominados fracao de dispersao que caracterizam a movimentacao de hospedeiros
e parasitdides, respectivamente. De uma posicao (4, j), que contém N; ; hospedeiros
e P;; parasitéides, £X X; ; onde X é ou N ou P, saem desta posicao, a cada geragao,
dispersando-se igualmente (dispersao local do tipo difusdo) para cada um dos

vizinhos mais préximos.
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Para reproducdo, permanecem, portanto, (N;; — unNV; ;) hospedeiros

e (P,; — upP; ;) parasitdides, (curva fechada nas Figuras 4.3 e 4.4) no seu “patch”

original, isto é, na posigao (i,7), onde irdo se reproduzir juntamente com os que

chegam em (i, j).

As equagoes para o estagio (fase) de dispersao durante a geragao t, em

cada “patch”, é dada por:

onde

UN
N = (1_:uN)Nit,j+T Z Niss
(k,l)EViJ

Pl = (1—MP)PJ,J-+%P > Py, (4.5)
(k,1)EV;;

Vij=A{0,7—-1),(i—1,7),(,5+1),(i+1,j)} é a vizinhanca dos quatro
vizinhos mais préximos da posicgao (i, j), envolvida nos somatérios para

os hospedeiros e os parasitdéides que vém de outros “patches”;

[y € pp sao as fracoes de hospedeiros e parasitéides respectivamente,

que se movem entre sitios vizinhos (migragao);

N{; e P/, sao as densidades de hospedeiros e parasitéides antes da
ispersao;

d

Nz’tj e Pz’t] sao as densidades de hospedeiros e parasitéides apds a dis-

persao.

As populagoes na geracao t + 1, sao obtidas apds a fase de reproducao

e predacdo (parasitacao), descritas em cada “patch” pelas equagbes de Nicholson-

Bailey, ou seja:

t+1 1t /t
N;7° = AN exp(—a P”)

Pyt = ¢ N [1 - exp(—a Py (4.6)
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onde

A é a taxa de crescimento da populacao de hospedeiros;

a é a taxa per capita de ataque dos parasitéides, isto é, a eficiéncia do

parasitdide em encontrar algum hospedeiro, ver (3.35);

¢ é a eficiéncia de conversao de hospedeiros em parasitéides ou, como
visto na sec¢ao 3.2.2, o numero médio de ovos viaveis depositados por
um parasitéide em um tnico hospedeiro, também denominado fecundi-

dade do parasitoéide.

Vimos, portanto, que num ambiente subdividido em “patches” a

dindmica envolverd duas fases, uma fase de dispersdao (movimentacao) e uma fase

de reprodugao (Nicholson-Bailey). Esta composigao constitui o modelo de Hassel et

al. (1991).

Podem ser supostas trés tipos de condigoes de fronteira:

fronteira reflexiva - neste caso os individuos nao atravessam a fronteira,
permanecendo no interior do dominio. Esta condicao é especialmente
adequada quando os individuos da populagao se encontram numa regiao
muito favoravel, ou quando ha limitacoes geogréaficas para a dispersao
dos individuos (por exemplo, cadeias montanhosas, etc). Neste caso, é
suficiente considerar, no contorno do dominio, “patches” permanente-

mente vazios.

fronteira absorvente - os individuos que se movimentam para fora do
dominio sao perdidos. Um exemplo desta situacao ocorre quando os
individuos de uma populacao precisam abandonar a regiao quando ela
se torna desfavoravel, ou quando a regiao considerada esta inserida em

um todo maior com o qual interage.
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c¢) fronteira ciclica - para considerar este tipo de fronteira, definimos como
adjacentes: a primeira e a ultima linha da rede, e também a primeira
coluna com a ultima. Desta forma, trabalhamos sobre um toro, isto
é, um dominio infinito periddico, que é interessante para lidar com

“patches” de um sistema maior.

Veremos que a divisao do ambiente em “patches” favorece a dinamica
populacional, no sentido de evitar a extincao das espécies que ocorre no modelo
de Nicholson-Bailey sem movimentacao (capitulo 3). Segundo Hassel et al., [1991],
dependendo do tamanho da rede e dos valores de puy e pp, o movimento local
num ambiente dividido em “patch” pode auxiliar na persisténcia das populagoes de

hospedeiros e parasitoides.

Mostraremos que o modelo de Hassel et al. com dispersao difusiva
pode apresentar, para o comportamento das subpopulagoes de hospedeiros e de
parasitoides numa formacao bidimensional, padroes do tipo redes cristalinas estaticas,
variagoes espaciais cadticas, ondas espirais, ou ainda, se o nimero de “patches” for
pequeno, pode levar a extingao [Hassell et al, 1991]. Estes tipos de comportamento
serao melhor explicados mais adiante quando apresentaremos um exemplo de cada

u.

Na Figura 3 do seu trabalho, Hassel et al. (1991), apresentam um
diagrama no qual, para n, A, ¢ e a fixos, podem ser delimitadas regioes no espaco
(plano) de parametros py e pp, onde se estabelecem tipos distintos de padroes.
Para apresenta-los em nosso trabalho, iteramos o sistema até ¢t = 300, para valores
adequados de uy e pp, dentro de cada uma destas regioes. Neste caso, para um
nimero de iteragoes maior que 300, corresponde uma configuracao espacial cons-
tante. Em todas as simulagoes utilizamos uma rede quadrada 30x30, tal como a do
trabalho acima referido, com as mesmas condi¢oes iniciais tanto para hospedeiros
quanto para parasitoides, a saber: todos os “patches” estao inicialmente vazios ex-
ceto o elemento de posicao ¢ = 15 e 7 = 15, onde a populagao inicial no instante

zero vale 0,8. Além disso, em todas as simulagoes usamos A =2, a =0,5 e ¢ = 2.
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Os gréficos que apresentaremos, apos efetuarmos as iteragoes do mo-

delo, serao de dois tipos:

a)

b)

et al. 1992],

a)

evolugao temporal da populacdo total de hospedeiros (parasitéides);

distribuicao da populacao de hospedeiros (parasitdides) entre as diver-
sas células da rede, que corresponde a uma determinada iteracao. Este

tipo de grafico define possiveis padroes espaciais.

Podemos apresentar os diversos tipos de padroes espaciais [H. N. Comins

COmo segue:

Padrao rede ou estrutura cristalina (“crystal lattice”), [Figuras 4.5 a
4.7], onde, ap6s um certo nimero de iteragoes (transientes), temos
valores constantes da populacao total de hospedeiros e também da
populacao total de parasitéides; é o que observamos na Figura 4.5,

para t > 230.

Os padroes espaciais estabelecidos para a populacao de hospedeiros
e parasitoides em todo o reticulado sao apresentados nas seqiiéncias
para t = 295,296, 297,298,299 e 300, nas Figuras 4.6 e 4.7 respectiva-
mente. Quanto mais escuro (claro) o “patch”, maior (menor) a densi-
dade populacional. “Patches” com relativamente alta densidade popu-
lacional aparecem proximos a outros com densidade populacional muito
baixa. Este tipo de padrao ocorre para py muito pequeno, proximo de
zero e pup grande, proximo de 1, nesta regiao de parametros o sistema
apresenta uma baixa auto-organizacao, isto é, sem padroes de orga-

nizacao espacial evidenciaveis.

Padrao cadtico (caos espacial), [Figuras 4.8 a 4.10], onde as populagoes
de hospedeiros e parasitoides flutuam de “patch” para “patch” sem or-
ganizacao espacial de longo prazo. Nao possuem estrutura reconhecivel,

mas observa-se a coexisténcia das populacoes. Observam-se frentes de
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Figura 4.5: Logaritmo natural da populagao total de (a) hospedeiros; (b) parasitéides,

para uy = 0,05 e up = 0,99, pertencentes a regiao de rede cristalina no
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Figura 4.6: Padrao espacial tipo “crystal lattice” de hospedeiros, correspondentes as

iteragoes: 295, 296, 297 na primeira linha; e 298, 299, 300 na segunda linha.

ondas orientadas aleatoriamente mas cada uma persiste por curto prazo

de tempo. Na Figura 4.8, observamos que as populacoes totais os-
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Figura 4.7: Padrao espacial tipo “crystal lattice” de parasitdides, correspondentes as

iteragoes: 295, 296, 297 na primeira linha; e 298, 299, 300 na segunda linha.
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cilam e os padroes apresentados para as populacoes de hospedeiros e

de parasitéides sao aqueles das Figuras 4.9 e 4.10, neste caso a auto-

organizacao ¢ considerada média.
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Figura 4.8: Logaritmo natural da populagao total de (a) hospedeiros; (b) parasitéides,

para uy = 0,1 e up = 0,6, pertencentes a regiao de caos no espago un pp-
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Figura 4.9: Padrao espacial tipo caético de hospedeiros, correspondente as iteragoes: 295,

296, 297 na primeira linha; e 298, 299, 300 na segunda linha.
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Figura 4.10: Padrao espacial tipo cadtico de parasitéides, correspondente as iteragoes:

295, 296, 297 na primeira linha; e 298, 299, 300 na segunda linha.
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c¢) Padrao espiral, [Figuras 4.11 a 4.13], onde as populagdes formam ondas
espirais que giram em torno de varios pontos focais. Estritamente fa-
lando, ainda é cadtico, pois a posi¢ao e o numero de pontos focais variam
lentamente com o tempo em padroes que nao se repetem. Na Figura
4.11 observamos que a populacao total apresenta um comportamento
semelhante ao da Figura 4.8, mas os padroes correspondentes que estao
nas Figuras 4.12 e 4.13 apresentam claramente ondas espirais. Neste
caso, a auto-organizacao € alta, ha aumento do aparecimento de padroes
auto-organizaveis perceptiveis na area de simulacao, ao contrario do que

se vé nas Figuras 4.6 e 4.7.

Ln Ntotal In Ptotal
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(a) (b)

Figura 4.11: Logaritmo natural da populagao total de (a) hospedeiros; (b) parasitéides,
para uy = 0,5 e pup = 0,8, pertencentes a regiao de espiral no espaco uy
wp-
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Figura 4.12: Padrao espacial tipo espiral de hospedeiros, correspondente as iteragoes:
295, 296, 297 na primeira linha; e 298, 299, 300 na segunda linha.
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Figura 4.13: Padrao espacial tipo espiral de parasitéides, correspondente as iteragoes:
295, 296, 297 na primeira linha; e 298, 299, 300 na segunda linha.

d) H& ainda possibilidades de nao coexisténcia das espécies, que enu-

meramos a seguir:

dl) Se o nimero de “patches” da rede for muito pequeno, a instabili-
dade, existente no modelo de Nicholson-Bailey original, leva o sis-
tema a extingao. Esta extingao ocorre apos oscilagoes divergentes
nas densidades, como se vé na Figura 4.14. Nesta mesma figura,
também observamos que primeiro extinguem-se os hospedeiros e

logo depois, ocorre a extingao dos parasitoides.

Nt ot al Pt ot al
500 500
400 400
300 300
200 200
100 100
AN
10 20 30 40 50 60 t 10 20 30 40 50 60 t

(a) (b)

Figura 4.14: Com n = 4; (a) Total de hospedeiros; (b) Total de parasitdides, para
uny =0,1 e pup =0,3; os demais valores dos parametros estao no texto.

As simulagoes, feitas para uma rede 4x4 com fronteira reflexiva,
para uy = 0,1, up = 0,3, A = 2, a = 0,5 e ¢ = 2, para 100

iteragoes, estao apresentadas nas Figuras 4.15 a 4.17.
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Figura 4.15: Com n = 4; (a) Total de hospedeiros; (b) Total de parasitéides, ambos
em escala logaritmica, para puy = 0,1 e pup = 0,3; os demais valores dos
parametros estao no texto.

O uso de escala logaritmica é conveniente porque ha uma grande
variacao dos valores das populagoes: no caso dos hospedeiros,
existe desde “patch” com populacao 3,47694 x 1072% até “patch”
com populacao 1978,94; e no caso dos parasitoides, varia de 0
até 18,7835. Na Figura 4.15 (a) temos a variagao de In(N + 1)
onde N é a populagao total de hospedeiros; e em (b) a variagao
de In(P + 1) onde P é a populagao total de parasitéides; desta
forma, quando N = 0 ou P = 0, teremos zero também no eixo
vertical correspondente. Podemos notar que, no instante t = 40,
a populacao de hospedeiros é bem maior que a de parasitoides,
como se observa ao comparar os diagramas das Figuras 4.16 e
4.17, que apresentam o padrao espacial da populacao de hos-
pedeiros e parasitdides, respectivamente. Para cada espécie de
populacao tracamos o padrao espacial nos mesmos instantes de
tempo, a saber: t = 5,10, 15, 20, 25, 30, 35,40,45. Para cada par
de diagramas, correspondendo ao mesmo instante de tempo, um
para hospedeiros e um para parasitoides, o “software” apresenta
em preto a célula com maior ocupacao, e em branco aquela com
menor ocupacao; o sombreamento das demais células é graduado

de acordo com os valores extremos definidos acima.
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Figura 4.16: Com n = 4; padrao espacial da populacao de hospedeiros, correspondentes

as iteragoes: 5, 10, 15 na primeira linha; 20, 25, 30 na segunda linha; e 35,

40, 45 na terceira linha.

BN W s

BN W s

BN W s

BN W s

BN W s

BN W s

BN W s

BN W s

BN W s

Figura 4.17: Com n = 4; padrao espacial da populagao de parasitdides, correspondentes
as iteragoes: 5, 10, 15 na primeira linha; 20, 25, 30 na segunda linha; e 35,
40, 45 na terceira linha.

d2) De acordo com Hassel et al.(1991), independente do tamanho da
rede também ocorre nao persisténcia para algumas combinacoes
com puy ou pup muito pequenos. Neste caso, a dinamica local

prevalece, levando ambas populagoes para a extincao.

d3) Para uma rede 30x30, observamos que a nao persisténcia pode
ocorrer quando a dispersao da populagao de hospedeiros for muito
maior do que aquela dos parasitdides, por exemplo, para puy = 0,9
e up = 0, 1. Nesta situacao, a populagao de hospedeiros consegue

escapar do parasitismo e cresce de maneira ilimitada, como mostra
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Figura 4.18: Com n = 30; (a) Total de hospedeiros; (b) Total de parasitéides, para

uny =0,9 e up =0,1; os demais valores dos parametros sao os mesmos
utilizados na Figura 4.14.

a Figura 4.18(a). Os parasitdides por sua vez vao para a extingao

de acordo com a Figura 4.18(b).

Isto se observa também nos diagramas das Figuras 4.19 e 4.20,
que apresentam, para t=10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, padroes
espaciais da populagao de hospedeiros e parasitoides respectiva-
mente. Observando as duas seqiiéncias de diagramas das Figuras
4.19 e 4.20, nos instantes t=15, 20, 25 e 30, e lembrando que a
condicao inicial (¢ = 0), tanto para hospedeiros quanto para par-
asitéides ¢ de N;; = P;; = 0,8 parai = j = 15 ede N;; = 0
para todo (i,7) # (15,15), isto é, no instante inicial existe pop-
ulagao nao nula apenas no “patch” central. Observa-se que o anel
formado pela populagao de parasitéides é sempre interior ao anel
formado pela populacao de hospedeiros, o que esta de acordo com
o fato de que puy é bem maior que pp. Para t = 35, na Figura
4.18, enquanto a populacao de hospedeiros é quase nula, o mesmo
nao ocorre com a populacao de parasitéides, verifica-se também,
em cada diagrama correspondente a este instante de tempo, nas
Figuras 4.19 e 4.20. Nos instantes de tempo t=45 e 50 a pop-
ulacao de parasitoides ja foi a extingao enquanto que a populagao

de hospedeiros cresce ilimitadamente; isto também se verifica na
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densidade em cada diagrama correspondente as Figuras 4.19 e

4.20, como também na figura 4.18.

3 3 3
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20 20 20
15 15 15
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Figura 4.19: Com n = 30; padrao espacial da populacao de hospedeiros, correspondentes
as iteracoes: 10, 15, 20 na primeira linha; 25, 30, 35 na segunda linha; e 40,
45, 50 na terceira linha.
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Figura 4.20: Com n = 30; padrao espacial da populagao de parasitéides, correspondentes
as iteracoes: 10, 15, 20 na primeira linha; 25, 30, 35 na segunda linha; e 40,
45, 50 na terceira linha.

Ao terminar esta seccao, salientamos que a observacao mais relevante
refere-se ao fato de que para uma rede nxn, com n suficientemente grande, a dis-
persao local com movimentagao por difusao associada a dinamica local
de Nicholson-Bailey (termo de reagao) pode garantir a persisténcia das

espécies.
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4.2 Modelo planta-herbivoro com movimentagao por taxia

Uma caracteristica basica dos seres vivos é responder a estimulos emi-
tidos pelo meio no qual residem. Neste caso, diz-se que o movimento ocorre por
taxia. Ela pode ser caracterizada como positiva ou negativa dependendo se o movi-
mento é na direcao de ou na direcao contraria ao estimulo externo. Tal resposta
ao estimulo externo pode manifestar-se de forma distinta, dependendo do estimulo,
bem como do grupo de individuos. Segundo Segel (1984), todo organismo mdével
responde por taxia a pelo menos um estimulo. Muitos tipos de taxia sao conheci-
dos, que diferem entre si pelo tipo de estimulo, tais como: aerotaxia, quimiotaxia,

fototaxia, termotaxia, fitotaxia e outros.

Um exemplo de movimentacao por taxia é o da dispersao de insetos
herbivoros desenvolvido por Rodrigues (1998), no qual a taxia decorre do fato dos in-
setos conseguirem classificar plantas hospedeiras de acordo a qualidade da vegetagao.
Os insetos se orientam e se movimentam em resposta a estimulos que indicam au-
mento na qualidade de seus alimentos. A prospeccao do ambiente, realizada pelos
insetos, sera representada por p, e esta poderd se dar por contato fisico (prospecgao
local) com a planta ou nao (prospeccao nao local). A detec¢ao da existéncia ou do
nivel de qualidade das plantas pelo inseto nem sempre exige contato direto, mas
pode ser realizado por meio de um campo de sinais (odores, visdo) emitido pelo
conjunto de plantas na vizinhanca. Se, por exemplo, p for funcao de uma substancia
volatil liberada pela planta, esta interacao tera carater nao local. Se, por outro lado,
p for funcao da quantidade de nitrogénio na planta, esta interacao terd carater lo-
cal. No que segue, consideraremos, por simplicidade, que o campo de qualidade das
plantas seja estaciondrio (ndo varia com o tempo) e que o nimero total de insetos

seja constante, durante as simulagoes.
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O estado de cada célula (1, j), na geracao t, sera descrito por dois valores

simultaneos, um representando a densidade populacional de insetos a’ ; e ooutro a

qualidade das plantas pﬁ,j. O estado do sistema dinamico no instante ¢ sera descrito

por duas matrizes que se atualizarao em paralelo a cada geracao.

Os insetos podem se movimentar em cada iteracao na direcao de seus

quatro vizinhos mais préoximos ou permanecerem na sua posicao original. A regra

de atualizagao de cada célula requer os valores da densidade dos herbivoros na sua

propria célula e nos seus quatro vizinhos mais proximos e da qualidade das plantas

em uma vizinhanca de doze células além do valor da prépria célula, como mostra a

Figura 4.21.

Bi+ 1l

g, .
13+1

()

Figura 4.21: (a)Matriz dos herbivoros; (b) Matriz das plantas.
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A partir da qualidade pi,s das plantas em cada célula de uma vizinhanga

Vi; da célula (i, j), podemos definir a qualidade total da vizinhanca (af incluida a

qualidade da planta na prépria posi¢ao (7, 7)), no instante ¢, como:

t t
n%J‘_ 2{: pﬁy

(T,S)G‘/i,j

(4.7)
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Se esta vizinhanca for constituida apenas dos vizinhos mais préximos,

além da propria célula, teremos:

Mi; = Dij+ Pio1g + Py + P + i (4.8)

pois neste caso,

(rys) € {(4,5), 0 = 1,7), (i + 1,4), (5,5 = 1), (4,5 + D)} (4.9)

Podemos calcular o fator de atracdo f, s de cada célula (r,s) relativo a
vizinhanca V;; da célula (i, j), através da razdo entre a qualidade p, ; das plantas
nesta célula e a qualidade total m;; da vizinhanga V; ;. Definimos, assim, para o

herbivoro em questao, o fator de atragao da célula (r,s) € V; ; como:

Drs
= LIns 4.10
Ir, me (4.10)

Assim, cada saida Sj, de herbivoros da posicao (7,7) para a posicao (r,s) € V;; é

proporcional ao fator de atragao da célula (r, s) dentro desta vizinhanga, ou seja:

Sk = Q4,5 fr,s; (411>

onde k estd relacionado com o par de indices (r, s) de cada vizinho, para onde vao

herbivoros, de acordo com a Figura 4.1, previamente apresentada.

Usando a mesma notacao da secao 4.1, a atualizacao, a cada etapa,
fornece a populagao a;fj de herbivoros na posi¢ao (7,j), apés a movimentagao na

geracao t, conforme a seguinte regra:

al; = al; = > Sp + Y En, (4.12)

onde, adotando a mesma notacao usada na Figura 4.1, as saidas sao dadas por:

S, = a Pit1 (4.13)
AT :
Z?]

para o niumero de herbivoros que saem da posic¢ao (i, j) para a posi¢ao (i + 1,7);

¢
Pij—1
4,J ° t
i!j

(4.14)
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para o nimero de herbivoros que saem da posicao (i,7) para a posigao (i,j — 1);

¢
¢+ Di—1j

L ,
b

(4.15)
para o numero de herbivoros que saem da posicao (i,7) para a posigao (i — 1, j);

4
p. .

Sy = al; . 2 (4.16)
mi,.]

para o niumero de herbivoros que saem da posicao (i, j) para a posi¢ao (i,j + 1).

Por outro lado, em (4.12), cada entrada FE,, de herbivoros da posicao

(r,s) € V;; para a posi¢ao (i, j) ¢ dada por:

By = ap, 2, (4.17)
m

7,8

onde m esté relacionado com o par de indice (r,s) de cada vizinho de onde vém
herbivoros, de acordo com a Figura 4.1, previamente apresentada. Portanto, as

entradas, sao dadas por:
t
.t Pi;j
By = ai - ——,
ULTSW:

(4.18)

para o ntimero de herbivoros que vem da posicao (i + 1, j) para a posicao (i,7);

t
Pij

t )
m;;q

Egzat

L (4.19)

para o numero de herbivoros que vem da posicao (i,j — 1) para a posigao (i, j);

t
By = al, . ki (4.20)

7‘717.]

para o nimero de herbivoros que vem da posicao (i — 1, ) para a posicao (i, j);
(4.21)

para o niumero de herbivoros que vem da posic¢ao (i,j + 1) para a posigao (i, 7).

E devido aos diversos denominadores presentes nas equagoes (4.18 a
4.21) que necessitamos conhecer os valores da qualidade das plantas em cada uma

das 13 células apresentadas na Figura 4.21(b).
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Portanto, a regra de movimentacao (4.12) pode ser escrita da seguinte

forma:
at .
oot i, ¢ ¢ t ¢
ay; = ai; — —= [Py P+ Pyt Pl
mz’j
t t t t
a . as . as . as .
t i+1,j 1,j—1 =17 1,J+1
+ Dij [ t + — + — + — (4.22)
Jodmt, mt . me . mt .
i+1,75 7,0—1 i—1,7 7,0+1
ou seja, usando a equagao (4.8),
t t t t t
: . a’ . a’ . a’ . a’ .
"t ¢ Pij t i+1,5 1,j—1 i—1,j i,j+1
ij = Gy — T Pij { Tt = : (4.23)
) »omt. ’ 7 . mt . mt . mt .
2,7 ,L“"l’] 7‘7.]71 171»] 7‘7.7+1

Referindo-nos a Figura 4.3, reconhecemos que a curva fechada desta
figura representa o primeiro termo da equacdo (4.23); é o que resta ao efetuar a

subtragao: a populagao que estava na célula (7, j), menos o que saiu da célula (i, 7).

Podemos, agora, reunir todos os termos da equagao (4.23), reescrevendo-
a sob a forma:

t t t t t

a; - a: . a’ . a: . a’ .
It t 1,J i+1,5 i,j—1 1—=1,j i,j+1
Gij = DPij i T + — + — + = ) (4.24)
i g me . me . me . me . me .
2y Z+17] 17]71 7‘717.] 7’7.7+1
ou seja,
t
a
ot 7,8
i ;= Dij E =, (4.25)

m
(T,S)GViJ 7s
representada pela Figura 4.4, previamente apresentada, onde a vizinhanca V; ; esta

definida em (4.9).

Se a qualidade das plantas for uniformemente distribuida (esta
é, dependendo da escala de observacao, uma situacao atipica no mundo real) e nao
nula numa vizinhanga, isto é, qualquer célula («, 3) da rede tem a mesma qualidade
q:
Php = @
entao, para qualquer célula (v, d) da rede, a qualidade total de sua vizinhanga sera:

t

Mys

= 9q,
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e a equagao (4.24) recai em

at . at, . at . A at .
Cl,-t~ _ iy + i+1,j + 1,j—1 + i—1,j + 1,5+1
" “ 5q 5q 5q 5q 5q
at . at, . L at . at .
1,] 7’+17] 7‘7,771 1717] 7‘7.7+1
) ) 5) ) ) ( )

que reconhecemos como um processo difusivo com igual possibilidade dos herbivoros
permanecerem na célula (i,j) ou de safrem para qualquer um dos quatro vizinhos
mais préximos (probabilidade % para cada uma das possibilidades). Comparando
com a equagao (4.5), vemos que corresponde a fracao de hospedeiros que se movem
=2 1 t t
pn = %, que leva exatamente a
1 [ t + t + t + t } (4 27)
5 iyt Qi 1 Qi 1 A j+1] > .
donde recuperamos a equagao (4.26). Podemos interpretar este fato como que, néo
havendo direcao preferencial, em uma prospeccao local, o inseto movimentar-se-a
) )

em um processo difusivo.

Por outro lado, em uma plantagdo ndo homogénea em qualidade (esta
¢ a situa¢do mais comum no mundo real), observar-se-4& uma clara tendéncia em

ocupar as células de maior qualidade, por conta da taxia.

Dependendo da natureza das plantas e dos herbivoros podemos, para

cada uma destas populacoes, considerar um modelo que inclua, ou nao, dinamica

vital.

Iniciaremos apresentando um modelo sem dinamica vital, isto é,
t+1 1t 1 ot < : ; : 3
a;; = a;; ep;; = p;;. Na segao seguinte, o modelo levard em consideragao a

dinamica vital tanto dos herbivoros quanto das plantas, isto é, os herbivoros nascem

e morrem e as plantas sao degradadas pelos herbivoros.

Consideraremos para cada um dos modelos (sem dinamica vital e com
dindmica vital), dois tipos de distribuicao de qualidade das plantas: uniforme e

nao uniforme.
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Sem dinamica vital - Neste caso, o nimero de individuos permanece
constante e nao ha reposicao ou perdas na plantagao. Por isso, consideraremos
como mudanga de geragao, isto é, inicio de um novo intervalo de tempo (passagem
do tempo ¢ para o tempo t + 1), cada atualizagdo coletiva, por movimentagao, da

distribuicao de insetos na plantacao:

pE,J]r'l = pfj (4-28)
e

alt! = a};, (4.29)
onde

p;f] = pg,ja (430)

pois nao ha movimento espacial na distribuicao da qualidade das plantas e afj foi

dada na equagao (4.25).

1. Plantas com distribuicao de qualidade uniforme: pgﬂ =q, Y (o, B)
darede e Vit =0,1,2,.... Como vimos acima, significa difusao com

, [ver Figuras 4.22 e 4.23].

(SN

KN =

2. Plantas com distribuicao de qualidade nao uniforme: escolhemos uma
distribuicao peridédica de plantas cuja qualidade varia de coluna para
coluna, mas com a mesma qualidade em todas as células da mesma

coluna.

Com dindmica vital - Quando o sistema leva em consideragao a

t+1 t+1

dinamica vital, em vez das equagdes (4.28) e (4.29), teremos a;; e p;; ambas

.
17.7

t

fungoes de a;’; e de p;;, isto €,

aﬁ? = fl(aéfj ) p'/ifj>7
o3 = hlaly . ol (4.31)

pois para cada intervalo de tempo teremos duas fases, uma fase de movimentacao e

outra fase de dinamica vital.
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Para a dinamica vital dos herbivoros consideraremos uma dinamica vi-
tal do tipo logistica cuja capacidade de suporte depende da quantidade de vegetacao

disponivel, isto é,

t
att =rall, (1 _ %y ) (4.32)
¥ 2 o]0 ’

1t 1t 1t oo < t ¢ =
para a;; < c p;; e onde a;; e p;; sao dados em funcao do a; ; e p; ; pelas equagoes

2,

(4.25) e (4.30) respectivamente.

Para a dinamica vital das plantas adotaremos uma equacao tal que, na
auséncia de herbivoros, a qualidade das plantas seja descrita por uma dinamica de
Ricker e além disso, colocaremos um termo que descreve um decréscimo de qualidade
da planta (depredagao) devido ao ataque dos herbivoros. A dinamica vital para as
plantas é dada por:

/t
_ Piy

K

t+1

piy =Py exp [m(1 )] - aaj; (4.33)

Z?J'

onde K =c¢ pgfj ¢ a capacidade suporte e « é o fator de depredacao das plantas.

Quanto a distribuicao inicial da qualidade das plantas faremos uma
distribuicao uniforme e uma nao uniforme. Tanto a plantacao uniforme quanto a
nao uniforme periédica, que adotaremos em nossas simulacoes, podem dependendo
da escala de observacao, representar situacoes reais. Em nosso estudo, entretanto,
a apresentacao de ambos mostrou-se, como veremos a seguir, de grande interesse

didatico, pois permitiu que visualizassemos importantes aspectos da taxia.

4.2.2 Simulacgoes

e Sem dinamica vital

a) Em uma rede 53x53 com fronteira do tipo reflexiva, apresentamos
uma distribuicao inicial de plantas uniforme <p?,j)’ como mostra a Figura 4.22,

onde p{; =1, paratodoi=1,..,53 e j=1,..,53.
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Figura 4.22: Plantagao de qualidade uniforme.

A distribuigao inicial dos herbivoros (agj) sera de 100 herbivoros
liberados na posicao (27,27), os quais se espalham por processo de difusao. Iterando
a equagao (4.23), com a ajuda do software Mathematica, até 200 iteracoes, obtemos
a Figura 4.23, onde cada gréafico representa o padrao espacial da movimentagao
de herbivoros numa plantacao uniforme em qualidade (por exemplo, graminea),
correspondentes as iteragoes 1, 10, 50, 100, 150 e 200. Neste caso, para um nimero

de iteracoes maior que 200, corresponde uma configuracao espacial constante.

Todos os gréficos da Figura 4.23 estao tragados na mesma escala nos
eixos; assim, podemos observar aumentos e redugoes nas populagoes envolvidas; por
outro lado, ha situacoes como aquelas que correspondem a 1* e a 10* iteragao na
Figura 4.23, que envolvem populagoes mais altas do que o maximo 1 apresentado no
eixo vertical. No caso da iteracao 1, como as demais, os herbivoros se movimentam
por difusdo, como foram liberados 100 herbivoros na posigao (27,27), sai para cada

vizinho, (posi¢oes: (27,26), (28,27), (26,27), (27,28)) # al,; e permanece

1t
5 a’i,j na

posicao inicial. Portanto, o eixo vertical, neste caso, tem altura 20.
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Figura 4.23: Padrao espacial da movimentagao de herbivoros numa plantagdo uniforme
em qualidade, correspondentes as iteracoes: 1, 10 na primeira linha; 50, 100
na segunda linha; e 150, 200 na terceira linha.
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b) Em uma rede 53x53 com fronteira do tipo reflexiva, apresentamos
uma distribui¢ao inicial de plantas nao uniforme (p};), como mostra a Figura

4.24. A qualidade é constante ao longo de uma mesma coluna. A qualidade varia

D
*{(\‘\\\ 3 . . -
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\
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\\\\ WS \\\\\\\.»
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(b)

Figura 4.24: (a) Plantagao de qualidade nao uniforme dada por: f(j) =2+ sm[(] glu ],

(1332

j=1,2,...,53; (b) Distribuicao de qualidade ao longo do eixo dos “j”, isto

3

é, em qualquer corte vertical de (a).

de 1 a 3, assumindo apenas os valores discretos como apresentados na Figura 4.24
(b). Como podemos observar a qualidade média em toda a plantagao é 2, sendo que

podemos denominar baixa quando a qualidade é 1 e alta quando a qualidade for 3.

No que segue, apresentaremos a evolucao do sistema para duas dis-
tribuigoes iniciais distintas de herbivoros, sendo que uma em um ponto de baixa

qualidade e a outra em um ponto de alta qualidade.

Na posicao de baixa qualidade a distribuicao inicial dos herbivoros (a?’ ;)
serd de 200 herbivoros, todos liberados apenas na posigao (27,19). Neste caso, o
nimero maximo de iteragoes foi escolhido 300, porque verificamos que, a partir
dai, a configuracao espacial permanece constante. A sequéncia de distribuicoes de
herbivoros apés 1, 10, 50, 100, 200 e 300 iteragoes das equagdes (4.28), (4.29) e (4.30)
é apresentada na Figura 4.25 (vale para esta figura nas iteragoes 1, 10 e 50, a mesma
observagao feita na Figura 4.23, que envolve as populacgoes mais altas que o maximo
1 apresentado no eixo vertical). Podemos notar que, numa plantagao nao uniforme

quando os herbivoros sao liberados numa posicao de baixa qualidade a tendéncia é



71

procurarem as melhores plantas e a dispersao ocorre por taxia. Observamos que,
como deveria se esperar, estando os herbivoros inicialmente distribuidos em um
“patch” de qualidade minima e igualmente afastados de plantagoes com qualidade
superior, iguais entre si, os herbivoros terminam por se distribuir igualmente entre
as duas fileiras de maior qualidade, como se vé claramente a partir da iteracao 50

na Figura 4.25.

Nesta mesma rede, liberando os herbivoros na posicao de alta qualidade
(27,27), a sequéncia de distribui¢oes de herbivoros nas iteragoes 1, 10, 50, 100, 200
e 300 das equagoes (4.28), (4.29) e (4.30) é apresentada na Figura 4.26 (vale para
esta figura, nas iteracgoes 1, 10, 50 e 100, a mesma observacao feita na Figura 4.23,
que envolve as populagoes mais altas que o maximo 1 apresentado no eixo verti-
cal). Observamos que, quando liberados numa posic¢ao de alta qualidade a dispersao
dos herbivoros é fortemente difusiva, mantendo-se na fileira de maior qualidade,

acrescida de uma suave invasao nas fileiras vizinhas.
e Com dinamica vital

No que segue, analisaremos o comportamento do sistema admitindo
uma dinamica vital tanto das plantas quanto dos herbivoros, apenas numa dis-

tribuicao de plantas uniforme.

Em uma rede 53x53 com fronteira reflexiva, apresentamos uma dis-
tribuicao inicial de plantas uniforme (pg ;), como mostra a Figura 4.22, onde pgj =1,
para todo ¢ = 1,....,53 e j = 1,....,53. Fora da rede, as populagoes sao nulas

(condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas).

Da equagao (4.32) aj’; deve ser menor que cpy; que, comc =1, levaa
af; < pif;. Como, em t =0, temos py; =1 conclufmos que af; deve ser menor
que 1. Considerando uma distribuicao inicial de herbivoros de 0,9 herbivoros libera-
dos na posigao (27,27), vamos supor que os herbivoros se movimentem, comam e se
reproduzam de acordo com uma dinamica de Verhulst (logistica), onde o parametro

r = 3,3 na equacao (4.32).
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Figura 4.25: Padrao espacial da movimentagdo de herbivoros numa plantacdo nao
uniforme em qualidade, liberados em uma posicao de baixa qualidade;
correspondentes as iteragoes: 1, 10 na primeira linha; 50, 100 na segunda
linha; e 200, 300 na terceira linha.
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Figura 4.26: Padrao espacial da movimentacao de herbivoros numa plantagdo néo uni-
forme em qualidade, liberados numa posicao de alta qualidade; correspon-
dentes as iteracoes: 1, 10 na primeira linha; 50, 100 na segunda linha; e 200,
300 na terceira linha.
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Para a dinamica vital das plantas, vamos supor que ela ocorra, na
auséncia de herbivoros, de acordo com a equagao de Ricker, equagao (4.33), onde os

parametros a, m, K assumem os valores 0,04; 0,1 e 2 respectivamente.

Apés iterar o sistema formado por (4.32) e (4.33) obtemos a sequéncia
de distribuicao de herbivoros na Figura 4.27 para 1, 5, 20, 25, 30, 35, 50, 60 iteracoes
e a sequencia da dinamica vital das plantas na Figura 4.29, para 1, 10, 20, 30, 40,
50, 60 e 100 iteracoes. Na Figura 4.28 apresentamos cortes verticais na linha 27 da
populacao de herbivoros nas iteragoes 1, 5, 20, 25, 30, 35, 50 e 60. Nesta mesma
figura, no tempo t = 1, podemos observar que houve uma reducao na populagao
em cada uma das posi¢oes ocupadas 7 = 26, 27 e 28, como era de se esperar da
populacao de herbivoros, nas demais iteragoes houve aumento em alguns instantes
de tempo especifico, como também reducao em outros; e além disso, de uma iteragao

para outra observa-se dispersao ao longo da rede.

Nos graficos da evolugao temporal das plantas apresentados na Figura
4.29, observamos que, inicialmente (nas iteragoes 10, 20, 30 e 40) os herbivoros
comem e dispersam-se (buraco expande-se na plantagao), mas ainda ha plantas que
crescem e nao sao atacadas pelos insetos (os herbivoros ainda ndo chegaram 14).
Este fato é também confirmado olhando para as configuracoes das populacoes de
herbivoros apresentadas na Figura 4.27. A medida que o tempo passa, devido ao
aumento do ntimero de herbivoros e a dispersao dos mesmos, ha um decréscimo na
plantacao, atingindo inclusive as bordas (iteragoes 40 e 50). Foi observado que as
configuragoes correspondentes a iteragao 60, tanto da Figura 4.27 para os herbivoros
quanto da Figura 4.29 para as plantas, parecem ser estdveis (a mesma configuragao

¢ observada até a iteragao 100).

Nos modelos que desenvolvemos neste capitulo, tivemos a oportunidade
de apresentar como pode ser usada uma rede de mapas acoplados para descrever a
movimentacgao por difusao e taxia, com ou sem dinamica vital. No capitulo seguinte,
ainda considerando redes de mapas acoplados, estudaremos um sistema que apre-

senta movimentacao por antitaxia além de difusao e convecgao.
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Figura 4.27: Distribuigao espacial das qualidades das plantas inicialmente uniforme, con-
siderando dinamica vital, correspondentes as iteragbes: 1, 5 na primeira
linha; 20, 25 na segunda linha; 30, 35 na terceira linha; e 50, 60 na quarta
linha.
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Figura 4.28: Gréfico de um corte vertical na linha 27 da populagdo de herbivoros nos
tempos 1, 5 na primeira linha; 20, 25 na segunda linha; 30, 35 na terceira
linha; e 50, 60 na quarta linha.



7

Figura 4.29: Distribuigao espacial das qualidades das plantas inicialmente uniforme, con-
siderando dinamica vital, correspondentes as iteracoes: 1, 10 na primeira
linha; 20, 30 na segunda linha; 40, 50 na terceira linha; e 60, 100 na quarta
linha.
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5 MOVIMENTO DE UMA POPULACAO DE
INSETOS ATINGIDA POR UMA
SUBSTANCIA QUIMICA

No capitulo anterior, vimos exemplos de redes de mapas acoplados, para
interacoes parasitoide-hospedeiro e para um sistema planta-herbivoro. Apds apre-
sentar o modelo de Hassel et al. (Nicholson-Bailey com movimentagao por difusao),
estudamos a movimentacao de insetos herbivoros na busca de plantas hospedeiras

com maior qualidade (movimentagao por taxia).

Neste capitulo, estudaremos um modelo de rede de mapas acoplados,

onde uma populacao de insetos é atingida por uma substancia quimica.

Consideramos uma popula¢ao de insetos a;; distribuida em uma regiao,
e uma nuvem de uma substancia quimica com concentragao c¢;; liberada sobre esta
regidao. Quando os insetos sao atingidos por esta substancia (veneno ou poluente),
se dispersam (fogem) e morrem com o tempo. A substancia, por sua vez, se dispersa
por difusao e por conveccao e degrada-se tornando menos concentrada com o tempo.
Neste modelo, nao iremos considerar reprodugao dos insetos, nem mortes que nao se-
jam devidas a prépria substancia quimica, porque o intervalo de tempo considerado
(da passagem da nuvem de veneno pela regiao), é de duragao insuficiente para que

os insetos possam se reproduzir.

O modelo consiste de duas fases: uma fase de movimentacao e uma fase

de reacao.

5.1 Movimentacao dos insetos quando atingidos por uma

concentracao de substancia quimica

1t

i.; a densidade

Para descrever a movimentagao representaremos por a

1t

i; a concentragao da substancia quimica

de insetos apds a movimentagao e por ¢
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apos a movimentacao. A tendéncia dos insetos, quando atingido pela substancia, é
movimentar-se para as areas de menor concentragao (antitaxia); assim, a populacao

de insetos af ; € repelida de acordo com a concentragao local da substancia quimica

t

A movimentacao dos insetos segue o mesmo esquema previamente

apresentado na Figura 4.1, e se d4 da seguinte maneira: de qualquer “patch” (3, j),

no instante ¢, sai 1 af ;¢i; para cada um dos quatro vizinhos mais préximos, onde

a vizinhanca V; ;, definida em (4.1), é constituida pelas populacoes localizadas em:

Por outro lado, entram no “patch” (i,7), no instante ¢, destes mesmos quatro
vizinhos mais proximos, o que segue:

1 1 1 1
7 Qit1j Citlg, 5 Qi1 Cig—1, - Qi—1,5 Ci—1,5, 7 @ij4+1 Cij+1-
4 J J 4 J J—L 4 J J) 4 J J

Detalharemos abaixo cada um dos movimentos previamente apresenta-

dos na Figura 4.1, referente a situacao aqui apresentada.

As saidas, a partir da posigao (4, 7), por antitaxia (repulsao), sao dadas

por:
1
Sp=-al.c (5.1)

4 6,J 4]

com k =1,...,4, isto é,

g Yig Cig o

onde

S1 sao os insetos que saem da posicao (i, j) para a posicao (7 + 1,

i—1,

S5 sa0 os insetos que saem da posicao para a posicao

(4,7) ( J
(4,7) ( 1
S3 sao0 os insetos que saem da posigao (i, j) para a posigao ( Jj
(4,7) ( 1

S, sao os insetos que saem da posicao (¢, 7) para a posigao (i, +

As entradas, que chegam na posi¢ao (i,7), por antitaxia (repulsdo),

sao dadas por:
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para o nimero de insetos que vem da posicao (i + 1, j) para a posigao (1, j),

1
Ey = 1 a§+1,j C§+1,j ; (5.2)

para o niumero de insetos que vem da posigao (i,j — 1) para a posic¢ao (i, j),

1
Ey = 1 aﬁ,j_l Cz,j—l ) (5:3)

para o numero de insetos que vem da posigao (i — 1, j) para a posic¢ao (i, j),

1
Es = 1 a’lzt—l,j qu,; ; (5.4)
para o nimero de insetos que vem da posigao (i,j + 1) para a posic¢ao (i,7),
]‘ t t

Como ja vimos no capitulo 4, podemos representar o mesmo processo
através da Figura 4.3, onde a curva fechada, no primeiro diagrama, representa o que

resta na posigao (7, 7) ja descontadas as saidas, isto é,

al.—4=ad. . = (1—c§7j)a§7j

e o segundo diagrama representa as entradas na posicao (i, j), a partir dos vizinhos

mais proximos.

Assim, a equagao para a movimentacao dos insetos quando atingidos

por uma substancia quimica é dada por:

1
ag’fj =(1- c;j) a;j + 1 Z cgﬁ ataﬂ, (5.6)
(a,B)€VS;

onde («, () indica uma posi¢ao na vizinhanga V; ; dos quatro vizinhos mais préximos

de (7,7), isto é,

(Oé,ﬁ) S {(7’ + lvj)v (Zaj - 1)7 (Z - 17j)7 (17] + 1)} (57>
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5.2 Movimentagao da substancia quimica

A substancia quimica se dispersa por difusao simples e por convecgao

(pela acao do vento), como mostra a Figura 5.1, da seguinte maneira:

. ~ . « 5 .. . . 1 t

e por difusao: de qualquer “patch” (7,j), no instante ¢, sai FAc;;
para cada um dos quatro vizinhos mais préximos, onde a vizinhancga V; ; ¢ a mesma
anteriormente definida em (4.1), como mostra o segundo diagrama da Figura 5.1; e

entram no “patch” (1, j), no instante ¢, destes mesmos quatro vizinhos mais préximos

A A A A

Z Cit1,5, Z Cij—1, Z Ci—1,j, Z Cij+1,
como mostra o terceiro diagrama da Figura 5.1.

e por convecgao: de qualquer “patch” (7,j) sai para a direita S, e
entra (da sua esquerda) E. (queremos considerar um vento soprando da esquerda

para a direita), como mostram o quarto e o quinto diagramas da Figura 5.1.

S, 4™ E (| E
+ < Lt Y
33 34 2 3 Se Ec
N W S
CJ,_‘I ;lt k+mu=1Em_ Sc—i_ Ec

Figura 5.1: Esquema grafico para a movimentagao da substancia quimica do qual se deduz
a equagao (5.15).

No que segue, escreveremos separadamente todas as saidas da posicao
(1, 7), considerando os dois processos (de difusao e de convecgao), e faremos o mesmo

para as entradas na pdsigao (7, 7). para tanto, representaremos por:
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e )\ a fragdo total de substancia quimica que sai (por difusao), de um

“patch” e se move para os quatro vizinhos mais préximos;

e ¢, fragao de substancia quimica que se move para a direita (vento hori-

zontal - convecgao).

t

e ¢;;, a concentragao de substancia quimica na posi¢ao (i, 7) na geragao

t.

As saidas por difusao sao dadas por:

A
S1=8,=9;=5,= 1 t,], (5.8)
e a saida por convecgao ¢ dada por:
Se =€, (5.9)

onde

S1 é a salda da substancia por difusao da posicao (¢, 7) para a posicao (2 + 1, j

(i (i );
Sy é a salda da substancia por difusdo da posigao (i, 7) para a posigao (i,7 — 1);
S é a saida da substancia por difusdo da posigao (i, (i );

para a posicao (i,j + 1);

7)

7)

J) para a posicao (i — 1,7);
S, é a salda da substancia por difusao da posigao (i, j)

(¢,

S. é a saida da substancia por convecgao da posigao (i, j) para a posicao (4,5 + 1).

As entradas por difusao sao dadas por:

para a substancia quimica que vem da posigao (¢ + 1, j) para a posicao (3, j),

A

para a substancia quimica que vem da posigao (i,j — 1) para a posigao (i, 7),

A
By=Ld, s (5.11)
para a substancia quimica que vem da posi¢ao (i — 1, 7) para a posigao (i, ),
A
FEy = Z C;?—l,j ; (512)
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para a substancia quimica que vem da posicao (i, 7 4+ 1) para a posigao (i, j),

A
E, = Z Cz,j-i-l ; (513)

e a entrada por convecgao ¢ dada por:

para a substancia quimica que vem da posigao (i,j — 1) para a posigao (i, 7),

E.=¢c (5.14)

Podemos representar o mesmo processo através da Figura 5.2 onde jun-
tamos em um mesmo diagrama as entradas (saidas) na (da) posigao (i, j) ou ainda,
podemos juntar de outra forma, como mostra a Figura 5.3, onde a curva fechada, no
primeiro diagrama, representa o que resta na posigao (i, j) ja descontadas as saidas,

por difusao e por conveccao, isto é,

A
t t t

4

.
11-77
e o segundo diagrama representa as entradas na posicao (i, 7), a partir dos vizinhos
mais proximos (difus@o) e a entrada por convecgao a partir do vizinho (i, j — 1), que

esta a sua esquerda.

i+1,]
E
1 Sl
s, E,
mﬁ
_|_ Lj-1 1i+1
E2+EE S4+SE
S3 E3
i-1,i

Figura 5.2: Esquema grafico da equacao (5.15) para a movimentacao da substancia
4

4
quimica ¢} ; — (Z Sk + Se) + (Z E, + E.).
k=1 =1
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Assim, a equacao para a movimentacao da substancia é dada por:

1
=1 =X—ed,+ec;  + 1 Z A Chg (5.15)
(.B)EV;,

onde (a, B) e V;, j est@o definidos em (5.7).

i+1,]

2
Lj E

g L]
t T g . ZExw + E
C.. — i,: 5. — 8 ek .

Figura 5.3: Esquema gréfico para a movimentagao da substancia quimica do qual se deduz
a equacao (5.15).

Portanto, para o estdgio (fase) de dispersao, durante a geragao ¢, em

cada “patch”, a populacao de insetos a;tj e a concentracao de substancia quimica

., apds a dispersao, no instante ¢, sao dadas pelas equacoes:

0,7
1t t t 1 t t
aivj = (1 - Ci,j) ai,j + Z Z Ca7ﬁ7 a/a7ﬂ7 (516)
(a,8)€Vi;
1
ci; = (L=XA—e)ci;+e C;j—l + 1 Z A ch g (5.17)
(avﬁ)e‘/Lj

onde os parametros e as densidades foram todos previamente definidos.

Em uma primeira etapa vamos analisar o modelo sem dinamica vital,

isto é aﬁl = aj; e c’é?l = ¢};; posteriormente consideraremos o modelo com

dinamica vital tanto dos insetos quanto da substancia quimica.
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5.2.1 Sem dinamica vital

Neste caso, a densidade dos insetos permanece constante e nao ha
degradacgao da substancia quimica. Consideramos, entao, como mudanga de geragao,
isto é, a passagem do tempo t para o tempo ¢ 4 1, a movimentagao dos insetos e da

substancia quimica, ou seja

t+1 1t
a; = g, (5.18)
t+1 1t
iy = Cpje (5.19)

5.2.2 Com dinamica vital

Quando consideramos a dinamica vital, que, neste caso, é tanto dos

insetos quanto da substancia quimica, teremos, em vez das equagoes (5.18) e (5.19),

as equagdes alt' e c*! ambas funges de aff; e de ¢, isto ¢,
t+1 It /t
1 oot

pois para cada geracao teremos duas fases, uma de movimentagao e outra de dinamica

vital.

O termo de dinamica vital (reagdo) para a equagao da populagao de
insetos é dado por:

attt = afl; expl—a d] (5.22)

onde « representa a eficiéncia da substancia quimica (é é a concentracao da substancia
quimica que reduz significativamente a densidade populacional dos insetos), pois a

concentragao de substancia quimica ¢! ; afeta negativamente a populagao de insetos

t
Z'7j‘

a
Podemos notar que, nao havendo substancia quimica, isto é, c;‘f’ ;=0,a
densidade populacional na geracao t+1 é igual a densidade populacional na geragao

t, ou seja, ha conservagao da populagao de insetos.
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O termo de dinamica vital (rea¢do) para a equagao da concentragao de

substancia quimica é dado por:

dtt=pd (5.23)

/1’7] ’

onde 0 < # < 1 é a taxa de degradacao da substancia quimica, isto é, a concentragao

de substancia degrada-se de uma geracao para outra.

Assim, as equagoes na geracao t + 1, apds a fase de movimentacgao, in-
cluindo a morte de insetos quando atingidos pela substancia quimica e a degradagao

desta substancia, sao dadas por:

t+1 It

a5 = a;; exp[—a ¢, (5.24)
t+1 1t

Gy = PBeig (5.25)

5.3 Simulacoes

5.3.1 Sem dinamica vital

Em uma rede 53x53 com fronteira do tipo absorvente (vide seccao 4.1),

¢

ij» em contato

apresentamos inicialmente uma distribuicao uniforme de insetos a
com uma substancia quimica (poluente), distribuida de acordo com uma gaussiana,
centrada na posigao (27,10), isto é,
¢ _ exp—[(i —27)* + (j — 10)’]
Cij = 2 )

(5.26)

A Figura 5.4 mostra um corte (linha 27 e coluna 10) na distribuicao inicial da

substancia quimica.

Os insetos movimentam-se (fogem da substancia quimica), como mostra
a Figura 5.5. Para os valores dos parametros envolvidos na equacao (5.15), adota-
mos: A = 0,4 e e =0,5. Os insetos vao formando “buracos” (regioes sem insetos),
ao fugir da substancia quimica. Os diversos graficos da Figura 5.5 apresentam a

distribuicao dos insetos nas iteragoes 1, 10, 30, 50, 70 e 100.
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10 20 30 40 50

Figura 5.4: Gréfico de um corte vertical na linha 27, coluna 10.

A substancia por sua vez, vai se espalhando por difusao e por conveccao
(vento da esquerda para a direita), como mostra a Figura 5.6, correspondente as
mesmas iteracoes apresentadas na Figura 5.5. A distribuicao espacial da substancia
quimica é também mostrada na Figura 5.7, onde observa-se que, a medida que o
tempo passa, a regiao ocupada por esta substancia passa de circular para eliptica,
isto se deve a sobreposicao dos mecanismos de difusao e convecgcao. Se houvesse
apenas difusao, as regioes ocupadas pela substancia seriam sempre circulares; a

conveccao causa uma deformacao no sentido do vento.

5.3.2 Com dinamica vital

Neste caso, além da movimentacao dos insetos e da substancia quimica
teremos nas simulacoes a dinamica vital, isto é, os insetos irao morrer ao serem
atingidos pela substancia e esta por sua vez vai degradando-se a medida que o
tempo passa. Para valores dos parametros envolvidos nas equagoes (5.22) e (5.23),
adotaremos v = 1 e 3 = 0,99, respectivamente. O nascimento de insetos e a morte
devido a outras causas nao sao considerados na escala de tempo (répida) de passagem
da nuvem de veneno pela regiao. Lembramos que, sem dinamica vital, Figura 5.5,

os insetos aglomeram-se para os lados e fogem da esquerda para a direita.

Na Figura 5.8, apresentamos a distribuicao espacial de insetos cuja
evolugao temporal é descrita pela equacao (5.22), juntamente com (5.16) e (5.17),
correspondente as iteragoes: 1, 10, 30, 50, 70 e 100. Nesta figura, os “buracos”,

maiores que na auséncia de dinamica vital, indicam a auséncia de insetos devida a
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Figura 5.5: Distribuicdo espacial de insetos cuja evolugao temporal é descrita pela
equagao (5.18), juntamente com (5.16), fugindo de uma substancia quimica,
cuja movimentacdo é descrita pela equagao (5.17), correspondentes as
iteragoes: 1, 10, na primeira linha; 30, 50, na segunda linha; e 70, 100,
na terceira linha.
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Figura 5.6: Distribuicdo espacial da dispersao de uma substancia quimica (sem dinamica
vital) por difusao e convecgao, correspondentes as iteragoes: 1, 10, na primeira
linha; 30, 50, na segunda linha; e 70, 100, na terceira linha.
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dois fatores: a antitaxia ja considerada anteriormente (subsecgao 5.3.1) e a morte
(dinamica de reagao), causada quando estes sao atingidos pela substancia quimica. A
distribuigao espacial da substancia quimica, descrita pela equagao (5.23) é mostrada
nas Figuras 5.9 e 5.10, onde além da mudanca de forma que ja aparecia quando nao
era considerada a dinamica vital, observa-se agora a degradacao da substancia com

o passar do tempo.

Nos modelos que apresentamos nos capitulos 4 e 5 foram utilizadas redes
de mapas acoplados para descrever fenomenos de reacao, difusao, taxia e convecgao.
Estes modelos discretos nos possibilitaram observar a utilidade desta abordagem
discreta computacional, para descrever o comportamento qualitativo das situagoes
ecologicas de dinamica populacional 14 apresentadas. Por outro lado, no inicio do
nosso trabalho (capitulo 2) deduzimos as equacgoes diferenciais que descrevem diver-
sos fenomenos de reacao-difusao em dinamica de populagoes; trata-se de equagoes di-

ferenciais parciais nao lineares cuja resolucao evidentemente demandaria uma maior

dificuldade.

Dedicaremos o capitulo 6 para obter as equagoes diferenciais parciais
correspondentes as redes de mapas acoplados com os quais trabalhamos nos capitulos

4 e 5.



a0

25

a0

25

Z5

50

25

50

a0

25

a0

25

Z5

50

25

50

a0

25

a0

25

Z5

50

25

50

91

Figura 5.7: Distribuicdo espacial da substancia quimica, correspondente as iteragoes:

1, 10, 30, na primeira linha; 50, 70, 100, na segunda linha.
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Figura 5.8: Distribuicao espacial de insetos cuja evolugao temporal é descrita pela
equagao (5.22), juntamente com (5.16) e (5.17) (insetos morrem quando
atingidos pela substancia quimica), correspondente as iteracgoes: 1, 10, na
primeira linha; 30, 50, na segunda linha; 70, 100, na terceira linha.
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Figura 5.9: Distribuicao espacial da movimentagao e degradagdo de uma substancia
quimica por difusao e convecgao, correspondentes as iteracoes: 1, 10, na
primeira linha; 30, 50, na segunda linha; 70, 100, na terceira linha.
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Figura 5.10: Distribuigdo espacial de uma substancia quimica, com dinamica vital,
correspondentes as iteracoes: 1, 10, 30, na primeira linha; 50, 70, 100, na
segunda linha.
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6 DOS MODELOS DISCRETOS PARA OS
MODELOS CONTINUOS

Neste capitulo mostraremos como podemos obter os modelos continuos
(equagoes diferenciais parciais) correspondentes aos modelos discretos (redes de ma-
pas acoplados) que desenvolvemos nos capitulos 4 e 5. Nos deteremos apenas as
etapas de movimentacao, isto é, a etapa de reproducao, que gera um termo de

reacao na equacao diferencial, nao sera considerada.

6.1 Modelos de Difusao e de Difusao - Conveccao

Unidimensionais

Suponhamos uma cole¢ao de particulas que se movimentam aleatoria-
mente sobre o eixo dos z, com um passo médio de comprimento Az durante um
intervalo de tempo At. Representando por ¢(z,t) a densidade linear de particulas,
temos que o numero de particulas que no instante ¢ estdo no segmento [z, x + Ax]

¢ dado por c(z,t)Az.

s, s,
}:-.ﬁ’;//—t>l<: X+ Ax
E, E,

2 2

c(xf) - 8+ L E,

Figura 6.1: Esquema gréfico para a equagao (6.5).

Sejam A; e A, a probabilidade de se mover para a direita e para a
esquerda, respectivamente. Se nao houver permanéncia de particulas na posicao x,

a soma das probabilidades de sair para a esquerda e para a direita é um, ou seja,
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Ad + Ae = 1. Se houver permanéncia temos, Ay + \e = p, com pu < 1, isto é, (1 — p)

é a probabilidade de permanéncia.

Considerando que na posicao = da Figura 6.1 uma concentragao de
particulas, num instante ¢, dado por ¢(z,t), podemos discriminar as saidas S; e So
a partir desta posicao e as entradas F; e Ey para esta posicao, como segue:

a fracao de particulas que sai da posicao x para a direita é dada por:
S1 = Ag c(z,t); (6.1)
a fracao de particulas que sai da posicao x para a esquerda ¢ dada por:
Sy = Ae c(x, t); (6.2)
a fracao de particulas que entra da direita na posicao x é dada por:
Ey = )\ c(z + Az, t); (6.3)
a fracao de particulas que entra da esquerda na posicao x é dada por:
Ey = Mg c(x — Az, t). (6.4)
No instante t + At, teremos:
c(xz,t + At) = ¢(x,t) — S; — So+ Ey + Eo,
que substituindo pelos valores de S, Sy, Fy e Fs, levam para:
c(x, t+At) = c(x,t) — Mg e(x, t) — X e(x,t)+ Ag c(x — Az, t)+ e c(x+ Az, t). (6.5)

Esta é a equacao discreta que descreve a variacao da densidade de particulas loca-

lizadas em x, durante o intervalo de tempo do instante ¢ para o instante ¢t + At.

Para obter o modelo continuo correspondente a (6.5), iremos substituir
c(x, t+ At), c(x 4+ Ax,t) e c(x — Ax,t) por suas expansoes em séries de poténcias

(Taylor) de Az e de At, supostamente pequenos:

dc 1 9% )
c(z,t+ At) —c(m,t)—i-a At~|—§ ) (At + ..., (6.6)
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dc 1 D?c )
clx £ Az, At) = c(z,t) + Ep Az +3 pye (Ax)” £ ... (6.7)
Substituindo na equacao (6.5), obtemos:
Oc 1 9%
c(x,t) + o At + 3 9p (At + ... = c(x,t) — Agc(z,t) — Ao c(z,t) +
Oc 1 9% 9
+ A {c(m,t) - £AJJ 3 92 (Ax)* + } +
dc 1 9% )
+ )\e[(x t)+8_xAI 2@(ACL’) +},
donde segue que
@At—kli(At) - —(\ —)\)%A +M&(A )2 4+
ot 2 Or I " 2 o2 Y T

Dividindo ambos os lados por At e mantendo termos quadraticos em

Ax, obtemos:

0w 10 an 1 of(any - Qe A) O

Az ()\d+>\)80
ot 2 Ot?

At Or oAl 022 (Az)’. (6:8)

Supondo que At — 0, Ax — 0ee = (A —A) — 0, com Az e €
tendendo a zero na mesma ordem de grandeza de (At)%, podemos definir v e D

finitos, tais que :
eAx

o m e =, (6.9)
e
) (Ar)? _
At?lggﬁo SAr D. (6.10)

Desde que os demais termos da direita da equacdo (6.8) convergem para zero, a

seguinte equagao ¢ obtida [Okubo-Levin, 2001]:

Oc Oc 0%c
a——’l}ax ()\d‘i‘)\) 82

(6.11)
Comparando cada um dos termos do lado direito da equagao (6.11) com
as equagoes (2.24) e (2.32) respectivamente, reconhecemos o primeiro termo do lado

direito da equagao (6.11) como o termo de convecgao e o segundo como o de difusao;

portanto, esta é a equacao de difusao-convecgao unidimensional.
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No caso particular em que \. = Ay = A, a equacao (6.8) é da forma:

oc 10% A O%c
—~ (A A2+ ——— (Az)2 12
% w200+ ofan? + 228 (an) (6.12

Supondo que no limite At — 0, Az — 0, tenha-se (como anteriormente, Az — 0

na mesma ordem de grandeza de (At)2), de modo a poder definir D tal que:

(Az)*

1 —
AL Am0 2A? ’

a equacao acima fica da forma:

dc D?c
que caso A = 1 (tal que A\, + Ay = 1), recai em
de D?c

Esta é a equagao de difusao unidimensional.

6.2 Modelos de Difusao e de Difusao - Conveccao

Bidimensionais

Para um modelo bidimensional consideremos uma densidade superficial
de particulas ¢(x,y,t), num instante ¢, que se movimentam aleatoriamente com um

passo médio de comprimento Az ou Ay durante um intervalo de tempo At.

Sejam Ay, A, A\ € Ay a probabilidade de se mover para a direita, para
a esquerda, para cima e para baixo, respectivamente. Se nao houver permanéncia
de particulas na posi¢do (x,y), a soma das probabilidades de sair para a esquerda,
para a direita, para cima e para baixo é igual a um, ou seja, \g + A\e + A\. + Ay = 1.
Se houver permanéncia temos, Ay + Ae + A\ + Ay =&, com £ < 1, isto é, (1 — &) é a

probabilidade de permanéncia.
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4
c(x.y.t) - ]':; S

Figura 6.2: Esquema gréfico para a equacao (6.23).

Considerando que na posic¢ao (z,y) da Figura 6.2 uma concentragao de
particulas, num instante ¢, dado por ¢(z,y, t), podemos discriminar as saidas S, S,
S3 e Sy a partir desta posicao e as entradas F,, F», F3 e E, para esta posicao, como
segue:
a fracdo de particulas que se move para a direita da posi¢ao (x,y), no instante ¢, é
dada por:
S1 = A c(z,y,t); (6.15)

a fragao de particulas que se move para a esquerda da posi¢ao (z,y), no instante t,
é dada por:
S = Ae c(z,y,t); (6.16)

a fracao de particulas que se move para cima da posi¢ao (x,y), no instante ¢, é dada
por:

SS = )\c C(‘Tv Y, t)v (617)

a fracdo de particulas que se move para baixo da posi¢ao (z,y), no instante ¢, é dada
por:

Sy = )\b C($a Y, t)7 (618)
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a fragdo de particulas que entra da direita na posi¢ao (x,y), no instante ¢, é dada
por:

Ey =\ c(z+ Az, y,t); (6.19)

a fragdo de particulas que entra da esquerda na posicao (z,y), no instante ¢, é dada
por:

Ey = X\j c(x — Az, y,t); (6.20)

a fracao de particulas que entra de cima na posi¢ao (x,y), no instante ¢, é dada por:
Es =\ c(z,y + Ay, t); (6.21)

a fragdo de particulas que entra de baixo na posigao (x,y), no instante ¢, é dada
por:

Ey = e c(z,y — Ay, t). (6.22)

A equacao discreta que descreve a variacao da densidade de particulas
localizadas em (x,y), durante o intervalo de tempo do instante ¢ para o instante

t + At é dada por:

C(:r;,y,t + At) = C(l‘,y,t) - )‘d c(x,y,t) - )‘e C(l‘,y,t) - )\c C(l’,y,t) - )‘b C(l‘,y,t) +

>\d C(l’ - Ama?%t) + )\e C<:U + Am,y,t) + >\c C($,y - Ayat) +

+ o+

X c(x,y + Ay, t). (6.23)

Para obter o modelo continuo correspondente a equagao (6.23), iremos
substituir c(z, y,t+At), c(z —Az,y,1), c(r+ Az, y,t), c(z,y—Ay,t) e c(x,y+Ay, )

por suas expansoes em séries de poténcias (Taylor) de Az, Ay e At, supostamente

pequenos:
dc 19%
c(x,y,t + At) = c(z,y,t) + — T —At+ - 592 — (At)? + ... (6.24)
Jc 1 0%
c(x £ Az, y,t) = c(x,y,t) + a—xAx 3922 (Az)* £ ... (6.25)
1 2
ey Ay t) = oy )+ S oDy + SO (AP E . (620)

dy 2 0y?
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Substituindo (6.24), (6.25) e (6.26) na equagao (6.23), e mantendo apenas termos

quadraticos em Az, Ay e em At, podemos escrever:

Oc 10% 9 Oc (Mg + Ae) 0% 9
EAt + Eﬁ(At) =~ _(/\d — )\e)a—x(Ax) + T @(AJT) +
Oc (Ae +\p) O%c 9
+ —(A Ab)a_y@y) t—a a—yQ(Ay) . (6.27)
Dividindo ambos os lados por At e explicitando %, obtemos:

dc 10%c (Aa — Ae) Oc (Aa+ Ae) 0%

o~ I AP T TE(A e el 7 2 (Ar)?

ot 200 T T A o T Taar g BTt

(Ae — Ap) Oc (Ae+ X)) 0% 5
- ———(A — —(Ay)~. 2

Supondo que, para At — 0, Ax — 0, Ay — 0, ¢ = (A\g — Ae) — 0,
€ = (A — Ap) — 0 com Az, Ay, (Mg — Ae) e (Ac — Ap) tendendo a zero na mesma

ordem de grandeza de (At)%, podemos escrever:

e Az . € Ay
1m = Uy 1m =
At, Az, e1—0 At v At, Az, e2—0 AT, Uy
€
. (Ax)? . (Ay)?
| =D | =D,.
At, lAn;HO 2At ¥ At, IAHQHU 2AL v

Assim, como os demais termos da equagao (6.28) tendem a zero, a equagao resultante

fica da forma:

oc oc d%c c d%c
51 = Vg T e+ M) Dasg — vy + (A 4 Ac) V52 (6.29)
Definindo:
V=01 +0v,] chﬁi Oc (6.30)

e no caso particular em que \y = A\e = A\e = Ny = A e D, = D, = D, segue que
(Ae +Aa)Dy = (M + o) Dy = 2AD, a equacao (6.29) pode ser escrita na forma:

0

a_i = - Ve+ 20DV, (6.31)
2 03¢ 93¢

Ol'lde V C = 902 —f— 8_3/2

Comparando cada um dos termos do lado direito da equagao (6.31) com

as equagoes (2.26) e (2.33) respectivamente, reconhecemos o primeiro termo do lado
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direito da equagao (6.31) como o termo de convecgao e o segundo como o de difusao;

portanto, esta é a equagao da difusao-conveccao bidimensional.

No capitulo 4, para o modelo de Nicholson-Bailey, as equagoes (4.5)
de movimentacao tanto para hospedeiros quanto para parasitéides, tém dispersao

difusiva com permanéncia, isto €,

=

/\d:)\e:/\c:)\b:Za

tal que A\g + Ae + Ac + Ay = o < 1 (se nao houvesse permanéncia, terfamos pu = 1).
Assim, o modelo continuo equivalente as equagoes (4.5), é dado por:

80_&

= 2D[V2c]. (6.32)

6.3 Modelo de Difusao e de Difusao - Taxia

Vimos no capitulo 4, seccao 4.2 a movimentacao por taxia. A taxia
decorre do fato dos insetos conseguirem classificar plantas hospedeiras de acordo com
a textura e a qualidade da vegetacao. Para um modelo bidimensional consideremos
a(z,y,t) a densidade populacional de insetos e p(z,y,t) a qualidade das plantas na
posi¢do (x,y), num instante de tempo ¢. Assim, a equac¢do para a movimentacao
dos insetos num passo médio de comprimento Az ou Ay, durante um intervalo de

tempo At, é dado por:

a(x,y,t)

m(x,y,t)
+ plr,y+ Ay, t) +ple,y — Ay, t)} +

(I(ZE,y,t—f—At) - CL(I,y,t)- [p(I+A$,y7t)+p<I—A$,y,t)+

a(x + Az,y,t)  alr — Ax,y,t)
m(x + A$a y>t) m(x - Al‘,y,t)

+ plz,y,t)

a(fE,y—l-Ay,t) (I(l’,y—Ay,t)
m<x>y+Ayat) m(m,y—Ay,t)

. (6.33)

Para obter o modelo continuo correspondente a equacao (6.33), ire-

mos substituir, na equacao (6.33), a(z,y,t + At), a(x + Ax,y,t), alx — Ax,y,t),
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a(z,y + Ay, 1), a(z,y — Ay,t), plz + Az,y,t), plx — Az,y,t), plz,y+ Ay,t),
p(x,y — Ay, t), m(z+ Az,y,t), m(z—Az,y,t), m(z,y+Ay,t) e m(z,y—Ay,t)
por suas expansoes em séries de poténcias de Az, Ay e At, supostamente pequenos.

Mantendo em ambos os lados, apenas termos quadraticos em At, Az e Ay, obtemos:

da 1 0% a(z,y,t) 82p *p
YUt 4 =Z A2 ~ —ADBD TP Ay + LA
[ a(z,y,t) + g“AaﬁL%—(A:ﬁ)Q ]
+ Yyt Fp +
pl@.y.1) | m(z,y,t )—l—amAx—i-la (Az )
ey, t) — GiAT + 558 (Ax)” |
+ p(r,y,t) = - +
_m(x,y, t) — 8 A +3 %2(A )
© plegt) [ a(z,y,t) + Ay+%a—( y)° N
T ey, ) + SR Ay + 1 5R (Ay)? |
[ a(:z:,y, ) Ay+__< y)2
b opet) B PRGN
m(z,y,t) — SR Ay + 58 (Ay)?

Para obter a versao continua da equagao (6.34) reescrevemos cada um
dos termos do lado direito da equacao em poténcias de Az e de Ay. Mostraremos
com detalhes os cédlculos relativos ao segundo termo do lado direito de (6.34), que

pode ser escrito sob a forma de um produto de dois fatores como segue:

(LL’ y)t) |i Oa 182 2:|
. t — Az + -——=(A . 6.35
o) = B+ BR[O 50 A (63)

O primeiro fator em (6.35) pode, por sua vez, ser escrito como o seguinte produto:

p(z,y, ) 1
t) am s 92m(z,y,
m(x,y,t) [1 + m(x ™y y )Az + 2m(;7y7t) Wy (Ax)? ]
(6.36)
Observamos que o segundo fator em (6.36) tem a forma:
1 1
= ~1—2z+4+ 2% (6.37)
[1+LomAg+Lom(Az)?] 1+2

onde definimos
o
8—m(m) n La—(Agc)

1
m Ox 2m O0x2
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Assim, mantendo termos até O[(Ax)?], a expressao (6.36) assume a forma:

2 2
p(z,y,t) o Lom, 1 3m(Ax)2+ 1 (68_7:) (Az)?], (6.38)

m(x,y,t) m Ox © 2m 022 m?

donde obtemos, até O[(Ax)?] para o termo explicitado em (6.35), a seguinte ex-

pressao:

p(z,y,1) 0z .1) a(z,y,t) a2m(Ax 2 a(z,y,t) (0m>2 (Az)? —

m(a:,y,t) N 2m(x,y,t) ax2 W ax
1 da Om 9 1 aza 9
m(x,y,t)%c‘)_x@gg) + 5@@@") ) (6.39)

A expressao acima resultou do produto da expressao (6.38) pelo segundo fator de

(6.35).

Aplicando o mesmo processo, analogamente, para os demais termos da
equagao (6.34), e dividindo ambos os lados da equagao resultante, por At e supondo
que, para At — 0, Az — 0 e Ay — 0, tenhamos Az e Ay tendendo a zero na
mesma ordem de grandeza de (At)% e ainda, definindo D, e D, finitos, tais que:

(Az)* (Ay)* _

At AR—0 At =D AL Ay—-0 At =Dy,
obtemos:
da a(z,y,t) &p d’p
O _ _ D, D
ot m(z,y,t) 8x2+ Y Oy *

_alz,y,t) 0*m *m
" m(x,y,t){ m(z,y,t) {DI oz TP o) "
2

mley.0P | (6@—@2*”@/ (3—3)] -

2 Ja Om OJa Om 9a 2a
_ W |:Dz %% +Dy a_ya_y:| + D, @ +Dy 8_y2} (6.40)

No caso particular em que D, = D, = D, segue que:

(9& a(xayat) 2 p(xayat) a(x7y7t> 2
— = ——127 7D — D
o8 = Tmyt) P m@yn)  men T
2 - = 2
(@, y, 1) D [Vm.Vm|—

D[?a.?m] +D VQa}. (6.41)

[m(z,y,t)]? m(x,y,t)
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Comparando cada um dos termos do lado direito da equacao (6.41)
com as equagoes (2.29) e (2.33) respectivamente, e considerando os parametros do

capitulo 2 em relagao a equagao (6.41), como segue:

q§:£; a=D:; c=a(x,y,t)
m
temos que,
9 1, 2 = = D —o 2p = =
e
1
?qﬁ.?c = —[?c.?p] — %[?c?m] (6.43)
m m

Assim, a equagao (6.41) apresenta os quatro primeiros termos como os termos de
atragao (taxia) e o ultimo termo como de difusdo, portanto esta é a equagao da

difusao-taxia bidimensional.

Se a qualidade das plantas for uniformemente distribuida e nao nula
numa vizinhanca, isto é,

p(z,y,t) = q,

entao, a qualidade total de sua vizinhanca sera:

m(z,y,t) = 5q,
e a equacao (6.41) recai em:
Oa
—=DV? 6.44
ot “ (6.44)

que comparada com a equagao (2.33), é a equagao de difusao bidimensional.

6.4 Movimentacao de insetos quando atingidos por uma

substancia quimica

Sejam a(x,y,t) a densidade de insetos e ¢(x,y,t) a concentracao de
substancia quimica, na posi¢ao (z, y) no instante t. Como vimos no capitulo anterior,

os insetos quando atingidos por uma substancia quimica se movimentam de acordo
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com a concentracao desta substancia em cada posicao. A equacao da movimentacao
dos insetos num passo médio de comprimento Az ou Ay durante um intervalo de
tempo At é dada por [Segel, 1978]:

1
c(x,y, t)a(x,y,t) —

1
a(x7y7t+ At) - a(x,y,t) - c(x,y,t)a(x,y,t) - Z

4

1 1

o 4_1 C(x,y,t)a(x,y,t) - Z c(x,y,t)a(m,y,t) +
1 1

+ Z C(ZL‘, Yy — Ay,t)a(x, Yy— Ay7t) + Z C(‘T’ Y+ Ay,t)a(a:,y + Aya t) +
1 1

+ 2 c(x — Az, y,t)a(r — Az, y,t) + ) clx + Az, y, t)a(z + Ax,y,t).

(6.45)

Para obter o modelo continuo correspondente a equagao (6.45), iremos
substituir c(z, y— Ay, t), c(z,y+ Ay, t), c(x—Az,y,t), c(x+ Az, y,t), a(z,y— Ay, 1),
a(x,y + Ay, t), alx — Az,y,t) e a(xr + Ax,y,t) por suas expansoes em séries de
poténcias de Az, Ay e At, supostamente pequenos. Mantendo em ambos os lados,

apenas termos quadraticos em At, Az, Ay, obtemos:

Oa 1 9%a (Ay)? [ O%a D?c
— At + - —(At)?
ot t+2 (9152( t) 4 [Cagf—i_aagﬁ}—i—
(Ar)? da N D?c N
4 o2 T 9a2
(Ay)? dc da ~ (Ax)? dc da
ge ge g 4
2 8y8y+ 2 Ox Ox (6.46)
Dividindo ambos os lados por At e explicitando %, temos:
da 1 9%a (Ay)? [ d%a D%c
— ~ — —(A
ot R AT {C a2 8y2] +
N (Ax)? [ 0% N D?c N
ant |“o2 T 0a2
2 2
N (Ay)* dc da  (Az)* Oc da (6.47)

oAt dy Oy = 2At Ox Oz
Supondo que, para At — 0, Ax — 0 e Ay — 0 tenhamos Az e Ay tendendo a zero

na mesma ordem de grandeza de (At)%, podemos definir D, e D, finitos, tais que:

im = im = .
At, Axz—0 2At $ At, Ay—0 2At Y

(Ao _ (a2
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Substituindo em (6.47), e deixando de usar o sinal ~, obtemos:

ga Dy [ &a &c 0 da
ot “or T 82T By oy

2
+ %{c%—i—ag—t 2%%}, (6.48)
isto é,
%:%%[C%+a%]+%%[c%+a%]' (6.49)
No caso particular em que D, = D, = D, a equagao (6.48) fica da
forma:
da D 0%a 0% D 0%c % da dc  da Oc
5= Ec(x,y,t) [@ + 8_3/2} + Ea(a:,y,t) [@ + 8_y2] D {%% + a—ya—y} .
(6.50)
Segue que
% = ga(:r,y,t)VQC + D[?c.?a] + g c(z,y,t)V3a, (6.51)
isto é,
% =D a(z,y,t)Vic+ D[?c.?a] + g [c(z,y,t)V?a — a(z,y,t)V?c] . (6.52)

Comparando cada um dos termos do lado direito da equacao (6.52)
com as equagoes (2.29) e (2.33) respectivamente, reconhecemos apés definir as

equivaléncias:

equagao (2.29) equagao (6.52)

¢ = fonte de atracgao ¢ = concentragao de substancia

¢ = concentragao de particulas | @ = densidade de insetos

o primeiro e o segundo termos do lado direito de (6.52) como o termo de taxia
negativa (antitaxia) e o terceiro termo como o de difusdo equivalente a equagao

(5.6).
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6.5 Movimentagcao de uma substancia quimica

Vimos no capitulo anterior, a movimentacao de uma substancia quimica,
que se dispersa por difusao e convec¢ao, num intervalo de comprimento (Az, Ay),

durante um intervalo de tempo At dada por:

C(l’, Y, t+ At) = C(‘Ta Y, t) - )\dC(ZE, Y, t) - )\60(117 Y, t) - /\CC(!L‘, Y, t) - /\bc(l‘a Y, t) -
— ec(z,y,t) + Agc(z — Ax,y,t) + A\ c(x + Ax,y,t) +

+ Aec(z,y — Ay, t) + N c(z,y + Ay, t) + € c(x — Az, y,t)  (6.53)

Para obter o modelo continuo correspondente a (6.53), iremos substi-
tuir, na equagao (6.53), c(x,y,t + At), ¢(x — Az, y,t), c(z + Ax,y, 1), c(z,y — Ay, t)
e ¢(x,y+ Ay, t) por suas expansoes em séries de poténcias de Az, Ay e At, suposta-
mente pequenos. Mantendo em ambos os lados, apenas termos quadraticos em At,

Az e Ay, obtemos:

Oc 19% Jc (Ae + Ag) 0%c

~ _ oc 2
7 —(At) + 39 — (A1) ~ (), )\d)a (Az) + 5 527 (Az)” +
Jc (Xp + \e) O%c 9
A — Ae) — (A ———(A
+ (M )ay( v+ 8yg( y) +
dc 1 0%
Dividindo ambos os lados por At e explicitando 2 2¢» obtemos:
Oc 1 9%c (Ae — Aa)(Azx) dc (A + Ag)(Az)? 0%
Rl e VA MR VA P
N (A — A)(Ay) Oc N (M +A)(Ay)* dPc
At 8y 2At oy?

Arde | d(da) P
At Ox INt Oz2

(6.55)

Supondo que, para At — 0, Az — 0, Ay — 0, €1 = (Ag—Ae) — 0,62 = (Ac—Xp) — 0
e e — 0 com Ax, Ay, €1, €5 e € tendendo a zero na mesma ordem de grandeza de

(At)2, podemos escrever:

€1 Ax I €2 Ay

T

11m = 11m — =
At, Az, e1—0 At At, Ay, e2—0 At v
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Ay)? A
(Ay) i BT

lim =D im —
At, Ay—0 2At v At, Az, e—0 At

.
At Am—0 9AT

Assim,como os demais termos da equagao (6.55) tendem a zero, a equagao resultante

fica da forma:

2 2
e, 0Oc 0 e (e + Ad)Dxa—z + (M + AC)Dyg—yg.

ot~ oxr Yoy ox Ox (6.56)

No caso particular em que \y = Ae = Ac =N =Ae D, =D, =D, a
equagao (6.56) ¢é da forma:

dc dc dc dc 0?c 0%
— = Uy — Vy— — U + 22D | — + — | , 6.57
at = "or "oy "o T {82+8y2} (6:57)
que também pode ser escrita como:
‘;_i T Y- T Vo4 20DV, (6.58)
isto é,
% — (T +7%).Ve+ 2DV, (6.59)

— —

— —
donde definimos v =wv, ¢ +wv Ve= 2%
T yJ o

- =
+g—;j € Uy =Vc 1 .

Comparando cada um dos termos do lado direito da equagao (6.59)
com as equagoes (2.26) e (2.33) respectivamente, reconhecemos o primeiro termo
como termo de convecgao e o segundo termo como o de difusao. Portanto, esta é a

equagao da difusao-convecgao bidimensional, equivalente & equacao (5.15).

Obtivemos, assim, as equagoes diferenciais parciais (modelos continuos)
equivalentes as equagdes a diferengas (modelos discretos, redes de mapas acoplados)
dos capitulos 4 e 5. Mostramos que, ao desenvolver modelos com reticulados de ma-
pas acoplados, obtemos uma aproximacao dos modelos continuos correspondentes,
que através de recursos computacionais levam a resultados qualitativamente satis-

fatorios, uma vez que modelos continuos nem sempre sao facilmente resolvidos.
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7 CONCLUSAO

Nosso objetivo principal neste trabalho foi o de verificar o quanto pode
ser util trabalhar com os modelos discretos do tipo redes de mapas acoplados, no
estudo do comportamento de sistemas biolégicos, mais especificamente, de dinamica
populacional, como uma aproximacao de modelos continuos que envolvem equacoes
diferenciais parciais do tipo reagao-difusao. Trata-se de modelos recursivos, adequa-
dos para simulagao computacional, especialmente projetados para experimentagao

interativa, o que permite testar uma grande variedade de modelos e parametros.

Para tanto, comecamos por mostrar, no capitulo 2, como sao obtidas,
a partir do principio de conservacao da matéria, as equacgoes diferenciais parciais
que descrevem a evolugao de sistemas onde ocorre dinamica vital (rea¢ao) além de
movimentagao (difusdo, taxia, convecgao), usualmente denominados genericamente

de sistemas do tipo reacao-difusao.

Depois de dedicarmos os capitulos 3, 4 e 5, aos nossos estudos envol-
vendo sistemas discretos, procedemos, no capitulo 6, a comparacao com os modelos

continuos correspondentes.

Os primeiros modelos discretos que apresentamos (capitulo 3) envolviam
tempo discreto, sendo que as populacoes supostamente nao eram espacialmente dis-
tribuidas. Depois de estudar, através de equacgoes a diferencas, o comportamento
de uma populacao com uma tnica espécie (Ricker, Verhulst), enfocamos um mo-
delo, através de um sistema de duas equagoes a diferencas, para descrever o com-
portamento de uma populacao com duas espécies interagentes do tipo parasitéide-
hospedeiro (Nicholson-Bailey). Através de calculos analiticos e de simulag¢oes com-
putacionais, concluimos que no modelo de Nicholson-Bailey nao hé persisténcia das

espécies.
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Evidentemente, os modelos discretos comparaveis as equagoes diferen-
ciais parciais devem envolver nao apenas o tempo, mas também o espaco como
variavel independente; em outras palavras, as populacoes sao espacialmente dis-
tribuidas. Consideramos, entao, que as populacoes estivessem distribuidas sobre
manchas (“patches”) em uma rede bidimensional retangular, identificados por dois
indices inteiros positivos. Estes sao os modelos discretos do tipo redes de mapas
acoplados, assunto principal deste trabalho, que foram usados, nos capitulos 4 e 5,
para modelar populagoes que, além de dinamica vital, apresentavam movimentagao

sobre uma rede discreta finita.

Adotando a suposicao de que, mesmo em meios homogéneos, uma
populacao com distribuicao heterogénea se movimente de regioes de mais alta para
mais baixa concentragao, e considerando uma dinamica vital do tipo Nicholson-
Bailey, apresentamos, no capitulo 4, o conhecido modelo de Hassell [Hassell et
al., 1991], e, através de simulagoes computacionais, confirmamos o comportamento
descrito no artigo original. Observamos também a formacao de padroes espaciais
do tipo rede cristalina estatica, ou padroes cadticos, ou ondas espirais. Ainda no
capitulo 4, retomamos um modelo introduzido por Rodrigues [Rodrigues, 1998], que
inclui movimentacao por taxia, no qual uma populagao de insetos vai a procura
de plantas que possuem maior qualidade. Foi muito interessante observar como
a seqiiencia temporal das diversas distribuicoes das populagoes envolvidas, obti-
das através das simulagoes computacionais, apresenta configuragoes que exibem o
comportamento que de fato se esperaria, em decorréncia das hipoteses previamente

estabelecidas a respeito das populacoes em questao.

Outro modelo com reticulado de mapas acoplados foi construido no
capitulo 5, o qual envolvia movimentacao por difusao, convecgao e antitaxia, e no-
vamente os resultados apresentados na evolucao temporal do sistema, obtida através
de simulagoes computacionais, estao de acordo com o que se esperaria quando da

construcao do modelo em questao.



112

Todos os modelos discretos do tipo reticulado de mapas acoplados, cu-
jas simulagoes computacionais foram apresentadas nos capitulos 4 e 5, tiveram as
equagoes diferenciais parciais equivalentes (varidveis independentes tempo e espago
continuas) obtidas no capitulo 6, no limite continuo, isto é, considerando a dimensao
de cada mancha tendendo a zero. Uma vez mostrado que estes modelos discretos
sao, portanto, no limite, representaveis por modelos continuos, além de previamente
termos verificado que os resultados das simulagoes computacionais estao de acordo
com o comportamento qualitativo esperado, consideramos que alcangamos os ob-
jetivos deste trabalho. Visto que modelos nos quais as variaveis sao consideradas
continuas (equagoes diferenciais parciais) na maior parte dos casos, por serem nao
lineares, dificilmente admitem resolucao analitica, mostramos que, ao desenvolver
modelos com redes de mapas acoplados, obtemos uma aproximacao dos modelos
continuos correspondentes, que através de recursos computacionais levam a resulta-

dos qualitativamente satisfatérios.
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APENDICE A DETERMINACAO E
ESTABILIDADE DOS
EQUILIBRIOS DE UMA
EQUACAO A DIFERENCAS
DE PRIMEIRA ORDEM
AUTONOMA

Dada uma equacao a diferengas de 1*ordem autonoma:
T = f(24), (A1)
uma solucao de equilibrio T é definida como sendo o valor que satisfaz a relacao
Ty1 =T =17 (A.2)
de modo que nenhuma mudanga ocorra da geracao t para a geracao t + 1.
Substituindo esta condi¢ao na equacao (A.1), segue que
T = f(7) (A.3)

donde observamos que T ¢ um ponto fixo da fungao f.

Estudar a estabilidade de um equilibrio Z, implica em responder a

seguinte pergunta:

Dada uma solucao z; préoxima de 7, ela se aproximard ou se afastara
da solucao de equilibrio 7 Um modo de examinar esta questao é verificar o que

ocorre com os afastamentos z; — T, quando z; esta préximo de 7.

Para x; préximo de um equilibrio Z, podemos escrever
T = T + Et, (A4)

onde €; é uma pequena perturbacao do estado de equilibrio Z. Queremos determinar
se, conhecida uma perturbacao inicial g, a evolucao temporal de £; é no sentido de

aumentar ou diminuir com o passar do tempo.
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Para isso, determinaremos uma equacao a diferencas para ;. Substi-

tuindo (A.4) em (A.1), obtemos:
f+€t+1 = f(f—i—ét) (A5)

Explorando o fato que ¢; é uma quantidade pequena, podemos expandir

a fungao f em uma série de Taylor, em poténcias de ;, como segue:
f@+e) = f(@) + (@) + Oe?). (A.6)
Desprezando os termos O(g;2), podemos escrever a aproximagao:
f@+e) = f@)+ (@) (A7)
que substituindo em (A.5), fornece:
T+e1 2 f(T)+ f(T)e (A.8)
Como f(T) =7 a equagao (A.8) assume uma aproximagao linear:
Err1 = Aey, (A.9)

onde definimos

A= f(T), (A.10)

que é o valor da derivada de f calculada no ponto T. A solucdao da equacao a

diferencgas linear (A.9) ¢, de acordo com a solugao (3.6) da equacgao (3.5),
&t = )\tgg. (A].l)

Se || < 1, entdo, ¢, — 0 quando t — oo, isto significa que z; — Z. Caso contrario,

¢; se afasta de zero, isto é, x; se afasta de 7.

Assim, a condicao de estabilidade é dada por: T é ponto de equilibrio

linearmente estével do modelo nao linear (A.1) < |\| < 1, onde A é dada em (A.10)

a) Se A > 1 teremos um afastamento monotonico de z; a partir de um valor na
vizinhanga de 7, isto é, |¢;| aumenta e &, tem sempre o mesmo sinal

que go.(Ver figura A.1)
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€t

(a) (b)

Figura A.1: Evolucdo temporal para ¢, = Aey, com A > 1; (a) g > 0; (b) ¢g <0

b) Se 0 < A < 1 teremos uma aproximagao monotonica de z; na vizinhanga de

g B N U W

T, isto é, |&;| diminui e &, tem sempre o mesmo sinal de g¢.(Ver figura

A.2)

(a) (b)

Figura A.2: Evolugao temporal para e¢; = Aep, com 0 < X < 1; (a) €9 > 0; (b) g < 0

c) Se —1 < X\ < 0 teremos uma aproximacao oscilatéria de x; na vizinhanga de T,

isto é, |¢;| diminui e a cada passo (geragao) o afastamento em relagao

ao equilibrio troca de sinal.(Ver figura A.3)

d) Se A < —1 teremos um afastamento oscilatério de z; a partir de um valor

na vizinhanca de 7, isto é, |¢;] aumenta com o tempo e a cada passo
(geracao) o afastamento em relagdo ao equilibrio troca de sinal. (Ver

figura A.4)
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et €t
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Figura A.3: Evolucao temporal para ¢; = Aey, com —1 < XA < 0; (a) ¢g > 0; (b) ¢¢ <0

ey €t
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(a) (b)

Figura A.4: Evolucao temporal para ¢, = Aey, com A < —1; (a) ¢g > 0; (b) €9 < 0

Assim, lembrando da defini¢ao (A.10), concluimos que, para um equilibrio

T da equagao a diferengas nao linear (A.1),

e T ¢ linearmente estavel, se |f'(Z)| < 1, (casos b) e c¢) acima);

e T ¢ instéavel, se |f(Z)| > 1, (casos a) e d) acima).

Gréficamente, os equilibrios T da equagao a diferencas (A.1) podem ser

determinados através da interseccao entre as curvas

Ti41 = f(xt) € Tiy1 = T

A condigao de estabilidade para os pontos de equilibrio |f'(Z)| < 1,
estabelecida acima significa que a reta tangente ao grafico de f(x) no ponto T tem

inclinagao, em maédulo, menor do que 1.
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Na secao 3.1.2.1, tracamos os graficos correspondentes ao modelo de
Ricker para diversos valores do parametro r, onde podemos observar que para valores
0 <r <2, 7=12¢o ponto de equilibrio linearmente estavel deste modelo, enquanto
que T = 0 é equilibrio instavel do mesmo; por outro lado, para r > 2, ambos os
equilibrios sao instaveis. No que segue, veremos o que ocorre com o modelo de

Ricker, para r > 2.

Determinacgao e estabilidade de ciclos de uma equacgao a diferencgas

de 12ordem autonoma

Em geral, a equacao a diferencas que modela uma certa dinamica
populacional, envolve um ou mais parametros e as condigoes de estabilidade poderao
estar vinculadas a regioes no espaco de parametros. Por exemplo, a estabilidade do
equilibrio 77 = 1 no modelo de Ricker x4 = z;exp[r(l — z;)] é verificada (ver
segdo 3.1.2.1) apenas para 0 < r < 2. Quando para um certo valor de parametro,
existir apenas um equilibrio T linearmente estavel, teremos }H?o r; = T. E se, para

o valor de parametro em questao, nao existir nenhum equilibrio estavel, qual sera o

comportamento assintético de x;?

Voltando a equacao a diferencas de 1*ordem autonoma

Top1 = flag,7), (A.12)

onde r é um parametro, em um intervalo para r onde os equilibrios sao todos
instéveis, investigamos a possibilidade de existirem ciclos (solugoes periédicas) estaveis.
Se a equacao a diferencas envolver mais de um parametro, entao em vez de falar em

intervalo para r, teremos uma regiao no espacgo de parametros.

Comecemos por considerar, um ciclo de periodo 2. Neste caso, ao fazer
a iteracao de w1 = f(zy,7), passados os transientes, observa-se que geragoes su-
cessivas se alternam entre dois valores fixos de x, que representaremos por x| e x,

como por exemplo,
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Tog = X7 = L29 = wevnvvnnnnn =T

T4 = X226 = L28 = cevrrvnnnnn = Ty

Portanto, 2| e 2/, sao solugoes da equagao a diferencgas:
T4 = Tt (A13)
Lembrando que z;; = f(z;), entao,

o = (@) = f(f () = f2(20).

Definindo g(z;) = f(f(x;)), podemos escrever que um ciclo de periodo 2 existe se e

somente se existirem dois pontos x} e x, tais que

g(#h) = f(f(2h)) =21 e g(ah) = f(f(a})) = ). (A.14)

Portanto, /e 1z sao pontos fixos da funcio g(z) = f?(z) = f(f(x)). Os pontos de
equilibrio T e T satisfazem f(T) = T, e portanto também satisfazem f?(7) = 7,

estes sao pontos fixos instaveis de f2.

A verificacao gréafica desta situacao, aplicada ao modelo de Ricker, é

apresentada na se¢ao 3.1.2.1 (ver figura 3.6).
Estabilidade do ciclo de periodo 2

O ciclo de periodo 2 ¢é estavel se x| e a sao pontos de equilibrios

estaveis de g = f2.

Para determinar se 2} é um ponto fixo estdvel de f?, calculamos:

A= (gl

= LUl
= FU@) @l

= f(f@D)-f(2h) = f(25)-f (1) (A.15)
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que serd estavel, quando |A| < 1. A mesma expressao é obtida para ).

Na secao 3.1.2.1, ao estudar os ciclos de periodo 2 do modelo de Ricker,

a analise de sua estabilidade foi efetuada diretamente a partir de

A= o)l

mas também poderiamos ter usado o resultado obtido em (A.15), ou seja, o produto
de f'(xh) por f'(z}).

E freqiiente, a medida que se varia o parametro de uma equacao a
diferencas, observar-se a existéncia de uma sequéncia de ciclos de periodo 2", n=1,2,....,

denominada “Cascata de duplicacao de periodo”, levando a comportamentos cadticos.
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APENDICE B COMPORTAMENTO DAS
SOLUCOES DE UM SISTEMA
DE EQUACOES A
DIFERENCAS LINEARES DE
PRIMEIRA ORDEM

Dado o sistema linear (duas equagoes a diferengas lineares) da forma:

Tl = A11T¢ + A2y

Y1 = Q21T + A22Y; (B.1)

que pode ser escrito em notagao matricial, como:

T a a T
1| 11 Q12 t (B.2)
Yt+1 Q21 Q22 Ut

Definindo

ail  Gi12 :| (B.4)

v = |: . ] : (B.5)
Y

o sistema (B.1) pode ser reescrito sob a forma de uma unica equagao a diferengas
linear:

Vil = AVt (B6)

que tem solugdes na forma [Edelstein-Keshet,1988]:

v, = Ay

Zo
Vo —
Yo

onde
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isto é,
. = Mg
Yy = Nuyo (B.7)

Substituindo em (B.2), temos

)\t+1$0 . ajp a2 )\t.ﬁlfo (B 8)
)\tH?JO a1  G22 Ao

Ny = ap Mg + apM'yo

)\t+1y0 = a21/\tx0 —+ agz)\tyo. (Bg)

Usando o fato de que, para obter solugoes diferentes da trivial (0,0),

devemos ter ' # 0, podemos dividir as equagoes (B.9) por A!, obtendo

AT = a11%To + a12Y0
AYo = a21%o + G22Yo, (B.10)

que pode ser escrita da forma

(a11 — Nz + aayo =0
a21Xg + (a22 - /\)y(] =0 (B].l)
ou, ainda, em notacao matricial

ay — A Q12 Zo B 0 (B 12)
Qo1 azy — A Yo 0

Para que exista solugao nao-trivial (e neste caso serdo em ndmero in-

finito), é necessario que det(A — A\I) = 0; entao segue que:
(an - )\)(a22 - )\) — aipaz =0

que ¢é exatamenete a equagao algébrica para determinar os autovalores A da matriz

A:

A — (a11 + ag)A + (an1azs — aizas) = 0 (B.13)
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Definindo

f = antaxn=1trA (B.14)

Y = Q11092 — Q12091 = thA, (B15)
a equagao caracteristica (B.13) passa a ser escrita como:
N —BA+7y=0, (B.16)

que fornece como raizes os autovalores \; dados por:

Ai:ﬁivgt47 (B.17)

com?=1,2

Supondo A; # Ag, o principio da superposicao de solugdes nos permite

escrever a solucao geral de (B.6) sob a forma:
vi = C1 A vy + Codlavy, (B.18)

onde v; (1 = 1,2), é o autovetor associado a \;, isto é:

Avy = \ivy (B.19)
11 A12 Ty _ €Ty
Q21 Q22 Yt Yt
ou seja,
(a11 — Ni)zy + aroyy = 0 (B.20)
anzy + (ag2 — Ny = 0, (B.21)

que tem um numero infinito de solugoes (z,y;) onde

Yy = m; i=1,2. (B.22)

a12
Desta forma, a solu¢ao do sistema linear (B.1) se escreve:

Tt ‘ 1 ‘ ]_
A1—ai1 A2—a1i
yt a1z ai2



Apéndice B 123

onde (' e ('y sao constantes arbitrarias que deverao ser determinadas de modo a

satisfazer as condicoOes iniciais, isto €,

rg = Cl+02

AL —an Ao —an
Yy = C—— +Cp—,
Q12 12

donde segue que

550()\2 - an) — YoQi2

O pr—
! Xo — A
Cy Yoar2 + To(ar; — A1) (B.24)
Ao — A\

Substituindo C e Cy em (B.23), escrevemos a solugao do sistema (B.18),

que satisfaz a condigao inicial (zg,yo), sob a forma:

x A
t _ P11 P12 1 (B.25)
Y P21 P22 A%
onde
$o(>\2 - Gn) — YoAi2
= B.26
Y11 N — M ( )
Yoaiz + To(ar; — Ap)
= B.27
P12 N — ( )
xo()\z - Cln) — YoQi2 AL —an
= . B.28
72 A2 — A\ a2 ( )
02 = Yoaia + xo(arr — Ap) . A2 —an (B.29)

A2 — Ay Q12

Para que esta solucao vé para (0,0), o médulo de ambos os autovalores

devem ser menor que 1, isto é, tem-se
tlim (xt,y:) = (0,0) (B.30)

quando |A;| < 1, ¢ = 1,2. Caso algum \; ndo tenha médulo menor do que um, a

solugao vai para o infinito.
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Critérios de estabilidade para sistema de duas equacoes a

diferencas linear de 1®ordem

No que segue, estabeleceremos condigoes para que

tliglo(xt,?/t) = (0,0);
para isso, |\;| < 1, parai=1,2.

Para que as raizes A\; e A9, de uma equacgao algébrica do tipo (B.16),

sejam reais e tenham |A;| e |A2|< 1, mostraremos que devera ser satisfeito:
1Bl <~v+1<2, (B.31)
onde [ e v foram definidos em (B.14)e (B.15) respectivamente.

Para mostrar este fato, temos, de (B.17), que

JF—1
o] < 1:>—1<§i#<1 (B.32)

Na figura B.1, apresentamos duas possibilidades para #: # < 0 ou

B > 0, e estabelecemos, sem perda de generalidade, que A\; > \s.

B

Observamos que 5 ¢ o ponto médio entre as raizes A; e Ag, e portanto

B

5 < 1, ou seja

18] < 2. (B.33)

Além disso, para que as raizes sejam reais e distintas devemos ter:

B2 —dy > 0= 32 > 4y, (B.34)

que com (B.33) fornece:
v < 1. (B.35)
Analisando separadamente cada um dos autovalores \;, (i = 1,2),

temos:
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a) Se >0, A\ <1 implica em Ay < —1; e para satisfazer A; < 1, devemos ter:

B, VP-4
2T S T T

V-4 g (B.36)

para valores de 3 > 0

b) Se 3 <0, Ay > —1 implica em \; < 1; e para satisfazer Ay > —1, devemos ter:

_1<§-J¢w_47:>¢W;47<1+§, (B.37)

2

para valores de 3 < 0.

Figura B.1: Localizagao das raizes \; e Ay da equagao (B.16), para (a) 5> 0e (b)3 < 0.

Podemos escrever (B.36) e (B.37), para 3 > 0 e < 0 respectivamente,

em uma tunica condicao, a saber:

B — 4y 5]
<1l - B.38
5 5 (B.38)
donde imediatamente, obtém-se:
1Bl <~v+1 (B.39)

que com (B.35), leva a:

Bl <~y+1<2,

que é a condigao (B.31) que querfamos mostrar, para que todas as solugoes (x4, ;)
do sistema (B.1) tendam a (0,0) quando t — co. Em outras palavras, é a condi¢ao

de estabilidade do tnico equilibrio (Z,7) = (0,0) do sistema linear (B.1).
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APENDICE C DETERMINACAO E
ESTABILIDADE DOS
EQUILIBRIOS DE UM
SISTEMA DE EQUACOES A
DIFERENCAS NAO
LINEARES DE PRIMEIRA
ORDEM

Dado o sistema de equacoes:

Ti41 = f(ift, yt)
Yer1 = (T4, Y) (C.1)

onde f e g sao fungoes nao lineares de z; e y;.

Solugdes de equilibrio (7,7) devem satisfazer as relagoes:
T=[f(=7)

=9(7,9) (C.2)

<

Para analisar a estabilidade linear desses estados de equilibrios, intro-

duziremos pequenas perturbagoes tais que
Ty =T+ &
Ye =Y+ (C.3)

onde, ¢, e 7; sao pequenas perturbacoes dos estados de equilibrios T e J. A pergunta
¢é: Conhecida uma perturbacao inicial ¢y e 1, £; e 7; aumentam ou diminuem com
o passar do tempo? Para isso, determinaremos uma equacao a diferencas para os

afastamentos ¢; e 1;, de x; e y; com relagdo a T e 7, respectivamente.

Substituindo as equagoes (C.3) em (C.1) obtemos:

T+epm = f(@T+eny+m)

U+ g1 = 9(T + 0,7+ me). (C.4)
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Explorando o fato que ¢, e n; sao quantidades pequenas, podemos ex-
pandir as fungoes f e g em série de Taylor, em torno do ponto (Z,y) em poténcias

de €; e ¢, como segue:

f(f"i_ €, Y+ nt) = f(fa y) + f;(f’y)gt + f;(f7 @)Ut + 0(62’772)

9(T+ e, 7+ m) = 9T, 79) + 6, (T, P)e + g, (T, 7)) + O, 7°) (C.5)

Desprezando termos de O(g?,1?), podemos escrever uma aproximagao, linear para

(C.5), como segue:

T+ €41 = f(fa y) + fé(f7 y)gt + f;(fv @)Ut

U+ = 9T, 7) + 9.(T G)ee + g, (T, 7)1, (C.6)

que, usando (C.2), se escreve como:

1 = fo(T,Y)er + f;/,(fa Y)ne

N1 = 9, (T,9)er + g, (T, 9) 1, (C.7)

ou ainda, sob notacao matricial:

i3]

€t41 N fglv( 7@) fg,/(fa y) €t
Mi41 9.(T,9) 9,(Z,7) N

&l
<

Concluimos que, para pontos (x;, y;) préximos a (T, ¥y), os afastamentos
7 9 ? ?
(€,m) com relacao ao equilibrio satisfazem o sistema de equagoes a diferengas linear

(C.8).

Definindo a matriz jacobiana J através de:

J=|"" Y : (C.9)

a equacao (C.8) se escreve sob a forma:

€41 €t

~ J : (C.10)
Nt+1 Tt
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que ainda pode ser escrito como:

Virr ~ Jvyg (C.11)
sendo definido
&t
Vt =
Ur

Se (e&,m:) — (0,0) quando t — oo, entdo (z;,y:) — (Z,7) quando
t — oo e o equilibrio (7,7) é linearmente estavel; caso contrario, (Z,7) é instéavel,

isto é, (&, m;) — oo quando t — oo.

Portanto, [ver Apéndice B] diz-se que um equilibrio (Z,7) do sistema

nao linear (C.1) é linearmente estavel se
Bl <1+7v<2, (C.12)

onde 3 = trJ e vy = detJ, para a matriz jacobiana J definida em (C.9). Se a condicao

(C.12) nao estiver satisfeita, o ponto de equilibrio (Z,7) é dito instavel.

A condigao (C.12) é a mesma (B.31), que deve ser satisfeita para que

as rafzes \; e A2 da equagao algébrica (B.16)
N —BA+v=0,

sejam reais e tais que |A] e [Ao] < 1.
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