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RESUMO

O comportamento dinâmico de um sistema é tradicionalmente descrito por um
modelo, em geral associado a um conjunto de equações diferenciais ou de equações
de diferenças, onde as variáveis representam grandezas físicas. Sistemas complexos,
principalmente na indústria de processos, incorporam elementos com comportamento
dinâmico lógico, tais como atuadores e sensores ON-OFF (estados aberto/fechado) ou
proposições lógicas (estados verdadeiro/falso). Estes sistemas são denominados “Sistemas
Híbridos”, “ Sistemas Mistos Lógicos-dinâmicos”ou, simplesmente, “Sistemas Mistos”.
Neste trabalho, são apresentadas técnicas que, associando variáveis lógicas a estes
elementos, e mediante a incorporação de restrições sobre as variáveis, permitem obter
um modelo matemático do sistema misto. Neste caso, técnicas clássicas de controle não
permitem a incorporação destas novas variáves e restrições. Como opção de controle de
sistemas mistos, é então proposta e estudada uma técnica de controle preditivo baseado
em modelo. São apresentados tanto a formulação teórica do problema de controle, quanto
exemplos e simulações bem como um estudo de caso de sua aplicação sobre um sistema
de equalização de uma planta de tratamento de efluentes.

Palavras-chave: Sistemas Mistos Lógicos-Dinâmicos , Controle Preditivo.



ABSTRACT

The dynamical behavior of a system is classically described by a model, generally
represented by a set of differential or difference equations in variables representing physical
values. Mainly in the process industry, complex systems include components with logical
dynamics, such as ON-OFF actuators and sensors (open/closed status) or propositional
logics (true/false status). These systems are known as “Hybrid Systems” or “ Mixed Logical
Dynamical Systems”. In this work, modelling techniques to obtain a model for these
systems by associating logical variables to the new elements and by defining appropriate
constraints on the variables, are presented. In this case, classical control techniques do
not allow these logical variables to be incorporated. As a hybrid systems control option, a
model based predictive control technique is therefore proposed. A formal statement of the
predictive control problem as well as illustrative examples and simulations are presented.
Finally, a case study of the application of the proposed method on an equalization system
part of a waste-water treatment plant is presented in order to illustrate the applicability of
the proposed techniques.

Keywords: Mixed Logical-Dynamical Systems, Predictive Control



SUMÁRIO

LISTA DE ILUSTRAÇÕES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

LISTA DE ABREVIATURAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 FUNDAMENTOS DO CONTROLE PREDITIVO BASEADO EM MODELO
(MPC) LINEAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.2 Modelo de Equações de Estado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.3 Preditor de estado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.4 Preditor de saída . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.5 Função de custo quadrática. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.5.1 Função de custo para a evolução do estado . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.5.2 Função de custo para a evolução da saída . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.6 Efeito de perturbações. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.7 Restrições . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.7.1 Restrições comuns encontradas na prática . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.7.2 Modelamento Genérico de Restrições . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.8 O Problema de Otimização . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.8.1 Formulação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.8.2 Solução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3 SISTEMAS MISTOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.2 Exemplos de sistemas envolvendo variáveis contínuas e lógicas. . . . . 28
3.3 Tipos de variáveis. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.4 Representação algébrica de expressões lógicas simples. . . . . . . . . . 32
3.4.1 Procedimento sistemático de modelamento de expressões lógicas . . . . . 35
3.5 Representação algébrica de expressões lógicas complexas. . . . . . . . 36
3.6 Modelamento de Sistemas Mistos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.6.1 Caso 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.6.2 Caso 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.6.3 Caso 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44



4 CONTROLE PREDITIVO DE SISTEMAS HíBRIDOS . . . . . . . . . . 46
4.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.2 Controle preditivo do sistema de múltiplas dinâmicas e eventos discretos

externos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.3 Sistemas de múltiplas dinâmicas e eventos discretos internos. . . . . . . 48
4.3.1 Formulação do problema de controle preditivo do sistema . . . . . . . . . 48
4.4 Sistemas com variáveis de controle lógicas. . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.4.1 Controle preditivo do sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.4.2 Formulação do problema de otimização . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.5 Solução do problema de otimização. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.6 Exemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
4.6.1 Sistema com duas regiões de operação (1) . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
4.6.2 Exemplo com duas regiões de operação (2) . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
4.6.3 Exemplo com duas regiões de operação (3) . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
4.6.4 Exemplo: Sistema dinâmico com variável manipulada discreta . . . . . . 68
4.6.5 Simulação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

5 ESTUDO DE CASO: SISTEMA DE EQUALIZAÇÃO DE UMA PLANTA
DE TRATAMENTO DE EFLUENTES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

5.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
5.2 O sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
5.3 Modelamento matemático do sistema. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
5.3.1 Equações de estado da planta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
5.4 Equações Dinâmicas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
5.4.1 Modelo híbrido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
5.4.2 Linearização do modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
5.4.3 Ponto de equilíbrio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
5.4.4 Considerações com relação à definição de variáveis aleatórias auxiliares . 85
5.4.5 Sistema em tempo discreto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
5.4.6 Restrições . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
5.5 Controle Preditivo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
5.5.1 Preditor de estado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
5.5.2 Função de Custo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
5.6 Resultados da simulação. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

6 CONCLUSÕES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106



LISTA DE ILUSTRAÇÕES

Figura 3.1: Sistema de nível: resposta ao degrau unitário para os casos (I) Uma
válvula aberta (II) Duas válvulas abertas . . . . . . . . . . . . . . . . 30

Figura 3.2: Forno elétrico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

Figura 4.1: Simulação de sistema com duas regiões de operação e eventos internos
(1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

Figura 4.2: Simulação exemplo tomado de (BEMPORADI; MORARI (1999)) . . 66
Figura 4.3: Simulação alternativa do sistma com duas regiões de operação . . . . 69
Figura 4.4: Simulação do sistema com variáveis manipuladas discretas . . . . . . 70

Figura 5.1: Sistema de Equalização de Planta de Tratamento de Efluentes . . . . 73
Figura 5.2: Resultados da simulação: Perturbações aplicadas . . . . . . . . . . . 95
Figura 5.3: Resultados da simulação: PV e MV . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
Figura 5.4: Resultados da simulação: Variáveis de Estado . . . . . . . . . . . . . 97
Figura 5.5: Resultados da simulação: Válvulas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
Figura 5.6: Simulação para condição inicial distante do ponto de equilíbrio: Perturbações

aplicadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
Figura 5.7: Simulação para condição inicial distante do ponto de equilíbrio: PV

e MV . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
Figura 5.8: Simulação para condição inicial distante do ponto de equilíbrio: Variáveis

de Estado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
Figura 5.9: Simulação para condição inicial distante do ponto de equilíbrio: Válvulas103



LISTA DE ABREVIATURAS

MPC Model Predictive Control

MBPC Model Based Predictive Control

MLD Mixed Logic-Dynamic

SISO Single Input-sSingle Output

NLP Non-linear Programming

MINLP Mixed Integer Non-linear Programming

QP Quadratic programming

LP Linear Programming

MIQP Mixed Integer Quadratic Programming



9

1 INTRODUÇÃO

A necessidade, especialmente na indústria de processos, de aprimorar aspectos da
produção tais como qualidade de produto, uso eficiente da energia e responsabilidade
com relação a segurança e meio ambiente, entre outros, tem levado à pesquisa de novas
técnicas de controle que atendam a especificações cada vez mais estritas (OGUNNAIKE;
RAY (1994)). Dentro deste contexto, o Controle Preditivo Baseado em Modelo (MPC ou
MBPC), surge como um dos mais promissores, já que permite, entre outros (OGUNNAIKE;
RAY (1994),CAMACHO; BORDONS (2000)):

• Trabalhar com sistemas multivariáveis, geralmente com acoplamento ou interação
entre variáveis significativos.

• Trabalhar em presença de perturbações, sejam estas mensuráveis ou não.

• Controlar sistemas com comportamentos dinâmicos complexos, tais como atrasos
de transporte, instabilidade da malha aberta e fase não mínima.

• Controlar tanto sistemas lineares como não lineares.

• Utilização de diferentes modelos (resposta impulsiva, resposta ao degrau, função
de transferência, variáveis de estado, ARIMA, CARIMA, etc.).

• Lidar com restrições de diferentes tipos, tais como:

– restrições na amplitude de entradas, saídas, estados

– restrições nas taxas de variação ( restrições deslew rate)

• Otimização do desempenho, com função objetivo que pondera, tipicamente os erros
nas variáveis sob controle e o esforço de controle (variáveis manipuladas) permitindo,
inclusive, o tratamento de problemas multiobjetivo (CAMACHO; BORDONS (2000),
SCHEFFER (2003)). Um exemplo desta situação é um sistema requerendo diferentes
objetivos de controle durante a partida e durante o regime estacionário. Dados
“m” objetivos de controle representados por suas funções de custoJi com i =
1, . . . , m, poderia ser definida uma única função de custo, como a soma ponderada
dos diferentes objetivos de controle, isto é,

∑m
i=1 βiJi, onde os parâmetrosβi são

os pesos ou ponderações das respectivas funções de custo. Níveis de prioridade ou
hierarquias entre os diferentes objetivos, podem, também, ser definidos (CAMACHO;
BORDONS (2000)).
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Apesar destas características, nem todos os processos apresentarão melhores desempenhos
pelo fato de serem utilizadas técnicas de controle preditivo. Por outro lado, existe um
consenso para a aplicabilidade de controle preditivo em sistemas que apresentem algumas
destas caraterísticas (OGUNNAIKE; RAY (1994)):

• Sistemas multivariáveis com significativa interação ou acoplamento entre as malhas
SISO.

• Número de entradas diferente do número de saídas.

• Comportamentos dinâmicos complexos.

• Restrições.

Dentro do contexto da necessidade de melhoras contínuas, e aprimoramento dos
sistemas de controle, já nos finais da década de 80, no meio acadêmico, começou a se dar
maior ênfase ao fato de que a grande maioria dos sistemas, não necessariamente de alta
complexidade, não somente estão caracterizados por dinâmicas contínuas, como também
envolvem outras variáveis com comportamento dinâmico discreto, geralmente lógico, isto
é, assumindo um de dois possíveis valores (1 − 0, “liga-desliga”, “verdadeiro-falso”).
Estes sistemas envolvento variáveis contínuas e lógicas, são chamados “Sistemas Híbridos”,
“Sistemas Mistos Lógicos-dinâmicos”ou, simplesmente, “Sistemas Mistos”. Exemplos
de componentes com comportamento lógico são válvulas ON-OFF, chaves fim de curso,
chaves de nível, termostatos, pressostatos, etc.. Outras variáveis lógicas dentro de um
processo, surgem de proposições lógicas do tipo se-então-senão (if-then-else). Outros
exemplos de sistemas mistos, são sistemas nos quais se produzem chaveamentos de
dinâmicas frente a situações, tais como, entre outras:

• Tomada de decisão, geralmente resultado de proposições do tipo if-then-else.

• Comportamentos não lineares: por exemplo um sistema com saturação de entrada,
pode ser modelado como sistema misto.

• Chaveamento de região de operação segundo a evolução do estado.

Outra situação interessante em sistemas com atuadores com comportamento lógico,
resulta do fato de considerar os graus de liberdades destes dispositvos como variáveis de
controle.

Tipicamente, nos sistemas mistos, existe significativa interação entre ambos tipos de
variáveis. A modelamento matemática destes sistemas tem sido estudada e proposta por
vários pesquisadores, como por exemplo em (BEMPORADI; MORARI (1999), RAMAN;
GROSSMANN (1991), RAMAN; GROSSMANN (1992),BRANICKY (1998), BARTON;
LEE (2002), TYLER; MORARI (1999)).

Dadas as características dos sistemas mistos lógicos-dinâmicos e da sua modelamento
através da introdução de restrições, a utilização de controle preditivo baseado em modelo
parece ser uma abordagem bastante apropriada para o controle deste tipo de sistemas. Em
particular, a aplicação de técnicas de controle preditivo a sistemas com estas características,
permite fazer predições sobre as evoluções dos mesmos ao longo de cada predição. Em
(BEMPORADI; MORARI (1999)), são apresentadas algumas técnicas de modelamento
de sistemas mistos, e é estudada a aplicação de técnicas de controle preditivo baseado em
modelo a estes sistemas.
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Neste trabalho, tem-se como principal objetivo confirmar a aplicabilidade desta técnica
de controle preditivo baseado em modelo (MPC) a este tipo de sistemas, determinando
vantagens, desvantagens e potencialidades. Para isto, os principais tipos de sistemas
mistos são identificados, e os resultados obtidos são validados através de exemplos numéricos
e simulações.

O presente trabalho está organizado como segue. O capítulo 2 estuda fundamentos
de Controle Preditivo baseado em Modelo, utilizando o modelo de espaço de estado.
Determinam-se preditores tanto para o estado como para a saída. É também estudado
o efeito de perturbações e a inclusão de restrições, finalizando com a formulação do
problema de otimização.

No capítulo 3 é introduzido o conceito de sistema misto e a sua modelamento,
desde sistemas combinatoriais simples, até sistemas de maior complexidade onde variáveis
contínuas auxiliares devem ser introduzidas. São analisados os sistemas mistos de interesse
para a área de controle. Três casos típicos básicos de sistemas mistos são estudados em
maior detalhe. O capítulo 4 combina os dois capítulos anteriores, aplicando a técnica de
controle preditivo desenvolvida no capítulo 3 aos sistemas mistos estudados no capítulo
4. A simplicidade da incorporação de restrições no problema de otimização resulta ser o
principal motivador dos estudos efetuados neste capítulo. Vários exemplos numéricos e
suas simulações são apresentados.

Finalmente, no capítulo 5 é apresentado um estudo de caso. Passo a passo, começa-se
pela obtenção do modelo de equações de estado da planta em estudo, seguindo pela
obtenção do modelo híbrido da mesma e formulação do problema de controle preditivo,
finalizando com simulações sob diferentes condições. No final do trabalho são apresentadas
as conclusões.
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2 FUNDAMENTOS DO CONTROLE PREDITIVO BASEADO
EM MODELO (MPC) LINEAR

2.1 Introdução

O controle preditivo baseado em modelo é uma estratégia de controle que, a partir
de um modelo matemático do sistema, faz a predição da sua evolução em função da
seqüência de ações de controle. Com base nesta predição, a seqüência de ações de
controle a ser aplicada, é determinada através da minimização de uma função de custo.

A estratégia MPC, a partir do instante atualt (CAMACHO; BORDONS (2000)), pode
ser resumida pelos seguintes passos:

1. Medição das variáveis de estado ou saídas. No caso em que as variáveis não estão
disponíveis para medição, pode-se, para estimar o estado do sistema, utilizar um
observador de estado (por exemplo, filtro de Kalman).

2. Com estes valores, a “história” do sistema (valores passados) e o modelo, é obtida
a seqüência de valores da variável manipulada (MV) que resulta da minimização de
uma função de custo. Esta função de custo incluirá, por exemplo, o erro quadrático
ponderado da seqüência de valores preditos das variáveis sob controle, com relação
a uma seqüência desejada ou especificada como objetivo de controle, e o quadrado
ponderado das ações de controle.

3. O primeiro valor da seqüência de ações de controle – o correspondente ao instante
t – será o efetivamente aplicado ao processo. No instante seguinte (t + Ts), onde
Ts é o período de amostragem do sistema discretizado, o procedimento é repetido.

O MPC define uma estratégia e diversas técnicas foram e estão sendo desenvolvidas
para a sua implementação. Porém, todas elas têm os seguintes elementos em comum
(CAMACHO; BORDONS (2000)):

• Modelo do processo: por exemplo função de transferência, espaço de estados,
resposta ao salto ou resposta impulsiva.

• Preditor: com base no modelo, determina-se uma equação – geralmente de tempo
discreto – que descreve a evolução futura – predição da evolução – do sistema,
em função do valor atual do estado (ou da saída) e das ações de controle a serem
aplicadas.
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• Trajetória de Referência: é uma seqüência de valores que descreve a trajetória ou
evolução “desejada” das variáveis de estado ou das variáveis de processo (saída).

• Função de custo (também chamada função objetivo ou função de otimização):
geralmente é um critério quadrático que penaliza ou pondera o erro quadrático
futuro – predito – das trajetórias do estado ou da saída (quadrado da diferença
entre estas últimas e suas correspondentes trajetórias de referência) e os quadrados
dos valores atuais e futuros das ações de controle. Esta função representa um
compromisso entre precisão de seguimento de referência (erro ponderado) e esforços
de controle (ações de controle ponderadas). A sua minimização com relação às
ações de controle, permite obter a seqüência de valores ou “movimentos” futuros
da mesma para o estado ou a saída seguir a referência, de forma ótima.

• Horizonte deslizante: na descrição do procedimento utilizado em MPC, foi mencionado
que são feitas predições do comportamento do sistema. A questão é de por quantos
períodos de amostragem será feita a predição ou, introduzindo novos termos, qual
será o “horizonte” de predição. Para a situação de horizonte finito – número finito
de predições –, no procedimento mais acima detalhado, a cada novo instante de
amostragem, o horizonte é “restaurado” ou “deslizado” seguindo uma política chamada
de “horizonte deslizante” ou “receding horizon”. A partir desta definição, são
introduzidas as seguintes (CAMACHO; BORDONS (2000)):

– Horizonte de Predição: quantidade de predições do estado ou da saída, em
unidades de períodos de amostragem. Daqui em diante será representado
como “N ”.

– Horizonte de Controle: quantidade de movimentos (Nu, em unidades de períodos
de amostragem) da ação de controle. Sendo que deve serNu ≤ N , os valores
da ação de controle deNu a N , são considerados iguais ao valor da ação de
contole no instanteNu.

A utilização de técnicas de controle preditivo na indústria, resulta de grande interesse
devido as vantagens que oferece (CAMACHO; BORDONS (2000), GARCÍA; PRETT;
MORARI (1989), OGUNNAIKE; RAY (1994), PIKE (1996), CLARKE; MOHTADI
(1989)), tais como:

• Aplicacão tanto em sistemas monovariáveis como multivariáveis.

• Facilidade de incorporação de restrições.

• Compromisso entre desempenho temporal e esforço de controle.

Como fora mencionado, não existe um único método de controle preditivo. O método
utilizado neste trabalho baseia-se no modelo de variáveis de estado, e utiliza o critério
de otimização quadrático já descrito. A seguir será feita a descrição de cada um dos
elementos básicos da estratégia MPC a ser explorada ao longo do manuscrito.
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2.2 Modelo de Equações de Estado

Considere o sistema representado no espaço de estado em tempo discreto1:

{
x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

(2.1)

ondeA ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rns×n, D ∈ Rns×m, x ∈ Rn, u ∈ Rm , y ∈ Rns.

Os vetoresx , u ey são, respectivamente, os vetores de estado, controle e saída.

2.3 Preditor de estado

Considera-se, daqui em diante, que o estado no instantet é mensurável e conhecido.
A solução da equação de estado – equação de diferenças – em um instantet + j, ondej
é um número inteiro de vezes o período de amostragem, referido a um instante passado
– instante inicial –t é obtido a partir da aplicação sucessiva do modelo (2.1), como segue:

x(t + j) = Ajx(t) +

j∑
i=1

Aj−iBu(t + i− 1) (2.2)

Sendo o modelo conhecido, pode-se aplicar a equação anterior considerandot como
sendo o instante atual e, como conseqüência,t+j um instante futuro. Utiliza-se a notação
x̂(t + j|t) para indicar a predição do valor do estadox no instante futurot + j, feita no
instantet. Com esta consideração, obtém-se o preditor ou equação de predição do estado
seguinte (RAWLINGS (2000)):

x̂(t + j|t) = Ajx(t) +

j∑
i=1

Aj−iBu(t + i− 1) (2.3)

Aplicando a equação (2.3) recursivamente paraj = 1, 2, . . . , N , ondeN é o horizonte
de predição, é obtido o seguinte conjunto de equações :

1Considera-se, daqui em diante,t inteiro (positivo), e taxa de amostragem unitária, sem perda de
generalidade
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



x̂(t + 1|t) = Ax(t) + Bu(t)
x̂(t + 2|t) = A2x(t) + ABu(t) + Bu(t + 1)
x̂(t + 3|t) = A3x(t) + A2Bu(t) + ABu(t + 1) + Bu(t + 2)
...
x̂(t + N |t) = ANx(t) + AN−1Bu(t) + . . . + ABu(t + N − 2) + Bu(t + N − 1)

(2.4)

Como já fora mencionado, não necessariamente tem-seNu = N . Para a situação
Nu < N , será considerado:

u(t + j) = u(t + Nu − 1), ∀j = Nu, Nu + 1, . . . , N (2.5)

Definindo os seguintes vetores e matrizes

Xp =




x̂(t + 1|t)
x̂(t + 2|t)
...
x̂(t + Nu − 1|t)
...
x̂(t + N |t)



∈ RnN (2.6)

U =




u(t)
u(t + 1)
...
u(t + Nu − 1)


 ∈ RmNu (2.7)

A =




A
A2

...
ANu−1

...
AN



∈ RnN×n (2.8)

B =




B 0 · · · 0
AB B · · · 0
...

...
. ..

...
ANu−1B ANu−2B · · · B
...

...
. ..

...
AN−1B AN−2B · · · ∑N

l=Nu
AN−lB



∈ RnN×mNu , (2.9)
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onde a matriz0 é um bloco de zeros de dimensão adequada. O conjunto de equações
(2.4) em forma matricial escreve-se, então, como segue:

Xp = Ax(t) + BU (2.10)

A equação (2.10) será chamada daqui em diante de “preditor de estado”.

2.4 Preditor de saída

Utilizando os resultados anteriores, o preditor de saída é obtido a seguir.
A saída emt + j é dada por:

y(t + j) = Cx(t + j) + Du(t + j) (2.11)

Substituíndox(t + j) na equação anterior conforme a expressão (2.2), tem-se que:

y(t + j) = CAjx(t) +

j∑
i=1

CAj−iBu(t + i− 1) + Du(t + j) (2.12)

Seguindo o mesmo raciocínio utilizado na obtenção do preditor de estado, considerando
t o instante atual, a predição da saída no instante futurot + j é:

ŷ(t + j|t) = CAjx(t) +

j∑
i=1

CAj−iBu(t + i− 1) + Du(t + j) (2.13)

Definindo as matrices

Yp =




ŷ(t + 1|t)
...

ŷ(t + N |t)


 (2.14)

C =




CA
CA2

...
CAN


 (2.15)
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D =




CB D 0 · · · 0
CAB CB D · · · 0
CA2B CAB CB · · · 0
...

...
...

.. .
...

CANu−1B CANu−2B CANu−3B · · · D
CANuB CANu−1B CANu−2B · · · CB
...

...
...

.. .
...

CAN−1B CAN−2B CAN−3B · · · ∑N
l=Nu

CAN−lB




(2.16)

a expressão matricial do “preditor de saída” resulta, então, em:

Yp = Cx(t) +DU (2.17)

2.5 Função de custo quadrática

Define-se nesta seção a função de custo como a soma dos erros quadráticos ponderados
da evolução do sistema – estado ou saída – com relação à trajetória de referência, mais a
soma ponderada dos quadrados das ações de controle.

2.5.1 Função de custo para a evolução do estado

Considerando o vetor de trajetória – seqüência de valores futuros – de referência
de estado seguinte

Xref =




xref (t + 1)
xref (t + 2)

...
xref (t + N)


 (2.18)

define-se a função de custo (CAMACHO; BORDONS (2000)):

Jx = 0.5
N∑

j=1

(x̂(t + j|t)− xref (t + j))T Q̃x(x̂(t + j|t)− xref (t + j)) +

+ 0.5
Nu∑
j=1

u(t + j)T Q̃uu(t + j) (2.19)

onde a matrizQ̃x, definida ou semi-definida positiva, é a ponderação ou peso do erro
médio quadrático da trajetória de estado, e a matrizQ̃u, definida positiva, é a ponderação
das ações de controle.

Definindo as matrizes
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Qx =




Q̃x . . . 0
...

. ..
...

0 . . . Q̃x


 (2.20)

e

Qu =




Q̃u . . . 0
...

. ..
...

0 . . . Q̃u


 (2.21)

a função de custo pode ser expressada matricialmente como segue:

Jx = 0.5 (Xp −Xref )
T Qx(Xp −Xref ) + 0.5UT QuU , (2.22)

Introduzindo a expressão do preditor (2.10) nesta última equação e após algumas
manipulações algébricas, chega-se à seguinte expressão:

Jx = 0.5UT (BT QxB + Qu)U + (xT (t)AT −X T
ref )QxB U +

+ 0.5 (x(t)TAT −Xref
T )Qx(Ax(t)−Xref ) (2.23)

Observe que a equação anterior é uma função quadrática emU , da forma:

Jx = 0.5UT H U + fTU + G (2.24)

onde

H = (BT QxB + Qu) (2.25)

fT = (xT (t)AT −X T
ref )QxB (2.26)

G = 0.5 (x(t)TAT −Xref
T )Qx(Ax(t)−Xref ) (2.27)

Observe que sendo quex(t) é o valor medido do estado no instantet, a matrizG é
uma matriz de constantes.
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2.5.2 Função de custo para a evolução da saída

De forma similar, considerando a otimização da saída , sendo a trajetória de referência

Yref =




yref (t + 1)
yref (t + 2)

...
yref (t + N)


 (2.28)

define-se a função de custo:

Jy = 0.5 (Yp − Yref )
T Qy(Yp − Yref ) + 0.5UT QuU (2.29)

SubstituíndoYp por sua expressão (2.17), e após algumas manipulações algébricas
obtém-se:

Jy = 0.5UT (DT QyD + Qu)U + (Cx(t)− Yref )
T QyDU +

+ 0.5 (Cx(t)− Yref )
T Qy(Cx(t)− Yref )) (2.30)

A funçãoJy é uma função quadrática emU , da forma:

Jy = 0.5UT Hy U + fT
y U + Gy (2.31)

2.6 Efeito de perturbações

Considerando que o sistema sofre o efeito de perturbacões aditivas sobre o estado e
sobre a saída, o modelo de espaço de estado considerando estas perturbações é dado por:

{
x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t) + Υν(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) + Ψω(t)

(2.32)

onde ν(t) ∈ <nν e ω(t) ∈ <nω são, respectivamente, os vetores de perturbação sobre
o estado e sobre a saída,Υ ∈ <ns×nν eΨ ∈ <n×nω .

As equações de predição (2.4), incorporando o efeito das perturbações , resultam então
em:
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



x̂(t + 1|t) = Ax(t) + Bu(t) + Υν(t)
x̂(t + 2|t) = A2x(t) + ABu(t) + Bu(t + 1) + AΥν(t) + Υν(t + 1)
x̂(t + 3|t) = A3x(t) + A2Bu(t) + ABu(t + 1) + Bu(t + 2) + A2Υν(t) +
+ AΥν(t + 1) + Υν(t + 2)
...
x̂(t + N |t) = ANx(t) + AN−1Bu(t) + . . . + ABu(t + N − 2) + Bu(t + N − 1) +
+ AN−1Υν(t) + . . . + AΥν(t + N − 1) + Υν(t + N − 1)

As equações de saída são modificadas como segue:





ŷ(t + 1|t) = CAx(t) + CBu(t) + Du(t + 1) + CΥν(t) + Ψω(t)
ŷ(t + 2|t) = CA2x(t) + CABu(t) + CBu(t + 1) + Du(t + 2) + CAΥν(t) +
+ CΥν(t + 1) + Ψω(t + 1)
ŷ(t + 3|t) = CA3x(t) + CA2Bu(t) + CABu(t + 1) + CBu(t + 2) + Du(t + 3) +
+ CA2Υν(t) + CAΥν(t + 1) + CΥν(t + 2) + Ψω(t + 2)
...
ŷ(t + N |t) = CANx(t) + CAN−1Bu(t) + . . . + CABu(t + N − 2) + CBu(t + N − 1) +
+ CAN−1Υν(t) + . . . + CAΥν(t + N − 1) + CΥν(t + N − 1) + Ψω(t + N)

Com relação aos valores das perturbações a serem usadas na predição, três situações
podem ser consideradas2:

1. As perturbações são mensuráveis.

Nesta situação as perturbações poderão ser consideradas constantes ao longo do
horizonte de predição com valor igual ao medido no instantet, isto é, paraj =
1, 2, . . . , N − 1:

ν(t + j) = ν(t)
ω(t + j) = ω(t)

(2.33)

2. As perturbações não são mensuráveis e a suas médias são conhecidas.

Esta situação é similar à anterior, porém os valores a serem considerados para as
perturbações, são as suas respectivas médias. Logo, paraj = 1, 2, . . . , N :

ν(t + j) = ν
ω(t + j) = ω

(2.34)

2Embora não possam ser feitas predições sobre as perturbações, poderiam ser introduzidas extrapolações
a partir dos valores medidos, tais como rampas, filtros de primeira ordem, etc.
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3. As perturbações são não mensuráveis e as suas médias são desconhecidas.

Neste caso, não há outra possibilidade a não ser considerá-las nulas. Então, para
j = 0, 1, 2, . . . , N − 1:

ν(t + j) = 0
ω(t + j) = 0

(2.35)

Pelas considerações feitas, as perturbações serão consideradas constantes, com a ressalva
de que para o primeiro caso o valor deverá ser atualizado a cada período de amostragem.
O terceiro caso é um particular do segundo (constante igual a zero).

Desta forma, definindo a matriz

Υ̃ =




Υ
AΥ + Υ

...
AN−1Υ + . . . + AΥ + Υ


 (2.36)

os preditores de estado e de saída do sistema na presença de perturbações, resultam,
respectivamente:

Xp = Ax(t) + BU + Υ̃ν(t) (2.37)

Yp = Cx(t) +DU + CΥ̃ν(t) + Ψω(t) (2.38)

Definindo agora:

Ã =
[ A Υ̃

]
(2.39)

x̃(t) =

[
x(t)
ν(t)

]
(2.40)

C̃ =
[ C CΥ̃ Ψ

]
(2.41)
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˜̃x(t) =




x(t)
ν(t)
ω(t)


 (2.42)

As equações de predição podem ser re-escritas como segue:

Xp = Ãx̃(t) + BU (2.43)

Yp = C̃ ˜̃x(t) +DU (2.44)

Finalmente, introduzindo as equações anteriores nas respectivas funções de custo
(2.23) e (2.30), estas resultam:

Jx = 0.5UT (BT QxB + Qu)U + (Ãx̃(t)−Xref )
T QxB U +

+ 0.5 (Ãx̃(t)−Xref )
T Qx(Ãx̃(t)−Xref ) (2.45)

Jy = 0.5UT (DT QyD + Qu)U + (C̃ ˜̃x(t)− Yref )
T QyDU +

+ 0.5 (C̃ ˜̃x(t)− Yref )
T Qy(C̃ ˜̃x(t)− Yref )) (2.46)

Observe-se que as equações anteriores são também funções quadráticas emU , da
forma:

J = 0.5UT HU + f̃TU + G̃ (2.47)

2.7 Restrições

Em geral todo processo apresenta restrições. Por exemplo, um controlador não
pode fornecer sinal de controle além da sua capacidade (efeito de saturação) e uma
variável de processo, por diferentes motivos, não poderá sair de determinada faixa ou
ter uma taxa de variação superior ou inferior à especificada. A seguir serão apresentadas
algumas das restrições que aparecem com maior freqüência em controle de processos.
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2.7.1 Restrições comuns encontradas na prática

As restrições mais comuns encontradas num processo são as seguintes (CAMACHO;
BORDONS (2000)):

• Restrições de amplitude do sinal de controle

Por limitações físicas, do processo ou considerações relativas à máxima potência
que o atuador pode fornecer (por limitações físicas, de consumo de energia, etc.),
entre outras, o sinal que pode ser fornecido terá limites máximos e mínimos. Por
exemplo, num sistema de controle de vazão ou nível que utiliza uma válvula de
controle como atuador, o mesmo terá limites extremos (aberturas 0% e 100%). Pode
expressar-se esta situação da seguinte forma:

U ≤ u(t) ≤ U , ∀t,

onde o vetorU corresponde à amplitude de controle mínima, e o vetorU à máxima.

• Restrições de slew rate (velocidade de variação) do sinal de controle

Da mesma forma que a válvula do exemplo não pode fornecer certos valores de
amplitude, também não pode fornecer uma variação “instantânea” do sinal. Resulta
claro que a resposta do atuador será limitada ou restrita a uma velocidade máxima
de variação. Esta velocidade de variação máxima, é chamadaslew rateou taxa de
variação. Matematicamente, esta restrição pode ser representada por:

u ≤ ∆u(t) ≤ u, ∀t

onde os vetoresu eu são, respectivamente, as taxas mínima e máxima de variação,
e∆u(t) = u(t)− u(t− 1).

• Restrições de amplitude sobre a saída

Com relação à saída, resulta necessário muitas vezes considerar as amplitudes máxima
e mínima, por razões de segurança, respeito a especificações de qualidade, etc..
Matematicamente, a expressão é similar à de restrições de amplitude de controle:

y ≤ y(t) ≤ y, ∀t,

sendo os vetoresy a amplitude de saída mínima, ey a máxima. A equação anterior
é equivalente à seguinte, envolvendo o estado:

y ≤ Cx(t) + Du(t) ≤ y, ∀t

• Restrições sobre os estados

De maneira genérica, as restrições sobre os estados podem ser representadas por
uma inequação,

Φx(t) ≤ Θ (2.48)

Note que esta restrição define uma região poliedral no espaço de estados, onde a
trajetória de estado deverá estar contida
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• Outros exemplos de possíveis restrições

Outras restrições que podem aparecer, embora as mais comuns sejam as anteriores,
são indicadas a seguir:

– Restrições de faixa
Neste caso, o estado ou a saída do sistema segue uma trajetória dentro de uma
faixa de tolerância, que pode ser interpretada como uma trajetória de mínimos
(y(t)) e outra de máximos (y(t))

y(t) ≤ y(t) ≤ y(t)

– Restrições de sobrepasso
A introdução desta restrição é simples. Supondo que a referência tenha sido
mantida constante por um período suficiente de tempo (o sistema está em
regime permanente), frente a uma variação da mesma, impõe-se uma restrição
que indica uma porção do horizonte de predição na qual o sobrepasso pode
ocorrer. Matematicamente, tem-se

y(t + j) ≤ ỹ(t), j = No1, . . . , No2, no caso de aumento da referência

ou

y(t + j) ≥ ỹ(t), j = No1, . . . , No2, no caso de diminuição da referência

ondeỹ(t) e ỹ(t) representam respectivamente as trajetórias máxima e mínima
que limitamy(t) durante o período no qual o sobrepasso é aceitável, e1 ≤
No1 ≤ No2 ≤ N .

Para evitar a possibilidade de oscilações após o instanteNo2, poderia ser
imposta uma restrição de amplitude paraj > No2.

– Comportamento monotônico
Frente a variações na referência, alguns sistemas apresentam oscilações antes
mesmo de terem passado pelo novo valor de referência. Para evitar este
fenômeno conhecido comokick back, se impõe a restrição de que a saída deve
evoluir monotônicamente (crecente ou decrecente, conforme for a variação
da referência positiva ou negativa). Esta restrição pode ser representada da
seguinte forma:

Sey(t) < yref (t) ⇒ y(t + j) ≤ y(t + j + 1)

Isto equivale a dizer que se a variável de processo é menor que a referência,
sua evolução é restrita a ser monotônicamente (não estritamente) crescente. A
situação inversa expressa-se assim:

Sey(t) > yref (t) ⇒ y(t + j) ≥ y(t + j + 1).

Aqui, yref (t) representa a evolução ou trajetória da referência.

– Comportamento de fase mínima
Esta restrição pode ser imposta para evitar que os sistemas apresentem comportamento
de fase não mínima, e pode ser expressado como:



25

Sey(t) < yref (t) ⇒ y(t + j) ≥ y(t)

Sey(t) > yref (t) ⇒ y(t + j) ≤ y(t)

Note-se que as três últimas restrições apresentadas, referem-se a situações de
variações na referência.

2.7.2 Modelamento Genérico de Restrições

Na subseção anterior, foram apresentados alguns tipos de restrições que aparecem
sobre ações de controle (u), saídas (y) e/ou estados (x). Sendo que uma vez impostas
as restrições sobre os estados, implicitamente são impostas restrições sobre as saídas, a
seguir se trabalhará somente com os estados, sendo os resultados obtidos extensivos às
saídas, bastando-se escrever estas últimas em função dos estados. Algumas das restrições
especificam o conjunto de valores que ditas variáveis podem assumir. Assim, por exemplo,
sendox ∈ <n, num determinado processo somente poderá assumir valores dentro de um
determinado conjuntoΩ ⊂ <n. Da mesa forma, as ações de controle estarão limitadas
geralmente por restrições físicas, podendo também existir restrições impostas por questões
de segurança, uso efciente de energia, preservação do meio ambiente, etc.. Este tipo de
restrições são as chamadasrestrições de conjunto. Assim, tem-se, genericamente, as
seguintes restrições:

{
x ∈ Ω, Ω = {x ∈ <n, Rx ≤ Tx}
u ∈ f, , f = {u ∈ Rm, Su ≤ Tu} (2.49)

ondeR ∈ <nrs×n, S ∈ <nrn×m, Tx ∈ <nrs, Tu ∈ <nm. Estas restrições, podem também
ser expressadas como segue (BEMPORADI; MORARI (1999)):

[
x
u

]
∈ C, C =

{[
x
u

]
∈ <n+m, Rx + Su ≤ T

}
(2.50)

O conjuntoC, representa a região de valores válidos ou admissíveis, ou domínio de
validade de estado e controle. Note-se que as restrições descritas na seção 2.7.1 podem
ser genericamente colocadas na forma (2.50).

Outras restrições podem apresentar-se como funções vetoriais nas variáveis de estado
e controle. Estas restrições podem ser expressadas como segue:

g(x, u) ≤ Λun,

[
x
u

]
∈ C (2.51)

ondeg(x, u) : <n ×<m → <nrg e Λun ∈ <nrg .
Caso particular das restrições funcionais anteriores são as seguintes:

h(x, u) = Λeq,

[
x
u

]
∈ C (2.52)

ondeh(x, u) : <n ×<m → <nrh e Λeq ∈ <nrh
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As primeiras são chamadasrestrições de desigualdade, e as segundasrestrições de
igualdade. Λun eΛeq são vetores eg(.) eh(.) funções vetoriais lineares ou não lineares.
Exemplos desta restrições vão se apresentar na modelamento de sistemas mistos, no
próximo capítulo.

2.8 O Problema de Otimização

2.8.1 Formulação

Finalmente, formula-se o problema de otimização do controle preditivo como o de
calcular a seqüência de ações de controleU a ser aplicada ao sistema que minimize a
função de custoJx (para o caso de preditor de estado), sujeito às restrições de conjunto
e funcionais que corresponderem.

Formalmente, o problema de otimização resume-se a obter

min
U

0.5UT HU + fTU + G (2.53)

sob





x̂(t + j|t) ∈ Ω
u(t + j) ∈ f
g(x̂(t + j|t), u(t + j)) ≤ Λun

h(x̂(t + j|t), u(t + j)) = Λeq

∀j = 1, 2, . . . , N, ∀i = 0, . . . , Nu − 1 (2.54)

Uma análise similar é válida para o caso de trabalhar-se com o preditor de saída.

2.8.2 Solução

Em geral, as restrições que se apresentam são lineares. Neste caso (função de custo
quadrática e restrições lineares), o problema de otimização se reduz a um deProgramação
Quadrática, ouQP(CAMACHO; BORDONS (2000)). Vários algoritmos de programação
quadrática tem sido desenvolvidos, baseados em métodos de aproximação mencionados
a seguir (CAMACHO; BORDONS (2000),LUENBERGER (1973)).

• Métodos das Direções Factíveis (Feasible Directions)ou métodos do Ponto Interior
(Interior Point)

Sejaf(u) a função a minimizar, e sejauk um ponto factível (pontos factíveis são
aqueles para os quais todas as restrições são satisfeitas). A partir deuk, a idéia
é determinar uma direçãodk de forma tal que um passo suficientemente pequeno
a partir deuk na direçãodk resulte num pontouk+1 factível para o qual resulte
f(uk+1) < f(uk). Diz-se quedk é uma direção factível. Executando esta operação
iterativamente, chega-se ao mínimo da função. Existem vários métodos para a
geração de direções factíveis. Um deles é o Método da Projeção do Gradiente de
Rosen.
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• Métodos Pivotantes (Pivoting)ou métodos dos Conjuntos Ativos (Active Sets)

Um dos métodos mais conhecidos e utilizados para a solução de problemas de
programação linear (LP), é o Simplex. Uma grande vantagem destes métodos é
que são fáceis de programar e, em um número finito de passos encontram a solução
ou indicam a não existência de soluções factíveis. A minimização de funções
quadráticas sujeitas a restrições lineares pode ser realizadas com estes métodos.
Um destes métodos reduz o problema QP a um problema de programação linear
complementar.
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3 SISTEMAS MISTOS

3.1 Introdução

Na prática, nem sempre apresentam-se processos regidos exclusivamente por dinâmicas
contínuas. Em geral um processo apresenta variáveis de evolução contínua e dispositivos
com comportamento discreto, mais especificamente ON-OFF. Muitos sistemas apresentam,
também, proposições lógicas como variáveis de tomada de decisão, por exemplo, em
proposições do tipo“se-então-senão”(if-then-else). Estas variáveis também têm um
comportamento lógico (verdadeiro ou falso). Embora em muitos casos os comportamentos
contínuo e discreto são facilmente desacopláveis, em sistemas com certo grau de complexidade,
onde ambas dinâmicas interagem fortemente, esta tarefa não resulta simples. Os sistemas
que envolvem estes dois tipos de dinâmicas, são chamadosSistemas MistosouHíbridos.
Em geral, um sistema híbrido pode ser considerado como um sistema hierárquico, onde o
sistema contínuo (geralmente modelado através de um conjunto de equações diferenciais
) encontra-se no nível hierárquico mais baixo e o sistema lógico, num nível superior,
supervisiona o sistema total, impondo, por exemplo, condições de operação, e também
resolvendo situações de conflito. Porém, em certos sistemas, esta divisão ou “independência”
entre sistema contínuo e sistema discreto não é tão evidente devido à forte interrelação
entre variáveis contínuas e variáveis lógicas (variáveis contínuas representando grandezas
físicas e variáveis lógicas representando proposições ou expressões lógicas e restrições
em geral)(BEMPORADI; MORARI (1999), RAMAN; GROSSMANN (1991), RAMAN;
GROSSMANN (1992)).

Neste capítulo será apresentada, primeiramente, através de exemplos, uma forma
intuitiva de modelar sistemas mistos, para passar, então, à apresentação de um método
sistemático.

3.2 Exemplos de sistemas envolvendo variáveis contínuas e lógicas

A seguir são apresentados dois exemplos. O primeiro é um sistemade controle de
nível de um reservatório com duas válvulas ON-OFF de saída, onde a ação de controle
(vazão de entrada) é uma variável contínua. No segundo exemplo, é analisado um sistema
de controle de temperatura de um forno elétrico, aquecido por quatro resistências acionadas
por comandos ON-OFF independentes.
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Exemplo 3.2.1 Na prática, sistemas complexos são muitas vezes controlados através de
estratégias clássicas do tipo multi-malha, aliadas ou não a técnicas de desacoplamento.

Cada uma das malhas de controle, tipicamente utiliza um algoritmo PID para o
controle, sintonizado para um determinado ponto de trabalho. Para dar um exemplo
ilustrativo, considere um sistema de controle de nível de líquido de um reservatório onde
a variável manipulada é a vazão de entrada. O sistema resultante tem uma configuração
cascata, onde se tem a malha interna de vazão, sendo geralmente a variável manipulada
o posicionamento de uma válvula de controle (ou velocidade de uma bomba) baseado na
referência indicada pela malha externa e que é a variável manipulada da malha de nível.

Considerando que a variável manipulada seja a vazão de entrada e a de processo
o nível de líquido no reservatório, a função de transferência que modela a dinâmica do
sistema é a seguinte:

G(s) =
1/C

s + 1/RC
(3.1)

ondeC é a capacitância, igual à seção transversal do reservatório, eR é a resistência
da válvula ON-OFF de saída. Em regime estacionário,R = H

Qo
, sendoH e Qo o nível

no reservatório e a vazão passando pela válvula de saída, respectivamente. O projeto do
controlador para este processo será feito com base nesta dinâmica. Suponha-se agora
que outra válvula de saída ON-OFF com a mesma resistência à passagem de líquidoR
é acoplada ao reservatório (estas válvulas poderiam estar sendo utilizadas, por exemplo,
como ações de controle para um enchimento ou esvaziamento mais rápido do tanque).
A constante de tempo equivalente resulta ser a metade como assim também o ganho
em regime permanente. Na figura 3.1 se apresentam as respostas ao degrau unitário
para as duas dinâmicas considerandoC = 0.5m2 e R = 50 s

m2 . Resulta evidente que
o ajuste do PID feito para uma dinâmica não resultará no mesmo desempenho para a
outra. Assim, se for feito o ajuste para o caso de somente uma válvula aberta, quando
a segunda for aberta, o controlador não conseguirá levar o sistema ao equilíbrio no
tempo de resposta especificado. Se pelo contrário, a sintonia da malha for feita para o
situação das duas válvulas abertas, quando uma delas for fechada, o controlador levará
o sistema na direção do equilíbrio com uma velocidade tal que, em sistemas de maior
ganho, possivelmente apresentará um sobrepasso considerável, e oscilações de amplitude
também consideráveis até alcançar o equilibrio.

Como se verá na seqüência, o apresentado é um típico exemplo de um sistema
lógico-dinâmico misto (MLD: mixed logical dynamical), ou simplesmente sistema misto
ou híbrido.

Utilizando os valores indicados paraC eR, introduz-se uma variável lógica auxiliar
δ(t) a qual assume o valor1 quando somente uma válvula está aberta e o valor0 quando
as duas válvulas estão abertas. A função de transferência, levando em conta a abertura
ou o fechamento da válvula ON-OFF, pode ser então descrita da seguinte forma:

G1(s) =
2

s + 0.04
δ(t) +

2

s + 0.08
(1− δ(t)) (3.2)

Outra possível representação é a seguinte:



30

Figura 3.1: Sistema de nível: resposta ao degrau unitário para os casos (I) Uma válvula
aberta (II) Duas válvulas abertas

G2(s) =
2

s + (0.08− 0.04δ(t))
(3.3)

O modelo de espaço de estado do sistema resulta em





ẋ =

{ −0.04x(t) + u(t) ↔ δ(t) = 1
−0.08x(t) + u(t) ↔ δ(t) = 0

y(t) = 2x(t)
(3.4)

A variável lógica pode tabém ser introduzida no modelo da seguinte maneira:

{
ẋ = (−0.04x(t) + u(t)) δ(t) + (−0.08x(t) + u(t)) (1− δ(t))
y(t) = 2x(t)

(3.5)

ou ainda da seguinte:

{
ẋ = (−0.08 + 0.04δ(t)) x(t) + u(t)
y(t) = 2x(t)

(3.6)

Em quaisquer das representações , resulta claro que o sistema tem um comportamento
dinâmico não linear (no caso, linear por partes), evidenciada pela introdução de variável
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Figura 3.2: Forno elétrico

binária auxiliar δ(t).

Exemplo 3.2.2 Considere-se agora um forno elétrico representado esquematicamente na
figura 3.2, e seja seu modelo no espaço de estado o seguinte:

{
ẋ = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

(3.7)

Suponha-se que todas as resistências sejam iguais aR. A potência fornecida ao forno
têm valores discretos dentro do conjunto de valores

{
0 (V 2/R) (2V 2/R) (3V 2/R) (4V 2/R)

}
=

{
0 u1 u2 u3 u4

}

Considere-se também que se deseja controlar a temperatura de forma a atingir um
determinado objetivo de controle (por exemplo, mantê-la dentro de uma determinada
faixa).

São introduzidas as variáveis lógicasδ1(t), δ2(t), δ3(t), δ4(t) que assumem o valor
δi = 1, i = 1, 2, 3, 4 para a proposição [i chaves fechadas= verdadeiro] eδ = 0 para o
caso contrário. Mais especificamente, define-se

[chaves 1 a i fechadas] = verdadeiro → δi(t) = 1 (3.8)

Assim a variável manipulada pode ser descrita da seguinte forma:

u(t) = δ1(t)u1 + δ2(t)u2 + δ3(t)u3 + δ4(t)u4 (3.9)

Pode-se concluir então que as variáveis lógicas assim definidas neste caso, resultam
ser variáveis de decisão (variáveis de controle ou manipuladas). Porém, o modelo ainda
não está completo. Falta expressar matematicamente a condição seguinte:
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“somente um únicoδi(t), i = 1, 2, 3, 4 pode assumir o valor1 ou todos podem ser0”

A forma mais intuitiva de representar matematicamente esta restrição é a seguinte:

δ1(t) + δ2(t) + δ3(t) + δ4(t) ≤ 1 (3.10)

Validando a desigualdade anterior, esta é cumprida se e somente se um únicoδi(t) é
1 ou se todos são nulos.

3.3 Tipos de variáveis

A partir dos exemplos da seção anterior, pode-se concluir que, além de variáveis
dinâmicas contínuas, faz-se necessária a introdução de outras variáveis para representar o
comportameto de sistemas MLD:

• Variáveis lógicas “de decisão”: são variáveis que fazem parte do processo e que
podem ser manipuladas, respondendo a necessidades do próprio processo ou dos
objetivos de controle (e.g. no caso do controle ótimo de um sistema envolvendo
atuadores ON-OFF que, conforme às necessidades, serão acionados ou não).

• Variáveis lógicas auxiliares: variáveis que são associadas a um evento ou proposição
lógica (e.g. à expressão [temperatura do produto≥ 60oC] lhe será associada uma
variável lógica com valor “1” se a expressão resultar verdadeira e “0” no caso
contrário).

• Variáveis contínuas auxiliares: são definidas na etapa de modelamento e geralmente
são o produto de uma variável contínua do sistema (estado, saída ou variável manipulada)
com uma variável lógica auxiliar (e.g.z(t) = δ(t)x(t), ondex(t) e δ(t) são,
respectivamente, a variável contínua e a lógica).

Ressalva-se que o uso da expressão “variáveis contínuas” faz referência a variáveis
que representam grandezas físicas, em tempo contínuo ou discreto.

3.4 Representação algébrica de expressões lógicas simples

A incorporação de expressões lógicas num modelo paramétrico, requer uma expressão
matemática das mesmas. Nesta seção apresenta-se um procedimento sistemático para a
obtenção de ditas expressões.

As expressões lógicas podem ter um de dois estados: verdadeiro ou falso. Resulta
evidente a característica binária das mesmas. A uma expressão lógicaP pode ser-lhe
associada uma variável lógica (binária)δ, de forma que seP é verdadeira,δ = 1. A
seguir, algumas expressões lógicas e suas correspondentes expressões algébricas serão
apresentadas, conforme proposto em (RAMAN; GROSSMANN (1991) BEMPORADI;
MORARI (1999)).
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• OR lógica

Considerem-se duas proposições lógicasP1 e P2 e sejamδ1 e δ2 as respectivas
variáveis lógicas ou binárias a elas associadas. SejaP3 uma terceira expressão
lógica definida por:

P3
.
= P1 ∨ P2 (3.11)

Esta expressão lógica é equivalente à expressão algébrica seguinte:

δ1 + δ2 ≥ 1 (3.12)

Observe que os possíveis estados deP3 são

P1 \ P2 F V
F F V
V V V

∣∣∣∣∣∣
(3.13)

e os possíveis valores da somaδ1 + δ2 são:

δ1 \ δ2 0 1
0 0 1
1 1 2

∣∣∣∣∣∣
(3.14)

Vê-se claramente que seP3 é verdadeira, então a somaδ1 + δ2 é igual a1 ou 2, ou
seja, é maior ou igual que1.

• AND lógica

Se a expressão lógica

P3
.
= P1 ∧ P2 (3.15)

é verdadeira, entãoδ1 e δ2 são ambos diferentes de0, ou equivalentemente

δ1 = 1; δ2 = 1 (3.16)

ou

δ1 + δ2 = 2 (3.17)

• OR exclusiva

A expressão

P3
.
= P1 ⊕ P2 (3.18)

é equivalente a

δ1 + δ2 = 1 (3.19)
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• Negação

P3
.
= ¬P (3.20)

equivale a
δ = 0 ou 1− δ = 1 (3.21)

• Implicação

A expressão

P3 = P1 → P2 (3.22)

é equivalente a

δ1 − δ2 ≤ 0 (3.23)

Observe-se que a implicação, indica que é condição suficiente serP1 verdadeira
para serP2 verdadeira; seP1 for falsa, o valor a assumirP2 pode ser qualquer.
Define-se, por exemplo que seja verdadeiro. Assim tem-se a seguinte tabela:

P1 \ P2 F V
F − −
V F V

∣∣∣∣∣∣
(3.24)

ou

P1 \ P2 F V
F V V
V F V

∣∣∣∣∣∣
(3.25)

Os possíveis valores da diferençaδ1 − δ2 são:

δ1 \ δ2 0 1
0 0 −1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣
(3.26)

• Equivalência

A expressão

P1 ↔ P2 (3.27)

é equivalente a

δ1 − δ2 ≤ 0; δ2 − δ1 ≤ 0 (3.28)
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3.4.1 Procedimento sistemático de modelamento de expressões lógicas

O método de modelamento a utilizar, parte da expressão normal conjuntiva da
expressão lógica. O procedimento de conversão, consiste de três passos
(RAMAN; GROSSMANN (1991)):

• Passo 1: substituir implicação por sua expressão disjuntiva:

P1 → P2 ↔ ¬P1 ∨ P2 (3.29)

• Passo 2: distribuir a negação aplicando o teorema de De Morgan:

¬(P1 ∧ P2) ↔ ¬P1 ∨ ¬P2 (3.30)

¬(P1 ∨ P2) ↔ ¬P1 ∧ ¬P2 (3.31)

• Passo 3: Distribuir OR lógicas sobre AND lógicas, utilizando a propriedade:

(P1 ∧ P2) ∨ P3 ↔ (P1 ∨ P3) ∧ (P2 ∨ P3) (3.32)

Executados estes passos, chega-se a uma expressão do tipoQ1 ∧ Q2 ∧ . . . ∧ Qp ;
substituída cadaQi por sua equivalência algébrica, obtém-se um conjunto de desigualdades
(considerando que uma igualdade pode ser expressada como duas desigualdades) que
devem ser satisfeitas para que o conjunto de expressões lógicas seja verdadeiro. Este
conjunto de expressões representam condições ourestrições impostas ao sistema.

Exemplo 3.4.1 Seja a proposição lógica

P1 ∨ P2 ∨ P3 → P4 (3.33)

Aplicando o procedimento descrito se obtém a seguinte seqüência de equivalências:

¬(P1 ∨ P2 ∨ P3) ∨ P4 (3.34)
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(¬P1 ∧ ¬P2 ∧ ¬P3) ∨ P4 (3.35)

(¬P1 ∨ P4) ∧ (¬P2 ∨ P4) ∧ (¬P3 ∨ P4) (3.36)

Considerando queδi , i = 1 . . . 4 são as respectivas variáveis lógicas associadas a
Pi , i = 1 . . . 4, o conjunto de expressões algébricas equivalente é o seguinte:




−δ1 + δ4 ≥ 0
−δ2 + δ4 ≥ 0
−δ3 + δ4 ≥ 0

(3.37)

3.5 Representação algébrica de expressões lógicas complexas

Os resultados obtidos na subseção anterior aplicam-se a sistemas lógicos. A partir
destes, serão deduzidos outros que vinculem os comportamentos contínuo e lógico dos
sistemas mistos ou híbridos (BEMPORADI; MORARI (1999)).

Sejaf(x) : <n 7→ R uma função linear num conjunto limitadoΩ e sejax ∈ Ω.
Definem-se:

M
.
= max

x∈Ω
f (x) (3.38)

m
.
= min

x∈Ω
f (x) (3.39)

Considerando a expressão lógica

[f(x) ≤ 0] (3.40)

verificam-se as seguintes equivalências:

• [f(x) ≤ 0] ∧ [δ = 1] ↔ f(x) − δ ≤ −1 + m(1− δ)

Quandoδ = 1, a desigualdade acima resultaf(x) − 1 ≤ −1, situação verificada
se e somente sef(x) ≤ 0. Quandoδ = 0, resultaf(x) ≤ −1 + m, resultando
necessário quef(x) seja menor que seu mínimo, não verificando-se, nesta situação,
a desigualdade.
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• [f(x) ≤ 0] ∨ [δ = 1] ↔ f(x) − δ ≤ Mδ

Se f(x) ≤ 0, a desigualdade resulta válida para qualquer valor deδ; se δ = 1,
verifica-se tanto para valores positivos ou negativos def(x). Sef(x) > 0 e δ = 0, a
desigualdade não se verifica.

• ¬[f(x) ≤ 0] ↔ f(x) ≥ 0

• [f(x) ≤ 0] → [δ = 1] ↔ f(x) ≥ mδ

Pode-se ver que sef(x) ≤ 0, a única forma de verificar a desigualdade é comδ = 1.
Neste caso, a expressão lógica é também equivalente à seguinte:

f(x) ≤ M(1− δ) (3.41)

Sendo[f(x) ≤ 0], a expressão anterior verifica-se somente seδ = 1.

• [f(x) ≤ 0] ↔ [δ = 1] ↔
{

f(x) ≤ M(1− δ)
f(x) ≥ mδ

Sef(x) ≤ 0, paraδ = 0, a segunda desigualdade não se verifica; seδ = 1, ambas
se verificam. Analogamente, seδ = 1, a primeira desigualdade não é verificada
paraf(x) > 0, e ambas são verificadas sef(x) ≤ 0.

• Para as variáveis auxiliares, resultantes do produto de variáveis contínuas e lógicas,
verifica-se que:

y = δf(x) ↔





y ≤ Mδ
y ≥ mδ
y ≤ f(x)−m(1− δ)
y ≥ f(x)−M(1− δ)

(3.42)

Seδ = 0, resultay = 0, e o sistema acima resulta





y ≤ 0
y ≥ 0
0 ≤ f(x)−m
0 ≥ f(x)−M

(3.43)

e portanto,y = 0, em ≤ f(x) ≤ M .

Seδ = 1 , tem-se que:
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



y ≤ M
y ≥ m
y ≤ f(x)
y ≥ f(x)

(3.44)

ou sejay = f(x) em ≤ y ≤ M

3.6 Modelamento de Sistemas Mistos

Nesta seção serão obtidos os modelos mistos para os três tipos básicos de sistemas:

• Caso 1: Sistema com múltiplas dinâmicas e eventos externos

Trata-se de um sistema que possui diferentes dinâmicas, produzindo-se a passagem
ou chaveamento de uma para outra na ocorrência de determinado evento ou eventos
discretos externos. Ditos eventos apresentam-se de forma aleatória. Por exemplo
no sistema de nível do exemplo (3.2.1), as válvulas abrem e fecham aleatoriamente:
a operação das válvulas neste caso é representada por respectivas variáveis lógicas
auxiliares, (por exemplo, num sistema de enchimento não se têm conhecimento do
momento de abertura/fechamento de válvulas).

• Caso 2: Sistema com múltiplas dinâmicas e eventos internos

Diferentemente do caso anterior, os eventos não se apresentam aleatoriamente, mas
dependem da evolução do sistema. Geralmente, atendendo ao objetivo de controle,
os chaveamentos dependerão da região de operação (por exemplo, num sistema
de nível se o mesmo superar um determinado valor, uma válvula será aberta). Para
resultar mais compreensível, a diferença entre este caso e o anterior, observe que no
primeiro um evento externo gera o chaveamento de dinâmica e no caso 2 a evolução
do sistema gera um evento interno.

• Caso 3: Sistema com variáveis de controle lógicas

Atendendo ao objetivo de controle, os chaveamentos de componentes ON-OFF são
ações de controle. Um exemplo desta situação é o forno apresentado na seção 3.2.2.

3.6.1 Caso 1

A primeira das possibilidades para as variáveis lógicas, corresponde a variáveis
lógicas auxiliares que comutam aleatoriamente gerando, desta forma, modificações na
dinâmica do sistema. Seja então o sistema descrito pelas equações de estado:

x(t + 1) =





A1x(t) + B1u(t) se δ1(t) = 1
A2x(t) + B2u(t) se δ2(t) = 1
...
Aqx(t) + Bsu(t) se δq(t) = 1

(3.45)
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Claro está que seδi = 1 ⇒ δj = 0,∀i 6= j, situação esta indicada algebricamente
introduzindo a restrição seguinte:

q∑
i=1

δi = 1 (3.46)

Como as variáveis auxiliares aqui introduzidas são booleanas, completa-se este modelo
com as restrições de conjunto

δi ∈ {0, 1} ∀i = 1, 2, · · · , q. (3.47)

A equação(3.45) pode ser re-escrita da seguinte forma:

x(t + 1) =

q∑
i=1

[Aix(t) + Biu(t)]δi(t) (3.48)

Resumindo, o modelo híbrido deste tipo de sistema misto resulta:





x(t + 1) =
∑q

i=1[Aix(t) + Biu(t)]δi(t)∑q
i=1 δi = 1

δi ∈ {0, 1} ∀i = 1, 2, · · · , q
(3.49)

3.6.2 Caso 2

A representação em equações de estado deste caso é, em princípio, igual à do
caso 1, com a diferença de que as variáveis lógicas (eventos discretos) chaveiam em
conformidade com a região de operação, resultado da evolução do sistema (BEMPORADI;
MORARI (1999)). Assim, tem-se:

x(t + 1) =





A1x(t) + B1u(t) ↔ [xT uT ]T ∈ C1

A2x(t) + B2u(t) ↔ [xT uT ]T ∈ C2
...
Aqx(t) + Bqu(t) ↔ [xT uT ]T ∈ Cq

(3.50)

ondeCi =
{

[xT uT ]T ∈ <n+m, Rix(t) + Siu(t) ≤ Ti

}
, i = 1, 2, . . . , q, são conjuntos

compactos que definem as regiões de operação no espaço de estados/controles eRi ∈
<r × n , Si ∈ <r ×m eTi ∈ <r.

Associam-se, então, variáveis lógicas auxiliares a cada região de operação como segue:
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



δ1(t) = 1 ↔ [xT uT ]T ∈ C1

δ2(t) = 1 ↔ [xT uT ]T ∈ C2
...
δq(t) = 1 ↔ [xT uT ]T ∈ Cq

(3.51)

Para as discussões a seguir, considera-se a condição de exclusão

q⊕
i=1

[δi = 1] (3.52)

Observe-se que a condição lógica anterior, é equivalente à expressão algébrica∑q
i=1 δi = 1. Definindo

C =

q⋃
i=1

Ci (3.53)

da condição “ou-exclusiva”, resulta

Ci ∩ Cj = ∅ ∀i 6= j (3.54)

Trabalhando algebricamente de forma similar ao primeiro caso, tem-se que

x(t + 1) =

q∑
i=1

[Aix(t) + Biu(t)]δi(t) (3.55)

Definem-se então as seguintes variáveis auxiliares (BEMPORADI; MORARI (1999)):

zi(t) = [Aix(t) + Biu(t)]δi(t) i = 1, 2, · · · , q (3.56)

Logo, a evolução do estado pode ser re-escrita como segue:

x(t + 1) =

q∑
i=1

zi(t) (3.57)

Sejam agora
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M j = max
i
{ max

[xT uT ]T∈Ci

{Aj
ix(t) + Bj

i u(t)}} i = 1, 2, · · · , q (3.58)

e

mj = min
i
{ min

[xT uT ]T∈Ci

{Aj
ix(t) + Bj

i u(t)}} i = 1, 2, · · · , q (3.59)

onde o supra-indicej = 1, 2, · · · , n refere-se às linhas da matrices. Definem-se os vetores

M =
[

M1 M2 · · · Mn
]T

(3.60)

e

m =
[

m1 m2 · · · mn
]T

(3.61)

As seguintes restrições deverão, então, ser verificadas, conforme (3.42):





zi(t) ≤ δi(t)M
zi(t) ≥ δi(t)m
zi(t) ≤ Aix(t) + Biu(t)−m(1− δi(t))
zi(t) ≥ Aix(t) + Biu(t)−M(1− δi(t))

∀ i = 1, · · · , q (3.62)

Ressalva-se que os operadores “≤” e “≥” referem-se a desigualdades elemento a
elemento.

Para completar o modelo, falta introduzir a dinâmica das passagens ou chaveamentos
entre regiões de operação. A incorporação das condições de chaveamento - que não são
outra coisa mais do que proposições lógicas do tipo “Se expressão lógica [Proposição l]
é verdadeira, então a região de operação do sistema é [Região l]” - será feita através de
desigualdades algébricas que passarão a ser restrições funcionais a serem acrescentadas
ao modelo híbrido. O procedimento geral de modelamento destas situações é apresentado
a seguir.

A validação de uma proposição lógica será representada por uma variável lógica
auxiliar δ = 1. Em controle, estas proposições geralmente são do tipo

[f(x, u, t, T, ...) ≤ 0] (3.63)

As variáveis destas funções são o estado (x), a variável manipulada (u), o tempo (t), o
tempo acumulado (T ), etc.. Definem-se, assim, regiões de operação. A cada uma destas
é associada uma variável lógica auxiliar, de modo que
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[f(x, u, t, T, ...) ≤ 0] ↔ δ = 1. (3.64)

A seguinte expressão algébrica é equivalente à expressão anterior (BEMPORADI;
MORARI (1999)):

f(x, u, t, T, ...) ≥ m̃δ, (3.65)

e

f(x, u, t, T, ...) ≤ M̃(1− δ), (3.66)

onde m̃
.
= min

{[xT uT ]T ,t,T,...}∈C̃
f(x, u, t, T, ...) e M̃

.
= max

{[xT uT ]T ,t,T,...}∈C̃
f(x, u, t, T, ...),

sendoC̃ o domínio de validade do conjunto de variáveis{[xT uT ]T , t, T, ...}. Para um
melhor entendimento, são apresentados, a seguir, alguns exemplos.

Exemplo 3.6.1 Considere que a variável de processo é tal quey(t) ∈ [0, 2] e que duas
regiões de operação estão definidas pela proposição[y(t) ≤ 0.5]. Associam-se a cada
uma destas regiões variáveis binárias de modo tal que





[y(t) ≤ 0.5] → δ1(t) = 1
[y(t) > 0.5] → δ2(t) = 1
δ1(t) + δ2(t) = 1

(3.67)

Reescrevendo as expressões anteriores, tem-se que:





[y(t)− 0.5 ≤ 0] → δ1(t) = 1
[−y(t) + 0.5 < 0] → δ2(t) = 1
δ1(t) + δ2(t) = 1

(3.68)

o que é equivalente a:





y(t)− 0.5 ≥ −0.5δ1(t)
−y(t) + 0.5 > −1.5δ2(t)
δ1(t) + δ2(t) = 1

(3.69)

Verificando agora com os valores mais acima propostos dey(t)

• y(t) = 0.2




−0.3 ≥ −0.5δ1(t)

0.3 > −1.5δ2(t)
δ1(t) + δ2(t) = 1

(3.70)
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As condições anteriores verificam-se se e somente seδ1(t) = 1 e δ2(t) = 0.

• y(t) = 1





0.5 ≥ −0.5δ1(t)
−0.5 > −1.5δ2(t)
δ1(t) + δ2(t) = 1

(3.71)

As condições anteriores verificam-se se e somente seδ1(t) = 0 e δ2(t) = 1.

A seguir apresenta-se genericamente a modelamento da dinâmica dos chaveamentos
entre regiões de operação. Considere-se um sistema com “q ” regiões de operação tais
que:





Six(t) + Riu(t) ≤ Ti → δi(t)
q⊕

i=1

[δi(t) = 1], i = 1, · · · , q (3.72)

onde
M∗

i = [M1
i M2

j . . . M li
i ]

M j
i = max

x∈C
(Sj

i x(t) + Rj
iu(t)− T j

i ), j = 1, 2, . . . , li
(3.73)

Aplicando a equivalência (3.41) à expressão anterior, resulta em:





Six(t) + Riu(t)− Ti ≤ M∗
i (1− δi(t)), i = 1 · · · q

q∑
i=1

δi(t) = 1
(3.74)

onde M∗
i = max

x∈C
(Six(t) + Riu(t)− Ti).

Exemplo 3.6.2 Considere o sistema do exemplo 3.2.1. Tal sistema tem duas regiões de
operação e, portanto, uma única superfície de chaveamento“T ′′. SejaT = 2 e considere
a faixa de operação do estadox(t) ∈ [0, 5] e do sinal de controleu(t) ∈ [0, 20] .
Resultam, desta forma,S1 = 1, S2 = −1, R1 = R2 = 0, T1 = 2, T2 = −2, M1 = 3 e
M2 = 2. O conjunto de inequações que definem as restrições que determinam a região
de operação, para os valores indicados, são as seguintes:





x(t)− 2 ≤ 3(1− δ1(t)
−x(t) + 2 < 2(1− δ2(t))
δ1(t) + δ2(t) = 1

(3.75)
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Em função das variáveis auxiliares, as restrições anteriores resultam:





z1(t− 1) + z2(t− 1)− 2 ≤ 3(1− δ1(t))
−z1(t− 1)− z2(t− 1) + 2 ≤ 2(1− δ2(t))
δ1(t) + δ2(t) = 1

. (3.76)

3.6.2.1 Modelo híbrido

Resumindo, o modelo híbrido de sistemas mistos enquadrados no presente caso, é,
genericamente, o seguinte:





x(t + 1) =
∑q

i=1 zi(t)
δi ∈ {0, 1}
zi(t) ≤ δi(t)M
zi(t) ≥ δi(t)m
zi(t) ≤ Aix(t) + Biu(t)−m(1− δi(t)
zi(t) ≥ Aix(t) + Biu(t)−M(1− δi(t)
Six(t) + Riu(t)− Ti ≤ M∗

i (1− δi(t))∑q
i=1 δi(t) = 1

∀i = 1, 2, · · · , q (3.77)

3.6.3 Caso 3

Este caso considera a situação na qual os componentes com comportamento ON-OFF,
aos quais variáveis lógicas lhes são associadas, são elementos de atuação sobre o sistema,
ou seja, variáveis manipuladas. Diferentemente dos casos anteriores, os chaveamentos
respondem a necessidades de controle ou graus de liberdade a mais no controle.

As equações de estado do sistema são as seguintes:

x(t + 1) = Ax(t) + Buuu(t) + Bδuδ(t) (3.78)

Nesta equação aparecem os vetores de ações de controleuu(t), que contém as variáveis
manipuladas contínuas, euδ(t), que contém as discretas, com suas respectivas matrizes
de controle. Generalizando o resultado obtido no exemplo 3.2.2, seja:

uδ(t) ∈ {uδ1 , uδ2 , . . . , uδr } (3.79)

Logo, associando variáveis lógicasδ1(t), δ2(t), . . . , δr(t), aos correspondentes valores
discretos acima indicados, pode-se expressar:



45

uδ(t) = uδ1δ1(t) + uδ2δ2(t) + . . . + uδrδr(t) (3.80)

Para fazer uma formulação genérica do modelo, deve ser considerado que não
necessariamente existe uma condição de exclusão entre todos os elementos deuδ. No
exemplo 3.2.2 as ações de controle correspondem a um único “tipo”: potência elétrica.
Outra seria a situação se fosse, por exemplo, necessária a abertura/fechamento dedampers.
Neste caso ter-se-ia outro “tipo” de ação de controle com a sua própria condição de
exclusão. Logo, generalizando, aparecem condições de exclusão entre alguns ou todos
os valores assumidos poruδ(t). Considerer valores de ações de controle ep grupos de
açoes de controle comrl elementos cada uma, e cada um com sua condição de exclusão (o
caso particular de exclusão entre osr elementos, corresponde arl = r). Incorporam-se,
então, restrições do tipo

rl∑
i=1

δi(t) = 1, rl ≤ r (3.81)

onde
p∑

l=1

rl = r.

Definindo as matricesB =
[

Bu Bδ

]
e u(t) =

[
uu(t)
uδ(t)

]
, re-escreve-se a equação

(3.78):





x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t)

uδ(t) =
r∑

i=1

uδi
δi(t)

u(t) =

[
uu(t)
uδ(t)

]

δi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, · · · , r
r1∑

i=1

δi(t) = 1

r2∑
i=r1+1

δi(t) = 1

...
rp∑

i=rp−1+1

δi(t) = 1

p∑

l=1

rl = r

(3.82)
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4 CONTROLE PREDITIVO DE SISTEMAS HÍBRIDOS

4.1 Introdução

No capítulo anterior foram apresentados procedimentos de modelamento de sistemas
híbridos. Como foi visto, esta modelamento introduz uma série de restrições sobre as
variáveis do sistema. Por outro lado, como foi visto no capítulo 2, o controle preditivo
baseado em modelo é uma técnica de controle que permite, com relativa simplicidade,
tratar sistemas apresentando restrições sobre variáveis de estado ou controle. Portanto, no
presente capítulo é proposta a aplicação da técnica de controle preditivo desenvolvida, a
sistemas mistos. Serão estudados os três casos particulares (básicos) de sistemas mistos,
a saber:

1. Sistemas de múltiplas dinâmicas e eventos discretos externos.

2. Sistemas de múltiplas dinâmicas e eventos discretos internos.

3. Sistemas com variáveis de controle lógicas.

Para cada um dos casos, será feita a formulação teórica do problema de controle
preditivo, e a sua avaliação através de exemplos e simulações.

4.2 Controle preditivo do sistema de múltiplas dinâmicas e eventos
discretos externos

Recapitulando, este tipo de sistema corresponde ao caso 1 estudado no capítulo
anterior. Neste caso, como a comutação das variáveis lógicas é aleatória, para os efeitos
de predição, serão consideradas constantes ao longo do horizonte de predição.

Trabalhando algebricamente a equação (3.48) da seguinte forma,

x(t + 1) =

q∑
i=1

[Aiδi(t)x(t) + Biδi(t)u(t)] (4.1)

x(t + 1) =

q∑
i=1

[AiIn×nδi(t)]x(t) +

q∑
i=1

[BiIm×mδi(t)]u(t) (4.2)

a mesma pode ser re-escrita matricialmente definindo-se as seguintes matrizes, considerando-se
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queIn×n e Im×m são, respectivamente, as matrizes identidade de dimensõesn em:

∆A(t) =




In×nδ1(t)
In×nδ2(t)
...
In×nδq(t)


 (4.3)

∆B(t) =




Im×mδ1(t)
Im×mδ2(t)
...
Im×mδq(t)


 (4.4)

A(t) =
[

A1 A2 · · · Aq

]
∆A(t) (4.5)

B(t) =
[

B1 B2 · · · Bq

]
∆B(t) (4.6)

Re-escreve-se então a equação de estado como segue:

x(t + 1) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (4.7)

Seria possível, também, se trabalhar com a equação de saída, obtendo-se resultados
similares.

O preditor de estado obtido na capítulo 2 é o seguinte:

Xp = Ax(t) + BU (4.8)

Observe que neste caso a matrizA será composta considerando-se queA(t) = A,
ou seja, a matriz dinâmica será suposta constante durante todo o horizonte de predição, e
igual ao valor deA(t), que por sua vez, dependerá do valor conhecido ou medido deδ no
instantet. A função de custo a utilizar é a seguinte, conforme obtido no capítulo 2 (2.23):

Jx(U) = 0.5UT (BT QxB + Qu)U + (xT (t)AT −X T
ref )QxB U +

+0.5 (x(t)TAT −Xref
T )Qx(Ax(t)−Xref ) (4.9)
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a qual é uma função do tipo

J = 0.5UT HU + fTU + G (4.10)

Como os chaveamentos das variáveis lógicas são aleatórios, e seu valor é conhecido
ou medido a cada instante de amostragem, considera-se que o mesmo é constante ao
longo do horizonte de predição. Neste caso, no processo de otimização não existem
variáveis binárias, reduzindo-se o problema, portanto, ao de programação quadrática ou
QP (Quadratic Programming) seguinte:

“Dado o sistema (4.8), comA definido a partir da matrizA(t) no instante ”t“, obtida a
partir deδi(t), i = i, . . . , q tais que

∑q
i=1 δi(t) = 1 , determinarU que minimiza a função

de custoJx(U), sujeito a possíveis restrições sobre a seqüência de controle e os estados”.

4.3 Sistemas de múltiplas dinâmicas e eventos discretos internos

Estes sistemas referem-se ao caso 2 apresentado no capítulo anterior.

4.3.1 Formulação do problema de controle preditivo do sistema

A equação de predição, por extensão da equação (3.57), resulta:

x̂(t + j|t) =

q∑
i=1

zi(t + j − 1) (4.11)

SendoN o horizonte de predição, o preditor resulta:

Xp =




∑q
i=1 zi(t)∑q

i=1 zi(t + 1)
...∑q

i=1 zi(t + N − 1)


 (4.12)

Considerem-se agora as seguintes definições:

Zi =
[

zT
i (t) zT

i (t + 1) . . . zT
i (t + N − 1)

]T
(4.13)

∆i =
[

δi(t) δi(t + 1) . . . δi(t + N − 1)
]

(4.14)

i = 1, . . . , q
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Z =
[ ZT

1 ZT
2 . . . ZT

q

]T
(4.15)

δ(t + j) =
[

δ1(t + j) δ2(t + j) . . . δq(t + j)
]T

(4.16)

∆ =
[

δ(t)T δ(t + 1)T . . . δT (t + N − 1)T
]T

(4.17)

O preditor de estado é dado então por:

Xp = Z1 + Z2 + . . . + Zq = IqNZ (4.18)

com IqN =
[

1nN×nN 1nN×nN . . . 1nN×nN

] ∈ <nN×qnN , onde1nN×nN é a
matriz identidade de dimensãonN .

A equação genérica da função de custo é re-escrita como segue:

Jx = 0.5(Xp −Xref )
TQx(Xp −Xref ) + 0.5(U − Uref )

TQu(U − Uref ) (4.19)

onde ao invés de ponderar a seqüência de controle, é ponderado seu desvio com relação à
seqüência de referênciaUref .

Introduzindo na expressão anterior a equação (4.18), após algumas manipulações
algébricas e definindo o vetor de variáveis de otimização

S =
[ UT ZT ∆T

]T
(4.20)

obtém-se:

Jx = 0.5ST HS + fTS + K (4.21)

onde

H =



Qu 0qN 0qN

0N IT
qNQxIqN 0qN

0N 0qN 0qN


 (4.22)

fT =
[ −Uref

TQu −Xref
TQxIqN 0qN

]
(4.23)

K = cte (4.24)

onde0N é uma matriz de zeros de dimensãoN×N , e0qN é a matriz de zero de dimensão
N × qN . A inclusão das variáveis lógicas auxiliares dentro do vetor de variáveis de
decisão, deve-se à possibilidade de variarem ao longo do horizonte de predição.

As restrições introduzidas pela definição das variáveis contínuas auxiliares paraj =
1, . . . , N são obtidas a seguir. Para cadazi(t + j − 1), i = 1, . . . , q, conforme obtido em
(3.62) tem-se que∀ i = 1, · · · , q :





zi(t + j − 1) ≤ δi(t + j − 1)M
zi(t + j − 1) ≥ δi(t + j − 1)m
zi(t + j − 1) ≤ Aix(t + j − 1) + Biu(t + j − 1)−m(1− δi(t + j − 1)
zi(t + j − 1) ≥ Aix(t + j − 1) + Biu(t + j − 1)−M(1− δi(t + j − 1)

(4.25)
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Considerando em primeiro lugar a primeira desigualdade
zi(t + j − 1) ≤ δi(t + j − 1)M , paraj = 1, . . . , N , resultam





zi(t) ≤ δi(t)M
zi(t + 1) ≤ δi(t + 1)M
...
zi(t + N − 1) ≤ δi(t + N − 1)M

(4.26)

De forma mais compacta, escreve-se

Zi ≤ M∆i (4.27)

e de forma similar, para a segunda desigualdade de (4.25):

Zi ≥ m∆i (4.28)

com a definição das seguintes matrizes

M =




M 0 . . . 0
0 M . . . 0
...

...
.. .

...
0 0 . . . M


 (4.29)

m =




m 0 . . . 0
0 m . . . 0
...

...
. ..

...
0 0 . . . m


 (4.30)

Para a terceira desigualdade, tem-se que





zi(t) ≤ Aix(t) + Biu(t) + mδi(t)−m
zi(t + 1) ≤ Aix(t + 1) + Biu(t + 1) + mδi(t + 1)−m =

= Ai

∑q
l=1 zl(t) + Biu(t + 1) + mδi(t + 1)−m

zi(t + 2) ≤ Aix(t + 2) + Biu(t + 2) + mδi(t + 2)−m =
= Ai

∑q
l=1 zl(t + 1) + Biu(t + 2) + mδi(t + 2)−m

...
zi(t + N − 1) ≤ Ai

∑q
l=1 zl(t + N − 2) + Biu(t + N − 1) + mδ(t + N − 1)−m

(4.31)

Definindo as seguintes matrizes
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Ai =




0 0 . . . 0
Ai 0 . . . 0
0 Ai . . . 0
...

...
. ..

...
0 . . . Ai 0




IqN ∈ <nN×qnN (4.32)

Bi = diag(Bi) ∈ <nN×mN (4.33)

m =
[

(m− Aix(t))T mT . . . mT
]T ∈ <nN (4.34)

as restrições (4.25) escrevem-se em forma martricial como segue:

Zi ≤ AiZ + BiU + m∆−m (4.35)

Fazendo extensivo este resultado à quarta desigualdade de (4.25), tem-se que:

Zi ≥ AiZ + BiU + M∆−Mi (4.36)

ondeM =
[

(M − Aix(t))T MT . . . MT
]T ∈ <nN

Com relação às regiões de operação, como foi visto na seção 3.6.2, equação (3.73),
a dinâmica dos chaveamentos entre regiões de operação são modelados pelas seguintes
equações:





Six(t) + Riu(t)− Ti ≤ M∗
i (1− δi(t)), i = 1 · · · q

q∑
i=1

δi(t) = 1
(4.37)

onde M∗
i = max

x∈C
(Six(t) + Riu(t)− Ti).

Re-escrevendo-a da seguinte forma,




Six(t) + Riu(t) + M∗
i δi(t) ≤ M∗

i + Ti, i = 1 · · · q
q∑

i=1

δi(t) = 1
(4.38)

ao longo do horizonte de predição (j = 1, . . . , N ), resulta ser





Six(t + j − 1) + Riu(t + j − 1) + M∗
i δi(t + j − 1) ≤ M∗

i + Ti, i = 1 · · · q
q∑

i=1

δi(t + j − 1) = 1

(4.39)
Trabalhando algebricamente a equação anterior, recursivamente paraj = 1, . . . , N ,

tem-se que
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



Six(t) + Riu(t) + M∗
i δi(t) ≤ +M∗

i + Ti

Six(t + 1) + Riu(t + 1) + M∗
i δi(t + 1) =

= Si

∑q
l=1 zl(t) + Riu(t + 1) + M∗

i δi(t + 1) ≤ +M∗
i + Ti

Six(t + 2) + Riu(t + 2) + M∗
i δi(t + 2) =

= Si

∑q
l=1 zl(t + 1) + Riu(t + 2) + M∗

i δi(t + 2) ≤ +M∗
i + Ti

...
Six(t + N − 1) + Riu(t + N − 1) + M∗

i δi(t + N − 1) =
= Si

∑q
l=1 zl(t + N − 2) + Riu(t + N − 1) + M∗

i δi(t + N − 1) ≤ +M∗
i + Ti

Definindo as seguintes matrizes

Si =




0 0 . . . 0
Si 0 . . . 0
0 Si . . . 0
...

...
.. .

...
0 . . . Si 0



∈ <liN×qnN (4.40)

Ri = diag(Ri) ∈ <liN×mN (4.41)

M∗
i = diag(M∗

i ) ∈ <liN×qN (4.42)

Ti =
[

(Ti + M∗
i − Six(t))T . . . (Ti + M∗

i )T
]T ∈ <liN×1 (4.43)

o conjunto de restrições que as representam, resultam ser os seguintes:

SiZ + <iU +M∗
i ∆ ≤ Ti (4.44)

Logo, o problema de otimização é formulado como segue:
min
S

Jx , sujeito a





Zi ≤ diag(M)∆i

Zi ≥ diag(m)∆i

Zi ≤ AiZ + BiU + diag(m)∆i −m

Zi ≥ AiZ + BiU + diag(M)∆i −M

SiZ + <iU +M∗
i ∆ ≤ Ti

q∑
i=1

δi(t + j − 1) = 1

[
x(t)

u(t + j − 1)

]
∈ C

(4.45)

∀j = 1, . . . , N ; ∀i = 1, . . . , q

4.4 Sistemas com variáveis de controle lógicas

Este caso considera a situação na qual os componentes com comportamento ON-OFF,
aos quais variáveis lógicas são associadas, são elementos de atuação sobre o sistema, ou
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seja, variáveis manipuladas. Dentro deste caso está enquadrado o exemplo do forno com
chaveamento de resistências. Diferentemente dos casos anteriores, os chaveamentos não
são aleatórios nem dependem da evolução do estado, mas responderão às necessidades de
controle, podendo estes, então, acontecer ao longo do horizonte de predição.

A descrição do sistema é a seguinte:

x(t + 1) = Ax(t) + Buuu(t) + Bδuδ(t) (4.46)

Nesta equação aparecem os vetores de ações de controleuu(t), que contém as variáveis
manipuladas contínuas, euδ(t), que contém as lógicas ou inteiras, com suas respectivas
matrizes de controle.

Considerando que

uδ(t) = [u1 u2 . . . , up][δ1(t) δ2(t) . . . , δp(t)]
T = uδ(t)

e definindo as matricesBδ = Bδu , B =
[

Bu Bδ

]
e u(t) =

[
uu(t)
δ(t)

]
,

re-escreve-se a equação (4.46):

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t) (4.47)

4.4.1 Controle preditivo do sistema

Sendo o preditor de estado do tipoXp = Ax(t) + BU , a função de custo resulta
ser

Jx = 0.5UT (BT QxB + Qu)U + (Ax(t)−Xref )
T QxB U +

+ 0.5 (Ãx̃(t)−Xref )
T Qx(Ãx̃(t)−Xref ) (4.48)

4.4.2 Formulação do problema de otimização

O tratamento é análogo ao apresentado na seção (2.5.1). O problema fica definido
com segue:

“Encontrar a seqüência de ações de controleU que minimiza a função de custoJx(U),
sujeito às restrições

∑q
i=1 δi(t + j − 1) = 1, ∀j = 1, . . . , N .

4.5 Solução do problema de otimização

No caso de sistemas apresentando chaveamentos de regiões de operação por eventos
externos aleatórios, como foi visto, o problema de otimização reduz-se a um problema de
programação quadrática. No segundo caso, onde os chaveamentos acontecem por eventos
internos, e sendo que as variáveis lógicas auxiliares variam ao longo do horizonte de
predição, o problema de otimização é um de programação quadrática mista. Da mesma
forma, o terceiro caso também resulta num problema de programação quadrática mista,
já que as variáveis lógicas são variáveis de decisão.

Tratando-se de um sistema sujeito a restrições, a minimização deverá ser feita valendo-se
de algoritmos de programação numérica, por ser a resolução analítica extremamente
difícil ou até impossível de ser realizada. No caso de sistemas híbridos, pela presença de
variáveis lógicas, requerem-se algoritmos de programação numérica linear ou não linear
inteira mista, denominados respectivamente MILP (Mixed Integer Linear Programminge
MINLP (Mixed Integer Non-Linear Programming). Estes algoritmos minimizam funções
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que incluem variáveis dinâmicas contínuas (no sentido de que podem assumir qualquer
valor dentro de um certo intervalo) e variáveis inteiras.

Entre os métodos de resolução de problemas MINLP podemos citar os seguintes
(PEREIRA; SECCHI, BUSSIECK; PRUESNER (2003)):

• Branch and Bound (BB)

• Generalized Benders Decomposition (GBD)

• Outer Aproximation (OA)

Em geral, estes métodos se baseiam na solução de sucessivos problemas de programação
não linear (NLP) com relaxamento das variáveis inteiras, isto é, desconsiderando a
integralidade das mesmas e considerando-as como contínuas. Em (PEREIRA; SECCHI)
é explicado passo a passo o algoritmo desenvolvido pelos autores.

Embora vários algoritmos estarem disponíveis para serem utilizados, o maior alvo
das pesquisas é o desenvolvimento de algoritmos adequados para serem utilizados em
aplicações de controle, em tempo real. Esta necessidade é evidente pelo fato de o controle
ter que ser ajustado a cada período de amostragem, requerendo-se para estes fins, a
solução do problema de otimização dentro do mesmo.

Deve ser observado que, em muitos casos, na procura de obter generalizações para as
estratégias de controle ótimo de processos híbridos, esquece-se o fato de que na maioria
dos casos, as variáveis inteiras são, na realidade, binárias (ou booleanas) o que permite a
utilização de algoritmos de otimização mais simples e, portanto, com menores tempos de
execução. Mais ainda, no caso do sistema apresentar efetivamente variáveis inteiras, estas
sempre podem ser representadas em forma binária. Assim, por exemplo, uma variável
inteiraZ pertencente ao intervalo 0 a 7, poderá ser representada mediante a introdução de
3 variáveis bináriasδ1, δ2 e δ3, de forma que

Z = 20δ1 + 21δ2 + 22δ3, (4.49)

transformando o processo com variáveis inteiras em um com variáveis binárias.
Os algoritmos de otimização nestes casos, são chamados ”de Programação 0-1 Mista”.

Por exemplo, detalhes do algoritmo chamadoLift-and-Project, podem ser encontrados em
(BALAS; CERIA; CORNUÉJOLS).

Nos cass 2 e 3 vistos, sendo que variáveis contínuas e variáveis lógicas estão envolvidas
e sendo que as funções de custo são quadráticas, os problemas de otimizacão resultam ser
de programação quadrática mista ou MIQP (Mixed Integer Quadratic Programming).

4.6 Exemplos

4.6.1 Sistema com duas regiões de operação (1)

O sistema possui duas dinâmicas. O chaveamento entre elas produz-se quando
o estado cruzar um determinado valor, que será chamado, em diante, de superficie de
chaveamento. As dinâmicas estão representadas pelas equaçõe de estado seguintes:

x(t + 1) =

{
0.9608x(t) + 0.01961u(t) ↔ x(t) ∈ C1

0.9231x(t) + 0.01922u(t) ↔ x(t) ∈ C2
(4.50)
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Sejam as regiões de operação as seguintes:

• Região 1:
C1 = {x ∈ <n : x ≤ 2} (4.51)

A esta região associamos a variável lógicaδ1(t), de forma que sex(t) ∈ C1 ↔
δ1(t) = 1.

• Região 2:
C2 = {x ∈ <n : x > 2} (4.52)

A esta região associamos a variável lógicaδ2(t), de forma que sex(t) ∈ C2 ↔
δ2(t) = 1.

4.6.1.1 Modelo Híbrido

Com base nas variáveis lógicas definidas acima, o comportamento do sistema é
descrito pela equação

x(t + 1) = [0.9608x(t) + 0.01961u(t)]δ1(t) + [0.9231x(t) + 0.01922u(t)]δ2(t) (4.53)

comδ1(t) + δ2(t) = 1.
Definindo agora as variáveis auxiliares

z1(t) = [0.9608x(t) + 0.01961u(t)]δ1(t) (4.54)

z2(t) = [0.9231x(t) + 0.01922u(t)]δ2(t) (4.55)

resulta que

x(t + 1) = z1(t) + z2(t) (4.56)

Neste exemploT = 2 e considerando as faixas de operação do estado e do sinal de
controle sendox(t) ∈ [0, 5] e u(t) ∈ [0, 20], resultamS1 = 1, S2 = −1, R1 = R2 = 0,
T1 = 2, T2 = −2, M1 = 3 e M2 = 2. O conjunto de inequações que definem restrições
que se equivalem às equações que determinam a região de operação, para os valores
indicados são as seguintes:





x(t)− 2 ≤ 3(1− δ1(t)
−x(t) + 2 < 2(1− δ2(t))
δ1(t) + δ2(t) = 1

(4.57)
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Em função das variáveis auxiliares, as expressões anteriores resultam em





z1(t− 1) + z2(t− 1)− 2 ≤ 3(1− δ1(t))
−z1(t− 1)− z2(t− 1) + 2 ≤ 2(1− δ2(t))
δ1(t) + δ2(t) = 1

(4.58)

Por outro lado, para o presente exemploM = 5.1962 e m = 0 e o conjunto de
restrições introduzidas pela definição de variáveis auxiliares, é o seguinte:





z1(t) ≤ 5.1962δ1(t)
z1(t) ≥ 0
z1(t) ≤ 0.9608x(t) + 0.01961u(t)
z1(t) ≥ 0.9608x(t) + 0.01961u(t)− 5.1962(1− δ1(t)
z2(t) ≤ 5.1962δ2(t)
z2(t) ≥ 0
z2(t) ≤ 0.9231x(t) + 0.01922u(t)
z2(t) ≥ 0.9231x(t) + 0.01922u(t)− 5.1962(1− δ2(t)

(4.59)

Substituindo o estado conforme a equação (4.56) chega-se a





z1(t) ≤ 5.1962δ1(t)
z1(t) ≥ 0
z1(t) ≤ 0.9608z1(t− 1) + 0.9608z2(t− 1) + 0.01961u(t)
z1(t) ≥ 0.9608z1(t− 1) + 0.9608z2(t− 1) + 0.01961u(t)− 5.1962(1− δ1(t))
z2(t) ≤ 5.1962δ2(t)
z2(t) ≥ 0
z2(t) ≤ 0.9231z1(t− 1) + 0.9231z2(t− 1) + 0.01922u(t)
z2(t) ≥ 0.9231z1(t− 1) + 0.9231z2(t− 1) + 0.01922u(t)− 5.1962(1− δ2(t))

(4.60)

4.6.1.2 Controle preditivo

Considerando os horizontes de predição e controle iguais a3 nas expressões(4.58),
substituíndot por t + j, e escrevendo-a recursivamente paraj = 1, . . . , N , obtém-se as
desigualdades que definem as regiões de operação:
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



x(t)− 2 ≤ 3(1− δ1(t))
z1(t) + z2(t)− 2 ≤ 3(1− δ1(t + 1))
z1(t + 1) + z2(t + 1)− 2 ≤ 3(1− δ1(t + 2))
−x(t) + 2 ≤ 3(1− δ1(t))
−z1(t)− z2(t) + 2 ≤ 2(1− δ2(t + 1))
−z1(t + 1)− z2(t + 1) + 2 ≤ 2(1− δ2(t + 2))
δ1(t) + δ2(t) = 1
δ1(t + 1) + δ2(t + 1) = 1
δ1(t + 2) + δ2(t + 2) = 1

(4.61)

Seja o vetor de variáveis de decisão

S = [u(t) u(t + 1) u(t + 2) z1(t) z1(t + 1) z1(t + 2) z2(t)
z2(t + 1) z2(t + 2) δ1(t) δ1(t + 1) δ1(t + 2) δ2(t) δ2(t + 1) δ2(t + 2)]T

Escrevendo (4.61) em forma matricial:




0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 3 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 3 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0
0 0 0 −1 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 −1 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 2



S ≤




−x(t) + 5
5
5

x(t)
0
0




(4.62)

Complementam-se as restrições de desigualdade anteriores com as restrições de igualdade
seguintes:




0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1


 S =




1
1
1


 (4.63)

Trabalhando de forma similar à anterior, com as equações (4.60),
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



z1(t) ≤ 5.1962δ1(t)
z1(t + 1) ≤ 5.1962δ1(t + 1)
z1(t + 2) ≤ 5.1962δ1(t + 2)
z1(t) ≥ 0
z1(t + 1) ≥ 0
z1(t + 2) ≥ 0
z1(t) ≤ 0.9608x(t) + 0.01961u(t)
z1(t + 1) ≤ 0.9608z1(t) + 0.9608z2(t) + 0.01961u(t + 1)
z1(t + 2) ≤ 0.9608z1(t + 1) + 0.9608z2(t + 1) + 0.01961u(t + 2)
z1(t) ≥ 0.9608x(t) + 0.01961u(t)− 5.1962(1− δ1(t))
z1(t + 1) ≥ 0.9608z1(t) + 0.9608z2(t) + 0.01961u(t + 1)− 5.1962(1− δ1(t + 1)
z1(t + 2) ≥ 0.9608z1(t + 1) + 0.9608z2(t + 1) + 0.01961u(t + 2)− 5.1962(1− δ1(t + 2)
z2(t) ≤ 5.1962δ2(t)
z2(t + 1) ≤ 5.1962δ2(t + 1)
z2(t + 2) ≤ 5.1962δ2(t + 2)
z2(t) ≥ 0
z2(t + 1) ≥ 0
z2(t + 2) ≥ 0
z2(t) ≤ 0.9231x(t) + 0.01922u(t)
z2(t + 1) ≤ 0.9231z1(t + 1) + 0.9231z2(t + 1) + 0.01922u(t + 1)
z2(t + 2) ≤ 0.9231z1(t + 2) + 0.9231z2(t + 2) + 0.01922u(t + 2)
z2(t) ≥ 0.9231x(t) + 0.01922u(t)− 5.1962(1− δ2(t))
z2(t + 1) ≥ 0.9231z1(t + 1) + 0.9231z2(t + 1) + 0.01922u(t + 1)− 5.1962(1− δ2(t + 1)
z2(t + 2) ≥ 0.9231z1(t + 2) + 0.9231z2(t + 2) + 0.01922u(t + 2)− 5.1962(1− δ2(t + 2)

(4.64)

Matricialmente,
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


0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 −1 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0

−0.01961 0 0 1 0 0 0 0 0
0 −0.01961 0 −0.9608 1 0 −0.9608 0 0
0 0 −0.01961 0 −0.9608 1 0 −0.9608 0

0.01961 0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0.01961 0 0.9608 −1 0 0.9608 0 0
0 0 0.01961 0 0.9608 −1 0 0.9608 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −1

−0.01922 0 0 0 0 0 1 0 0
0 −0.01922 0 −0.9231 0 0 −0.9231 1 0
0 0 −0.01922 0 −0.9231 0 0 −0.9231 1

0.01922 0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0.01922 0 0.9231 0 0 0.9231 −1 0
0 0 0.01922 0 0.9231 0 0 0.9231 −1

(4.65)
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3 0 0 0 0 0
0 3 0 0 0 0
0 0 3 0 0 0
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 2

−5.1962 0 0 0 0 0
0 −5.1962 0 0 0 0
0 0 −5.1962 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

5.1962 0 0 0 0 0
0 5.1962 0 0 0 0
0 0 5.1962 0 0 0
0 0 0 −5.1962 0 0
0 0 0 0 −5.1962 0
0 0 0 0 0 −5.1962
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 5.1962 0 0
0 0 0 0 5.1962 0
0 0 0 0 0 5.1962




S ≤




−x(t) + 5
5
5

x(t)
0
0
0
0
0
0
0
0

0.9608x(t)
0
0

−0.9608x(t) + 5.1962
5.1962
5.1962

0
0
0
0
0
0

0.9231x(t)
0
0

−0.9231x(t) + 5.1962
5.1962
5.1962




(4.66)

4.6.1.3 Preditor e Função de Custo

O preditor para o presente caso é:

Xp = Z1 + Z2 =
[

IN IN

] [ Z1
T Z2

T
]T

(4.67)

e a função de custo

Jx = 0.5ST HS + fTS + K. (4.68)
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onde

H =



Qu 02N 02N

0N I2NQxI2N 02N

0N 02N 02N


 (4.69)

e

fT =
[ −Uref

TQu −Xref
TQxI2N 02N

]
(4.70)

4.6.1.4 Simulação numérica

O exemplo foi simulado com o Matlab, utilizando, para a obtenção numérica da
solução ótima, o algoritmo para otimização de sistemas mistos desenvolvido por Bemporad
e Mignone (BEMPORAD; MIGNONE (2000)), disponibilizado para download em
http://control.ee.ethz.ch/ hybrid/miqp/. Este algoritmo soluciona o problema de otimização
MIQP seguinte:

min
x

0.5sT Hs + fT s

sujeito a





Φuns ≤ Λun

Φeqs ≤ Λeq

slb ≤ s ≤ sub

s =
[

sT
c sT

d

]T

sc ∈ <nc

sd ∈ {0, 1}nd

(4.71)

Algumas questões práticas devem ser salientadas. Observou-se que que uma proporção
considerável das soluções obtidas resultavam (a) não factíveis ou (b) factíveis, porém não
com soluções inteiras, ou seja, com relaxamento das variáveis inteiras. Nas simulações
constatou-se que muitas vezes as soluções estão no limite das restrições e, portanto,
aproximações ou arredondamentos feitos pelo algoritmo resultam em soluções fora da
região de factibilidade. No exemplo, as únicas restrições funcionais introduzidas devem-se
à definição das variáveis auxiliares. A solução encontrada foi a de relaxar estas restrições
(considerandoε > 0, nas restrições introduzidas pela definição de variáveis auxiliares,
substitui-seM por M + ε e m por m − ε; ε pode ser considerado como uma constante
positiva de valor suficientemente pequeno, ou uma variável positiva e inclui-lo na função
de custo, ponderando seu valor quadrático). Faz-se também necessário adotar políticas
para administrar as não factibilidades que eventualmente aparecerem. No presente caso
foi adotada a de manter a solução do período anterior. Observou-se que o processo em
geral volta rapidamente para a região de soluções factíveis. Na figura 4.1 observam-se os
resultados obtidos.



62

0 10 20 30 40 50 60
−4

−2

0

2

0 10 20 30 40 50 60
0

10

20

0 10 20 30 40 50 60
−4

−2

0

2

0 10 20 30 40 50 60
−0.5

0

0.5

1

y(t) 

u(t) 

z1(t) 

z2(t) 

Figura 4.1: Simulação de sistema com duas regiões de operação e eventos internos (1)

Nesta simulação foram considerados os seguintes parâmetros e valores iniciais:





Qu =




2 0 0
0 2 0
0 0 2




Qx =




10 0 0
0 10 0
0 0 10




Ql =




0 0 0
0 0 0
0 0 0




x(t) = 0
xref (t + j) = 3, j = 1, 2, . . . , N
u(t− 1) = 0

(4.72)

Nos gráficos de saída pode ser observado que, apoximadamente, no instantet =
8 o estado cruza o valor2, produzindo-se o chaveamento de região de operação, fato
evidenciado nos gráficos das trajetórias das variáveis auxiliares, quandoz1 passa a ser nula
ez2 passa a assumir os valores dex. No último gráfico foi representada a factibilidade de
cada solução. A saída de factibilidade do algoritmo utilizado (BEMPORAD; MIGNONE
(2000)) assume o valor1 quando a solução é factível, o valor5 quando a solução é factível
porém não a parte de variáveis inteiras (problema com relaxamento de variáveis inteiras
factível) e o valor7 quando a solução é não factível.

4.6.2 Exemplo com duas regiões de operação (2)

O exemplo a seguir foi tomado de (BEMPORADI; MORARI (1999)). As dinâmicas
do sistema estão representadas pelas equações de estado seguintes:

x(t + 1) =

{
0.8x(t) + u(t) ↔ x(t) ∈ C1

−0.8x(t) + u(t) ↔ x(t) ∈ C2
(4.73)

Sejam as regiões de operação as seguintes:
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• Região 1:

C1 = {x ∈ <n : x ≥ 0} (4.74)

A esta região associamos a variável lógicaδ1(t), de forma que sex(t) ∈ C1 ↔
δ1(t) = 1.

• Região 2:

C2 = {x ∈ <n : x < 0} (4.75)

A esta região associamos a variável lógicaδ2(t), de forma que sex(t) ∈ C2 ↔
δ2(t) = 1.

SendoT = 0 e x(t) ∈ [−10, 10] e u(t) ∈ [−1, 1], resultam, para este sistema,
S1 = −1, S2 = 1, R1 = R2 = 0, T1 = T2 = 0 eM1 = M2 = 10.

Modelando de forma similar à anterior obtém-se as seguintes restrições introduzidas
pela definição das variáveis auxiliares e as regiões de operaçãoGS ≤ b, onde:
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G =




0 0 0 0 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 10 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 10 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 10 0
0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 10
0 0 0 1 0 0 0 0 0 −9 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 −9 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 −9 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0 0 −9 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 −9 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 −9 0 0 0

−1 0 0 1 0 0 0 0 0 9 0 0 0 0 0
0 −1 0 −0.8 1 0 −0.8 0 0 0 9 0 0 0 0
0 0 −1 0 −0.8 1 0 −0.8 0 0 0 9 0 0 0
1 0 0 −1 0 0 0 0 0 9 0 0 0 0 0
0 1 0 0.8 −1 0 0.8 0 0 0 9 0 0 0 0
0 0 1 0 0.8 −1 0 0.8 0 0 0 9 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 −9 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 −9 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 −9
0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 −9 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 −9 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 −9

−1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 9 0 0
0 −1 0 0.8 0 0 0.8 1 0 0 0 0 0 9 0
0 0 −1 0 0.8 0 0 0.8 1 0 0 0 0 0 9
1 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 9 0 0
0 1 0 −0.8 0 −0.8 −1 0 0 0 0 0 9 0
0 0 1 0 −0.8 0 0 −0.8 −1 0 0 0 0 0 9




(4.76)
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b =




x(t) + 10
10
10

−x(t) + 10
10
10
0
0
0
0
0
0

0.8x(t) + 9
9
9

−0.8x(t) + 9
9
9
0
0
0
0
0
0

−0.8x(t) + 9
9
9

−0.8x(t) + 9
9
9




(4.77)

O resultado da simulação é apresentado na figura (4.6.2).

As mesmas considerações feitas no exemplo anterior com relação à necesidade de
relaxamento de restrições, valem para este exemplo.

Nesta simulação foram considerados os seguintes parâmetros e valores iniciais:
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Exemplo 5: Sistema com duas regiões de operação − 
Modelagem introduzindo duas variáveis auxiliares  
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Figura 4.2: Simulação exemplo tomado de (BEMPORADI; MORARI (1999))





Qu =




0.1 0 0
0 0.1 0
0 0 0.1




Qx =




0.5 0 0
0 0.5 0
0 0 0.5




Ql =




0 0 0
0 0 0
0 0 0




x(t) = −2
xref (t + j) = 1, j = 1, 2, . . . , N
u(t− 1) = 0

(4.78)

Nas figuras observa-se claramente o chaveamento de região de operação. Neste caso,
observando a trajetória de estado, a condição de chaveamento é atingida entre dois instantes
de amostragem.

4.6.3 Exemplo com duas regiões de operação (3)

É importante observar que a modelamento de um sistema misto não é única, porém
os resultados são equivalentes. Para ilustrar este fato, considere a seguinte modelamento
alternativa para o sistema do exemplo anterior, feito com uma única variável auxiliar.
Seja:
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x(t + 1) =

{
0.8x(t) + u(t) ↔ x(t) ∈ C1

−0.8x(t) + u(t) ↔ x(t) ∈ C2
(4.79)

Sejam as regiões de operação as seguintes:

• Região 1:

C1 = {x ∈ <n : x ≥ 0} (4.80)

A esta região associamos a variável lógicaδ(t), de forma que sex(t) ∈ C1 ↔
δ(t) = 1.

• Região 2:

C2 = {x ∈ <n : x < 0} (4.81)

A esta região associamos a variável lógicaδ2(t) = 1− δ(t), de forma que sex(t) ∈
C2 ↔ δ(t) = 0. Isto surge diretamente da condição de exclusão entre regiões de
operação

A equação dinâmica do sistema pode ser escrita como segue:

x(t + 1) = 0.8x(t)δ(t)− 0.8x(t)(1− δ(t)) + u(t) (4.82)

Trabalhando esta última equação, resulta

x(t + 1) = −0.8x(t) + 1.6x(t)δ(t) + u(t) (4.83)

Definindoz(t) = x(t)δ(t) obtém-se a equação linear

x(t + 1) = −0.8x(t) + 1.6z(t) + u(t) (4.84)
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4.6.3.1 Modelo Híbrido

Este modelo é do tipo

x(t + 1) = A(t)x(t) + A2z(t) + B1u(t) (4.85)

Definindo as seguintes matrizes,

A =
[

A A2

]
(4.86)

x(t) =

[
x(t)
z(t)

]
(4.87)

o modelo resulta do tipo,

x(t + 1) = A(t)x(t) + B1u(t) (4.88)

4.6.3.2 Preditor e função de custo

O preditor resulta análogo ao do exemplo anterior:

Xp = Ax(t) + BS (4.89)

Jx = 0.5ST HS + fTS + K (4.90)

4.6.3.3 Simulação

Para os valores dados no exemplo 2, resultamA = −0.8, A2 = 1.6, B1 = 1,
os parâmetrosR1, R2, S1, S2, T1 e T2 assumen os mesmos valores que no exemplo
anterior, M1 = M2 = 10, M = 10 e m = −10.

Na figura 4.3 se observa que os resultados são análogos aos obtidos com a outra
modelamento. Sendo que os resultados são iguais, esta modelamento resulta mais conveniente,
já que apresenta menor quantidade de variáveis de decisão e de restrições. Como conseqüência
disto, o tempo de execução das otimizações resulta sensivelmente menor.

4.6.4 Exemplo: Sistema dinâmico com variável manipulada discreta

A seguir analisa-se o sistema do exemplo (3.2.2). Neste caso de sistema híbrido,
não se tem chaveamentos de dinâmica.

Considerem-se os seguintes valores numéricos:

V = 220V

R1 = R2 = R3 = R4 = 10Ω

T = 120s
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Figura 4.3: Simulação alternativa do sistma com duas regiões de operação

G(0) = 2.7273
oC
A

Para uma taxa de amostragemTs = 10s, as equações de estado do sistema são:

{
x(t + 1) = 0.92x(t) + 0.2181u(t)
y(t) = x(t)

(4.91)

onde u(t) ∈ [
0.0 22 44 66 88

]
são os diferentes valores de corrente (e, portanto,

potência) que podem ser entregues ao sistema. A temperatura deve estar compreendida
na faixa y(t) ∈ [0, 300] .

Introduzem-se variáveis lógicas que indicam quantas chaves estão fechadas (quantas
resistências estão energizadas). Para simplificar um pouco, substitui-se a variável lógica
que indica que todas as chaves estão abertas, pela condição de todas as outras variáveis
estarem em0.

Neste caso, tendo 5 valores diferentes, foram definidas 4 variáveis lógicas. A quinta
variável lógica é substituída pela condição de todas as outras serem nulas. Isto surge
diretamente da condição de exclusão. Este fato pode ser representado modificando a
condição de exclusão e substituindo-a pela seguinte restrição:

4∑
i=1

δi(t) ≤ 1 (4.92)

4.6.5 Simulação

Na figura 4.4 se apresentam os resulados desta simulação.
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Figura 4.4: Simulação do sistema com variáveis manipuladas discretas

As condições de simulação foramN = 4, x(0) = 30, x ∈ [25, 200], yref (t) =
xref (t) = 180 ∀t, u(0) = 0, peso sobre o estadoqx = 0.008. Observe que no regime
estacionário, a temperatura se mantém dentro de uma faixa de aproximadamente+

−10oC
do valor de referência desejado.
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5 ESTUDO DE CASO: SISTEMA DE EQUALIZAÇÃO DE
UMA PLANTA DE TRATAMENTO DE EFLUENTES

5.1 Introdução

Os sistemas de tratamento de efluentes são bastante sensíveis a variações tanto da
concentração de contaminantes como da vazão do influente. Como forma de minimizar
este problema, muitas instalações de tratamento de efluentes incorporam sistemas de
equalização cuja finalidade é manter constantes ou aproximadamente constantes estas
variáveis. Em outras palavras, o objetivo do sistema de equalização é o de filtrar as ditas
variações. Estes sistemas estão geralmente compostos por vários tanques interligados
contando também com válvulas ON-OFF nas entradas, saídas e/ou transferências entre
tanques.

O presente estudo de caso baseia-se na planta de equalização estudada em (HARMAND
et al. (1999), QUEINEC; TABOURIECH (2004)). No primeiro destes trabalhos é proposta
uma estratégia de controle LQG e utiliza um controle supervisório de lógica difusa (fuzzy
logic) para se adaptar ao ponto de operação, calculando os valores de referência a serem
utilizados. Nos outros dois trabalhos são utilizadas técnicas de síntese de controladores
em presença de saturação.

Destaca-se que nos trabalhos citados, os respectivos estudos são feitos para uma
configuração fixa de válvulas, ou seja, a presença de elementos lógicos no sistema não
é explorada. O presente estudo de caso propõe a utilização deste grau de liberdade. Para
chegar a um controlador que possa modificar o estado aberto ou fechado das válvulas,
conforme um objetivo de controle, faz-se necessária a obtenção de um modelo híbrido
da planta. Como primeiro passo, são obtidas as equações que descrevem o processo,
passando-se depois à obtenção de um modelo híbrido que será utilizado no projeto do
controlador preditivo. Como estratégia de controle para este tipo de sistema, o MPC,
como já foi estudado, resulta bem adequado pelas interessantes possibilidades de trabalho
na presença de restrições e a incorporação de sinais de atuação lógicos, entre outros
motivos.

5.2 O sistema

O sistema em estudo é apresentado na figura (5.1). O mesmo é formado por 3
tanques contendo efluentes em volumes e concentraçõesV1/C1, V2/C2 eV3/C3

respectivamente. O sistema recebe águas residuais residenciais que entram no sistema
com vazãoQin e concentraçãoCin, e águas residuais industriais, com alta concentração
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de contaminantes, com vazãoQtr e concentraçãoCtr, descarregadas por caminhões. Os
tanques são interligados por um sistema de tubulações e válvulas como o apresentado na
figura 5.1. Resumindo, os elementos componentes e variáveis do sistema são os seguintes:
T1: tanque 1;
T2: tanque 2;
T3: tanque 3;
Pin: bomba de entrada;
P1: Bomba de saída do tanque 1;
P2: Bomba de saída do tanque 2;
P3: Bomba de saída do tanque 3;
vi1: válvula (ON-OFF) de entrada do tanque 1;
vi2: válvula (ON-OFF) de entrada do tanque 2;
vi3: válvula (ON-OFF) de entrada do tanque 3;
v1o: válvula (ON-OFF) de saída do tanque 1;
v3o: válvula (ON-OFF) de saída do tanque 3;
v12: válvula (ON-OFF) de recirculação do tanque 1 para o 2;
v32: válvula (ON-OFF) de recirculação do tanque 3 para o 2;
V1: volume do tanque 1[m3];
V2: volume do tanque 2[m3];
V3: volume do tanque 3[m3];
C1: concentração no tanque 1[q/m3];
C2: concentração no tanque 2[q/m3];
C3: concentração no tanque 3[q/m3];
Cin: concentração de entrada do sistema (águas residuais residenciais)[q/m3];
Qin: vazão de entrada do sistema (águas residuais residenciais)[m3/h];
Ctr: concentração de entrada do sistema (águas residuais industriais descarregadas de
caminhões)[q/m3];
Qtr: vazão de entrada do sistema (águas residuais industriais descarregadas de caminhões)
[m3/h];
Cout: concentração de saída[q/m3];
Qout: vazão de saída do sistema[m3/h]

Das variáveis acima indicadas,V1 , V2 ,V3 , C1 , C2 e C3 são as variáveis de estado;
Q1 , Q2 e Q3 as variáveis manipuladas contínuas através das bombasP1, P2 e P3; as
válvulas ON-OFF as variáveis manipuladas lógicas (assumindo o valor “0” quando fechadas
e “1” no caso contrário);Cin , Qin , Ctr eQtr as perturbações; e, finalmente,Cout eQout

as saídas do sistema.
Destaca-se que o sistema tem certas restrições em relação aos estados das válvulas.

Estas restrições são:

• somente uma única válvula de entrada pode estar aberta durante um período de
amostragem.

• somente uma única das válvulas de recirculação tanque 1-tanque 2(v12) 2 ou de
saída de tanque 1 (v1o) pode estar aberta durante um período de amostragem.

• somente uma única das válvulas de recirculação tanque 3-tanque 2(v32) 2 ou de
saída de tanque 3 (v3o) pode estar aberta durante um período de amostragem.
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Figura 5.1: Sistema de Equalização de Planta de Tratamento de Efluentes
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5.3 Modelamento matemático do sistema

5.3.1 Equações de estado da planta

Como já fora indicado, as variáveis de estado do sistema são os volumes e concentrações
de efluentes nos três tanques. A seguir é detalhada a obtenção das equações de estado
e de saída que regem o comportamento dinâmico do sistema. Para isto considera-se
um reservatório com diferentes entradas e saídas de produto, dadas respectivamente por
Qinj

(t), j = 1 . . . ni eQoutl(t), l = 1 . . . no.

• Evolução dinâmica dos volumes

Genericamente, a variação de volume∆V em um dado reservatório num período
de tempo∆t suficientemente pequeno, resulta

∆V (t) =

(
ni∑

j=1

Qinj
(t)−

no∑

l=1

Qoutl(t)

)
∆t. (5.1)

Portanto, no limite∆t → 0, obtém-se a equação diferencial que descreve a evolução
do volume

dV (t)

dt
=

ni∑
j=1

Qin(t)−
no∑

l=1

Qout(t) (5.2)

• Evolução dinâmica das concentrações

No tanque considerado, tem-se quem(t) = C(t)V (t), ondem(t), C(t) e V (t)
são, respectivamente, massa de contaminantes, concentração de contaminantes no
efluente e volume de efluente no tanque. Sejamminj

(t), j = 1 . . . ni emoutl(t), l =
1 . . . no , respectivamente, as quantidades (massas) de contaminantes de entrada e
de saída. Logo, a variação de contaminantes∆m(t) no tanque num intervalo de
tempo suficientemente pequeno∆t, resulta em:

∆m(t) = m(t + ∆t)−m(t) =

ni∑
j=1

minj
(t)−

no∑

l=1

moutl(t) (5.3)

Considerando que

ni∑
j=1

minj
j(t) =

ni∑
j

∆tQinj
(t)Cinj

(t) (5.4)
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e
no∑

l=1

moutl(t) =
no∑

l

∆tQoutl(t)Coutl(t) (5.5)

tanto para entrada como para saída, a equação (5.3) resulta:

m(t + ∆t)−m(t) =

ni∑
j=1

∆tQinj
(t)Cinj

(t)−
no∑

l=1

∆tQoutl(t)Coutl(t) (5.6)

A concentração resultante emt + ∆t é

C(t + ∆t) =
m(t + ∆t)

V (t + ∆t)
=

=
C(t)V (t) +

∑ni

j=1 ∆tQinj
(t)Cinj

(t)−∑no

l=1 ∆tQoutl(t)Coutl(t)

V (t + ∆t)
(5.7)

ComoV (t + ∆t) = V (t) + ∆t
(∑ni

j=1 Qinj
(t)−∑no

l=1 Qoutl(t)
)

, tem-se que

C(t + ∆t) =
C(t)V (t) +

∑ni

j=1 ∆tQinj
(t)Cinj

(t)−∑no

l=1 ∆tQoutl(t)Coutl(t)

V (t) + ∆t
(∑ni

j=1 Qinj
(t)−∑no

l=1 Qoutl(t)
)

(5.8)

Substraindo em ambos membros da equação anteriorC(t), e trabalhando algebricamente,
obtém-se

∆C(t) = C(t + ∆t)− C(t) =

∑ni

j=1 ∆tQinj
(t)Cinj

(t)−∑no

l=1 ∆tQoutl(t)Coutl(t)

V (t) + ∆t(
∑ni

j=1 Qin(t)−∑no

l=1 Qout(t))
−

− ∆tC(t)(
∑ni

j=1 Qinj
(t)−∑no

l=1 Qoutl(t))

V (t) + ∆t(
∑ni

j=1 Qin(t)−∑no

l=1 Qout(t))
(5.9)

Observe que, como os tanques possuem uma única saída,

no∑

l=1

∆tQoutl(t)Coutl(t) = ∆tQout(t)Cout(t), (5.10)
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tem-se também que:

Cout(t) = C(t) (5.11)

Trabalhando a expressão (5.9) com as considerações anteriores, resulta que:

∆C(t)

∆t
=

∑ni

j=1 Qinj
(t)(Cinj

(t)− C(t))

V (t) + ∆t
(∑ni

j=1 Qinj
(t)−∑no

l=1 Qoutl(t)
) (5.12)

Logo, para o limite∆t → 0 resulta

dC(t)

dt
=

∑ni

j=1 Qinj
(t)(Cinj

(t)− C(t))

V (t)
(5.13)

É importante observar que esta equação é não linear.

5.4 Equações Dinâmicas

Aplicando as equações (5.2) e (5.13) no sistema em estudo, obtém-se as equações
dinâmicas que descrevem a evolução do estado. Por enquanto, por simplicidade de notação,
omite-se a dependência temporal das variáveis. Considerando-se quevi1, vi2, vi3 são
variáveis lógicas associadas às vávulas ON-OFF e, portanto, assumem valor1 ou0 (conforme
estiverem abertas ou fechadas), as equações de estado são então as seguintes:





V̇1 = Qtr + vi1Qin −Q1

Ċ1 = Qtr(Ctr−C1)+vi1Qin(Cin−C1)
V1

V̇2 = vi2Qin + v12Q1 + v32Q3 −Q2

Ċ2 = vi2Qin(Cin−C2)+v12Q1(C1−C2)+v32Q3(C3−C2)
V2

V̇3 = vi3Qin −Q3

Ċ3 = vi3Qin(Cin−C3)
V3

(5.14)

As equações de saída do sistema são:

{
Qout = vo1Q1 + Q2 + vo3Q3

Cout = vo1Q1C1+Q2C2+vo3Q3C3

vo1Q1+Q2+vo3Q3

(5.15)
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Estas equações devem ser complementadas com os intertravamentos entre válvulas
conforme foi indicado na seção 5.2. Estes são modelados matematicamente como segue:





vi1 + vi2 + vi3 = 1
v1o + v12 = 1
v3o + v32 = 1

(5.16)

respectivamente, os vetores de saída, de estado, de controle e de perturbação.

5.4.1 Modelo híbrido

Obtém-se a seguir um modelo de espaço de estado localmente linear, por meio de
uma linearização por série de Taylor numa vizinhança de um ponto de equilíbrio genérico.

Primeiramente, definem-se as seguintes variáveis auxiliares, resultantes do produto
entre variáveis lógicas (válvulas ON/OFF) e variáveis contínuas (BEMPORADI; MORARI
(1999)):





z1o = v1oQ1

z3o = v3oQ3

z12 = v12Q1

z32 = v32Q3

zin1 = vi1Qin

zin2 = vi2Qin

zin3 = vi3Qin

(5.17)

Com as variáveis auxiliares mais acima definidas, as equações de estado (5.14) e de
saída (5.15) podem ser re-escritas como:





V̇1 = Qtr + zin1 −Q1

Ċ1 = Qtr(Ctr−C1)+zin1(Cin−C1)
V1

V̇2 = zin2 + z12 + z32 −Q2

Ċ2 = zin2(Cin−C2)+z12(C1−C2)+z32(C3−C2)
V2

V̇3 = zin3 −Q3

Ċ3 = zin3(Cin−C3)
V3

(5.18)

{
Qout = z1o + Q2 + z3o

Cout = z1oC1+Q2C2+z3oC3

z1o+Q2+z3o

(5.19)

5.4.2 Linearização do modelo

Considere um ponto de equilíbrio para o sistema (5.18)-(5.19) e definam-se os
seguintes vetores de desvio com relação a este último:

x =
[

Ṽ1 C̃1 Ṽ2 C̃2 Ṽ3 C̃3

]T
(5.20)

u =
[

Q̃1 Q̃2 Q̃3

]T
, (5.21)
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ν =
[

C̃tr Q̃tr C̃in Q̃in

]T
(5.22)

zu =
[

z̃1o z̃3o z̃12 z̃32

]T
(5.23)

zν =
[

z̃in1 z̃in2 z̃in3

]T
(5.24)

onde o “ ” nas variáveis indica que são desvios com relação ao ponto de equilíbrio
denotado por(x∗, u∗, z∗u, ν

∗, z∗ν). Observe-se que, como o vetorν é de perturbações, o
vetorzν também o é, já que seus componentes são o produto entre variáveis representando
perturbações e variáveis lógicas. Neste último caso, deverá ser estudado cuidadosamente
como lidar com o fato de serem estas variáveis auxiliares assim definidas, parte do conjunto
de variáveis de otimização. Isto será analisado numa próxima seção.

Utilizando a aproximação de Taylor de primeira ordem, obtém-se o seguinte modelo
linearizado para o sistema (5.18)-(5.19), no entorno do ponto de equilíbrio considerado
(por simplicidade na notação, daqui em diante substitui-se a indicação do ponto de equilíbrio
“ |(x∗,u∗,z∗u,ν∗,z∗ν)” por “ |∗”):

ẋ =




∂V̇1

∂x
∂Ċ1

∂x
∂V̇2

∂x
∂Ċ2

∂x
∂V̇3

∂x
∂Ċ3

∂x




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∗

x(t) +




∂V̇1

∂u
∂Ċ1

∂u
∂V̇2

∂u
∂Ċ2

∂u
∂V̇3

∂u
∂Ċ3

∂u




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∗

u(t) + (5.25)

+




∂V̇1

∂zu
∂Ċ1

∂zu
∂V̇2

∂zu
∂Ċ2

∂zu
∂V̇3

∂zu
∂Ċ3

∂zu




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∗

zu(t) +




∂V̇1

∂zν
∂Ċ1

∂zν
∂V̇2

∂zν
∂Ċ2

∂zν
∂V̇3

∂zν
∂Ċ3

∂zν




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∗

zν(t) +




∂V̇1

∂ν
∂Ċ1

∂ν
∂Ċ2

∂ν
∂V̇3

∂ν




∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∗

ν(t) (5.26)

Pode observar-se que as equações de estado correspondentes à evoluçãoV1, V2 e V3

são originariamente lineares.
A seguir serão detalhadas as linearizações dos outros termos.

• Gradiente das derivadas das concentrações (̇Ci, i = 1, 2, 3 ) com relação ao
estado:

∂Ċi

∂x

∣∣∣∣∣
∗

=
[

∂Ċi

∂V1

∂Ċi

∂C1

∂Ċi

∂V2

∂Ċi

∂C2

∂Ċi

∂V3

∂Ċi

∂C3

]∣∣∣
∗

(5.27)
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Da equação (5.27) resulta1:

∂Ċ1

∂x

∣∣∣∣∣
∗

=
[
−Q∗tr(C∗tr−C∗1 )+z∗in1(C∗in−C∗1 )

V ∗1
2 −Q∗tr+z∗in1

V ∗1
0 0 0 0

]
(5.28)

∂Ċ2

∂x

∣∣∣∣∣
∗

=
[

0
z∗12
V ∗2

− z∗in2(C∗in−C∗2 )+z∗12(C
∗
1−C∗2 )+z∗32(C

∗
3−C∗2 )

V ∗2
2 − z∗in2+z∗12+z∗32

V ∗2
0

z∗32
V ∗2

]

(5.29)

∂Ċ3

∂x

∣∣∣∣∣
∗

=
[

0 0 0 0 − z∗in3(C∗in−C∗3 )

V ∗3
2 − z∗in3

V ∗3

]
(5.30)

• Gradiente das concentrações com relação ao vetor de controle

De forma similar ao item anterior, com relação au:

∂Ċi

∂u

∣∣∣∣∣
∗

=
[

∂Ċi

∂Q1

∂Ċi

∂Q2

∂Ċi

∂Q3

]∣∣∣
∗

(5.31)

Da equação anterior resulta:

∂Ċ1

∂u

∣∣∣∣∣
∗

=
[

0 0 0
]

(5.32)

∂Ċ2

∂u

∣∣∣∣∣
∗

=
[

0 0 0
]

(5.33)

∂Ċ1

∂u

∣∣∣∣∣
∗

=
[

0 0 0
]

(5.34)

1A indicação “∗” nas variáveis, denota o seu valor de equilíbrio
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• Gradiente das concentrações com relação ao vetor variáveis auxiliares de controle

As derivadas parciais das concentrações com relação azu são:

∂Ċi

∂zu

∣∣∣∣∣
∗

=
[

∂Ċi

∂z1o

∂Ċi

∂z3o

∂Ċi

∂z12

∂Ċi

∂z32

]∣∣∣
∗

(5.35)

∂Ċ1

∂zu

∣∣∣∣∣
∗

=
[

0 0 0 0
]∣∣
∗ (5.36)

∂Ċ2

∂zu

∣∣∣∣∣
∗

=
[

0 0
C∗1−C∗2

V ∗2

C∗3−C∗2
V ∗2

]∣∣∣
∗

(5.37)

∂Ċ3

∂zu

∣∣∣∣∣
∗

=
[

0 0 0 0
]∣∣
∗ (5.38)

• Gradiente das concentrações com relação ao vetor variáveis aleatórias auxiliares

As derivadas parciais das concentrações com relação azν são:

∂Ċi

∂zν

∣∣∣∣∣
∗

=
[

∂Ċi

∂zin1

∂Ċi

∂zin2

∂Ċi

∂zin3

]∣∣∣
∗

(5.39)

donde tem-se:

∂Ċ1

∂zν

∣∣∣∣∣
∗

=
[

C∗in−C∗1
V ∗1

0 0
]

(5.40)

∂Ċ2

∂zν

∣∣∣∣∣
∗

=
[

0
Cin

∗−C∗2
V ∗2

0
]

(5.41)
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∂Ċ3

∂zν

∣∣∣∣∣
∗

=
[

0 0
C∗in−C∗3

V ∗3

]
(5.42)

• Gradiente das concentrações com relação ao vetor de perturbações

Finalmente, as derivadas parciais das concentrações com relação aν,

∂Ċi

∂ν

∣∣∣∣∣
∗

=
[

∂Ċi

∂Ctr

∂Ċi

∂Qtr

∂Ċi

∂Cin

∂Ċi

∂Qin

]∣∣∣
∗

(5.43)

∂Ċ1

∂ν

∣∣∣∣∣
∗

=
[

Q∗tr
V ∗1

C∗tr−C∗1
V ∗1

z∗in1

V ∗1
0

]
(5.44)

∂Ċ2

∂ν

∣∣∣∣∣
∗

=
[

0 0
z∗in2

V ∗2
0

]
(5.45)

∂Ċ3

∂ν

∣∣∣∣∣
∗

=
[

0 0
z∗in3

V ∗3
0

]
(5.46)

A partir dos desenvolvimentos apresentados na seção 5.4.2 , a linearização do modelo
no entorno de um ponto de equilíbrio genérico(x∗, u∗, z∗u, ν

∗, z∗ν) resulta no seguinte
modelo

ẋ = A∗x + B∗
1u + B∗

2zu + Γ∗ν + Γ∗zzν (5.47)

com as matrizesA∗, B∗
1 , B∗

2 , Γ∗ eΓ∗z, definidas como segue:
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A∗ =




0 0 0

−Q∗tr(C∗tr−C∗1 )+z∗in1(C∗in−C∗1 )

V ∗1
2 −Q∗tr+z∗in1

V ∗1
0

0 0 0

0
z∗12
V ∗2

− z∗in2(C∗in−C∗2 )+z∗12(C
∗
1−C2)+z∗32(C

∗
3−C∗2 )

V ∗2
2

0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

− z∗in2+z∗12+z32

V ∗2
0 z32∗

V ∗2
0 0 0

0 − z∗in3(C∗in−C∗3 )

V ∗3
2 − z∗in3

V ∗3




(5.48)

B∗
1 =




−1 0 0
0 0 0
0 −1 0
0 0 0
0 0 −1
0 0 0




(5.49)

B∗
2 =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 1

0 0
C∗1−C∗2

V ∗2

C∗3−C∗2
V ∗2

0 0 0 0
0 0 0 0




(5.50)

Γ∗ =




0 1 0 0
Q∗tr
V ∗1

C∗tr−C∗1
V ∗1

ZQin1

V ∗1
0

0 0 0 0

0 0
z∗in2

V ∗2
0

0 0 0 0

0 0
z∗in3

V ∗3
0




(5.51)
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Γ∗z =




1 0 0
C∗in−C∗1

V ∗1
0 0

0 1 0

0
C∗in−C∗2

V ∗2
0

0 0 1

0 0
C∗in−C∗3

V ∗3




(5.52)

5.4.3 Ponto de equilíbrio

Considera-se que no ponto de equilíbrio tem-se a seguinte configuração de válvulas
(QUEINEC; TABOURIECH (2004), QUEINEC; HARMAND; TABOURIECH (2004)):





v∗i1 = 0
v∗i2 = 0
v∗i3 = 1
v∗1o = 0
v∗3o = 0
v∗12 = 1
v∗32 = 1

(5.53)

isto é, as válvulas de entrada a tanque 3 e de re-circulação do tanque 1 ao tanque 2 e
do tanque 3 ao tanque 2 estão abertas e as restantes fechadas, o que resulta nas variáveis
auxiliares de equilíbrio seguintes





z∗1o = 0
z∗3o = 0
z∗12 = Q∗

1

z∗32 = Q∗
3

z∗in1 = 0
z∗in2 = 0
z∗in3 = Q∗

3

(5.54)

Considerando para as perturbações (vetorν) os valores médios como valores de equilíbrio,
e para os volumes dos equalizadores a metade da faixa de variação, tem-se:

ν∗ =
[

0 0 4000 90
]T

(5.55)





V ∗
1 = 507.5

V ∗
2 = 1012.5

V ∗
3 = 1012.5

(5.56)
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As faixas de variação de volume nos tanques são:V1 ∈ [270, 745]m3 e V2, V3 ∈
[540, 1485]m3.

Sendo que no ponto de equilíbriȯV1 = V̇2 = V̇3 = 0 e Ċ1 = Ċ2 = ċ3 = 0, obtém-se
os valores de equilíbrio para as variáveis restantes:





Q∗
1 = 0

Q∗
2 = 90

Q∗
3 = 90

C∗
1 = 40000

C∗
2 = 4000

C∗
3 = 4000

z∗32 = 90
z∗12 = 0
z∗1o = 0
z∗in3 = 90

(5.57)

As matrizes do sistema neste ponto de equilíbrio resultam, então:

A∗ =




0 0 0 0 0 0
0 −0.0079 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 −0.0889 0 0.0889
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −0.0889




(5.58)

B∗
1 =




−1 0 0
0 0 0
0 −1 0
0 0 0
0 0 −1
0 0 0




(5.59)

B∗
2 =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 1
0 0 35.5556 0
0 0 0 0
0 0 0 0




(5.60)
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Γ∗ =




0 1 0 0
0 3.9506 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0.0889 0




(5.61)

Γ∗z =




1 0 0
−70.9360 0 0

0 1 0
0 0 0
0 0 1
0 0 0




(5.62)

5.4.4 Considerações com relação à definição de variáveis aleatórias auxiliares

Sendo queQin é uma perturbação, ao invés de utilizar as variáveis auxiliareszin1,
zin2 e zin3 definidas pelas equações (5.17) como variáveis de otimização, seria mais
correto considerarQin com seu valor esperado (valor médio) ou com seu valor medido, e
utilizar as variáveis binárias auxiliaresvin1, vin2 e vin1 como variáveis de otimização.
Sendo que, conforme obtido na equação (3.42), a definição de cada variável auxiliar
incorpora 4 restrições, logo, além de resultar o problema de otimização num outro com
menor número de restrições , resultará num com menor número, também, de variáveis
de otimização. Por exemplo, para um horizonte de predição3, terão, para esta última
situação,36 (4×horizonte×número de variáveis) restrições e9 (horizonte×número de
variáveis) variáveis de otimização a menos. Seguindo este raciocínio, modifica-se o termo
Γzνz da expressão 5.47 como se apresenta a seguir.

Considerando que

zν =




zin1

zin2

zin3


 =




Qin 0 0
0 Qin 0
0 0 Qin







vi1

vi2

vi3


 (5.63)

e como o sistema está linearizado em torno do ponto de equilíbrio, substitui-seΓzzν da
seguinte forma:

Γ∗zzν = Γ∗z




Q∗
in 0 0
0 Q∗

in 0
0 0 Q∗

in







vi1

vi2

vi3


 = Γ∗in




vi1

vi2

vi3


 = Γ∗invin (5.64)

Para o ponto de equilíbrio indicado, resulta:
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Γ∗in =




90 0 0
−6384.24 0 0

0 90 0
0 0 0
0 0 90
0 0 0




(5.65)

O sistema resultante é o seguinte:

ẋ = A∗x + B∗
1u + B∗

2zu + Γ∗invin + Γ∗ν (5.66)

Ressalva-se que até aqui foi omitida a dependência temporal das variáveis, para maior
simplicidade na notação. A partir deste ponto faz-se necessário evidenciar este fato, para
identificar diferentes períodos de amostragem ao longo do horizonte de predição.

5.4.5 Sistema em tempo discreto

As equações acima obtidas correspondem ao sistema em tempo contínuo. Adotando
uma taxa de amostragem de0.2horas, o modelo de tempo discreto resultante apresenta-se
a seguir, onde, por simplicidade na notação, omitem-se os supra-índices “∗”.

x(t + 1) = Adx(t) + B1du(t) + Γindvin(t) + B2dzu(t) + Γdν(t) (5.67)

As matrizes são as seguintes:

Ad =




1 0 0 0 0 0
0 0.9984 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0.9822 0 0.0178
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0.9822




(5.68)

B1d =




−0.2 0 0
0 0 0
0 −0.2 0
0 0 0
0 0 −0.2
0 0 0




(5.69)
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Γind =




18 0 0
−1276.8 0 0

0 18 0
0 0 0
0 0 18
0 0 0




(5.70)

B2d =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0.2 0.2
0 0 7.1111 0
0 0 0 0
0 0 0 0




(5.71)

Γd =




0 0.2 0 0
0 −3.9506 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0.0889 0




(5.72)

Complementam este modelo de tempo discreto, as restrições introduzidas na seção
seguinte.

5.4.6 Restrições

Tem-se as seguintes restrições de conjunto (HARMAND et al. (1999), QUEINEC;
TABOURIECH (2004), QUEINEC; HARMAND; TABOURIECH (2004)) sobre o estado





V1 ∈ [270, 745]m3

V2 ∈ [540, 1485]m3

V3 ∈ [540, 1485]m3

(5.73)

e as seguintes sobre o controle





Q1 ∈ [0, 8]m3/h
Q2 ∈ [0, 188]m3

Q3 ∈ [0, 180]m3

(5.74)

As medições sobre as perturbações no estudo realizado em (QUEINEC; HARMAND;
TABOURIECH (2004)), resultaram nos seguintes valores nominais/máxima variação:
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



Qin/∆maxQin → 90/26.9 [m3]
Cin/∆maxCin → 4000/1675.8 [g/m3]
Qtr/∆maxQtr → 4/3.74 [m3]
Ctr/∆maxCtr → 40000/1918.5 [g/m3]

(5.75)

Além das restrições de conjunto, temos as seguintes restrições funcionais:

• v1o(t) + v12(t) = 1

• v3o(t) + v32(t) = 1

• vi1(t) + vi2(t) + vi3(t) = 1

Incorporam-se, também, as restrições introduzidas pela definição de variáveis auxiliares
(BEMPORADI; MORARI (1999)).

Definem-se




MQ1 = max(Q1)
MQ3 = max(Q3)
mQ1 = min(Q1)
mQ3 = min(Q3)

(5.76)

Finalmente, as restrições introduzidas são as seguintes:





z1o(t) ≤ MQ1v1o(t)
−z1o(t) ≤ −mQ1v1o(t)
z1o(t) ≤ Q1(t) + mQ1v1o(t)−mQ1

−z1o(t) ≤ −Q1(t)−MQ1v1o(t) + MQ1

(5.77)





z3o(t) ≤ MQ3v3o(t)
−z3o(t) ≤ −mQ3v3o(t)
z3o(t) ≤ Q3(t) + mQ3v3o(t)−mQ3

−z3o(t) ≤ −Q3(t)−MQ3v3o(t) + MQ3

(5.78)





z12(t) ≤ MQ1v12(t)
−z12(t) ≤ −mQ1v12(t)
z12(t) ≤ Q1(t) + mQ1v12(t)−mQ1

−z12(t) ≤ −Q1(t)−MQ1v12(t) + MQ1

(5.79)





z32(t) ≤ MQ3v32(t)
−z32(t) ≤ −mQ3v32(t)
z32(t) ≤ Q3(t) + mQ3v32(t)−mQ3

−z32(t) ≤ −Q3(t)−MQ3v32(t) + MQ3

(5.80)
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5.5 Controle Preditivo

Nesta seção estuda-se a aplicação de técnicas de controle preditivo baseado em
modelo (CAMACHO; BORDONS (2000), CLARKE; MOHTADI (1989), CLARKE;
MOHTADI; STUFFS (1987), OGUNNAIKE; RAY (1994), GARCÍA; PRETT; MORARI
(1989)) ao sistema em estudo. Por simplicidade de notação, os sub-índicesd serão
omitidos. A análise a seguir baseia-se nos resultados obtidos no capítulo 4.

5.5.1 Preditor de estado

A equação de predição do estado é dada por:

x̂(t+j|t) = A x̂(t+j−1|t)+B1 u(t+j−1)+Γinvin(t+j−1)+B2 zu(t+j−1)+Γ ν(t+j−1)
(5.81)

ondex̂(t + j|t) é a predição do estado no instante futurot + j, feita emt; j um número
inteiro positivo.

Com relação às perturbações, como foi observado no capítulo 4 podem ser mensuráveis
ou não. No caso de poderem ser medidas, serão consideradas constantes ao longo do
horizonte de predição, com valor igual ao medido emt, e, no caso de não serem mensuráveis,
serão consideradas como perturbações constantes, com valores iguais às médias. No caso
do exemplo em estudo, os valores médios são conhecidos para todas elas. Na aplicação,
Cin eQin serão consideradas perturbações mensuráveis. ParaCtr eQtr o tratamento será
diferente. Devido a que estas últimas correpondem a descargas feitas com caminhões, as
quais em grande parte do tempo serão nulas, ou seja, são perturbações que se apresentam
na forma de pulsos, serão consideradas nulas com relação ao seus pontos de equilíbrio, e
não mensuráveis.

Os horizontes de predição e de controle são considerados iguais aN . Trabalhando
com a equação de predição (5.81) de forma recursiva, e sendo que, pelas observações
feitas sobre perturbações,ν(t + j − 1) = ν(t), ∀ j = 1, . . . , N , chega-se ao seguinte
preditor

Xp = Ax(t) + B1U + B1Γin
Vin + B2Zu +Aνν(t) (5.82)

onde:

A =
[

A A2 . . . AN
]T

(5.83)



90

B1 =




B1 0 . . . 0
AB1 B1 . . . 0

...
...

. . .
...

AN−1B1 AN−2B1 . . . B1


 (5.84)

B1Γin
=




Γin 0 . . . 0
AΓin Γin . . . 0

...
...

. ..
...

AN−1Γin AN−2Γin . . . Γin


 (5.85)

B2 =




B2 0n×nz . . . 0n×nz

AB2 B2 . . . 0n×nz

...
...

. . .
...

AN−1B2 AN−2B2 . . . B2


 (5.86)

Aν =




Γ
AΓ + Γ

...
AN−1Γ + AN−2Γ + . . . + Γ


 (5.87)

Xp =
[

x̂(t + 1) x̂(t + 2) . . . x̂(t + N)
]T

(5.88)

U =
[

u(t) u(t + 1) . . . u(t + N − 1)
]T

(5.89)

Vin =
[

vin(t) vin(t + 1) . . . vin(t + N − 1)
]T

(5.90)

Zu =
[

zu(t) zu(t + 1) . . . zu(t + N − 1)
]

(5.91)

Definindo
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Ã =
[ A Aν

]
(5.92)

x̃(t) =
[

xT (t) νT (t)
]T

(5.93)

B =
[ B1 B1Γin

B2

]
(5.94)

S =
[ UT VT

in ZT
u

]T
(5.95)

a equação do preditor resulta na forma mais compacta:

Xp = Ã x̃(t) + B S (5.96)

5.5.2 Função de Custo

Sejam as trajetórias de referência:

Xref =
[

x∗(t + 1) x∗(t + 2) . . . x∗(t + N)
]T

(5.97)

Uref =
[

u∗(t) u∗(t + 1) . . . u∗(t + N − 1)
]T

(5.98)

Vinref
=

[
v∗in(t) v∗in(t + 1) . . . v∗in(t + N − 1)

]T
(5.99)

Zuref
=

[
z∗u(t) z∗u(t + 1) . . . z∗u(t + N − 1)

]T
(5.100)

Sref =
[ U∗Tref V ∗T

inref
Z∗T

uref

]T
(5.101)
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SejaQx a matriz definida ou semidefinida positiva que pondera o erro de trajetória
de estado, eQu, Qv e Qzu respectivamente, as matrizes de ponderação das trajetorias de
variáveis de controle contínuas, de controle lógicas e auxiliares. Define-se para simplicidade
na notação:

R =



Qu 0 0
0 Qv 0
0 0 Qzu


 (5.102)

De maneira análoga ao capítulo 4, consideraremos o seguinte critério de otimização:

J = 0.5(Xp −Xref )
TQx(Xp −Xref ) + 0.5(S − Sref )

T R(S − Sref ) (5.103)

Trabalhando algebricamente a equação (5.103), tem-se

J = 0.5X T
p QxXp −X T

refQxXp + 0.5ST RS − ST
refRS + k0 (5.104)

Na equação anterior,k0 correponde a valores positivos constantes (termos quadráticos
dos valores de equilíbrio). Estes termos não tem influência na determinação dos valores
das variáveis de decisão, assim, sem perda de generalidade, e com a finalidade de simplificar
as manipulações algébricas, podem ser desconsiderados.

Manipulando individualmente cada um dos termos da função de custo, tem-se:

J1 = 0.5X T
p QxXp = x̃T (t)ÃTQxBS + 0.5STBT QxBS + k1 (5.105)

ondek1 corresponde aos termos quadráticos e produtos cruzados emx(t) e ν(t) . Note
quek1 , da mesma forma quek0 , sendo valores constantes, pode ser excluído da toma de
decisão, simplificando os cálculos.

Outro termo da função de custo envolvendo o preditor é:

J2 = −X T
refQxXp = −X T

refQxBS + k2 (5.106)

Desta vez,k2 inclui produtos cruzados entre o estado de equilíbrio com o estado
medidox(t) e com as perturbaçõesν(t), termos que resultam constantes, e não serão
considerados para fins de otimização.

Com estas simplificações , obtém-se a função de custo equivalente:
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J = 0.5ST (BTQxB + R)S + (x̃T (t)ÃTQxB − X T
refQxB − SrefT

R)S (5.107)

Esta última é uma função do tipo

J = 0.5ST H S + fT S (5.108)

Resumindo, o problema de otimização é formulado a seguir:

min
S

J sujeito às seguintes restrições, paraj = 1, . . . , N :





V1(t + j) ∈ [270, 745]m3

V2(t + j) ∈ [540, 1485]m3

V3(t + j) ∈ [540, 1485]m3

Q1(t + j) ∈ [0, 8]m3/h
Q2(t + j) ∈ [0, 188]m3

Q3(t + j) ∈ [0, 180]m3

vq(t + j) ∈ {0, 1} , q = i1, i2, i3, 1o, 3o, 12, 32
v1o(t + j) + v12(t + j) = 1
v3o(t + j) + v32(t + j) = 1
vi1(t + j) + vi2(t + j) + vi3(t + j) = 1



z1o(t + j) ≤ MQ1v1o(t + j)
−z1o(t + j) ≤ −mQ1v1o(t + j)
z1o(t + j) ≤ Q1(t + j) + mQ1v1o(t + j)−mQ1

−z1o(t + j) ≤ −Q1(t + j)−MQ1v1o(t + j) + MQ1



z3o(t + j) ≤ MQ3v3o(t + j)
−z3o(t + j) ≤ −mQ3v3o(t + j)
z3o(t + j) ≤ Q3(t + j) + mQ3v3o(t + j)−mQ3

−z3o(t + j) ≤ −Q3(t + j)−MQ3v3o(t + j) + MQ3



z12(t + j) ≤ MQ1v12(t + j)
−z12(t + j) ≤ −mQ1v12(t + j)
z12(t + j) ≤ Q1(t + j) + mQ1v12(t + j)−mQ1

−z12(t + j) ≤ −Q1(t + j)−MQ1v12(t + j) + MQ1



z32(t + j) ≤ MQ3v32(t + j)
−z32(t + j) ≤ −mQ3v32(t + j)
z32(t + j) ≤ Q3(t + j) + mQ3v32(t + j)−mQ3

−z32(t + j) ≤ −Q3(t + j)−MQ3v32(t + j) + MQ3

(5.109)

5.6 Resultados da simulação

Nesta seção serão apresentados alguns resultados de simulação do sistema considerando
a modelamento e o controle preditivo descritos nas seções anteriores, com os seguintes
parâmetros:

• horizonte de controleN = 3
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• matriz de pesos do estadoQx =




qx 0 0
0 qx 0
0 0 qx




ondeqx =




1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0.01 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1




• matriz de pesos sobre o vetor de controleQu =




qu 0 0
0 qu 0
0 0 qu




ondequ =




1 0 0
0 1000 0
0 0 100




• matriz de pesos sobre o vetor de válvulasQv =




qv 0 0
0 qv 0
0 0 qv




ondeqv =




1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1000 0
0 0 0 0 0 0 1




• matriz de pesos sobre o vetor de variáveis auxiliaresQzu =




qz 0 0
0 qz 0
0 0 qz




ondequ =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 10 0
0 0 0 1




O sistema foi simulado para as perturbações indicadas na figura 5.2, partindo de um
estado inicial próximo do equilíbrio. A simulação do processo foi feita a partir do modelo
não linear (5.14), em tempo discreto, com uma taxa de atualização dez vezes maior que a
taxa de amostragem do controle.

Como pode ser observado na figura 5.3, o sistema tem um bom comportamento em
regulação. A saída apresenta variações máximas de concentração da ordem de1% e
variações máximas de vazão da ordem de0.04%, sendo que as perturbações (casoCin, Qin,
tiveram variações máximas da ordem de7.5% e 22% respectivamente. Por exemplo,
observe que aproximadamente entre os períodos5 e25, a concentração de entrada aumenta
em5% do valor médio, e na saída se “reflete” uma variação máxima na concentração de
aproximadamente0.06%. Observe, também que nos períodos (aproximadamente)48,
60 e 73, se produzem chaveamentos entrevi2 e vi3; estes chaveamentos originam os
patamares e “dentes de serra” observadosV2, V3, Q2 eQ3, como resultado principalmente
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Figura 5.2: Resultados da simulação: Perturbações aplicadas

do aumento da vazão de entrada. Se observa, também, que o valor final de concentração
está abaixo da referência (1%) e o da vazão muito pouco acima (0.03%). A explicação
pode deduzir-se observando as perturbaçõesCin eQin: a média de contaminantes
(contaminantes nos tanques - contaminantes saintes + contaminantes entrantes) diminuiu,
ou seja, a concentração resultante do sistema não é sufiente como para sustentar a saída
no nível de referência; para o caso da vazão, a variação praticamente desprezível, é
resultado de ter sido a variação “filtrada” pelos tanques, através do aumento de volume.
Na figura 5.4 pode observar-se como os estados, principalmente os volumes, “filtram”
as perturbações. Finalmente, a figura 5.5, podem ser observados os chaveamentos das
válvulas.

Uma outra simulação a partir de um estado inicial distante do de equilíbrio, permite
observar que o sistema apresenta boas características de seguimento, como pode ser
conferido nas figuras 5.6, 5.7, 5.8 e 5.9. Pode ser observado como a saída evolui suavemente



96

0 20 40 60 80 100 120
3950

4000

4050

0 20 40 60 80 100 120
89.95

90

90.05

0 20 40 60 80 100 120
0

0.1

0.2

0 20 40 60 80 100 120
89.95

90

90.05

0 20 40 60 80 100 120
89.5

90

90.5

Saída − Ação de Controle 

Cout
g/m3 

Qout
m3/h 

Q1
m3/h 

Q2
m3/h 

Q3
m3/h 

Amostras − Ts = 0.2h 

Figura 5.3: Resultados da simulação: PV e MV



97

0 20 40 60 80 100 120
500

520

540

0 20 40 60 80 100 120
3.98

4

4.02
x 10

4

0 20 40 60 80 100 120
1000

1050

1100

0 20 40 60 80 100 120
3950

4000

4050

0 20 40 60 80 100 120
900

1000

1100

0 20 40 60 80 100 120
3800

4000

4200

Variáveis de Estado 

V1
m3

C1
g/m3

V2
m3 

C2
g/m3

V1
m3 

C3
g/m3 

Figura 5.4: Resultados da simulação: Variáveis de Estado



98

0 20 40 60 80 100 120
0

0.5

1
x 10

−23

0 20 40 60 80 100 120
0

0.5

1

0 20 40 60 80 100 120
0

0.5

1

0 20 40 60 80 100 120
−5

0

5
x 10

−35

0 20 40 60 80 100 120
−2

0

2
x 10

−35

0 20 40 60 80 100 120
0

0.5

1

0 20 40 60 80 100 120
0

0.5

1

vi1 

vi2 

vi3 

v1o 

v3o 

v12 

v32 

Válvulas 

Figura 5.5: Resultados da simulação: Válvulas



99

em direção ao equilíbrio. Diferentemente da simulação anterior, na qual o sistema era
levado até um estado próximo do equilíbrio até liberar o controle automático, podem
ser observados grande quantidade de chaveamentos nas válvulas, até estas alcançarem,
finalmente, a situação de equilíbrio.

A simulação foi feita para as seguintes condições iniciais:





x(t) =
[

400 42000 1500 4200 1700 3800
]T

ν(t) =
[

0 0 4000 90
]T

u(t− 1) =
[

0 80 100
]T

vi1(t− 1) = 1
vi2(t− 1) = 1
vi3(t− 1) = 0
v1o(t− 1) = 1
v3o(t− 1) = 1
v12(t− 1) = 0
v32(t− 1) = 0

(5.110)
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6 CONCLUSÕES

Na procura de novas técnicas para a obtenção de sistemas de controle cada vez
mais eficientes com relação às especificações cada vez mais estritas no que se refere,
principalmente, a qualidade de produto, uso eficiente de energia, segurança e preservação
ambiental, ao longo deste trabalho, utilizou-se uma técnica de controle preditivo baseado
em modelo. A técnica MPC proposta utiliza o modelo de equações de estado e otimiza
o controle do sistema através da minimização de uma função de custo quadrática que
pondera o erro médio quadrático da variável sob controle e o esforço de controle. Sob
restrições sobre o controle e sobre os estados ou as saídas, o problema de otimização no
controle preditivo de sistemas contínuos, pode ser formulado um problema de programação
numérica quadrática ou QP.

A necessidade de considerar em processos físicos reais os efeitos da presença de
variáveis inteiras ou lógicas, motivou a procura de técnicas de modelagens deste sistemas
complexos.

Através de exemplos foi introduzido o conceito de sistemas mistos e técnicas de
modelamento aplicáveis aos mesmos. Num primeiro momento, alguns modelos desses
exemplos foram obtidos intuitivamente. Posteriormente foi estudado um método sistemático
de modelamento. Três tipos de sistemas mistos básicos (e de maior interesse em controle)
foram identificados e estudados. Exemplos e simulações destes foram apresentados e
avaliados. Ressalva-se que estes três tipos de sistema são considerados básicos no sentido
de que grande parte dos sistemas mistos podem pertencer a um deles, ou ser uma combinação
dos mesmos.

Devido às suas características, foi então mostrado que o controle preditivo baseado em
modelo se apresenta como uma alternativa para o controle de sistemas mistos, uma vez
que técnicas de controle clássico não permitem a inclusão de variáveis inteiras ou lógicas,
por exemplo, como ações de controle.

Finalmente foi apresentado um estudo de caso no qual foram evidenciadas as
características de desempenho satisfatórias da técnica aplicada, tanto em regulação como
em seguimento de referência. O sistema estudado tem um comportamento não linear e,
como as técnicas apresentadas são lineares, foi necessária a linearização do modelo num
ponto genérico de equilíbrio. Este sistema, se enquadra no terceiro caso dos apresentados,
já que tem ações de controle lógicas e contínuas.

Os resultados obtidos, permitem confirmar a aplicabilidade e vantagens desta técnica.
Embora o modelo de sistemas mistos seja bastante complexo, a estratégia de controle
preditivo , através da introdução de restrições apropriadas, permite tratar o problema.

Assim como foram observadas vantagens, destacou-se a principal desvantagem vinda
do fato de longos tempos de execução de algoritmos de programação inteira mista.

Um outro problema que não pode ser deixado fora de consideração, é a necessidade
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de políticas de administração de não factibilidades. No capítulo 4, foram apresentados
exemplos nos quais apresentaram-se soluções não factíveis. Uma política simples foi
aplicada, mediante a qual, na presença de uma não factibilidade, a solução obtida no
instante anterior é aplicado no instante atual. Porém, em sistemas mais complexos, e na
presença de dinâmicas complexas, possivelmente não será suficiente.

Como perspectivas de continuidade deste trabalho e de pesquisas futuras, podem ser
citadas, entre outras, as seguintes:

• Desenvolvimento de algoritmos para a solução de problemas MINLP de baixo
tempo de execução, que permitam a aplicação das técnicas apresentadas a sistemas
de menores constantes de tempo. Como foi visto, a grande quantidade de variáveis
de otimização e de restrições envolvidas, limitam a aplicação a sistemas com dinâmicas
muito lentas.

• Estudos de robustez e de estabilidade dos métodos apresentados.

• Aplicação a sistemas instáveis em malha aberta, a sistemas com grandes atrasos de
transporte e a sistemas com comportamento de fase não mínima.

• Estudo de políticas de administração de não factibilidades em sistemas complexos.

• Considerar a modelamento de sistemas mistos não lineares, e aplicação de técnicas
MPC não lineares. Neste caso, especial atenção deverá ser dada à complexidade
computacional dos algoritmos de otimização (PEREIRA; SECCHI).
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