Universidade Federal do Rio Grande do Sul
Instituto de Matematica

Programa de Pés-Graduagao em Matematica

PROPRIEDADES ARITMETICAS DE
ALGUMAS FUNCOES DE PARTICAO

Dissertacao de Mestrado

ALESSANDRO BAGATINI

Porto Alegre, 18 de marco de 2013



Dissertacao submetida por Alessandro Bagatini’], como requisito par-
cial para a obtencgao do grau de Mestre em Ciéncia Matematica, pelo Pro-
grama de Pés-Graduacao em Matematica, do Instituto de Matematica

da Universidade Federal do Rio Grande do Sul.

Professor Orientador:

Prof. Dr. Eduardo Henrique de Mattos Brietzke

Banca examinadora:
Prof. Dra. Barbara Seelig Pogorelski (UFRGS)
Prof. Dr. José Plinio de Oliveira Santos (UNICAMP)
Prof. Dr. Vilmar Trevisan (UFRGS)

*Bolsista do Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq)



Agradecimentos

Foram tantos momentos em minha vida em que tive de agradecer profundamente
aos meus pais. Nao obstante, este nao poderia ser diferente. Nestes dois anos do
mestrado, se eu tivesse que agradecer a tudo que foi feito, faria uma escrita digna de
uma nova dissertacao. Por isso, simplesmente, quero dizer um singelo OBRIGADO,
mas que nele estd embutida toda a minha gratidao pelo apoio prestado (emocional

e financeiro, é claro!). Certamente nao teria conseguido sem a ajuda de voces.

Um agradecimento mais do que especial eu devo ao professor Eduardo, pela
orientacao, especialmente nestes dois anos de mestrado, sem contar o tempo como
bolsista na graduacao. Vocé é um exemplo de professor, pesquisador e principal-
mente um exemplo de pessoa. Agradeco pela paciéncia, ajuda, pedidos de socorro,

conselhos e etc. Muito Obrigado!

Aos meus familiares, que além deste laco, sao principalmente amigos. Obrigado
pela compreensao nos momentos em que estive ausente e todo o suporte dado,

conselhos e cobrancas, fundamentais para que este momento se realizasse.

Um agradecimento especial eu devo a UFRGS pela oportunidade de um en-
sino de extrema qualidade. Juntamente, aproveito para agradecer ao Instituto de
Matematica e seu excelente corpo docente, indispensaveis para uma boa formacgao
tanto na graduacao como na pos. Aos colegas de curso, pelo apoio, momentos de
estudos, auxilios e conversas na "sala do café”. Agradeco especialmente a Grasi, a

Camilla, ao Gui e ao Fernandinho.

Bem como dizem, amigos sao jéias preciosas. Comigo nao seria diferente. Aos



meus amigos, que tanto me apoiaram e compreenderam os momentos em que nao
pude sair e fazer festa com o intuito de estudar para as provas. E olha que nao
foram poucos estes momentos. Foram pessoas com quem eu pude contar, sempre

que precisei. OBRIGADO!

Aos professores José Plinio, Barbara e Vilmar por aceitarem participar da banca
da minha dissertacao. Sobretudo, quero agradecer ao professor José Plinio por me
aceitar como orientando de doutorado. Sempre admirei o teu trabalho e fico muito

honrado por essa oportunidade.



Aos meus pais, meus exemplos de vida.



Resumo

Neste trabalho temos como objetivo principal apresentar algumas congruéncias
relacionadas ao numero de particoes de um inteiro seguindo algumas restrigoes.
Serao trés tipos de particoes consideradas. Primeiramente tomam-se particoes m-
arias, ou seja, cujas partes sao poténcias de m, com m inteiro. Com parti¢oes
bindrias, apesar de serem um caso particular das m-arias com m = 2, diferentes
resultados serao apresentados. Por 1ltimo, as particoes em que as partes pares sao
distintas. No desenvolver desta dissertacao, usaremos resultados como o do Produto

Triplo de Jacobi e a formula 19, de Ramanujan.



Abstract

In this work we intend to show some congruences related to the number of partiti-
ons of a integer, subject to some restrictions. We consider three types of partitions.
At first, we will take m-ary partitions, it means that whose parts are power of m,
where m is integer. About binary partitions, despite the fact they are a specific case
from m-ary partitions, different theorems will be shown. The last one, partitions
whose parts are distinct. In the development of this dissertation, we are going to
use known results such as the Jacobi’s Triple Product and the Ramanujan’s 11

formula.
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Introducao

Srinivasa Ramanujan foi um importantissimo matematico indiano, nascido em
1887. Desde cedo, era notavel sua inteligéncia e facilidade com os nimeros. Ga-
nhou uma bolsa de estudos, mas a perdeu algum tempo depois devido ao seu inglés
ser considerado insuficiente. Continuou seus estudos de uma forma autodidata e
apds comecou a frequentar a universidade local como ouvinte. Reconhecido pelos
professores, o aconselharam a mandar seus trabalhos para um brilhante matematico
inglés, Godfrey Hardy. Impressionado pelo seu trabalho, convidou Ramanujan para
trabalharem juntos na Inglaterra. Ambos trouxeram diversas importantes contri-
buigbes para o meio matemético, sendo fundamentais para o desenvolvimento da

Teoria das Particoes.

Durante os trabalhos em Cambridge, visavam encontrar uma féormula para cal-
cular o nimero de partigoes de um inteiro n em partes menores do que ou iguais
a ele, p(n). Tentando comprovar alguns resultados obtidos durante suas pesqui-
sas para tal formula, necessitaram de calculos de p(n) para alguns valores de n.
Fazendo o uso de uma lista com os 200 primeiros valores de p(n) calculada pelo ma-
tematico britanico Percy MacMahon, organizaram-nos em uma tabela em blocos de

5 numeros, conforme abaixo.



n  p(n) n  p(n) n  p(n)

1 10 42 20 627
1 1 11 o6 21 792
2 2 12 7 22 1002
3 3 13 101 23 1255
4 5 14 135 24 1575
) 7 15 176 25 1958
6 11 16 231 26 2436
7 15 17 297 27 3010
8 22 18 385 28 3718
9 30 19 490 29 4565

Ramanujan entao conjecturou uma propriedade expressa nas quintas linhas de

cada bloco, que seus respectivos niimeros de particoes sao miltiplos de 5, ou seja,

p(bn+4) =0 (mod 5).

Além de tal conjectura, ele comecou a trabalhar com outros blocos, de tamanhos

7 e 11. Com estes, também foi possivel conjecturar duas novas congruéncias:
p(Tn+5) =0 (mod 7),
p(1ln+6) =0 (mod 11).

Mais do que isso, outras congruéncias comecaram a estabelecer algum padrao para
blocos de tamanho 527°11¢. Observando a tabela calculada por MacMahon, Rama-
nujan conjecturou a veracidade do seguinte teorema.
Teorema: Sejam 6, \ inteiros tais que A = 5°7°11¢ ¢ 24 - X = 1 (mod §). Entdo

vale que

p(A), p(A+6), p(A+20),---=1 (mod J).



No mesmo paper em que tal conjectura foi publicada, afirmou nao estar apto
ainda para a prova e acrescentou as demonstragoes das congruéncias anteriormente
descritas p(5n + 4) e p(7n + 5). Entretanto, em 1930, Sarvadaman Chowla, exa-
minando uma extensao para a tabela, verificou que, mesmo tendo 24 - 243 = 1
(mod 7%),

p(243) = 133978259344888

o qual nao é congruente a 0 médulo 72, invalidando assim tal conjectura.

A partir dai, modificacoes do enunciado do teorema foram provadas. Em 1938,
George Watson mostrou a veracidade para poténcias de 5 e 7. Em 1967, 48 anos
apods a publicagao da proposicao de Ramanujan, Arthur Atkin provou a versao mais

geral possivel:

Teorema: Sejam 6, \ inteiros tais que A = 5°7°11¢ ¢ 24 - X = 0 (mod §). Entdo
vale que
p(A) =0 (mod 5“7[b+72w11‘3),

sendo [b+721 o menor valor inteiro que seja maior que ou igual a b+72

Desde entao, muitos outros tipos de particoes comecaram a ser estudados e
assim outras congruéncias. Varias restrigoes as partes destas particoes foram consi-
deradas e muitos trabalhos foram desenvolvidos. Nesta dissertagao, temos em vista
apresentar alguns tipos de partigoes e consequentemente analisar algumas possiveis
congruéncias recorrentes, ja trabalhadas em alguns artigos. Serao trés diferentes

tipos de particoes que serao considerados, cada um em um capitulo diferente.

Antes disso, no Capitulo 1, varios conceitos e resultados serao apresentados. Al-
guns deles serao provados, porém todos serao de extrema utilidade no decorrer deste
texto. O capitulo esta dividido em duas partes, a primeira contendo defini¢oes e

resultados importantes na teoria de particoes de inteiros, bem como alguns resulta-



dos aritméticos também tteis para o desenvolvimento tedrico. J& na segunda, serao
enunciados dois teoremas importantes: o Produto Triplo de Jacobi e a Féormula 1
de Ramanujan. Neste ultimo, serao consideradas algumas observagoes referentes a

convergéncia da série de Laurent envolvida no teorema.

No segundo capitulo, tomaremos o trabalho desenvolvido por Oystein Rodseth
e James Sellers [I1] para apresentar os resultados mostrados nos mesmo. Neste, o
tipo de particao que sera tomada é a de particoes m-arias, ou seja, cujas partes
sao poténcias de um inteiro m. Na primeira se¢ao serao enunciados diversos lemas
necessarios para demonstrar o teorema que garante uma congruéncia para o nimero

de particoes m-arias de n, que seguird na secao seguinte.

No entanto, os teoremas do capitulo anterior nos fornecem congruéncias mais
simples e em menor quantidade para o caso m = 2. Assim, os mesmos autores
revisitaram o caso de particoes bindrias, ou seja, cujas partes sao poténcias de 2
em [12], o qual serd a fonte dos resultados que serao apresentados no Capitulo 3.
Serao dois teoremas principais. O primeiro deles, o qual se encontra na primeira
se¢ao, conta com um aparato de lemas para que sua prova seja ali feita. Com ele,
alguns corolarios serao possiveis de serem concluidos. O segundo teorema, bem
como sua demonstragao, lemas necessarios e seus corolarios estao na segunda secao

deste capitulo.

No ultimo capitulo desta dissertacao, trabalharemos com partigoes em que as
partes pares sao distintas, denominadas de ped(n). Tais parti¢oes, conforme a de-
finicao, nao fazem restrigoes referentes as partes impares. Da mesma forma que nos
capitulos anteriores, serao apresentados lemas e teoremas que farao parte da Secao
1 e Secao 2, respectivamente. Estes serao tuteis para concluir algumas congruéncias
sobre as consideradas particoes. Os resultados aqui analisados foram obtidos do

artigo [4] escrito por George Andrews, Michael Hirschhorn e James Sellers.



Capitulo 1

Pré-requisitos

No primeiro capitulo desta dissertagao serao introduzidos alguns conceitos,
notacoes e resultados basicos para o andamento do trabalho. Tais topicos serao

tomados como conhecidos durante o texto.

1.1 Conceitos Basicos

O trabalho toma como assunto principal o conceito de particao de um nimero

inteiro, conforme a definicao a seguir:

Definicao 1.1.1. Uma particao de um inteiro n € uma decomposi¢ao de n. como
soma de outros inteiros positivos maiores do que ou iguais a 1, ou seja, uwma maneira
de escrever n como XNy + Ao+ -+ A, com Ay > Ao > - > N\ > 1. Cada \; €

chamado de parte da particao.

No texto, varios tipos de particoes serao apresentados, mais particularmente,
um em cada capitulo. Por tipo de particao entende-se como alguma restricao as
partes. Por exemplo, uma particao em partes impares ¢ um tipo de particao em

que as partes consideradas serao somente impares.



Usaremos também um conceito muito importante para o desenvolvimento da
teoria, o de funcoes geradoras. Elas nos ajudam a identificar de quantas manei-
ras diferentes podemos particionar cada nimero inteiro, segundo a restricao dada.
O inicio do seu uso foi dado por Leonhard Euler (1707-1783). Ele usou a mais
fundamental ideia do produto de poténcias de mesma base para relacionar com

particoes:

A cada sequéncia {a; }ien, tomaremos sua respectiva série formal de poténcias da
forma E a,q", como funcao geradora. Desta forma, a,, serd o nimero de particoes

n>0
de n, seguindo uma determinada restricao.

Para ilustrar tal conceito, seguem trés exemplos classicos de partigoes e suas

respectivas funcoes geradoras:

Observacgao: Como convencao, adotaremos o ntimero de particoes do nimero 0

como 1.

Exemplo 1: Partigdes de inteiros sem repeticao das partes. Tome pg(n) como o
nimero de particoes de n em partes distintas. Desta forma, podemos expressar sua

fungao geradora como:
N pam)g" = (144" (14 (14

_ - Ta+e)

n>1

= 1+q+¢@+2¢8+2¢" +-

Assim, podemos concluir que pg(l) = 1, pa(2) = 1, pa(3) = 2, pa(4) = 2 e
assim por diante. E claro que pa(3) = 2, pa(4) = 2, por exemplo, pois podemos
representar o nimero 3 de duas maneiras, como 2 + 1 ou 3, e igualmente para 4, o

qual pode ser representado como 1 + 3 ou 4,



Exemplo 2: Particoes irrestritas, ou seja, sem restricoes as partes. Serd denotada

por p(n) a quantidade de partigdes de n desta forma.
Podemos escrever sua fungao geradora como:
Q+g+@+ )+ +¢7 + - )L+ + 77+ ),

sabendo que cada poténcia representa a quantidade de vezes que repete determinada

parte, por exemplo, em ¢%>? aparecem trés vezes a parte 2.

Fazendo uso da soma infinita de uma progessao geométrica, podemos reescrever

a identidade acima como:

1 1 1 1
(1—Q)(1—q2)(1—q3)'“:Hl—q”'

n>1
Como ilustragao, considerando a expansao dos primeiros termos da série, segue
que

D p(n)g" =1+¢"+2¢* +3¢* +5¢" +-- -,
n>1

assim nos permitindo concluir que p(0) =1, p(1) =1, p(2) = 2, p(3) = 3 e p(4) = 5.
No caso de n = 3, por exemplo, temos p(3) = 3 visto que 3 pode ser escrito como 3,
24+1oul+1+41. Ja paran =4, as particoes possiveissao 1 +14+14+1, 1+ 142,

1+ 3,2+ 2 e 4, comprovando entao que p(4) = 5.

Exemplo 3: Parti¢coes em partes impares. Chamaremos de p,(n) o numero de

particoes de n em partes impares.

Note que sua funcao geradora é

S peln)g" = (L tag+ @+ )1+ + @2 )L+ P )
n>0

Usando a soma de uma progressao geométrica, segue

111 1
Zpo<n)q :1_q11_q31_q5“':Hl_q%:—l'

n>0 E>1

Outra notacao bastante utilizada no decorrer do trabalho é a seguinte:



n

Definicao 1.1.2. (a;¢), = (1 —a)(1 —aq)(1 —ag®)--- (1 — aq") = H(l — aq").

Essa notacao também pode ser estendida para o caso em que n tende a infinito,

da forma

(a; @)oo = lim (a;q)n = [J(1 — ag™).

n—00
n>0

Note que as fungoes geradoras para os trés exemplos mostrados acima, conforme

a nova notacao, podem também ser expressas por:

Y pan) = (—4:9)

20 .

;p(n) T (@)~
1

;p()(n) T (@)

Consequéncias da definicao:
L. (a®™; ") = (0% ¢")oo(—a": ¢")o0
2. Para todo n > 1, temos (¢;¢)os = (¢;¢")o0(¢%¢") oo - (¢"5¢") 0.
3. (1 - a)(ag; @)oo = (a;q)oo.
4. (6"¢")0 = (6"14™)oc(6®1 4™ ) oo -+ (45 4"F) o0
Com base nas defini¢coes anteriores, estamos aptos a provar o seguinte teorema,

devido a Euler, que estabelece uma relacao entre o nimero de particoes de um

inteiro em partes distintas e em partes impares.

Teorema 1.1.3. (Teorema de Euler) O nimero de particoes de um inteiro n
em partes distintas € igual ao niumero de particoes em partes impares, ou seja,
pa(n) = po(n). Em notagao de fungoes geradoras, tal resultado equivale a

1
(—4 Q)00 = m



Demonstragao: Usando a Consequéncia 1, podemos escrever
(4% 60 = (=4 oo (43 @)oo

Multiplicando em cima e embaixo do lado esquerdo por (¢; ¢?)s segue

(4:0%)50(0% @)oo

) = (=4 9 oo (¢ )oo-

Pela Consequéncia 2, o lado esquerdo pode ser escrito como

(¢ 0) o

e (=% Qoo (@3 @)oo,

e dividindo ambos os lados por (¢; ), temos
1
(¢ Yoo = 57—
T (@)
[ |
Durante o trabalho, as propriedades aritméticas que almejamos revisitar estao

relacionadas com o conceito de congruéncia, cuja definicao é dada a seguir:

Definicao 1.1.4. Dizemos que um inteiro k € congruente a v modulo s se k —r é

divisivel por s. Notagdo: k =r (mod s).

Note que quando dizemos que um inteiro k£ é congruente a 0 modulo s significa

que k é divisivel por s.

Um conceito também utilizado na dissertacao é o de maior inteiro, cuja definigao

formal estd abaixo:

Definicao 1.1.5. A funcdo maior inteiro é a que associa a cada numero real x o

maior inteiro menor do que ou igual a x. Sua notagao € |x|.

Proposicao 1.1.6. Para um nimero real x temos:
a) |z +n] = |z] 4+ n, para todo inteiro n.

b) |z] <z<z+l,z—1<z<|z]e0<z—|z| <Ll



As afirmacOes acima sao consequéncias diretas da definicao da fungao maior

inteiro.

Analogamente, podemos definir a funcao menor inteiro, como segue:

Definicao 1.1.7. A fun¢ao menor inteiro € a que associa a cada nimero real x o0

menor inteiro maior do que ou igual a x. Sua notagdo € [x].

Do Teorema Binomial, é possivel extrair outra igualdade que serd usada em

algumas partes do texto. Esta segue como uma proposicao.

Proposicao 1.1.8. Para |q| < 1 e para todo n > 0 vale que

B

n=0

1.2 Férmula 1y; de Ramanujan e Produto Triplo
de Jacobi

Nesta secao serao apresentadas duas famosas identidades: O produto triplo de
Jabobi, devido a Jacobi (1804-1851) e a férmula 191 de Ramanujan (1887-1920). As
demonstracoes de tais teoremas nao serao apresentadas. A prova do Produto Triplo
pode ser encontrada em [9], onde é analisado sob aspectos combinatérios e analiticos.
A prova da Férmula 11; pode ser encontrada em [5]. Além de enunciarmos tal
Foérmula, tendo em vista que envolve uma série de poténcias, analisaremos algumas
condicoes que garantam a convergéncia da mesma. Para tanto, sera necessario o

uso do Teorema do Teste da Razao para séries, o qual se encontra demonstrado em

8.

10



Teorema 1.2.1. (Produto Triplo de Jacobi) Para |g| <1 e z # 0, temos

o n n(n+1) n n —1 n—
>oogr = -+ 2" A +z"1",

n=-—00 n>1

ou equivalentemente,

o
n n(n+1) _
2" = (6 Deo(—2¢ Doo(—2 5 0o

n=—0oo

Antes de enunciarmos a férmula 11, de Ramanujan, é preciso dar um significado
para a notagao (a; q),, quando n é negativo. Por isso, podemos reescrever a defini¢ao

de (a;q)s da forma

(a;9)oo
(a; Q)n = )
(ag™; q) o
para n > 0. Assim, para valores negativos, suponhamos n = —m, vale
(a5 9)os 1

T N P e

A partir da extensao do conceito de (a; q),, para valores negativos, estamos aptos

a enunciar uma famosa férmula, devida a Ramanujan:

Teorema 1.2.2. (Férmula ;71 de Ramanujan) Para |q| <1 e |ba™!| < |z| < 1,

temos
o0

3 (@ @n_n _ (025 9)oo (/023 4)o0 (3 @)oo 0/ @)
(b59)n (5 @)oo (b/ a3 €)oo (b5 @)oo (9/ 03 @)

n=—oo

Note que, tomando b = ¢, a Férmula 11 nos da o Teorema g-binomial enunciado

a seguir.

Teorema 1.2.3. Para as varidveis q e z e para um numero natural n, vale a

identidade
i (aq; On ,  (a7;q)oo
xr = .
— (¢ @n (@ 4)os

11



Alguns comentérios sao pertinentes com respeito ao enunciado da Férmula 11);.
As hipéteses do Teorema sao muito importantes para garantir a convergéncia da
série. Antes disso, é necesséario relembrar um teorema referente a convergéncia de

séries de poteéncias:

Cn+ 1
Cn,

Teorema 1.2.4. (Teste da Razao) Se lim

< 1, entdo a série Y ¢, €
n—-o0

convergente.

— (a;q)n

Separaremos a soma Z (b )
14)n

n=—0oo

" em duas partes: paran > 0en < 0.

Para n > 0, tome

o0

f: 1 —aq" )x”
_ bqnfl) :

n=0 ’ n n=0

Pelo teste da razao, a série converge se tivermos que

- . 1—aq" 1—aq”
lim |2 = im |2 x| = ST x| <1
Além disso, é facil ver que
i 1—aqg”
lim |——| =1,
n—oo | ] — bq"

pois |g] < 1 e, por isso, dado ¢ > 0, existe ng € N tal que |[¢"| < ¢, para todo

n > ng. Portanto a série converge se |z| < 1.

Paran < 0, tome n=—-—me
- (4:0)-m _m_i (1—bg™ --(1—bq‘1)x—m
b:0)-m (I—ag)---(1—agt)

m=1 m=1

Novamente pelo teste da razao, a convergéncia da série é garantida se tivermos

que
li Cmill _ L ﬂ ) 1
m—o0 | Cp, n—oo |1 — aq—™" Iz
m+1 b 1
- lm |[Z_—°.
m—> o0 qm‘H —a x
m+1 b 1
— Im [T 12 <1
m—oo | M — @ T

12



Da mesma forma em que foi calculado para o caso n > 0, é possivel ver que

m+1 __ b b
im L2 —|2) Assim,
m—oo | Mt — @ a
: c bl|1
lim | = |2 |=| <1,
m—oo | Cp, a||T
implica na condigao
-1
la™"b| < |z|.
— (a19)
Com isso, a convergéncia da Série de Laurent Z (b7 q)nx" estd garantida para
14)n
n=-—oo !

la=1b| < |z| < 1.

13



Capitulo 2

Congruéncias acerca de particoes

m~-arias

Em 1968, utilizando a mais alta tecnologia computacional existente na época,
R. F. Churchhouse [7] descobriu alguns fatos envolvendo parti¢oes bindrias b(n)
que é o niumero de maneiras de escrever n como n = 2% 4 2% 4 29 4 ...  com

0<a<ar<ay<---.

Os resultados obtidos foram: Para todo k,n > 1,
b(2%%72n) = b(2%n)  (mod 23%?)

b(2%t1n) = b(2%7'n)  (mod 2°%).

Com o passar do tempo, varias extensoes foram feitas a partir do resultado

original. Rodseth [10], além de provar a descoberta de Churchhouse, provou que,

14



para todo p primo e para todo r,n > 1,

bp(p"*'n) = by(p'n)  (mod p"),

sendo by(n) o nimero de particoes de n em poténcias de p.
Andrews [I] estendeu a descoberta de Churchhouse generalizando que, para todo
m > 2 etodo r,n > 1, temos

b (m™tn) = b, (m™n)  (mod —), (2.1)

com ¢, = 1, se m é ifmpar e ¢, = 2""! se m é par.
b

O intuito agora é mostrar uma extensao da versao de Andrews. Serao apre-
sentados os teoremas que foram provados envolvendo particoes m-arias, ou seja,
parti¢coes em poténcias de m, que foram estudadas em [IT] . Apds, serdo enuncia-
dos e provados os lemas necessarios para entao completarmos as demonstragoes dos

teoremas.

2.1 Teoremas a serem provados

Nesta secao serao apresentados os dois principais teoremas deste capitulo, jun-
tamente com algumas propriedades, observacoes e uma proposicao. Ambos os teo-

remas serao demonstrados em secoes seguintes.

Definigao 2.1.1. Seja b,,(n) o nimero de partigées de n em poténcias de m, ou

seja, o numero de maneiras de escrever n na forma
n=m*+m" +m* + ...

com0<ay<a; <ap < ---
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oo oo
. ~ 7 n o __ 1
Com isso, sua fungao geradora é B,,(q) = nz:;bm(n)q = g g e, desta
forma,
1 4 1 1 1 1
1—qgl—qm 1—qg1—(qm)m l—gq
Portanto,

(1 =¢q)Bm(q) = Bun(q™). (2.2)

Olhando para a expansao em série de poténcias em ambos os lados, temos

Z(bm(n) —bm(n—1))¢" = me(n)qmna

convencionando que b,,(—1) = 0. Comparando os coeficientes, podemos concluir

que b, (mn) — by, (mn — 1) = by, (n), ou seja,

by (mn) — by (n) = by (mn — 1). (2.3)

Também, expandindo em série de poténcias, é possivel ver que todo elemento

de (1 — ¢)Bn(q) cuja poténcia seja diferente de ¢, deve ser igual a zero, ou seja,

bp(nm —1) = by(nm —2)

b(nm —2) = by(nm —3)

b(nm —m+1) = by(nm—m).

Desta forma, procede que

bn(nm — 1) = by (nm —2) = -+ - = by, (nm —m+ 1) = b, (nm — m). (2.4)

Conforme o resultado de Andrews, dado em ({2.1)), se tomarmos n por m’n,

16



temos

T

b(m™n) = b(m'n) (mod %)
by(m(m™n)) —b,(m™) = 0 (mod 7701_:)

bp(m(m'n)—1) = 0 (mod 7:—), por (2.3)).

r

Usando (2.4), a formula em ([2.1) pode ser reescrita com uma congruéncia a 0,
da forma

T

b (m™n —m) =0 (mod ng—)

O principal objetivo é mostrar o seguinte teorema, que é uma extensao do re-

sultado anterior:

Teorema 2.1.2. Tomer > 2 e defina o, = E&m2+EmP+...+&m” com & =0 ou 1.

Tome ¢, =1 sem € impar e ¢, = 2"1 se m € par. Entdo

T

n—o.—m)=0 (mod —).
Cr

b (m"+1

OBS: O resultado de Andrews é um caso particular para o, = 0 e pode ser tomado
como um coroldrio. Além disso, com a variacao de & podemos obter 27! diferentes

congrueéncias.

OBS: Conforme a definigao dada acerca de ¢, no enunciado do Teorema [2.1.2] note
que, dados ¢ e c,, temos

€] Cs = Clys_1- (2.5)

Definicao 2.1.3. Seja by, x(n) o nimero de parti¢ées de n em poténcias de m com

expoentes menores do que k, ou seja, o numero de maneiras de escrever n na forma

n=m*+m" + ...+ m%,

17



com 0 <ay<a <..<a; <k. Sendo assim, a fungdo geradora para este tipo de
1
1 —qgmi

particao € By, ,(q) =
-0

.

Levando em conta a fungao geradora da particao by, j, segue

Bxlq) = 1:[ 1

1 ’i—f 1
l—qi 51— "(gm)™
concluindo que
1
Bui(q) = 1—_qu,k—1(qm)- (2.6)

Considere agora o seguinte teorema:

Teorema 2.1.4. Tome r > 2, k > 2 e s = min(r,k — 1). Com isso defina

o, = Em? + EmP + ..+ Em?, com &=0 ou 1. Tome ¢, = 1 se m € impar e
¢, = 2" se m € par. Entdo
b (M —o,—m)=0 (mod —).

Cs

OBS: Se provarmos o Teorema [2.1.4] o Teorema segue como corolario no caso

em que k tende ao infinito.

Como curiosidade, segue uma propriedade acerca de b, x(n):

Proposicao 2.1.5. O numero de particoes de n em poténcias de m, com expoente
menor do que k € igual ao niumero de maneiras de se escrever n na forma n =

com® + cymt 4+ com? + -+, com 0 < ¢; < mF.

18



OBS: Primeiramente sera feita a prova de forma bijetiva desta proposicao, ou seja,
criando uma bijecao entre os dois conjuntos de particoes. Como prova alternativa,

serd apresentada uma fazendo uso da teoria de fungoes geradoras.

Prova Bijetiva: Tome uma particao de n em poténcias de m com expoentes

menores do que k, ou seja,

n=m*+m"+---4+m, coma; < k,Vi>0.

Junte as partes iguais e escreva n como

n = bomo + blml + -+ bk,lmkfl.

A partir disto, escreva cada coeficiente na base m*. Distribua as somas e junte

termos de mesma poténcia. Tal particao serda conforme descricao do segundo tipo,

k

tendo em vista que, em base m”, os coeficientes serao menores do que a mesma.

Para ilustrar a ideia acima, segue um exemplo:

Tome n = 6128, m = 2, k = 4 e a seguinte particao:

n=20-2°+30-2"+350-2%+ 581 - 23.

Escrevendo cada coeficiente em base 2%, temos
n=(2"+4)-2"+ (2" +14)- 2" + (2°+6-2* +8)- 22+ (2-2% + 4.2 +5) - 2°
e, reorganizando os dados, segue
n=4+14-2+8-2°+5-2° +21 +2°4+6-20 +4.2" + 20+ 2. 211,

Claramente é do segundo tipo citado. Tal correspondéncia esta bem definida e é

injetiva, devido & unicidade da decomposicao em base mF*.
De forma inversa, tome n escrito da forma
_ 0 1 2 k
n=com +cm +com”+---, com0<c <m".
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A cada poténcia de m maior do que ou igual a m” reescreva-a como m"**+s

k. m?*. Tomando com referéncia o resto da

com 0 < s < k, ou melhor, como m"

divisao do expoente por k, junte os iguais. Desta forma, obteremos particoes de n

em poténcias de m menores do que mF, ja tes sa tos da divisa
, J& que os expoentes sao restos da divisao

por k.

Voltando ao exemplo iniciado anteriormente, temos que

n=4+14-2+8-22+4-224+2*+2°4+6.20 +4.27 4+ 2104 2.1

Expressando conforme foi explicado acima (dividindo os expoentes das poténcias

de 2 por k = 4 e separando os restos da divisdo),
n=4+14-24+8.22+5.2° 4244 2*. 21 1 6.2 .22 1 4.2*. 2% 1 28.22 1 2.28.23
e juntando os coeficientes dos termos iguais, segue que

n o= (4+2Y+ 2" +14)-2+(2°+6-2"+8)- 22+ (2-28+4-2' +5)- 2

= 20-2°430-2'+350-2% + 58123

Note que esta aplicacao esta bem definida e ¢ injetiva e, claramente, é a inversa

da anterior. Sendo assim, uma bijecao. [ |

Prova por fungoes geradoras: Conforme visto anteriormente, sabemos que

a funcdo geradora das particoes de n em poténcias de m menores do que m” é

k—1

1

=0

Tentando comparar ambas funcoes geradoras, resta agora calcular a das particoes

de n do tipo n = cgm® + eym + com? + -+, com 0 < ¢; < m*. Como ¢; < mF e
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usando a soma de uma P.G. finita, a funcao geradora é

mb 2m® L (m*—1)m? _ q
[T+ +¢" + - +g )= 7
=0 1=0
_ ﬁ L—qm"
i 174"
i
i=0 L—qgm
Comparando as fungoes geradoras, o resultado segue. [ |

2.2 Os lemas

Nessa secao varios lemas serao apresentados e demonstrados, os quais serao

necessarios para provar o Teorema [2.1.4]

Definicao 2.2.1. Seja Z[[q]] o anel das séries formais de poténcias em q com

coeficientes em 7., m um numero inteiro tal que m > 2 e tome

U:Z[lq)] — Zlq]]

U (Z a(n)q") = Za(nm)q”.

n n

Note que U é um operador linear.

Desta forma, podemos concluir que

U <Z a(n)q”“) =U <Z a(n — 1)q") = Z a(nm — 1)q¢". (2.7)

n n n

Lema 2.2.2. Sejam f(q) e g(q) € Z[[q]], m inteiro com m > 2. temos

U(f(q)-9(q™) =U(f(q)) - 9(q). (2.8)
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Demonstragao: Iniciaremos a demonstragdo para um caso particular g(q) = ¢'.

Tome f(q) € Z[[q]], ou seja, f(q) = Za(n)q”. Assim,

Za "t = U(Za(k;—ml)qk)

Tome agora ¢g(q) da forma g(q) = Z b(1)q'. Assim,

U(f(a)g(d™)) = Z Z bl
_ Z b Z n—&-ml).
Como U ¢ linear e pelo calculo feito anteriormente para o caso g(q) = ¢', temos

U(f(@)g(g™) = > bU (Za(n)qn+mz)

n

S (zaw) y

n

= > b (Z a(”)qn> =U(f(q))9(q)-

Resta agora provar o caso em que ¢g(g) é uma soma infinita. Seja g(q) =
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Z b(k)q*. Escreva g(q) como
k

ib(l{:)qk + i b(k)q" = g,(a) + a" ' h(q),

k=r+1

gr(q)

com h(q) € Z[[q]]. Assim, pela linearidade de U,

Uf@)g(@™) = U(f(@)g-(a™) + U(f(@)g™ " h(g™))
= U(f(@)g(@) +U( D d(k)g")

k=mr+m

= U(f(@)gela)+ > dmk)q*

k=mr+m

= U(f(9)g-(a) +a™p(q).

Seja 1o > 0 e defina a aplicacao:

[q"] - Z][q]] — Z

[q"] (Z a(ﬂ)t}”) = a(ro).

Observe que tal aplicacao toma séries formais de poténcias e leva no coeficiente do

termo ¢"°.

Se provarmos que os coeficientes de U(f(q)g(¢™)) e U(f(q))g(q) s@o iguais, a

prova estara concluida.

Tome 19 € N e r > rg. Assim,

[q1 (U(f()g(d™))) = g1 (U(f(a)g-(q™)))
= [¢"](U(f(q)g:(q))
= [¢"](U(f(q)g(q)).
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Logo, o lema esta provado. [ |

Defini¢ao 2.2.3. Sejam f(q) = Za(n)q” e g(q) = Zc(n)q” € Z[[q]] e M um
inteiro positivo. Dizemos que dois elementos de Z[[q]] sao congruentes médulo M

se, e somente se, coeficientes correspondentes a cada termo q" sao congruentes

modulo M para todo n, ou seja,
fl@) =9(q) (mod M) <= a(n) =c(n) (mod M),Vn.

Lema 2.2.4. Se gm,r > 1 entdo existem «,(i) € Z, para 0 < i < r, tais que

1
(m”” ) Zar (”“ ),vneN.

mn—i—r—l)

Demonstracao: Sabemos que existem «,(i) € Q tais que (
r

n+1—1\ ., . oA
Zar ( . >, ja que o lado esquerdo pode ser visto como um polinomio

n+1—1

) pode ser visto como um
7

na variavel n e, no lado direito, cada termo (

polinomio de grau ¢ em n, parat=1,2,...,7

Note que, se n = 0 temos que «,.(0) = 0.

Tome n = —j. Entao,
(—mj+r—1> _ (—mj+r—1)!
r (—myj — 1)lr!
_ (—mj+r—1(=mj+r—2)---(—mj+r—1—(r—1))(—mj —1)!
(—mj — 1)lr!
_ (—mj+r—1)(-mj+r—2)---(—mj+r—1—(r—1))
r!

(_1)r (mj)(m] — 1) T' ) (m] — 7+ 1)




e, portanto, passando o termo referente a ¢+ = 5 da soma do lado direito para o lado
esquerdo, segue que
mi\ R j
1vat) = 1 () - e (]).
i=1

Tendo em vista que «,(0) = 0, de forma indutiva, conclui-se que «,.(i) € Z,

Vi > 0.
|

Pelo Lema [2.2.4] expandindo o lado esquerdo e analisando o termo referente a

(mn+r—1) Zar (n—l—z—l)’

m'n” a.(r)-n"
. Igualmente, do lado direito obtemos a

n”, na igualdade

temos . Assim,

r

a,(r)=m". (2.9)

r—1

Agora, compararemos os coeficientes do termo n"~" em ambos os lados para

chegarmos a uma férmula para a,.(r — 1):

(mn+r—1)(mn+r—2)---(mn)
r!

Pelo lado esquerdo, expandindo

termo referente a n™~! como

(mYr—=1)+m"r—-2)+--+m~t - 1)n? r(r—1) 1
7! 2 r!’

Pelo lado direito, temos que considerar duas partes:

1) ar(r)<n+r— Ozr(r)(n—l—r—1)(n+r—2)...(n_1).

r r!

Observando apenas o coeficiente do termo referente a n"~!, temos

r—4+@r—-2)+---+1
7!

o r(r— 1)'
r!

1) -,
: Sua expansao é

a,(r). Como a,(r) = m’, segue que tal coeficiente é
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n+r—2
r—1

2) a,(r — 1)(
a.(r—1)
(r—1)!"

Comparando ambos os lados, temos

): Da mesma forma, é facil ver que o coeficiente é

gt P 1 =) 1 (= 1)
2 rl 2 rl o (r—1)!
—1 —1
mr’1~r<r ) = mT‘r(r )—i-ocr(r—l)w’
2 2
—1
a(r—=1)-r = (1 —m)r(r2 ) -m" !
Assim,
1
a(r—1) = —§(m —1)(r—1)-m* (2.10)
Defini¢ao 2.2.5. Para i > 0, defina h;(q) = ﬁ
Note que, usando a série binomial, temos
q
hi = -
() (1— g+
N A
— qnz; ( 7; )q

e, portanto,

(n+i—-1\ ,
hi(q) = ( ) )q . (2.11)
Desta forma,

Ulhel)) = U(fj (”*:‘1)qn>

U(h,(q)) = Z o (i) . (2.12)
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Definicao 2.2.6. Seja Hy = hy = 1 a

1
e defina recursivamente H; 1 = U (1—H1) )
—q

Exemplos: A seguir, serao calculados Hq(q) e Hz(q).

*fl ~ o = Uoo(liq”‘)) -Y ()O%—q | %q) -Y ((1 -qq>2> -
U (; (T)q") = nzl (Win)q” = mnzl (Tf)q” = mhj.

Assim,

2

1 1 E1)

* Hy =U (1—H1> =U <1—mh1) = U(mbhy) B, E ag(i)h; =
4 4 i=1

sVl + ax(2)) & B isng - ()
Assim,
H2 = m3h2 — <T;L) hl. (214)

Lema 2.2.7. Seja co = 1 se m € impar ou igual a 2 se m € par. Parar > 1,
existem (,.(i) € Z tais que

r—i

m

).

C2

r—1
H, = m2"p, — Zﬁr(i)]—]i, com (3.(i) =0 (mod
i=1

Demonstragao: Na prova sera utilizado o método de indugao sobre r. Antes disso,

tomemos G,.(r) =1 e 3,.(0) = 0 para todo r > 1.

0
Para o caso r = 1, temos H, = m2'(0+p, — Zﬁl(i)Hi = mhy, o que vale
i=1
conforme foi calculado anteriormente em ([2.13)).

Suponhamos agora que, para algum r > 1, vale que, para todo 0 < j < r

j—1
H; = m%j(jﬂ)hj - Zﬁj(z’)Hi ,com (i) =0 (mod

=1

mi

).

C2
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Pela hipétese de indugao, sabemos que
(i)
= U(mf(_ h - 1—Zﬁr 1 Hz)
— iy (—hr 1) Zﬁr 1 U(1 : qHz)
N

H'L+1
1
*7’
= ma2 E Br1(i) Hiya

— a1 Zar(j)hj — Z@_l(i — 1)H;, por (2.12
j=1 i=2

r—1 r—1
_ m%r(rfl)ar(r)hr + m%?‘(?’*l) Z Oér(.j)hj — Z ﬁrfl(’l» — 1>Hl
j=1 i=2

-1

Além disso, também pela hipétese de indugao, temos H; = mﬁj(]“)hj—z B;(i)H;.

=1
Isolando h;,
hj = (H + Zﬂy ) m 3D,
=1
ou seja,
J
h; =m0+ > B;(i)H;. (2.15)

=1

Desta forma, como a,.(r) = m’, segue que

r—1
H, = m%r(r—l)mrhr + Zm%T(T_l)OZr( m‘a] (3+1) (Z 5J ) Zﬁr 1 1 — 1
7=1

r—1 r—1 -
= ma R, 3N a0 N, () - B () H; — Z Broa(i—1)H
i=1 j=i =1

_ m%r(r+1)hr _ Z < ZmQTT D=3i(+1) ar( ) 5]( )+ﬁr—1(i - 1)) H;

=1

J/

Br(i)
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Por isso, tome

e note que B,(i) € Z.

Como —

2

r—1
Br(i) = =y ma V=230 e, (7) - 8;(0) + B (i — 1)

1
(r—1)r— 5]’(]’—1—1) >r—1,se0 < j <r—2, as tinicas possiveis parcelas

de B3.(i) que podem nao ser divisiveis por m" ! sdao B,_1(i — 1) e a,.(r — 1) - B,_1 ().

Assim,

Por

2.10

Bo(i) = Br1(i — 1)+ ap(r — 1)B,_1(i) (mod m"™1).

, sabemos que a,(r — 1)

_i(r — 1)(m — 1)m"™!, assim, como

consequéncia, a,(r —1)3,_1(i) = 0 (mod m"'). Desta forma

Como i > 1, temos m" ' >

Ainda, por hipétese, 8,_1(i — 1) =0 (mod m

Br(i) = Broa(i — 1)

r—i

m

Co

67‘(2) = ﬁr—l(i - 1)

pr(1) =0

(mod

(mod m"™1).

e consequentemente

r—i

(mod m

C2

).

r—i

). Desta forma, conclui-se que
Ca

Corolario 2.2.8. Nas mesmas hipdteses do Lema |[2.2.7), vale que

H,(q) =0

(mod

T

m

).

Cr

Demonstracao: Sera feita por indugao sobre r.
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Como base de indugao, fazendo uso de (2.13)), temos H; = mhy = 0 (mod m).

Sabendo que ¢; = 1, segue H; =0 (mod m).
C1

Suponhamos agora que para algum r > 1 e para todo 7 < r tal afirmagao seja
J

valida, ou seja, H;(¢) =0 (mod E)

G
r—1 mrfz'
1
Pelo Lema [2.2.7, H, = m2""+Yp, — ZBT(Z)HZ Como (i) = 0 (mod )
5 Ca
=1
o . . m!
e, pela hipétese de indugao, H; =0 (mod —), segue que
C;
mT’*i‘i’i
I ) HZ =0 od s
(i) (mod “—)
que por (2.5 implica
Br(i)H; =0 (mod o ).
Cit+1
. om’ .
Como 7 < r — 1 e consequentemente > —, conclui-se que
Cit+1 Cr
. m” .
Br(1)H; =0 (mod —), para todo i.
Logo H, = mz"t1p, (mod E)
Cr
l7‘(7"’_1) r(r—1)
No entanto, note que WT = crm%T(TJrl)’r =cm 2 = Z., por conseguinte,

r

1 m . . . .
m2"0t) = ¢ (mod —). Isto é suficiente para concluir a prova, ou seja, mostrar

Cr

que

Lema 2.2.9. Seja ¢, = 1 se m é impar e ¢, = 2"~1 se m é par. Para r > 1,
I r+1—:
existem 7, (i) € Z tais que U(H,) = Z%(i)Hi com v,.(i1) =0 (mod

. i1 Cr41—i
1=1,2,...,7.

) para

Demonstracao: A prova serd feita por inducao sobre 7.
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Na base de indugao, por (2.13)), temos

U(H,) = U(mhy) = mU (LL) = mU <Lqﬂo) = mH,,

1+1-1 ml

), ou seja, y1(1) =0 (mod —).
C1+1-1 1

tendo assim, v1(1) =m =0 (mod

Suponha agora que, para algum r > 1 e para todo j < r vale que

U(H,) =3 () H, com (i) € Z e (i) =0 (mod ™ —

i=1

Cjr1—i

Fazendo uso do Lema

r—1
UH,) = U <mér<’“+l>hr - Zﬁr(j)H]

_ mrrJrl Zﬁr

Por (2.12)) e pela hipétese de indugao, temos

U(H,) =m0+ (Zar ) —i@(j) (Zw(z)ffi).

Ainda, fazendo uso de ([2.15)), segue que

r 7 r—1 r—1
UH,) = Y ma im0, ()7 8600 H = > > B,()v () H
j=1 i=1 j=1 i=j
r—1 r—1
S b b0, (g ) H— S5 8 G0
i=1 j=i =1 j=i
- 5 (S 00 - S
=1 Jj=t
7 (0)
Por isso tome 7, (i Zmﬂ" 1) =3+ . (5)B;(i) — Zﬁr(j)'yj(i) e note
. —

que (i) € Z.

Resta agora verificar as condigoes de congruéncia de ,.(7).
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1 1
Para j <r —1, vale ir(r +1)— §j(j + 1) > r. Isso garante a divisao por m",
r—1
exceto nos casos «,.(r)f,.(r) e Z Br(7);(7). Assim,
j=i

r—1

(i) = n(r)B(r) = Y Br()v;(i)  (mod m").

j=i

r—1
Como a,(r) =m', temos v,.(i) = — Zﬁr(j)yj(i) (mod m").

r—j
Além disso, pelo Lema [2.2.7, como £,(j) = 0 (mod ) e, pela hipétese de
c
I 2
inducao, mediante 7;(z) = 0 (mod ) para j = 1,2,...,r — 1, temos:
Cj+1—i
o it
67"(])7]’(” =0 (mOd
CoCjt1—i
r+1—1
= 0 (mod ), por (3.
Cj—it2

mr+1fi
Visto que j < r — 1, a congruéncia segue como 53,(j)y;(i) = 0 (mod
Cr—i+1
Portanto
r—1 mri-i
S 86 =0 (mod )
— Cry1—i
j=i
m?"‘i’l*i
Desta forma, isto ¢ suficiente para concluir que 7;(7) =0 (mod [
Cr41—i

Lema 2.2.10. Parar > 1 et >0, existem v,.(i) € Z tais que

U'(Hy) =Y Yeali) Hi,
1=1

mr—l—t—i

com Y,4(1) =0 (mod ), para i =1,2,...,r.

Cry1—i

Demonstracao: A prova sera feita por inducao em t.
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Para o caso t = 0, temos que H, = H,, ou seja, tome 7,0(r) =1 e 7,0(i) =0

paral <7 <r —1.

Suponha agora que para algum ¢ > 0, o lema valha para t — 1, ou seja, podemos

r4+t—1—1
escrever U™ (H,) = Z%,t,l(i)H}, com Y,4—1(i) =0 (mod ——).
1 Cry1—i
Assim,
U'(H,) = U(U*'(H,))
= U <Z 'Yr,tl(j)Hj>
j=1

= > (U (H;)

=1
L - A
CISE N 1) () H,

=1 i=1

= > (Z %M(jm(z‘)) H;.
i=1 \ j=i

Yt (l)

Por isso, tome ~,.,(i) = Z%,t—l(j)%‘(i) e note que 7,.+(i) € Z.
=i

-1
: . - . m”
Analisando entao as congruéncias, e sabendo que 7, ;—1(j) =0 (mod
Cri1—j
i1
e (i) =0 (mod ), temos
Cjr1—i

mr—i—t—l—j m]+1—l

Yri-1(j) -7;(i) = 0 (mod

Cry1—j Cj+1—i
mrHt—i

= 0 (mod ——), por ({2.5)
Cri2—i—1
mr-i—t—i

= 0 (mod ).
Cri1—i

i
Definicao 2.2.11. Tome K| = Hy. Defina recursivamente K; = U (1q Ki—l);
—dq
sendo & =1 ou & = 0.
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Lema 2.2.12. Parar > 1, existem k(i) € Z tais que

com k.(r) =1 ek.(i) =0 (mod m

), para i <r—1.

Demonstracao: A prova serd feita por inducao sobre 7.
Para r =1 temos K; = ky(1)H; = 1- H; = Hy. Entao, k(1) = 1.

Suponhamos agora que, para certo r > 1, vale o lema para r — 1, ou seja,

r—1
K’r‘—l = Z kr—l(i)Hi
=1

mr—l—i

com k,_1(r—1)=1ek,_1(i) =0 (mod ), para i <71 — 2.

Cr—1—i

Note que

e como &, = 0 ou & = 1, podemos reescrever como

1
Kfr - U(— 'r—l_gr'Kr—1>
l—¢q

1

= U (1—_q r—1> = &U(K—1).

1
Vamos agora calcular separadamente U (1— r_1> e U(K,—1).

1
Para U (— r1>, temos:
l—q
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1
U(l——q 7'—1) == Zkr 1 H—l

pondo k,_1(0) = 0.

Agora, calculando para U(K,_1), segue:

* U(K,_y) = U<ikr1(j)Hj>
= Y kU

= Z k(7)Y (i) Hs

i=1
r—1 r—1
= S haGu0H
i=1 j=i

Voltando ao céalculo de K,, temos

Kr = U(%_q T—1>_€TU(KT—1>

r—1 r—1

= Zkr12_1H §,«ZZ’%1 3);(i

zl]z

r

= Z(rll_l grzkrl ’Y] )Hz

i=1

-

kr (4)

Assim, tome k(i) = k,_1(i — 1) &Zkr 1(4)7;(7) e observe que k(i) € Z.

Note que k,(r) = k,_1(r — 1) = 1, por hlpotese

j1—i r—1—j
), pelo Lema[2.2.9 k,_1(j) =0 (mod

Cit1—i Cr—1—j
pela hipétese de inducéo, e com o auxilio de (2.5)), segue

Sabendo que, v;(2) = 0 (mod

mr717j+J+171

kr1(4)7;(1) =0 (mod ),

Cr—1—j+j+1—i—1
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ou seja,

‘ . mr—i
kr-1(7)7;(1) =0 (mod — 1)-
r—1 mrfi
Como r —i—1 < r —1i, entao Z kr—1(j)7v;(1) =0 (mod ).
. Cr—i
j=t
Também, pela hipétese de indugao, temos k,_1(i — 1) =0 (mod ).
Cr—i
Com as informagoes acima, conclui-se que k(i) =0 (mod ).
Cr—i
[
Lema 2.2.13. Parar =1,2,....k — 1, temos
Z bm,k<mr+1n — Oy — m)qn - KT(Q)Bm,k—T—l(q)'
n=1
Demonstragao: Sabemos que Z bink(n)q" = B i(q)-
n=1
= 1 .
Por (2.6)), vemos que me,k(n)q" = 1—Bm7k_1(qm). Multiplicando por ¢ e
—q

n=0
aplicando U em ambos os lados, temos

U (g) bm,k(n)q”“> =U <%q3m,k—1(qm)) ,

e, portanto,

S bps(mm)g™ = U(Lqu,k_ﬂqm))
n=0

Como U(Hy) = Hy,

Z bm,k(ﬂ”“”b)qn+1 = HoBnx-1(q)-
n=0



Portanto, por (2.6)),
- n+1 __ 1 m
me,k(mn)q = 1—_qHOBmk 2(q™),
isto é,

1
mek m(n —1))¢" = 1—_qHOBm,k—2(qm)'

Aplicando U novamente, e usando ([2.8))

U (g bm,k(mn—m)qn> =U (%_(]HOBM 2(qm)) :

de onde segue que,

1—g¢q

- 1
Z bm,k(m2n —m)q"=U (—Ho) By k—2(q).
n=1
1
Como U <—H0) = H1 = Kl, vale
q

Z bm,k(mgn - m)qn = Kl (q)Bm,k—Q(Q)'
=1

Logo o lema é valido para r = 1, sendo esta a base de inducao.

A prova seguird de forma indutiva, agora supondo valido para r — 1, para algum
r, ou seja,

D bmi(m'n =0, —m)g" = K, _1(q) B i (),

que é equivalente a

- 1
Z bm,k(mrn — Op—1 — m)qn = (—> KT*I(Q)Bm,kfrfl(qm»
n=1

1—gq

Multiplicando por ¢& em ambos os lados, temos

00 £
Z bm,k (mrn — Op—1 — m)anréT == (1(]_ q> Krfl(Q)Bm,kfrfl(qm)-
n=1

Aplicaremos U considerando os dois casos de ., ou seja, para & = 0 e &, = 1.

Temos que,
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* Para & = 0 : Utilizando (2.8)), segue que
= 1
U (Z by — 0,1 — m)qn> — U (K@ B0

1
mek’ n — Op—1 — m)qn = U (Tq r—l(Q)) Bm,k—r—l(q)'

v~

Kr(q)

Como &, = 0, podemos acrescentar o termo —&,.m”, obtendo

Z bm k 77, — Op—1 — grm - m)q - KT(Q)Bm,k7r71<Q)7
ou seja,

Z bm k TL — O0p — m)qn = KT<q)Bm,k7rfl(Q)'

* Para & = 1: Sabemos que

U (Z bm,k(an — Op—1 — m)Q”“) = U (1%(] rl(q)Bm,krl(qm)> )
n=1
que, por (2.7) e (2.8), nos da

mek (mn—1) =0, —m)q" = U (%&1((1)) By ji-r-1()

mek ’I’L - (UT 1 +m ) m)qn = Kr(q)Bm,k—r—l(Q)

Or

Z bmk Tl — Oy — m)qn = Kr<q)Bm,k7rfl<Q)-
Assim o lema estd provado. [ |

2.3 Demonstracao do Teorema [2.1.4

Com os lemas anteriores, seguiremos a prova do Teorema [2.1.4] tendo em vista

que, o Teorema segue como consequéncia imediata deste, fazendo k — oo.
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Demonstragao do Teorema [2.1.4; Pelo Lema [2.2.12] como

Ki(q) = Zkr(i)Hm

com k(1) =0 (mod m ) e, pelo Coroldrio [2.2.8] temos
Cr—;
H;, =0 (mod ﬁ),
C;

para i = 1,2,...,r., segue, como consequéncia imediata de (2.5)), que

r

m
K,(¢q) =0 (mod ).
Cr—1
Como > —, tal congruéncia segue como
Cr—1 Cr
m’l"
K.(¢) =0 (mod —).
Cr

Conforme foi provado no Lema [2.2.13] este teorema estd demonstrado para o

casoder <k —1.
Passaremos ao casor > k — 1. Tome entaor =k —1+t¢, com t > 0.

Pelo Lema [2.2.13] vale que, com r = k — 1,

Z bm,k(mkn — Ok—1 — m)qn = kal(CﬁBm,O(Q) = kal(Q)
n=1

k-1
Pelo Lema [2.2.12 como Kj_1(q) = Z kr—1(7)H;(q), temos,

j=1

[e'S) k—1
D bng(mn —op s —m)q" = ke 1(§)Hj(q).
n=1 j=1

Aplicando U' em ambos os lados,

. k1
Ut (Z b i(mFn — op_y — m)qn) = U (Z kk_l(j>Hj(q>>

00 k—1 -
Z b i (MF(m'n) — o1 —m)q" = Z kr—1(7)U* (H;(q)).
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Além disso, como k+t = r+1 e pelo Lema[2.2.10] a igualdade pode ser reescrita

como

00 k—1 J
Z bm,k(mrﬂn — o1 —m)q" = Z kr—1(J) Z Vi (@) H;
n=1 j=1 i=1

k—1 k-1

= Z Z Fk—1(3)75.(2) Hi.

i=1 j=i

mitt—i

Com o auxilio do Lema [2.2.10, que nos fornece v;,(i) = 0 (mod ), do

Cj+1—i

k—1—j
), do Co-

Lema [2.2.12, cujo resultado é a congruéncia kj_1(j) = 0 (mod
Ck—1—j

rolario [2.2.8) nos dando H; = 0 (mod E) e juntamente com ([2.5), o resultado

7

segue da forma

. . i Ht—itk—1—iti
kr—1(j)vie(i)H; = 0 (mod )
Clj+1—itk—1—i+i)—1
k—1+t
).

m

= 0 (mod
Ck—1

Como k—1+t=r,

T

. : m
ki—1(5)vj+(1)H; =0 (mod
Ck—1

O que prova o Teorema. [ |
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Capitulo 3

Um caso especial: Particoes

binarias

Chamando de b(n) o nimero de partigdes de n em poténcias de 2, ou seja,

numero de maneiras de escrever n da forma
n=2%4+2"4+... coma; €Ze0<ay<a; <---,

Churchhouse [7] conjecturou que b(2"*?n) —b(2"n) = 0 (mod ol %] +2). Além dessa
congruéncia, conjecturou que nenhuma poténcia de 2 maior que L%”J + 2 dividiria
b(2"t?n) — b(2"n). Tal conjectura foi primeiramente provada por Rodseth [10] em

1970. A partir dai, diversas provas diferentes apareceram.

O principal objetivo deste capitulo é apresentar algumas congruéncias acerca
do nimero de particoes de um inteiro n em particoes binarias, um caso especial do
tipo de particoes trabalhado no capitulo anterior, com m = 2. Tais congruéncias
serao extensoes do que foi conjecturado por Churchhouse, este seguindo entao como
corolario. Os resultados deste capitulo foram provados no artigo de Oystein Rodseth

e James Sellers [11].
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Como principais teoremas, consideraremos agora uma restricao acerca dos ex-
poentes da parti¢ao. Para tanto, serd considerado bg(n), o nimero de partigoes de
n em poténcias de 2, com expoentes menores que k, ou seja, maneiras de escrever

n da forma

n=2°4+2"+...4+2% coma; €Ze0<ay<---<a; <k,
e entao provadas duas novas congruéncias, enunciadas nos Teoremas abaixo:
Teorema 3.0.1. Para 1 <r < k — 2 temos que

be(27n) — by 5(2'n) =0 (mod 217/21%2),

Teorema 3.0.2. Para k> 3 et > 1, vale que

bk<2k+tn) . bk72<2k+t72n) =0 (Inod 2L3k/2+2J+t72).

Note que a congruéncia deduzida por Churchhouse é o caso em que k tende a

infinito no primeiro teorema.

A seguir, o capitulo serd dividido em duas partes. A primeira com o intuito
de provar o Teorema [3.0.1] e a segunda o Teorema [3.0.2l Em cada parte, serao

apresentados os lemas necessarios para entao seguir para a respectiva demonstracao.

3.1 Demonstracao do Teorema [3.0.1

Nesta secao, o objetivo principal é demonstrar o Teorema [3.0.1] No entanto,
serao necessarios varios lemas para tal prova. Estes serao enunciados e provados

para depois seguir com o objetivo principal.
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3.1.1 Lemas Necessarios

Definicao 3.1.1. Tome by(n) como o nimero de maneiras de escrever n = 2% +
29 4 2% comag < a; < --- < a; < k, ou seja, numero de particoes de n em

poténcias de 2 com expoente menor do que k.

Proposicao 3.1.2. Sejaw(a) o ezpoente da maior poténcia de 2 que divide a. Desta

forma, valem

Se w(a) < mw(c), entio mw(+a=+xc)=m(a) (3.1)

Se m(a) =m(c), entio w(taxc)>m(a). (3.2)

Demonstragao: Para provar a afirmacao (3.1)), note que a e ¢ podem ser escritos
como a = 2¥¢g’, com 2 nao dividindo o’ e ¢ = 279¢, com 2 também nao dividindo

. Sendo assim, podemos escrever
(+a =+ ¢) = 27@ (+a’ + 27Dy

com (da’ £ 27~"(@)¢) sendo fmpar. Desta forma, vale a afirmacao.

Agora, para a prova de 1' escrevemos a e ¢ da forma a = 27@¢/ e ¢ = 27 ¢

com a' e ¢ impares. Entao
(+a +¢) = 2" (£d + ),
e (+£d’ £ ¢) sendo par. Portanto a afirmacao é valida. |

Definigao 3.1.3. Seja Z[[q]] o anel das séries formais de poténcias em q com

coeficientes em Z. Tome
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OBS: Note que esta aplicagao é a mesma dada pela Defini¢ao do capitulo
anterior, para o caso m = 2. Da mesma forma, continua vélida a propriedade ({2.8]),

a qual pode ser reescrita como

para f(q) e g(q) € Z[[q]].

Lema 3.1.4. Para n,r > 0, temos

(Qn +Tr - 1) _ Z (—1yr=ig2i=r <n+z - 1) (rz_ Z)

i=[5]

Demonstracao: Considere a seguinte igualdade:
1 B 1 B 1
1-g)™ (I1-2¢+¢)" (1—q2-q)"

Expandindo em série de poténcias o extremo da direita da igualdade (3.4)), ob-

(3.4)

temos

\g

1 _ °°(n+z—1) i g

C—a@-0r ~ %
(e ()
= Ly () ()

Agora, tomando k = 2i — j, ou seja, 7 = 2i — k, entao vale

e S (N [V

=41

n n
Pela propriedade complementar dos niimeros binomiais ( > = ( ) , temos:
J n—17

0o k . .
. +71—1 1
k12217k n k.
(1_q2_q =>. > ( i i)

k=0 ;= [%
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Expandindo o extremo da esquerda da igualdade (3.4)), obtemos

1 =\ (2n+i— 1) ;
(1 —¢q)* ; ( i
Comparando o coeficiente do termo ¢" em ambas equacoes, o lema esta provado,
ou seja
2n41r—1 d Civgi(mHi—1 i
— —1)r—t92i-r ]
i=[3]
[ |
Definigao 3.1.5. Seja h; € Z][[q]] definido por hi(q) = ﬁ, cuja expansao
J— q 7
~(n+i—1
‘rie de poténcias € h;(q) = , "
em série de poténcias € h;(q) Z ( ; )q

n=1
Conforme tal expansao, obtemos que
> (n+i—1\ , N (2n+i—1\ ,
U(hr):U<Z< Z. )q>=Z( Z. )q-
n=1 n=1
Pela igualdade acima e pelo Lema [3.1.4] temos

Uh,) = i zr:<—1)T_i22i_r(n+§ _1) (riz) v

n=1 \i=[5]

Bl EC e

1=

(NI

assim,

U(h,) = i(—w—iz%—r( ! )h (3.5)

r—1
i=[3]

1
Definigao 3.1.6. Seja Ky = 23hy. Defina K, recursivamente por K; 1 = U <1—KZ) ,
—4q
para 1 > 2.
r—1
Lema 3.1.7. Para 1 <i < r —1, existem (i) € Z tais que K, = Zf%n(i)hi_i'_l.
i=1
3r 4 42
2

Além disso, m(v,.(i)) > {

J e a igualdade vale se, e somente se, i =1 our—+1

¢ impar.
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Demonstracao: Vamos dividir a prova em duas partes: A existéncia e a condi¢ao

sobre 7,.(1).
¢ Existéncia: Seré feita por indugao sobre 7.

Como base de inducao r = 2, temos que Ky = 23hy e, além disso, 7(7,.(1)) =
7(2%) > L%J = 3, ou seja, vale a igualdade, pois i = 1.

Suponhamos agora que tal lema vale para r — 1, para algum r, ou seja, K,_;

pode ser escrito como

r—2
Z Vo1 () hig1,
i1

3(r—1 2
&J , e tal igualdade ocorrendo se, e somente se, ¢ = 1

com (1 (1)) > [

ou (r — 1) 4+ é impar, ou seja, r + i sendo par.

Note que, pela hipdtese de inducao,

r—2
1 1 .
K,=U <1— r1> = U <1Tq Z%l(ﬂ)th)

- q

j=1
r—2 . 1

= Z%—l(])U 1—hg+1
=1
r—2

= > 1 (DU (k).
j=1

Por (3.5)), temos

r—2 J+2 .
K, = 1 _1)i+2-ig2i—j—2 t h;
Zv () D (=1 JIa

Note que usando [ +1] <i<j+2e1<j<r—2implicamem 2 <4 <r.

E, além disso, (% + 1} <1< j+42, 0 que implica que ¢ — 2 < j. Também, da

desigualdade (% + ﬂ < 1, segue que j < 2¢ — 2. Portanto, 1 —2 < j < 2¢ — 2.
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Comoi—2<j7<2—2el<j<r—2conclui-se que max{i — 2,1} < j <

min{r — 2,2i — 2}. Assim,

r min{r—2,2;—2}

ko= Y (ol el

=2 j=max{i—2,1}
r—1 min{r—2,2:}

j+i i 11 .
= Z Z (—1)7Hi+122 J(j+1_i)%_l(j) Pig1.

i=1 \ j=max{1l,i—1}

Desta forma, considere 7,(i) definido por

min{r—2,2i}

’yr(l) = Z (_1)]+ +122 ! (] +1-— Z) ’77“—1(])7 (36)
j=max{1l,i—1}

e garantindo entao a existéncia de v,(i) e, é claro, que ~,.(i) € Z, Vi.

& Relacoes de m(~,(i)): A verificacdo serd feita primeiro por dois casos especiais:
1 =1 e 1 =2, para entdo seguir para o caso i > 3. Aqui também serd utilizado o

método de inducao.

* Caso i =1 : Por (3.6) e pela hipétese de inducao, temos que

min{r—2,2} 141
(1) = —1)iti+l92—j v 1(j
() = z%lo}( ) ie1o1))
j=max{1,
2 2
= e (i)
j=1 J

= =229, (1) + %1 (2).

Note que m(2%,1(1)) = 2+ m(y,-1(1)) = 2+ {wJ _ L

Portanto

r@ea() = | 222

2

Agora vamos dividir o estudo para dois casos: r par e r impar, para entao

verificar os valores de 7(2%y,_1(1)) e 7(,—1(2)).

* Se r impar:

(1) — {37“;—2J _ {371; 1J ,
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ja que 3r + 2 é impar. Sendo r + 2 impar, vale a desigualdade abaixo:

3(7“—;)—1—22J _ FtlJ'

w2 > |

Como 7(y,_1(2)) > 7(2%v,_1(1)), por , temos que 7(7,(1)) = {ST; 1J .

* Se r par: Como 3r é par, segue
3r+2 3 3r—+1 3r+1
7(2%y,_1(1)) = { r; J = H“J 1= { T; J+1> { T; J

Além disso, usando que r + 2 é par, temos

(s (2)) = P(T_?JFQZJ _ PT;lJ .

1
Como 7(2%y,_1(1)) > 7(7,-1(2)), por , temos que 7(7,(1)) = F?A; J,

valendo assim a afirmacao para i = 1.

Antes de passarmos para o caso i = 2, facamos uma observacao para o caso geral
2 <i <r—1. Expandindo (3.6) em seus dois primeiros termos na soma, temos

min{r—2,2:}

(i) = 2y =) =2 (i s )+ S (1)1 ( : .)%_m)
j=i+1 J+l=
Ay
sendo
. o 3(r=1) + 42
A > 2i — _
e > i (3 |
3(r—1 4+ 1)?
> ]gliifl(Qi—jnLL(r >;(Z+)J),jéquej2i+1,
i<2i 3 ) 2_2
'S 2¢—2¢+{ r ;“ ! J,poisjgm,

J , sabendo que i > 2

2

-2
_ {37“4—2 J ey

{37‘—1—2’2—1—2

2
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Portanto,

3 2
T(Ay) > L 7"‘2” J (3.7)
* Caso v = 2: Utilizando a expressao
7(2) = 2377‘—1(1) - 22377“—1(2) + Ay
: . 3r+d%| .
e, conforme foi calculado anteriormente, sabemos que 7(A;) > indepen-

dente de i. Resta calcular m(237y,_1(1)) e 7(2237,_1(2)). Entdo, pela hipdtese de

inducio,
R T R o el e s PP
w2 = |21 (5.5)

Para o célculo de 7(223,_1(2)), serdo considerados os casos de 7 par e  impar:

* r par: Como r + 2 é par, pela hipétese de inducao, vale a igualdade

7(237, 1(2)) = 2 + {%A%MJ - W%MJ - f?ﬁ;ﬂ ,

sendo que a tultima igualdade vale pois 3r + 5 é fmpar.

, , ) 3r + 22
Assim, combinando 7(2°3v,_1(2)) = 5 , (3.8]), (3.7) e (3.1)), vale que

3r 4 22
5 )

") > |

* 1 impar: Como r 4 2 é impar, pela hipétese de indugao, vale

3(r—1)+22J _ L3r+1+22J - {3r+22J‘

m(2237,.1(2)) > 2 + L

2 2 2
) 9 3r + 22
Assim, como 7(2°3v,_1(2)) > 5 e por (3.8), (3.7) e (3.1), vale que
3r + 22
wor@) = |25
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Assim, o lema vale para ¢ = 2.

* Caso 3 <1 <r —1: Conforme cédlculo anterior, temos
(1) = 27y, (6 — 1) — 29(i + D)yp1 (4) + A,

e, além disso, temos que

2

W(AI)%&«H?

Basta agora calcular o valor de m(2'(i + 1)v,_1(7)) e 7(2"*5,_1(i — 1)). Primei-

ramente, segue

@y (= 1) > 414 {3@« 1)+ (G- 1)2J _ {37‘ - z'QJ |

2 2

ou seja,

(3.9)

. _ 3r + 12
meai-1) 2 [T,

sendo que, pela hipdtese de indugao, a igualdade torna-se valida se, e somente se,
(r—1) 4 (i — 1) é {impar, ou seja, r + i é {mpar.

P2+ D (i) > i [%J

- {3r+12—|—2i—3J

2
3r4+i4i2+3
— 2 .
Portanto,
. 3 ;2
TG+ Dy (i) > { r 2+ ! J . (3.10)

Combinando (3.7)), (3.9) e (3.10) com a propriedade (3.1) acerca de 7, temos

que

7(7,()) = (2 Y1 (i — 1) — 200 + 1)y (4) + Ay) > {37“ + i?J |

2

com tal igualdade valendo se, e somente se, vale a igualdade em (21,1 (i — 1)),

ou seja, quando r + ¢ é impar. [ |
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3.1.2 Demonstragao do Teorema [3.0.7]

A funcao geradora para as particoes bg(n) é

k—1

Bi(g) = ) be(n)q" = H ﬁ

n= =0
Em particular, By(q) = 1. Note que, da mesma forma que em ([2.6))

1
l—g¢q

Bi(q) = Bi-1(q?) (3.11)

e, além disso,
Ul—— | =U q | = q¢ =—. 3.12
() -0 (S0) -5 e
Aplicando U em ambos os lados de (3.11])

Utn) = U (12, Beale”))

1
= U (1——q) By-1(q), por

1
i Bi_1(q), usando ((3.12

—q

1
BTt

= (L+g+¢+-)1+q+q" +)Brald),

portanto
oo

U(Bk(q)) = <Z(n + 1)q”> Bi_o(q?). (3.13)

n=0

Aplicando U em ambos os lados de (3.13]), temos

U*(Bi(q)) = U ((i(n—i—l)q") Bk2(92>>

n=0

n=0

= (i@n + 1)q"> Bi_2(q).

n=0

= U (i(n + 1)q"> By_2(q), por
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Passando a parte referente a n = 0 para o lado esquerdo da igualdade, obtemos

U?(Bk(q)) — Br-2(q) = (i(% + 1)61") Bi—2(q)

n=1

= (2 i ng" + i q”) By-2(q)

= ( 26] —+ 1 z q) Bk_2<q)
= (2hy + ho)Br_2(q).

Assim,
U*(Bi(q)) — Be—2(q) = (2ha + h1)Bi_s(q”).

Novamente aplicando U e utilizando (3.3]),

U*(Bi(q)) = U(Bi—2(q)) = U((2ha + h1)Bi_3(q%)).

= (2U(h2) +U(h1))Bi-s(q)

Calculando U(hsy) e U(hy), utilizando (3.5)):

Ug(Bk(Q)) - U(kaz(Q)) = 23h23k73<Q) = KQkaZS(Q)»

pela definigao [3.1.6]

Sabendo que, por (3.11]) e por (3.3)),

U(KiBi-i-1(q)) =U (quKiniz((f)) =U (—in) Bj—i—2(q) = Kit1Bi-i—2(q),
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por um processo indutivo, tem-se

U™?(Bk(q)) — U"(Br-2(q)) = Ky +1Br—r—2(q),

podendo assim concluir que

D (0x(27%n) = be_2(2'n))q" = K1 Bir—a(q). (3.14)
n=1
r+1
Pelo Lema |3.1.7] foi provado que K, 1 = Z%H(i)hiﬂ, com
i=1
_ 3(r+1)+d2|i21 |3r+4 3r
rea(i)) > | 2CEDEEN S |3 4a
2 2 2
Assim 287242 divide 7,44 (4), Vi.
Portanto,
Z(bk@r“n) —bp2(21))¢" = K,y 1 Bi—r_2(q) =0 (mod 257/21+2),
n=1
implicando em
be(2772) — be_5(2'n) =0 (mod 2157/2+2),
[ |

Corolario 3.1.8. Para1 <r <k—3esen=1 (mod 28771, nenhuma poténcia

de 2 maior do que |3 | + 2 divide bp(2"*n) — by_o(2n) .

Demonstracao: Tome Z d,(n)q" = ha(q)Br—r—2(q).

n=1

Note que

—Z - 1—g" (mod 2), ja que

}—l—q2+q4+q6+q8+--;E}+2q+3q2+4q3+--; (mod 2).
171q

1
2 (1—q)2
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Tomando o fato acima, por um processo indutivo, ve-se que

k—

—_

1 1
Bi(q) = - = |l
=0 1- q2 i=0 (1 - q>2
_ 1 1 1
S (=g (l-9? (1-g*
1
T (1 — )ttt
1
Assim,
Y din)g" =Y di(n+1)¢"" = ha(q)By-r-2(q)
n=1 n=0
q
R
q 1
= d?2
(1 _ (])3 (1 _ q)2k7r72,1 (mO )
_ q
= Ao (mod 2).
_ q
= T (mod 2).
Segue que
- 1
Z d,(n+1)¢" = — (mod 2).
ot (1—¢2)2 11

Aplicando U em ambos os lados, temos

1

U (i d.(n + 1)q">

U(l—q'(l—

q2)2'€‘“3) (mod 2)

> d,(2n+1)q"
n=0

1

v (1 - Q) (- ql)Q'”?’

(mod 2), por (3.3)

1

Z d.(2n + 1)¢"
n=0

1—q (1—¢)2 "

(mod 2), por (3.12).
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Aplicando (k —r — 3) vezes U, obtemos

- 1
Z d. (252 4 1) " = (mod 2)
— (1—q)?
o 1
= 14+¢+¢"+¢"+--- (mod 2),

logo, para n par, vale que

d.(25""2n41)=1 (mod 2).

Com n par, podemos substituir n por 2n, com n € Z e assim, paral < r < k—3,

temos
d, (28" 'n+1)=1 (mod 2),Vn € Z. (3.15)
- 3(r+1) + 42
Pelo Lema3.1.7, como K, 1(q) = Vo1 (D) hisr, com (Y1 (1)) > L (r +2) +1 J
i=1

e para ¢ > 2, temos

woenali) = || 2 | |48

Isso nos possibilita concluir que, para ¢ > 2
Yr+1(i) =0 (mod QL%J%).

J& para o caso i = 1, podemos apenas dizer que m(v,_1(1)) > L?’{j + 2. Por isso,

podemos escrever v,_1(1) = 2L%J+2a, com a € Z.

Assim,

K,a(i) = 2L3T/2J+2ah2(9)+Z%+1(i)hi+1
i—2

= 2B/2t24h,(q)  (mod 2137/2+3),
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Desta forma,

o0

Z(bk(2T+2n)_bk—2<2rn>)qn = K,p1Br-2(q)

n=1

= 2L3T/2J+2ah2(q)Bk_r_2 (mOd 2[37‘/2J+3)

= 2L3T/2J+2a2dr(n)q” (mod 2L3T/2J+3)
n=1

Agora, se n = 1 (mod 2¥7"~1), podemos escrevé-lo como n = 287771 4 1, para

algum [ inteiro. Pela congruéncia anterior, temos

bk(2r+2n) . bk,2(2”n) = 2L3r/2J+2 . dr(2kfr71l + 1) (HlOd 2L3r/2J+3)

= 2|_37“/2J+2 .1 (mod 2[37’/2J+3)’

ja que, por (3.15), d,(25""'n+1) =1 (mod 2),Vn € Z.

Consequentemente, se n = 1 (mod 2’“_7"_1), nenhuma poténcia de 2 com expo-

ente maior que || 4 2 divide by, (2"7%n) — by_o(27n).

Corolario 3.1.9. Para k > 1, temos que

. 1
br(2Fn) — br_o(282n) = 2L3k/2le (mod 213%/2)),

Demonstracgao: Pela demonstragao do Teorema sabemos que

o0

> (e(277n) = bp2(20))q" = Ky 41 Brra(q)

n=1
e tomando r = k — 2:

oo

> (0e(2"n) = b2 (2520))q" = Ko (9)-

n=1

o6



k—2
Pelo Lema [3.1.7, podemos escrever Kj_; = nyk,l(i)hiﬂ com
i=1

B(k_zl)HQJ'

(o (i) > [

Para i > 2, a desigualdade pode ser escrita por

(e (i) > {Bk—li > {3 J

2 2

3k

Assim, a unica possivel parte nao divisivel por ol%] ¢ parcela referente a ¢ = 1.

Sendo assim

o

Z(bk(an) — be—2(28720))¢" = k1 (D)hy  (mod 21372,

n=1

Além disso, temos

r(a(1)) = [MJ - |%|-

hy — Z (n+§— 1)(]“ _ Zn(n;— 1)q”.

n=1

S
it

Desta forma,

oo o

1
Z(bk(an) — bk_2(2k—2n))qn = nyk_l(l)% (mod 2L3k/2j)’
n=1 n—1
portanto

n(n+1)

bk(2kn) —bk_2(2k_2n) = ’Yk—l(l) 5

(mod 213%/2)),

Como m(yx_1(1)) = [3k/2] — 1, podemos escrever v,_1(1) = 2B¥2=1 . [ para

algum [ > 1 e nao divisivel por 2.

o7



Por consequeéncia, temos que

1
be(2Fn) — by_5(24"2n) = 2L3k/2J—1-z-—”(”2+ ) (mod 219+/2)

= 2L3/’€/2J—1n(n2Jr 1) (mod 2L3k/2j)7

n(n+1)
3 €

n(n+1) n(n+1)
2 2

ja que se [ - é par, entao também é par. Assim 23%/2/-1 ..
2L3k/2]=1 . "(nTH), sao divisfveis por 2L3%/2,

n(n+1)

;s ~ 1 , / ~ A~
5— ¢ impar, entao ”("TJ’) também o é. Entao podemos escreveé-los

Agora, se [-

como (2m + 1) e (2s + 1), respectivamente, para certos m e s € Z. Portanto

oBR/2I=1 (9m 4 1) = 2BR/2171 (925 4 1) = 2B3K/2=1 (mod 213%/2]),

3.2 Pré-requisitos e Demonstracao do Teorema

3.0.2

Nesta secao serao apresentados os pré-requisitos e os lemas necessarios para a
demonstracao do Teorema Os lemas e a demonstracao estao separados em

duas subsecoes, sendo a primeira para os lemas e a segunda para a demonstracao.

3.2.1 Lemas

Lema 3.2.1. Para r > 2, existem 0,1(i) € Z tais que

U(Ky) = D drali)hi

3r+1 3r+14° +1

com7r(5771(1)):{ . Jm((sﬁl(z‘))z{ :

tqualdade vale se, e somente se, 1 =2 our +1i € par.

J para i > 2. Além disso, tal
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Demonstragao: Dividiremos a prova mostrando primeiramente a existéncia e apds

verificando as condi¢oes acerca dos 6, 1(4).

¢ Ezisténcia: J4 sabemos que, pelo Lema 3.1.7],

r—1

K, = Z”Yr(j)hj+1-

j=1

Desta forma,

UK, = U(Z”Yr(j)thrl)
= i%(j)U(th)

r—1 Jj+1 .
= Y i) > (—1>J'+”22”1<. . ) hi, por (3.5).
= el 7+1—2
Como [ZH] <4 < j+1, temos i — 1 < j < 2 — 1. Além disso, sabendo que

1—1<j5j<21—1el< 5 <r—1, podemos concluir que

max{i — 1,1} < j <min{2i — 1,r — 1}.

Da mesma forma, [£1] < i < j + 1 e, sabendo que 1 < j < r — 1, segue

1< <r.

Como consequéncia:

r min{r—1,2i—1}

ZEOR S I MG s R P

=1 j=max{1,i—1}

0r,1(1)

Por isso, tome

min{r—1,2i—1}

. 1o i ,
Ora (i) = Z (—1)7H1-ig2i-i-1 (j L Z) v.(j) € Z. (3.16)
j=max{1,i—1}
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¢ Relacoes de m(d,1(i)): Vamos calcular primeiramente para o caso ¢ = 1 e depois

passaremos para o caso 2 < ¢ < 7.

* Para i = 1: Por (3.16]), temos

min{r—1,1}=1 1

= > 02 (D)) = )

j=max{1,0}=1

Assim, 7(0,1(1)) = 7(—(1)) = [ 2], pelo Lema m

Logo, esta provado o lema para o caso i = 1.

* Para 2 < i < r: Por (3.16)), expandimos tal soma destacando os dois primeiros

termos:

bali) = 2t =D 0P ()

1+1—1
min{r—1,2i—1}

S (Yo

j=i+1
A ~~ 7

Ao
= 29.(i — 1) + =2 iy, (i) + Ay

Calcularemos separadamente m de cada um dos trés termos anteriores:
*x Caso m(Ag):

m(Ag) > ]%131(22' — 7 =1+ 7(%(4))

. o 3r + 52
= 21— 75 —1
J’glilfl(l J +{ 2 J)

Q3r+(j2—2j+1)+4z—2—1J)

>  min
j>itl

2

3r + %+ 4i — 3
> {T—HJZ J,jéquej—lzz'
2+144
> f)r—m; + J,poisi22
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Ou seja,

2
3r+i2+1
5 .

3 2+ 1
r(Ay > {&JH

Portanto,
3 2+ 1
T(Ay) > {ﬂJ .

. (3.17)

x Caso w(2',(i — 1)) :

2
_3r+?+1
2

T(@i—1) > i+ {MJ

Assim,

(3.18)

7@ (i — 1)) > [MJ .

2

A igualdade ocorre se, e somente se, conforme o Lema r+(i—1) é impar,

ou seja, r +1i é par ou (i — 1) = 1, ou seja, i = 2.

x Caso w(27 iy, (7))

T2 Vi (1)) > i — 1+ 7(i) + MBT;Z'QJ

_ L3r+z’2+2¢—2+2w(z’)J

2

Sei=2em(2)=1:

, 3r+4+4 3r+*+1
iy 2y > B [

Se i > 3, como 7(i) > 0:

, 3 2 4+6—1 3 2+ 5 3 241
7(2 Vi (1)) > L ree 2* J > { ”; + J > L%J
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Pelos célculos acima, podemos concluir que:

(3.19)

w2 i) > |2

2

Combinando (3.17)), (3.18)), (3.19) e a propriedade (3.1)) de 7, obtemos que

, 3r+i*+1
7(0r1(2)) > {—J ,
2
- 3r+i2+1
sendo a igualdade véalida somente quando 7(2'y,.(i — 1)) = {%J, ou seja,
quando ¢ = 2 ou r + ¢ € par. [ |

Lema 3.2.2. Parar > 2 et > 1, existem 6,4(i) € Z tais que
Ut(Kr) = Z&‘,t(i)hia
i=1
3r+1 3r+i*+1

com m(6,,(1)) = { 5 J bt —1 e n(6,(1) > {TJ +i(t — 1), para

2 <1i<r. Além disso, a igualdade vale se, e somente se, i =2 our —+1 € par.

Demonstracao: Tal lema sera provado considerando-se duas etapas: a existéncia

e as condicoes acerca dos 7(d,(7)).

¢ Euxisténcia: A prova serd feita por inducao sobre t. Note que, como a base de

inducao ¢ t = 1, tal resultado vale usando o lema anterior.

Agora suponha que tal resultado valha para ¢t — 1, para algum ¢ maior ou igual

a 2, ou seja, podemos escrever
Ut_l(Kr) = Z 57‘,t—1(i)hi
i=1

e tais propriedades acerca dos 7(d,+—1(7)) sejam validas para t— 1, conforme descrito

no enunciado do lema.
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Pela hipétese de inducao, segue

Ul(K,) = UU"YK,)
= U(Z&n,t—l(])%))

= Z(Sr,t71<j)U(hj)
= > (i) Y (—1>“22”(.fi) hi, por (3.5).
= e :

Como (%W <1< j,entao i < 7 < 2¢. Assim, usando 1 < j <2iel <j <,
segue que

max{i, 1} < j < min{2i,r},

ou também,

i <7 < min{2i,r}.

Da mesma forma, como B—‘ <i<jel<j<r temos 1l <i<r. Assim,

podemos escrever

r min{r,2¢} .
UEK)=> | > (-1)]‘“22”(.2 .)57«,“(]') hi.

i=1 j=i J—
51.0(0)
Tome entao
min{r,2:} - i
)= Y (12 (1 () (3.20)
j=i

e note que 0,4(i) € Z.

& Relagoes de m(d,4+(i)): Para a prova serd usada a hipétese de indugao da prova

da existéncia de 6,4(7).
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* Caso i = 1: Por (3.20]), temos:

min{r,2}=2 )
) =30 (e (1))t
= 20,31(1) = 6re-1(2)-
Calculando 7(26,,-1(1)), obtemos
T(26,,4(1) = 1+ {37* ki 1J F(t—1)—1
_ {37“—1—1J Y
Além disso,
woua@) = [P a1 -
_ _37"2+1J +242—14
L IJ L o(t—1).
2
Ja que t > 1, temos
(5,0 1(2)) > f”“ * 1J F(t—1).

Assim, combinando os dois resultados anteriores com (3.1)), obtemos que:

(6.0(1)) = f’r; 1J +(t—1).

* Caso 2 < i < r: Considerando a defini¢ao (3.20)) e expandindo apenas o primeiro
termo, temos:

i min{r,2¢} .
Sr(i) = (—1>2i22”(.1i)6r,t1(z')+ > <—1)f“22”<j2_2.>57«,t1<j>

j=i+1
N

s

-~

Az
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Calculando 7(2°4,,1(z)) obtemos

T(20,01(3) = i+ 7(8pama(0))

‘ Fr +24+1

i+ | —
2

3+ 241
2

J +i((t — 1) — 1), pela hipétese de inducao
J +i(t—1).
Tal igualdade vale, pela hipotese de inducao, se, e somente se, 2 = 2 ou r 41 é

par.

Calculando m(Aj3) obtemos:

7(Asz) > min <2i—j - LMJ +i((t—1) - 1))

G>it1 2

Como j < 2¢ temos —j > —2i. Além disso, como j > i + 1, consequentemente

temos j > 7. Portanto,

T(Dg) > (2i—22’+ Pr+(i;1)2+1J +z’(t—2))

_ 3r+12+2z+1+1J+i(t_1>_i
i 2

3r+i2+2

i 2

Ir+i2+1

: J—l—i(t—l).

v

J+i+z’(t—1)—i

v

Logo

+i(t—1).

2
7(Ag) > L%J

Pela propriedade (3.1]) de 7 e pelos célculos acima de m(2°9,;1(i)) e m(A3) con-

cluimos que

m(0,(7)) > f’r%—TﬂHJ +i(t—1),

e a igualdade ocorre somente se vale a igualdade em 7(2°0,,_1(7)), ou seja, quando

t=2our+1épar.
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3.2.2 Demonstragao do Teorema [3.0.2]
Por (3.14)), temos
> (0e(27n) — bi—a(27n)) ¢" = K1 Brr—a(q).
n=1
Tomando r = k — 2, segue que
> (be(2n) = bp—a(2572n)) ¢" = Ki1(q).
n=1

Aplicando U t vezes

Z 2k+t bk_2(2k+t—2n)) q" = Ut(Kk_l(q)).

n=1

k—1
Pelo Lema [3.2.2, U(K}_,) = Z5k—1,t(i)hi e ainda,
i=1

: 3(k—1)++1] .
T(0p—14(2)) > { ( )2 J +i(t—1)
2
- L—Bkﬂ QJ it — 1),
2
O que, para i > 2, temos
3k
T(0p—14(2)) > {7J +2t—1
3k
> _
> [%]ein

Logo, 0x—1.+(1) =0 (mod ZL%J“’I), para todo i > 2. Como consequéncia,

Ut(kal) = 5k71,t(1)h1

= () i (n + i — 1) .

n=1

= 5k_1,t(1)2nq” (mod 23R/ +t=1y,
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3(k—1)+1

Como 7(0y_1,4(1)) = L 5

3k
J +t—1= {7J 4+t — 2, podemos escrever
Op1(1) = 2B/ g
com a € Z. Por ([3.21]) conclui-se que:

bk(2k+tn> i bk,2(2k+t*2n) = 2L3k/2j+t72 ca-n (HlOd 2L3k/2j+t71>.

Logo,

bk(2k+tn) o bk72(2k+t72n) = 2|_3k/2J+t72 ca-n = O (mOd 2L3k/2j+t72>'

0 que prova o teorema. [
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Capitulo 4

Particoes com partes pares

distintas

Este capitulo serd uma releitura do trabalho desenvolvido em [1]. Serao enunci-
adas e provadas algumas congruéncias acerca do nimero de particoes de um inteiro
n que consistem somente de partes pares distintas, as quais serao denominadas por
ped(n). Primeiramente, véarios lemas serdo apresentados e demonstrados para entao
passarmos aos dois principais teoremas do capitulo, que nos deixarao aptos a provar
tais congruéncias. Elas estao apresentadas em forma de corolario, conforme segue

abaixo
Corolario: Para todo n > 0, temos
ped(3n+2) =0 (mod 2),

ped(9n+4) =0 (mod 4)

ped(9n+7) =0 (mod 12).
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4.1 Lemas

Uma sequéncia de lemas é apresentada nesta segao, sendo preliminares para a

prova dos teoremas que serao a seguir enunciados e provados.

Definigao 4.1.1. Seja ped(n) o nimero de particoes de um inteiro n, cujas partes
pares sao distintas. Referente as partes impares, nao ha restri¢cao.
Definigao 4.1.2. Sejam ¢(q) = Z q”2 eh(q) = Zq(n2+n)/2 funcdes introduzi-

n=—00 n=0
das por Ramanujan e definidas para |q| < 1.

Note que
7/)((]) _ Z q(n2+n)/2 _ Z q2n(2n—1)/2 + q2n(2n+1)/2 1
n=0 n=0
_ Z q2n(2n71)/2 + Zq2n(2n+1)/2
n=1 n=0
00 0
_ an(Zn—l) + Z qn(2n—1)
n=1 n=—oo
e, portanto
7L2—7'L
Ui = Y ¢

Com base nas defini¢oes acima, consideraremos agora os seguintes lemas que

servirao para provar o teorema principal deste capitulo.

Lema 4.1.3. Para todo q tal que |q| < 1, vale

b(—q) = (:9)%

(0% %)
Demonstragao: Temos que
- n n? = 1yny 2\ 20t
d(—q)= > (=1)"¢" = D (=) >
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Assim, pelo Produto Triplo de Jacobi, temos

[e.e]

o(-¢) = [Ja-M0—g @)1 -q'¢"?)

n=1

= [[a-0 - g

n=1
= (0% )
Como (¢; ¢)oe = (43 ¢*)oo(4*; ¢*) oo, €ntaO
o(—q) = (¢0)(6 6"

(¢:9)%
(0% ¢%)

Lema 4.1.4. Para todo q tal que |q| < 1, vale

(@50 )

vima) = (=4 6%

Demonstracgao: Conforme calculado anteriormente, vimos que

1/1<Q) _ Z q2n2—n‘
Entao,
1/}(_(]) _ Z (_1)nq2n2—n _ Z (_1)nq2n2+2nq—3n

o0

= X Yy

n=—oo

Pelo produto triplo de Jacobi, temos

o0

v(—q) = [ =g —¢ ¢ (1 -

n=1
)

= JJa =" =g g™

n=1

= (¢,4")(¢",¢")o(q", ¢")ox-
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Portanto

(:9) 00
@695 66 0 0
vica) = (2% ¢Y) s
_ (49w
(4% ")

(4% 9%) (45 ¢*) o
(4 0% o(—¢ ¢%) o
(0% ¢%).
(—¢;¢%) o0

Lema 4.1.5. Para todo q tal que |q| < 1, vale

 (39%(¢% %)
H-ap(~a) = (4 Doo(—4: ¢*) e

Demonstragao: Pelos Lemas e4.1.4] temos

(:9% (¢%0%)
Prapi-a) = D S G
(€ D@D (@°6)0
(6 Doo(~6 Do (=6 6o
(¢ 0)oo (0% ¢°) oo
(=4 Voo (=1 %) oo

Lema 4.1.6. Para todo q tal que |q| < 1, vale

o(=9) (60

V(=q0) (%)

Demonstracao: Pelos Lemas ed.1.4] temos
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(=9 (39%(-¢7)w

Y(—q) (4% 4%) 0 (%5 4%) o
_ (402 (=4 ¢%) e
(4 D)oo Do (¢ Do (@1 0o
(—¢; %) oo

(-6 (€D
———
(—4;4%) 00 (—423¢%) 0
(—¢; %) oo
(=4 Voo (=4 6*) e (6% *)
1
(=4 Doo(—0% ¢%) o
(¢ @)oo
(=6 @)oo @) e (0% 0%)
(q2:1§)oo
(45 4*) o (0% ) o
(4% ¢*) oo (= 0% ) o
(¢:0%) oo
(=% ¢%) o0

(4; 0% (a5 ) oo (q/ a5 ) 0o
1—aq” (@5.9)00(0/ 5 @)oo (25 0) o0 (4/ 25 4)

Demonstracao: Antes de iniciarmos a demonstracao, vamos relembrar a féormula

191 de Ramanujan dada no Teorema [1.2.2f

i (@) o _ (025 0)oo(0/ 03 4)oo (5 ) (0/ 5 9o
(b;q)n (75 @)oo (b/ a2 @)oo (b3 1) 0 (/@5 @) o

n=—oo

Tome, neste caso b = aq. Entao

i ((a;q)n . (az; q)oo(q/ 023 0) 0o (45 @)oo (aq/ @5 @) 5o

= (aga),” (m9)s(ag/am; )oo(ag; @)oo (4/ a5 @)oo
i (1-a)l—aq)---(1—ag"") , _  (0759)oc(q/07; 0)oo (4 O)oo(a: @)
e~ (1—ag)(l—ag?) (1 —aq") (@5 @)oo (4/ 25 @)oo (aq; @)oo (/@5 ) o
i (1-a) . _  (030)(9/070)o(4:9)%
S (L—aq) (%3 @)oo (4/ 73 @)oo (aq; @)oo (a/ @3 @)oo
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Dividindo ambos os lados por (1 — a), temos

P (a3 0)oo (4/ a3 4) oo (45 0)2
—~ (1—agq") (1 —=0a)(aq; q)oo(T; oo (q/7; @)oo (q/0; @)oo

e, como (1 — a)(aq; ¢)e = (@; q)o, SEGUE

" (ar59)s0(q/am; q)so (45 9)2
2 (1—agq®) (a5 9)o0 (5 q)oo(q/75 @)oo (q/ a5 q) oo

Lema 4.1.8. ¢(—q) = a(¢®)—2qb(¢3), coma(q) = ¢(—¢?) e b(q) = (45 9o (4% ¢°)2

(0% 4% oo (@%¢%)

n n?
d(—q) = > (=g
n=—o0
_ Z (_1)3nq(3n)2+ Z (_1)3n—1q(3n—1)2+ Z (_1)3n+1q(3n+1)2
_ Z nq9n + Z n+1 9n —6n+1 + Z n+1 9n +-6n41
1/nfty IS IS
_ Z(_n9n qz n9n—6n qz n9n—6n
— Z( n9n 2(]2 n9n—6n.
7\1:_00 ) TL——OO J
a(g?) b(a®)
Assim, tome
n n2
alg) = Y (=)@ = é(—q")
(&
n _3n2—2n —5\n n_tn
blg) = Y (=1)"¢™ "= > (= °)"(d°)
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Pelo Produto Triplo de Jacobi, podemos escrever b(q) como

o0

bg) = [0 —¢"1 =g ¢ —g°¢")

n=1
)

= []Q—=¢") A=) 1 —¢")

—_

()6 )@ e
(¢ @)oo (q% 4%)2%,
(C]Q; QQ)OO(Q?’; q3)oo7

[

(Q§£12w
4 que (¢ %) (%) (46%) (0% 6%) 0 (0% 6%) o (0% 4%) o0 (0°5 4% 0 (0% ¢%) o =
9 oo I oo T .
(6% 000 (0% 6°) o0 (0% ¢%)oe (6% ¢%)oc
~~ 7 N——
(4%:4?) o0 (@3:63) 0

(@%¢%) 00

Lema 4.1.9. a(q)® — 8q¢b(q)® = d(—q)*

Demonstracao: Primeiramente, tome 1, w, w? as raizes ctubicas da unidade e
notemos que

(@ @)oo (W WQ)oo (WG Wq)oo = [T(1 = ¢")(1 — w"g™) (1 — w™q").

Se 3 divide n, temos que w"™ = 1 e w?® = 1, pois sao raizes ctibicas da unidade.
Logo,
(@ oo (Wq; W) (WG W q)0e = [J(1 = ¢ TJ(1 = ¢ (1 = w"g")(1 = w™"q")

3|n 3

3|n 3tn

Como 1+ w" + w? =0, se 31 n, temos
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(@ @)oo (WG W) (WG )0 = [J(1— ¢ T](1 - ")

Assim,

3|n 3tn
= [[a-"?]J-d"
n>1 3tn

3n 3Hn21(1 - an)
an1(1 — )
anl(l —q°")
(0% ¢*)a
(¢% qg)oo.

2 2
45 @)oo (WG WG )00 (WG W Q)0 = 7551
(7:0)ao( Jool (°:¢%)

Agora, temos, pelo Lema [£.1.3]

o(—q)p(—wq)p(—w’q) =

Por (4.1), a igualdade segue como

d(—q)p(—wq)p(—w?q)

(¢; @)% (wg; wg)% (wq; wq)2,

(425 ¢?) oo (W22 W24?) oo (WG% WG ) 0o
(45 @)oo (Wq; WG ) 0 (W5 W) 00)

(425 ¢?) oo (W22 W2?) oo (WG% W) 0o

(¢%6>)4, 2
((qg;qg)oo>
T (@DE@DL
(@))% o0
2
_ ((q3;q3)§o) (¢"%¢"®) 0
(¢°;¢%) o (¢5;¢%)4,
4
_ ((q3;q3)§o) (4"%¢"%)w
%%/ (0%07)%
d(—q3)* 1/¢(—q%)

5

(4.1)



Para finalizar a prova, note que
a(¢’)’ - 8¢°0(¢°)’ = (a(q’) — 24b(q”)) - (a(q’) — 2wgd(¢*)) - (a(g®) — 2w?qb(q’)).
Pelo Lema |4.1.8] segue que

a(¢®)’ = 8¢°b(¢%)° = P(—q)p(—wq)p(—wq)

_ o(=7)
¢(—q°)
3 3 3 ¢(—q)*
Se trocarmos ¢° por ¢, temos a(q)” — 8¢b(q)° = pYE
|
Lema 4.1.10 1 _ a* + 4qab + 12¢%a?b? + 16¢3ab® + 16¢*b*
10 oy (@@ — Sg0)?
Demonstragao:
1 B (a — 2wqb)(a — 2w?qb) 2
(a—2gb)2  \(a—2¢b)(a — 2wqb)(a — 2w2qb)
B a® — 2awqb — 2aw?qb + 4¢*b* 2
- (@@~ 84°%)
(@ — (w+w?)2aqb + 4¢°V? 2
- (@ = 8¢W) ’
e, como w + w? = —1, vale que
1 _ (a® 4 2agb 4 4¢7b)?
(a—2gb)> —  (a®=8¢%0°)2
B a* 4 4qa’b + 12¢%ab? + 16¢3ab® + 16¢*b*
- (a3 _ 8q3b3)2 )
[

4.2 Resultados Principais

Tendo como base os diversos lemas apresentados na secao anterior, estamos aptos
a provar os principais teoremas deste capitulo, aqueles que se referem as particoes

de inteiros cujas partes pares sao distintas. Considere entao:
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Teorema 4.2.1. Para todo n € N, temos que

S ped(3n)g (g5 9Y)s0(¢% 4% %

(g q) (¢'%¢12)2

n>0
_ 3 _ 3
;ped(i’)n—i— g™ = 9 ;()_@Z()Q q )’ .
2. 2 6. .6 12. 12
S ped(3n + 2)¢" = NURT )oo(fJ(c,];qu))g(q 1)

n>0

Demonstragao: Primeiramente, vamos trabalhar com a fungao geradora de ped(n)

para depois observar os casos particulares descritos no teorema. Assim,

_ (14+¢")  (=¢"¢")
2> vedtmd’ = ]] 1—¢1 (0%

n>0 n>1

(_q25q6>00<_q43q6)00(_q63q6)oo
(456°)00 (4% 4%)00(4%5 G) o
(=05 4%) oo (=" 4%) 0o (=% ¢°) 00 (0% ¢°) 20 (=25 ¢°) 2
(4 4°) 0 (@*; 4%) o0 (%5 4°) o (5; CI) ( 7% ¢)%
_ (%05 ) ((q 14°)50(=4% 4" )oo(=0" 4 )oo)
(4% 4%)o0(q% ¢°)2 (=% ¢%)2% (q,q)oo(mq)oo

Pelo Lema |4.1.7, tome g por ¢°, = por q e a por —¢®. Com isso, temos

Zped :(QQ) oozl__

n>0 (q ’q ) n=—oo
(*‘Z?Zg?')oo
(0 0%)me(—0% 6 q q ” Z
(%0 (a%; 4" (0 el 1t q6”+3
(q?q?)
( q q ) oo Z
(0% ¢%)oo( 1+ q6"+3

Agora, fazendo uso do Lema 4.1.5] podemos reescrever a igualdade acima como

o) n

1 q
2 el = S 2 Te 42

n=—0oo
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Desta forma, podemos partir para os casos particulares descritos no enunciado

do Teorema.

Para o caso Z ped(3n)q", tomando em (4.2) somente os termos em que 0 ex-
n>0
poente de ¢ é um multiplo de 3, podemos escrever da forma

1 (@)
ped(3n)¢*" =
2 el = G ) 22 T (o
e trocando ¢* por ¢, temos
1 > q"
ped(3n)q" = —— —_—.
2 el = Sy 2 T

Pelo Lema [4.1.7, com ¢° em lugar de ¢, # = ¢ e a = —q segue

n_ 1 (@%4°)% (=% 0% (=" ¢%)
;ped(gn)q (= U(=0) (=4 6%)oo(—% ¢®)oo (43 ¢%) 00 (% %)

além disso, pelo Lema vemos que

> ped(3n)q" = (4 Doo (=000 (4% 4°)5 (=% 0")oo (=0 4) o

o (@3 D)oo (0% P00 (—850%)00(—0% 0%)o0(4: 4% o0 (0° ) oo
e o2

Como consequéncia de (~4:¢°)xo(—4" ¢")oc = % € (450")oc(010)o0 =

.42
—((JB,QG)OO temos,
(4% ¢%)oo

(4540
S ped@n)g = (=4 @)oo (=4 0°) oo (4% ¢°)2 (=% ¢°) o (= 0% ¢°) oo (=% 4°) 0 (¢ °)
= (4 @)oo (4% 6% o0 (4340 (4 ¢°) o
(ia)

(=4 Qoo (=4 6*) 5o (0% %) 20 (=075 4®) oo (— 0" 4%) 00 (0% ¢'%) o
(45 9)o0 (0% 4?) oo (4?3 4*) o

(=% %)
(—4% ¢%)os
o lado direito da igualdade acima pode ser escrito como

(@567

e (~60) = (¢;9)os

Usando o fato de que (—q2; q6)oo(—q4§ qﬁ)oo =

Y

(0% 0) oo (=45 0%) 0o (0% 0°) 20 (=07 )00 (0% 4'%) oo
(€5 @) oo(@ Voo (0% 600 (=05 ¢®) oo (@% ¢ o
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2. 4
4759 )oo q:4)00 ,

Como (—¢; ¢*)oe = W e (q¢%)e = ﬁ, ¢ possivel ver que (—¢; ¢°)oo =
(4% 4*)0 (9% 4"
(¢; 9)os
plicando o numerador e o denominador por (¢'%; ¢'?).., concluimos que

. Sabendo também que (¢%;¢*)oo(—0%; ¢%)oo = (¢%; ¢*) oo €, multi-

w049 (d?g ) (QQ,Q) (q 0°)%(@%4%)oe (4"%¢"%)e0
%;ped@n)q T GR P )@ ) (%0
(¢" q")oo (% ) (%4 ) (¢"%¢")
(¢ 9)3, ( 7% %) (4'% 4?0

q

q5;

(0% 4" )oo(q% ¢°)3,
(4 90)2,(—¢% ¢°) 0 (¢'% ¢'?)
(¢" 4" oo ( qﬁ)

12)2,

(¢ 9)3.(¢*

Sendo a terceira igualdade valida pois (¢% ¢'?) s (4'%; ¢*?) 0o = (¢°%; ¢%) o € a tltima
12. 12
(074
(4% ¢%)oo

Agora passaremos para a segunda igualdade enunciada no Teorema. Por (4.2]),

devido ao fato de (—¢%; ¢"*)s =

podemos concluir que

1 3n—+2

§ q
2_ped(En + 2)g" = (=) (—¢?) 2 Lo gbGn2”

n>0 n=—00

Dividindo ambos os lados por ¢? e trocando ¢* por ¢, segue

w1 ¢
2 pedGn+ 00" = Sy 2 Ty g

n=—oo

Pelo Lema |4.1.7, podemos reescrever como

. 1 (4 47)2 (=4 0")oe (=13 ¢") 0
2 pedlon + 20" = G ) (G mer i)

Usando temos

. i e
Sritn 20 = gt (i

n>0

0°)oo (=4 0o )

q°;
$0%) o0 (45 4%) 0 (%5 ¢°) o
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e ainda, pelo Lema [4.1.5]

. 2 6. .6\ (_, 6. 6\ )2

S ped(3n +2)g" = o (70 @)oo (=4 4*) (g i/ oo €4 )oo)
(¢: @)oo (23 ¢2) (=3:9%) oo . (3:9%)oo

n20 &)\ 07 )0 1=43:%) e~ (%3¢ )0

_ o804 4)x(a g 12)2 (=% 0°)oo (¢’ ¢°) 0
(@ D)oo (4% 4o (=45 4%) 202 4)ox

(12 12)00
o (6 9o (9756%) (4% ¢%)s0 (0% ¢')s0
(¢:9)o0 (q 7*)oo ( 7*) oo
(=4 Q)0 (0"% 0") 50 (0% ¢%) 0
(4 Voo (= Doo(@5 0 oo (€5 ¢*) o
2( 12;(]12)(>o q )oo
(4 9)2(¢; %) o
7°)o

(
(4 D% s
5 (4775 4")o0(6% 0) oo (05 47
q)

q (q

5 ("% ¢") (g
(4:9) 0

q q

(q

Assim, a terceira igualdade esta provada. Para finalizar a demonstracao do

Teorema, passamos a segunda prosposta. Ainda utilizando (4.2)), obtemos

3n+1 __ R —
Zped(3n +1)q ~ (=) (—) Z 1+ ¢fGnt1)+37

n>0 n=-—00

que, dividindo ambos os lados por ¢ e trocando ¢ por ¢ segue

n

2 ped(nt)q" = g ne s DL T

n>0 n=-—00

Conforme calculado no inicio da demonstracao em (4.2)), temos que

) S g - q
(45 %) _nzzop dn)a - (=P (—¢?) 2. 1+ ¢fn+3’

n=—oo

1 > n

ou seja,
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e, portanto

%ped(?’”“)qnz o—)(—a) (G

Pelo Lema [.1.6] segue que

nzzoped(Bn +1)¢" = o(=q)?

Teorema 4.2.2.

(%)% (% 6% (6% ¢ (0% )2 (a% a*)2.(a% a*) oo (0% ¢°)2,

ped(In +1)¢" = + 24q
nzzo ( ) (5 9)2.(¢% ¢°)% (¢:9)"°

2. .2 3. 3 4. 4 6. ,6 2. ,2\2 4. 4 6. ,6\6
S ped(9n +4)" = W05 ) (0% )oo(Q4,q Jool @ 6%)oc 4 (€1 67)5 (0% 4 gm(q 10°)5%
n>0 (4 9)3% (q;9)2,

2. .2\4 3. ,3\6 4. 4
>0 (g a)4

Demonstracao: A demonstracao sera feita conforme a ordem das igualdades apre-

sentadas no enunciado.

Primeiramente, pelo Teoremal4.2.1|, foi provado que Z ped(3n+1)q" = ; EE
—q
n>0

e, pelo Lema [4.1.8] que ¢(—q) = a(q®) — 2¢b(¢*). Com isso,

w_ (=)W(=¢")
2 pedGn = V1" = R

Pelo Lema |4.1.10, temos

> pedBn+1)g" = (=" ) (—¢*)x (4.3)
a(q®)* + 4qa(q®)*b(¢*) + 12¢%a(q?)?b(¢*)? + 16¢°a(¢®)b(¢?)* + 164"b(¢*)*
(a(¢®)® — 8¢°b(g?)?)? '
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Segue que, trocando n por 3n no lado esquerdo e assim considerando apenas os

termos em que aparecem poténcias de ¢ com expoentes miiltiplos de 3, temos

s v s a(@®)! +16¢%a(g*)b(g?)’
g)ped(%Jr )¢ = ¢(—¢*)(—¢%) (0P — SPb())

Agora, trocando ¢ por g,
wo— vy alg)* + 16ga(q)b(g)?
;)ped(% + 1" = ¢(—q)v(—q)- (@@ — 8gb(q)
)

a(q)(a(q)® + 16¢b(q)*)
(a(q)® — 8qb(q)?)?
#(=¢*)(alq)’® + 164b(q)*)

( (=9)* 2
d(—q3)

, pelo Lema

~ (ola) + 16an(q)") - XL
-l S ) e

[ o(=g)* (4 D)oo(@% 0% \*)  S(=¢*)*v(—0q)
B (925(—613) e ((qQ;QQ)oo(q?’; q3)oo) > ¢(=q)7
(=Y (—q) (39)35(0% ¢°)%  o(=°)*d(—q)
N o—ap 24q(q S22 (0%5 4%)2, (=7

sendo a pentltima igualdade vélida pelo Lema [4.1.9]

2. 2
Como ¢(—q) = (60 DS e P(—q) = M, a igualdade segue como

(4% ) (—4:¢%)

_(q2;q)(q S URTS (4 2)3(4% 47)2 (@5 4*)oo (0% 4)3 (4% 4°)
(—¢; ¢*) (4% ¢%)% (4 08, (0% 0®)3.(6% )3 (=4 ) oo (4% 4°)3. (0; ) 12
(1%4Y 00 (@%4Y 0
(@39 2:3200 (2;9%) 00

_EqQ;qz)oo(Q'q)(q )a(a%6°)3, (0% 0%)2(0: 4%) oo (4% 4°)2 (0% 6°)2,

a (0% qY)oo (% 4%)2 (¢; 0)8, 2 (4% qY) oo (g5 q)

Como (¢%¢%)eo = (¢%;¢")0o(q*; ¢*) s, implica em

82



(4 0o (@5 )2 (0% 072 (0% 4 0 (0% ¢ o
(4% ¢*)(¢% %)% (4 0)S,

(0% 0000 000 (0% 6°) 5 (45 %) (0% 4°)3. (0% 43,
(9% %) oo (05 082

> ped(9n +1)q" = (2% *)5 (@ )2 (0" 4Y) o

= (4% ¢°)3(a: 0)%

Zped(9n +1)¢" =

n>0

+ 24q

N 24q(q4;q4)oo(q2;q2)io(q;qz)oo(q,Q) (0% 693 (6% ¢*)2,
(g q)Y}
n (@) (0% )2 (0h 0 )
nzz()ped(gn+1>q B (4% ¢°)3%(¢: 9)%
PPV CRT DESCRT D F TR UL )

(¢ 0)22

Para a segunda igualdade, usaremos (4.3)), considerando apenas os termos em
que aparecem poténcias de ¢ com expoente da forma 3n + 1, para algum n inteiro.

Portanto,

cd(Om 4 )P — ooyl . 19a(@°)°0(g”) + 16°b(¢")*
;p d(9n + 4)q d(—¢*)p(—¢%) W@ — S )2

a qual dividindo por ¢ e trocando ¢> por g,

wo o 4a(g)’b(g) + 16gb(g)!
;ped(9n+4)q = o(—q)¥(—q) (a(a) — 34b(0)")?

= o(—q)y( 4G(Q)Sbi(i)_;112qb<q)4, pelo Lema [£.1.9]
<¢(—q3)>

- CEEDIETE s ata)? + 10b(0))

- YEDACEE bt (ala)® — sab(a)®) + 1200(0)),
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Pelos Lemas e o lado direito da igualdade acima é

o(—q)” 7% ¢*)oo (0% ¥ ) \ H(—4*) 7% q*)oo (4% ¢
V(=0)o(—¢*)  (69)(a%¢%)%

R G (((q; D)oo 4% ) <¢<—q>4 12 (((q; 0)oo(4% 4°)

=)

w(_q)¢<_q3)2 ‘ <qq)4 (q6'q6)8

= 4 + 48¢q
o= (¢%6%)o(0 ) ¢(—q) (% ¢*)%(¢% )%
Olharemos cada uma das parcelas acima separadamente:
1) Na primeira parcela, pelos Lemas m 4.1.3[ e 4.1.4] temos
W80 )20 0% (439)(0% %)
(=430*)os(4% ¢°)oo (@ D)% (0% 0%) (0% )
I URT WS Ut W URT
(—4)e( )5
——
(@%¢H) oo
(@36%) 00
e, como (¢%¢*)oo = (€% 4" )oo(4"; ¢*)os, @ igualdade segue como
(QZ\)OO
_ 60050 (0% 4)o0(0 00 (4% 6P) (0% 4%)oo (4% 0°)
(4% ¢*)oo(g; )
(4" ") oo (0% @) (@3 4°) 0 (4% 4°) o
= 4 ) (4.4)
2) Ja na segunda parcela, obtemos
_ 4861(612;61 )oo (@ °)5 (05015 (439)50(a% 45
(—0; 0o (0% 0% (@ ) (0% ¢%)(@% 64
(a%:9Y 00
(334%) 00
(4:9) (4%30") 00 (a%50") o
s 2 2. 2
= 48y 605 (450) (7% ¢*)5 (4% 4°)5
(4% q*)oo(0: )38
6. 616
_ 48q(q 1) (a5 0" (0% 6%)5 (4.5)
(¢ D%
Assim, juntando (4.4]) e (4.5)), temos
Zped(9n +4)¢" =
n>0
4(q2;q2)oo(q3;q3)oo(q4;q4)oo(q6;q6)oo+48 (0% 4*)5 (" ¢") oo (9% ¢°)%
(45 9)% (43 9)%
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Agora, para a terceira e ultima igualdade do enunciado do teorema, utilizando
(4.3)) e consideraremos somente os termos cujos expoentes de ¢ sejam congruentes

a 2 médulo 3. Com isso,

12¢%a(q*)?b(¢*)*
(a(¢®)® — 8¢°b(g®)?)?’

Zped(Qn + 1" = o(—¢*)v(—¢°) -

n>0

o qual, dividindo por ¢? e trocando ¢* por ¢, segue como

w0 vy 12a(g)*b(g)?

Pelo Lema |4.1.9], temos

q
d9n + 7" = 12
gpe (9n +7)q )

Pelo Lema [4.1.8] temos
w0 C)(=a) s (@90)3%(¢% %)%
;ped(9n+7>q - o(—q)7 =0 ((qQ;qQ)Zo(q3;q3)io>
0 U(—a) ((49)3(a% ¢%)5
T (<q2;q2>zo<q3;q3>zo>
(6% ¢*)5. (% 6P oo (%5 41 (05 )2 (655 )2,

— 12
(6% ¢O)% (=43 0% oo (@5 0) 2 (0% ¢2)% (03 ¢*)2%
~———
(424 o
(4;4%) 00

(40 oo(a% @)% (0% ¢S,
(g% qY)oo(q; )12
(4:9) o0

A\

= 12

(0% 0*)% (50700 (05 0) oo (0% 0 oo (0% 4*) oo (0% 4%)%
(4% q%)oo(q; 9) 32
(0% ¢*)S.(a% 0*) o (65 )2
(; q)L '

= 12

= 12

Corolario 4.2.3. Para todo n > 0, temos

ped(3n+2)=0 (mod 2),
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ped(9n+4) =0 (mod 4)

ped(9n+7) =0 (mod 12).

Demonstragao: Tais congruéncias seguem facilmente dos teoremas anteriores.
Especificamente, a primeira provém do Teorema e as outras duas do [4.2.2)

observando apenas as funcoes geradoras das parti¢coes apresentadas. [ |
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