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RESUMO

O controle de robôs móveis não holonômicos apresenta como principal desafio o fato
de estes sistemas não serem estabilizáveis em um ponto através de uma realimentação
de estados suave e invariante no tempo, conforme o Teorema deBrockett. Para contor-
nar este resultado, técnicas clássicas utilizam leis de controle variante no tempo ou não
suaves (descontínuas). Entretanto, estas técnicas não prevêem durante o cálculo da lei
de controle restrições nas variáveis do sistema e assim, muitas vezes, geram entradas de
controle que são incompatíveis com uma implementação real.Neste trabalho são desen-
volvidos algoritmos de controle preditivo baseado em modelo (MPC) para o controle de
robôs móveis não holonômicos dotados de rodas. No MPC, restrições nas variáveis de
estado e de controle podem ser consideradas durante o cálculo da lei de controle de uma
forma bastante direta. Além disso, o MPC gera implicitamente uma lei de controle que
respeita as condições de Brockett. Como o modelo do robô é não linear, é necessário
um algoritmo de MPC não linear (NMPC). Dois objetivos são estudados: (1) estabiliza-
ção em um ponto e (2) rastreamento de trajetória. Através de extensivos resultados de
simulação, é mostrada a eficácia da técnica. Referente ao primeiro problema, é feita uma
análise comparativa com algumas leis clássicas de controlede robôs móveis, mostrando
que o MPC aplicado aqui apresenta uma melhor performance comrelação às trajetórias
de estado e de controle. No problema de rastreamento de trajetória, é desenvolvida uma
técnica linear, alternativa ao NMPC, utilizando linearizações sucessivas ao longo da traje-
tória de referência, a fim de diminuir o esforço computacional necessário para o problema
de otimização. Para os dois problemas, análises referentesao esforço computacional são
desenvolvidas com o intuito de mostrar a viabilidade das técnicas de MCP apresentadas
aqui em uma implementação real.

Palavras-chave: Sistemas não holonômicos, robôs móveis, controle preditivo base-
ado em modelo.





ABSTRACT

Concerning the control of non-holonomic mobile robots, the main challenge lies on
the fact that these systems are not point stabilizable through a smooth, time invariant
state feedback, as postulated by the Brockett Theorem. To overcome this result, classical
approaches are the use of time variant or nonsmooth (discontinuous) control laws. How-
ever, these approaches do not take into account constraintson system’s variables during
the computation of the control signals. In doing so, it is often the case that classical
techniques generate control inputs which are not feasible for actual implementations. In
the present work, model-based predictive control (MPC) algorithms are developed for
the control of nonholonomic wheeled mobile robots. By using MPC, constraints in both
state and control variables become readily accountable during the computation of the
control law in an straightforward way. Moreover, MPC implicitly generates a control law
which respects Brockett conditions. Since the model of the robot is nonlinear, a nonlinear
MPC (NMPC) is needed. Studies are aimed towards two goals: (1)point stabilization
and (2) trajectory tracking. Comprehensive simulation results assure the effectiveness of
the proposed method. Furthermore, concerning the challenging problems forementioned,
comparative studies show the MPC herein outperforms several classical approaches in
what regards both state and control trajectories. With respect to the problem of trajec-
tory tracking, a linear alternative technique to NMPC is developed, in order to reduce
the computational effort required to solve the optimization problem. For both problems,
computational effort analyses are developed with the purpose of speculating the viability
of the application of the proposed techniques in a real implementation.

Keywords: nonholonomic systems, mobile robots, model-based predictive control.
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1 INTRODUÇÃO

Atualmente, o uso de robôs para as mais variadas aplicações (industriais, comerciais
ou residenciais) tem se tornado cada vez mais comum, dada a sua capacidade de executar
tarefas com maior eficiência, ou aquelas que seres-humanos são incapazes de executar.
O uso de robôs em ambientes industriais aumentou de 70 mil para 420 mil entre 1983
e 1991, considerando Japão, Estados Unidos e Europa (SCHRAFT,1994). Para o ano
de 2007, este número está estimado em um milhão unidades, o que, segundo a UNECE
(United Nations Economic Commission for Europe) em seu relatório anual, ainda é uma
estimativa bastante conservadora (WORLD ROBOTICS 2004, 2004).

Para garantir a qualidade e aumentar a produtividade, a indústria automobilística uti-
liza robôs manipuladores que realizam operações de soldagem e montagem. Em tubula-
ções de petróleo ou gás natural, por exemplo, utiliza-se um tipo de robô chamadoPIG (Pi-
peline Inspection Gauge, Figura 1) que realiza a limpeza e inspeção da tubulação pelasua
parte interna. Existem também robôs capazes de realizar explorações em outros planetas,
como no projetoMars Surveyor, da Agência Espacial Norte-americana (NASA) (WEIS-
BIN; LAVERY, 1994), e robôs cuja sua concepção é inspirada no comportamento de um
ser humano, como o humanóide Asimo, da Honda (Figura 2) (SAKAGAMI et al., 2002).
Em terremotos, são utilizados robôs-serpentes que são capazes de explorar os escombros,
auxiliando na busca e resgate de sobreviventes. Enfim, a lista de aplicações de robôs
atualmente é bastante vasta.

Dentro da categoria de robôs móveis, distingüem-se três tipos (LAGES, 1998): os
dotados de rodas(Figura 3), os do tipolagarta (Figura 4) e osacionados por pernas
(Figura 5), os dois últimos reservados principalmente a ambientes externos e não estru-
turados, dada à maior capacidade que estes têm em transpor obstáculos e irregularidades
do terreno. Os robôs móveis dotados de rodas comumente são utilizados em aplicações
industriais e comerciais como, por exemplo, no transporte de cargas, robôs de segurança,
cortadores de grama, aspiradores de pó, etc.

Robôs com rodas têm uma concepção mais fácil se comparada aos do tipo lagarta e aos

Figura 1:PIG: robô utilizado para inspeção, limpeza e reparos em tubulações.
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Figura 2: O humanóide ASIMO, desenvolvido pela Honda do Japão.

Figura 3: Robô móvel dotado de rodas.

Figura 4: O robô-lagarta URBIE, subindo uma escada (MATTHIES et al., 2000).
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Figura 5: Robô dotado de pernas, capaz de se locomover em ambientes não estruturados,
como por exemplo um vulcão.

dotados de pernas, dada a sua simplicidade estrutural1. Por outro lado, os robôs móveis
com rodas comumente apresentam restrições ao seu movimento, como aquelas devidas
ao não escorregamento das rodas. Assim, restrições que fazem com que a dimensão do
espaço das velocidades seja menor que a dimensão do espaço deconfiguração do robô são
chamadas de restriçõesnão holonômicas. Um exemplo típico do efeito das restrições não
holonômicas é a manobra que um carro precisa fazer para estacionar (vide seção 2.2.2).
Por causa destas restrições, e pelo fato de ser um sistema nãolinear, os robôs móveis
têm em seu controle um dos principais problemas, tornando a concepção de estratégias
de controle para estes sistemas uma tarefa complicada e desafiadora.

Esta relativa dificuldade na síntese de controle depende nãoapenas da natureza da
não holonomicidade do sistema mas também de quais objetivosdeseja-se alcançar com
tal controle (KOLMANOVSKY; MCCLAMROCH, 1995). Assim, o controle de robôs
móveis pode ter como objetivo fazer com que o robô siga uma determinada trajetória
(ou caminho) ou que o mesmo estabilize em uma postura (posição e orientação) fixa
de referência. Para esta última tarefa, existem algumas limitações apresentadas por Broc-
kett (BROCKETT, 1982) em que um sistema não holonômico sem deriva não pode ser es-
tabilizado por meio de uma realimentação de estados suave (infinitamente diferenciável) e
invariante no tempo. Entretanto, leis de controlevariantes no tempoounão suavespodem
resolver este problema. Para alguns objetivos, abordagensclássicas de controle não linear
(como o método de linearização por realimentação) são efetivas. Por exemplo, pode-se
resolver o sub-problema de estabilizar apenas a postura do robô (desconsiderando-se a
orientação) por uma linearização por realimentação de estados estática e suave (KÜHNE
et al., 2004). Em alguns casos particulares, isto não é muitorestritivo, visto que muitas
vezes o corpo do robô possui uma geometria circular.

Obviamente, um robô móvel dotado de rodas é um sistema complexo, possuindo par-
tes mecânicas (como o corpo, rodas e articulações), partes elétricas (como os sensores e
circuitos eletrônicos) e partes eletromecânicas (como os atuadores). O movimento deste
robô sobre o solo é realizado através do torque desenvolvidopelos motores, aplicado aos

1Robôs-lagarta e robôs com pernas possuem articulações de difícil concepção, enquanto que os meca-
nismos responsáveis pelo movimento de robôs com rodas são constituídos de motores e rodas apenas.
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eixos de rotação das rodas. E como qualquer sistema eletromecânico, estes motores es-
tão sujeitos à saturação, levando assim, por exemplo, a um limite na amplitude do torque
mecânico (e conseqüentemente da velocidade) que este motorpode desenvolver, o que
pode ser considerado como uma restrição na amplitude das entradas de controle. Mesmo
que o controlador calcule um determinado valor de controle,é possível que o mesmo não
seja efetivamente aplicado, pois estará sempre sujeito às limitações físicas impostas, neste
caso, pelo sistema de atuação (Figura 6).

Assim, as leis de controle são em geral concebidas esperando-se que o controle calcu-
lado nunca atinga o nível de saturação dos atuadores, emboraisto não seja sempre possí-
vel. Por exemplo, a saturação pode ocorrer quando o robô encontra-se muito distante de
seu objetivo, gerando assim sinais de controle muito elevados. O problema pode ser resol-
vido parcialmente através de parâmetros de ponderação comoproposto, por exemplo, em
(POMET et al., 1992; WIT; SØRDALEN, 1992; LAGES, 1998). Estes parâmetros permi-
tem um ajuste na taxa de convergência do robô (ou seja, na rapidez com que o robô chega
na configuração desejada), que pode fazer com que os sinais decontrole diminuam e não
saturem. De qualquer forma, nenhuma das estratégias clássicas de controle de robôs mó-
veis permite que se considere de forma explícita o efeito dassaturações durante o cálculo
da lei de controle.

Uma alternativa para resolver este problema e que está recebendo cada vez mais aten-
ção da comunidade acadêmica é a utilização do controle preditivo baseado em modelo
(Model-based Predictive Control, MPC, ou Receding Horizon Control, RHC) (MAYNE
et al., 2000). Com o MPC, todo o tipo de restrição, nas variáveisde estado, de saída e de
controle, pode ser diretamente considerado durante o cálculo da lei de controle.

O MPC tem como principal característica a utilização de um modelo para prever o
comportamento do sistema dentro de um determinadohorizontede tempo futuro. Uma
função de custo, válida dentro deste horizonte, é minimizada com relação a certas va-
riáveis de decisão, respeitando-se um conjunto de restrições impostas. Obtém-se assim,
para cada instante atual, uma seqüência de controle ótima com relação à função de custo.
Embora a predição e otimização sejam feitas dentro de toda a extensão do horizonte, ape-
nas a ação de controle atual é efetivamente aplicada no sistema. O procedimento é então
repetido no próximo instante de tempo, agora com o horizontede predição deslocado um
passo adiante e com os estados do sistema atualizados. Obtém-se assim uma estratégia de
horizonte deslizantede controle.

Para sistemas complexos, multivariáveis e com restrições,o MPC tornou-se muito

Figura 6: Ilustração do efeito da saturação dos atuadores naentrada de controle.
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bem aceito (BEMPORAD et al., 2002), principalmente na indústria de processos onde
as plantas a serem controladas são suficientemente lentas para permitirem a sua aplica-
ção (MAYNE et al., 2000). Originalmente desenvolvido para refinarias de petróleo e
usinas de energia, hoje em dia o MPC já pode ser encontrado em uma vasta gama de apli-
cações, como em indústrias de alimentos, automotiva, aeroespacial, metalurgia, etc. O
interesse no uso do MPC pela indústria recai principalmentena capacidade que o mesmo
tem de levar em conta as restrições durante o cálculo do controle. Assim sendo, a planta é
capaz de operar em condições mais próximas de seus limites, aumentando a qualidade e a
produtividade do processo. Uma extensa revisão de aplicações do MPC na indústria pode
ser vista em (GARCÍA; PRETT; MORARI, 1989; HENSON, 1998; QIN; BADGWELL,
2000) e introduções teóricas podem ser vistas em (ALLGÖWER etal., 1999; CAMA-
CHO; BORDONS, 1999).

Duas grandes vantagens do MPC sobre técnicas convencionaisde controle então apa-
recem: a capacidade de considerar restrições durante o cálculo da lei de controle e a exis-
tência de um índice de desempenho, dado pela minimização de uma função de custo. Por
outro lado, o MPC também apresenta algumas desvantagens. Uma delas é a necessidade
de um modelo do sistema para o cálculo da lei de controle, poisa predição dos estados é
utilizada no critério de minimização. Assim, uma modelagemimprecisa pode fazer com
que o sistema em malha fechada tenha desempenho insatisfatório ou até mesmo causar
instabilidade. Outra desvantagem é o alto custo computacional envolvido, já que um pro-
blema de otimização, muitas vezes não convexo, com restrições e de dimensões elevadas,
precisa ser resolvidoon-line. Em sistemas com dinâmicas rápidas ou não lineares, que é
o caso de sistemas eletromecânicos como os robôs móveis, a implementação de contro-
ladores preditivos permanece essencialmente limitada em sua aplicabilidade, devido ao
grande esforço computacional necessário. Contudo, com o desenvolvimento de computa-
dores de maior capacidade e algoritmos numéricos mais eficientes, o uso do MPC em tais
aplicações está se tornando possível.

Assim, a possibilidade de se considerar restrições duranteo cálculo do controle faz
do MPC uma alternativa bastante promissora às técnicas clássicas de controle de robôs
móveis. Além disso, a lei de controle calculada com o MPC é talque satisfaz as condi-
ções de Brockett para sistemas não holonômicos. Alguns trabalhos envolvendo MPC de
robôs móveis já foram desenvolvidos, mas ainda são relativamente esparsos. Podem ser
citados, por exemplo, (OLLERO; AMIDI, 1991; GÓMEZ-ORTEGA;CAMACHO, 1996;
YANG et al., 1998; NORMEY-RICO; GÓMEZ-ORTEGA; CAMACHO, 1999; ESSEN;
NIJMEIJER, 2001).

Este trabalho tem então como objetivo o estudo da aplicabilidade de algoritmos de
MPC, lineares e não lineares, para o controle de robôs móveis sujeitos a restrições não
holonômicas. Dois problemas são abordados: estabilizaçãoem um ponto e rastreamento
de trajetória (estabilização ao longo de uma referência móvel). Restrições tanto nas en-
tradas de controle quanto nas variáveis de estado serão consideradas. Resultados de si-
mulação, desenvolvidos em Matlab, são extensivamente mostrados, provando a eficácia e
a aplicabilidade do MPC em robôs não holonômicos.

1.1 Organização do Documento

Esta dissertação está organizada com segue:
No Capítulo 2 desenvolve-se uma rápida introdução teórica sobre sistemas sujeitos

a restrições não holonômicas. Assim, em seguida é dado o modelo cinemático do robô
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considerado neste trabalho. O robô Twil será utilizado comoestudo de caso (dados cons-
trutivos e características físicas deste robô são mostrados no Apêndice A). Também são
mostradas algumas propriedades com relação à controlabilidade e estabilizabilidade deste
tipo de sistema. Ainda, algumas técnicas clássicas de controle, como o controle variante
no tempo e o não suave, são brevemente apresentadas.

O Capítulo 3 aborda o método de controle preditivo baseado em modelo. Uma in-
trodução ao MPC será dada, junto com uma breve perspectiva histórica do método. Os
algoritmos para a solução do MPC nos casos não linear e linearsão dados. No fim deste
capítulo, é feita uma revisão sobre alguns trabalhos envolvendo MPC aplicado a robôs
móveis.

No Capítulo 4, desenvolve-se a aplicação do MPC não linear (Nonlinear Model-based
Predictive Control, NMPC) para o problema de estabilização do robô em uma postura
fixa. É proposta uma função de custo com as variáveis de estadoem coordenadas polares,
e é visto que com esta função de custo o NMPC apresenta uma significativa melhoria de
desempenho. Após, restrições nas variáveis de estado e nas entradas de controle passam
a ser consideradas. Ainda, várias comparações com o NMPC desenvolvido aqui e com
técnicas clássicas de controle de robôs não holonômicos sãovistas. Na última seção deste
capítulo, um estudo acerca do esforço computacional do NMPCpara este problema é
desenvolvido, a fim de mostrar a aplicabilidade do método em implementações reais.

O Capítulo 5 trata do problema de rastreamento de trajetória.Agora, dois métodos
serão abordados: um com NMPC e outro que envolve a aplicação de linearizações suces-
sivas do modelo cinemático do robô ao longo de uma trajetóriade referência, sendo possí-
vel assim o uso de um MPC linear (Linear Model-based Predictive Control, LMPC). Um
estudo acerca do esforço computacional necessário para resolver este problema também é
feito. É mostrado que o tempo computacional necessário parase resolver o problema de
minimização é bastante menor, se comparado ao caso não linear, ao mesmo tempo que o
desempenho apresentado é bem satisfatório.

No Capítulo 6, serão expostas então as conclusões e algumas sugestões para trabalhos
futuros.



35

2 ROBÔS MÓVEIS DOTADOS DE RODAS

2.1 Introdução

A maioria dos trabalhos existentes na literatura que tratamdo controle de robôs mó-
veis dotados de rodas sujeitos a restrições não holonômicasutiliza o modelo cinemático
de um robô com acionamento diferencial, do tipouniciclo. Embora seja uma represen-
tação bastante simplificada do movimento do veículo, o modelo cinemático é suficiente
para capturar as características não holonômicas do sistema.

Como salientado no Capítulo 1, o modelo do sistema a ser controlado é um dos ele-
mentos essenciais para a aplicação do MPC. Assim sendo, uma correta modelagem e um
perfeito entendimento físico do sistema neste ponto é conveniente.

Então, para uma boa compreensão de como as restrições não holonômicas influen-
ciam no movimento de sistemas mecânicos como os robôs móveis, é dado na primeira
seção deste capítulo uma breve descrição de sistemas sujeitos a restrições não holonô-
micas. Na seqüência, a modelagem cinemática baseada no robôTwil 1 é desenvolvida, e
algumas propriedades de controlabilidade e estabilizabilidade para este sistema são apre-
sentadas. Logo após, técnicas clássicas de controle de robôs móveis baseadas no modelo
cinemático, como leis variantes no tempo e não suaves, são brevemente apresentadas.

2.2 Sistemas Mecânicos Não Holonômicos

Em muitos casos, o movimento de sistemas mecânicos é submetido a certas restrições
que são permanentemente satisfeitas durante este movimento, e que tomam a forma de
relações algébricas entre posições e velocidades de pontosparticulares do sistema (CAM-
PION; BASTIN; D’ANDRÉA-NOVEL, 1991a). Considerando um sistema mecânico de
ordemn representado por um vetorq de coordenadas generalizadas e um vetorq̇ de
velocidades generalizadas,

q =











q1

q2
...
qn











, q̇ =











q̇1

q̇2
...
q̇n











,

dois tipos distintos de restrições podem assim ser observadas (BARRAQUAND; LA-
TOMBE, 1989; SØRDALEN, 1993a):

1Maiores detalhes do robô Twil são descritos no Apêndice A.
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• Restrições geométricas:são representadas por relações analíticas entre as coorde-
nadas generalizadasq de um sistema mecânico:

fi(q) = 0, i = 1 . . . l (1)

Quando o sistema é submetido al restrições geométricas independentes,l coorde-
nadas generalizadas podem ser eliminadas en− l coordenadas são suficientes para
fornecer uma total descrição da configuração do sistema.

• Restrições cinemáticas:São representadas por relações analíticas entre as coorde-
nadasq e as velocidadeṡq:

fi(q, q̇) = 0, i = 1 . . . l

Na maioria dos casos, estas restrições são lineares com respeito às velocidades ge-
neralizadas. Ao contrário das restrições geométricas, restrições cinemáticas não
necessariamente levam à eliminação de coordenadas generalizadas da descrição do
sistema. Quando a restrição é integrável, ouholonômica, ela pode ser reduzida para
a forma da expressão (1).

Quando uma restrição cinemática não pode ser integrada, esta não pode ser usada
para eliminar qualquer coordenada generalizada, e diz-se então que esta é umares-
trição não holonômica, e o sistema que possui estas restrições é chamado desis-
tema não holonômico. Neste caso, o número de graus de liberdade (ou o número de
velocidades independentes) é igual ao número de coordenadas generalizadas inde-
pendentes menos o número de restrições não holonômicas (NEIMARK; FUFAEV,
1972). A seguir serão dados dois exemplos de sistemas com restrições não holonô-
micas: um disco rolando em um plano e um carro em movimento. Outros exemplos
clássicos são o planímetro de A. N. Krylov (NEIMARK; FUFAEV, 1972) e cor-
pos girantes como naves espaciais e veículos subaquáticos onde a conservação do
momento angular precisa ser respeitada (BULLO; LEONARD; LEWIS, 2000).

2.2.1 Exemplo: Um Disco Rolando em um Plano

Um exemplo clássico de um sistema mecânico não holonômico é um disco rolando
em um plano horizontal (BLOCH; MCCLAMROCH, 1989; NEIMARK; FUFAEV,1972)
percorrendo uma trajetórias, sem escorregamento (derrapagem), conforme a Figura 7.

As coordenadas de postura, que descrevem o movimento do disco com relação ao
plano inercial globalπ1 (espaço de configuração) são a posição, dada pelos eixosx e y,
e a orientação, dada pelo ânguloθ. ϕ é o ângulo de rotação do disco com relação ao
planoπ2 (plano de rotação do disco). Por causa da restrição de que o disco não derrapa,
a velocidade no pontoC (ponto de contato do disco com o planoπ1) é zero. Logo, a
magnitude da velocidade tangencialv do centro do disco é proporcional à velocidade
angularϕ̇:

v = rϕ̇,

onder é o raio do disco. A direção da velocidade é perpendicular ao eixo de rotação do
disco, isto é,

ẋ = v cos θ

ẏ = v sen θ
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Figura 7: Exemplo clássico de um sistema não holonômico: um disco rolando em um
plano.

Estas condições levam às seguintes restrições:

ẋ − rϕ̇ cos θ = 0

ẏ − rϕ̇ sen θ = 0

que não podem ser integradas para encontrar uma restrição holonômica da formaf(x, y, θ, ϕ) =
0. Portanto são restriçõesnão holonômicas.

2.2.2 Exemplo: Um Carro Estacionando

Um desenho de um carro estacionando é mostrado na Figura 8 (TEEL; MURRAY;
WALSH, 1992). Na ausência de obstáculos, ele pode assumir qualquer configuração no
plano. Logo, o espaço de configuração possui três graus de liberdade (dois para a posição
e um para a orientação). Entretanto, assumindo que a componente da velocidade orto-
gonal ao plano de rotaçãoπ2 das rodas é zero (na direção dey′), a velocidade no ponto
central entre duas rodas ativas (o pontoP ) é sempre tangente à orientação do carro (na
direção dex′). Com isso, o espaço das velocidades, em qualquer configuração, terá ape-
nas dois graus de liberdade. Se não existissem restrições aoseu movimento, o caminho
tomado para chegar à configuração final seria, por exemplo, o dado pela linha tracejada.
Agora, considerando as restrições, o carro deve seguir uma trajetória semelhante à mos-
trada pela linha contínua.

2.3 Cinemática de Robôs Móveis Dotados de Rodas

Para facilitar o entendimento dos resultados apresentadosneste e nos próximos capítu-
los, será considerado o modelo do robô móvel Twil (LAGES, 1998; LAGES; HEMERLY,
1998) a ser utilizado como estudo de caso neste trabalho. Os dados construtivos do mesmo
podem ser vistos com mais detalhes no Apêndice A.

Considera-se que o robô é constituído de um corpo rígido e de rodas não deformá-
veis, e movimenta-se em um plano horizontal. O contato entreas rodas e o plano é
puntual. O movimento do robô é realizado através de atuadores que fornecem torque para
a rotação das rodas em uma configuração diferencial. Robôs móveis com acionamento
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Figura 8: Exemplo de trajetórias para um carro estacionando.

diferencial aparecem em grande parte da literatura (WIT; SØRDALEN, 1992; INDIVI-
ERI, 1999; LEE; LEE; TENG, 1999; SAMSON; AIT-ABDERRAHIM, 1991b;FUKAO;
NAKAGAWA; ADACHI, 2000; ESSEN; NIJMEIJER, 2001).

Conforme esquematizado na Figura 9, a principal característica deste tipo de robô é
que o mesmo possui duas rodas fixas centradas (rodasativas) que compartilham o mesmo
eixo de rotação, acionadas por dois motores independentes.Uma ou mais rodas orien-
táveis não centrada podem ser usadas a fim de equilibrar o robô, por isso chamadas de
rodaspassivas. Para isto, estas rodas precisam estar localizadas fora do eixo comum às
duas rodas ativas.

Conforme (CAMPION; BASTIN; D’ANDRÉA-NOVEL, 1996), omodelo cinemático
de posturade um robô com acionamento diferencial tem o seu comportamento descrito
pelo seguinte vetor de estados:

x =





x
y
θ



 ,

onde(x, y) e θ representam, respectivamente, a posição e a orientação do sistema de co-
ordenadas do robô{C,Xc, Yc} com relação a um sistemas de coordenadas global inercial,
{O,X, Y }. O pontoC na Figura 9 é o centro de massa do corpo do robô, e também é,
neste caso, o centro de rotação das rodas ativas.

O modelo cinemático é então dado por:










ẋ = v cos θ

ẏ = v sen θ

θ̇ = w

(2)

A entrada de controle é o vetoru,

u =

[

v
w

]

,



39

Figura 9: Modelo geométrico de um robô móvel com acionamentodiferencial.

ondev é a velocidade linear, na direção deXc, ew é a velocidade angular.

A seguinte restrição não holonômica aparece neste caso:

−ẋ sen θ + ẏ cos θ = 0, (3)

significando que a velocidade no centro de massa do robô é ortogonal ao eixo que liga as
duas rodas ativas (Figura 10).

A expressão (3) pode ser reescrita da forma

G(x, ẋ) = η(x)ẋ =
n

∑

i=1

ηi(x)ẋi,

onden é a dimensão dex.

Uma restrição cinemática é holonômica se, para qualqueri, j ek tal que1 ≤ i < j <
k ≤ n, tem-seAijk = 0 (BARRAQUAND; LATOMBE, 1989) com:

Aijk = ηi

(

∂ηk

∂qj

−
∂ηj

∂qk

)

+ ηj

(

∂ηi

∂qk

−
∂ηk

∂qi

)

+ ηk

(

∂ηj

∂qi

−
∂ηi

∂qj

)

No caso da expressão (3), tem-se que o único caso éi = 1, j = 2 e k = n = 3,
η1 = − sen θ, η2 = cos θ eη3 = 0 e

A123 = − sen θ sen θ − cos θ cos θ

= −1

e comoA123 = −1 6= 0, conclui-se que a restrição cinemática da expressão (3) é não
holonômica.
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Figura 10: A restrição não holonômica.

2.3.1 Propriedades do Modelo Cinemático

A expressão (2) pode ser escrita na seguinte forma compacta:

ẋ = f(x)u, (4)

ou, na forma afim:

ẋ =
m

∑

i=1

fi(x)ui, x ∈ R
n, u ∈ R

m, (5)

comn = 3, m = 2 e

f1(x) =





cos θ
sen θ

0



 f2(x) =





0
0
1





Embora o modelo cinemático da expressão (2) seja um modelo bastante simplificado
do movimento do veículo (dinâmicas dos motores, deformações elásticas e outros efei-
tos mecânicos são desprezados), o mesmo é suficiente para representar as propriedades
não holonômicas presentes (CAMPION; BASTIN; D’ANDRÉA-NOVEL, 1996; WIT;
SICILIANO; BASTIN, 1996). Ainda, propriedades importantescom relação à controla-
bilidade e estabilizabilidade de robôs móveis não holonômicos podem ser estabelecidas
conforme será visto a seguir:

• Controlabilidade.

Definição 1. (SONTAG, 1990) Um sistema é dito controlável quando, partindo de
uma configuração inicial, o mesmo pode assumir qualquer configuração em um
intervalo de tempo finito.

Teorema 1. (WIT et al., 1993) Uma condição suficiente para que um sistemanão
linear descrito pela expressão (4) seja controlável é que a dimensão do fechamento
involutivo gerado pelos campos vetoriaisf1, . . . , fm seja igual an, ∀x, i.e.,

dim{inv ∆} = n, ∆ = span{f1, . . . , fm}
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Esta condição é equivalente, no caso de sistemas lineares, àcondição de que a
matriz de controlabilidade precisa ter posto completo.

A dimensão de uma distribuição é dada pelo posto desta distribuição. Para o sistema
da expressão (5), tem-se que∆ = span{f1, f2} e o fechamento involutivo de∆ é
definido, neste caso, comoinv ∆ = {f1, f2, [f1, f2]} (ISIDORI, 1995) e2

rank{f1, f2, [f1, f2]} = rank





cos θ 0 sen θ
sen θ 0 − cos θ

0 1 0



 = 3,

Portanto, a partir do Teorema 1,dim{inv ∆} = 3, de onde conclui-se que o sistema
é controlável.

• Linearização.

Para muitos sistemas não lineares, aproximações lineares podem ser usadas para
uma primeira análise na síntese da lei de controle. A linearização pode também for-
necer algumas indicações quanto à controlabilidade e estabilizabilidade do sistema
não linear. Mais precisamente, se o sistema linearizado é controlável e estabilizá-
vel, então o sistema original não linear é controlável e estabilizável, pelo menos
localmente. Entretanto, o inverso não pode ser aplicado (WITet al., 1993).

No caso do modelo cinemático (2), a linearização em torno da origem(x = 0,u =
0) resulta em

ẋ =





1 0
0 0
0 1





[

v
w

]

(6)

O sistema linear acima é não controlável pois o posto da matriz de controlabilidade

C =





1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0





não é completo. Observa-se entretanto que o sistema não linear é controlável, con-
forme visto pela aplicação do Teorema 1.

• Linearização por realimentação de estados.

Definição 2. (KHALIL, 1996) Um sistema não linearẋ = f(x,u) é dito linearizá-
vel por realimentação de estados se existe uma mudança de coordenadas

ξ = T (x)

e uma realimentação de estados

ν = a(x)u + b(x)

que transforma o sistema original em um sistema linear.

Para sistemas sem deriva, tem-se então o seguinte resultado:

2[f1, f2] denota ocolchete de Lie, i.e.,[f1, f2](x) = ∂f2

∂x
f1(x) − ∂f1

∂x
f2(x).
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Teorema 2. (WIT et al., 1993) Um sistema da forma (5) é localmente linearizável
por realimentação de estados em torno dex = 0 se e somente serank[f1(0) . . . fm(0)] =
n.

Para o caso do modelo cinemático da expressão (5), tem-se que

rank [f1(0) f2(0)] = rank





1 0
0 0
0 1



 < n

e a linearização de todos os estados do sistema não linear nãoé possível. Esta
condição é equivalente à condição de controlabilidade do sistema linearizado (6),
que também não é satisfeita. Ainda assim, é possível linearizar parte dos estados,
como por exemplo a posição apenas (KÜHNE et al., 2004). Muitas vezes isto não
é muito restritivo, se o robô possui uma geometria circular eo objetivo é estabilizar
apenas a posição, descartando a orientação do robô.

• Estabilização através de realimentação estática e suave.

O problema da estabilização através de uma lei de controle estática e suave pode
ser formulado como encontrar um controleu = k(x), comk(x) estática e suave,
tal que o sistema em malha fechadaẋ = f(x)k(x) seja assintoticamente estável.
Pode-se então enunciar o seguinte resultado a respeito das condições estudadas por
Brockett:

Teorema 3. (BROCKETT, 1982) Considerando novamente o sistema da expres-
são (5), comm ≤ n. Se os campos vetoriaisfi(0), i = 1, . . . ,m são linearmente
independentes, i.e.,

rank[f1(0) f2(0) · · · fm(0)] = m,

então existe uma lei de controle estática e suave do tipou = k(x) que estabiliza o
sistema (5) se e somente sem = n.

Para o modelo cinemático da expressão (2), tem-se quen = 3, m = 2 e

f1(0) =





1
0
0



 f2(0) =





0
0
1





Assim,rank[f1(0) f2(0)] = 2 e não existe lei de controle estática e suaveu = k(x)
para o sistema considerado. De fato, diferentemente dos sistemas lineares, a contro-
labilidade de um sistema não linear não implica na existência de leis suaves estáticas
estabilizantes. O Teorema 3 corresponde a uma particularização das condições de
Brockett (BROCKETT, 1982) para o caso de sistemas sem deriva.

2.4 Métodos Clássicos Para o Controle de Robôs Móveis

O controle de sistemas mecânicos não holonômicos, como os robôs móveis, tem sido
objeto de um grande esforço de pesquisa da comunidade científica nos últimos anos. A
razão para isto se dá basicamente pelo seguinte (AGUIAR; ATASSI; PASCOAL, 2000):
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• existe um grande número de robôs, nas mais variadas aplicações, que possuem
restrições não holonômicas;

• há um considerável desafio na síntese de leis de controle parasistemas não lineares
que não podem ser transformados em sistemas lineares;

• conforme Brockett (BROCKETT, 1982), um sistema com restriçõesnão holonômi-
cas não pode ser estabilizado em um ponto de equilíbrio, por uma lei de controle
suave e invariante no tempo.

Quanto ao objetivo, pode-se classificar as metodologias de controle em malha fechada
para robôs móveis em basicamente três tipos:

• Estabilização em um ponto.Para um sistema linear invariante no tempo, se os au-
tovalores instáveis são controláveis (i. e., se o sistema é estabilizável), um ponto
de equilíbrio pode ser assintoticamente estabilizado por uma realimentação de es-
tados estática, suave e invariante no tempo. Entretanto, para sistemas não lineares
e com restrições não holonômicas, isto não é mais possível (BROCKETT, 1982).
Conseqüentemente, ferramentas lineares antes utilizadas não podem mais ser consi-
deradas, nem localmente (KOLMANOVSKY; MCCLAMROCH, 1995), conforme
mostrado nos Teoremas 1-3. Neste caso, usualmente, leis de controle variantes no
tempo ou não suaves são utilizadas a fim de transpor as restrições de Brockett, como
será estudado nas Seções 2.4.1, 2.4.2 e no Capítulo 4.

Além do controle variante no tempo e do controle não suave, outros métodos in-
cluem ainda controle híbrido (combinação dos dois métodos)(POMET et al., 1992;
WIT; BERGHUIS; NIJMEIJER, 1994; WIT et al., 1995), controle adaptativo (con-
sidera incertezas do modelo) (LEE; LEE; TENG, 1999; FUKAO; NAKAGAWA;
ADACHI, 2000; OYA; YU; KATOH, 2003) e linearização por realimentação di-
nâmica de estados (DONG; XU, 2001; ORIOLO; LUCA; VENDITTELLI,2002;
SUN, 2005). O interesse por esta última técnica baseia-se nofato de que, se a li-
nearização do sistema existe, leis de controle lineares podem ser obtidas. Ainda,
é possível obter-se uma descrição linear mais representativa do sistema não linear,
ao contrário do obtido por expansão em séries de Taylor (LAGES, 1998; CHAVES,
2000).

• Rastreamento de trajetória.A fim de superar as limitações impostas pelo Teo-
rema de Brockett, várias abordagens diferentes foram propostas. Alguns métodos
abandonam a idéia da estabilização em um ponto e procuram obter convergên-
cia a uma trajetória de referência, parametrizada no tempo.Neste caso, o pro-
blema é resolvido em duas etapas distintas: primeiro uma trajetória é calculada
off-line e em seguida uma lei de controle é projetada a fim de fazer com que o
robô siga a tajetória calculada anteriormente. Usualmente, a existência de um robô
de referência virtual é considerada, descrito, por exemplo, pelo modelo cinemá-
tico ẋr = f(xr,ur). Assume-se então que, para entradas de referência não nulas,
deseja-se calcular uma lei de controle que faça que o erro entre o robô e a refe-
rência seja nula. Trabalhos neste sentido encontram-se em (YAMAMOTO; YUN,
1994; POMET et al., 1992; KANAYAMA; MIYAZAKI; NOGUCHI, 1990;CAM-
PION; BASTIN; D’ANDRÉA-NOVEL, 1991b; DENG; BRADY, 1993; YANG;
KIM, 1999; DO; JIANG; PAN, 2002; SUN, 2005). Este caso será tratado com mais
detalhes no Capítulo 5.
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• Seguimento de caminho.Neste caso, à semelhança do caso acima, também deseja-
se que o robô convirga para uma trajetória de referência, masgeralmente, este pro-
blema é menos restritivo, pois não há especificação temporalpara que esta con-
vergência seja alcançada. Ainda, usualmente considera-seque a velocidade linear
é mantida constante e a convergência é obtida apenas atravésda velocidade angu-
lar. Trabalhos utilizando seguimento de caminho são encontrados em (SAMSON,
1995; SARKAR; YUN; KUMAR, 1993; ENCARNAÇÃO; PASCOAL, 2002). Este
problema não será estudado neste trabalho.

A seguir serão apresentadas algumas técnicas existentes naliteratura que foram esco-
lhidas de forma a representar e abranger concisamente os trabalhos já desenvolvidos na
área de controle de robôs móveis não holonômicos.

2.4.1 Controle Variante no Tempo

Leis de controle variantes no tempo utilizadas em sistemas não holonômicos foram
estudadas primeiramente por (SAMSON, 1990). Nesta referência, o controle utilizado
era, em sua versão mais simples, da forma:

v = −k1x

w = −g(t)y − k3θ

sendov e w as entradas de controle.k1 e k3 são constantes reais positivas eg(t) é es-
colhida tal que∂g

∂t
(t) não tende a zero quando o tempot tende ao infinito. Por exemplo,

g(t) = sen(t). Leis de controle variantes no tempo possuem a desvantagem de apre-
sentar baixas taxas de convergência e trajetórias altamente oscilatórias (GURVITS; LI,
1993; CAMPION; BASTIN; D’ANDRÉA-NOVEL, 1996), o que, em uma implementa-
ção real, pode se tornar até não factível, dependendo das amplitudes e taxas de variação
das entradas de controle. Outros trabalhos que utilizam controle variante no tempo po-
dem ser citados: (TEEL; MURRAY; WALSH, 1992; TARÍN et al., 1999;MCCLOSKEY;
MURRAY, 1997; DIXON et al., 1999; DO; JIANG; PAN, 2002).

Três exemplos de leis de controle variantes no tempo existentes na literatura serão
apresentadas aqui. Todas elas utilizam o sistema











ẋ = v cos θ

ẏ = v sen θ

θ̇ = w

(7)

onde[x y θ]T representa a configuração do robô com relação ao espaço de configura-
ção e[v w]T são as velocidades linear e angular, respectivamente, conforme o modelo
cinemático (7). O objetivo é estabilizar o robô em uma postura fixa que, sem perda de
generalidade, é a origem:x = 0, y = 0, θ = 0.

2.4.1.1 (POMET et al., 1992)

Neste trabalho a seguinte lei de controle é utilizada:

v = − x cos θ − y sen θ

w = − a cos
θ

a
sen

θ

a
+

+ aλ cos2 θ

a

(

−y(sen t − cos t) − y sen θ + x cos θ) cos t sen θ
)

,
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ondet é o tempo ea eλ são números reais positivos, coma > 2. A função de Lyapunov
utilizada para provar a estabilidade desta lei de controle éa seguinte:

V =
1

2
x2 +

1

2
y2 +

1

2

(

tan
θ

a
λ + x cos t

)2

Os resultados são mostrados abaixo, para uma condição inicial x0 = [x0 y0 θ0]
T =

[2 2 π]T (identificada, no planoXY , pelo símbolo⊙3) e constantesa = 4 eλ = 2, 1.
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Figura 11: Trajetória no planoXY . Controle de (POMET et al., 1992).
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Figura 12: Estadosx, y e θ. Controle de (POMET et al., 1992).

3Durante todo este trabalho, nos gráficos da trajetória no planoXY , a posição inicial do robô é indicada
por⊙, a posição final por× e a origem por+.
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Figura 13: Entradas de controlev ew. Controle de (POMET et al., 1992).

Na Figura 11 é mostrada a trajetória que o robô percorre no plano de configuração
XY . Os estados e as entradas de controle são mostrados individualmente ao longo
do tempo nas Figuras 12 e 13, respectivamente. Observa-se umcomportamento alta-
mente oscilatório e um tempo de acomodação elevado, características de leis variantes no
tempo. Ainda, as amplitudes das entradas de controle, se consideradas as características
do robô Twil (Apêndice A) tornam esta lei de controle proibitiva do ponto de vista prá-
tico. Os limites das velocidades linear e angular são de, respectivamente,0, 4712 m/s
e 3, 7699 rad/s, valores estes que são largamente ultrapassados, como observa-se na Fi-
gura 13. Talvez a sintonia dos parâmetrosa e λ pode fazer com que as amplitudes das
entradas de controle sejam menores. Entretanto, não existeum método sistemático para
escolher estes parâmetros de forma a melhorar o desempenho ou de levar em conta res-
trições nos estados ou nas entradas de controle. Os valores utilizados neste caso foram
obtidos através da análise de diversos casos, chegando-se então a uma solução aceitável,
para este caso, com relação às trajetórias de estado.

2.4.1.2 (SAMSON; AIT-ABDERRAHIM, 1991a)

Este trabalho apresenta uma lei de controle que estabiliza osistema (7) assintotica-
mente. Fazendo uma transformação de coordenadas da base cartesiana(x, y, θ) para uma
base variante no tempo(z1, z2, z3)

z1 = x cos θ + y sen θ

z2 = −x sen θ + y cos θ

z3 = θ + f(z2, t)

tem-se que
ż1 = v + z2w

ż2 = −z1w

ż3 = w − z1w
∂f

∂z2

+
∂f

∂t

(8)

Escolhendof(z2, t) = z2 sen t, ∂f

∂z2

= sen t, ∂f

∂t
= z2 cos t e a seguinte lei de controle
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resulta em estabilização assintótica para o sistema (8):

w = −z3 −
∂f

∂t
= −z3 − z2 cos t

v = −z1 + z3w
∂f

∂z2

= −z1 + z3w sen t

E os resultados são mostrados abaixo, para uma condição inicial x0 = [−2, 5 1, 3 π/2]T .
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Figura 14: Trajetória no planoXY . Controle de (SAMSON; AIT-ABDERRAHIM,
1991a).
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Figura 15: Estadosx, y e θ. Controle de (SAMSON; AIT-ABDERRAHIM, 1991a).

A exemplo da lei de controle anterior, observa-se um movimento altamente oscilatório
e um tempo de acomodação elevado. Da Figura 16, nota-se que oslimites de amplitude
das entradas de controle foram também ultrapassados. Talvez com outra escolha para a
funçãof(z2, t), estes problemas possam ser minimizados.
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Figura 16: Entradas de controlev e w. Controle de (SAMSON; AIT-ABDERRAHIM,
1991a).

2.4.1.3 (TEEL; MURRAY; WALSH, 1995)

Este trabalho utiliza uma transformação canônica do sistema para a forma encade-
ada. Trabalhos envolvendo controle de sistemas não holonômicos na forma encadeada
são vistos em (BLOCH; MCCLAMROCH, 1989; MURRAY; SASTRY, 1990; TEEL;
MURRAY; WALSH, 1992; WIT; BERGHUIS; NIJMEIJER, 1994; WU et al., 1999). A
vantagem é que a lei de controle pode ser facilmente generalizada para vários tipos de sis-
temas não holonômicos (BLOCH; MCCLAMROCH, 1989; MURRAY; SASTRY, 1994;
SØRDALEN, 1993b). Assim, fazendo

z1 = θ

z2 = x cos θ + y sen θ

z3 = x sen θ − y cos θ

e

u1 = w

u2 = v − z3w,

tem-se que o sistema do modelo cinemático é transformado para a seguinte forma enca-
deada:

ż1 = u1

ż2 = u2

ż3 = z2u1

que é estabilizado através da seguinte lei de controle:

u1 = −z1 + z3 cos t

u2 = −z2 + z2
3 sen t
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A seguinte função de Lyapunov garante estabilidade para a lei de controle acima:

V =
(

z1 −
z3

2
(cos t + sen t)

)2

+

(

z2 −
z2
3

2
(sen t − cos t)

)2

+ z2
3

E os resultados são mostrados abaixo, para uma condição inicial x0 = [0 −3, 2 π/4]T .
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Figura 17: Trajetória no planoXY . Controle de (TEEL; MURRAY; WALSH, 1995).
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Figura 18: Estadosx, y e θ. Controle de (TEEL; MURRAY; WALSH, 1995).

Novamente as características das leis de controle variantes no tempo são observadas:
trajetórias de estado altamente oscilatórias e um elevado tempo de acomodação. Nota-se
também que o limite aceitável da velocidade linear, para o robô Twil, é ultrapassado.

2.4.2 Controle Não Suave

As leis de controle não suaves podem ser subdivididas em leiscontínuas por par-
tes ou de modo deslizante. A vantagem do controle não suave é que o mesmo pode
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Figura 19: Entradas de controlev ew. Controle de (TEEL; MURRAY; WALSH, 1995).

superar as desvantagens comumente associadas ao controle variante no tempo, ou seja,
baixa taxa de convergência e trajetórias de estado oscilatórias. O trabalho pioneiro nesta
técnica foi (BLOCH; MCCLAMROCH, 1989). Trabalhos subseqüentes são encontra-
dos em (BLOCH; REYHANOGLU; MCCLAMROCH, 1992; WIT; SØRDALEN, 1992;
CHACAL; SIRA-RAMÍREZ, 1994; SU; STEPANENKO, 1994). Como será visto, apesar
de resolver os problemas apresentados pelas leis variantesno tempo, ainda não é possí-
vel com leis de controle descontínuas incluir restrições nos estados ou nas entradas de
controle.

A exemplo da seção anterior, serão mostrados agora leis de controle não suaves exis-
tentes na literatura para o problema de estabilização do robô em um ponto.

2.4.2.1 (LAGES, 1998)

Neste trabalho e também em (ASTOLFI, 1994; LAGES; HEMERLY, 1998; INDI-
VIERI, 1999; CHWA, 2004), o modelo cinemático (7) é transformado em coordenadas
polares através da seguinte transformação descontínua4, conforme a Figura 20:

e =
√

x2 + y2

φ = atan2(y, x)

α = θ − φ

Assim, o seguinte modelo cinemático é obtido:


















ė = v cos α

φ̇ = v
sen α

e

α̇ = −v
sen α

e
+ w

Este sistema é não definido quandoe = 0. Assim, o sistema na base polar de coor-
denadas torna-se descontínuo, sendo possível assim transpor as condições de Brockett e

4A funçãoatan2(y, x) calcula o valor do arco tangente dey/x, usando os sinais dos dois argumentos
para determinar o quadrante do valor retornado.
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Figura 20: Coordenadas polares para o robô com acionamento diferencial.

estabilizar o sistema acima na origem através de uma lei de controle suave e invariante no
tempo. Então, através da seguinte função de Lyapunov:

V =
1

2

(

λe2 + hφ2 + α2
)

,

chega-se ao seguinte controle:

v = −γ1e cos α

w = −γ2α − γ1 cos α
sen α

α
(α − hφ)

ondeλ, h, γ1 eγ2 são constantes reais positivas. Esta lei de controle, quando transformada
para base original de coordenadas cartesianas, torna-se descontínua (LAGES, 1998). Os
resultados são mostrados abaixo, para uma condição inicialde x0 = [−0, 2 3 0]T e
γ1 = 0, 05, γ2 = 0, 1 eh = 1, 35.
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Figura 21: Trajetória no planoXY . Controle de (LAGES, 1998).



52

0 50 100 150 200 250
−1

−0.5

0

0.5

x 
(m

)

0 50 100 150 200 250
−2

0

2

4

y 
(m

)

0 50 100 150 200 250
−1

0

1

2

3

θ 
(r

ad
)

tempo (s)

Figura 22: Estadosx, y e θ. Controle de (LAGES, 1998).
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Figura 23: Entradas de controlev ew. Controle de (LAGES, 1998).
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Nota-se aqui uma lei de controle que gera uma trajetória de estado bastante suave,
como observa-se pelas figura 21 e 22. Ainda, as amplitudes dasentradas de controle
(Figura 23) são compatíveis com os limites definidos para o robô Twil. É claro que,
com isso, o tempo com que o robô chega na origem é maior. Com a sintonia dos parâ-
metros existentes para esta lei de controle (h, γ1 e γ2), a taxa de convergência pode ser
aumentada, diminuindo assim o tempo de acomodação. Entretanto, não existe método
sistemático para isto e a modificação destes parâmetros podegerar entradas de controle
com amplitudes elevadas. A condição final do robô éxf = [0 0 0]T .

2.4.2.2 (SØRDALEN, 1993a)

Este método também utiliza uma transformação descontínua de coordenadas (Figura 24).

Figura 24: Transformação descontínua de coordenadas.

Assim, define-se:

a = rθd

α = e − 2πn(e)

onde

r =
x2 + y2

2y

θd =

{

2 atan2(y, x) ; (x, y) 6= (0, 0)

0 ; (x, y) = (0, 0)

e = θ − θd

e n(e) ∈ {0,±1,±2, . . .} é uma função que faz com queα ∈ [−π, π). A seguinte lei de
controle estabiliza o robô na origem exponencialmente:

v = −γb1a

w = −b2v − kα
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ondeγ ek são constantes reais positivas e

b1 = cos θ

(

θd

β
− 1

)

+ sen θ

(

θd

2

(

1 −
1

β2

)

+
1

β

)

b2 =
2

(1 + β2)x
(β cos θ − sen θ)

comβ = y/x.
Assim, os seguintes resultados são obtidos, para uma condição final dex0 = [−0, 2 3 0]T .
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Figura 25: Trajetória no planoXY . Controle de (SØRDALEN, 1993a).
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Figura 26: Estadosx, y e θ. Controle de (SØRDALEN, 1993a).

Da mesma forma apresentada anteriormente, esta lei de controle também gera uma
trajetória bastante suave, sem movimentos oscilatórios desnecessários e com uma taxa de
convergência bastante elevada. O tempo com que o robô chega na origem é de apenas
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4 segundos. Em (SØRDALEN, 1993a) é apresentado um roteiro de cálculo para os pa-
râmetrosγ e k que levam em conta os intervalos de tempo em quea(t) e α(t) devem
chegar a um determinado valor final. Assim, pode-se escolherum determinado tempo
de acomodação e calcularγ e k para o caso desejado. Entretanto, este método não leva
em consideração as amplitudes das entradas de controle, e conforme os valores dos pa-
râmetros, estas amplitudes podem ser tais que ultrapassem os limites aceitáveis, o que
efetivamente ocorre, neste caso, para o robô Twil5 (Figura 27).
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Figura 27: Entradas de controlev ew. Controle de (SØRDALEN, 1993a).

5Os limites para o robô Twil são de0, 4712 m/s para a velocidade linear e de3, 7699 rad/s para a
velocidade angular. Maiores detalhes são descritos no Apêndice A.
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3 FUNDAMENTOS DE CONTROLE PREDITIVO BASEADO
EM MODELO

3.1 Introdução

Desde os anos 70, o MPC tem recebido cada vez mais atenção, tanto da comunidade
acadêmica quanto de empresas interessadas em aplicá-lo em suas plantas industriais. Em-
bora estas duas vertentes tenham seguido, de certa forma, caminhos diferentes, estes ca-
minhos convergem atualmente para objetivos bastante comuns. Inicialmente, questões
de cunho mais teórico como garantia de estabilidade e robustez foram, em primeiro mo-
mento, deixadas de lado frente ao bom desempenho prático de tais leis. Por outro lado,
a partir da década de 90, o grande interesse da indústria no MPC levou a comunidade
acadêmica a desenvolver trabalhos teóricos, envolvendo provas de estabilidade, robus-
tez, diferentes esquemas para modelagem dos sistemas e a utilização de observadores de
estados, por exemplo.

Da mesma forma, a evolução dos computadores e de algoritmos numéricos de oti-
mização têm feito com que o MPC possa ser considerado também para aplicações em
sistemas de dinâmicas rápidas ou de dimensões elevadas. Em sistemas eletromecânicos,
o interesse recai principalmente na possibilidade que o MPCproporciona em se consi-
derar restrições nos estados e nas entradas de controle, bemcomo o fato de possuir um
critério de otimização que faz com que a lei de controle calculada seja ótima no sentido
de que minimiza este critério.

Neste capítulo uma descrição inicial do MPC será feita, juntamente com uma breve
perspectiva histórica, situando o desenvolvimento do controle preditivo ao longo do tempo.
Logo após, o MPC é formulado matematicamente em suas duas versões, linear e não li-
near, ambas discretas no tempo. A última seção deste capítulo trata de trabalhos já desen-
volvidos onde o MPC é utilizado para controlar robôs móveis.

3.2 Perspectiva Histórica

O controle preditivo baseado em modelo, MPC, é uma forma de controle que pode ser
usada em sistemas complexos, multivariáveis e com restrições nas entradas de controle e
nos estados. Uma seqüência de controle que minimiza uma função de custo é calculada
on-line, a cada instante de amostragem, através da resolução de um problema de otimiza-
ção com um horizonte finito de predição, usando o estado corrente da planta como condi-
ção inicial. Assim, obtém-se uma seqüência ótima de controle dentro daquele horizonte
sendo que apenas o primeiro elemento desta seqüência é aplicada no processo (MAYNE
et al., 2000). A seguir, estas etapas se repetem em uma política de horizonte deslizante
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(receding horizon), o que confere uma característica de malha fechada à lei de controle
gerada.

Em métodos de controle ótimo como oH2 e H∞, uma solução analítica existe e
pode ser calculadaoff-lineatravés da resolução de equações de Ricatti (KWAKERNAAK;
SIVAN, 1972). Entretanto, estes métodos são válidos apenaspara sistemas lineares e sem
restrições. Essencialmente, a diferença é que no MPC restrições existentes nos estados
e nas entradas de controle são consideradas e a otimização é resolvidaon-linepara cada
instante de amostragem. Torna-se assim necessário um horizonte finito para o cálculo da
lei de controle. Assim, em princípio, não existe uma soluçãoanalítica e a lei de controle
é dada implicitamente para cada instante de amostragem.

Uma técnica bastante recente, desenvolvida em (BEMPORAD et al., 2002; TØNDEL;
JOHANSEN; BEMPORAD, 2003), garante uma expressão analítica explícita para o MPC
considerando um sistema linear em tempo discreto, com um critério quadrático de mini-
mização e com restrições em um horizonte finito de predição. Esta expressão analítica é
obtida a partir de programação quadrática multi-paramétrica (multi-parametric Quadra-
tic Program, mp-QP). Através da partição do espaço de estados em sub-regiões poliedrais
convexas, uma solução linear afim e contínua por partes do tipo u = Kx+c é encontrada
para cada sub-região do espaço de estados, ondeK é uma matriz de realimentação de
estados ec é um termo independente. Segundo os autores, esta técnica aumenta a confia-
bilidade do controle e a soluçãoon-linedo problema de otimização não precisa mais ser
feita, já que a lei de controle é calculadaoff-line, diminuindo assim o esforço computacio-
nal e permitindo a sua aplicação em sistemas com dinâmicas bastante rápidas. Entretanto,
o número de partições (sub-regiões) depende da dimensão do sistema, e mesmo para sis-
temas de ordem 2 a quantidade destas partições já é alto, conforme exemplo dos autores.
Assim, para sistemas de ordem elevada são necessários mecanismos de busca em árvore
bastante complexos.

Algums pontos fortes bastante evidentes do MPC com relação aoutras técnicas de
controle podem ser citadas (CAMACHO; BORDONS, 1999):

• Os conceitos são intuitivos;

• Restrições e limites do sistema podem ser levados em consideração durante o cál-
culo da lei de controle de uma forma direta;

• Pode ser usado em uma ampla gama de processos, incluindo, porexemplo, sistemas
multivariáveis, sistemas de fase não-mínima, com longos atrasos de tempo ou que
são instáveis em malha aberta;

• Aplicável a processos onde se conhece os valores futuros de referência, como sis-
temas em batelada (batch processes) ou em rastreamento de trajetória;

• Vários tipos de modelos podem ser utilizados: espaço de estados, função de trans-
ferência, resposta ao impulso, etc.

Entretanto, existem também alguns pontos fracos, a saber:

• Necessidade de um modelo preciso do sistema para o cálculo devalores futuros
dos estados. A predição dos estados é feita com base neste modelo e é utilizada no
critério de minimização;
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• Alto custo computacional (em cada instante um problema de otimização é resolvido
on-line). Para o caso não linear, o problema de otimização é não convexo, possui um
maior número de variáveis de decisão e um mínimo global geralmente é impossível
de se encontrar. Entretanto, se o sistema é linear, a função de custo é quadrática
e as restrições são lineares, o problema de otimização pode ser transformado em
um problema de programação quadrática (Quadratic Programming, QP), onde o
problema é convexo e uma solução ótima sempre existe, pelo menos localmente.

Embora as principais aplicações do MPC tenham se desenvolvido mais recentemente
e primeiramente na indústria, a idéia de se controlar um sistema através de uma seqüên-
cia de problemas de otimizaçãoon-linenão é nova. Em 1967, (LEE; MARKUS, 1967)
anteciparam o que viria a ser, atualmente, a essência do MPC:

Pode-se obter um controlador por realimentação através do conhecimentode vários contro-
ladores em malha aberta. Primeiramente mede-se o estado atual do processoe calcula-se
muito rapidamente a lei de controle em malha aberta. A primeira porção deste controle é
então aplicada no processo durante um curto período de tempo, depois doqual uma nova lei
de controle é calculada baseada nas novas informações do processo.O procedimento então
repete-se.1

Esta idéia era, a princípio, impraticável, dada à alta quantidade de cálculos necessá-
rios. Contudo, com o advento da computação digital, algumas soluções começaram a
ser implementadas, principalmente nas indústrias de processo e petroquímica, onde con-
siderações econômicas (aumento da produtividade e da qualidade dos produtos) tornava
necessário aproximar os pontos de operação das plantas de seus limites, sem que estes
fossem, logicamente, ultrapassados. As primeiras aplicações industriais disponíveis co-
mercialmente surgiram nas décadas de 70 e 80 com, por exemplo, o Model Algorithmic
Control, MAC(RICHALET et al., 1976), oDynamic Matrix Control, DMC(CUTLER;
RAMACKER, 1980), oExtended Prediction Self Adaptive Control, EPSAC(KEYSER;
VAN CUAWENBERGHE, 1985), oQuadratic Dynamic Matrix Control, QDMC(GAR-
CIA; MORSHEDI, 1986) e oGeneralized Predictive Control, GPC(CLARKE; MOH-
TADI; TUFFS, 1987), todos para plantas lineares. Cabe ressaltar que, com excessão do
GPC, todas as outras são aplicáveis somente em plantas estáveis em malha aberta.

Em aplicações industriais para processos não lineares, existem atualmente, por exem-
plo, o NOVA (DYNAMIC Optimization Technology Products, 1996) e o Process Perfec-
tor (MARTIN, 1997), mas por serem tecnologias proprietárias, detalhes dos algoritmos
não existem na literatura.

Várias referências sobre o MPC quanto à teoria e aplicações industriais podem ser
vistos em (GARCÍA; PRETT; MORARI, 1989; QIN; BADGWELL, 1997; MORARI;
LEE, 1997; HENSON, 1998; ALLGÖWER et al., 1999; CAMACHO; BORDONS,1999;
QIN; BADGWELL, 2000; RAWLINGS, 2000; ROSSITER, 2003).

As primeiras versões do MPC na indústria não levavam em contaa estabilidade do
sistema em malha fechada, mas obviamente sabia-se que esta era uma questão impor-
tante. Propriedades associadas a um controle com horizonteinfinito eram garantidas res-
tringindo a aplicação para plantas estáveis em malha abertae escolhendo um horizonte
de predição suficientemente grande. Assim, estimulada pelogrande sucesso do MPC
na indústria, a comunidade acadêmica preocupou-se em abordar questões teóricas não

1Traduzido do original em inglês pelo autor.
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estudadas até então. Inicialmente, técnicas baseadas na teoria de Lyapunov foram negli-
genciadas, mas ganharam força com o trabalho de (CHEN; SHAW, 1982), que mostrou
que a função de custo de um problema de controle ótimo com horizonte finito pode ser
usada como uma função de Lyapunov para sistemas em tempo contínuo e sem restrições.
Em (KEERTHI; GILBERT, 1988), estes resultados foram estendidos para sistemas não
lineares em tempo discreto, variantes no tempo e com restrições. Depois destes trabalhos,
vários outros abordando estabilidade do MPC foram desenvolvidos, como por exemplo
(MAYNE; MICHALSKA, 1990; BITMEAD; GEVERS; WERTZ, 1990; MICHALSKA;
MAYNE, 1993; CHEN; ALLGÖWER, 1998; MAYNE et al., 2000)

3.3 Elementos Essenciais

Uma analogia do MPC pode ser feita ao ato de se dirigir um automóvel (CAMACHO;
BORDONS, 1999). O motorista sabe a trajetória de referência desejada para um horizonte
finito: seu campo de visão da estrada. Levando em conta as características do carro
(um modelo mentaldo carro e limitações de velocidade, aceleração e manobrabilidade)
bem como possíveis obstáculos na estrada (como buracos, cruzamentos e outros carros),
ele decidirá que ação tomar (aumentar ou diminuir a velocidade, girar a direção para
um lado ou para outro) a fim de que a desejada trajetória seja percorrida. Esta ação de
controle é então aplicada por um curto espaço de tempo e o procedimento se repete para
a próxima ação de controle, agora com o seu campo de visão atualizado. Observa-se que,
utilizando o modelo do carro, predições de comportamento são utilizadas, baseadas no
que o motorista está enxergando à sua frente.

Todas as versões de MPC possuem assim elementos comuns que podem ser esco-
lhidos de diferentes formas, conforme as necessidades e a aplicação. Estes elementos
são (CAMACHO; BORDONS, 1999):

• Modelo de predição.O modelo do processo é a peça-chave do MPC. Seu uso é
determinado pela necessidade de sepredizeros estados (ou saídas) do sistema em
instantes de tempo no futuro. As diferentes estratégias de controle preditivo podem
utilizar diferentes tipos de modelos para representar a relação entre as entradas de
controle e os estados (ou saídas) do sistema, como modelos por resposta ao im-
pulso (usado no MAC), resposta ao degrau (usado no DMC e QDMC), função de
transferência (usado no GPC) e espaço de estados (que será utilizado neste traba-
lho). A vantagem deste último é que a formulação do MPC pode ser estendida para
processos multivariáveis e não lineares de uma forma bastante direta.

Em situações realistas, onde geralmente existem diferenças entre o processo e seu
modelo, é preciso identificar também um modelo para as incertezas, sendo assim as
duas partes necessárias para a predição.

• Função de custo.É o critério de desempenho com relação ao qual será feita a
otimização da lei de controle. As várias formulações do MPC utilizam diferentes
tipos de função de custo. A idéia predominante é que esta função de custo é formada
por um somatório de termos dos estados (ou saídas) e das entradas de controle ao
longo do horizonte. Assim, a minimização desta função implica na minimização
do erro nas variáveis de estado e de controle. Esta função pode ainda incluir outros
termos como penalizações na variação do esforço de controlee custo terminal dos
estados.
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• Obtenção da lei de controle.Para se obter uma seqüência de valores ótimos das
variáveis de decisão dentro do horizonte de predição, realiza-se a minimização da
função de custo, ou seja, o cálculo do valor mínimo desta função através da ma-
nipulação das variáveis de decisão. Para fazer isso, usa-seo modelo do sistema
para calcular valores futuros dos estados ou das saídas. Geralmente as variáveis de
decisão são as entradas de controle. No caso não linear, tanto os estados quanto o
controle são variáveis de decisão. Se existirem restrições, a minimização da função
de custo precisa respeitá-las. A lei de controle é então dadaimplicitamente pelo
primeiro termo da seqüência calculada.

• Horizonte deslizante.Até a obtenção da lei de controle, o MPC funciona essencial-
mente como um método de controle em malha aberta: calcula umalei de controle
para o estado atual da planta através da minimização da função de custo. Entretanto,
em sua totalidade, a estratégia funciona em malha fechada, pois, através da aplica-
ção do controle calculado em cada instante de amostragem, osestados do sistema
são atualizados e o processo de otimização e do cálculo da leide controle se repete,
agora com o instante de amostragem deslocado em uma unidade para o futuro, o
que dá a característica de horizonte móvel ou deslizante.

Todas estas idéias são então expostas formalmente nas próximas seções.

3.4 Formulação do MPC Não Linear

Se o modelo do sistema é não linear ou se existirem restriçõesnão lineares a serem
respeitadas, o problema de minimização a ser resolvido em cada instante de amostragem é
não linear, configurando-se assim um MPC não linear (Nonlinear Model-based Predictive
Control, NMPC). No NMPC, as variáveis de decisão são as variáveis de estado ede
controle, e o comportamento dinâmico do sistema é respeitado através da imposição de
uma restrição não linear na forma do modelo deste sistema.

Assim, será considerado aqui um sistema com o seguinte modelo:

ẋ(t) = f(x(t),u(t)), (9)

ondex é o vetor de estados de ordemn, x ∈ R
n, u é o vetor de entradas de controle

de ordemm, u ∈ R
m e t é o tempo. Em tempo discreto, o modelo acima pode ser

representado pela seguinte equação de diferenças:

x(k + 1) = f(x(k),u(k)), (10)

ondek é o instante de amostragem,k = {k|k ∈ N, k ≥ 0}.
A função de custo a ser minimizada tem a forma

Φ(k) =

N2
∑

j=N1

xT (k + j|k)Qx(k + j|k) +
Nu
∑

j=1

uT (k + j|k)Ru(k + j|k), (11)

ondeN = N2 − N1 + 1 é ohorizonte de prediçãoe Nu é ohorizonte de controle. Q e
R são matrizes de ponderação utilizadas para penalizar o errode estado e o esforço de
controle, respectivamente, comQ ≥ 0 eR > 0.

Como dito anteriormente, na prática todo o sistema está sujeito a restrições, estas
podendo surgir quando da existência de basicamente três tipos de limitações:
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• Limites físicos. Quando existem barreiras físicas que não podem ser ultrapassadas,
como por exemplo, faixas de atuação de atuadores e sensores,vazão máxima de
tubulações, etc.;

• Limites de segurança. Limites que se ultrapassados podem levar a situações de
perigo, como explosões ou desastres ambientais;

• Limites operacionais. Relativos ao desempenho do sistema e à qualidade do pro-
duto final. São restrições que, eventualmente, podem ser violadas a fim de se pre-
servar as restrições relativas aos limites físicos ou de segurança.

Assim, definem-se, de uma forma geral, as seguintes expressões de restrição:

x(k + j|k) ∈ X, j ∈ [N1, N2]

u(k + j|k) ∈ U, j ∈ [0, Nu]

ondeX, fechado e convexo, é o conjunto dos possíveis valores para os estados do sistema
e U, compacto e convexo, é o conjunto das possíveis entradas de controle. Se forem
lineares com relação ax eu, as restrições podem ser escritas como:

Cx(k + j|k) ≤ c, j ∈ [N1, N2] (12)

Du(k + j|k) ≤ d, j ∈ [0, Nu] (13)

comC ∈ R
lx×n, c ∈ R

lx , D ∈ R
lu×m ed ∈ R

lu.
Assim, o problema de otimização a ser resolvido em cada instante de amostragemk

pode ser posto como encontrar uma seqüência de controleu⋆ e uma seqüência de estados
x⋆ tal que minimizem a função de custoΦ(k) e respeitem as restrições impostas, ou seja:

u⋆, x⋆ = arg min
u,x

{Φ(k)} (14)

sujeito a:

x(k|k) = x0,

x(k + j|k) = f(x(k + j − 1|k),u(k + j − 1|k)), j ∈ [N1, N2]

Cx(k + j|k) ≤ c, j ∈ [N1, N2]

Du(k + j|k) ≤ d, j ∈ [0, Nu]

ondex0 é a condição inicial, ou seja, o valor medido dex no instantek. O problema (14) é
então resolvido para cada instante de amostragemk, resultando em uma seqüência ótima
de controle

u⋆ = {u⋆(k|k),u⋆(k + 1|k),u⋆(k + 2|k), . . . ,u⋆(k + Nu|k)}, (15)

uma seqüência ótima de estados

x⋆ = {x⋆(k + N1|k),x⋆(k + N1 + 1|k),x⋆(k + N1 + 2|k), . . . ,x⋆(k + N2|k)} (16)

e um custo ótimoΦ⋆(k). Assim, a lei de controle do MPC é dada implicitamente pelo
primeiro termo da seqüênciau⋆:

h(δ) = u⋆(k|k), (17)
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ondeh(δ) é contínua dentro de cada período de amostragemT , δ ∈ [kT, (k + 1)T ). O
resto da seqüênciau⋆ é descartada. Logo, o sistema (9), em malha fechada, pode ser
escrito como:

ẋ(δ) = f(x(δ), h(δ)) (18)

No próximo instante de amostragem (k + 1), todo o procedimento se repete, agora
com os estados atualizados pela expressão (18) e uma janela de tempo deslocada em um
instante de amostragem para frente (horizonte deslizante). O comportamento do MPC ao
longo do horizonte pode ser visto genericamente na Figura 28.

O problema com otimizações não lineares é a sua não convexidade, existindo assim
vários mínimos locais, o que faz com que, geralmente, seja impossível achar um mínimo
global, gerando assim soluções sub-ótimas (HENSON, 1998).Ainda, o custo computaci-
onal é exponencialmente relacionado com o número de variáveis de decisão (HENRION;
LASSERRE, 2004). Assim, dependendo da rapidez da dinâmica ou de sua dimensão, a
aplicação do MPC em um sistema não linear pode tornar-se impraticável.

Em particular, neste trabalho, será utilizada a funçãofmincon do pacote de otimi-
zação do Matlab para a resolução de problemas de otimização não linear. Para a so-
lução de um problema de programação não linear2 (LUENBERGER, 1989), a função
fmincon utiliza o métodoQuasi-Newtoncom um procedimento de busca polinomial de
ordens quadrática e cúbica. Este método utiliza a formulação BFGS (BROYDEN, 1970;
FLETCHER, 1970; GOLDFARB, 1970; SHANNO, 1970) para calcular umaaproxima-
ção da matriz Hessiana em cada iteração do processo de otimização. Assim, resolve-se
um sub-problema através do métodoActive Set, chamado de Programação Quadrática
Sequencial (Sequential Quadratic Programming, SQP) (FLETCHER, 1981; GIL; MUR-
RAY; WRIGHT, 1970; HOCK; SCHITTKOWSKI, 1983) baseada em uma aproximação
quadrática da função Lagrangiana. A solução de cada SQP é então utilizada para calcular
uma direção de busca do ponto ótimo.

3.5 Formulação do MPC Linear

Se o modelo do sistema é linear e existirem apenas restriçõeslineares a serem res-
peitadas, pode-se formular o MPC de forma linear (Linear Model-based Predictive Con-
trol, LMPC). Assim, considerando as entradas de controle como as variáveis de decisão
e tendo-se um critério quadrático de minimização, pode-se transformar o problema de
minimização em um problema de programação quadrática, QP, para o qual algoritmos
numéricos robustos e eficientes existem. Problemas de otimização deste tipo têm a vanta-
gem, quando comparados com problemas não lineares, de seremconvexos, o que faz com
que sempre exista um mínimo global.

Assim, reescreve-se a expressão (10), referente ao modelo dinâmico do sistema, na
forma linear, discreta e invariante no tempo:

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k), (19)

ondeA é a matriz de transição de estados eB é a matriz que relaciona os estados com as
entradas de controle. Pode-se prever o estado do sistema para um instante de amostragem

2Um problema de programação não linear é um problema de otimização onde a função de custo a ser
minimizada e as restrições são não lineares.
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Figura 28: O controle preditivo.

j no futuro através da aplicação recursiva da expressão (19):

x(k + 1|k) = Ax(k|k) + Bu(k|k)

x(k + 2|k) = A2x(k|k) + ABu(k|k) + Bu(k + 1|k)

x(k + 3|k) = A3x(k|k) + A2Bu(k|k) + ABu(k + 1|k) + Bu(k + 2|k)

...

x(k + j|k) = Ajx(k|k) +

j−1
∑

i=0

Aj−1−iBu(k + i|k)

Sem perda de generalidade e a fim de simplificar a formulação matemática, escolhe-
se, na expressão (11),N1 = 1, N2 = N e Nu = N − 1 e tem-se a seguinte função de
custo:

Φ(k) =
N

∑

j=1

xT (k + j|k)Qx(k + j|k) + uT (k + j − 1|k)Ru(k + j − 1|k)

Definido os seguintes vetores:

x̄(k + 1|k) =











x(k + 1|k)
x(k + 2|k)

...
x(k + N |k)











e ū(k|k) =











u(k|k)
u(k + 1|k)

...
u(k + N − 1|k)











,

pode-se reescrever a função de custo como:

Φ(k) = x̄T (k + 1|k)Q̄x̄(k + 1|k) + ūT (k|k)R̄ū(k|k),
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onde

Q̄ =











Q 0 · · · 0

0 Q · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Q











e R̄ =











R 0 · · · 0

0 R · · · 0
...

...
. ..

...
0 0 · · · R











Fazendo
x̄(k + 1|k) = Āx(k|k) + B̄ū(k|k),

onde

Ā =















A

A2

...
AN−1

AN















e B̄ =















B 0 0 · · · 0

AB B 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

AN−2B AN−3B AN−4B · · · 0

AN−1B AN−2B AN−3B · · · B















,

tem-se que:

Φ(k) =
(

xT (k|k)ĀT + ūT (k|k)B̄T
)

Q̄
(

Āx(k|k) + B̄ū(k|k)
)

+ ūT (k|k)R̄ū(k|k)

e

Φ(k) = xT (k|k)ĀT Q̄Āx(k|k) + xT (k|k)ĀT Q̄B̄ū(k|k)+

+ ūT (k|k)B̄T Q̄Āx(k|k) + ūT (k|k)B̄T Q̄B̄ū(k|k) + ūT (k|k)R̄ū(k|k)

Os termos quadráticos em̄u(k|k) são:

ūT (k|k)B̄T Q̄B̄ū(k|k) + ūT (k|k)R̄ū(k|k) = ūT (k|k)
(

B̄T Q̄B̄ + R̄
)

ū(k|k)

=
1

2
ūT (k|k)H̄ū(k|k),

os termos lineares em̄u(k|k) são:

xT (k|k)ĀT Q̄B̄ū(k|k) + ūT (k|k)B̄T Q̄Āx(k|k) = 2xT (k|k)ĀT Q̄B̄ū(k|k)

= fT ū(k|k)

e o termo independente dēu(k|k) é xT (k|k)ĀT Q̄Āx(k|k). Assim, a função de custo
pode ser escrita em uma forma quadrática padrão:

Φ(k) =
1

2
ūT (k|k)H̄ū(k|k) + fT ū(k|k) + g, (20)

com

H = 2
(

B̄T Q̄B̄ + R̄
)

f = 2B̄T Q̄Āx(k|k)

g = xT (k|k)ĀT Q̄Āx(k|k)

e g é independente dēu(k|k) e não importa para o problema de minimização. Assim,
define-se

Φ′(k) =
1

2
ūT (k|k)H̄ū(k|k) + fT ū(k|k) (21)
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A expressão (21) é a forma padrão para se aplicar um algoritmode QP (LUENBER-
GER, 1989). Assim, o seguinte problema de otimização é resolvido em cada instante de
amostragemk:

u⋆ = arg min
u

{Φ′(k)} (22)

sujeito a:
Du(k + j|k) ≤ d, j ∈ [0, N − 1]

Nota-se que agora, ao contrário do NMPC, a única variável de decisão existente, utili-
zada para minimizarΦ′(k), é a entrada de controleu. Assim, todas as restrições a serem
respeitadas precisam ser escritas com relação a esta variável. Ainda, a dinâmica linear
do sistema (19) e a condição inicialx(k|k) = x0 estão embutidas na forma quadrática da
função de custo, expressão (20). Este fato simplifica de forma significativa o processo de
minimização, diminuindo consideravelmente o esforço computacional.

A minimização deΦ′(k) leva a uma seqüência ótima de controle

u⋆ = {u⋆(k|k),u⋆(k + 1|k),u⋆(k + 2|k), . . . ,u⋆(k + N − 1|k)}

e um custo ótimoΦ⋆(k) = Φ′⋆(k) + g. A lei de controle do MPC é dada implicitamente
pelo primeiro termo da seqüênciau⋆:

h(δ) = u⋆(k|k),

ondeh(δ) é contínua dentro de cada período de amostragemT , δ ∈ [kT, (k + 1)T ). O
resto da seqüênciau⋆ é descartada. O sistema em malha fechada pode então ser escrito
em tempo contínuo como:

ẋ(δ) = Ax + Bh(δ)

Conforme mencionado, o problema de otimização (22) a ser resolvido em cada ins-
tante de amostragem neste caso é um problema de Programação Quadrática, ou seja, o
critério a ser minimizado é quadrático e as restrições são lineares. A vantagem deste tipo
de problema é que o mesmo é convexo e para isto algoritmos eficientes e confiáveis exis-
tem. Em geral, estes algoritmos são baseados na solução das equações de Kuhn-Tucker
que, neste caso, dão condições necessárias e suficientes de otimalidade (LUENBERGER,
1989).

Em particular, neste trabalho será utilizada a funçãoquadprog do pacote de otimi-
zação do Matlab para a solução de problemas de QP. Esta funçãosoluciona o problema
de otimização de otimização através do métodoActive Set, ou método de projeção (GIL;
MURRAY; WRIGHT, 1970). Uma solução inicial factível é calculadaatravés da solução
de um problema simplificado de Programação Linear (Linear Programming, LP). Em um
segundo momento, é gerada uma seqüência iterativa de pontosfactíveis que convergem
para a solução Com o métodoActive Set, a função de custo é minimizada em cada itera-
ção com relação a um sub-conjunto de restrições localmente ativas, até que o algoritmo
encontre a soluçãó final.

3.6 MPC Aplicado a Robôs Móveis

Como dito anteriormente, trabalhos envolvendo MPC de robôs móveis não holonômi-
cos são relativamente raros e esparsos. Alguns são descritos brevemente a seguir.

Em (OLLERO; AMIDI, 1991) o GPC é aplicado ao problema de seguimento de ca-
minho do robô CMU NavLab. Um modelo CARIMA (Controlled Autoregressive and
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Moving Average) em coordenadas locais linearizadas do robô é utilizado para o cálculo
da distância do robô a uma trajetória de referência. O controle é realizado apenas através
da velocidade angular, considerando que a velocidade linear permanece constante. Como
o modelo utilizado é linear, trajetórias de aproximação do veículo à referência tornam-se
necessárias quando o erro de orientação é muito grande. A função de custo envolve o erro
de posição e orientação em coordenadas locais e incrementosdo controle e uma restrição
na velocidade linear de 30km/hé imposta.

Em (GÓMEZ-ORTEGA; CAMACHO, 1996), algoritmos genéticos são utilizados
para a otimização não linear, a fim de diminuir o esforço computacional e tornando possí-
vel assim a aplicação em tempo-real. O problema de rastreamento de trajetória é resolvido
para um robô com modelo não linear e acionamento diferencial. A novidade neste tra-
balho é a inclusão, na função de custo, de um termo que penaliza a proximidade entre o
robô e obstáculos fixos no ambiente. Assim, uma trajetória dereferência é previamente
calculada, levando em consideração apenas obstáculos conhecidos. O problema de rastre-
amento é então resolvido, agora então com obstáculos inesperados presentes no ambiente.
O algoritmo foi aplicado ao robô LABMATE.

Em (YANG et al., 1998) um controle preditivo inteligente é desenvolvido. Um modelo
cinemático em redes neurais é utilizado para a predição dos estados, onde as entradas de
controle são as velocidades linear e angular. O tipo de robô utilizado é parecido com um
carro, com duas rodas frontais orientáveis e duas rodas não-orientáveis traseiras motori-
zadas. Para corrigir erros existentes entre o modelo de predição e o robô real, uma rede
neural é utilizada para ajustar este modelo de formaon-line. A função de custo envolve
termos de erro entre a postura atual e a de referência e de esforço de controle. O problema
de seguimento de caminho é resolvido e aplicado ao robô THMR-III.

(NORMEY-RICO; GÓMEZ-ORTEGA; CAMACHO, 1999) destaca algumas vanta-
gens da utilização do MPC para o seguimento de caminho de robôs móveis, como por
exemplo: a trajetória é previamente conhecida; o caminho percorrido é suave; há um au-
mento na autonomia do robô, já que o esforço de controle é minimizado. Este trabalho
utiliza o GPC sem restrições para o seguimento de caminho de um modelo linearizado em
coordenadas locais do robô, onde a velocidade linear é constante, a entrada de controle
é a velocidade angular e as saídas são a orientação global e a posiçãoy em coordenadas
locais. A existência de atrasos de transporte no modelo é considerada. Através de um
preditor de Smith, obtém-se um aumento da robustez do sistema em malha fechada. Um
novo algoritmo de controle preditivo (Smith-Predictor Generalized Predictive Control,
SPGPC) é então proposto e aplicado ao robô LABMATE.

(ESSEN; NIJMEIJER, 2001) desenvolve um algoritmo não linearde MPC em espaço
de estados aplicado a um robô móvel com acionamento diferencial para a estabilização
em uma postura fixa e rastreamento de trajetória. Seu método éentão comparado com leis
de controle variantes no tempo e descontínuas, mostrando a eficiência do MPC. Algumas
modificações na função de custo são propostas, a fim de aumentar a taxa de convergência
sem restrições adicionais, entretanto detalhes do algoritmo não são fornecidos. Segundo
afirmam os autores, os resultados de simulação mostram que não é possível a aplicação do
MPC não linear em robôs móveis, dado o alto custo computacional necessário. O tempo
para a solução do problema de otimização é cerca de 500 vezes maior que o permitido
a uma aplicação em tempo-real, quando o algoritmo é executado em Matlab com um
Pentium III de 500MHz. Entretanto, é claro que este tempo pode ser minimizado com
processadores mais rápidos e com algoritmos em linguagem C, por exemplo.

Em alguns dos trabalhos citados acima, um modelo linear do robô em coordenadas
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locais é utilizado. Esta escolha é vantajosa pois permite o uso de algoritmos de otimiza-
ção convexos e diminui consideravelmente o esforço computacional necessário. Entre-
tando, para o modelo linear ser válido, é necessário assumirque o incremento de orienta-
ção mantém-se pequeno para cada instante de amostragem (NORMEY-RICO; GÓMEZ-
ORTEGA; CAMACHO, 1999). Sendo assim, este modelo não é válido para grandes
variações de orientação e trajetórias de aproximação precisam ser usadas quando o robô
encontra-se com uma orientação muito diferente da orientação de referência.

A presente dissertação tem como objetivo abranger tanto o problema de estabiliza-
ção em uma postura fixa quanto o de rastreamento de trajetóriapara um robô móvel não
holonômico dotado de rodas e com acionamento diferencial. No próximo capítulo o pri-
meiro problema é resolvido através de um algoritmo de controle preditivo não linear.
Alguns resultados mostrados em (ESSEN; NIJMEIJER, 2001) sãomelhorados através de
uma transformação em coordenadas polares da função de custoa ser minimizada. No
Capítulo 5, o segundo problema é tratado, primeiramente de forma não linear. Após isso,
uma outra abordagem é desenvolvida, utilizando-se agora ummétodo de linearizações
sucessivas ao longo da trajetória de referência.
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4 MPC DE ROBÔS MÓVEIS: ESTABILIZAÇÃO EM UM
PONTO

4.1 Introdução

É bem conhecido o resultado do Teorema de Brockett (BROCKETT, 1982) em que
não existe uma realimentação de estados suave e invariante no tempo que estabilize um
sistema não holonômico sem deriva em uma dada postura fixa. Este problema pode ser
resolvido através do MPC, que gera uma lei de controle (implícita) não suave, que pode
ser então aplicada ao sistema em questão. As vantagens do MPCjá foram descritas no
capítulo anterior e em alguns dos trabalhos citados e serão abordadas agora através de
extensivos resultados de simulação.

Primeiramente o NMPC é desenvolvido considerando-se uma função de custo em co-
ordenadas cartesianas. Após, uma transformação em coordenadas polares é introduzida.
As próximas seções tratam da inclusão de restrições nas entradas de controle e nas variá-
veis de estado. Após, testes comparativos com as leis clássicas de controle (Seção 2.4)
são vistas, mostrando as significativas vantagens do NMPC para a estabilização do robô
na origem. Por fim, algumas considerações importantes acerca do custo computacional
do NMPC são mostradas na última seção.

Os algoritmos utilizados neste capítulo foram desenvolvidos em Matlab utilizando a
funçãofmincon para a solução do problema de otimização não linear.

4.2 Formulação do Problema

O objetivo aqui é fazer com que o robô estabilize em um ponto fixo do espaço de
configuração, ou seja, fazer com que

x(k) − xref = 0, (23)

ondexref = [xref yref θref ]
T . Sem perda de generalidade, comumentexref é conside-

rado a origem.
O MPC é resolvido em tempo discreto. Assim, discretizando o modelo cinemático (2)

pelo método de Euler, coṁx ≈ x(k+1)−x(k)
T

, tem-se que:










x(k + 1) = x(k) + v(k) cos θ(k)T

y(k + 1) = y(k) + v(k) sen θ(k)T

θ(k + 1) = θ(k) + w(k)T

, (24)

ou, em uma forma mais compacta,

x(k + 1) = f(x(k),u(k)),
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comx(k) = [x(k) y(k) θ(k)]T eu(k) = [v(k) w(k)]T . Neste trabalho, considera-se que
não existe diferença entre o sistema real e o modelo e que todos os estados estão sempre
disponíveis para medida.

4.3 Função de Custo em Coordenadas Cartesianas

Nesta seção o NMCP é resolvido através da solução do seguinte problema de otimi-
zação em cada instante de amostragemk:

u⋆, x⋆ = arg min
u,x

{Φ(k)}

sujeito às restrições referentes à dinâmica do sistema (24)e da condição inicial1:

x(k|k) = x0,

x(k + j|k) = f(x(k + j − 1|k),u(k + j − 1|k)),

e assumindo queN1 = 1, N2 = N eNu = N−1 na expressão (11), tem-se quej ∈ [1, N ]
e a seguinte função de custo é utilizada:

Φ(k) =
N

∑

j=1

xT (k + j|k)Qx(k + j|k) + uT (k + j − 1|k)Ru(k + j − 1|k) (25)

Assim, considera-se os seguintes parâmetros de sintonia:

N = 5, Q =





1 0 0
0 1 0
0 0 0.5



 , R =

[

0.1 0
0 0.1

]

,

de forma a se obter uma ponderação maior no erro de estado do que no erro de controle
e também compensar a diferença de escala existente entre os estados de posição e de
configuração2. A condição inicial do robô é dex0 = [−0, 2 3 0]T . Obtém-se assim os
resultados mostrados nas Figuras 29 a 32.

1Conforme mencionado anteriormente, o modelo cinemático daexpressão (2) é suficiente para capturar
as características não holonômicas do sistema. Assim, a restrição não holonômica da expressão (3) não
precisa ser incluída no MPC. As restrições lineares referentes ax e u, respectivamente expressões (12) e
(13), serão consideradas nas Seções 4.5 e 4.6.

2Os estados de posição têm unidade em metros, enquanto que o estado de orientação é medido em
radianos.
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Figura 29: Trajetória no planoXY . NMPC com função de custo em coordenadas carte-
sianas.
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Figura 30: Estadosx, y e θ. NMPC com função de custo em coordenadas cartesianas.

A condição final éxf = [0 0, 91 0]T . Nota-se um grande erro em regime permanente
na variável de estadoy (Figuras 29 e 30) (as outras variáveis convergem para a origem).
Uma possível explicação para este fato é que ambos os estadosx e y dependem da ve-
locidade linearv. Assim, quandox e v são minimizados, a função de custo atinge um
valor (uma curva de nível da função de custo) que assume ser o seu mínimo, pelo me-
nos com relação ax e v. Assim, para minimizary, v e Φ teriam que aumentar de valor,
o que não é possível dado ao comportamento monotônico da função de custo, ou seja,
Φ(k) ≤ Φ(k − 1) (Figura 32).
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Figura 31: Entradas de controlev e w. NMPC com função de custo em coordenadas
cartesianas.
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Figura 32: Função de custoΦ. NMPC com função de custo em coordenadas cartesianas.

Na Figura 31 nota-se que os limite de velocidade, para o robô Twil, são ultrapassados3.
Para prevenir isto, restrições na amplitude dos sinais de controle serão consideradas na
Seção 4.5.

O aumento do horizonte de predição parece fazer o erro diminuir assintoticamente
(Figura 33). Por outro lado, deseja-se que o horizonte seja omenor possível, já que o seu
tamanho é o principal responsável, neste caso, pelo crescimento do custo computacional
(vide Seção 4.8).

3Conforme definido no Apêndice A, os valores limites parav e w são de±0, 4712 m/s e
±3, 7699 rad/s, respectivamente.
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Figura 33: Efeito do aumento do horizonteN no erro em regime permanente do estado
y. Linha contínua:N = 5; linha tracejada:N = 10; linha traço-ponto:N = 20; linha
pontilhada:N = 50.

Além disso, outra alternativa para contornar este problemaseria aumentar o peso na
variávely através da matrizQ na função de custo da expressão (25). Entretanto, se o
ponto de equilíbrio tiver sua orientação deslocada emπ/2, o problema de erro em regime
permanente se transfere para a variávelx, como pode ser observado pela Figura 34.
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Figura 34: Trajetória no planoXY . O ponto de equilíbrio é agoraxref = [0 0 π/2]T .

Os parâmetros usados no MPC para o caso acima são os mesmos do caso anterior,
exceto pela matriz de ponderaçãoQ e pelo ponto de equilíbrio, que agora são

Q =





1 0 0
0 50 0
0 0 0, 5



 , xref =





0
0

π/2




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A condição final dos estados para o caso apresentado acima é dexf = [−0, 83 0 π/2]T .
Observa-se então claramente que o erro em regime permanenteantes existente na variável
de posiçãoy transfere-se parax quando da rotação do ponto de equilíbrio emπ/2, dada a
simetria existente entre estas duas variáveis.

Sendo assim, torna-se necessária outra forma de fazer com que todos os estados con-
virjam para a origem, sem o aumento do horizonte de predição.

Ao invés da adição de uma restrição terminal, como por exemplo x(k + N |k) = 0 (o
que pode tornar o problema de otimização não factível), em (ESSEN; NIJMEIJER, 2001)
é proposta uma modificação na função de custo a ser minimizada:

Φ(k) =
N−1
∑

j=1

xT (k+j|k)Q(j)x(k+j|k)+
N−1
∑

j=0

uT (k+j|k)Ru(k+j|k)+Ω(x(k+N |k)),

(26)
onde a matriz de ponderaçãoQ(j) agora cresce exponencialmente dentro do horizonte e
Ω(x(k + N |k)) é o chamadocusto terminal,

Ω(x(k + N |k)) = xT (k + N |k)Px(k + N |k)

eP é uma matriz tal que aumenta o peso dos estados no final do horizonte, fazendo com
quex(k + N |k) se aproxime mais da origem. Aqui, escolhe-se

Q(j) = 2j−1Q, P = 50Q(N),

e

Q =





1 0 0
0 1 0
0 0 0.5



 , R =

[

0.1 0
0 0.1

]

Os resultados são mostrados abaixo, para uma condição inicial do robô dex0 =
[−0, 2 3 0]T .
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Figura 35: Trajetória no planoXY . NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001).
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Figura 36: Estadosx, y e θ. NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001)
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Figura 37: Entradas de controlev ew. NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001)

A condição final agora é dexf = [0 − 0.003 0]T . Pelos gráficos acima, observa-
se uma grande diminuição do erro no estadoy. Apesar de o esforço de controle ter
aumentado, o tempo de convergência também diminuiu bastante. No primeiro caso, o
robô leva cerca de 4 segundos para convergir para a sua configuração final. Agora, isto
acontece em pouco mais de um segundo.

Na Figura 38 é mostrado um detalhe da origem no planoXY . Observa-se que, apesar
de o erro emy diminuir, ele não é nulo. Nas Figuras 39 e 40, é mostrado o comportamento
do robô para diversas configurações iniciais e orientação inicial θ0 = 0 rad.
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Figura 38: Detalhe da origem no planoXY . NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001)
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Figura 39: Comportamento do robô no planoXY para várias posições de saída eθ0 =
0 rad. NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001)
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Figura 40: Detalhe da origem no planoXY para várias posições de saída eθ0 = 0 rad.
NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001)

4.4 Função de Custo em Coordenadas Polares

Foi visto que, com as modificações apresentadas em (ESSEN; NIJMEIJER, 2001),
é possível diminuir consideravelmente o erro em regime permanente existente em um
dos estados de configuração. Entretanto, um erro de cerca de 0,003 m emy parece ser
persistente, pelo menos nos casos apresentados.

E mais, ainda existe uma simetria entre os estadosx ey, ambos dependendo da mesma
entrada de controle. Para resolver isto, uma transformaçãode coordenadas do modelo ci-
nemático do robô é utilizada. Em (LAGES; HEMERLY, 1998), a seguinte transformação
descontínua em coordenadas polares é introduzida (Figura 41):

e =
√

x2 + y2

φ = atan2(y, x)

α = θ − φ

e o modelo cinemático do robô nesta base transforma-se em:


















ė = v cos α

φ̇ = v
sen α

e

α̇ = −v
sen α

e
+ w

(27)

onde o vetor de estados éxp = [e φ α]T e u = [v w]T são as entradas de controle
(velocidades linear e angular).

(LAGES; HEMERLY, 1998) propõe também a seguinte função de Lyapunov que es-
tabiliza o sistema (27) na origem:

V =
1

2

(

λe2 + hφ2 + α2
)

, (28)

ondeλ eh são constantes positivas.
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Figura 41: Coordenadas polares para o robô com acionamento diferencial.

Esta função de Lyapunov pode então ser utilizada como funçãode custo (CHEN;
SHAW, 1982). Reescrevendo a expressão (28) em uma forma quadrática,

V = xT
p Qpxp, Qp =





1
2
λ 0 0
0 1

2
h 0

0 0 1
2





e incluindo um termo de penalização do controle, tem-se a seguinte função de custo para
o sistema em coordenadas polares:

Φp(k) =
N

∑

j=1

xT
p (k + j|k)Qpxp(k + j|k) + uT (k + j − 1|k)Ru(k + j − 1|k) (29)

considera-se então o seguinte problema de NMPC:

u⋆, x⋆ = arg min
u,x

{Φp(k)}

sujeito à:

x(k|k) = x0,

x(k + j|k) = f(x(k + j − 1|k),u(k + j − 1|k)), j ∈ [1, N ]

e com os seguintes parâmetros:

N = 5, λ = 2, h = 2, R =

[

0.1 0
0 0.1

]

,

obtendo-se os resultados que seguem, para uma condição inicial dex0 = [−0.2 3 0]T :
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Figura 42: Trajetória no planoXY . NMPC com função de custo em coordenadas polares.
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Figura 43: Estadosx, y e θ. NMPC com função de custo em coordenadas polares.

Então, observa-se que, com a transformação em coordenadas polares na função de
custo, sem aumentar o horizonte de predição e sem adição de outros termos, todos os
estados convergem assintoticamente para a origem, sem apresentar erro em regime per-
manente. Neste caso, o robô estabiliza exatamente na origem.

O motivo pelo qual o uso de uma função de custo em coordenadas polares resolve o
problema apresentado no início deste capítulo ainda está emestudo. Entretanto, com base
nos resultados, pode-se conjecturar o seguinte:

• Em (LAGES; HEMERLY, 1998) é visto que a convergência de um dos estados em
coordenadas polares para zero faz com que todas as outras variáveis de estado tam-
bém convirgam para zero. Assim, uma possível proposição é que esta propriedade
também se estende para o caso do NMPC apresentado aqui;
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Figura 44: Entradas de controlev e w. NMPC com função de custo em coordenadas
polares.
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Figura 45: Função de custoΦ. NMPC com função de custo em coordenadas polares.
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Figura 46: Detalhe na origem do planoXY . NMPC com função de custo em coordenadas
polares.
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• Com uma função de custo em coordenadas cartesianas, devido àsrestrições referen-
tes ao modelo do sistema, o ponto ótimo encontrado pelo algoritmo de otimização
não é único, fazendo com que o valor da função de custo fique preso em alguma
curva de nível não nula. Com a mudança de base da função de custopara coor-
denadas polares, a estrutura da função de custo é modificada eprovavelmente este
problema é eliminado.

4.5 MPC com Restrições no Controle

Até aqui, a única restrição imposta no problema de otimização foi aquela referente
à dinâmica do modelo cinemático do robô. Nesta seção, serão inseridos limites nas am-
plitudes das entradas de controle, a serem respeitados durante a minimização da função
de custo. Levando em conta as características do robô Twil, definidas no Apêndice A,
pode-se formular as seguintes restrições nas amplitudes das velocidades linear e angular:

−v ≤ v ≤ v, v = 0, 4712 m/s

−w ≤w ≤ w, w = 3, 7699 rad/s

Fazendou = [v w]T , tem-se que−u ≤ u ≤ u. Esta restrição pode ser reescrita na
forma da desigualdadeDu ≤ d (expressão (13)) com:

D =

[

I

−I

]

e d =

[

u

u

]

, (30)

ou seja,








1 0
0 1
−1 0
0 −1









[

v
w

]

≤









0, 4712 m/s
3, 7699 rad/s
0, 4712 m/s
3, 7699 rad/s









Assim, tem-se o seguinte problema de otimização para o robô,utilizando a função de
custo (29) em coordenadas polares:

u⋆, x⋆ = arg min
u,x

{Φp(k)}

sujeito à:

x(k|k) = x0,

x(k + j|k) = f(x(k + j − 1|k),u(k + j − 1|k)), j ∈ [1, N ]

Du(k + j|k) ≤ d, j ∈ [0, N − 1]

comD ed definidos pela expressão (30). Com os seguintes parâmetros desintonia:

N = 5, λ = 2, h = 2, R =

[

0.1 0
0 0.1

]

,

obtém-se então os seguintes resultados, para uma condição inicial dex0 = [−0.2 3 0]T :
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Figura 47: Trajetória no planoXY . NMPC com função de custo em coordenadas polares.
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Figura 48: Estadosx, y e θ. NMPC com função de custo em coordenadas polares.

O ponto mais importante a ser ressaltado aqui é o de que a função de custo foi mini-
mizada respeitando-se as restrições de amplitude das entradas de controle impostas pela
expressão (30) nas velocidades linear e angular, o que pode ser claramente observado no
gráfico da Figura 49.

Obviamente que, por causa destas restrições, as velocidades desenvolvidas estão muito
abaixo das apresentadas nos casos anteriores, e por isso o robô demora um tempo maior
para chegar ao seu objetivo. Por exemplo, no caso sem restrições da Figura 43 observa-se
que o robô chega à origem em cerca de 4 segundos, o que agora acontece em pelo menos
o dobro desse tempo.
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Figura 49: Entradas de controlev e w. NMPC com função de custo em coordenadas
polares.
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Figura 50: Função de custoΦ. NMPC com função de custo em coordenadas polares.

A seguir, é feita uma comparação entre este último caso, com afunção de custo em
coordenadas polares da expressão (29), o caso do NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001)
(função de custo da espressão (26)) e o caso com a função de custo original, em coorde-
nadas cartesianas da expressão (25), sem a adição do custo terminal e com uma matriz
Q constante. Os resultados de cada caso são representados, nos gráficos das Figuras 51
e 52, pelas linhas contínuas e tracejadas e traço-ponto, respectivamente. A matrizQ
(Q = diag(1; 1; 0, 5)) e todos os parâmetros de sintonia são os mesmos para os três casos.
A condição inicial do robô éx0 = [3 6 0]T .
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Figura 51: Trajetória no planoXY . Linha contínua: NMPC com função de custo em co-
ordenadas polares; linha tracejada: NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001); linha traço-
ponto: NMPC com função de custo em coordenadas cartesianas.
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Figura 52: Estadosx, y e θ. Linha contínua: NMPC com função de custo em coordena-
das polares; linha tracejada: NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001); linha traço-ponto:
NMPC com função de custo em coordenadas cartesianas.

Observa-se então que existe um grande erro na variávely quando se usa a função
de custo original, fato já constatado nos primeiros casos apresentados neste capítulo.
A condição final para o NMPC com função de custo em coordenadaspolares éx0 =
[0 0 0]T , x0 = [0 0, 003 0]T para o NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001) e de
x0 = [−0, 0022 1, 4407 0, 0014]T para o NMPC com função de custo original. Ainda, a
Figura 53 mostra que o esforço de controle é bem menor quando afunção de custo é es-
crita em coordenadas polares. Todos os casos respeitam os limites impostos (Figura 53),
mesmo com uma condição inicial relativamente longe da origem, se comparado com os
casos anteriores.
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Figura 53: Entradas de controlev e w. Linha contínua: NMPC com função de custo
em coordenadas polares; linha tracejada: NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001); linha
traço-ponto: NMPC com função de custo em coordenadas cartesianas.
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Figura 54: Função de custoΦ. Linha contínua: NMPC com função de custo em coordena-
das polares; linha tracejada: NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001); linha traço-ponto:
NMPC com função de custo em coordenadas cartesianas.

4.6 MPC Com Restrições no Controle e no Estado

Nesta seção será mostrado um exemplo ilustrativo onde o objetivo é fazer com que o
robô cruze um corredor sem tocar nas paredes. A existência derestrições de amplitude nas
entradas de controle e nas variáveis de estado é então considerada. Assim, na Figura 55
tem-se o espaço de configuração, no planoXY , no qual está inserido o robô.

Os polígonos cinzas indicam a existência de paredes, ou seja, pontos onde o robô é
impedido de cruzar.

De uma forma geral, a seguinte restrição na amplitude dos estados é formulada:

x(k + j|k) ∈ X, j ∈ [0, N ],

ondeX é um conjunto convexo de possíveis estados e contém o ponto deequilíbrio em
seu interior (MAYNE et al., 2000). Entretanto, nota-se na Figura 55 que a região de
configuração no planoXY não é mais convexa, dada a existência das paredes do corredor.
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Figura 55: Espaço de configuração no planoXY : um corredor em "L".

Para que o problema de otimização utilizado aqui possa ser resolvido, as restrições
sobre os estados de configuração precisam ser convexas. Istopode ser feito através da
divisão da região de configuração em diferentes semi-espaços, aplicando então uma es-
tratégia depontos de passagem, ou seja, dependendo da posição do robô um conjunto
diferente de restrições convexas é considerado no problemade otimização. Considera-se
ainda um ponto de referência diferente para cada uma destes semi-espaços. Assim, pro-
blemas de otimização diferentes são resolvidos, dependendo da posição inicial onde que
se encontra o robô.

Para a região apresentada na Figura 55, considera-se a existência de dois sub-espaços
H1 eH2 com fronteira determinada pela retax = −1:

H1 = {x(k + j|k) ∈ R; x(k|k) < −1},

H2 = {x(k + j|k) ∈ R; x(k|k) ≥ −1}

Assim, dentro de cada um desses sub-espaços, definem-se as sub-regiõesX1 ⊆ X e
X2 ⊆ X tais que:

X = X1 ∪ X2

Como dito, a fronteira entre estas sub-regiões éx = −1, ou seja,

x ∈ X1, se x(k|k) < −1,

x ∈ X2, se x(k|k) ≥ −1,

ou, reescrevendo na forma da desigualdade (12),

Cx ≤ c1, se x(k|k) < −1, (31)

Cx ≤ c2, se x(k|k) ≥ −1 (32)

e os pontos de equilíbrio emX1 eX2 são, respectivamente,

xref,1 =





0
4
0



 , e xref,2 =





0
0
0




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No caso considerado, tem-se que:

X1 = {x | x(k + j|k) ≤ −1; 3 ≤ y(k + j|k) ≤ 5} (33)

X2 = {x | − 1 ≤ x(k + j|k) ≤ 1; y(k + j|k) ≤ 5} (34)

então,C, c1 ec2 em (31) e (32) são

C =

[

I

−I

]

, c1 =

















−1
5
∞
∞
−3
∞

















, c2 =

















1
5
∞
1
∞
∞

















,

onde∞ indica que a variável correspondente não possui restrição.
Assim, enquanto o robô estiver se movimentando dentro do semi-espaço H1, as res-

trições a serem consideradas sobre os estados serão dadas por X1, o seu objetivo será
estabilizar emxref,1 respeitando as restrições de estado referentes à expressão(33). Atin-
gido um ponto pertencente ao semi-espaço H2, as restrições sobre os estados passam a ser
descritas porX2, o objetivo será então estabilizar na origem respeitando-se as restrições
referentes à expressão (34).

Assim, o MPC, para este caso, é resolvido da seguinte maneira,para cada instante de
amostragemk:

u⋆, x⋆ = arg min
u,x

{Φp(k)}

sujeito à:

x(k|k) = x0,

x(k + j|k) = f(x(k + j − 1|k),u(k + j − 1|k)), j ∈ [1, N ]

Cx(k + j|k) ≤ c1, se x(k|k) < −1, j ∈ [0, N ]

Cx(k + j|k) ≤ c2, se x(k|k) ≥ −1, j ∈ [0, N ]

Du(k + j|k) ≤ d, j ∈ [0, N − 1]

com a seguinte função de custo:

Φp(k) =
N

∑

j=1

x̃T
p (k + j|k)Qpx̃p(k + j|k) + uT (k + j − 1|k)Ru(k + j − 1|k),

onde

x̃p =





ẽ

φ̃
α̃



 =





√

(x − xref,i)2 + (y − yref,i)2

atan2(y − yref,i, x − xref,i)
θ − θref,i − φ



 , i = 1, 2

Então, com

N = 5, λ = 2, h = 2, R =

[

0.1 0
0 0.1

]

,

obtém-se os seguintes resultados, para um condição inicialdex0 = [−4 4 π]T :
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Figura 56: Trajetória no planoXY . NMPC com função de custo em coordenadas polares.
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Figura 57: Estadosx, y e θ. NMPC com função de custo em coordenadas polares.

Nota-se então pelas Figuras 56 a 59 que o resultado é bastantesatisfatório. A condição
final é do robôxf = [0 0 0]T . o movimento do robô é bastante suave e o choque com
as paredes do corredor é evitado com sucesso. As restrições de amplitude das entradas
de controle são respeitadas. Observa-se também na Figura 59que, como o ponto ao qual
o robô deve convergir muda durante o percorrer da trajetória, a função de custo não é
monotonicamente decrescente.

Agora, da Figura 60, observa-se que, se não existissem as restrições nos estadosx ey,
o robô iria de encontro à parede (linha tracejada do gráfico),provocando seu choque com
a mesma.

E na Figura 61 é mostrado um caso semelhante ao anterior, mas agora com o corredor
invertido em relação ao eixoY e com condição inicial emx0 = [4 4.3 π]T .
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Figura 58: Entradas de controlev e w. NMPC com função de custo em coordenadas
polares.
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Figura 59: Função de custoΦ. NMPC com função de custo em coordenadas polares.
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Figura 60: Trajetória no planoXY . NMPC com função de custo em coordenadas polares.
Linha contínua: com restrições nos estados; Linha tracejada: sem restrições nos estados.
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Figura 61: Trajetória no planoXY . NMPC com função de custo em coordenadas polares.

4.7 Análises Comparativas

Nesta seção várias análises comparativas serão mostradas.Primeiramente as duas
técnicas de NMPC desenvolvidas durante este capítulo serãomostradas, e após as com-
parações serão feitas entre o NMPC com função de custo em coordenadas polares e com
restrição de amplitude nas entradas de controle e as leis de controle variantes no tempo e
não suaves apresentadas das Seções 2.4.1 e 2.4.2.

Dentro desta seção, a restrição nas entradas de controle da expressão (30) é conside-
rada e os seguintes parâmetros são utilizados no NMPC com função de custo em coorde-
nadas polares:λ = 2, h = 2, N = 5 e

R =

[

0.1 0
0 0.1

]

4.7.1 Comparação Entre o NMPC Com Função De Custo Em CoordenadasPolares
e o NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001)

Para o NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001), definido na Seção 4.3,os parâmetros
utilizados são os seguintes:N = 5, Q(j) = 2j−1Q, P = 50Q(N) e

Q =





1 0 0
0 1 0
0 0 0.5



 , R =

[

0.1 0
0 0.1

]

e para ambos os casos, restrições nas entradas de controle conforme a expressão (30) são
consideradas.

Os resultados são mostrados abaixo para uma condição inicial dex0 = [−2 2 π/2]T .
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Figura 62: Trajetória no planoXY . Linha contínua: NMPC com função de custo em
coordenadas polares; Linha tracejada: NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001).
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Figura 63: Estadosx, y eθ. Linha contínua: NMPC com função de custo em coordenadas
polares; Linha tracejada: NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001).

Das Figuras 62 e 63, nota-se que, quando utilizada a função decusto em coordenadas
polares, o resultado é uma trajetória de estado mais suave, além de todos os estados con-
vergirem exatamente para a origem. No caso do NMPC de (ESSEN;NIJMEIJER, 2001),
o estadoy ainda apresenta um pequeno erro, de 0,0068. A Figura 64 mostra que o controle
gerado pelo NMPC proposto aqui é significativamente mais suave. A Figura 65 mostra
um detalhe da origem do planoXY , onde é facil de se observar que o robô converge para
o seu objetivo suavemente e sem erro em regime permanente quando é aplicada a função
de custo em coordenadas polares.
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Figura 64: Entradas de controlev e w. Linha contínua: NMPC com função de custo em
coordenadas polares; Linha tracejada: NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001).
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Figura 65: Detalhe da origem no planoXY . Linha contínua: NMPC com função de custo
em coordenadas polares; Linha tracejada: NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001).
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4.7.2 Comparação Entre o NMPC Com Função De Custo Em CoordenadasPolares
e o Controle Variante No Tempo de (POMET et al., 1992)

Para o controle de (POMET et al., 1992), definido na Seção 2.4.1.1, os seguintes
parâmetros são utilizados:a = 4, λ = 2, 1 (escolhidos de forma a apresentar uma melhor
trajetória de estados). Os seguintes resultados são obtidos, para uma condição inicial de
x0 = [2 2 0]T :
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Figura 66: Trajetória no planoXY . Linha contínua: NMPC com função de custo em
coordenadas polares; Linha tracejada: controle de (POMET et al., 1992).
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Figura 67: Estadosx, y eθ. Linha contínua: NMPC com função de custo em coordenadas
polares; Linha tracejada: controle de (POMET et al., 1992).

Na Figura 68 observa-se a diferença mais marcante: enquantoque a lei de controle
gerada pelo NMPC (linha contínua) permanece dentro dos limites impostos pelas restri-
ções, a lei de controle variante no tempo (linha tracejada) ultrapassa consideravelmente
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estes limites. Na Figura 69 é visto o detalhe da origem no plano XY . Nota-se a baixa
taxa de convergência e o comportamento oscilatório gerado pela lei de controle variante
no tempo.
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Figura 68: Entradas de controlev e w. Linha contínua: NMPC com função de custo em
coordenadas polares; Linha tracejada: controle de (POMET et al., 1992).
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Figura 69: Detalhe da origem do planoXY . Linha contínua: NMPC com função de custo
em coordenadas polares; Linha tracejada: controle de (POMET et al., 1992).

4.7.3 Comparação Entre o NMPC Com Função De Custo Em CoordenadasPolares
e o Controle Variante No Tempo de (SAMSON; AIT-ABDERRAHIM, 1991a)

A lei de controle de (SAMSON; AIT-ABDERRAHIM, 1991a) foi definida na Se-
ção 2.4.1.2. Os resultados da comparação com o NMPC, para uma condição inicial de
x0 = [−2, 5 1, 3 0]T , são mostrados abaixo.
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Figura 70: Trajetória no planoXY . Linha contínua: NMPC com função de custo em
coordenadas polares; Linha tracejada: controle de (SAMSON; AIT-ABDERRAHIM,
1991a).
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Figura 71: Estadosx, y eθ. Linha contínua: NMPC com função de custo em coordenadas
polares; Linha tracejada: controle de (SAMSON; AIT-ABDERRAHIM, 1991a).

Novamente, observa-se o comportamento característico do controle variante no tempo
para a lei de (SAMSON; AIT-ABDERRAHIM, 1991a): trajetórias altamente oscilatórias
e uma baixa taxa de convergência. As amplitudes das entradasde controle também ultra-
passam os limites do robô Twil, enquanto que para o NMPC esteslimites são respeitados
(Figura 72). A taxa de convergência para o NMPC também é maior, sendo que o robô
atinge o seu objetivo em cerca de 10 segundos. Na Figura 73, umdetalhe da origem
do planoXY é mostrado. Observa-se assim que, com o NMPC, o robô aproxima-se
suavemente da origem. Com a lei de (SAMSON; AIT-ABDERRAHIM, 1991a), esta
aproximação é feita de forma demasiadamente lenta e oscilatória.
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Figura 72: Entradas de controlev e w. Linha contínua: NMPC com função de custo
em coordenadas polares; Linha tracejada: controle de (SAMSON; AIT-ABDERRAHIM,
1991a).
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Figura 73: Detalhe da origem do planoXY . Linha contínua: NMPC com função de custo
em coordenadas polares; Linha tracejada: controle de (SAMSON; AIT-ABDERRAHIM,
1991a).
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4.7.4 Comparação Entre o NMPC Com Função De Custo Em CoordenadasPolares
e o Controle Variante No Tempo De (TEEL; MURRAY; WALSH, 1995)

A lei de controle variante no tempo de (TEEL; MURRAY; WALSH, 1995) foi definida
na Seção 2.4.1.3. Os resultados da comparação desta lei de controle e do NMPC com
função de custo em coordenadas polares da seção 4.4 são mostrados nas figuras a seguir,
para uma condição inicial dex0 = [0 − 3, 2 π/4]T .
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Figura 74: Trajetória no planoXY . Linha contínua: NMPC com função de custo em
coordenadas polares; Linha tracejada: controle de (TEEL; MURRAY; WALSH, 1995).
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Figura 75: Estadosx, y eθ. Linha contínua: NMPC com função de custo em coordenadas
polares; Linha tracejada: controle de (TEEL; MURRAY; WALSH, 1995).
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Figura 76: Entradas de controlev e w. Linha contínua: NMPC com função de custo em
coordenadas polares; Linha tracejada: controle de (TEEL; MURRAY; WALSH, 1995).

Novamente, observam-se trajetórias oscilatórias e uma baixa taxa de convergência
para a lei variante no tempo de (TEEL; MURRAY; WALSH, 1995). Ainda, o estadox,
para esta lei de controle, desenvolve uma amplitude muito maior se comparado com o
NMPC (Figura 74). A amplitude da velocidade linear é largamente ultrapassado para a
lei de (TEEL; MURRAY; WALSH, 1995), enquanto que a velocidade angular permanece
dentro do intervalo aceitável para o robô Twil (Figura 76). Para o NMPC, todas as res-
trições de controle são respeitadas. Novamente a taxa de convergência para o NMPC é
significativamente maior, cerca de 10 segundos. Na Figura 77, nota-se um detalhe da
origem do planoXY .
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Figura 77: Detalhe da origem do planoXY . Linha contínua: NMPC com função de
custo em coordenadas polares; Linha tracejada: controle de(TEEL; MURRAY; WALSH,
1995).
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4.7.5 Comparação Entre o NMPC Com Função De Custo Em CoordenadasPolares
e o Controle Descontínuo De (LAGES, 1998)

Para o controle em coordenadas polares de (LAGES; HEMERLY, 1998), os seguintes
parâmetros são utilizados:γ1 = 0, 1, γ2 = 0, 2 eh = 2. Esta lei de controle é definida na
Seção 2.4.2.1.

Os resultados são mostrados abaixo para uma condição inicial dex0 = [0 4 0]T .

−0.6 −0.5 −0.4 −0.3 −0.2 −0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4
−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

x (m)

y 
(m

)

Figura 78: Trajetória no planoXY . Linha contínua: NMPC com função de custo em
coordenadas polares; Linha tracejada: controle de (LAGES;HEMERLY, 1998).
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Figura 79: Estadosx, y eθ. Linha contínua: NMPC com função de custo em coordenadas
polares; Linha tracejada: controle de (LAGES; HEMERLY, 1998).

Pelos gráficos das Figuras 78 a 80, observa-se que o robô, quando aplicado o controle
de (LAGES; HEMERLY, 1998), leva cerca de 80 segundos para atingir a origem. Nota-se
ainda que as amplitudes das entradas de controle estão dentro do intervalo admissível,



100

respeitando os limites do robô Twil (Figura 80), e por isso esta lei de controle, com estes
parâmetros, pode ser aplicada neste robô. Entretanto, comojá visto anteriormente, com o
NMPC pode-se limitar o controle através de restrições nestas variáveis. Assim, é possí-
vel fazer com que as velocidades desenvolvidas sejam maiores, fazendo com que o robô
atinga seu objetivo cerca de 10 vezes mais rápido, e ainda assim fazer com que as ampli-
tudes destas velocidades estejam dentro dos limites impostos pelas restrições. Observa-se
também pela Figura 78 que, com o controle descontínuo, o estadox desenvolve uma am-
plitude muito maior se comparada com a trajetória gerada pelo NMPC. Ambas as leis de
controle fazem com que o robô aproxime-se suavemente da origem.
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Figura 80: Entradas de controlev e w. Linha contínua: NMPC com função de custo em
coordenadas polares; Linha tracejada: controle de (LAGES;HEMERLY, 1998).

4.7.6 Comparação Entre o NMPC Com Função De Custo Em CoordenadasPolares
e o Controle Descontínuo De (SØRDALEN, 1993a)

Esta lei de controle é definida na Seção 2.4.2.2. A condição inicial do robô é de
x0 = [0, 5 1 − π/2]T e os resultados são mostrados nas Figuras 81 e 82.
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Figura 81: Trajetória no planoXY . Linha contínua: NMPC com função de custo em
coordenadas polares; Linha tracejada: controle de (SØRDALEN, 1993a).
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Figura 82: Estadosx, y eθ. Linha contínua: NMPC com função de custo em coordenadas
polares; Linha tracejada: controle de (SØRDALEN, 1993a).

Neste caso observa-se que ambas as leis de controle geram umatrajetória de estado
bastante suave, fazendo com que o robô se aproxime suavemente da origem. Ambas apre-
sentam um tempo de estabilização praticamente igual: cercade 7 segundos, sendo que o
controle de (SØRDALEN, 1993a) força a convergência da orientação em2π (O ponto de
equilíbrio para esta lei de controle é{(x, y, θ)|x = 0, y = 0, θ = 2πn}, n ∈ 0,±1,±2 . . .,
conforme definido na Seção 2.4.2.2). Entretanto, pela Figura 83, a lei de controle descon-
tínua de (SØRDALEN, 1993a) ultrapassa largamente os limitesdo robô Twil, enquanto
que o NMPC gera um controle que respeita as restrições. Talvez a amplitude do controle
descontínuo possa ser diminuída através da sintonia adequada dos parâmetros. Entretanto,
não existe um método sistemático com o qual isso possa ser feito.
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Figura 83: Entradas de controlev e w. Linha contínua: NMPC com função de custo em
coordenadas polares; Linha tracejada: controle de (SØRDALEN, 1993a).

4.8 O Custo Computacional do NMPC

É bem conhecido o fato de os algoritmos de controle preditivonecessitarem de um
grande esforço computacional para o cálculo da lei de controle. Este problema se agrava
mais ainda quando se tem um MPC não linear, onde o problema de otimização é não
convexo. Tanto é que, em seus primórdios, o MPC era aplicado apenas em plantas com
modelos lineares e com grandes constantes de tempo. Entretanto, o rápido avanço das
capacidades dos processadores atuais e dos algoritmos de otimização fazem com que
o uso do MPC em sistemas com dinâmicas rápidas e não lineares seja cada vez mais
possível.

Nesta seção, serão vistas então algumas considerações acerca do custo computacional
envolvido na resolução do problema de estabilização em um ponto através do NMPC.
Para isto, o critério utilizado será o número de operações emponto flutuante realizadas
em cada período de amostragem, que neste caso é de0, 1 segundo. Assim, com base
nestas informações, é possível avaliar a viabilidade de umaaplicação em tempo real dos
algoritmos desenvolvidos aqui.

Atualmente existem softwares capazes de estimar o número deoperações em ponto
flutuante por segundo (floating-point operations per second, flops) realizados por um
computador (ABURTO, 1992). Neste caso, tomando por base um computador com um
processador Athlon XP 2600+, tem-se que este número é de 576 Mflops, ou 576.000.000
de flops. Assim, considerando-se o período de amostragem utilizado aqui,T = 0, 1 segundo,
tem-se que, para uma aplicação em tempo real ser possível, o número máximo de ope-
rações em ponto flutuante, OPF, por período de amostragem nãopode ser maior que
57.600.000. Este número será utilizado como base comparativa no estudo desenvolvido
nesta seção. A contagem das operações em ponto flutuante por período de amostragem é
realizada através da funçãoflops do Matlab.

Na Seção 2.4 foram vistas diversas leis de controle clássicas para o problema de estabi-
lização em um ponto. Para todas elas existe uma forma analítica da lei de controle. Assim,
em princípio, o custo computacional envolvido neste caso é muito baixo, sendo capaz de
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se implementar estas leis de controle em computadores de menor capacidade computa-
cional ou até mesmo em microprocessadores. Na Tabela 1 são mostrados o número de
operações em ponto flutuante realizadas por período de amostragem para o cálculo do
controle através destas leis.

Tabela 1: Custo computacional de algumas leis clássicas de controle de robôs móveis.
Lei de controle No. OPF por período de amostragem

(POMET et al., 1992) 46
(SAMSON; AIT-ABDERRAHIM, 1991a) 35
(TEEL; MURRAY; WALSH, 1995) 35
(LAGES, 1998) 32
(SØRDALEN, 1993a) 67

Nota-se então, pelos dados acima, que o esforço computacional realizado por estas
leis de controle é cerca de 1.000.000 de vezes menor que o máximo permitido.

Agora o NMPC será analisado. Os três casos vistos anteriormente são aqui identifica-
dos como:

• Caso 1. O NMPC original, com função de custo quadrática em coordenadas carte-
sianas(expressão (25)).;

• Caso 2. O NMPC desenvolvido por (ESSEN; NIJMEIJER, 2001), com função de
custo com custo terminal e matrizQ crescente exponencialmente (Expressão (26));

• Caso 3. O NMPC desenvolvido neste trabalho (Seção 4.4), com funçãode custo
quadrática e com as variáveis de estado em coordenadas polares (Expressão (29)).

Em todos os casos acima a restrição de amplitude das entradasde controle,Du ≤ d,
será considerada e a condição inicial do robô éx0 = [1 1 0]T . Os parâmetros de sintonia
do MPC são iguais em todos os estados. Conforme foi observado no início deste capítulo,
o NMPC em seu formato original (Caso 1) falha quando é utilizado para a estabilização
do robô na origem, dadas as características do modelo cinemático utilizado. Um aumento
do horizonte de predição poderia diminuir este efeito (Figura 33), mas isso implica no
aumento do custo computacional, como observa-se na Tabela 2abaixo.

Tabela 2: Custo computacional do NMPC - estabilização na origem - caso 1.
Horizonte No. OPF por período de amostragemCondição final do robô

5 640.970 [0 0, 85 0]T

10 11.399.000 [0 0, 62 0]T

12 24.589.000 [0 0, 52 0]T

15 62.619.000 [0 0, 40 0]T

Observa-se então que um horizonte deN ≥ 15 já torna o NMPC não implementável
para este caso, além de o erro emy ainda persistir. Ainda, nota-se uma incrível diferença
no número de OPF entre o NMPC e as leis clássicas de controle (Tabela 1). A fim de
resolver o problema do erro em regime permanente que o NMPC apresenta, (ESSEN;
NIJMEIJER, 2001) propõe a sua versão do NMPC (Caso 2), com uma função de custo
quadrática e a inclusão de um custo terminal (forçando os estados no fim do horizonte a
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convergirem para a origem) e uma matriz de ponderação de estados que cresce exponen-
cialmente ao longo do horizonte,Q(j). Os resultados são mostrados na Tabela 3 abaixo.

Tabela 3: Custo computacional do NMPC - estabilização na origem - caso 2.
Horizonte No. OPF por período de amostragemCondição final do robô

5 1.401.900 [0 0, 0018 0]T

10 38.388.000 [0 0, 0001 0]T

12 92.569.000 [0 0 0]T

15 607.710.000 [0 0 0]T

Os autores destacam ainda que este método não aumenta o custocomputacional do
algoritmo. Mas não é isso que se observa nos dados da Tabela 3 acima. Apesar de o erro
na origem ser eliminado paraN ≥ 10, o custo computacional é consideravelmente maior
que no caso anterior, e paraN ≥ 12 o problema mostra-se não mais implementável para
este caso. Além disso, o custo computacional parece crescermais rapidamente à medida
que se aumenta o horizonte.

Nota-se então que a modificação da função de custo aplicada por (ESSEN; NIJMEI-
JER, 2001) faz com que o custo computacional seja mais elevado. Além disso, ainda
existe um acoplamento entre os estadosx ey.

A seguir serão mostrados os resultados com respeito ao esforço computacional para
o Caso 3: o NMPC com função de custo em coordenadas polares dos estados. Já foram
estudados, na Seção 4.4, diversos exemplos de simulação quemostram a eficácia do mé-
todo para o problema tratado aqui, com relação aos dois casosanteriores. Os resultados
são então mostrados na Tabela 4 abaixo.

Tabela 4: Custo computacional do NMPC - estabilização na origem - caso 3.
Horizonte No. OPF por período de amostragemCondição final do robô

5 816.800 [0 0 0]T

10 12.827.000 [0 0 0]T

12 43.442.000 [0 0 0]T

15 139.210.000 [0 0 0]T

Comparando-se os número acima com os mostrados nos Casos 1 e 2 observa-se que,
além de o NMPC com função de custo em coordenadas polares levar o robô exatamente
para a origem para qualquer horizonte, o custo computacional é consideravelmente menor
do que no Caso 2.

Ainda, este método mostrou-se bem satisfatório para qualquer valor do horizonte de
predição. No Caso 1, por exemplo, observou-se que paraN = 50 o erro em regime
permanente quase desaparece (Figura 33), mas da Tabela 2 nota-se queN ≥ 15 já torna
este NMPC não implementável. Assim sendo, é possível, no Caso3, manter um valor
baixo para o horizonte, mantendo-se assim também um bom compromisso entre o esforço
computacional e o desempenho com relação à trajetória desempenhada pelo robô. Nas
figuras 84 a 87 é mostrado o resultado do NMPC com função de custo em coordenadas
polares do Caso 3, para dois valores do horizonte de predição,N = 5 eN = 12.
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Figura 84: Trajetória no planoXY . NMPC com função de custo em coordenadas polares.
Linha contínua:N = 5; linha tracejada:N = 12.
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Figura 85: Estadosx, y e θ. NMPC com função de custo em coordenadas polares. Linha
contínua:N = 5; linha tracejada:N = 12.

Assim, observa-se que o aumento do horizonte de predição, nocaso apresentado, não
é justificável, visto que não existe um significativo aumentode desempenho ao aumentar
o horizonte deN = 5 (linha contínua) paraN = 12 (linha tracejada).
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Figura 86: Entradas de controlev e w. NMPC com função de custo em coordenadas
polares. Linha contínua:N = 5; linha tracejada:N = 12.
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Figura 87: Função de custoΦ. NMPC com função de custo em coordenadas polares.
Linha contínua:N = 5; linha tracejada:N = 12.
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5 MPC DE ROBÔS MÓVEIS: RASTREAMENTO DE TRA-
JETÓRIA

5.1 Introdução

No Capítulo 2 o problema do controle de robôs móveis dotados derodas foram breve-
mente expostos, e alguns exemplos foram mostrados. No Capítulo 4 o problema de estabi-
lização em um ponto foi discutido e resolvido através de um algoritmo de NMPC, e diver-
sas comparações com leis clássicas de controle de robôs móveis foram feitas, provando-se
a eficácia e as vantagens do NMPC para este problema. Neste capítulo será estudado o
problema de rastreamento de trajetória, onde uma trajetória de referência é determinada
previamente e indica ocaminhono qual o robô deve se movimentar. Tem-se então agora
um robôvirtual de referência que move-se ao longo do tempo.

O problema de rastreamento de trajetória já foi previamenteabordado na literatura
que trata de controle de robôs móveis (por exemplo, (MURRAY; SASTRY, 1990; KA-
NAYAMA; MIYAZAKI; NOGUCHI, 1990; YANG et al., 1998; LEE; LEE;TENG, 1999;
NORMEY-RICO; GÓMEZ-ORTEGA; CAMACHO, 1999; RAMÍREZ et al., 1999; DONG;
XU, 2001)). Este método torna-se vantajoso quando o robô movimenta-se em um am-
biente onde existem obstáculos conhecidos e uma trajetóriade referência previamente
calculada. Novamente, com excessão daqueles que utilizam MPC, em nenhum dos tra-
balhos existentes é possível considerar restrições nos estados ou entradas de controle de
uma forma direta, como é feito com o MPC. Ainda, como destacadoem (CAMACHO;
BORDONS, 1999), o MPC é bastante vantajoso quando aplicado a processos onde as
evoluções das referências são conhecidasa priori, como na robótica e na indústria de
processamento em lote, pois assim o sistema pode reagir com antecedência às futuras
mudanças das referências.

Na próxima seção é dada então a formulação do problema de rastreamento de tra-
jetória tratado aqui, seguido do desenvolvimento de um algoritmo de MPC não linear
aplicado a este problema. Após, um estudo relativo ao esforço computacional do NMPC
é feito. Como dito anteriormente, o cálculo de uma lei de controle através do NMPC
requer um alto custo computacional. Assim, a fim de minimizareste problema, na se-
ção subseqüente é mostrada uma abordagem onde, através de linearizações sucessivas do
modelo cinemático do robô ao longo da trajetória de referência, é possível transformar o
problema de otimização do MPC em um problema de programação quadrática, o qual é
computacionalmente mais simples de se resolver. Por fim, considerações acerca do custo
computacional relativo ao MPC linear são feitas.
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5.2 Formulação do Problema

O problema aqui é bastante parecido com o tratado no capítuloanterior, quando o
objetivo era estabilizar o robô na origem. A diferença é que agora o objetivo é fazer com
que o robô siga uma trajetória de referência pré determinadae variante no tempo, que
pode ser formulado então como:

x(k) − xref (k) = 0, xref (k) =





xref (k)
yref (k)
θref (k)



 (35)

ondexref (k) é a trajetória de referência.
Nota-se que a expressão (35) é bem semelhante à expressão (23), definida no Capí-

tulo 4 para o problema de estabilização em um ponto. A diferença é que agora o ponto
onde o robô deve convergir move-se ao longo do tempo. Assim, comumente associa-
se à trajetória de referência um robô de referênciavirtual, que possui o mesmo modelo
cinemático do robô a ser controlado:











xref (k + 1) = xref (k) + vref (k) cos θref (k)T

yref (k + 1) = yref (k) + vref (k) sen θref (k)T

θref (k + 1) = θref (k) + wref (k)T

,

ou, em uma forma mais compacta,

xref (k + 1) = f(xref (k),uref (k)),

ondeuref (k) = [vref (k) wref (k)]T são as entradas de controle de referência.

5.3 Rastreamento de Trajetória com um MPC Não Linear

Definindo

x̃(k) = x(k) − xref (k)

ũ(k) = u(k) − uref (k),

e novamente assumindo queN1 = 1, N2 = N e Nu = N − 1 na expressão (11), tem-se
quej ∈ [1, N ] e a seguinte função de custo é utilizada:

Φ(k) =
N

∑

j=1

x̃T (k + j|k)Qx̃(k + j|k) + ũT (k + j − 1|k)Rũ(k + j − 1|k) (36)

e o NMPC em cada instante de amostragemk para o problema de seguimento de trajetória
é resolvido de forma idêntica ao caso de estabilização na origem:

u⋆, x⋆ = arg min
u,x

{Φ(k)}

sujeito às restrições da dinâmica do sistema (24) e da amplitude da entrada de controle:

x(k + j|k) = f(x(k + j − 1|k),u(k + j − 1|k)), j ∈ [1, N ]

Du(k + j|k) ≤ d, j ∈ [0, N − 1]
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onde os valores utilizados na matrizD no vetord são referentes aos limites do robô Twil,
definidos no Apêndice A.

Considerando-se então os seguintes parâmetros:

N = 5, Q =





1 0 0
0 1 0
0 0 0.5



 , R =

[

0.1 0
0 0.1

]

,

e os mesmosD e d definidos pela expressão (50) relativos aos limites do robô Twil,
obtém-se os seguintes resultados, para uma condição inicial dex0 = [−0, 5 − 2, 5 0]T e
uma trajetória de referência circular:
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Figura 88: Trajetória do robô no planoXY para uma referência circular (linha traço-
ponto). NMPC com função de custo em coordenadas cartesianas.
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Figura 89: Estadosx, y e θ. NMPC com função de custo em coordenadas cartesianas. A
linha traço-ponto representa o estado de referência.
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Figura 90: Entradas de controlev e w. NMPC com função de custo em coordenadas
cartesianas. A linha traço-ponto representa a entrada de referência.
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Figura 91: Função de custoΦ. NMPC com função de custo em coordenadas cartesianas.

A referência utilizada aqui é uma trajetória circular, com um raio de dois metros e
centrada na origem. O tempo para percorrer uma volta da trajetória é de 40 segundos,
fazendo com que a velocidade linear de referência seja iguala0, 3142 m/s e a velocidade
angular de referência seja de0, 1571 rad/s.

Nota-se então nas figuras 88 a 91 acima que o robô segue a referência, mas com uma
baixa taxa de convergência, levando cerca de 40 segundos, ouuma volta, para convergir
para a trajetória.

No capítulo anterior, quando o problema da estabilização emum ponto foi tratado,
existia um grande erro em regime permanente. Entretanto, este problema agora desa-
parece, aparentemente pelo fato de agora existir uma referência que se move ao longo
do tempo. Assim, o algoritmo de MPC consegue minimizar tantoo erro emx quanto o
erro emy, mesmo estes dois estados sendo dependentes da mesma entrada de controle.
Observa-se também que a restrição na amplitude das entradasde controles é perfeitamente
respeitada (Figura 90).

Os resultados são novamente mostrados abaixo, agora para uma trajetória de refe-
rência em forma de U e com os mesmos dados do NMPC utilizados anteriormente. A
condição inicial do robô éx0 = [−1 − 1 0]T .
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Figura 92: Trajetória do robô no planoXY para uma referência em U (linha traço-ponto).
NMPC com função de custo em coordenadas cartesianas.
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Figura 93: Estadosx, y e θ. NMPC com função de custo em coordenadas cartesianas. A
linha traço-ponto representa o estado de referência.
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Figura 94: Entradas de controlev e w. NMPC com função de custo em coordenadas
cartesianas. A linha traço-ponto representa a entrada de referência.
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Figura 95: Função de custoΦ. NMPC com função de custo em coordenadas cartesianas.

Novamente para este caso observa-se uma baixa taxa de convergência, de forma que o
robô converge para a referência apenas no fim da trajetória, como observa-se na Figura 92.

No Capítulo anterior mostrou-se que, através da inclusão de um custo terminal e de um
peso de estados exponencialmente crescente na função de custo (ESSEN; NIJMEIJER,
2001), a taxa de convergência pode ser drasticamente aumentada sem a necessidade de se
aumentar o horizonte de predição. Assim, a fim de, ao mesmo tempo, manter um baixo
custo computacional com um bom desempenho de controle, a seguinte função de custo é
utilizada:

Φ(k) =
N−1
∑

j=1

x̃T (k+j|k)Q(j)x̃(k+j|k)+
N−1
∑

j=0

ũT (k+j|k)Rũ(k+j|k)+Ω(x̃(k+N |k)),

onde
Ω(x̃(k + N |k)) = x̃T (k + N |k)Px̃(k + N |k)

eP é uma matriz tal que aumenta o peso dos estados no final do horizonte, fazendo com
quex(k + N |k) se aproxime mais da origem. Aqui, escolhe-se

Q(j) = 2j−1Q, P = 30Q(N)
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Mantendo-se um horizonte deN = 5 e as mesmas matrizes de ponderação uti-
lizadas anteriormente, obtém-se os seguintes resultados,para uma condição inicial de
x0 = [−0, 5 − 2, 5 0]T na trajetória de referência circular:
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Figura 96: Trajetória do robô no planoXY para uma referência circular (linha traço-
ponto). NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001).
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Figura 97: Estadosx, y eθ. NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001). A linha traço-ponto
representa o estado de referência.
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Figura 98: Entradas de controlev e w. NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001). A linha
traço-ponto representa a entrada de referência.
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Figura 99: Função de custoΦ. NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001).

Agora, repetindo-se o mesmo problema para a trajetória de referência em forma de U
e com uma condição inicial dex0 = [−1 − 1 π/2]T , obtém-se os seguintes resultados:
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Figura 100: Trajetória do robô no planoXY para uma referência em U (linha traço-
ponto).

0 10 20 30 40 50 60 70
−5

0

5

10

x 
(m

)

0 10 20 30 40 50 60 70
−5

0

5

10

y 
(m

)

0 10 20 30 40 50 60 70
−2

−1

0

1

2

θ 
(r

ad
)

tempo (s)

Figura 101: Estadosx, y eθ. NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001). A linha traço-ponto
representa o estado de referência.
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Figura 102: Entradas de controlev ew. NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001). A linha
traço-ponto representa a entrada de referência.
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Figura 103: Função de custoΦ. NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001).

Observa-se assim, pelas figuras 96 a 103, que a trajetória do robô alcança a trajetória
de referência mais rapidamente, com uma aproximação bastante suave. Nota-se também
que as amplitudes das entradas de controle respeitam perfeitamente as restrições impostas
para o robô Twil.

Nas figuras a seguir é feita uma comparação entre o NMPC com função de custo
original e o NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001). A trajetória dereferência é formada
por três segmentos de retas, estes ligados por duas curvas. Acondição inicial do robô é
x0 = [0 2 − π/2]T .
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Figura 104: Trajetória do robô no planoXY . Linha contínua: NMPC de (ESSEN; NIJ-
MEIJER, 2001); linha tracejada: NMPC com função de custo original; linha traço-ponto:
trajetória de referência.
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Figura 105: Estadosx, y e θ. Linha contínua: NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001);
linha tracejada: NMPC com função de custo original; linha traço-ponto: trajetória de
referência.
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Figura 106: Entradas de controlev ew. Linha contínua: NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER,
2001); linha tracejada: NMPC com função de custo original; linha traço-ponto: trajetória
de referência.
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Figura 107: Função de custoΦ. Linha contínua: NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001);
linha tracejada: NMPC com função de custo original.

Assim, observa-se claramente que o robô Twil cumpre com resultados bem satisfató-
rios a tarefa de rastreamento de trajetória para qualquer tipo de trajetória de referência,
respeitando os limites de amplitude impostos nas entradas de controle.

Como dito anteriormente, a modificação da função de custo proposta por (ESSEN;
NIJMEIJER, 2001) faz com que o aumento no horizonte de predição não seja necessá-
rio para se aumentar a performance, quando comparado com o NMPC com a função de
custo em seu formato original (expressão (36)). Nota-se, naFigura 108, o desempenho
do robô no planoXY com N = 20 para o NMPC original eN = 5 para o NMPC
de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001), para uma referência circular e uma condição inicial de
x0 = [0 − 1 0]T .
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Figura 108: Função de custoΦ. Linha contínua: NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001)
comN = 5; linha tracejada: NMPC com função de custo original eN = 20.

Na próxima seção um estudo do custo computacional para este problema é desenvol-
vido.

5.4 O Custo Computacional do NMPC

A exemplo do capítulo anterior, nesta seção será feita uma análise quanto ao esforço
computacional necessário para a resolução dos algoritmos de NMPC para o problema de
rastreamento de trajetória, a fim de ser verificada a viabilidade destes algoritmos em uma
aplicação em tempo-real.

Assim, utilizando-se do mesmo critério (o número de operações em ponto flutu-
ante, OPF, realizadas por período de amostragem) e tomando por base o valor estimado
por (ABURTO, 1992) para um computador com processador Athlon XP 2600+, tem-se
que o número de flops executados é de 576.000.000. Assim, comoo período de amostra-
gem é deT = 0, 1 segundo, tem-se que o máximo custo computacional permitidoé de
57.600.000 de operações em ponto flutuante por período de amostragem.

Dois casos de NMPC são então estudados:

• Caso 1. O NMPC com função de custo original (Expressão (36));

• Caso 2. O NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001), com função de custo com custo
terminal e matrizQ crescente exponencialmente ao longo do horizonte.

Nos dois casos acima a restrição de amplitude das entradas decontrole,Du ≤ d, é
considerada e a condição inicial do robô éx0 = [−0, 5 − 2, 5 0]T . Como referência, é
utilizada a trajetória circular apresentada anteriormente. O número de OPF por período de
amostragem foi medido através da funçãoflops do Matlab. Os resultados são mostrados
na Tabela 5.
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Tabela 5: Custo computacional do NMPC - rastreamento de trajetória.
Horizonte No. OPF por período de amostragem

Caso 1 Caso 2

5 624.000 1.109.800
10 5.178.300 50.156.000
15 12.371.000 536.410.000
20 28.265.000 —

Novamente, a inclusão de um custo terminal e de uma matriz de ponderação de esta-
dos crescente exponencialmente como desenvolvido por (ESSEN; NIJMEIJER, 2001) faz
com que o custo computacional aumente consideravelmente com o aumento do horizonte
de predição. Entretanto, o aumento do horizonte é não justificável quando se analisa o
desempenho desenvolvido pelo robô quando se aplica a funçãode custo de (ESSEN; NIJ-
MEIJER, 2001), conforme pode-se observar pelo gráfico da Figura 109. Assim, com um
horizonte igual a 5 é possível manter um bom compromisso entre desempenho e custo
computacional.
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Figura 109: Trajetória do robô no planoXY . Linha contínua: NMPC de (ESSEN; NIJ-
MEIJER, 2001) comN = 5; linha tracejada: NMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001)
comN = 15; linha traço-ponto: trajetória de referência.

Entretanto, dependendo do computador utilizado, este NMPCpode não ser imple-
mentável em tempo real até mesmo para horizontes menores que5. Então, uma outra
abordagem que não a utilização de um MPC não linear é desejável. Assim, na próxima
seção deste capítulo será visto que, para o problema de rastreamento de trajetória, é pos-
sível utilizar um MPC linear através da linearização sucessiva do modelo cinemático do
robô ao longo da trajetória de referência. Como se sabe, um MPClinear possui a van-
tagem de considerar um problema convexo de otimização e de ter um menor número de
variáveis de decisão, diminuindo assim o esforço computacional necessário.
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5.5 Rastreamento de Trajetória com um MPC Linear

Se o sistema é linear, as restrições são lineares e a função decusto é quadrática, o
problema de otimização de um MPC pode ser transformado em um problema de progra-
mação quadrática1, e para isso algoritmos de solução numérica robustos existem. Como
o problema é convexo, é possível o cálculo do mínimo global (MORARI; LEE, 1997).
Agora, se o sistema é não linear ou existem restrições não lineares, o problema de otimi-
zação torna-se significativamente mais custoso computacionalmente e mais difícil de se
resolver, pois agora tem-se um maior número de variáveis de decisão e o problema é não
convexo, o que geralmente leva a soluções sub-ótimas (HENSON, 1998).

Assim, desenvolve-se nesta seção um algoritmo de MPC linear, ou LMPC (Linear
Model-based Predictive Control) para a solução do problema de rastreamento de traje-
tória. Como a referência é conhecida para qualquer instante de amostragem futuro, é
possível, através de linearizações sucessivas ao longo da trajetória de referência, obter-se
uma descrição linear e variante no tempo do modelo do sistema(HENSON, 1998; TRI-
ERWEILER; SECCHI, 2000; DURAISKI, 2001). Então, considerando asentradas de
controle como sendo as variáveis de decisão, pode-se transformar o problema de minimi-
zação da função de custo em um problema de QP.

Tem-se novamente o seguinte modelo cinemático do robô:










ẋ = v cos θ

ẏ = v sen θ

θ̇ = w

que é escrito na forma compacta
ẋ = f(x,u) (37)

Um modelo linearizado pode ser obtido considerando-se um modelo de erro entre o
robô e o robô de referência virtual (KÜHNE; LAGES; GOMES DA SILVA JR., 2004).
Este é descrito pelo mesmo modelo cinemático descrito acima. Então,

ẋref = f(xref ,uref ) (38)

Expandindo o lado direito da expressão (37) em séries de Taylor em torno do ponto
(xref ,uref ) e desconsiderando termos de ordem superior, segue-se que:

ẋ = f(xref ,uref ) + fx,ref (x − xref ) + fu,ref (u − uref ), (39)

ondefx,ref e fu,ref representam os jacobianos def(x,u) com relação ax e u, respecti-
vamente, em torno da referência:

fx,ref =
∂f(x,u)

∂x

∣

∣

∣

∣ x=xref
u=uref

, fu,ref =
∂f(x,u)

∂u

∣

∣

∣

∣ x=xref
u=uref

Assim, substituindo a expressão (38) em (39), e definindoA = fx,ref e B = fu,ref ,
tem-se que:

˙̃x = Ax̃ + Bũ (40)

onde
x̃ = x − xref , ũ = u − uref

1Abordado com detalhes na Seção 5.5.1.
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e

A =





0 0 −vref sen θref

0 0 vref cos θref

0 0 0



 , B =





cos θref 0
sen θref 0

0 1





Do Teorema 1, foi visto que o modelo cinemático não linear do robô móvel, sis-
tema (2), é controlável, ou seja, pode ser levado de uma configuração inicial a uma confi-
guração final em um intervalo de tempo finito e com entradas de controle finitas. Entre-
tanto, é fácil de notar que, quando o robô não está se movendo (ou seja, as entradas de
controle são nulas), a linearização em torno de um ponto estacionário torna o sistema não
controlável. Contudo, esta linearização torna-se controlável à medida que o robô perma-
nece em movimento. A matriz de controlabilidade para o sistema linear sobre cada ponto
da trajetória de referência é dada por:

C =





cos θref 0 0 −vref sen θref 0 0
sen θref 0 0 vref cos θref 0 0

0 1 0 0 0 0





e claramente observa-se que para o sistema ser controlável avelocidade linear de referên-
cia vref precisa ser não nula, caso contrário o posto deC não seria completo. Ainda, a
velocidade angular de referênciawref não precisa ser diferente de zero, permitindo assim
ao robô seguir trajetórias retas.

Então, pode-se dizer que o modelo linearizado deduzido acima pode ser utilizado para
o problema de rastreamento de trajetória de um robô móvel nãoholonômico.

Discretizando a expressão (40) pelo método de Euler, tem-seo seguinte modelo linear
variante no tempo em tempo discreto, que será utilizado no LMPC:

x̃(k + 1) = A(k)x̃(k) + B(k)ũ(k), (41)

comx̃(k) = x(k) − xref (k), ũ(k) = u(k) − uref (k) e

A(k) =





1 0 −vref (k) sen θref (k)T
0 1 vref (k) cos θref (k)T
0 0 1



 , B(k) =





cos θref (k)T 0
sen θref (k)T 0

0 T



 ,

ondeT é o período de amostragem.

5.5.1 O Algoritmo de Programação Quadrática

Aqui, a mesma função de custo dos casos anteriores para o problema de rastreamento
de trajetória será utilizada:

Φ(k) =
N

∑

j=1

x̃T (k + j|k)Qx̃(k + j|k) + ũT (k + j − 1|k)Rũ(k + j − 1|k) (42)
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Assim, definindo:

x̄(k + 1) =















x̃(k + 1|k)
x̃(k + 2|k)

...
x̃(k + N − 1|k)

x̃(k + N |k)















,

ū(k) =















ũ(k|k)
ũ(k + 1|k)

...
ũ(k + N − 2|k)
ũ(k + N − 1|k)















, (43)

a função de custo pode ser reescrita como

Φ̄(k) = x̄T (k + 1)Q̄x̄(k + 1) + ūT (k)R̄ū(k), (44)

onde

Q̄ =











Q 0 · · · 0

0 Q · · · 0
...

...
.. .

...
0 0 · · · Q











, R̄ =











R 0 · · · 0

0 R · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · R











Ainda, com o modelo linear variante no tempo da expressão (41), pode-se escrever:

x̄(k + 1) = Ā(k)x̃(k|k) + B̄(k)ū(k), (45)

com

Ā(k) =















A(k|k)
A(k + 1|k)A(k|k)

...
α(k, 2, 0)
α(k, 1, 0)















e

B̄(k) =















B(k|k) 0 · · · 0

A(k + 1|k)B(k|k) B(k + 1|k) · · · 0
...

...
.. .

...
α(k, 2, 1)B(k|k) α(k, 2, 2)B(k + 1|k) · · · 0

α(k, 1, 1)B(k|k) α(k, 1, 2)B(k + 1|k) · · · B(k + N − 1|k)















ondeα(k, j, l) é definido como:

α(k, j, l) =
l

∏

i=N−j

A(k + i|k)

Então, pela dedução feita na Seção 3.5 e substituindo (45) em(44), tem-se que a
função de custo pode ser escrita na forma quadrática padrão:

Φ̄(k) =
1

2
ūT (k)H(k)ū(k) + fT (k)ū(k) + g(k), (46)
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com

H(k) = 2
(

B̄(k)T Q̄B̄(k) + R̄
)

f(k) = 2B̄T (k)Q̄Ā(k)x̃(k|k)

g(k) = x̃T (k|k)ĀT (k)Q̄Ā(k)x̃(k|k)

Ainda, comog(k) é independente da variável de decisãoũ, define-se

Φ̄′(k) =
1

2
ūT (k)H(k)ū(k) + fT (k)ū(k)

e o seguinte LMPC é resolvido, em cada instante de amostragemk, para o problema de
seguimento de trajetória do robô:

ũ⋆ = arg min
ũ

{

Φ̄′(k)
}

sujeito à restrição de amplitude com relação aũ:

Dũ(k + j|k) ≤ d, j ∈ [0, N − 1], (47)

resultando assim em uma seqüência ótima de controle:

ũ⋆ = {ũ⋆(k|k), ũ⋆(k + 1|k), ũ⋆(k + 2|k), . . . , ũ⋆(k + N − 1|k)}

Observa-se então que agora não é mais necessário uma restrição da dinâmica do sis-
tema, como é feito no caso não linear do MPC. Agora, o comportamento dinâmico do
sistema está inserido no problema de minimização, já que a função de custo da expres-
são (46) é obtida substituindo-se o modelo (45) em (44).

É importante observar também que a variável de decisão, utilizada para minimizar a
função de custo, é o vetor̄u(k) (expressão (43)). Assim, as restrições devem ser escritas
com relação a esta variável. Neste caso, serão consideradasapenas restrições na amplitude
da entrada de controleu. Assim, comõu = u − uref , tem-se que:

−u − uref (k + j) ≤ ũ(k + j|k) ≤ u − uref (k + j), j ∈ [0, N − 1]

Logo, a desigualdade (47) é escrita, para este problema de minimização, como:






















I 0 · · · 0

−I 0 · · · 0

0 I · · · 0

0 −I · · · 0
...

...
.. .

...
0 0 · · · I

0 0 · · · −I

































ũ(k|k)
ũ(k + 1|k)

...
ũ(k + N − 1|k)











≤























u − uref (k)
u + uref (k)

u − uref (k + 1)
u + uref (k + 1)

...
u − uref (k + N − 1)
u + uref (k + N − 1)























, (48)

Assim, através da funçãoquadprog do Matlab, agora aplica-se o algoritmo de QP
desenvolvido acima para a solução do problema de rastreamento de trajetória de um robô
móvel. A restrição na amplitude das entradas de controle da forma da expressão (48)
é imposta, considerando-se os limites definidos no ApêndiceA para o robô Twil. Os
seguintes parâmetros são utilizados:

N = 5, Q =





1 0 0
0 1 0
0 0 0.5



 , R =

[

0.1 0
0 0.1

]

,
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e os seguintes resultados são obtidos, para uma trajetória de referência circular e uma
condição inicial do robô dex0 = [−0, 5 − 2, 5 0]T :
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Figura 110: Trajetória do robô no planoXY para uma referência circular (linha traço-
ponto). LMPC com função de custo em coordenadas cartesianas.
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Figura 111: Estadosx, y eθ. LMPC com função de custo em coordenadas cartesianas. A
linha traço-ponto representa o estado de referência.
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Figura 112: Entradas de controlev e w. LMPC com função de custo em coordenadas
cartesianas. A linha traço-ponto representa a entrada de referência.
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Figura 113: Função de custoΦ. LMPC com função de custo em coordenadas cartesianas.

Agora, para uma referência em forma de U e utilizando-se os mesmos parâmetros e
um condição inicial dex0 = [−1 − 1 π/2]T , os resultados são vistos abaixo.
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Figura 114: Trajetória do robô no planoXY para uma referência em forma de U (linha
traço-ponto). LMPC com função de custo em coordenadas cartesianas.
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Figura 115: Estadosx, y eθ. LMPC com função de custo em coordenadas cartesianas. A
linha traço-ponto representa o estado de referência.
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Figura 116: Entradas de controlev e w. LMPC com função de custo em coordenadas
cartesianas. A linha traço-ponto representa a entrada de referência.
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Figura 117: Função de custoΦ. LMPC com função de custo em coordenadas cartesianas.

Então, pelas figuras acima, nota-se que o desempenho do LMPC para o seguimento de
trajetória é satisfatória. Entretanto, como visto também anteriormente, existe uma taxa de
convergência bastante baixa, e para a trajetória em U o robô encontra a referência apenas
no fim da mesma.

Assim, para aumentar a taxa de convergência, pode-se novamente aplicar a idéia de-
senvolvida em (ESSEN; NIJMEIJER, 2001), onde um custo terminal e uma matriz de
ponderação de estado crescente exponencialmente ao longo do horizonte são utilizados.
Tem-se então a seguinte função de custo:

Φ(k) =
N−1
∑

j=1

x̃T (k+j|k)Q(j)x̃(k+j|k)+
N−1
∑

j=0

ũT (k+j|k)Rũ(k+j|k)+Ω(x̃(k+N |k)),

(49)
ondeΩ(x̃(k + N |k)) = x̃T (k + N |k)Px̃(k + N |k). Esta função de custo pode ser
igualmente transformada na forma da expressão (46), com a qual o problema de LMPC
pode ser transformado para um problema de QP. Assim, utilizando na função de custo (49)
os seguintes parâmetros:

N = 5, Q(j) = 2j−1Q, P = 30Q(N), R =

[

0.1 0
0 0.1

]

,
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tem-se quēQ é escrita como:

Q̄ =



















20Q 0 0 · · · 0 0

0 21Q 0 · · · 0 0

0 0 22Q · · · 0 0
...

...
...

.. .
...

...
0 0 0 · · · 2N−2Q 0

0 0 0 · · · 0 30 × 2N−1Q



















e considerando uma restrição na amplitude das entradas de controle da forma da expres-
são (48), os seguintes resultados são obtidos, para uma trajetória de referência circular e
condição inicial do robô dex0 = [−0, 5 − 2, 5 0]T :
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Figura 118: Trajetória do robô no planoXY para uma referência circular (linha traço-
ponto). LMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001).
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Figura 119: Estadosx, y eθ. LMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001). A linha traço-ponto
representa o estado de referência.
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Figura 120: Entradas de controlev ew. LMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001). A linha
traço-ponto representa a entrada de referência.
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Figura 121: Função de custoΦ. LMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001).



131

Com os mesmo parâmetros na função de custo, para uma trajetória de referência em
forma de U e condição inicial do robô dex0 = [−1 − 1 π/2]T , obtém-se os seguintes
resultados:
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Figura 122: Trajetória do robô no planoXY para uma referência em forma de U (linha
traço-ponto). LMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001).
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Figura 123: Estadosx, y eθ. LMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001). A linha traço-ponto
representa o estado de referência.
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Figura 124: Entradas de controlev ew. LMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001). A linha
traço-ponto representa a entrada de referência.
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Figura 125: Função de custoΦ. LMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001).

Assim, como observado pelos dois casos apresentados nas figuras 118 a 125, o LMPC
com a função de custo de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001) apresenta resultados bastante
satisfatórios. Além de acelerar a taxa com que o robô se aproxima da trajetória, esta apro-
ximação é feita de forma bastante suave e as entradas de controle são tais que respeitam
os limites de amplitude impostos.

Nas figuras a seguir, apresenta-se uma comparação entre o desempenho do robô para
o problema apresentado aqui em dois casos: o LMPC com função de custo original e
o LMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001). A trajetória de referência é formada por três
segmentos de retas, estes ligados por duas curvas. A condição inicial do robô éx0 =
[0 2 − π/2]T .
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Figura 126: Trajetória do robô no planoXY . Linha contínua: LMPC de (ESSEN; NIJ-
MEIJER, 2001); linha tracejada: LMPC com função de custo original; linha traço-ponto:
trajetória de referência.
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Figura 127: Estadosx, y e θ. Linha contínua: LMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001);
linha tracejada: LMPC com função de custo original; linha traço-ponto: trajetória de
referência.
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Figura 128: Entradas de controlev ew. Linha contínua: LMPC de (ESSEN; NIJMEIJER,
2001); linha tracejada: LMPC com função de custo original; linha traço-ponto: trajetória
de referência.
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Figura 129: Função de custoΦ. Linha contínua: LMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001);
linha tracejada: LMPC com função de custo original.

5.6 O Custo Computacional do LMPC

O objetivo da seção anterior foi apresentar um método de solução alternativa à apre-
sentada pelo MPC não linear. Foi desenvolvido um algoritmo de programação quadrática,
QP, para a solução do problema de rastreamento de trajetóriaatravés de um MPC linear.
Conforme destacado anteriormente, a solução de algoritmos de otimização não linear
geralmente envolve um alto esforço computacional. Entretanto, este problema diminui
consideravelmente se o MPC é linear, pois o problema de otimização agora é convexo e
existe um número menor de variáveis de decisão. Para o caso não linear, o número de
variáveis de decisão é deN × (n + m), ondeN é o horizonte,n é o número de estados e
m é o número de entradas de controle. Entretanto, como visto, através da transformação
do problema de MPC em QP as variáveis de decisão são apenas as entradas de controle,
pois a dinâmica do sistema está incluída na função de custo (expressão (46)) e não é mais
necessária uma restrição referente ao modelo cinemático dorobô. Assim, o número de
variáveis de decisão para o caso linear é de apenasN × m.

Novamente, como nas seções 4.8 e 5.4, será feito um estudo comrelação ao esforço
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computacional necessário para a solução no MPC, agora para o caso linear de rastrea-
mento de trajetória.

Assim, novamente utilizando-se como critério o número de operações em ponto flutu-
ante, ou OPF, realizadas por período de amostragem e tomandopor base o valor estimado
por (ABURTO, 1992) para um computador com processador Athlon XP 2600+, tem-se
que o valor de flops é de 576.000.000. Assim, como o período de amostragem é de
T = 0, 1 segundo, tem-se que o máximo custo computacional permitidoé de 57.600.000
operações em ponto flutuante por período de amostragem.

Dois casos do LMPC para rastreamento de trajetória são entãoestudados:

• Caso 1. O LMPC com função de custo original (Expressão (42));

• Caso 2. O LMPC de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001), com função de custo com custo
terminal e matrizQ crescente exponencialmente ao longo do horizonte (expres-
são (49)).

Nos dois casos acima a restrição de amplitude das entradas decontrole,Du ≤ d, é
considerada e a condição inicial do robô éx0 = [−0, 5 − 2, 5 0]T . Como referência, é
utilizada a trajetória circular apresentada anteriormente. Os resultados são mostrados na
Tabela 6.

Tabela 6: Custo computacional do LMPC - rastreamento de trajetória.
Horizonte No. OPF por período de amostragem

Caso 1 Caso 2

5 16.431 16.546
10 101.080 94.792
15 329.700 352.360
20 790.320 908.010

Observa-se então, através dos dados apresentados na tabelaacima, que o LMPC para
o problema de rastreamento de trajetória é satisfatoriamente resolvido dentro dos limites
de custo computacional. Até mesmo para um horizonte de predição alto, comoN = 20,
o limite de 57.600.000 de OPF não é alcançado.

A necessidade de se desenvolver uma alternativa linear ao NMPC aparece então quando
deseja-se reduzir o custo computacional envolvido no problema de otimização. Obvi-
amente, com o LMPC, o desempenho não será o mesmo, pois, como jásalientado, o
modelo linearizado do robô é válido apenas em regiões próximas da trajetória de referên-
cia, o que acaba limitando a sua aplicabilidade. Entretanto, pode-se ser visto nas figuras a
seguir que o LMPC ainda assim possui um bom desempenho, quando comparado com o
caso não linear. Nos exemplos abaixo, tanto o LMPC quanto o NMPC utilizam a função
de custo de (ESSEN; NIJMEIJER, 2001), com os mesmos parâmetros de sintonia, para
todos os casos. Na Figura 130 a condição inicial do robô é dex0 = [−0, 5 − 2, 5 0]T ,
na Figura 131,x0 = [1 − 1 π]T e na Figura 132 é dex0 = [−1 1 π]T .
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Figura 130: Trajetória do robô no planoXY . Linha contínua: NMPC; linha tracejada:
LMPC; linha traço-ponto: trajetória de referência.
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Figura 131: Trajetória do robô no planoXY . Linha contínua: NMPC; linha tracejada:
LMPC; linha traço-ponto: trajetória de referência.
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Figura 132: Trajetória do robô no planoXY . Linha contínua: NMPC; linha tracejada:
LMPC; linha traço-ponto: trajetória de referência.
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6 CONCLUSÃO

Neste trabalho foram apresentados diversos algoritmos de controle preditivo baseado
em modelo para o controle de um robô móvel dotado de rodas e comrestrições não ho-
lonômicas. Com base no modelo cinemático do robô, dois objetivos foram abordados:
estabilização em um ponto e rastreamento de trajetória.

Em (BROCKETT, 1982) foi visto que um sistema sem deriva sujeitoa restrições não
holonômicas não pode ser estabilizado em um ponto fixo através de uma realimentação de
estados suave e invariante no tempo. Este resultado é bem conhecido, e para contorná-lo,
comumente utilizam-se leis de controle variantes no tempo ou não suaves. Entretanto,
estas técnicas apresentam desvantagens típicas, como trajetórias desnecessariamente os-
cilatórias, convergência lenta e a escolha de certos parâmetros de sintonia do controle
não é intuitiva. Além disso, não é possível considerar, pelomenos de uma forma explí-
cita, limites nas variáveis de estado ou de controle, o que pode gerar leis de controle não
factíveis para uma implementação real.

Assim, o MPC aparece como uma boa alternativa, já que o mesmo apresenta várias
vantagens com relação às leis clássicas acima expostas: a existência de um critério de
performance (a função de custo), a geração de trajetórias que são ótimas com relação a
este critério, a capacidade que o MPC tem de considerar restrições de uma forma explícita
e a escolha dos parâmetros de sintonia pode ser feita de uma forma bastante intuitiva, já
que os mesmos se relacionam diretamente com as variáveis do sistema. Ainda, o controle
gerado pelo MPC é tal que respeita as condições impostas por Brockett (BROCKETT,
1982).

O problema de estabilização em um ponto foi resolvido através de um algoritmo de
MPC não linear. Com relação à minimização da função de custo, foi identificado que
um erro em regime permanente em um dos estados invariavelmente aparece, em razão da
simetria existente entre dois estados de configuração. Assim, foi proposta uma transfor-
mação em coordenadas polares da função de custo, o que tornoupossível desacoplar os
estados e fazer com que o problema fosse satisfatoriamente resolvido. Foi visto também
que a abordagem proposta apresentou um desempenho bastantesuperior com relação à
trajetória de estados e de controle desenvolvidas pelo robôse comparado com técnicas
clássicas de controle para estes sistemas. Com o NMPC, todas asrestrições impostas
foram respeitadas, ao passo que, com as leis clássicas de controle, sinais de controle in-
compatíveis com uma implementação real foram gerados.

Após, o problema de rastreamento de trajetória foi abordado. Primeiramente, atra-
vés de um algoritmo de MPC não linear. Uma modificação da função de custo a ser
minimizada, apresentada originalmente em (ESSEN; NIJMEIJER, 2001), foi estudada.
Diferentes trajetórias de referência foram utilizadas, provando a eficácia da técnica.

Várias considerações acerca do esforço computacional foram mostradas, visando a
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implementação experimental do método. Uma desvantagem do MPC refere-se ao esforço
computacional necessário para o cálculo da lei de controle,já que um problema de oti-
mização precisa ser resolvidoon-line, em cada instante de amostragem. Entretanto, foi
visto que, dado o desenvolvimento de eficientes algoritmos computacionais e de proces-
sadores mais rápidos, o MPC pode ser aplicado na prática parao controle de robôs como
o utilizado aqui. Assim, através do cálculo do número de operações em ponto flutuante
por instante de amostragem, foi mostrado que o MPC pode ser implementado em uma
aplicação em tempo-real. Foi visto também que o algoritmo deMPC proposto aqui ne-
cessita de um menor esforço computacional se comparado com outros métodos de MPC
para robôs móveis, já que o mesmo não necessita de um longo horizonte de predição e
mantém a forma original da função de custo.

Para o problema de rastreamento de trajetória, foi propostauma abordagem alternativa
ao MPC não linear. Através de linearizações sucessivas do modelo cinemático do robô ao
longo da trajetória de referência, foi obtido um modelo linear variante no tempo, o qual
foi utilizado para a solução de um algoritmo de programação quadrática. Foi possível
reduzir consideravelmente o esforço computacional utilizado no problema de otimização,
o que pode permitir assim a aplicação desta técnica em sistemas de menor capacidade
computacional. Verificou-se também que esta alternativa linear mantém um excelente
desempenho, se comparado com a abordagem não linear.

6.1 Trabalhos Futuros

Todos os resultados apresentados mostram que o MPC aplicadoa robôs móveis é
factível, tanto do ponto de vista de desempenho quanto de umaimplementação real. En-
tretanto, não foi estabelecida aqui nenhuma prova formal deestabilidade assintótica do
sistema para tais estratégias de controle. Técnicas que exploram o comportamento mono-
tonicamente decrescente da função de custo (MAYNE et al., 2000) são bastante usuais, e
deverão ser utilizadas neste caso para provar a estabilidade do sistema em malha fechada.
Neste caso, deve-se considerar a adição de um custo terminale uma restrição terminal de
estados no problema de otimização a fim de satisfazer os requisitos de monotonicidade
da função de custo em coordenadas polares. Outras técnicas que garantem a estabilidade
do MPC são, por exemplo, odual-modeMPC (MICHALSKA; MAYNE, 1993) e o MPC
contrativo (KOTHARE; MORARI, 2000).

Um outro ponto a ser considerado futuramente é a inclusão de trajetórias de aproxi-
mação para o caso linear de rastreamento de trajetória. Como dito, o modelo linearizado
do robô é válido apenas em uma região próxima do ponto de referência, o que limita bas-
tante a aplicabilidade da técnica. Métodos já existentes, como opure pursuit(NORMEY-
RICO; GÓMEZ-ORTEGA; CAMACHO, 1999), podem vir a serem aplicadosneste caso.

O enfoque desta dissertação foi, primordialmente, o desenvolvimento de algoritmos e
estudo da viabilidade da aplicação do MPC em robôs móveis nãoholonômicos. Através
dos resultados de simulação aqui apresentados, pôde-se verque esta técnica apresenta de-
sempenho superior quando comparado com técnicas clássicasde controle para este tipo
de sistema. Além disso, foi mostrado que, mesmo necessitando de um esforço computaci-
onal elevado, a técnica mostrou-se potencialmente implementável em tempo-real. Assim
sendo, trabalhos relativos à implementação destas técnicas precisam ser desenvolvidos a
fim de ser realizada a validação experimental das mesmas.

Durante todo este trabalho, foi considerado que o modelo cinemático era idêntico ao
sistema real do robô. Obviamente que, em uma implementação real, isto não é verdade.
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Ainda, é interessante fazer uma extensão dos algoritmos desenvolvidos aqui para o mo-
delo dinâmico do robô. Os parâmetros cinemáticos devem ter seus valores conhecidos
com bastante precisão, pois interferem diretamente nas informações lidas dos sensores.
Os parâmetros dinâmicos são variantes com a carga útil do robô, e assim não podem ser
determinados por calibração. Ainda, existe a incerteza dada pela precisão de sensores e
atuadores. Assim, técnicas de MPC utilizando observadoresde estado devem ser desen-
volvidas neste caso, como o filtro de Kalman (KÜHNE et al., 2004) e oMoving Horizon
State Estimation, MHE(ALLGÖWER et al., 1999).
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APÊNDICE A O ROBÔ MÓVEL TWIL

Toda a modelagem realizada neste trabalho é baseada no robô móvel Twil (LAGES,
1998; LAGES; HEMERLY, 1998), mostrado na Figura 133. Este robô foi desenvolvido
no Departamento de Controle e Conversão de Energia do Instituto Tecnológico da Aero-
náutica, CTA-ITA-IEEE.

Este robô possui duas rodas ativas, ambas com um raio de7, 5 cm, e uma distância
entre rodas de25 cm. Assim, conforme a Figura 134, define-se:

r = 0, 075 m b = 0, 25 m

Figura 133: O robô móvel Twil.
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Figura 134: Aspectos estruturais do robô Twil.

Como já mencionado, no controle preditivo é possível definir restrições nas variáveis
de entrada do sistema a ser controlado, utilizando então estas restrições durante o cálculo
da lei de controle. E é bem sabido o fato de que a saturação de atuadores eletromecânicos
invariavelmente existe. Frente a isto, alguns dados construtivos do robô tornam-se neces-
sários, a fim de se calcular um limite nas velocidade do robô para que estas saturações não
ocorram. Pode-se usar estas restrições também para fazer com que as rodas não derrapem.

Então, para evitar a saturação dos atuadores, cada motor do robô Twil pode desen-
volver uma velocidade máxima de 1 rotação por segundo1. Logo, a velocidade angular
máxima será deϕ = 2π rad/s. Considerando que as rodas não derrapam, as veloci-
dades tangenciais desenvolvidas na roda esquerda,vL, e direita,vR, são proporcionais à
velocidade angular:vL = vR = ϕr. Assim:

vL = ϕ̄r

= 2π rad/s × 0.075 m

= 0.4712 m/s

vR = vL

ondevL e vR são as velocidades tangenciais máximas nas rodas esquerda edireita, res-
pectivamente.

Entretanto, o modelo cinemático (2) possui como entradas decontrole a velocidade
linearv e a velocidade angularw, que se relacionam comvL evR da seguinte maneira:

v =
vL + vR

2
w =

vL − vR

b

O valor máximo da velocidade linear é dado quando as duas rodas desenvolvem a
velocidade tangencial máxima no mesmo sentido. Assim:

v =
vL + vR

2
= 0.4712 m/s

1Considera-se que os motores das rodas ativas esquerda e direita são iguais e possuem os mesmos limites
de velocidade.
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A máxima velocidade angular é desenvolvida quando as duas rodas operam a máxima
velocidade tangencial, mas com sentidos opostos. Assim:

w =
vL + vR

b
= 3, 7699 rad/s

De uma forma geral, as restrições no MPC podem ser representadas pela seguinte
expressão:

Du ≤ d,

ondeu é o vetor das entradas de controle. Para este caso,u = [v w]T . A matrizD e o
vetord são definidos fazendo

−v ≤ v ≤ v,

−w ≤w ≤ w,

de onde tem-se que:

D =









1 0
0 1
−1 0
0 −1









, d =









0, 4712 m/s
3, 7699 rad/s
0, 4712 m/s
3, 7699 rad/s









(50)


