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Resumo

Neste trabalho consideramos casos especiais de uma versao modificada do Modelo de
[sard-Liossatos para crescimento economico espacial, levando em consideragao a interacao
entre as distribuicoes de capital e mao-de-obra. Por um lado, consideramos que o capital
se move de regioes com alta densidade de capital para regioes com baixa densidade de
capital de uma forma difusiva, e, por outro lado, que ele se move para regioes com uma
maior densidade de mao-de-obra (o que chamamos de movimento por taxia do capital). De
forma similar, consideramos um movimento difusivo e por taxia para a mao-de-obra. No
primeiro caso, consideramos um sistema de reacao-difusao-taxia governando a evolucao
espaco-temporal das densidades de capital e trabalho, e encontramos quatro tipos de
comportamentos para o sistema: (i) a economia converge para um estado estaciondrio
homogéneo; (ii) a economia converge para um estado estacionario nao-homogéneo; (iii)
a economia desenvolve ciclos periddicos; e (iv) a economia desenvolve ciclos irregulares e
aperiodicos. No segundo caso, consideramos um modelo dinamico e hiperbdlico, derivado
a partir da Lei de Fourier Modificada proposta por Cattaneo (1948), a qual implica
que a informacao se propaga com velocidade finita através da economia. Finalmente,
introduzimos um estoque de recursos naturais nao-renovavel no modelo de reacao-difusao-
taxia, e mostramos que, para o caso (ii) acima, a economia como um todo se beneficia.



Abstract

In this work we consider special cases of a modified version of the Isard-Liossatos
Model for spatial economic growth, taking into account the interplay between the distribu-
tions of capital and labor. On one hand we consider that capital moves from regions with
high density of capital to regions with low density of capital in a diffuse way, and, on the
other hand, we consider that it moves into regions with a higher density of labor available
(what we call the capital taxis motion). In the same fashion, we consider a diffusive and
a taxis motion for the labor force. In the first case we consider a taxis-reaction-diffusion
system governing the spatio-temporal evolution of capital and labor densities, and find
four kinds of spatio-temporal behaviors for the system: (i) the economic converges to
a homogeneous steady-state; (ii) the economy converges to a non-homogeneous steady-
state; (iil) the economy develops periodic cycles; and (iv) the economy develops irregular
and aperiodic cycles. In the second case we consider a dynamic and hiperbolic model,
derived from the modified Fourier Law proposed by Cattaneo (1948), which implies that
information propagates throughout the economy in a finite speed. Finally, we introduce
a non-renewable natural resource in the taxis-reaction-diffusion model, and show that, in
the case (ii) above, the economy as a whole benefits from it.
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1 Introducao

Na década de 90 houve um renascimento das ciéncias regionais com o advento da
geografia economica, também conhecida como economia espacial. Esta disciplina, grosso
modo, estuda a relagao entre variaveis econdomicas tais como capital, trabalho e renda,
com as variaveis espaco-temporais, e tem por objetivo descrever a dinamica da formacao
de cidades, zonas rurais e centros industriais e comerciais no espago. Para tanto, uti-
liza uma série de modelos matematicos, os quais sao derivados a partir da aplicacao de
conceitos e leis economicas, como, por exemplo, lei da oferta e demanda, equilibrio de
comeércio, retornos crescentes, constantes e decrescentes de escala [40, 29].

Embora tais modelos sejam bastante tteis para descrever a formacao de nucleos
urbanos, comerciais e industriais, eles possuem duas grandes limitagoes: o espaco é con-
siderado como discreto e nao ha acumulacao de capital. Apesar deste primeiro fator
nao ser tao restritivo, a segunda limitacao ¢ mais séria, pois a acumulacao de capital
é fator fundamental para explicar o crescimento economico, e a ocorréncia de migracao
de mao-de-obra [11]. Devido a estas limitagoes, recentemente hd um novo interesse no
desenvolvimento e aprimoramento de modelos de crescimento economico espaciais que
integrem crescimento econdémico com geografia [11, 7, 12, 13, 14, 28]. Na verdade, estes
modelos recentes, chamados de Modelo de Solow Espacial, sao um caso especial — o caso
reativo-difusivo — de um modelo bastante geral proposto na década de 70 por Isard e
Liossatos [34, 35, 36|, o qual foi motivado por uma analogia com o modelo de uma linha
de transmissao elétrica.

Dada a extensao territorial brasileira e a necessidade de elaboracao de politicas de
desenvolvimento economico visando o crescimento equilibrado de suas diversas regioes,
a elaboracao e analise de modelos de crescimento economicos espaciais ¢ de grande in-
teresse. Além disto, como o Brasil é um pais com grandes reservas de recursos naturais
nao-renovaveis, tais como petréleo, gas natural e minérios, e um grande explorador de
recursos naturais renovaveis — agricultura, agropecudria e pesca —, a generalizacao destes
modelos, no sentido de considerarem a existéncia destes recursos, se torna necessaria.

Como a exploracao do petréleo tende a ocorrer em regioes concentradas no espaco,
e a trazer um choque de desenvolvimento e investimento para estas regioes por um tempo
limitado — pois se trata de recurso nao-renovavel —, um problema decorrente é a deter-
minacao 6tima de “royalties” e sua aplicacao em projetos de investimentos diversificados
[45], com o objetivo de criar uma estrutura econdmica sélida o bastante para garantir a
sustentabilidade da regiao quando seus pocos se exaurirem.

Considerando este contexto, o objetivo principal desta tese serd estender o estado
atual dos modelos de crescimento econdmicos espaciais, seguindo nas seguintes diregoes.

Em primeiro lugar, iremos modificar o Modelo de Isard-Liossatos com o intuito de
evitar a existéncia de solucoes negativas, e tratar de dois dos seus principais casos par-
ticulares: o modelo de difusdo-reagao-taxia (ou modelo reativo-difusivo-advectivo), que
tem natureza parabdlica e é uma generalizacao do Modelo de Solow Espacial atualmente
encontrado na literatura; e os modelos ondulatorio-dissipativos de natureza hiperbdlica
(até onde sabemos, Isard e Liossatos chegaram a considerar formas simples destes modelos



[34, 35, 36], mas desde entao eles ndo aparecem mais na literatura). Um destes modelos
ondulatorio-dissipativos, em sua forma mais geral, serd derivado a partir da Lei de Fourier
Modificada proposta por Cattaneo no final da década de 40 [16, 17], como forma de re-
solver o paradoxo da propagacao de informacao com velocidade infinita advinda da Lei
de Fourier para a conducao do calor. A aplicacao desta lei implica em equacoes diferenci-
ais parciais hiperbdlicas, que em alguns casos particulares se materializa sob a forma da
equagao do telégrafo. O outro é o caso particular sem atrito do Modelo de Isard-Liossatos
Modificado.

Em segundo lugar, iremos considerar o fator de producao mao-de-obra nestes mode-
los, governada por um crescimento logistico exdgeno; a migracao espacial de trabalhadores
dependente e independente da distribuicao de capital; e que o capital se movimenta pelo
espaco de forma dependente e independente da distribuicao de mao-de-obra.

Por fim, vamos introduzir nestes modelos recursos naturais nao-renovaveis concen-
trados em determinadas regides geogréficas (tal como ocorre nas regides onde sdo en-
contrados e explorados pogos de petréleo, por exemplo), com o intuito de estudar sua
influéncia na evolucao das distribuicoes espaciais de capital e mao-de-obra, e no cresci-
mento da economia como um todo.

Ao longo deste estudo nos utilizaremos de varias idéias e métodos usados na area
de Biomatematica, o que demonstra que uma maior interagao entre estas duas areas de
conhecimento pode gerar bons frutos. A tnica referéncia que encontramos do uso destes
métodos na literatura economica foi em [8], onde os autores estudam a formacao de
padroes espaciais em um modelo economico-ecolégico acoplado descrito por um sistema
reativo-difusivo.

Esta tese estd estruturada da seguinte forma: no Capitulo 2 fazemos uma rapida
revisao bibliogréafica sobre modelos de crescimento economico espaciais e sobre modelos
e fatos empiricos envolvendo a consideragao de recursos naturais; no Capitulo 3 deriva-
mos o modelo geral de Isard-Liossatos, MIL [34, 35, 36], assim como um de seus casos
particulares, o caso reativo-difusivo-advectivo, e introduzimos uma modificacao ao MIL
com o intuito de evitar a existéncia de solugoes negativas para este caso particular; no
Capitulo 4 analisamos detalhadamente o Modelo de Solow Espacial Generalizado, mod-
elo este que generaliza o Modelo de Solow Espacial atualmente encontrado na literatura
[11, 7, 12, 13, 14, 28], ao considerar que a mao-de-obra migra para regides com maior
densidade de capital (mais fébricas instaladas) e que o capital migra para regides com
maior densidade de mao-de-obra disponivel; no Capitulo 5 apresentamos algumas sim-
ulagoes do Modelo de Solow Espacial Generalizado envolvendo a existéncia de recursos
naturais nao-renovaveis; no Capitulo 6 apresentamos os casos ondulatérios do Modelo
de Isard-Liossatos Modificado (MILM), modelos estes dinamicos, de segunda ordem no
tempo, e portanto de natureza hiperbdlica, e analisamos um caso simplificado que se reduz
a equacao do telégrafo num dominio infinito; e finalmente, no Capitulo 7, apresentamos
as conclusoes e perspectivas de pesquisa futura.



2 Revisao Bibliografica

O modelo de crescimento economico neoclassico, considerado padrao até os dias de
hoje, foi proposto por Solow e Swan na década de 50 [61, 65]. Neste modelo, a taxa
de poupanga e o crescimento malthusiano (ou exponencial) da mao-de-obra sao dados
exogenamente, e como na grande maioria dos modelos de crescimento econdmico encon-
trados na literatura, ele é espacialmente homogeéeneo, ou seja, nao leva em consideragao
a migracao de capital e trabalho no espago. Portanto, tais modelos sao utilizados prin-
cipalmente para descrever a evolucao da economia agregada, cuja medida pode ser feita
através do produto interno bruto (PIB) de um pais, por exemplo. Uma olhada nos dados
empiricos, entretando, mostra que a grande maioria das cidades com maior PIB estao
concentradas nas regioes sul e sudeste do Brasil (Figura 1, coluna da direita), enquanto
que as cidade de menor PIB estao concentradas nas regides norte e nordeste (Figura 1,
coluna da esquerda).
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Figura 1: Aglomeragao da Economia Brasileira (Fonte: Rolnik e Klink, 2011 [56]).

E evidente, portanto, que a localizagao, ou variavel espacial, desempenha algum
papel no crescimento economico. Nos anos 70, Isard e Liossatos, partindo de uma analo-
gia com modelos de linhas de trasmissao elétrica, propuseram um modelo de crescimento
economico levando em conta as varidveis espaco e tempo de forma continua [34, 35, 36], e
a movimentacao de trabalhadores e do capital através do espaco. Entao, nos anos 90, com



o advento da economia espacial [40, 29], o interesse por modelos de crescimento econémico
espaciais foi renovado. A grande parte destes modelos, no entanto, considera o espaco
discreto e nao leva em conta a acumulagao de capital.

No inicio dos anos 2000, Camacho e Zou [11] propuseram um modelo de Solow espa-
cial em uma dimensao espacial, e em um dominio ilimitado, considerando apenas capital
como fator de producao. De fato, o modelo apresentado é apenas o caso reativo-difusivo
do Modelo de Isard-Liossatos, mas agora derivado diretamente utilizando como argumento
a conservacao de capital. Em seguida, Brito [7] introduziu o fator de produgao mao-de-
obra no modelo anterior, considerando-a exdgena e seguindo um crescimento malthusiano
(ou exponencial). Capasso et al. [13], por sua vez, consideraram este modelo em um
dominio limitado e introduziram uma funcao de producao nao cldssica em formato de S
(convexa-concava), obtendo desta forma armadilhas de pobreza; e, mais recentemente,
introduziram em seu modelo uma distribuicao de mao-de-obra malthusiana exdgena e
espacialmente nao-homogénea, ou seja, cuja taxa de crescimento depende da varidvel es-
pacial [14].

Uma caracteristica do modelo de Solow espacial é que nele predomina o carater
difusivo, o que implica que o capital tende a se mover de regides mais densas para regices
menos densas, ou seja, o capital segue o principio do ganho marginal decrescente dos
fatores de produgao, o que é uma caracteristica desejavel em um modelo de crescimento
economico neocldssico. O Modelo de Isard-Liossatos, entretanto, também tem entre seus
casos particulares situacoes onde ha inércia; em tais casos, ciclos economicos podem se
desenvolver.

Quanto ao impacto da existéncia de recursos naturais no crescimento economico,
uma breve revisao da literatura nos mostra que a evidéncia do impacto da abundancia
de recursos naturais nao-renovaveis no crescimento econoémico nao ¢ conclusiva, embora
fique claro que alguma influéncia de fato exista. Sachs e Warner [57, 58] mostraram
que paises com grandes reservas (medida pela taxa de exportagdo de recursos naturais
nao-renovaveis em relagdo ao PIB) tendem a crescer mais lentamente que paises que nao
as possuem, dando inicio a uma série de estudos empiricos tratando da assim chamada
“maldicao dos recursos naturais”. Uma das justificativas para este fenomeno é que in-
stituicoes de ma qualidade acabam afetando negativamente o aproveitamento eficiente
dos recursos, desacelerando assim o crescimento econémico [15, 39, 47, 70]. Por exem-
plo, Torvik [67] apresenta um modelo com “rent seeking”! mostrando que uma maior
abundancia de recursos naturais aumenta o nuimero de empreendedores engajados em
“rent seeking”, reduzindo, assim, o nimero de empreendimentos produtivos.

Em contrapartida, Boyce e Emery [6], utilizando um modelo de dois setores com re-
cursos naturais nao-renovaveis, mostram que a correlagao entre a abundancia de recursos
naturais e o crescimento economico pode ser negativa mesmo quando nao ha falhas institu-
cionais e de mercado, e demonstram, empiricamente, que a existéncia de uma “maldi¢ao”
ou “bencao” dos recursos naturais s6 pode ser investigada através do estudo da correlagao
entre recursos naturais e nivel de renda, concluindo que a abundancia de recursos é nega-

'Em Economia, “rent seeking” (ou busca de renda, em portugués) é uma tentativa de derivar renda
econdémica através da manipulagao do ambiente social ou politico onde a atividade econémica ocorre, ao
invés de criar nova riqueza.



tivamente relacionada com o crescimento economico, mas positivamente relacionada com
o nivel de renda. Stijns [64] admite que o efeito da existéncia de recursos naturais nao-
renovaveis no crescimento economico é complexo e sugere que a habilidade de um pais
explorar tais recursos depende, de forma critica, da natureza do processo de aprendizado
necessario. Por outro lado, Brunnschweiler [9] encontra uma relacgdo empirica positiva
entre recursos naturais nao-renovaveis e crescimento economico, nao encontrando efeito
indireto negativo através do canal institucional; e Cavalcanti et al [18], mostram que a
abundancia de petréleo tem um efeito positivo tanto no nivel de renda, quanto no cresci-
mento economico.

Do ponto de vista tedrico, Stiglitz [62, 63] constréi um modelo considerando recur-
sos naturais nao-renovaveis, e mostra que é possivel obter-se um crescimento sustentavel
da renda per capita, derivando a taxa otima de exploracao dos recursos. Além disso,
mostra que se a exploracao dos recursos for muito intensa, a trajetéria de crescimento
otimo apresenta taxas de crescimento de longo prazo menores do que se a extracao ¢ feita
pela taxa 6tima. Lafforgue [42] desenvolve um modelo de crescimento endégeno com re-
cursos nao-renovaveis, no qual os choques de inovagao tecnologica sao governados por um
processo de Poisson nao-estacionario, derivando condicoes que garantem uma trajetoria
de crescimento sustentdvel. Gaitan e Roe [30], por sua vez, apresentam um modelo com
dois paises, mostrando que a inelasticidade da demanda por recursos nao-renovaveis, que
aumenta a renda obtida com sua venda, induz o pais com recursos abundantes a investir
relativamente menos que o pais que nao possui recursos naturais.

Quanto a consideragao de recursos naturais renovaveis em modelos de crescimento e
da derivacao de regras 6timas de substituicao entre recursos renovaveis e nao-renovaveis,
podemos citar os seguintes trabalhos: Tahvonen e Salo [66] estudam as transi¢oes entre for-
mas de energia renovaveis e nao-renovaveis em diferentes estagios de desenvolvimento de
um economia; André e Cerda [2] fazem o mesmo, mas considerando as consequéncias para
a sustentabilidade; Di Vita [24] considera um modelo endégeno com recursos renovaveis e
nao-renovaveis, levando em conta a externalidade negativa gerada pelo impacto no meio-
ambiente; e Krutilla e Reuveny [41] consideram o crecimento populacional endégeno em
uma economia baseada em recursos renovaveis, obtendo um sistema dinamico complexo
com possibilidade de multiplos estados estacionarios, de diferentes tipos.



3 Modelo de Isard-Liossatos

O modelo bésico que utilizaremos neste trabalho foi proposto, em sua forma mais
geral, por Isard e Liossatos na década de 70 [34, 36]. O modelo original foi derivado apenas
para uma dimensao espacial, mas aqui o apresentaremos em duas. Embora este modelo
seja bastante abrangente, capaz de gerar diferentes dinamicas espaciais de crescimento
economico, até o momento ele nao foi estudado exaustivamente.

Neste capitulo vamos apresentar este modelo, considerando um dominio 2 C R2,
onde cada ponto x € €2 é considerado uma unidade economica local. O dominio {2,
portanto, constitui um continuum de economias locais representando a economia global.
Além disso, inicialmente consideraremos que hé apenas um bem agregado na economia,
cuja producao utiliza dois insumos: capital e trabalho. Desta forma, cada ponto do espaco
é caracterizado por um estoque de capital K(t,x) € R e de trabalho L(t,x) € RT, e
um fluxo de trabalho e capital, u(t,x) € R? e v(t,x) € R?, respectivamente. A seguir
apresentamos as equagoes governando a evolugao espaco-temporal destas quatro varidveis
fundamentais.

3.1 Derivacao do Modelo
3.1.1 Equagao governando a acumulagao de capital, K (t,x)

A equacao garantindo a conservacao de capital na economia é derivada a partir da
seguinte lei de conservagao:

2/Kahsc:/(Y—C’—éK)dx—/ u-nds, (1)
ot Jp D oD

onde D é subdominio arbitrario contido em €2, D é a curva constituindo sua fronteira,
n é o vetor normal unitario apontando para fora da regiao D, e:

K = K(t,x) é a densidade de capital;
Y =Y (K, L,x) é a densidade de produto (ou produgao) por unidade de tempo;
C = (C(t,x) é a densidade de consumo por unidade de tempo;

T

u=u(t,x) = (u*,u’)" é o fluxo de capital passando pela localidade x no tempo t;

d € [0,1] é a taxa de depreciacao do capital.

No lado esquerdo da equagao (1) temos a taxa de variacao do estoque de capital em uma
subregidao D da economia total €; em seu lado direito [, (Y —C — dK)dx é a taxa de
investimento liquido em D; e — |, pp U -1 ds ¢ a taxa liquida de capital entrando em D
pela sua fronteira 0D. Aplicando o Teorema da Divergéncia nesta ultima integral, temos

que:
/ u-ndSZ/V-udx,
oD D

e assim, também considerando K continuamente diferencidavel em relacao a ¢, (1) pode

ser reescrita como: -
/(——h—i—V-u)dX:O, (2)
p \ Ot

onde definimos h = Y —C —§ K como o investimento liquido local: que ¢é igual a poupanga
(Y —C') menos a depreciagao do capital 0 K. Como D é arbitrario, temos que o integrando
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(supondo-o continuo) na equagao anterior deve ser igual a zero em todo o dominio €2, e
assim obtemos a equacao de continuidade para o capital:

oK

ot +V-u=h, (3)
que pode ser escrita como:

0K

A equagao (4) nos diz que a taxa de variacao total do estoque de capital em x no tempo
t, (%(), deve ser igual ao investimento liquido local i menos as exportacoes liquidas para
outras localidades (V - u).

Em Economia considera-se que o produto é fun¢ao dos insumos capital e trabalho,

e esta relagdo é dada por uma fungao de produgao f(K, L,x) — que serd abordada de-

talhadamente mais adiante —, a qual, em principio, pode ser distinta em cada ponto do
espaco:

Y = f(K, L,x). (5)

Além disso, é usual considerar-se que a poupanca é dada por uma fracao do produto:
Y — C =s(x)f(K,L,x), s(x) €0,1]. (6)

Aqui, s(x) é a taxa de poupanga na localidade x. Assim, por (5) e (6) podemos reescrever
(4) na seguinte forma, a qual serd considerada daqui para frente:

%—[;:h(K,L,x)—V-u, (7)
onde definimos a funcéo A(-) como:
hK,L,x)=s(x)f(K,Lx)— K. (8)

3.1.2 Equagao governando a evolugao da mao-de-obra, L(¢,x)

Como no caso do capital, aqui também consideraremos um tnico tipo de mao-de-
obra agregada, representativa da economia. Considerando que a conservacao de trabal-
hadores em D C ) é dada pela equagao:

2/LalX:/gdx—/ v-nds, (9)
ot Jp D oD

L = L(t,x) é a densidade de mao-de-obra (ou trabalho);

onde:

v =v(t,x) = (v°,v¥)" é o fluxo de trabalhadores passando pela localidade x no tempo ¢;

g(K, L,x) é a taxa de crescimento organico da mao-de-obra

e seguindo o mesmo argumento utilizado para o caso do capital, chegamos a seguinte
equacao de continuidade para a mao-de-obra:

oL

EIQ(K,L,X)—V'V. (10)



Assim, a taxa de variagao da mao-de-obra em x, no tempo t, é dada pela taxa de
crescimento organico, g(K, L,x), e por um termo representando a migracao liquida de
trabalhadores para outras localidades, V- v: se V-v > 0, temos emigracao a partir de x;
se V- v < 0, temos imigragao para X.

A forma usual encontrada na literatura para g(K, L,x) em (10) é a que gera um
crescimento organico — independente de K — exponencial (ou Malthusiano): ¢g(K, L,x) =
g9(L,x) = a(x)L, [61, 5], onde a(x) é a taxa de crescimento da mao-de-obra na localidade
x; neste trabalho também consideraremos um crescimento logistico (ou de Verhulst)?:
9(K, L,x) = g(L,x) = Lla(x) — b(x) L], onde a(x)/b(x) é o limite de mao-de-obra supor-
tado pela economia.

3.1.3 Equacao governando o fluxo de capital, u

A equagao (7) descreve a dinamica de investimento em cada economia local, con-
siderando as exportagcoes liquidas V - u como dadas. Para termos uma descricao dinamica
completa, ainda precisamos de uma equagao para descrever a evolugao temporal do fluxo
de capital em cada localizagao, considerando a interacao entre as economias locais. Se
definirmos w = (K, L, u®, u¥,v%,v¥)T, temos que, de forma geral, esta evolucio serd dada

por:
ou ow
E—F(W,a—x,...,t,){), (11)

onde %—;" = (VK,VL,Vu*, Vu?Y, Vov?, Vvy)T. Neste trabalho consideraremos a seguinte
forma particular da equacao anterior:
ou
ZE = —¢VK +7VL — vu, (12)
onde [ > 0 é um coeficiente inercial; £ > 0 o coeficiente de sensibilidade ao gradiente do
capital; 7 > 0 de sensibilidade ao gradiente da mao-de-obra; e v > 0 de atrito. Observe
que, se 7 = 0, (12) pode ser escrita como:

[ Ou 13
u+-——=—=>VK
* v Ot v o
onde o termo ﬁ%—‘t‘ ¢ uma forca que modifica a difusao e que pode levar a propagacao de

ondas, como observado por Isard e Liossatos em [34, 36]. De fato, esta equagao é a Lei de
Fourier Modificada proposta por Cattaneo no final da década de 40 [16, 17|, como forma
de resolver o paradoxo da propagacao de informacao com velocidade infinita advinda da
Lei de Fourier para a condugao do calor (que é recuperada fazendo o coeficiente inercial,
[, igual a zero). Esta equagao constitutiva também é chamada de relagdo de Cattaneo-
Maxwell, pois Maxwell chegou a ela, mas imediatamente descartou o termo envolvendo a
derivada temporal do fluxo de calor, pois no problema com o qual estava trabalhando sua
magnitude era muito pequena [46, 19, 1]. Este caso geral serd considerado em maiores
detalhes no Capitulo 6.

Assim, a dinamica dada por (12) é da seguinte forma: o gradiente do capital in-
tensifica o fluxo de capital para onde ele é mais escasso (—{VK), seguindo o principio

2Até onde vai nosso conhecimento, o crescimento logistico ainda nfo foi considerado na literatura
de modelos de crescimento econoémico espaciais (embora ele ja tenha sido considerado em modelos nao-
espaciais, como em [25, 48, 31]); o padrao amplamente utilizado é o crescimento Malthusiano.



de retorno marginal decrescente do capital, conforme a escola neoclassica de pensamento
economico; o gradiente da mao-de-obra intensifica o fluxo de capital para onde ha mais
trabalhadores disponiveis (7VL); finalmente, estes efeitos sao diminuidos pela presenga
do termo —ru, que representa diversas forcas de atrito, consequéncias, por exemplo, de
fricgoes sociais, politicas, economicas e fisicas (e.g. custo de transferéncia do capital).

3.1.4 Equacao governando o fluxo de mao-de-obra, v

Da mesma forma que fizemos para o capital, também precisamos especificar a
equagao descrevendo a evolugao do fluxo de mao-de-obra. Assim, as equagoes analogas
as consideradas em (11) e (12) sdo dadas por:

ov ow

E—G(W,a—x,...,t,){). (13)
e: a

Za—: = VK — #VL — iv, (14)

sendo que [ > 0 é um coeficiente inercial; é > 0 de sensibilidade ao gradiente do capital;
7 > 0 de sensibilidade ao gradiente da mao-de-obra; e 7 > 0 de atrito. Aqui, novamente,
(14) pode ser identificada com a Lei de Fourier Modificada.

Resta observar, em relagdo a (14), que neste caso o fluxo de mao-de-obra é intensi-
ficado na dire¢ao onde hd mais capital (e.g. fabricas instaladas), e na diregao contraria a
maior densidade de trabalhadores (retorno marginal decrescente do trabalho).

3.1.5 Condicoes Iniciais e de Contorno

A fim de completar a descricao do modelo, ainda precisamos adicionar condigoes
iniciais e de contorno as equagoes (7), (10), (12) e (14). Quanto as condicoes iniciais, elas
serao dadas pelas seguintes distribuicoes iniciais:

K(0,x) = Koy(x),

L(0,x) = Ly(x),

u(0,x) = uy(x),
(0,%x) = vo(x).

A%

onde x € ().

Em relagao as condi¢oes de contorno, vamos considerar dois casos: (i)  C R?
limitado; e (ii) 2 = R No caso (i) consideraremos condi¢oes de Neumann homogéneas
(ou reflexivas) para o capital e a mao-de-obra na fronteira:

0K 0L

—(t,x) = —(t,x) = 0 para x € 99, t > 0, (16)

On On
onde n = (n”,n¥)" é o vetor normal unitério & curva 02, com sentido para fora do interior
do dominio. Quanto ao fluxo de capital, suporemos que economia como um todo é uma
autarquia, isto é, que nao ha trocas de capital e mao-de-obra com o exterior, ou seja, os
fluxos na fronteira devem ser nulos:

T

u(t,x) = v(t,x) =0 para x € 99, t > 0. (17)
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Similarmente para o caso (ii), onde o dominio é todo o plano, teremos que:

0K oL
lim —(¢,x) = lim —(¢,x) = 0 parax € dB,, t > 0, (18)
r—oo 01N r—oo 01
lim u(t,x) = lim v(¢,x) = 0 para x € dB,, t > 0, (19)
r—00 r—r00

onde B, C R? é o disco de raio 7 > 0 centrado na origem.

Tanto no caso (i) quanto no caso (ii) temos que garantir que as condigoes de contorno
sejam compativeis com as condigoes iniciais.

3.2 Formulacao Vetorial e de Componentes

Considerando as equagoes (7), (10), (12), (14); as condigdes iniciais dadas em (15);
e as condigoes de contorno (16)-(17), o Modelo de Isard-Liossatos (MIL) em um dominio
limitado pode ser escrito como o seguinte sistema de equagoes diferenciais parciais:

(0K
 —WK.L.x)—-V -
BT hK,L,x)—V-u
oL
— =g(K,L,x)— V-
5 =9 Lx) =V v
laa—ltl = —¢VK +7VL —vu
Z(Z—: = (VK —7VL — bv, para (t,x) € (0,00) x Q

(MIL) < (20)

0K oL
o (bX) =5 (t,x) =0

u(t,x) = v(t,x) =0, para (t,x) € (0,00) x 09

11



Em forma de componentes, (20) pode ser reescrito como:

(0K, ow_ow
ot ox oy
oL ov® oY

% "o oy
ou”® 0K oL

a - Sor + T% —vu
l%:— 0_K+7_8_L_Vuy
ot dy dy
(O _gOK GO
ot Ox Ox
~0vY A
(MIL-comp) laait = faa—}y( - %2—5 — Y, para (t,2,y) € (0,00) x Q (21)

u® =ug(x,y), v°=vj(x,

u’ = uf(z,y), v¥ =vi(x,y), para (t,z,y) € {0} x Q
0K 0K oL oL

I Yy e YRy

ox 8yn E)xn+8yn

ut =" =

3.3 Formulacao Matricial

Definindo o vetor w = (K, L,u®, u¥,v*,vY)T, o sistema (21) pode ser escrito na
seguinte forma matricial:

0 0 0
'Aa—vtv :Ba—:+ca—Z+Dw+F(W), para (£,x) € (0,00) x O
(MIL-mat) < w = wy(x), para (¢,x) € {0} x Q (22)
0 9
\ BFﬁ_va + CFa—‘; + Dpw = 0, para (t,x) € (0,00) x 99
onde:
100000 0 0 -10 0 0
010000 0 0 0 0 —10
00171000 —¢& 1 0 0 0 0
A=loootro00|["B=]1 0 0o 00 0 0ol (23)
0000710 E =4 0 0 0 0
000001 0 0 0 0 0 0
0 0 0 —-10 0 00 0 0 0 0
0 0 0 0 0 —1 00 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 00 —v 0 0 0
C=| ¢« 70000 |'P=|l0oo0 0 —» 0o o | @&
0 0 0 0 0 0 00 0 0 - 0
E =20 0 0 0 00 0 0 0 —p
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h(K, L,x) Ko(x)
g(K7L7X) LO(X)
_ 0 | w(x)
F<W) - O ) WO<X) - Ug(X) ) (25)
0 vE(x)
0 vy (x)
n 0 0000 nw 0 000 0
0 n* 00 0 0 0 nY 0000
0 0 0000 0 0 00O0O
Be=1 0 00000 ||l 0 00000 (26)
0 0 0000 0 0 0000
0 0 0000 0 0 00O0O
e:
000000
000000
001000
Dr=11909010 0 (27)
0000T10
000001

3.4 Caso Particular: Modelo de Reacao-Difusao com Anti-Difusao
Cruzada

Este modelo aparece como caso particular do modelo geral apresentado anterior-
mente. Se desconsiderarmos o parametro inercial no fluxo do capital, fazendo:

[=0

m (12), obtemos que: ‘

u=—-=
v

VK + gw,
desde que v # 0. Como observado anteriormente, esta equacao pode ser identificada
com a classica Lei de Fourier se fizermos 7 = 0. Tomando a divergéncia desta equagao,
obtemos:
_£
v

.
V-ou= AK + —AL.

v
Substituindo esta expressdo em (7), obtemos a seguinte equagao para a evolu¢ao espaco-
temporal do investimento:

oK

— =h+ §

ot v
Definindo dx = % como o coeficiente de difusao do capital e yx = - como o coeficiente
de anti-difus@o cruzada do capital (o qual dé a intensidade do movimento do capital na

diregao do gradiente da mao-de-obra), podemos reescrever (28) como:

AK — ZAL. (28)
1%

K
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Ja para o fluxo da mao-de-obra, fazemos [ =0em (14), e obtemos:

~

v=Svi_ Vi,
1% 1%

desde que 7 > 0. Tomando a divergéncia da expressao anterior, e substituindo o resultado
em (10), obtemos a equagao diferencial parcial referente a evolugao do trabalho:

~

oL 13 7
— =g—>AK+ -AL 30
ot I T el (30)
a qual também pode ser escrita como:
oL

onde d;, = % é o coeficiente de difusao da mao-de-obra e x; = E ¢é o coeficiente de anti-
difusdo cruzada da mao-de-obra (o qual da a intensidade da migracao de trabalhadores

na dire¢ao do gradiente de capital).

Entao, considerando as condigoes iniciais e de contorno, para o caso de um dominio
limitado, temos que o Modelo de Reacao-Difusao com Anti-Difusao Cruzada é dado por:

88—]: — h+ dx AK — ygAL
OL L AL = \iAK, para (%) € (0,00) x O
(MRDADC) { gt ¢ 7 @77 Xpan, baradh o (32)
K = Ko(x), L = Lo(x), para (t,x) € {0} x Q
\ %—f(t,x) = g—ﬁ(t,x) =0, para (t,x) € (0,00) x 09
Definindo w = (K, L)T, o sistema (32) pode ser escrito em forma matricial:
%—‘;V — AAw + F(w)
(MRDADC-mat) { W = Wo(x), para (t,x) € {0} x Q (33)
Apaa—t: + BF%—‘;’ =0, para (t,x) € 0(0,00) x

onde:

() mm(2)

(7 ) (3 2) em (B)

Um aspecto indesejado do MRDADC dado em (32), nao considerado em [34, 36|, é que:
(i) o termo que aumenta o fluxo de capital na direcao do gradiente de mao-de-obra (7V L),
e (ii) o que aumenta o fluxo de trabalho na direcao do gradiente do capital (€VK) podem
gerar densidades negativas como solucao, mesmo para condigoes iniciais nao-negativas.
Uma forma de resolver este problema é fazer o termo (i) proporcional a densidade de
capital K, isto é, reescrevendo-o como 7K'V L; e o termo (ii) proporcional a densidade de
mao-de-obra L, ou seja, substituindo-o por é LV K. Desta forma, chegamos ao Modelo de
Reagao-Difusao-Taxia apresentado a seguir.
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3.5 Caso Particular: Modelo de Reacgao-Difusao-Taxia

( OK
%—t — h+ dgAK — iV - (K"V L)
oL
— = — (LF
(MRDT) ou (MSEG){ i g+ dAL — x V- (L*VK), para (t,x) € (0,00) x €2

K = Ko(x), L = Lo(x), para (t,x) € {0} x Q
oK oL

\ a—n(t,x) = a—n(t,x) =0, para (t,x) € (0,00) x 00

(36)
onde, se p = 0, temos 0 MRDADC (32), e se u = 1, o MRDT. Chamamos este modelo
de reacao-difusdo-taxia devido a presenga do termo —y gV - (K#V L) no lado direito da
primeira equagao em (36) e do termo —x V- (LF¥V K) no lado direito da segunda equagao
em (36). Equagoes similares a esta, com o termo de taxia em apenas uma das equagoes,
aparece em modelos de quimiotaxia na area de Biomatematica, quando células se movem
na diregao do gradiente de um dado nutriente [38, 44, 72, 50, 27]. Para fazer a conexao
com a literatura economica, vamos chamar o MRDT de Modelo de Solow Espacial Gen-

eralizado (MSEG).

Exemplo do MSEG em uma dimensao espacial - Em uma dimensao espacial, o
modelo acima pode ser reescrito como:

(0K PK 0 oL
- = P — [
ot ht dx 022 o (K 6x>
oL O*L 0 0K
— = R — (o —
5 =Y - Lo ~ XL (L 837) para (t,z) € (0,00) x (0,1) (37)
K(t,x) = Ko(x), L(t,x) = Lo(x), para (t,x) € {0} x [0,]]
0K oL
e 0, i 0, para (t,z) € (0,00) x {0,1}

Com o intuito de ilustrar o fato de que o MRDADC (x = 0) pode gerar densidades
negativas, apresentamos na Figura 2 uma simulacao numérica da evolugao de densidades
iniciais gaussianas geradas por (37), tanto para o capital quanto para a mao-de-obra, con-
siderando dg = dp =1, xxk = 0 e xz = 0.5 (ou seja, hd movimento de taxia apenas para
a mao-de-obra). Os demais parametros, condigoes iniciais e o método numérico utilizado
sao os mesmos considerados na Se¢ao 4.4.4. De fato, todas as simulagoes numéricas apre-
sentadas neste trabalho utilizam o método explicito apresentado no Apéndice A, ou uma
adaptacao do mesmo. Validagao dos resultados foram feitos usando o comando pdepe do
MATLAB e comparacao qualitativa com resultados da literatura. Note que inicialmente
h& uma grande densidade de capital concentrado a direita do dominio, regiao onde a den-
sidade de trabalhadores é nula. Nesta situacao, o termo —y La% (%—f) na equacao para a
evolugao da mao-de-obra gera uma taxa de variagao positiva na regiao onde a densidade
de capital é concava (K,, < 0), e uma taxa de variagdo negativa em sua vizinhanga,
onde a densidade de capital é convexa (K., > 0). Como nesta vizinhan¢a a densidade de

trabalhadores é zero, ela acaba se tornando negativa.

Na Figura 3 podemos ver a evolugao das mesmas condigoes iniciais geradas pelo
MSEG (p = 1), considerando todos os outros parametros constantes. Neste caso, o termo
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de taxia corrigido _XLa% (L%—I;) nao permite que a taxa de variacao da mao-de-obra na
regido com maior densidade de capital se torne positiva (pois nesta regiao L = 0), nao
gerando, portanto, densidades negativas de trabalhadores. Primeiro é necessario que a
mao-de-obra chegue na regiao em questao, através de um movimento difusivo, para que dai
sim os trabalhadores possam se mover na direcao do gradiente da densidade de capital.
Este modelo sera estudado em maior detalhe na Secao 6.3. Nosso objetivo agora serd
mostrar que, dadas condigbes iniciais ndo-negativas, as solugoes de (36) também serao
nao-negativas para todo x € Q et > 0.

Distribution of Capital Distribution of Labor

Kixt)
®
:
.

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 2: Densidades Negativas para o MRDADC apresentado em (32).

Distribution of Capital Distribution of Labor

1=0.0 /'\
=05 ~ 0.9F I\ 4
t=1.0 M\ -

Kxt)
®
:
.

M
o
&

T
.

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 3: Solugoes Nao-Negativas do MSEG apresentado em (36).
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Proposicao 1 - Considere as condigoes iniciais nao-negativas Ko(x) > 0 e Ly(x) > 0. Se
K(t,x) e L(t,x) sdao C* em relacdo a t e C* em relagao a x, entao as solugoes do Modelo
de Solow Espacial Generalizado (MSEG) sao sempre nao-negativas.

88—[; — h+ dgAK — yxV - (KVL)
oL
(MSEG) { 7t =g+ d, VAL — x V- (LVK), para (t,x) € (0,00) x Q
K = Ko(x), L = Lo(x), para (t,x) € {0} x Q
0K oL
\ %(t,x) = %(t,x) =0, para (t,x) € (0,00) x 02

Prova3: Primeiramente observe que a equacao para a evolucao do capital pode ser escrita
como:
oK
=h+dxAK — xk KAL — xkVK - VL.

Como K é continua em relagao ao tempo, e Ky(x) é funcao nao-negativa, deve existir
um primeiro ponto xo € 2 + 9N onde K = 0 (para algum ty), antes que este se torne
negativo. Se isto ocorre em (2, deve haver um minimo local em x;, e portanto:

K =0, VK=0e¢AK >0 em (ty,Xo).

Substituindo estes resultados na equagao anterior, e considerando que h = 0 quando
K =0, obtemos que:

88_[15( = xxkAK >0 em (tg,xg), pois xxg > 0,
e assim K nao pode se tornar negativo neste ponto, e desta forma nao pode se tornar
negativo em 2. Se K assumisse valor negativo na fronteira 02, K também deveria assumir
valor negativo em algum ponto interior do dominio, pois K é continua em relacao a X,
mas isto nao pode ocorrer pelo argumento anterior. De forma similar mostramos que
L(t,x) também nao pode assumir valores negativos B

3Esta prova é uma adaptacio da demonstracio encontrada em Edelstein [26].
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3.6 Modelo de Isard-Liossatos Modificado

As consideragoes acima nos levaram a estender esta modificacao para o Modelo de
Isard-Liossatos, o qual, em sua forma vetorial, pode ser escrito como:

(

(MILM)

\

oK
ot
L
ot
U
ot
Al
ot

0K

=h(K,L,x) -V -u

=g(K,L,x)—V-v

= —¢VK +7K'VL —vu

= —#VL+ELMVK — Dy, para (t,x) € (0,00) X Q

(38)
K(()?X) = K0<X>7 L(()?X) = LO(X)
u(0,x) = uo(x), v(0,x) = vo(x), x € Q2
oL
(t,X) = a_n(tux) =

on
u(t,

x) = v(t,x) = 0, para (t,x) € (0,00) x 9

Observe que se fizermos 1 = 0, recuperamos o Modelo de Isard-Liossatos dado pelas
equagoes em (20), e que, se fizermos p = 1, temos o Modelo de Isard-Liossatos Modifi-

cado (MILM).

Ja em forma matricial, temos, equivalentemente:

( Ow ow ow ow Ow
A—=B—+C—+D F T t 0 Q
S =B O DwF (w 5OV para (130 € (0,00)
(MIL-mat) < w = wq(x), para (t,x) € {0} x Q
0 0
\ BFa—V; + CFa—‘Z + Dpw = 0, para (t,x) € (0,00) x 0%
(39)
onde:
1 000 O0O0 0 0O -1 0 0 O
01 00O0O0 0 0 0O 0 -1 0
00!l 000 £ 0 0O 0 0 O
A=loooto00 "B 0 0o 0 0 0 ol (40)
00 0O0T1710 O -7 0 0 0 0
00000 0O 0 0 0 0 0
0 0O 0 -1 0 O 0O 0 O 0 0 0
0 0o 0 0 0 -1 0 0 O 0 0 0
0 0O 0 0 0 0 00 —v 0 0 0
C= -£ 0 0 0 0 0 , D= 00 0 —v 0 0 ’ (41)
0 0O 0 0 0 0 0O 0 O 0O -2 0
O —7 0 0 0 0 0O 0 O 0 0 —v
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h(K, L) Ko(x)
h(L) Lo(x)
ow Oow TKHSL uf(x)
Flw,—,— )= 3t = 42
() = | 7l [0 =] | )
gLmok v (%)
£L“%—§ vp(x)
n 0 00 0 0 W 0 0000
0 n* 0000 0 nv¥ 000 0
0 0 0000 0 0 0000
BF_OOOOOO’CF_OOOOOO (43)
0 0 0000 0 0 0000
0 0 0000 0 0 0000
[N
000O0GO0O
000O0TO0O
001000
DF_000100 (44)
0000T10
00000 1

Daqui para a frente, ao longo de todo este trabalho, iremos considerar apenas o Modelo
de Isard-Liossatos Modificado e seus casos particulares.
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4 Modelo de Solow Espacial Generalizado

Neste capitulo iremos analisar o Modelo de Solow Espacial Generalizado:

(0K
%—t — h+ dgAK — xxV - (K"VL)
oL
9r AL =,V - (I'VE 0
(MSEG) { ar 9T BAL =V (LIVE), para (fx) € (0,00) x (45)
K = Ky(x), L = Lo(x), para (t,x) € {0} x Q
oK oL
\ a—n(t,x) = a—n(t,x) =0, para (¢,x) € (0,00) x 02

Novamente, consideramos p € {0,1}: se u = 0 temos o MRDADC, consequéncia do MIL
e se i = 1 temos entao o MSEG, consequéncia do MILM.

No caso em que nao hé taxia para o capital, i.e., quando xx = 0 e x; # 0, Senba
e Suzuki [59] demonstraram, no capitulo 7 de seu livro, a existéncia local (no tempo) de
solugbes classicas para o problema (45). Em [51], [52] e [32], a existéncia global de solugoes
foi estabelecida para alguns casos particulares. A existéncia de solugoes para o modelo
completo nao foi abordada neste trabalho, porém, no caso em que = 0 (MRDADC), foi
considerada em [37], e no caso reativo-difusivo (xx = xr = 0), em [60, 71].

Se as distribuicoes iniciais para o capital e o trabalho forem nao-negativas, as
solugbes de (45) também o serdo para todo ponto x € Q e tempo t > 0 (ver Proposigao
1 apresentada na Segao 3.5). Neste capitulo consideraremos uma fungao de produgao de
Cobb-Douglas, o que implica que h é dada por:

h(K,L) = sAK?L'™% — 6K (46)

e que o crescimento da mao-de-obra é dado pela funcao logistica, isto é:
9 b
g(L)=aL —bL"=alL(1—--L). (47)
a

Aqui ¢ € [0,1] é a intensidade de utilizacao do fator capital no processo de produgao,
s € [0,1] é a taxa de poupanga, A > 0 é um fator tecnolégico, a > 0 é a taxa de cresci-
mento da mao-de-obra, e § ¢ a mao-de-obra maxima suportada pela economia 4,

Se considerarmos condigoes iniciais espacialmente homogéneas, nao havera migracao
de capital e mao-de-obra na economia, e a solucao de (45) serd a mesma que no modelo
nao-espacial considerado em [48]; se, além disso, fizermos b = 0 na fungao de crescimento
logistico, teremos um crescimento malthusiano, e assim recuperamos o modelo classico de
Solow-Swan [61, 65]. Por outro lado, se considerarmos um dominio ilimitado © = R e
a=0b=xg = xr =d, =0, recuperamos o Modelo de Solow Espacial considerado por
Camacho em [11]; por fim, se 2 = R ese b = xx = xr = 0, entdo obtemos o modelo
considerado por Brito em [7].

4Observe que estamos considerando estes pardmetros como constantes, isto é, eles sdo independentes
do local x e do tempo t.
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Escrevendo (45) na forma:

%—Itj =f(U) + DAU + w(U), para (t,x) € (0,00) x Q

U(0,x) = Up(x), para (¢,x) € {0} x Q (48)
ou

I 0, para (¢,x) € (0,00) x OS2

onde: d h(K,L) AK?L'=? — §K
- x 0 - , - S T =
- (% 5 ) ro=("" ) = (M)
([ —xxV - (KM'VL) (K [ Ko(x)
w(U) = ( —xLV - (L*VK) )’ U=l )cebe= Lo(x)
notamos que a equagao (48) possui quatro pontos de equilibrio espacialmente homogéneos®:

T T
(0,0)T, (0, %)T, (% (%)ﬁ ,O> , e (% (%)ﬁ , ‘—g) . No momento estaremos interessa-

dos apenas no equilibrio de coexisténcia do sistema, ou seja, naquele onde nenhuma das
variaveis, L ou K, seja igual a zero:

1 T
T_ (e (AT e

4.1 Adimensionalizacao do Modelo

Antes de continuarmos, é conveniente adimensionalizar o modelo. Para tanto, no-
tamos que as dimensoes das variaveis e parametros sao os seguintes:

x]=C

t|=T

o = [s] = o] =
b =CQ'T™!

onde @), C' e T denotam, respectivamente, as seguintes dimensoes fundamentais: quanti-
dade fisica, comprimento e tempo. Assim, definindo as varidveis adimensionais:

L
Ky Lo
Y
" =nt, 2" = |72
/y ) dK
5Estes pontos sdo dados pelas condicoes %—Itj = AU = VK = VL = 0, ou seja, sao solugoes de

f(U) = 0.
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e desconsiderando os asteriscos daqui para frente, obtemos o modelo (48) em forma adi-
mensionalizada:

(0K
0 =ph+ AK — xV - (K"VL)
ot
oL
— p
(MSEG-ad) { ot =ag+ dAL —xV - (L*VK), para (t,x) € (0,00) x Q (49)
K = Ky(x), L = Lo(x), para (t,x) € {0} x Q
0K oL
\ a—n(t,x) = %(t,x) =0, para (t,x) € (0,00) x 02
onde: 1
_a 0 dp _axp (sA\*?  _  axk

sao parametros adimensionais e:

h(K,L)=K°L'" % - K
g9(L) = L(1 = L).

Além disto, note que temos certa liberdade na escolha da escala v, pois ela deve ter
dimensao T~!. Portanto, a principio podemos escolher como 7: a taxa de crescimento da
mao-de-obra a, a taxa de depreciacao do capital § ou a taxa de poupanca s.

Na forma matricial, o modelo adimensional pode ser escrito como:

%—Ij = f(U) + DAU + w(U), para (t,x) € (0,00) x

U(0,x) = Ug(x), para (t,x) € {0} x Q (51)
ouU

I 0, para (t,x) € (0,00) x OS2

onde:
D 10 Bh(K, L) B(KL'™% — K)
- \0d ag(L) N aL(1—1L)
—xV - (K*VL) (K ~( Ko(x)
w(U) = ( v.vi) ) V=00 ) eUe= 1 x)
Observe que o equilibrio espacialmente homogéneo de coexisténcia do modelo adimen-
sionalizado esta normalizado, ou seja:

Us = (Koo, L) = (1,1)T = 1. (52)

4.2 Estabilidade Linear

Seguindo [72], vamos fazer a andlise de estabilidade linear da equacao (51). Para
tanto, iremos linearizar o sistema em torno do ponto de equilibrio de coexisténcia (52).
Definindo a perturbacao espacialmente nao-homogénea de pequena amplitude:

u=U-U, = (uK,uL)T
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temos que a EDP em (48) pode ser reescrita como:

88_1; =f(Uy, +u)+ DAu+ w(u)
onde: ( K).“ ;
XV (1+u*) Vu
w(u) = ( —xV - (14 ub)" Vuf > ’

Expandindo f(U + u) pelo Teorema de Taylor, e retendo apenas os termos de primeira
ordem, obtemos a versao linearizada de (51):

du _
ot

ail QAo Oxh Orh ’
A= = = J¢(Uy
( Q21 A22 > ( kg Iy > Uso r( )

é a matriz Jacobiana de f aplicada no ponto estacionario U, e:

_( 1 —x
o~ (4 )

Aplicando a transformada de Fourier espacial na equagao (53), obtemos o seguinte
sistema de primeira ordem dependente do tempo:
ou

= (A+|KI’D,) (54)

Au+D,Au (53)

onde:

onde u(k,t) é a transformada de Fourier de u(x,t) e k é o nimero de onda. Desta forma,

a perturbacao:
1

u(t,x) = oy

/ e~ xii (ke #)dk (55)
R2
é representada como a soma de ondas harmonicas espaciais e~ ***u(k, ), onde:

fi(k, t) = e(AHIKIPD )k )

as quais podem ser obtidas para cada niimero de onde k usando os autovalores ¢ da matriz
A + |[k||*D,. Assim, procurando solugoes de (54) na forma exponencial e’*v, obtemos
que:

Mv = (cI1-A+D,q) =0 (56)

ou, de forma equivalente:

(O' —ayy + Q) —(CL12 + )ZQ) V1 _ 0 (57)
—(az1 +xq) (0 — ax +dq) () 0 )’
onde ¢ é a norma do ntmero de onda, k, ao quadrado: ¢ = ||k||3 > 0 e o(q) ¢ a taxa

de crescimento do modo cujo nimero de onda é k. Este sistema (57) admite solugoes
nao-triviais se e somente se a matriz M ¢ singular, ou seja, se:

P(o) =detM = (0 — a11 + q)(0 — ag2 + dq) — (a21 + xq)(a12 + Xq) = 0,
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o que pode ser escrito mais convenientemente como:

P(0) = 0+ 2(g)o +w(q) = 0 (58a)
2(q) =(1+d)g—trA (58b)
w(q) = (d = xXX)¢* — (and + ag + an X + arax)q + det A (58¢)

Definigao: O ponto de equilibrio U, é dito linearmente estével se e somente se Re{c} < 0,
isto é, quando os modos vao para zero ao t — oo.

Proposicao 2 - Condigoes para Estabilidade Linear
i. Sed=0exy=yx =0, entao U, é linearmente estavel se e somente se:

trA—qg<0e det A —axnqg>0.

ii. Sed #0e x =x =0, entao U, ¢ linearmente estdvel se e somente se:

(14+d)g—trA >0 e dg® — (and+ as)q +det A > 0.

ili. Sed# 0e x, x # 0, entao U, ¢ linearmente estavel se e somente se:

(I+d)g—trA>0e
(d—xX)q* — (a11d + as + as1 X + ar2x)q + det A > 0.

Prova: Vamos mostrar o caso (iii), pois (i) e (ii) seguem de (iii) se fizermos: (i) os
coeficientes de taxia e difusao iguais a zero; e (ii) apenas os coeficientes de taxia iguais a
zero. De (58a) temos que:

1 1
01:§<—z+\/z2—4w) e02:§<—z—\/22—4w>.

Agora observe que a parte real de ambas raizes o; e o5 devem ser negativas para que U,
seja linearmente estavel, e isto é verdade se e somente se z >0ew >0 N

Entao, considerando a fun¢ao de producao de Cobb-Douglas e a funcao logistica no
jacobiano A, obtemos que:

A:(a“ a12):(—5(1—¢) 5(1—@)’ (59)

21 A29 0 —Q
e portanto:

trA—g=—-a—-01—-9¢)—qg<0

det A — agq = af(1 — ¢) + ag > 0,

pois ¢ € (0,1) e ¢, a, B > 0. Desta forma, o item (i) da Proposicao 2 é sempre satisfeito.
Além disto, (ii) também é sempre satisfeito, pois como d, ¢ > 0:

trA<0=(1+dg—trA>0 (60)
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dq® — (ay1d + ag)q +det A = dg* + (B(1 — ¢)d + a)q + det A > 0. (61)

Observacgao - Dizemos que h4 instabilidade difusiva no sistema (49), segundo a definigao
de Turing [68], se as seguintes propriedades se verificam:

a. o equilibrio de coexisténcia espacialmente homogéneo for linearmente estavel na
auséncia dos termos difusivos e de taxia;

b. o equilibrio de coexisténcia espacialmente homogeéneo for linearmente instavel quando
se consideram apenas os termos reativos e difusivos em (49).

Podemos mostrar facilmente que a propriedade (a) se verifica em nosso caso, mas como
as desigualdades no caso (ii) da Proposi¢ao 2 também sempre se verificam, a propriedade
(b) nao é vélida. Assim, podemos concluir que nao hé instabilidade difusiva no sistema
aqui considerado. Ou seja, pequenas perturbagoes do equilibrio espacialmente homogéneo
nao podem se desenvolver em padroes espaciais, ou formarem aglomerados economicos,
na presenca apenas de reacao e difusao. Cabe observar que esta conclusao so ¢é valida
para os termos reativos h e g aqui considerados.

Proposicao 3 - Se nao ha taxia para o trabalho, ou seja, se x = 0, entao nao pode
haver formacao de aglomerados economicos.
Prova - Neste caso:

w(q) = dg* + (B(1 — ¢)d + a)q + det A
é nao-negativo, pois a, 3, d, det A, g =[[k[|3>0e0<¢p <1 M
Em outras palavras, a presenca de taxia para o trabalho é condicao necessaria para a

formacao de aglomerados econdomicos, embora nao seja suficiente, como ficara claro nos
resultados apresentados a seguir.

Proposicao 4 - Podera haver formacao de aglomerados econdémicos se a seguinte relacao
de dispersao for satisfeita:

w(q) = (d—xx) ¢ + [+ B1—¢)(d—x)] g+ af(l—¢) <O0. (62)

Prova - Como (60) é sempre verdade, a tinica possibilidade do sistema apresentar insta-
bilidade linear é se a segunda desigualdade em (iii) for violada, isto é, quando tivermos a
seguinte relacao de dispersao:

w(q) <0<
(d — xX)q* — (annd + agy + agn X + a12x)q + det A < 0.

Agora basta considerar (59) que o resultado seguc B

Corolario 4 - Se d — xx > 0, podera ocorrer a formacao de aglomerados econémicos se
a seguinte desigualdade for satisfeita:

+dg o, A XX)

X2 51— 9) B1—0) (63)
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Prova - Se d — xx > 0, a pardbola w(q) dada por (62) possuird minimo global em:

¢ = gl A= 9= )

e entdo, para haver instabilidade, temos que ter w(q*) < 0, o que implica (63) B

4.3 Casos Especiais do MSEG em uma Dimensao Espacial

Nesta secao consideraremos casos especiais do Modelo de Solow Espacial General-
izado em uma dimensao espacial:

( OK PK 0 oL
a0 T e T Xy, (Ka_>
oL 0?L 0 0K
i ag + d? ~ X5, (L%) para (t,z) € (0,1) x (0, 00) (64)
K(t,x) = Ko(x), L(t,x) = Lo(x), para (t,z) € [0,1] x {0}
oK oL
e 0, e 0, para (t,z) € {0,1} x (0,00)
onde: )
_ 0 g0 g o (sANTE o axk
Oé—/ya _77 _dK’X—bdK 5 7X_bdK
e:

h(K,L)=K?L'"® - Keg(L)=L(1 - L).
Lembramos que o parametro v pode ser: a taxa de crescimento da mao-de-obra a, a taxa
de depreciacao do capital §, ou a taxa de poupanca da economia s.
4.3.1 Economia apenas com Mao-de-Obra

Se o capital nao influéncia a distribuicao de mao-de-obra, temos que esta serd gov-
ernada pela Equagao de Fisher [27, 49]:

o

ot —9 0x?

Lt,) = Lolx), para (t,2) € [0,1] x {0} (65)
oL

37 = 0, para (t,z) € {0,{} x (0, 00)
onde g(L) = L(1 — L) e onde consideramos 7 = a e d = 1. Esta equagao apresenta os
seguintes pontos de equilibrio:
Ll =0el? =1.

Observe que Ll é ponto de equilibrio instavel, pois ¢'(0) = 1 > 0, e L2 ¢ ponto de
equilibrio estavel, pois ¢’(1) = —1 < 0. De fato, se considerarmos este problema em
um dominio infinito (ou muito grande) esta equagdo apresenta solugoes do tipo ondas
viajantes (ver, por exemplo, Debnath [23], pag. 391). Na Figura 4 podemos ver uma
solugao numérica deste problema, considerando um dominio de tamanha [ = 1000 e

condicao inicial gaussiana:
1  (z-500)2
Ly (q;) = 5@ 2500
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Figura 4: Evolugao de uma economia apenas com mao-de-obra, dada pela equacao (65).

Inicialmente a distribuicao inicial cresce e se espalha até o topo atingir o equilibrio nao-
trivial em ¢ = 5; a partir de entao a mao-de-obra se propaga como onda viajante em
direcao as extremidades do dominio, chegando ao estado homogeéneo final em ¢ = 125. Na
Figura 5 apresentamos um outro grafico mostrando esta evolugao espago-temporal até o

equilibrio homogéneo.
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100

400

500

EOO

00

BOO

00

1000

Figura 5: Evolugao de uma economia apenas com mao-de-obra, dada pela equagao (65).
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4.3.2 Economia apenas com Capital

Se considerarmos que existe apenas capital na economia, e que sua reproducao
independe do trabalho, temos que a funcao de producao sera dada por:

h(K)=K?—-K, ¢ (0,1)

e que o modelo (64) se simplificard para apenas uma equagao de reagao-difusao:

a_K =h+ aQK

ot Ox?

K(t,z) = Ko(x) para (t,z) € [0,{] x {0} (66)
0K

e 0 para (t,x) € {0,1} x (0, 00)

onde consideramos v = §. Esta também é uma Equagao de Fisher, mas onde a funcao de
reagao h nao é continuamente diferenciavel para K € [0, 1]. Como a teoria da existéncia de
ondas viajantes encontrada na literatura — por exemplo, em [3, 43] — geralmente considera
h € C'0,1], a seguir apresentamos apenas a evidéncia numérica da existéncia destas
ondas. Mas se considerarmos a fun¢ao de producao proposta na Segao 6.1, equacao
(81), também podemos mostrar analiticamente sua existéncia. Na Figura 6 podemos
ver uma solugao numérica deste problema, considerando com dominio igual ao anterior,
¢ = 0.5 e a distribuicao inicial de capital gaussiana:

1 (@500

Ko(x) = 56 2500

Neste caso, podemos observar que o crescimento e espalhamento da distribuicao inicial
de capital se da de forma bem mais rapida que no caso da mao-de-obra. Para o dominio
considerado, nao chegam a se desenvolver frentes de onda. Entretanto, se considerarmos
um dominio maior, de tamanho [ = 10000, e distribuicao inicial:

1  (z—5000)2

KO(;U) = 5@ 2500

podemos ver o espalhamento por frentes de onda, conforme apresentado na Figura 7.
Camacho e Zou [11] em seu trabalho de 2004 consideram este modelo, mas nao chegam a
observar este comportamento.

4.3.3 MSEG com Capital e Mao-de-Obra, mas sem Taxia

Se considerarmos que nao ha taxia no modelo (64), fazendo y = x = 0, obtemos o
seguinte sistema de reagao-difusao:

(0K 0*K
T h(K,L)+ Er
oL 0?L
! or — o) +dgn (67)
K(t,x) = Ko(x), L(t,x) = Lo(x), para (t,x) € [0,1] x {0}
0K oL
5 =0, 9= 0, para (t,z) € {0,1} x (0,00)
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Figura 6: Evolugao de uma economia apenas com capital, dada pela equagao (66).
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Figura 7: Evolugao de uma economia apenas com capital, dada pela equagao (66).

onde o = a/§ (a é a taxa de crescimento organico da mao-de-obra, e § a taxa de depre-
ciacdo do capital) e:

h(K,L)=K°L'"®—~Keg(L)=L(1—-L), ¢ €10,1].
Pelo caso (ii) da Proposicao 2, temos que o ponto de equilibrio de coexisténcia:

(Ko, Loo) = (1, 1)
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é linearmente estavel para este modelo. Portanto, podemos esperar que a economia ird
tender a este estado homogéneo. Na Figura 8 consideramos [ = 3000, « = 1, ¢ = 0.5, que
a mao-de-obra inicial estd em seu estado de equilibrio L., = 1 e que a distribui¢ao inicial
de capital é dada por:

1  (z—1500)2
Ko(x) = ie’ﬁ
Como ha mao-de-obra abundante ao longo de toda a economia, o capital cresce e se es-
palha até t = 0.2, e a partir deste momento se propaga como onda viajante rumo as
extremidades do dominio, atingindo o ponto de equilibrio homogéneo em ¢t = 5.

Na Figura 9, onde consideramos ambas condigoes iniciais gaussianas, com maior
abundancia de mao-de-obra do que de capital:

1 (z— 2 (z— 2
Ko(x) = 567 215%(())0) e Lo(x) —e 25158(?)

podemos verificar que a partir de certo momento, ¢ = 0.2, tanto o capital quanto a
mao-de-obra se propagam como ondas viajantes, sendo que o capital segue atras da mao-
de-obra. De fato, podemos notar que a mao-de-obra esté se propagando com velocidade
ligeiramente maior do que o capital. Em ¢ = 3.2 a mao-de-obra ja atingiu o equilibrio,
enquanto que o capital ainda nao.

Para analisar com mais detalhes uma economia onde o capital é mais abundante do
que a mao-de-obra, vamos considerar o modelo (67) em sua forma dimensional:

(0K PK
I orli-¢ _
o = SAKCL™ = 0K + dic
oL O0?L
— =alL —bL* +dp—
o ¢ R (68)
K(t,x) = Ko(x), L(t,x) = Lo(x), para (t,x) € [0,1] x {0}
0K oL
\ % = 0, % = 0, para (t,CL’) c {O,Z} X (O, OO)

com os parametros s = 0.1, 6 = 0.05, dx = dp, =a =b=1 el = 3000. Desta forma, o
equilibrio de coexisténcia ¢ dado por:

Ko=4elL,,=1.

Na Figura 10 consideramos que o capital comeca em seu ponto de equilibrio homogéneo
K =4 e que a mao-de-obra esta concentrada no centro do dominio:

_ 2
Lo(l‘) = e_(z 213?)%0)

Nesta figura podemos observar que, nas regioes onde nao ha mao-de-obra presente, o
capital se deprecia a taxa ¢, até o ponto onde sé resta capital no centro do dominio,
onde hd mao-de-obra para reproduzi-lo (t = 1), pois para a reprodugao do capital sdo
necessarios ambos os fatores: capital e trabalho. A partir de entdao, ambos capital e
trabalho se propagam como ondas viajantes até chegar a uma economia homogénea.
Comportamento similar podemos observar na Figura 11, mas aqui consideramos ambas
condicoes iniciais gaussianas, com maior abundancia de capital:

(x—1500)2 (x—1500)2

KO(I) — e 25000 @ Lo(x) — e~ 2500
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Figura 8: Evolugao de uma economia com capital e trabalho, mas sem taxia (67).
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Figura 9: Evoluc¢ao de uma economia com capital e trabalho, mas sem taxia (67).

Para finalizar a analise deste caso, na Figura 12 consideramos o cenario onde todo
o capital estd concentrado no centro da economia, e toda a mao-de-obra estd concentrada
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Figura 10: Evolucao de uma economia com capital e trabalho, mas
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sem taxia (68).
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Figura 11: Evoluc¢ao de uma economia com capital e trabalho, mas sem taxia (68).

no extremo esquerdo do dominio:

Ky(x) =e

_ (z—1500)2

“500 e Lo(z) = e~ 55, x € [0,3000].

2
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Neste caso, o capital presente no centro do dominio comeca a se depreciar rapidamente,
mas como se difunde pelo dominio, logo comega a aumentar em terreno propicio a sua
reprodugao (onde hd mao-de-obra disponivel, no extremo esquerdo, em t = 0.15). A partir
de entao, t = 1, comeca a se propagar para a direita, juntamente com a mao-de-obra.
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Figura 12: Evolugdo de uma economia com capital e trabalho, mas sem taxia (68).

4.3.4 MSEG com taxia apenas para a mao-de-obra

O caso mais simples do Modelo de Solow Espacial Generalizado que pode formar
aglomerados economicos ¢ quando ha apenas taxia para a mao-de-obra, ou seja, quando

desconsideramos a taxia para o capital fazendo y = 0. Neste caso, a desigualdade (63)
pode ser escrita como:

« ad
A R ) o

Uma representacao grafica desta relagao pode ser vista na Figura 13, considerando trés
contextos diferentes:

e no primeiro grafico consideramos o« = 5 e ¢ = 1/2, e variamos o coeficiente de

difusao: quanto maior a difusao, maior tem que ser o coeficiente de taxia para haver
modos instaveis;

e 1o grafico do meio consideramos d = 1 e ¢ = 1/2, e variamos o quociente a/[:

quanto maior este quociente, maior tem que ser o coeficiente de taxia para haver
modos instaveis;
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Figura 13: Relagoes de Dispersao para o caso y = 0.

e ja no ultimo grafico, consideramos @ = e d = 1, e variamos a intensidade no uso
do capital ¢ entre 0 e 1: entre 0 e 0.8 a curva é quase plana, crescendo rapidamente
para ¢ entre 0.8 e 1. De fato, em ¢ = 1, x deveria ser infinito para haver instabili-
dade.

Em todos estes graficos, a regiao abaixo da curva representa o espago de parametros onde
ha estabilidade, enquanto que a regiao acima dela representa o valores de parametros para
os quais hd modos instdveis. Os pontos sobre a curva (que chamamos de relagao de dis-
pers@o) representam pontos de bifurcacao: ao atravessd-los, o comportamento dinamico
do sistema muda.

Em termos dos parametros originais, a desigualdade (69) pode ser reescrita como:

SN [ dy s drdy
> —_— _ — | —M—— | = .
XL _b(sA) (1 —9) + a + ad(1 — ¢) Xe (70)

Assim, podemos observar que:

e quanto maior dg, dr, b e A, maior ., e portanto a taxia precisa ser mais intensa
para que o sistema apresente modos instaveis;

e quanto maior a e s, menor Y., e desta forma, uma taxia menos intensa ja é capaz
de criar modos instaveis;

e quanto aos parametrs ¢ e ¢, seus efeitos sao mistos em ..

Simulagoes Numéricas em uma Dimensao Espacial

Nesta se¢ao vamos considerar o MSEG (64) em uma dimensao espacial e no dominio
(t,x) € [0,00) x [0,1], onde [ > 0 é o tamanho do dominio. Além disto, consideraremos o
seguinte conjunto de parametros:

X =0,

d=1,

¢ = 0.5,

o (71)
B =25,

:u’_ )



os quais implicam, por (69), que o modelo podera gerar aglomerados econémicos se:

9 4

5+ \/5~3.59_Xc.

Na Figura 14 mostramos a evolugao espaco-temporal para condicoes iniciais gaussianas
para o capital e para o trabalho considerando o caso em que o coeficiente de taxia do
trabalho (x = 3) é menor do que o valor critico x. = 3.59, e em que o tamanho do dominio
é | = 100. Neste caso, o ponto de equilibrio espacialmente homogéneo (Ko, Loo)' =
(1,1)T é linearmente estdvel, e portanto as condicoes iniciais convergem para este ponto
através da propagacao de frentes de onda. Ja na Figura 15 consideramos y = 5 > x., e
todos os outros parametros iguais. Aqui, as condigbes iniciais convergem para um novo
estado estacionario nao-homogéneo, confirmando os resultados da anélise de estabilidade
linear. Além disto, podemos observar a formacao de aglomerados de capital e trabalho
nas mesmas localidades.

X =
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Figura 14: Estado estaciondrio homogéneo (x = 3 < x.).

Observagao - Ao considerarmos o modelo linearizado (53) em §2 = [0,!] sujeito
a condigoes de contorno de Neumann homogéneas, obtemos que os seus autovalores —
valores de k que geram solugoes nao-triviais — sao nimeros de onda discretos dados por:

k=—=qg=Fk= ,n=0,1,2, ... (72)
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Figura 15: Estado estacionario ndo-homogéneo (x =5 > x.).

e portanto, a perturbagao (55) pode ser representada como a série de Fourier em cossenos:

u(t,x) = Z ( g’; ) ()t cos (#) , for x € ]0,1] and t € [0, ¢o], (73)

onde o (k%) sao as rafzes positivas de (58a), e as constantes C), e D,, sao determinadas
usando as condicoes iniciais. Como nao ha taxia para o capital, a parabola da relacao de
dispersao (62) pode ser escrita como:

w(g) = dg® + [a+ B(1 — 9)(d — )] ¢ + aB(1 — ¢) < 0.

Como d > 0, esta relagao de dispersao implica em dois casos, que estao representados na
Figura 16:

i. Se a pardbola w(q) possui raizes complexas, w(q) é sempre positivo, e portando o
ponto de equilibrio espacialmente homogéneo sera estével (isto ocorre quando x < x.);

ii. Se a pardbola w(q) possui duas raizes reais positivas, entdo haverd um intervalo
de ¢ em que w(q) é negativa. Neste caso, os modos correspondentes aos nimeros de onda
relativos a estes valores de ¢ serao instaveis, e uma perturbacao do equilibrio homogéneo
podera convergir para um novo equilibrio nao-homogéneo (isto ocorre quando y > x.).
Em outras palavras, neste caso os modos k* = q € (q1,¢2) < k € (k1,k2) = (V@i V&)
serao instaveis. Observe que, para haver modos instaveis, (72) implica que o tamanho do
dominio, [, deve ser grande o suficiente para garantir a existéncia de nimeros naturais n
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tal que n € [ny,ny|, onde®:

= [ 2]

Desta forma, segue de (74) que a evolugao da perturbagao nao-homogénea do equilibrio
pode ser aproximada por:

U(t,z) = Uy + Z ( g" ) (¥t cos (#) , forx € [0,1] and t € [0, o] (74)

desde que consideremos tempos pequenos a partir do inicio da perturbacao.

Relacao de Dispersao

Instavel
Estavel

w(q)

Figura 16: Relacoes de Dispersao para o caso xy = 0.

Comportamento espago-temporal como funcao da taxia na mao-de-obra

Considerando os parametros desta secao, na Figura 17 apresentamos a dependéncia
do intervalo de modos instaveis como funcao do coeficiente de taxia para o trabalho x.
Como podemos ver, para Yy maiores do que x. = 3.59, o intervalo de modos instaveis
aumenta com Y. Na mesma figura também apresentamos o intervalo de modos discretos
(para [ = 12), assim como o nimero de modos discretos instaveis, como funcao de x. A
seguir iremos mostrar que este modelo é capaz de gerar uma variedade bastante rica de
comportamentos dinamicos para a economia.

Na Figura 18 apresentamos a evolucao de uma perturbacao aleatéria do equilibrio
homogéneo da mao-de-obra para vérios valores representativos de x, quando | = 12 (a
evolugao da distribuigao de capital correspondente é qualitativamente similar). Nesta e
nas proximas figuras o branco significa uma maior densidade, e o preto uma menor den-
sidade. Como podemos observar, dependendo do valor de x podemos ter a convergéncia
da distribuigdo de mao-de-obra para um estado homogéneo (x = 3), para um estado
nao-homogéneo (x = 5,7), um comportamento ciclico e periddico (x = 10) e um com-
portamento ciclico, mas aperiddico (y = 17.5). Via de regra, quanto maior x, maior o
nimero de modos instaveis, e portanto mais complexo o comportamento espaco-temporal
do sistema.

6Aqui |z é o maior nimero inteiro ndo maior do que z e [z] é o menor nimero inteiro ndo menor
do que x
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Figura 17: Intervalo de Modos Instaveis como funcao de y.
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Figura 18: Comportamento Espago-Temporal como fungao de y (I = 12).

Comportamento espago-temporal como fungao do tamanho do dominio

Na Figura 19 podemos verificar o crescimento do intervalo (e do nimero) de modos
discretos instaveis, para x = 5 e x = 10, para dominios de tamanho crescentes (I).

Se x < X. nao ha muito o que esperar, pois neste caso o equilibrio é estavel, e a
economia converge para um estado homogéno independente de seu tamanho. Ja para
os casos em que o equilibrio é instavel, j4 vimos um exemplo em que a economia atinge
um estado estacionario nao-homogéneo, apresentando aglomerados de capital e mao-de-
obra estaveis. Agora estaremos interessados em verificar o que acontece com a dinamica
espaco-temporal da economia quando o seu tamanho [ aumenta. Como o numero de
modos instaveis aumenta com [, como verificamos na Figura 19, é de se esperar que a
evolugao do sistema também apresente mudancas quando [ aumenta.

Na Figura 20 apresentamos a evolucao de uma perturbacao aleatéria do equilibrio
homogéneo da mao-de-obra para varios valores representativos de [, quando y = 5.
Quando [ = 1 nao hd modos instaveis, e portanto a distribui¢ao volta a convergir para
o equilibrio homogéneo. Na medida em que o tamanho da economia aumenta, o nimero
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Figura 19: Intervalo de Modos Instaveis como funcao do tamanho do dominio, (.

de modos instaveis aumenta, fazendo com que o nimero de aglomerados também cresca,
fato ilustrado na figura. Cabe salientar que para xy = 5 encontramos apenas este tipo
de comportamento para a economia, ou seja, a convergéncia para um novo estado esta-
cionario.

Ja na Figura 21 consideramos o caso em que y = 10, o que implica, ceteris paribus,
um maior nimero de modos instaveis. Neste caso, verificamos uma gama mais rica de
comportamentos espaco-temporais:

i. convergéncia para um estado estacionario nao-homogéneo estdavel, com formagao de
aglomerados econoémicos (I = 1,2,4,10, 15);

ii. formacao de ciclos econémicos periddicos (I = 7,9, 12);
iii. formacao de ciclos economicos nao-periddicos (I = 14,19, 22, 24).

Na Figura 22 ilustramos o caso (i), apresentando a evolugao espago-temporal das
distribuicoes de capital e trabalho para [ = 15, assim como o estado estacionario nao-
homogéneo atingido. Na Figura 23 mostramos a evolucao temporal de algumas econo-
mias locais, assim como a do valor agregado do capital (Kr) e do trabalho (Lr), a qual
¢ mostrada na tltima coluna. Na tltima linha da mesma figura apresentamos os respec-
tivos diagramas de fase K vs. L, onde podemos verificar novamente o estado estaciondario.

Na Figura 24 ilustramos o caso (ii) para [ = 9, o qual gera ciclos periédicos. Na Figura
25 mostramos a evolugao temporal de algumas economias locais, assim como a do valor
agregado do capital (K7) e do trabalho (Lr), a qual é mostrada na iltima coluna. Na
ultima linha da mesma figura apresentamos os respectivos diagramas de fase K ws. L,
onde podemos verificar novamente a existéncia de ciclos periddicos.

Na Figura 26 ilustramos o caso (iii) para [ = 23, o qual gera ciclos nao-periédicos. Na

Figura 27 mostramos a evolucao temporal de algumas economias locais, assim como a do
valor agregado do capital (K7) e do trabalho (Lr), a qual é mostrada na tltima coluna.
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Figura 21: Comportamento Espago-Temporal como fungao de [ (x = 10).
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Os diagramas de fase sugerem a existéncia de caos no sistema.

Comportamentos espago-temporais similares aos apresentados aqui também ja foram ob-
servados em modelos de quimiotaxia [54, 53, 4].

L8 Distribuicao Estacionaria da Mao-de-Obra Dlistribuican Estacionaria de Capital
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Figura 22: Evolugao espago-temporal para o caso (i): [ = 15.
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Figura 25: Perfis temporais de algumas economias locais e da economia agregada (I = 9).
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43

20

23.



6 4 4 4 60
4 8 s 8 40
5 g g 8 -
= 0w 2 o 2 T2 F
— = = =
2 - o 20
1 1 1
0 0 0 0 0
0 200 400 0 200 400 0 200 400 0 200 400 0 200 400
t t t t t
15 15 1 15 50
0.8 40
— 1 1 = s 1
© S 06 3 = 30
el o = N
g g 04 < 2
X 05 05 g0 ¥ 05 0
0.2 10
0 0 0 0 0
0 200 400 0 200 400 0 200 400 0 200 400 0 200 400
t t t t t
1.4 15
1.2
— 1 — =
s ! 2 8 3
= 0 o -
X = = =
08 <05 < ¥
0.6
0.4 0
5 10 0 2 4 60
L(t,0) (1,5.75)

Figura 27: Perfis temporais de algumas economias locais e da economia agregada (I = 23).
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5 Modelo de Solow Espacial Generalizado com Re-
cursos Naturais Nao-Renovaveis

5.1 Modelo e Funcao de Producao

A fim de exemplificar a introducao de um recurso natural nao-renovavel na econo-
mia, iremos utilizar o MSEG em uma dimensao espacial (64):

( OK PK  _0 oL
ot P e T, (Ka—>
oL 0L 0 0K
=Y + dw ~ X5, (L%) para (t,z) € (0,1) x (0, 00) (75)
K(t,x) = Ko(x), L(t,x) = Lo(x), para (t,z) € [0,1] x {0}
0K oL
i 0, et 0, para (t,z) € {0,1} x (0, 00)

onde:
hK,L)=f(K,L,R)— K eg(L)=L(1-L).

A funcao de producao, incluindo o uso do recurso natural na producao, é dada por:
f(K,L,R) = K°L'""*(1+rR)", ¢,n € [0,1] (76)

onde R = R(t,x) é o estoque de recurso natural ndo-renovavel no tempo ¢ e localidade z,
o € sua taxa de extracdo (que aqui consideraremos constante). Para cada z, R satisfaz a
seguinte equagao diferencial [55, 62, 63]:

OR
E = —T()R, (77)
cuja solucao ¢ dada por:
R(t,z) = R(0,z)e” ™", x €[0,1], t > 0. (78)

Aqui, R(0,x) é a distribuigao inicial do recurso natural nao-renovével, e estaremos con-
siderando a variavel £ em uma dimensao.

Observe que (76) nao é homogénea de grau um’, mas a utilizaremos para melhor
comparar as diferengas entre uma economia com recursos naturais e outra sem tais re-
cursos. Para verificar essas diferencas de comportamento, nos utilizaremos do Modelo de
Solow Espacial Generalizado (64) em uma dimensao espacial, e sem considerar taxia para
o capital, isto é, fazendo y = 0. Note que a inclusao do recurso natural no modelo, com
a respectiva modificacao da funcao de producao, nao altera os resultados de estabilidade
ja apresentados para o MSEG.

"Qualitativamente, para nossos propésitos, as solucdes entre uma funcio de producdo homogénea de
grau um, e uma nao-homogénea, ndo diferem substancialmente.
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5.2 Simulagoes Numéricas em uma Dimensao Espacial

Para as simulacoes numéricas, consideraremos o seguinte conjunto de parametros:

5,
— 0.5,
B=25,
o = 01,
=14,

e as condicOes iniciais gaussianas apresentadas na Figura 28. O decaimento espago-
temporal do estoque do recurso natural nao-renovavel, R(t,x), que estd localizado no
centro da economia, pode ser visto na Figura 29.

Estoque Inicial de Capital e M-O Estoque Inicial de Recurso Natural NR
0.25 T T T T T . 120 T T .
Capital Inicial
— M-O0 Inicial
100 E
0.2

0.15

60 b

R(0,x)

01r
40t 1

0.051
201 b

Figura 28: Condigoes Iniciais Ko(z), Lo(x) e R(0, z).

Com o objetivo de medir o impacto de um recurso natural em um periodo de tempo
[0,t], vamos definir o excedente de mao-de-obra como a fungao:

Byt z) = /0 (L (s,2) — L(s,2)) ds

e de forma similar, definimos o excedente de capital como:
t
Ex(t,x) = / (Kgpn(s,x) — K(s,x))ds.
0
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Evolucan do Estoque de Recurso Matural - R{t,x)
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Figura 29: Evolugao Espago-Temporal de R(t,x).

Lgrn, Kry sao as distribuicoes de mao-de-obra e de capital numa economia com recursos
naturais, e L, K representam as mesmas variaveis numa economia sem recursos naturais.

Na Figura 30 apresentamos a evolugao destes excedentes para uma economia que
converge para um estado estaciondrio homogéneo (x = 3). Como podemos ver, héd a
concentracao destes excedentes na regiao central, onde esta localizado o recurso natural.
Na Figura 31, onde consideramos uma economia que atinge um estado estacionario nao-
homogéneo (xy = 5), estes excedentes se concentram nas localidades onde, na economia
sem o recurso natural, havia menor densidade de capital e trabalho, ou seja, ha uma
troca de fase espacial neste caso: onde antes havia uma regiao bem desenvolvida, agora
h& um regiao pouco desenvolvida, e vice-versa. Ja para uma economia que apresenta um
comportamento irregular (xy = 10), podemos ver, na Figura 32, que os excedentes também
se concentram na regiao central do dominio, embora neste caso ele nao atinja um estado
estacionario, como nos exemplos anteriores.

Na Figura 33 apresentamos os excedentes de capital e mao-de-obra para a economia
agregada, calculados da seguinte forma:

50 = [ [ (asts.0) — Lo s

B9 (1) :/Ot /Ol (Kan(s,2) — K(s,z)) dzds.

Como podemos ver, o Uinico caso em que a economia como um todo se beneficia do re-
curso natural é o caso em que ela converge para um estado estacionario nao-homogéneo
(x = 5). Embora tanto os excedentes da mao-de-obra como o do capital sejam inicial-
mente negativos, logo eles se tornam persistentemente crescentes e positivos, até o tempo
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Figura 30: Evolucao do Excedente de Mao-de-Obra e Capital (x = 3).
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Figura 31: Evolucao do Excedente de Mao-de-Obra e Capital (x = 5).

t = 200, aproximadamente. Vejam que este impacto positivo do recurso natural na econo-
mia agregada é bem mais duradouro do que a sua existéncia, pois seu estoque se acaba
no tempo t = 50 (ver Figura 29). No caso em que x = 3, os excedentes ficam persis-
tentemente negativos, mostrando que a economia como um todo (quando tem recurso
natural) tem uma performance inferior do que quando nao o tem, embora a regiao onde
se concentre estes recursos se apreveite melhor deles (Figura 30). Ja para o caso de com-
portamento irregular, y = 10, notamos um comportamento erratico destes excedentes:
para o capital, comeca inicialmente negativo, mas posteriormente se torna positivo, e
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Evolucao do Excedente de Mao-de-Obra
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Figura 32: Evolugao do Excedente de Mao-de-Obra e Capital (y = 10).

assim sucessivamente num movimento aperiédico; ja o trabalho tembém apresenta um
excedente erratico, mas sempre negativo. Detalhando melhor o caso em que a economia
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Figura 33: Excedentes de M-O e Capital para a Economia Agregada.

tem um melhor performance agregada na presenca dos recursos naturais, na Figura 34
podemos ver a evolucao temporal do estoque de recurso natural agregado, da mao-de-
obra e do capital agregados, assim como de seus excedentes. Na Figura 35 apresentamos
a evolucao espaco-temporal da diferenca entre as distribuicoes de trabalho e capital com
e sem recursos naturais (RN), assim como os estados estaciondrios nao-homogéneos com
e sem RN, onde podemos novamente observar a troca de fase espacial.
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Finalmente, na Figura 36 mostramos a dependéncia dos excedentes de capital e do
trabalho em relacao a taxa de extracao do recurso natural ry. Quanto maior ry, menor é
o tempo de impacto do recurso natural na economia e, de fato, menor é o impacto total,

até se tornar negativo (ro = 0.99).
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Figura 34: Performance Agregada da Economia (y = 5).
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Figura 35: Evolugao Espago-Temporal do Efeito do RN e Estado Estacionario (x = 5).
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6 Modelos de Solow Espaciais Ondulatérios

Os dois modelos que consideraremos neste capitulo sao de natureza dinamica e
obtidos do Modelo de Isard-Liossatos Modificado:

%—[; — W(K,L,x)—V - u

38_1; =g(K,L,x) =V - v

lg—ltl = —¢VK +7KVL —vu

Zaa—: — —#VL+ELVK — v, para (t,x) € (0,00) x Q

(MILM) (79)

u(t,x) = v(t,x) = 0, para (t,x) € (0,00) x 99

\

Para a derivacao dos modelos dinamicos de segunda ordem temporal, é conveniente
que fagamos algumas consideragdes sobre a fun¢ao de produgao f(K, L).

6.1 Funcao de Produgao Alternativa

Na literatura econdomica geralmente se pede que uma funcao de producao f(K, L)
satisfaca as seguintes condigoes [5]:

i. é nao-negativa para K, L > 0;

ii. é crescente em ambas varidveis;

iii. € concava;

iv. é homogénea de grau um: f(AK,AL) = \f(K,L), VK, L, A > 0;
v. limg oo fr(K, L) =0 e limy_, fL(K, L) = 0;

vi. llm[(_m fK(K, L) =400 e th_m fL(K, L) = +00;

vii. f(0,L)=0e f(K,0)=0.

A fungao de produgao de Cobb-Douglas que utilizamos até o momento satisfaz a todas
estas condigoes. As condigoes (v)-(vii) sdo conhecidas na literatura como condigoes de
Inada. A condigao (iii) garante retornos marginais decrescentes nos fatores de produgao;
(iv) garante ganhos constantes de escala; (v) garante que os retornos marginais dos fatores
tendem a zero se estes forem utilizados em grande quantidade; (vi) nos diz que o retorno
marginal do fator se torna infinito se nao houver um dos fatores presentes; e f(0, L) = 0
diz que o capital é fator essencial a producao, assim como f(K,0) = 0 diz o mesmo acerca
do trabalho.

Como bem observado por Engbers e Capasso [28, 13|, a condi¢ao (vi) é claramente

irrealista, pois antes da economia poder apresentar retornos marginais decrescentes, é
necessario um investimento inicial para criar uma estrutura bésica para a producao, a
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qual inicialmente gerard retornos pequenos, mas crescentes. Entao, apenas a partir de
uma certa massa critica de capital é que se manifestam os retornos decrescentes. A fim de
levar em conta tal comportamento, estes autores propoe o uso de uma funcao de produgao

do tipo:
K¢
K) =

onde consideram apenas o fator de producao capital. Esta funcao é uma funcao convexo-
concava: para valores pequenos de K ela é convexa (apresentando retornos crescentes
para pequenos volumes de capital); e a partir de uma certa quantidade de capital ela é
concava (gerando retornos decrescentes). O custo a se pagar por este maior realismo (e
que os autores reconhecem) é que esta fungao de producao viola a condicao (iv), i.e., ela
nao apresenta retornos constantes de escala.

¢>1,

Nos modelos oscilatorios que derivaremos a seguir, vamos nos deparar com as quan-
tidades % e % nos coeficientes das EDP’s. Se considerarmos a fungao de producao de
Cobb-Douglas, estes coeficientes apresentarao singularidades em K = 0 e L = 0, dev-
ido a propriedade (vi). Para evitar este problema, consideraremos a seguinte funcao de

produgao alternativa:
KL

f(K7L) = M7

(80)
cujas derivadas parciais sao dadas por:

of L of_ K
0K  (1+KL? 0L (1+KL)

Claramente, estas derivadas parciais estao bem definidas em K = 0 e/ou L = 0. Assim
como em [28, 13], esta fungao nao é homogénea de grau um, mas a consideraremos mesmo
assim, pois qualitativamente (dentro do contexto de nosso modelo) ela se comporta da
mesma forma que a fungdo de Cobb-Douglas. O fato de (80) apresentar uma assintota
horizontal nao seré problema, pois estamos considerando que a economia converge para
um valor finito e nao-nulo de capital, o que segue da hipdtese de crescimento logistico da
mao-de-obra.

Nos casos em que estivermos considerando uma economia apenas com capital, us-
aremos:

K

f(K) = T K (81)

6.2 Modelo de Solow Espacial Ondulatério I

Neste caso, consideramos a equacao para o fluxo de capital e trabalho em sua forma
mais geral, com todos os seus termos. A seguir vamos derivar a equacao governante
do capital, e observar que a do trabalho segue da mesma forma. Entao, comecamos
relembrando a equagao que descreve o fluxo de capital na economia:

188—1; = —<¢VK+7KVL—rvu
a qual pode ser escrita como:
ou
u -+ TK— = —dKVK + XKKVL, (82)

ot
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onde Tx = %, dig = % e xx = -. Esta equagao ¢é idéntica a Lei de Fourier Modificada (ou
relagdo de Cattaneo-Maxwell) para a condugao de calor [16, 17, 19, 20, 10, 1], mas aqui
utilizada para descrever o fluxo de capital pela economia. Observe que, para Tk pequeno,
pelo teorema de Taylor temos que o lado esquerdo de (82) pode ser escrito da seguinte
forma:

0
u+TK8_1tl =u(t+ Tk, x)

e entdo Tx pode ser visto como um tempo de atraso (ou relaxagao). Neste caso, (82)
pode ser escrita como:

u(t + Tk,x) = —dg VK (t,x) + xxk K(t,x)VL(t,x)

Assim, podemos ver que neste modelo ha um intervalo de tempo Tk para que mudancas
nos gradientes de capital e trabalho, assim como no valor da densidade de capital, possam
alterar o fluxo de capital pela economia, comportamento que é perfeitamente factivel na
realidade.

Tomando a divergéncia da equacao (82):

0 .
Vou+ TK% = —dgAK + xxkV - (KVL)

e usando a equacao de conservagao de capital:

0K
V‘u—h—a,

obtemos a equacgao de segunda ordem no tempo, governando a evolugao do capital:

2
aK+<1_T 8h)8K T Oh OL

TK :h+dKAK—XKV(KVL)

ot MoK ) ot oL ot
Esta é uma equacao hiperbdlica. Observe que se fizermos Tx — 0 obtemos um modelo
parabdlico, o que significa que a informagcao se propaga instantaneamente pela economia,

obtemos: 8K
v =h+dxkAK — xxkV - (KVL),

que ¢é a equacao governando a evolucao do capital no Modelo de Solow Espacial General-
izado, dada em (45).

Procedendo da mesma forma em relacao a mao-de-obra, obtemos o Modelo de Solow
Espacial Ondulatério I (MSEO-I):

( TK(’);_;( + (1 - TKg—[};> %—[; . TKS—Z% = h+dgAK — xxV - (KVL)
TL% + (1 . TLS—” aa—f =g+ d, AL — XV - (LVEK)
(MSEO-1) 3 1 — k(). L = Lo(x)
I w0, T2 = o), para (1) € {0} x O
\ %—f(x, t) = g—ﬁ(x, t) =0, para (t,x) € (0,00) x 0
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Observe que se fizermos Tk, T;, — 0 em (83), recuperamos o MSEG dado em (45), e que
as funcoes h e g sao dadas por:

KL
1+ KL
g(L) = aL — bL>.

— 0K

h(K,L)=sA

Se considerarmos s = A = § = a = b = 1 temos que o equilibrio espacialmente homogéneo
deste modelo também serd dado por:

6.2.1 MSEO-I numa economia apenas com Mao-de-Obra

Se desconsiderarmos completamente a distribuicao de capital no modelo ondulatério
(83), obtemos que a evolugao da mao-de-obra é governada pela seguinte equagao:

(0L dg\ OL
TLW + <1 — TLE) E =g + dLAL
oL 84
L = Lo(x), 5 =Xo(x), para (t,x) € {0} x O (84)
a—L(x, t) =0, para (t,x) € (0,00) x 09
\ On

A equacao diferencial em (84) é um caso especial da equagao do telégrafo adicionada
de um termo reativo g (podendo ser chamada, portanto, de equacdo do telégrafo com
reagdo). Equacao igual a esta — mas em uma dimensao espacial — foi derivada em [33],
adotando um ponto de vista microscépico, para descrever a dispersao de animais sob a
hipétese de que estes tendem a manter a dire¢ao de seu movimento (apresentam inércia);
o autor compara entao este modelo com um modelo reativo-difusivo.

Considerando g(L) = L(1 — L), temos os pontos de equilibrio . = 0 e L = 1. Como
d(0)=1>0eg (1) =—1 < 0 temos que o ponto de equilibrio L = 0 é instavel e o L = 1
é estavel. Desta forma, temos que a mao-de-obra vai tender a se tornar espacialmente ho-
mogénea com o tempo. De fato, esta equagao apresenta solucoes do tipo ondas viajantes,
conforme mostrado em [33].

6.2.2 MSEO-I numa economia apenas com Capital

Se desconsiderarmos completamente a distribuicao de mao-de-obra no modelo on-
dulatério (83), obtemos que a evolugao do capital é governada pela seguinte equagao do
telégrafo com reacao:

( 0?K dh \ 0K
Tk (1 - TK—dK) = = htdeAK
0K 85
K = Ky(x), i ko(x), para (t,x) € {0} x Q (85)
—8[( (x,t) =0, para (t,x) € (0,00) x 09
\ On
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Considerando h(K) = HLK — 6K, temos os pontos de equilibrio K = 0 e K = § — 1.
Como: .

WK)=——=—90

(K) 1+K)32 7

W(O) =1—-6 >0 (para § € (0,1)) e b/ (3 —1) = 6(6 — 1) < 0, temos que o ponto
de equilibrio K = 0 ¢é instavel, e o ponto de equilibrio nao-trivial K = % — 1 é estavel.
Portanto, também neste caso o capital vai tender a se tornar espacialmente homogéneo
com o tempo.

Um Exemplo Simplificado

Vamos considerar (85) num dominio infinito na reta, e onde, por simplicidade,
assumimos dxg = 1 e:

hMK)=sK—-0K = (s—0)K

onde s é a taxa de poupanga e § é a taxa de depreciagao do capital. Desta forma, (85)
pode ser escrito como:

’K 1 0K 1 &K §—0
o (7 00) G - - () -

0K
K= Ko(l’), E

(86)
= ko(z), para (t,z) € {0} x Q

onde introduzimos o forcante f(t,z). Note que esta é uma equagido do telégrafo nao-
homogénea [69]. Definindo:

1 5, 1 5—0
d—T—K—<S—5),C—§e(I— TK
temos que:
0*K 0K PK
d— — ¢ —aK = f(t
o "oy g =it 87)
0K

K = Ky(z), e ko(x), para (t,z) € {0} x Q.
Seguindo [21, 22] e aplicando a seguinte troca de variaveis:
K(t,z) = e 2%u(t, )
podemos transformar (87) na Equagao de Klein-Gordon nao-homogénea:

Pu 0% (

o~ a2

1
a+ Zd2> u= e_%dtf(t,x)

cuja solugao fundamental é dada por ®(¢,z,£) = h(t,x — £), onde:

h(t,x) = ¥ (88)

1 ¢ 2 d?
Q—CH(ct — |$D6_%Jg (a\/tQ — %) , se a+ T —0? <0

26

1 2 d?
—H(ct — |a:|)e_%lo <0 2 — :z:_) , se a-+ i o >0
c



sendo H(z) a fungao de Heaviside, Jy(z) a funcdo de Bessel e Iy(z) a fungao de Bessel
modificada. Desta forma, a solugao de (87) pode ser escrita como:

K(t,z) = Ku(t, ) + K,(t, z), (89)

onde K} (t, z) é a solucao da equacao telegréafica homogénea (i.e., considerando f=0, porém
considerando as condigoes iniciais ndo-homogéneas em (87)), que é dada por:

Katn) = [ | ot Ka@de + [ ot n i

e onde K,(t,z) é a solucdo forcada de (87) (i.e., considerando a equacao diferencial nao-
homogénea, mas as condigoes iniciais homogéneas), que é dada por:

t 400
Kt 7) /0 /_ Bt — .3, €) f (€, 7)dedr.

Em termos dos parametros originais, a solugao de (89) é dada por:

K(t,@:@/jfﬁﬁ [e 3(Ae-G-o)t ( Vi (@—¢ TKHK(f)dg

ot
VT
\/T_K TV = (- 6-0) ( \/t2 (r—¢ TK) fio(£)ds

t

2
VT / / e VIR (o9 oVt =2 = o VT ) i, i,

—5 1/1 ?
se 2 —I——<——(s—5)) =02 >0,

Tk 4 \ Tk
e por
T r+ ;,K [ O s SN
4558 3 o
:ﬂ*\/T—K
T+ ;K 1( 1
2TK / VT (e -9)e (0\/t2 —(z— f)Qx/T_K) ro(€)d¢
xi\/TiK
T t x+<t;2 (1 (e -7
N K// VT 3 (2 o-0) )T, (a\/(t—T)Q—($—§)2~/TK> f(r, §)dédr,
2 )y |
VTR
s—=o0 1,1 i 2

Observe que nos limites da integral podemos identificar a velocidade de propagacao da
onda, que ¢ igual a \/%7

6.3 Modelo de Solow Espacial Ondulatério 11

Neste modelo iremos considerar que nao ha dissipagdo ou atrito em (79), ou seja,
que v = 0. Desta forma:

ou 1 T
S = —3VK+ TKVL
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desde que [ > 0. Assim, tomando a divergéncia, temos que:

8(V-u)__§ T
B = —SAK + 2V (KVL).

Derivando a primeira equagao em (79) em relagao ao tempo, e usando a expressao anterior,
obtemos a seguinte equacao para a evolugao do capital:

K _0h ¢
5 = 5 AK—7V (KVL), (90)

a qual pode ser escrita como:

O’K  0Oh
o ot

+dAK — xxV - (KVL) (91)

onde dK—§ e XK =7

Procedendo da mesma forma em relagao ao trabalho (fazendo 7 = 0 em (79), e con-
siderando | > 0), obtemos:

PL g & ;
= - — = K —
5Z = 7 lV (LVK) + <AL (92)
ou, de forma equivalente:
82 ag 8L
LVK AL

sendo d; = 5 e XL = %

Finalmente, levando em consideracao as condigoes iniciais e de contorno, temos que o

Modelo de Solow Espacial Oscilatério II (MSEO-II) é dado por:

(9K _ 0h 0K | 0hOL
o2 0K Ot aL ot

+dxAK — xxkV - (KVL)

L 0
57 = 5 AL .V - (LVEK)
(MSEO-II) { K = Ky(x), L = Lo(x) (94)
0K oL
E = RO(X)a E = )‘O(X)a para <t7X) S {0} x £
K L
((?)_n = g_n =0, para (t,x) € (0,00) x OS2

Tanto o MSEO-I quanto o MSEO-II aqui apresentados nao serao abordados em
maior profundidade neste trabalho, mas constituirao tema de pesquisa futura.
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7 Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho consideramos extensoes dos modelos de crescimento econdmico es-
paciais presentes na literatura, mostrando que a inter-relacao entre capital e trabalho
no modelo de Solow espacial, através de movimentos difusivos e por taxia, pode gerar
aglomerados de atividade economica e uma rica variedade de comportamentos espago-
temporais. Além disso, nos utilizamos amplamente de idéias e métodos utilizados na area
de Biomatematica, o que sugere que uma maior interacao entre esta area e a Economia —
pelo menos no que toca a modelos de crescimento econémico — pode gerar bons resultados.

Apo6s derivar o Modelo de Isard-Liossatos em duas dimensoes espaciais e de intro-
duzir uma modificagao para garantir a nao-negatividade de suas solugdes para o caso
reativo-difusivo-advectivo (modelo que chamamos de Modelo de Solow Espacial General-
izado - MSEG), apresentamos uma andlise detalhada deste caso particular. Este modelo
generaliza o Modelo de Solow Espacial até entao considerado na literatura ao considerar,
em adicao ao movimento difusivo dos fatores de produgao capital e trabalho, que os tra-
balhadores migram para regides com maior densidade de capital (onde hd mais fabricas
instaladas) e que o capital, por sua vez, migra para regioes com maior densidade de trabal-
hadores disponiveis. Chamamos estes movimentos de taxia da mao-de-obra e do capital,
respectivamente.

Considerando a fungao de producgao de Cobb-Douglas e um crescimento logistico
para a mao-de-obra, fizemos uma analise de estabilidade linear do tinico ponto de equilibrio
de coexisténcia espacialmente homogéneo do sistema, apresentando na Proposicao 2 as
condicoes para que este ponto de equilibrio seja estavel. Para que haja a possibilidade
de formacao de aglomerados de capital e mao-de-obra na economia, pelo menos uma das
condigoes apresentadas nesta proposicao deve ser violada. Em especial, mostramos que a
presenca de taxia para a mao-de-obra — movimento no sentido do gradiente do capital — é
condicao necessaria para a formacao de aglomerados economicos, desde que a relagao de
dispersao apresentada na Proposicao 4 seja satisfeita.

Em seguida apresentamos algumas simulagoes numéricas em uma dimensao espacial
para os casos particulares — sem taxia — do MSEG, mostramos que o equilibrio homogéneo
¢ atingido através de ondas viajantes, quando consideradas condigoes iniciais gaussianas.
No caso em que ha taxia apenas para a mao-de-obra, obtivemos um valor critico para o
coeficiente de taxia x.: para x < x. o sistema ¢é estavel, convergindo para um equilibrio
espacial homogéneo, e para y > Y. o sistema se torna instavel para um certo intervalo
de nuimeros de onda, podendo gerar aglomerados economicos. De fato, quanto maior
o coeficiente de taxia (e quanto maior o tamanho do dominio), maior serd este inter-
valo, e mais rico o comportamento espaco-temporal observado. Através de simulacoes
numeéricas, mostramos que para um coeficiente de taxia moderado, y = 5, a economia
sempre converge para um estado estacionario nao-homogéneo, apresentando aglomerados
economicos. Além disso, quanto maior o tamanho da economia, maior o nimero de mo-
dos instaveis, e maior o numero de aglomerados formados. Para um coeficiente de taxia
um pouco maior, Y = 10, o sistema apresentou trés tipos de comportamento, depen-
dendo do tamanho do dominio: um comportamento igual ao anterior, com a formacao de
aglomerados estaveis; um comportamento periddico, com a formacao de ciclos economicos
diferenciados em cada ponto do dominio; e um comportamento ciclico, mas aperiédico,
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sugerindo que neste regime o sistema possa apresentar um comportamento caético.

Adicionalmente, introduzimos um estoque de recursos naturais no Modelo de Solow
Espacial Generalizado, considerando a sua extracao a uma taxa constante. Através de
simulagoes numéricas, pudemos observar que a introducao de tais recursos tem um efeito
benéfico para toda a economia no caso em que o sistema converge a um estado esta-
ciondrio nao-homogéneo, além de ficar evidente que tais beneficios — embora nao sejam
permanentes — se prolongam por um periodo de tempo maior do que a existéncia dos re-
cursos naturais. Nos outros casos ha um certo ganho nas localidades préximas ao estoque
de recursos, mas com efeitos mistos na economia como um todo.

Finalmente, no ultimo capitulo apresentamos outros casos especiais do Modelo de
Isard-Liossatos Modificado, modelos estes dinamicos e de segunda ordem temporal, que
chamamos de Modelos de Solow Espacial Oscilatérios — MSEQO, além de propor uma
funcao de producao modificada que evita alguns problemas técnicos, mas mantém as
principais caracteristicas da funcao de producao de Cobb-Douglas. Um destes modelos,
o MSEO-I, foi derivado a partir da Lei de Fourier Modificada, proposta por Cattaneo na
década de 40 para resolver o paradoxo da velocidade de propagacao infinita apresentada
pela Lei de Fourier Cléssica. Desta forma, incorporamos no modelo o fato de que ha um
tempo de resposta da economia para que mudancas nos gradientes de capital e trabalho
se facam sentir. Considerando o caso simplificado de uma economia de tamanho infinito
apenas com capital, o MSEO-I se reduz a uma equacao do telégrafo, da qual encontramos
a solucao em forma integral, explicitando a velocidade de propagagao da onda.

Os seguintes topicos deverao ser explorados em pesquisa futura: mostrar que os
modelos aqui apresentados sao bem postos; analisar mais profundamente os modelos
oscilatérios; realizar simulacoes em duas dimensoes espaciais, e utilizar estes modelos
como base para problemas economicos envolvendo otimizagao dinamica.
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Apéndice A - Esquema Numérico Explicito

Para obtermos uma aproximacao numérica da solugao do problema:

( OK PK 3} oL
=h+d K
o TR T xRy ( ax>
oL 0?L 0 0K
O vl <La_) para (1,0) € 0.0 x (0.00) (g
K(x,t) = Ko(x), L(z,t) = Lo(z), para (z,t) € [0,{] x {0}
K L
\ (?3_95 =0, Z_x =0, para (z,t) € {0,1} x (0,00)
vamos deﬁnir vt = K(1j,t,) e uf' = L(zj,ty,), onde x; = jAx, t,, = mAt, Az = N+1,
At = —, ej=0...N+1, m=0...M. Além disso, vamos considerar as diferencas
finitas:
aK U;-n+1 _ 'U;n aL U;TH'I _ u"]]n
ot~ At ot Al
K 0+, 62 ulty = 2ul + ujl
dx? Ax? C oz T Ax?
LA i S = RN 00 QN i T
Ox Ox Ax T Oz Ox Ax
onde:

mo_ Uiy g uity —ul o - vt + ity ul' —ulty
It 2 Ax T 2 Ax
mo_ ulty Hult\ (v, — o am it +ult N\ (o — vty
jt+i 92 Ar B At 2 Az '

Substituindo estas aproximagoes nas equagoOes originais, obtemos o seguinte esquema
explicito:

v = v L WAL 4 g AVT — 12 (va. % Cu™ — Bv™. % Cum>

2Ax
AQ o (96)
Ut = v 4 g At + \Au" — <Bum. * Cv™ — Bu™. x Cvm>
2Ax
onde .x é a operacao de multiplicar componente-a-componente,
y At B At
T = GK A2 1127 XK A5
At At
AL = ClLA 2 )\ZZXLA_:CQ
sendo as matrizes, todas (N + 2) x (N + 2), dadas por:
-2 2 0 0 -~ 0 0 O
1 -2 1 0 -~ 0 0 O
o 1 -21 .-~ 0 0 0
A=| . . Lo (97)
0O 0 0 0 1 -2 1
0O 0 0 0 0 2 =2
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Aqui, h a funcao de producao de Cobb-Douglas menos a depreciacao e g é a funcao

logistica.
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