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Resumo

A representacao de Fock-Tani é um formalismo de teoria de campos para tratar proble-
mas envolvendo simultaneamente particulas compostas e seus constituintes. O formalismo
foi originalmente desenvolvido para tratar problemas de fisica atomica e mais tarde esten-
dido para problemas da fisica hadronica. Nesta dissertacao, inicialmente apresentamos uma
revisao da Cromodinamica Quantica e dos modelos de quarks e de gliions constituintes.
Revisamos também a representagao de Fock-Tani para mésons e buscamos estendé-la para
estados exdticos, mais precisamente para glueballs. Neste formalismo uma mudancga de re-
presentacao ¢ implementada através de um operador unitario, tal que estados de glueballs
no espaco de Fock, compostos por um par glion-gliion, sejam descritos em termos de ope-
radores de campo de glueballs elementares em um espaco de Hilbert estendido. A aplicacao
do operador unitario a um Hamiltoniano microscopico de gluons leva a um Hamiltoniano
efetivo que descreve todos os possiveis processos envolvendo glions e glueballs. Esse Ha-
miltoniano efetivo é utilizado para estudar as interagoes entre glueballs a baixa energia em
um modelo de glions constituintes, que interagem através da troca de um glion virtual e
sao confinados por um potencial fenomenoldgico.

O méson JP¢ = 0 pode ser descrito de duas formas completamente diferentes. Na
primeira forma ele é descrito da maneira usual como sendo composto por um par ¢g. Na
segunda abordagem este mesmo méson ¢ descrito como sendo constituido por dois gliions
(glueball). Também estudamos nesta dissertacao o méson 27+ no mesmo contexto.

Os resultados obtidos nesta dissertagao indicam que o méson ¢g precisaria ter um raio
quase igual ao dobro do respectivo raio do glueball para que suas se¢oes de choque de espa-
lhamento eldstico fossem equivalentes. As diferencas acentuadas encontradas nas secoes de
choque de espalhamento elastico méson-méson e glueball-glueball, podem ser interpretadas

como uma nova assinatura de glueballs.



Abstract

Fock-Tani is a field theory formalism appropriated for the simultaneous treatment of
composite particles and their constituents. The formalism was originally developed for the
treatment of problems in atomic physics and it was extended later on to the treatment of
problems on hadron physics. In this dissertation, we initially present a review of Quan-
tum Cromodynamics and the constituent quarks and gluons models. We also review the
Fock-Tani representation for mesons and then we extend this representation to describe
exotic states, more precisely glueballs. In this formalism, a change of representation is im-
plemented through an unitary operator, in order to describe, in the Fock space, glueballs
composed by gluon pairs in terms of elementary glueball fields in an extended Hilbert space.
The application of the unitary operator to a gluonic microscopic Hamiltonian leads to an
effective Hamiltonian which describes all processes involving gluons and glueballs. This ef-
fective Hamiltonian is used in the study of low energy interactions between glueballs using a
constituent interacting gluon model, within a phenomenological confinement potential and
one virtual gluon exchange.

The JP¢ = 0 meson may be described in two different pictures. In the first one, it
is described, as usual, as composed by a c¢ pair. In the second one, this meson is assumed
as composed by two gluons (glueball). We also have studied, in this dissertation, the 2+
meson in the same context.

Our results indicate that the ¢ meson should have a radius almost equal to twice
the glueball radius in order the meson-meson and glueball-glueball elastic scatering cross-
sections become equivatent. The differences in the results for the cross-sections are inter-

preted, in this dissertation, as a new signature of glueballs.
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Introducao

A fisica de mésons assim como o estudo da interacgao forte estao profundamente conecta-
dos desde o advento do méson pi, introduzido teoricamente por Yukawa (1935) e detectado
experimentalmente por Lattes, Occhialini e Powell (1947).

O conhecimento que se tem sobre a interacao forte tem sofrido revisoes ao longo do
tempo. Atualmente considera-se que a teoria fundamental da interacao forte é uma teoria
de campos de calibre, ndo-Abeliana, chamada de Cromodinamica Quantica (CDQ) e que
descreve as interagoes entre quarks e glions.

Murray Gell-Mann (1929-) e Yuval Ne’eman (1925-) propuseram em 1961 um esquema
de classificagao e ordenamento da, ja entao extraordinaria, quantidade de barions e mésons
conhecidos na natureza, denominado de Método dos Octetos (Eightfold Way). Este método,
baseado na teoria matematica do grupo de simetria SU(3) (o S significa Special, o U significa
Unitary e o trés designando a quantidade de elementos bdsicos da teoria), tinha como
proposito descrever a estrutura intrinseca das particulas fortemente interagentes em termos
de entidades fundamentais, os blocos elementares de construcao de mésons e barions.

Alguns anos mais tarde, Gell-Mann denominou estes blocos elementares de quarks, ado-
tando o termo apos a leitura de um trecho do romance “Finnegans Wake”, de James Joyce
(1882-1941). Na proposta, um quark tinha carga elétrica 2/3 da carga do préton e os outros
dois quarks —1/3. Entre 1967 e 1973, usando o Stanford Linear Acelerator Center (SLAC),
Jeromes Isaac Frideman (1930-), Henri W. Kendall (1926-) e Richard E. Taylor (1929-)
notaram que o espalhamento de elétrons por prétons e néutrons indicava que estes eram
compostos por particulas menores, com valores para suas cargas elétricas consistentes com
a teoria de quarks. Os trés receberam o prémio Nobel de fisica, em 1990, pela descoberta.
Gell-Mann entao identificou na teoria de grupos SU(3) o elemento trés como o ntmero de
sabores dos quarks fundamentais e se buscou a época confirmar, de maneira indireta, através
de operacoes logicas envolvendo esta teoria, a existéncia dos quarks. Com aquela identi-
ficacao do papel dos quarks como elementos do grupo SU(3), tornou-se possivel, através
da atribuicao a priori de algumas propriedades fisicas fundamentais aos quarks (como por
exemplo cargas fraciondrias, carater fermionico entre outros), a determinac¢ao de proprie-
dades fisicas dos hadrons entao conhecidos a partir da composicao das respectivas proprie-

dades de seus elementos constituintes. Por exemplo, o carater fermionico atribuido aos



Introdugao 2

quarks, isto é, spins intrinsecos semi-inteiros; a partir da adicao vetorial dos spins de trés
quarks constituintes é possivel determinar-se o spin do hadron correspondente. Através de
procedimentos desta natureza, e da comparacao das predicoes fisicas com os dados expe-
rimentais de propriedades intrinsecas aos hadrons, o nimero de quarks e algumas de suas
propriedades, como por exemplo sua massa, poderam ser entao inferidas.

Gell-Mann postulou entao que havia trés sabores de quarks na natureza, designados
u, d e s, com cargas elétricas fracionédrias. Os quarks v e d compoem a matéria ordinaria
(formada por prétons e néutrons) enquanto que os quarks s compdem, por exemplo, 0 méson
kaon, bem como uma enorme quantidade de outras particulas de vida curta encontradas
nos raios césmicos ou produzidas em reacoes de altas energias. O s designa, na literatura
inglesa, a palavra strangeness, e foi introduzido para caracterizar o fato, nao usual, que certas
particulas, como o kaon, sejam produzidas em reagoes envolvendo a interagao forte, mas sé
decaem através de processos que envolvem a interacao fraca, mesmo que nestes processos
de decaimento, sao produzidos hadrons, as unicas particulas da natureza que interagem
via interagdo forte. De maneira independente, e no mesmo ano, George Zweig (1937-)
desenvolveu uma teoria similar a de Gell-Mann e denominou os elementos fundamentais da
teoria de azes (assim como trés azes formam uma trinca no jogo de poquer, trés quarks
formariam um triedo elementar no interior de um bdrion).

A presenca da cor originou uma teoria que apresenta similaridades, em muitos aspectos,
com a Eletrodinamica Quantica (EDQ). Nesta tltima, a presenca de particulas carrega-
das origina uma interacao mediada por particulas neutras, de massa nula, denominadas
de fétons. Similarmente, a interacao entre os quarks se da através da troca de particulas,
também de massa nula, que carregam cor e anti-cor, bem como carga de cor, denominadas
de glions (da palavra inglesa glue = cola). Evidentemente cor e carga de cor sdo nomen-
claturas que nao tém nada a ver com as cores do espectro eletromagnético. Estes nomes
estao associados a um tipo de carga forte cuja natureza, embora ainda nao bem compreen-
dida, apresenta algumas caracteristicas especiais: quarks e glions sao , aparentemente,
absolutamente confinados no interior dos barions e mésons em condi¢oes normais; jamais
foram observados como particulas livres na natureza, independentemente da intensidade da
interacao externa utilizada para isola-los. Apenas para exemplificar, protons e néutrons,
constituidos por trés quarks elementares, fazem parte da familia dos barions, enquanto
os mésons, do qual o pion é a particula mais conhecida, sao constituidos de pares quark-
antiquark. A existéncia destes quarks é inferida de maneira indireta através de experiéncias
especiais, como por exemplo em processos de colisoes de elétrons altamente energéticos com
prétons ou néutrons e que envolvem, neste caso, a observacao da distribuicao angular dos
elétrons espalhados. Os resultados experimentais sao compativeis, nestes casos, com a pre-

senca, no interior dos prétons e néutrons, de trés centros pontuais de espalhamento. Em
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sintese, em nivel sub-nuclear, prétons e néutrons revelam assim ricas estruturas interiores,
sendo constituidos entao por trés quarks que carregam cores e cargas de cor, e interagem
através da troca de glions.

As denominacoes cor e carga de cor foram propostas em 1965 por Moo-Young Han
(1934—) e Yoichiro Nambu (1921—) em que quarks poderiam possuir uma de trés cores fun-
damentais, vermelho, verde e azul e as suas antiparticulas, os anti-quarks, as anti-cores anti-
vermelha (ou ciano), anti-verde (ou majenta) e anti-azul (ou amarelo). Estas designagoes
sao utilizadas para caracterizar o fato de que, devido ao confinamento, a propriedade da cor
nao é observada quando mésons e barions sao tratados como particulas elementares. Simi-
larmente a cor branca, formada pelas trés cores fundamentais do espectro eletromagnético,
as cores de trés quarks, formando um bérion elementar, ou de um par quark-antiquark,
formando um méson elementar, se recombinariam originado uma cor neutra para os barions
e os mésons. Neutros em cor, barions e mésons elementares nao seriam suscetiveis a troca
de gltuons.

Os diferentes tipos (sabores) de quarks hoje conhecidos sao representados pelas letras u,
d, ¢, s, t, b, para designar, na nomenclatura inglesa, as palavras: up (u), down (d), charm
(c), strange (s), top (t) e bottom (b). Os quarks t e b sdo também denominados de truth
(verdade) e beauty (beleza). quarks sdo assim particulas com sabor, charme, estranheza,
beleza, verdade e cor...

A CDQ é presentemente a mais importante candidata a teoria fundamental da interacao
forte. A interacao forte em nivel sub-nuclear, envolvendo portanto cargas de cor, é uma
das quatro interagoes fundamentais encontradas na natureza juntamente com as interacoes
gravitacional, fraca e eletromagnética. A CDQ prediz que a interacao forte apresenta, adi-
cionalmente ao confinamento, uma caracteristica tinica na natureza, a liberdade assintotica.
Esta predicao da CDQ), experimentalmente confirmada, indica que os quarks sao assintotica-
mente livres (para grandes valores de momentum transferidos ou, equivalentemente, quando
muito proximos uns dos outros).

Diferente da eletrodinamica quantica (EDQ), onde a forga eletromagnética decresce com
a separacao das cargas elétricas, a CDQ descreve um tipo de forca que aumenta de inten-
sidade a medida que os quarks se afastam e diminui assim que eles se aproximam. Desta
forma, na regiao de altas energias (distancias pequenas), os quarks encontram-se essen-
cialmente livres, condicao conhecida como liberdade assintotica. Este fato permite o uso
de técnicas perturbativas para testar a teoria neste limite. Na regiao de baixas energias
(distancias longas), e que corresponde ao dominio da fisica nuclear, os quarks apresentam-
se em estados fortemente ligados e os hadrons aparecem como singletos de cor, ocorrendo
entao o fenomeno conhecido como confinamento de cor. Os mésons apresentam-se como 0s

graus de liberdade ideais para o estudo de regimes fortemente acoplados e nao-perturbativos
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da interacao forte, pois diretamente da CDQ pouco é conhecido sobre os estado fisicos da
teoria.

O nosso conhecimento sobre a fisica hadronica, em larga escala, é baseada em modelos
fenomenoldgicos, em particular no chamado modelo de quarks constituintes. A espectrosco-
pia de mésons e bérions é surpreendentemente bem descrita se considerarmos os hédrons
como compostos por estes tipos de quarks (também chamados de quarks de valéncia). En-
tretanto a maioria dos modelos baseados na CDQ preveéem a existéncia de outros tipos
de hadrons que possuem explicitamente os graus de liberdade de glions. Estes graus de
liberdade sao também chamados de glue e os hadrons que sao formados apenas por glue
sao chamados de glueballs. Nas figuras (0.1) e (0.2) vemos exemplos de glueballs com dois
ou trés glions. Em outras palavras os glueballs sao hadrons, mas nao possuem quarks na
sua constituicao. Um outro tipo de hadron previsto em teoria é um que mistura graus
de liberdade de quarks constituintes com graus de liberdade de glions. Estes hadrons sao
denominados de hibridos; na figura (0.3) vemos um exemplo de um méson hibrido. Tanto
os glueballs quanto os hadrons hibridos representam o que é classificado de novos estados
hadronicos ou muitas vezes apresentados na literatura sob o nome hddrons exéticos. Sabe-se

que as reacoes onde podem ser produzidos glueballs sao:
1. Decaimentos radiativos de J /1.

2. Reagoes com troca de carga como

e p — nX, onde X — KK ou ¢¢

o Kp — wmA

3. Em reacoes de altas energias, colisoes periféricas de ions podem ser formadas em zp
pequenos. As colisoes préton-préton resultantes pode produzir colisoes entre glions e

consequentemente glueballs.

4. Outra possibilidade para producao de glueballs inclui aniquilagao entre ntcleons e

antinucleons.

Desta forma, resumidamente, vemos que os “ambientes” mais provaveis para se encontrar
glueballs sao aqueles ricos em glions como é o caso das colisoes entre fons pesados.

Nesta dissertacao faremos um estudo exploratério sobre a possibilidade de interacao
destes novos estados, em particular, interagoes entre glueballs. Como os glueballs sao es-
tados ligados entre glions, nas interacoes entre estas particulas a informacao sobre a sua
estrutura interna nao pode ser desconsiderada. Ha muitos exemplos de sistemas nos quais
os graus de liberdade internos de particulas compostas nao podem ser desprezados. Para

estes sistemas o formalismo em segunda quantizacao da mecanica quantica torna-se uma
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Fig. 0.1: Glueball de dois glions

Fig. 0.2: Glueball de trés gliuons.

Fig. 0.3: Méson hibrido

ferramenta matematica muito dificil de ser usada uma vez que a presenca de estados ligados
torna mais complexa a aplicacao direta do teorema de Wick, bem como o calculo de fungoes
de Green entre outros aspectos.

Por isso foi desenvolvida a idéia de fazer um mapeamento do espaco de Hilbert fisico
para um espaco de Hilbert ideal onde as particulas compostas sao representadas por opera-
dores elementares ideais, obedecendo regras de comutacao canonicas. A informacgao sobre a
sua estrutura interna é transferida para um Hamiltoniano de interacao efetivo. O desenvol-
vimento posterior de uma transformacao capaz de realizar este mapeamento foi conseguido
por S. Tani e generalizado por M. D. Girardeau. Esta transformacao generalizada construida
por Girardeau e colaboradores, sendo por eles denominada de transformacao de Fock-Tani,
esta relacionada com o método de quasi-particula de Weinberg, onde os estados ligados sao
subtraidos do problema, restando apenas uma interagao residual fraca.

Vamos utilizar o formalismo de Fock-Tani, que é um método da teoria de campos, porque
este ja vem sendo estudado pelo nosso grupo a algum tempo, e também devido a aplicacao
deste formalismo ao problema da interagao hadronica ter se mostrado promissora. E por

ter apresentado resultados que estao de acordo com os obtidos com a ulilizacao de outros
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métodos.

Os operadores de criacao e destruicao de particulas compostas nao obedecem relagoes de
(anti)comutagdo canonicas, devido a presenca da estrutura interna. Apds realizar a trans-
formacao unitaria de Fock-Tani U sobre o operador de criacao do estado ligado, um novo
estado ligado é obtido sendo definido como a aplicacao de um operador de criacao ideal sobre
o vacuo. Os operadores ideais obedecem a relagoes de (anti)comutacao canonicas. Além de
se transformar o estado também se efetua a transformagcao dos operadores da teoria (ope-
radores de quarks, mésons, barions, glueballs, entre outras particulas) obtendo-se, de forma
iterativa, uma expansao em poténcias da funcao de onda. Com estes operadores efetivos
torna-se possivel construir quantidades efetivas em termos das quantidades fundamentais.
Uma destas quantidades efetivas importantes que podem ser construidas é o Hamiltoniano
Hetetivo = U “LHU que possui, entre outras estruturas, diagramas correspondendo a espa-
lhamentos hadronicos com troca de constituintes.

Pretendeu-se estudar, neste trabalho de mestrado, as possiveis interagoes entre os glue-
balls com troca de constituintes. Para este estudo o ponto de partida foi o potencial mi-
croscopico entre os glions. Pretendeu-se construir uma transformacao de Fock-Tani, que
faz o mapeamento, por exemplo, de estados do tipo |gg) (glueball-glueball) para estados
ideais. Apds a obtencao desta transformacao , procedeu-se a transformacao dos opera-
dores de glions e de glueballs. A construcao do potencial de Fock-Tani mostra-se, neste
formalismo, direta, consistindo em efetuar-se o produto dos operadores transformados, de
maneira conveniente a formar um potencial de interacao de dois corpos. A partir deste po-
tencial pode-se obter, por exemplo, os elementos de matriz hy; para espalhamento eldstico
entre glueballs. As se¢bes de choque e potencial de interagao entre glueballs decorrem do
conhecimento de hy;.

A motivacdo para este trabalho reside no fato de o méson J”¢ = 0** poder ser descrito
de duas formas completamente diferentes. Na primeira forma ele é descrito da maneira
usual como sendo composto por um par qq. Na segunda abordagem este mesmo méson é
descrito como sendo constituido por dois glions (glueball). Estuda-se a diferenca nas se¢oes
de choque de interacao méson-méson nas duas descrigoes e interpreta-se o resultado como
constituindo uma nova assinatura para a existéncia de glueballs. Também estudamos nesta
dissertacao o méson 2" no mesmo contexto.

A divisao dos capitulos é a seguinte: no capitulo 1 apresentamos uma revisao da Cro-
modinamica Quantica e dos modelos constituintes, tanto de quarks quanto de glions. O
capitulo 2 é destinado a uma revisao do formalismo de Fock-Tani para mésons. Esta re-
visao teve uma importancia consideravel, pois a partir deste exemplo obtivemos a secao de
choque entre mésons do tipo ss, no formalismo de Fock-Tani. No capitulo 3, é apresentado

a parte inédita desenvolvida nesta dissertacao onde apresentamos a deducao do potencial
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de Fock-Tani geral para glueballs. O capitulo 4, teve como enfoque principal a aplicacao
do potencial de Fock-Tani para glueballs obtido no capitulo anterior, tendo como base o
modelo microscépico de glions constituintes discutido no capitulo 1. H4 muitas incertezas
sobre a real constituicao de muitos mésons discutidos, hoje em dia, na literatura. Desta
forma um dos objetivos deste estudo é a comparagao entre segoes de choque: considerando
o méson como sendo composto apenas por quarks (em particular como foi dito acima, um
estado s5) com a secdo de choque para este mesmo méson sendo constituido apenas por
glions. Um outro resultado é a obtencao do potencial de interacao Vi entre glueballs.

Apo6s o capitulo 4 apresentamos as conclusoes , apéndices e bibliografia consultada.



Capitulo 1

A Fisica de Mésons e os Modelos

Constituintes

1.1 Introducao

A CDQ baseia-se no postulado de simetria local (invariancia de gauge) associada a

simetria unitdria SU(3) de carga de cor. O Lagrangiano é definida na CDQ na forma

. I
LCDQ = w(l’}/uDu — m)Q/J — Z G* GMV (1.1)

onde 1)¢(x) representa os campos dos quarks, £ = (f, s, ¢) simboliza os indices de sabor,
spin e cor dos quarks; v* (u = (0,1,2,3)) sdo as matrizes de Dirac e m a matriz de massa
dos quarks. Na expressao (1.1) os indices & = (f, s, ¢) foram suprimidos por simplicidade

formal. A derivada covariante D, é definida na forma
D, =0,—1igA, (1.2)

com 0, simbolizando a derivada espaco-temporal, 1, g a constante de acoplamento da

interagao forte e
1
Ay(z) = 5)\“143@) (1.3)

onde Aj, (a =1,...,8) representa os campos dos glions e A* denota as matrizes de Gell-
Mann (foi utilizado a convengao de Einstein de soma para indices repetidos). O tensor de

campo gluonico é dado por
a o a abc Ab c
G,ul/('r) - F,uu(x) - gf Au(x>Au(x)7 (14)
onde fu. é a constante de estrutura do grupo SU(3) e

Fi () = 0, 4%(x) — 0,A3(x). (15)
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A forma usual de tratar teorias com interagoes locais é mediante a expansao em poténcias
da constante de acoplamento. Porém, quando estas forem maiores do que a unidade este tipo
de procedimento ¢é infrutifero quando aplicado a CDQ pelo fato de técnicas perturbativas
nao serem aplicaveis neste caso.

Entre as propriedades mais importantes da CDQ a baixas energias estao a quebra dina-
mica da simetria quiral e o confinamento da cor. Estes dois fenomenos sao essencialmente
nao - perturbativos, nao podem ser obtidos mesmo somando-se toda a série perturbativa
e estao relacionados com o fato do valor esperado no vacuo de certos operadores que sao
fungdes escalares dos campos de glions (condensados de glions) e de quarks (condensados
de quarks) ser diferente de zero. Na teoria de perturbagao os valores esperados destes
condensados seriam nulos em qualquer ordem. Acredita-se que o fato do condensado de
gliions ser diferente de zero esta relacionado com o aumento da energia de interagao entre
os quarks com a distancia de separacao entre eles, contrastando com o que acontece com a
energia coulombiana entre duas cargas elétricas. O valor diferente de zero para o condensado
de quarks da origem aos bdsons de Goldstone e fornece uma massa dinamica aos quarks da
ordem de centenas de MeV a qual, para os quarks de sabor u e d, ¢ muito maior do que as
correspondentes massas que aparecem na Lagrangiana da CD(Q que sao da ordem de uma
dezena de MeV.

Para entender o espectro de massa hadronico a partir da CDQ bem como as proprie-
dades de interacao entre os hadrons, é necessario saber algo sobre a forca de longo alcance
responsavel pelo confinamento dos quarks nos mésons e barions. No entanto, nao existe
nenhuma descricao completamente satisfatéria para esta regiao de energias da CDQ. Algu-
mas informagoes podem ser extraidas diretamente da formulacao da CDQ na rede. Nesta
formulacao, os quarks estao localizados nos sitios de uma rede do espaco-tempo, e os cam-
pos de calibre sao associados as ligagoes entre sitios vizinhos. As simetrias de calibre do
modelo sdo as rotagoes independentes da simetria SU(3) nos sitios da rede. Apesar de em
principio nao haver dificuldade em se calcular propriedades hadronicas usando esta técnica,
a limitacao esta na tecnologia atual dos supercomputadores que impede o uso de redes de
tamanhos realistas e impoe restricoes ao alcance do método. Neste sentido, a construgao
de modelos fenomenoldgicos é parte essencial para o entendimento das interagoes fortes a

baixas energias.

1.2 Os Mésons e os seus Numeros Quanticos

Com a consolidacao do modelo de quarks constituintes, tornou-se possivel estudar a
estrutura hadronica. Por exemplo, o estudo da chamada espectroscopia mesonica passa, em

primeiro lugar, pela identificacao dos ntimeros quanticos relevantes dos mésons, considerados
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como particulas compostas por quarks constituintes. Desta forma faremos uma breve revisao
dos ntimeros quanticos importantes na caracterizagao destes estados.

Os quarks possuem spin S igual a 1/2 e ntimero barionico B igual a 1/3; os antiquarks,
por sua vez, tém spin 1/2; porém o seu ntimero baridnico é -1/3. Desta forma os quarks e
antiquarks podem se combinar para formar os chamados mésons convencionais (com B = 0)
e spin total 1 ou 0. O momento angular total Jé obtido, obedecendo as regras usuais de
soma de momento angular da Mecanica Quantica, J =L+ 5. Os mésons como objetos do

tipo quark-antiquark, isto é, qq podem ter as seguintes propriedades

1. Paridade-P: P = (—1)M*1,

A paridade é um operador de reflexao de coordenadas espaciais em torno da origem

e, se a funcao de onda for um auto-estado do operador paridade, entao

P(r) = (=) = np(7) (1.6)

onde np representa o auto-valor correspondente. Ao aplicar-se duas vezes o operador
P a ®, o estado original é recuperado; consequentemente os autovalores np podem
assumir apenas os valores +1. Frequentemente podemos separar a funcao de onda v

em uma parte radial, R(r), e em outra angular, Y7/(0, ¢),
() = R(r)Yom(0, ¢). (L.7)

Neste caso, a operacao de paridade P, sobre a funcao de onda espacial nao modifica

a parte radial, mas transforma a parte angular na forma Yy, (m — 6, ¢ + 7), em que
PorbYLM<97 (b) = YLM(TF - 97 (b + 7T) = (_1)LYLM(‘97 (b) (18>

Ademais, quarks e antiquarks tém paridades intrisecas opostas, assim P, - P; = —1 o

que leva a uma paridade total P = P,., P, Py:
Plgg) = (=1)*(=1)|gq) = (=1)""*|¢q). (1.9)

2. Paridade-C : C' = (—1)5+5,

A conjugagao de carga C' muitas vezes é chamada de paridade-C' e representa a
operacao matematica que simula a transformacao de uma particula na sua respec-
tiva antiparticula. Esta operacao reverte propriedades intrinsecas da particula como
a sua carga elétrica e seu momento magnético. Uma particula neutra representa um

auto-estado do operador C'; por exemplo, pode-se considerar o pion 7°

Clx°) = ncl®) (1.10)
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onde e = +1. Se um méson for constituido, por exemplo, por quarks do tipo wu,

entdo | q) = uu e a fungao de onda total, contendo a parte de spin x(.S), caso possa

ser expressa em uma forma separavel, torna-se

onde 7 é a coordenada relativa de separacao entre os quarks.

Desta forma o efeito do operador C' sobre o par uu serd a troca u «— « o que
efetivamente corresponde a realizar a troca 7 «— —7, ou seja, uma operacao de
paridade sobre o sistema. Assim a conjugacao de carga introduz um fator igual ao
obtido para a paridade, isto é (—1)¥*l. Esta operagao também inverte o spin na
fungdo de onda de spin, o que resulta em um fator (—1) para o caso S=0eem
um fator (+1) se § = 1, ou seja, um fator geral (—1)5*!. Este resultado, quando
combinado com o fator correspondente que vem da contribuicdo do momento angular

orbital L fornece
Clqg) = (=1)""%|qq). (1.12)

3. Paridade-G: G = (—1)L5+

Ficou claro da discussao anterior que particulas carregadas nao podem ser auto-estados

de C', por exemplo,
Clrt)y =n|r™). (1.13)

Entretanto, se aplicarmos o operador C' em um estado de particula carregada seguido
de uma rotagao no espaco de isospin, sendo o operador rotado representado por R =

exp(inly), tal que
11, 1.) — |1, —1L.), (1.14)

entao particulas carregadas podem ser auto-estados deste novo operador. Vamos de-

finir o operador de paridade-G como
G =CR. (1.15)

Desta definicao nao é dificil ver que, para um sistema do tipo ¢, temos que G =
C - (=1)!, ou seja,

G = (—1)k5H, (1.16)
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Pode-se resumir as relagoes deduzidas recentemente como

J = L+85; P = (=1)t*; (1.17)
C = (1), G = (—1)F+s+ (1.18)

—~

Estes operadores geram entao nimeros quanticos que sao importantes pois represenam
quantidades conservadas em processos que envolvem a interagao forte. Utilizando estas
relacoes podemos construir os valores admissiveis da grandeza J¥¢, pelo modelo de quarks,

para os mésons:
(0 L i Rl R R A /L R S: S (1.19)

Olhando com cuidado para a seqiiéncia de nimeros contidos na expressao (1.19) nota-se

que ha uma seqiiéncia de valores de J¥¢ que nao sao admissiveis em um sistema do tipo ¢g
0,07, 17+, 27,37, ... (1.20)

Os ntmeros quanticos apresentados em (1.20) sdo conhecidos como niimeros quanticos ez-
plicitamente exdticos. Sendo encontrado um estado com estes nimeros quanticos, pode-se
afirmar que foi encontrado algo diferente do que um sistema do tipo ¢g. Os numeros
quanticos expressos em (1.19) também podem representar um sistema nao-qg; no entanto,

neste caso, o estado geral que representa o méson sera dado pela seguinte sobreposigao:
|méson) = |qq) + |ndo-qq). (1.21)

Numa investigacao para encontrar novos estados da matéria, estados que nao sao puros

como (1.21) apresentam a dificuldade adicional de avaliar-se o grau de mistura do estados

|99) e [nao-qq).

1.3 Modelos constituintes

Nas proximas secoes deste capitulo iremos discutir aspectos gerais sobre os chamados
modelos constituintes, tanto para quarks quanto para glions. Muitas vezes usa-se uma
nomenclatura informal e resumida, chamando o modelo de quarks constituintes, por exem-
plo, apenas como “o modelo de quarks”. Historicamente o modelo de quarks precedeu ao
desenvolvimento da CDQ e da idéia de glions. A descoberta da simetria SU(3) de sabor
dos barions e mésons abriu o caminho para criar-se modelos de quarks, cuja versao mais
simples foi a de um modelo nao -relativistico (sem cor) introduzido para explicar os niimeros
quéanticos dos espectros barionicos e mesonicos de baixa energia [1, 2]. Este modelo foi esten-

dido para tratar outras propriedades dos hadrons utilizando-se das hipéteses dinamicas mais
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simples [3]. Os resultados obtidos para a aniquila¢ao nticleon-antinticleon, desdobramentos
de massa dos hadrons, propriedades eletromagnéticas, entre outras estavam, surpreenden-
temente, em boa concordancia com os resultados da espectroscopia hadronica. O grau de
liberdade de cor foi introduzido em modelos de quarks fenomenolégicos em 1973 para dar
conta do Principio de Pauli em determinados estados hadronicos [4].

Apdés a descoberta da liberdade assintética e a introducao do conceito do confinamento
da cor na CDQ, A. De Rujula, H. Georgi e S. L. Glashow (DGG) propuseram a introdugao
destas idéias no modelo de quarks [5]. Eles atribuiram a dependéncia em spin da interagao
de dois corpos a parte dependente de spin da interagao de troca de um glion. Estes au-
tores foram motivados pela formulacao da CDQ na rede, onde a energia de interagao entre
dois quarks estaticos é escrita como uma expansao do inverso da poténcia da constante de
acoplamento quark-gluon, oy, que é considerada como sendo grande para longas distancias.
O termo principal nesta expansao é proporcional a N, o nimero de ligacoes excitadas da
rede entre os quarks. A energia de interacao do tipo spin-spin, a qual é essencial para a
explicacao por exemplo do desdobramento das massas do nucleon e da ressonancia A, de-

N0 que leva & conclusao que a interacao spin-spin é de curto alcance. Deste

cresce com o
modo, em um calculo das massas hadronicas no modelo de quarks, uma interacao efetiva de
curto alcance pode se originar da troca de um glion. Isto explicou pela primeira vez o sinal
do desdobramento hiperfino, isto é, porque a particula A é mais pesada do que o nicleon e
relacionou as respectivas magnitudes do desdobramento hiperfino as massas dos quarks.

As principais caracteristicas do modelo sao:

1. Os graus de liberdade fundamentais dos hadrons sao quarks nao-relativisticos de mas-

sas myg, e a massa do estado fundamental do hadron my, é aproximadamente my, ~ 3 m,.

2. Em uma primeira aproximagao, os hadrons podem ser classificados em multipletos de

SU(6) de sabor.
3. Os quarks sao confinados por forcas de longo alcance que sao independentes de sabor.

4. A liberdade assintética justifica o emprego de um potencial dependente de spin de
curto alcance através da reducao nao-relativistica do diagrama correspondente a troca
de um glion, analogamente a obtencao do potencial de Fermi-Breit no caso coulom-

biano.
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1.4 Modelo de Quarks Constituintes

No estudo que sera realizado a seguir sobre a interacao entre mésons com troca de
quarks teremos que partir de um modelo microscépico. Tradicionalmente, o modelo de
quarks constituintes com troca de um gliion constitui-se no ponto de partida para estudos
deste tipo.

Para o que segue nos proximos capitulos, vamos deduzir o potencial de Fermi-Breit de
interacao entre os quarks, potencial este resultante da troca de um gltion perturbativo como

representado na figura (1.1).

Fig. 1.1: Interacao de troca de um glion perturbativo entre quarks.

Para tal, partimos de um Hamiltoniano relativistico que envolve a interacao entre os

campos dos quarks, da forma:
Hyq = Toq+ Vaq
— / &z §1(F) [~id -V + Bm] $(@)
1
+35 /d3x d*y J*(x) D, (z —y) J*(y) (1.22)

onde J*(x) = ¢ (x)\*/27*¢)(z) define a corrente de cor, D, é o propagador do glion e ¥(x)
representa os campos de Dirac dos quarks podendo ser expandido em um dado instante de

tempo (f = 0), em termos de contribui¢oes de frequéncias positivas e negativas:

V@) = s [ e Y e o a s 02)

s

nesta expressao, utilizandi-se a notagao do apéndice A, temos E, = /p? + m?,

F, +m Ts
w(@ = | ( o'y ) (1.24)

2B, \ 2

E,+m E'ﬁng
Us(_m = ZE (Epirrc )7 (1'25>
p s
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representam espinores de Pauli definidos de forma que T¢ = —io?T*, sendo estas grandezas

normalizadas na forma
YTy =TT = bgr . (1.26)

Os operadores ¢' e ¢ denotam, respectivamente os operadores de criacio e destruicio de
quarks, e sendo G' e § respectivamente os operadores de criacdo e destruicdo de antiquarks,

os quais, obedecem as seguintes relagoes de anticomutacao

{@rsc(D), s (0)} = {T1se (D), Qs (P7)} = 0,
{%ﬁsc(ﬁ% Qt’s’c’<ﬁl)} {%ﬁsc(@ Qt’s 'c! ( /)} - 52525/ 5 s/ 5@0’ 5(5_ ﬁ/> (127>

Para obter o Hamiltoniano nao - relativistico respectivo, escrevemos o campo dos quarks’

¥ (Z) em termos de uma expansao em poténcias do operador V, como:

Y'(Z) (1.28)

onde ¢/(x) representa um operador nao - relativistico dado por

V() = 3/2/ P esz [qtsc(ﬁ) ( T(;S ) qtsc( —p) ( )

nesta expressao, os indices s, t e ¢ representam as grandezas de spin, isospin e cor respecti-

(1.29)

vamente. Esta expansao pode ser obtida através da transformacao de Foldy-Wouthuysen [6]

ou, equivalentemente, expandindo-se os espinores u,(p) e vs(—p) apresentados atualmente

( ! _8%} L. ) (1.30)

ap
2m Ts

vs(—p) = ( [1 _UiT}CTC ) : (1.31)

8m?

até a ordem (p/m)?, o que resulta em

Q

us(p)

Apés combinar a expressao reduzida (1.28) e sua respectiva expressao conjugada com

(1.22), a parte livre, Ty, do Hamiltoniano fica

2 . RV, 2
Ty ~ W’(f) 1—Zﬁa v+% [—MY V+ﬁm} 1+zﬂa2v+% ' (7)
- o
= W'(f) pm — B V(@) = V(Z) BT(D) V' (Z), (1.32)

! Nota-se que neste formalismo os campos dos quarks, ¥, representam operadores de segunda quantizacao.
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sendo T'(Z), o termo de energia cinética do par quark-quark, definido como

@ =m- Y (133

om’

Usaremos a seguinte forma para as matrizes de Pauli

(1) () ) e
10 v 0 0 -1

e para as matrizes de Dirac

3 ) )
0 o 0 ; 0 o ; 0 o

Desta maneira, podemos usar as equacoes (1.29) e (1.35) para completar o célculo do Ha-
miltoniano livre em (1.32) obtendo a seguinte expressao para Tyq, no espaco de momentum

linear

Too =Y [ @0 T(B) [Pt P) ~ Tl PV (1.36)

tsc

O calculo da parte do Hamiltoniano que envolve a interacao contém o produto entre
duas correntes quadrivetoriais na forma J*(z) J#(z) originando uma contribui¢ao nao local.

Lembrando que

§o= —iv (1.37)

0 G-
( qﬁap), (1.38)
—o-p O

e usando a expansao (1.23) para o campo de Dirac, a corrente quadrivetorial dos quarks

pa -

<y
I

pode ser escrita na seguinte forma

1@) = @ 0@ = s [’y TS [ 2 T ) ) a5

ss’

+ul, (5") YT vs (=) gL (7)aL (=) + vl (=5") 7T ws(P) Ty (—5")as ()
0l (=) 2T v(=p) G (=Tl (=) (1.39)

onde I' = {1, 5,d,7} x A\/2.
Deste modo, por exemplo, para I' = 1 temos

. P O I3><p
ui’<pl) 70 us(p) ~ |:1 - —1 ( _> 553/;

8m? 4m?
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q LGP
(7))~ 13 T
T SN 0 c* -
’l}s/(—p )7 us(@ ~ _T T

2m
. P ,E-ﬁxp
vi/<—p'>v°vs<—ms—[1—8 ~ XD

Ossr 1.40
m?2 4m? e (1.40)
onde por conveniéncia nao explicitamos a matriz de cor A/2, e P = p'+ p’. As demais com-
binagoes que envolvem outros valores de I' podem ser encontradas na literatura [7]. Desta
forma, o Hamiltoniano de interacao para a interacao entre os quarks resulta na seguinte

expressao

1 VoL
Vg = 5 3 / &p1 ... dPps6(Py — Do + D5 — Da) Oty10t4t,

X {J?lfg(ﬁl,@)Doo(ﬁl - ]72)J?314(Z73>Z74)
+ 1,1, (P, P2) Dij (P — ]72)J}314(273,ﬁ4)} a1, (514, (52) ), (D) g, (Pr)  (1.41)

com [ = (t,s,¢) e onde D, (¥ — ¢) representa a transformada de Fourier

7 — §) / d €7D D, (7) (1.42)

do propagador de glions. Note-se que nas expressSoes acima foi feita a aproximacao estatica,
a qual consiste em desprezar a componente temporal do momentum linear transferido no
propagador.

A determinacao de maneira completa do potencial de Fermi-Breit para a troca de um
glion requer a explicitagdo do propagador do glion D, (p), o qual é fixado no calibre de

Coulomb como

41 o

Duli) =~  Dulp) =0 (1.43)
477—053 DiDj

Dyt = T (5,22, (1.4

Utilizando-se a convencao de soma de Einstein, incluindo agora indices continuos, obtemos

para chc)lGEP a seguinte expressao

1 1(1 1 D1 - P p1 - q)(pa -
Vq(()lGEP _ 47T045[ <_+ )_ b1 P2 +(p1 QP29

? B § m% m% mimeaq? mymeg™
+i g1'(‘f><271)_gl'((fxﬁz)_52'(§Xﬁ2)+§2'((fxﬁl)
q> 2m? myms 2m3 mqms
2 5 o 1

1 - o s &
{?(51.@(52.@_551.52” , (1.45)

3m1m2 J m1mMmeo
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Na obtencao desta equacao usamos a notacao
Vaalpviop) = 6(pu + Dy — Dp — Do) 0t,t,00,0, F* - F*° Vq?lGEP(/,W; op) (1.46)

com os indices pu, v, ... representando as componentes de momentum linear, spin, isospin e

1

5 0. No potencial de Fermi

cor, e F* = \*/2; ademais m;, é massa do i-ésimo quark, e S =

- Breit (1.45) destacamos a forca spin-spin entre os quarks

mavy, = =
Ves = — Si -9, 1.47

forga esta que é a responsdvel por uma categoria muito importante de desdobramento de
massa como, por exemplo, o desdobramento de massa A— N nos barions e os desdobramentos

p—me K* — K nos mésons. Ademais uma forca da forma
Vso(F) ~ L- S (1.48)

é chamada de forca spin - érbita e descreve, no modelo de quarks, desdobramentos do tipo
L — S. O espacamento nao - uniforme dos niveis L = 1 e S = 1 pode ser compreendido se
pensarmos em termos de um potencial tensorial do tipo

(S-S g g

r

O Hamiltoniano do modelo de quarks nao - relativistico, em segunda quantizacao, resulta

entao na seguinte expressao

P
H = T () ahau+T @) aldy + 5Va (15 00) 440)0500

1 U i
+ 5 Vaa (1/3.00) 4430 GpG + Vag (173, 00) 4l 0L Gt - (1.50)

1.5 Modelo de Gluon Constituinte

Nesta secao iremos descrever o modelo de gliion constituinte que ira servir como modelo
microscopico para a interagao efetiva de Fock-Tani a ser estudada no capitulo 4. Como no
caso do modelo de quarks constituintes, que foi aproximado por uma interacao de troca
de um glion perturbativo, neste novo modelo sera feito algo similar. Consideremos como
ponto de partida a expressao para o tensor de campo gluonico em (1.4). Desta expressao
pode-se escrever um lagrangiano de interacao para o setor de glions, que serda a base do
nosso modelo de glions consituintes, dado por

Lix) = —i G ()G, () + %mMg(x)wa) (1.51)
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onde em (1.51) foi explicitado o indice de cor a. Nesta expressdo nota-se também que o
gluon possui uma massa m, logo trata-se de um glion efetivo. Este tipo de gluon tem sido
estudado exaustivamente na literatura ([8-10]). Usando as definigoes (1.4) e (1.5) obtemos,

apds algumas manipulacoes formais, a seguinte estrutura para o Lagrangiano (1.51)

L(x) = Lo(x) + L;(x) (1.52)
onde
Lo(z) = —i F““"(x)Fl‘fV(x) + %mZAZ(x)A‘W(x) (1.53)
Li(x) = —g A (2)A™ (2)0,A5(x)
— e e AL () A () A () A (2). (1.54)

Sabemos que o Hamiltoniano de interacao, H;(x), e o Lagrangeano de interagao, Lj(x),
obedecem a H;(z) = %9y A — L;(x) [11]; desta forma obtemos

Hi(z) = — g f*" A (@) A" (2)0A;(w) + g A" (2) A (2) 0,47 (x)
+ g{ febe fete AL () AC () A% (2) A (). (1.55)

Podemos escrever a matriz-S de espalhamento na notagdo de Mandl e Shaw [11] na forma

n!

S = i (=" // dayd ey . d e, T{H (00 ) H(29) - Ho () ). (1.56)

onde T representa o operador ordenamento temporal entre os campos dos glions. Como
estamos interessados em uma interacao de mais baixa ordem que consiste na troca de ape-
nas um glion, similarmente ao tratamento adotado no modelo de quarks constituintes, a
expansao da matriz-S (1.56) é truncada de forma a conter apenas diagramas de Feynman

de ordem 2 nos campos dos glions:
2
g aoc pradade C ev
SO = e [dtay TAL () A () A% (2) A (2))
_. 2 2 ANV
+( 22) g fabCfabc /d4l’1d4$2
XT{A™(21) A% (21)0, A% (1) AT (29) A (24) 0,0 A (22) }. (1.57)
Os campos de gltions AZ(:E) podem ser escritos como

1/2 B B ' B L
Au@) =2 (2‘/1%;) [epr(R) al(B) e= %t ex, () agt (k) 4] (1.58)
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K

Seagul
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Py

Fig. 1.2: Interacao de troca de um glion perturbativo entre os glions constituintes.

onde ¢ é o vetor de polarizacao, a' e a sdo os operadores de criacdo e destruicdo de glions,
respectivamente. O propagador para o campo AZ(SL’) é

_,l’(sab<guu - k“k”)

m2

k2 —m? + e

ab
DY = (1.59)

No limite nao-relativistico, expandimos o momentum linear do gliion massivo e o vetor de

polarizacao até ordem |k|2:

PE-
S — 1.
k <m+2m,k) (1.60)
ie R
(k) (765+2—nfk) (1.61)

Para o glueball de dois glions os diagramas correspondentes de troca de um glion virtual
denominados de ordem drvore sao apresentados na figura (1.2). Vemos que quatro diagramas
sdo obtidos a partir da expressao (1.57), diagramas estes associados aos canais de troca de
um glion contendo os nimeros quanticos s,t e u; também temos um diagrama chamado de
seagull.

O potencial correspondente a estes diagramas pode ser extraido a partir da amplitude

de Feynman, M,

V(F) / i e ) M
r)= 1 fi
(27)° 4\ /By Bay By B

onde ¢ é o momento transferido do sistema. As contribuigoes relevantes para M podem

(1.62)

ser escritas na forma

iMg =M +imMP) (1.63)
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com
IMU) = —ig? [ S B T (4] °12) (1.64)
onde
<3|Jp|1> = Eg . 61(}?1 +p3)p — 2€§pp3 cE1 — 251pp1 . Eg (165)
(4]JP12) = e} -ea(p2+pa)’ — 264" py- €2 —2ehpy - €} (1.66)
e também

M) = —ig? [f (e ehea-€]) + [ f (e each el e chen-gl)] . (L67)

Como o glion é uma particula de spin 1 é conveniente introduzir as matrizes de spin do
glion na amplitude de espalhamento, semelhantemente ao que foi realizado para o modelo
de quarks. Desta forma pode-se obter um potencial com termos a serem identificados com
interagoes do tipo spin-spin, spin-6rbita, tensorial entre outros. Vamos inicialmente definir
o operador de spin S, = (SL.S2 . 83) para o m-ésimo glion, que em uma representagao

matricial assume a forma

00 0 0 0 i 0 —i 0
St=100 —i|; S2=] 0 00]; S2=|i 0 0 (1.68)
0 i 0 —i 00 0 0 0
Estas matrizes podem ser resumidas em uma expressao compacta
(Sk)ij = —i €™, (1.69)

onde €7% é o tensor antissimétrico de Levi-Civitta. Desta forma, pode-se verificar que as

matrizes S’ satisfazem a dlgebra de SU(2). Utilizando-se a relagao

AiBj = [A- B~ (S B)(Sn- A)| (1.70)

ij
e transferindo os vetores de polarizagao para o interior da funcao de onda do glueball a ser
definida mais adiante, calculamos os elementos de matriz no referencial do centro de massa.

Para isso utilizamos a seguinte identificagao
pi = P1= D>
P = D3= —Di
qd = ps—p1=Dp;—Di (1.71)

obtendo

Ml M@ 21347 = 25%G% + 25 - O + 65 - (7 x 7]
YRS T rme T q q q g X pi

1.
ZME?Z) _ Zg2 [fabe]z-cde _ facefbde (552 - 2>} (172)
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onde o vetor S é dado por
g = 51 + 52 (173)

que serd o spin total do glueball constituido de dois gltions com spin SieS, respectivamente.
Como foi mencionado, a amplitude de espalhamento dard origem a um potencial que agora
assume um carater operatorial, sendo que o contetdo de spin estd contido na funcao de
onda do glueball a ser definida mais tarde. Desta forma ha uma semelhanca muito grande
com a deducao do potencial de quarks. Colocando a expressao (1.72) em (1.62), obtemos a
forma final para o potencial de interacao entre dois glions

—mr

2
g ace e 1 1z 3 - =10 1 R 1 =, = e
Vi) = s S {[1*5“%“'%5‘—%(“‘V)Q‘gSQVQﬂ ;
_2g) T g }
+<1 6S)m25 (") ¢ - (1.74)

Somado a este potencial em (1.74) hd o seguinte termo que é obtido diretamente nesta

dedugao

Vi = g_Qfabefcde 153(“) (1 75)
07 4r m2’ V- '

Entretanto, devido & caracteristica do fator de cor f€ fc@ global este termo nao contribui,
quando contraido com a funcao de onda do glueball; portanto ele nao sera considerado no

que segue. O potencial (1.74) apresenta um termo do tipo spin-6rbita,

3 - =10 fe™
e um termo tensorial
1 e 1o - e~ ™
Virensor (1) ~ =5 ((S V)% — §SQV2) < . ) : (1.77)

Nesta dissertacao, o estudo a ser realizado serd restrito a estados com L = 0. Os tnicos
estados existentes, nesta situacao sao os estados J¥¢ = 0+ e JPC = 2++ pois como L = 0

temos

J=25. (1.78)
Como o glion tem spin 1, um glueball formado por dois glions, pela regras de soma de
momentum angular, pode apenas apresentar valores de J iguais a 0 ou 2. Deste modo,
os termos de spin-érbita e tensorial, do potencial (1.74), nao irdo contribuir; o potencial

resultante, que chamaremos de V5, (), serda dado por

‘/29(7“) — facefbde V’Q?GEP (179)
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onde
VOGEP — e () (1.80)
29 - 1 2m2 r .
(§]
3 g?
A= =L 1.81
47 ( )
1 1=
= — 4+ =52 1.82
w1 4+3 (1.82)
5.
Wy = 1_652' (1.83)

O parametro A é determinado pela CDQ [8]

N [HN ln< dm” )]1 , (1.84)

- E 487’(’2 ACDQ

para o grupo SU(N). Para N = 3, e tomando a massa do glion da ordem de m ~ 600 MeV,
Acpg ~ 350 MeV, encontramos A ~ 1.4. Nesta dissertacao iremos usar uma faixa de valores
para A compreendido entre 1.0 a 2.0 [12]. Este potencial (1.79) é de curto alcance e nao
pode levar em conta os efeitos associados a distancias mais longas, isto é, o confinamento
dos glions. Portanto, torna-se necessario a inclusao de um termo com estas caracteristicas.

Adicionaremos um potencial de string

Vs(r) = %f‘”ef"de Vitr (1.85)
onde

Vir = 2m (1 — e P™7), (1.86)
No potencial Vs, a blindagem dos glions — caracteristica central do confinamento — ¢é

simulada por uma corda (string) que rompe quando hé energia suficiente armazenada para
formar um par de glions. O parametro  mede a intensidade da “tensao da corda”. Esta
forma de potencial de string simula com sucesso o potencial intergluonico resultante de
estudos de CDQ na rede [13, 14].

Assim obtemos o potencial microscépico de interacao entre os glions para o modelo que

estudaremos no capitulo 4
1
‘/aa(r) _ facefbde ‘/22GEP(T) + g‘/str(r) ) (187)

Para realizar um céalculo em busca de estados ligados com este potencial é necessario somar

um termo cinético e o Hamiltoniano resultante é

1~
Hyy =2m — —V? 4+ V. (1.88)
m
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O estudo deste Hamiltoniano revela um fato importante na situacao S =0. Hdum problema
sério nesta caso, devido ao efeito atrativo da funcao 9, que implica na inexisténcia de um
estado ligado. Interpreta-se este “canal de maxima atracao ” a condensacao de glions que
é responsavel pelo confinamento. Em [8] o termo em § foi tratado como uma perturbagao.
J& em [12, 15] a funcdo ¢ é substituida por uma fun¢do que possa representar com mais
suavidade esta condensacao de gltions

k:3m3 _k2m2p2

D(r) = e . (1.89)

73/2

Ainda vemos que recuperamos o comportamento da § para k grande, isto é,
D(r) — 6°(r) quando k — oo. (1.90)

O Hamiltoniano (1.88) pode ser escrito em segunda quantizagdo como o respectivo Hamil-

toniano (1.50) do modelo de quarks constituintes
Hu =T, f L s op)atal 1.91
aa = aa(ﬂ)auau + 5 aa (V5 Up)auauapaa' (1.91)

No capitulo seguinte veremos o formalismo de Fock-Tani aplicado aos mésons. Na pri-
meira se¢ao veremos a representacao de Fock-Tani para mésons. Na segunda secao veremos
como realizar a transformacao de Fock-Tani sobre os operadores da teoria. E na terceira e

ultima secao vamos obter o Hamiltoniano para mésons na representacao de Fock-Tani.



Capitulo 2

O Formalismo de Fock-Tani para

Mésons: uma revisao

Neste capitulo serd apresentada uma revisao dos aspectos gerais do formalismo de Fock-
Tani e a sua aplicacao as interagoes entre mésons. Inicialmente, o formalismo de Fock-Tani
foi desenvolvido por M. Girardeau e colaboradores [16-25] (com base no trabalho de S.
Tani [26]) nas décadas de "70 e 80 para estudar interagoes entre dtomos para energias nas
quais os seus graus de liberdade internos, de elétrons e préotons, nao podiam ser desprezados.
Este formalismo estd relacionado com o método de quasi-particula de Weinberg [27, 28], onde
os estados ligados sao subtraidos do problema, restando apenas interacao residual fraca.

Este formalismo foi estendido para a fisica dos hadrons [29], no estudo de barions no
trabalho de doutorado de Dimiter Hadjimichef (IFT/1995) [30], no estudo de mésons no
trabalho de doutorado de Sérgio Szpigel (USP/1995) [31] e em publicagdes posteriores com
a presenca de sistemas mistos com interagoes entre bésons e férmions como, por exemplo, no
sistema kdon-niicleon [32]. Nesta dissertagao iremos seguir a notacao utilizada no trabalho
dos mésons realizado por Sérgio Szpigel, pois tanto os mésons quanto os glueballs sao bdosons.
Os aspectos a serem discutidos a seguir neste capitulo serao fundamentais mais adiante nos
capitulos seguintes, pois o desenvolvimento da transformacao de Fock-Tani para glueballs

segue, com grande semelhanca, aquela utilizada na transformacao dos mésons.

2.1 A Representacao de Fock-Tani.

No formalismo de Fock-Tani (FT) partimos da representacao do sistema no espago de
Fock, usando operadores de criacao e aniquilacao para as particulas constituintes elemen-
tares.

Consideremos um sistema contendo quarks e antiquarks (constituintes elementares) que
podem formar estados ligados (mésons compostos). Nesta representacao, os estados de

um méson podem ser construidos a partir de operadores de criagao de mésons aplicados
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ao vacuo, operadores estes que podem ser definidos em termos de combinagoes lineares de
produtos de operadores de criacao de quarks e antiquarks.

Consideremos o estado de um méson composto por um quark e um antiquark. O vetor
de estado |a) no espaco de Fock, F, que descreve esse méson, de acordo com o apresentado
no apéndice B, é dado por

la) = M]0), (2.1)

onde M é o operador de criacdo de um méson composto no estado a e |0) é o estado de

vacuo, definido por:

qu|0) = ¢,[0) = 0; (22)
nesta representagao g, representa o operador aniquilagao de um quark contendo nimeros
quanticos representados por p e g, denota o operador aniquilacao de um antiquark com

nimeros quanticos representados por v; o operador M] é definido como:
Ml =®trglal (2.3)

onde &% ¢ a funcao de onda do estado ligado do méson sendo qL e ) os correspondentes
conjugados hermitianos de ¢, e q,. O indice o representa, de uma maneira compacta, os
nimeros quanticos do méson: « = {espacial, spin, isospin}. Os indices p e v identificam os
nimeros quanticos de quarks e antiquarks: u, v = {espacial, spin, sabor, cor}. E conveniente

ademais trabalhar com funcoes de onda orto-normalizadas:
(a]B) = ®" D" = bap - (2.4)
Os operadores de quark e antiquark satisfazem relagoes de anticomutagao canodnicas,

{Qua QV} = {Q,ua @/} = {(Zu Cju} = {Qua (ZT,} =0 )
{ga}} = {0 @} = O - (2.5)
Utilizando estas relagoes de anticomutagao, juntamente com a condi¢ao de orto-normaliza-

cao apresentada na equagao (2.4), obtemos as relagoes de comutacao para os operadores de

mésons compostos (ver Apéndice C):

(Mo, Mg =0 | [M,, Mg] = 6ap — Dag (2.6)
onde
Aop = OO Gl g, + @ 05 g, - (2.7)

Adicionalmente, temos
[Q,ua Ma] = [@/7 Ma] =0 )
[q,“ M(U = (I)ZVQI )
(@, M) = —®L7qf, . (2.8)
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O termo A, apresentado na Eq. (2.7) e que aparece na relagdo nao-canonica (2.6) é uma
manifestacdo da natureza composta e da estrutura interna dos mésons. A presenca deste
termo ¢ indicativo do alto nivel de complexidade que surge no tratamento de problemas
em que os graus de liberdade internos dos mésons nao podem ser desprezados, pois as
técnicas usuais da teoria de campos, tais como a utilizacao de fungoes de Green, do teorema
de Wick, entre outros, aplicam-se a operadores que satisfazem relagoes de comutagao (ou
anticomutagao) canonicas. Analogamente, o fato de que os comutadores [q,, M]] e [g,, M]]
nao se anulam expressa a dependéncia cinematica entre o operador de méson e os operadores
de quark e antiquark. Assim, os operadores de méson, M, e M, nio sdo varidveis dinamicas
convenientes.

A idéia do formalismo de Fock-Tani é fazer uma mudanca de representacao, de forma
que os operadores das particulas compostas sejam redescritos por operadores que satisfazem
relacoes de comutacao canonicas. Naturalmente, as complicagoes da natureza composta dos
mésons aparecerao em algum outro ponto do formalismo. A mudanca de representacgao
¢é realizada por meio de um operador unitario, U, de modo que os estados de um méson
composto sejam redescritos por estados de um méson ideal, descritos por operadores de
destruicdo e criacido de particulas “ideais”, m,, e m/,. Em outras palavras, queremos efetuar

a seguinte substituicao

MJ0) = m{[0)

M éson méson (2.9)

fisico 1deal

Dessa forma, se |«) representa um estado de um méson composto, ele serd redescrito por

um méson elementar “ideal” sob a transformacao
la) — U7 a) = |a) =ml|0). (2.10)

Note-se que na nova representacao, onde os estados de mésons elementares ideais sao re-
presentados por “bras” e “kets” circulares ao invés de angulares. O estado |0) representa
o vacuo para os graus de liberdade de quarks, antiquarks e mésons “ideais” na nova repre-
sentacdo e operadores de méson “ideal”, m[ e m,, satisfazem, por definigao, relagdes de

comutacao canonicas

[mmmﬁ] =0,

[y M| = ap (2.11)
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e sao cinematicamente independentes dos operadores de quarks e antiquarks

(G, 0] = [g, mL] = G, ma] = [@,ml] = 0. (2.12)

2.1.1 Espaco de Vetores de Estado Ideais

Seja |2) um vetor de estado arbitrario em segunda quantizacdo e O um operador ar-
bitrario, ambos expressos em termos dos operadores de quarks e antiquarks, ¢, ¢, g, ¢f, da
representacao de Fock original e |(2) e Opr as quantidades correspondentes na nova repre-

sentacao:

Q) — Q) =U7Q),
O — Opr =U"'0U . (2.13)
O operador U deve ser unitario, pois assim as normas dos produtos escalares entre os

vetores de estado bem como os elementos de matriz (valores esperados) dos operadores

serao preservados sob a mudanca de representacao:

{QI€) = (Q9),

(Q|0[€) = (Q[Opr|?) . (2.14)
O operador unitario U é construido expandindo-se o espaco de Fock original de modo que os
estados de méson “ideal” sejam incluidos. Consideremos o espago de Fock fisico, indicado

por F. Esse é o espago de estados gerado por todas as combinagoes lineares de operadores

de quarks e antiquarks, atuando no vacuo fisico na forma
ah, -4, @, - ab,10) (2.15)

onde [ e m sao parametros arbitrarios. Definimos um espaco de Hilbert M, o espaco de
mésons ideais, independente do espago de Fock fisico F, como o espaco gerado por todas as

combinacoes lineares de estados constituidos de operadores de “méson ideal”,

mly o, [0 (2.16)

a1
onde |0) ¢ é 0 vacuo de M, definido por
Ma|0)ag = 0. (2.17)

Agora, define-se um novo espago de Hilbert, chamado “espago de estados ideais”, como

o produto direto dos espacos de Fock fisico F e de mésons ideais M,

I=FaM, (2.18)
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onde o simbolo ® representa produto interno.

As relagoes de comutagao das Egs. (2.6)-(2.8), inicialmente definidas em F, como tam-
bém as da Eq. (2.11), inicialmente definidas em M, sao vélidas também em Z. Por definigao,
os operadores de quark e de méson ideal sao cinematicamente independentes e, portanto,
também satisfazem a Eq. (2.12) em 7.

O vacuo de Z é dado pelo produto direto dos vacuos de M e F,

10) =10) @ |0)r - (2.19)
Dessa forma, |0) é o vacuo dos graus de liberdade de quarks, antiquarks e mésons ideais:
qM|O) = CIV|O) - ma|0) =0. (220)

Note-se porém que os operadores de quarks e antiquarks atuam no vécuo fisico |0) e os

operadores de mésons ideais atuam no vacuo ideal de mésons |0) 4 na Eq. (2.19).
Estabelecemos, assim, uma correspondéncia um-para-um entre os estados do espago de

Fock fisico F e os estados de um sub-espaco de Z. Em Z, existe um sub-espaco Zy que é

isomérfico ao espago de Fock original F e consiste dos estados |2) € F sem mésons ideais,
ma|) =0 YVa, ou N, =0, (2.21)
onde N,, é o operador nimero total de mésons ideais

Nm = ngma . (222)

A Eq. (2.21) passa a ser um vinculo a ser satisfeito pelos estados permitidos em Z.

A equacao de vinculo, ou condicao subsidiaria, exige que em Z; os mésons ideais se-
jam modos redundantes, ou seja, correspondam a estados totalmente desocupados. Esta
condicao ¢ necesséaria para evitar multipla contagem de graus de liberdade.

O operador unitario U atua sobre estados de Z e nao pode ser definido apenas em F.
Contudo, U esta definido em Zy, que é isomoérfico a F. Definimos, entao, o espaco de

Fock-Tani Frr como o espago imagem de Zy:
Fer =U"1,. (2.23)

Assim, o espago Fpr é o sub-espaco de Z cujos vetores de estado, representados por |€2) na

nova representacao estao relacionados aos vetores de estado de Z, por
Q) =U|IQ) = |Q) = U Q). (2.24)

Qualquer célculo efetuado no espaco fisico F é equivalente ao cdlculo no espaco de Fock-
Tani. Para dois vetores de estados quaisquer, |2) e |)'), e para qualquer observavel O € F,

temos

(Qlo|Y) = (QUT'OU|Y) = (Q/Opr|Y) . (2.25)
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E claro que em Fpr, a condicao que garante que nao ha dupla contagem,
U 'mU|Q) =0, (2.26)

deve sempre ser satisfeita.

A vantagem de trabalhar em Fpr é que neste espago todos os operadores de criagao e
aniquilagao satisfazem relagoes de comutacao ou anti-comutacao canonicas. No entanto, a
natureza composta dos mésons sera transferida para outro lugar. Os operadores transfor-
mados,

Opr = U'OU, (2.27)

dao origem a séries infinitas que fisicamente representam, de algum modo, uma expansao
na densidade do sistema [29].

O método apresentado sera eficiente para calculos praticos se forem necessarios poucos
termos da série para descrever as interacoes entre os mésons e os quarks. A obtencao de
forcas efetivas de muitos corpos entre os mésons requer uma expansao até altas ordens na
funcao de onda do méson. No entanto, interacoes efetivas entre dois mésons podem ser
obtidas em ordens relativamente baixas.

Outra complicacao potencial relaciona-se com a condicao subsidiaria anteriormente apre-
sentada em (2.21). Em problemas envolvendo muitos mésons deve-se tomar cuidado para
nao violar esse vinculo. Para um estado contendo varios mésons compostos, |aq, -, a,) =
M} --- M} |0), a transformacao através do operador U ndo resulta, em geral, em um es-
tado produto de mésons ideais , pois U~ MU difere de m[ por uma série infinita contendo
operadores de quarks. No entanto, é possivel mostrar que um estado em Fpr da forma
o, o) = mi, ---ml, |0) satisfaz a condigao subsididria Eq. (2.26) e, portanto, pode
representar um estado fisico. A imagem deste estado em Z; é um estado complexo contendo
quarks, antiquarks e mésons. Para processos de espalhamento, a matriz-S é definida em
termos de estados assintéticos, os quais, por definicdo, nao se superpoem, de forma que

pOdGHIOS escrever:

ala"'aan>_)U_1|a17"'7an> = |a17"'aan)
= m! ---ml |0). (2.28)

aq

Portanto, para estados assintéticos, a condicao subsidiaria é trivialmente satisfeita.

2.1.2 Representacao de Mésons Elementares Ideais

Uma forma de implementar a substitui¢ao (2.9) consiste em definir um novo operador

fo=m! M, (2.29)
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que atua sobre o estado mesénico composto; combinando-o com as expressoes (2.1) e (2.6),
obtemos
fol B) = miM,|B)=mi MM} | 0) =mf (MM + 605 — Aag) | 0)
= mj|0). (2.30)
Desta expressao vemos que a atuagao de fy sobre o estado composto produz efetivamente
um estado elementar “ideal” na forma buscada.

Podemos construir, a partir de (2.29), um operador Fj, anti-hermitiano, FOT = —Fp, da

seguinte forma
Fy = fo— f§ = miMy — M{m, (2.31)
onde a atuacao de Fjy sobre os estados composto e elementar resulta, respectivamente, em
Fyla) = mf|0)
Fyml|0) = —|a). (2.32)
Finalmente, podemos construir, a partir da definicao (2.31) do operador anti-hermitiano

Fy, uma transformacao unitaria capaz de implementar a substituicao expressa na equacao
(2.9), isto é, podemos definir

U(t) = exp (tFp) (2.33)

onde o operador Fj, o gerador da transformacao buscada, depende de um parametro real,
t, como serd visto a seguir (¢ representa na realidade um angulo de rotacdo no espaco de
Hilbert). Utlizando (2.32), podemos obter as expressoes para as poténcias de Fy aplicadas

aos estados composto (fisico) e elementar (ideal), respectivamente:
Fy MiJ0) = —M[j0) g m}|0) = —ml|0)
Fy MiJ0) = —ml|0) Fy mf|0) = M{|0)
(2.34)

Desta forma, podemos realizar a transformacgao unitaria completa sobre o estado composto
t? t3

2
Q!FO Y

U~t) MI|0) = (1—tF0+ F03+...> M|0)

t2 tt
= (1 + 5FO2 + IF(;l +.. ) M}|0)

3 1o
— (tFo + 5 5

2 ¢ B
_ v foy (o Y t
= (1 5 + m ) M!10) (t a0 + = ) m! |0)

= (cost) M;|O) — (sint) mL|0) (2.35)

B F05+...> M)
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Se tomarmos ¢t = —m/2 obtemos o estado transformado

U™ MI|0) = m] |0) = |a). (2.36)

2.2 A Transformacao de Fock-Tani dos Operadores.

2.2.1 Calculo de Miiltiplos Comutadores

O primeiro passo na implementacao do método requer a transformacao dos operadores
bésicos do modelo em estudo. A primeira vista, a transformacao unitaria poderia ser ava-
liada com uma expansao em multiplos comutadores envolvendo todas as ordens de produtos
dos operadores de criacao e destruicao de mésons fisicos e ideais. A transformacao de um

operador de méson, por exemplo, seria da seguinte forma
o +]
M) = U™ () MLU(0) = exp (—F) M exp (tFy) = M)+ 3 = [ML R (231)
ot j

onde [M}, Fy]; denota o miltiplo comutador de ordem j definido de maneira recursiva por
[M‘I” F0]1 - [M‘I" FO} ) {M‘I"FOL - HM‘I" FOL ’FO}
M, FOLH = HM;,FOL ,FO} . (2.38)

Através da relacao operatorial simples
[A, BC| =[A,B]C+ B[A,C] (2.39)

podemos calcular [M], Fp]; para diferentes valores de j. De (2.31) temos, por exemplo, para

o termo de primeira ordem
[M], Fo] = (M, miMs — Mfms) = m§(Aag — bagp) - (2.40)

Nos demais termos das ordens subsequentes aparecem potencias das mais diferentes ordens
em A,g. Se desprezarmos os termos envolvendo poténcias de A,z o calculo fica simplificado.
No entanto estamos, com isso, eliminando do problema os efeitos da estrutura interna dos
mésons. Este caso, apenas para efeito ilustrativo, é mostrado abaixo (um procedimento

mais elaborado serd mostrado mais adiante).

[M;rmFO]l ~ _m:fx ) [M(])Lu F0]2 ~ _MT
[Mj,,Fo]s ~ mL ) [M(LFO]4 ~ Mg{

[M], Fyls = —mi | [Ml, Fe¢~ —M] (2.41)
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Destas expressoes encontramos

M (t) =~ (cost) M — (sint)m] ; (2.42)
em particular quando t = —7/2 temos
MI(t) =~ m]. (2.43)

A expansao em multiplos comutadores (2.37) usada para determinar a transformacao
de operadores nao é do ponto de vista pratico muito ttil. A razao disto reside no fato de
até a aproximacao de “ordem zero” ( Eq. (2.42) ) envolver uma série infinita. A medida
que levarmos em conta o termo operatorial A,3, a série gerada pela expansao em multiplos
comutadores torna-se muito mais complexa. H& nestes termos, devido a sua complexidade,
pouca esperanca em reconhecermos termos gerais da série relevante e procedermos na busca
de efetuar a sua soma de maneira fechada. Entao, torna-se uma necessidade desenvolvermos
um método consistente e eficiente para avaliarmos os operadores transformados.

Na préxima subsecao mostraremos uma técnica chamada de método das equacoes de
movimento, que servira para construir a transformacao de Fock-Tani dos operadores de

maneira iterativa.

2.2.2 O Método Iterativo das “Equagoes de Movimento”

Os operadores basicos de um determinado modelo aplicado a fisica de mésons compostos,
tais como o operador Hamiltoniano, correntes eletromagnéticas, entre outros, sao expressos
em termos de operadores de criacao e destruicao de quarks e antiquarks. Dessa forma,
para obtermos os operadores do modelo na nova representacao, aquela que, envolve mésons
ideais, necessitamos dos operadores de criacao e destruicao de quarks e antiquarks transfor-
mados. Apresentamos abaixo os operadores de destruicao de quarks e antiquarks na nova

representacao simbolizados respectivamente por qpr € Gpr

grr = U 'qU
grr =U'qU . (2.44)

Os operadores de criacao correspondentes sao obtidos de forma analoga, tomando o conju-
gado Hermitiano da Eq. (2.44) e lembrando que U~ = U'.

Os célculos dessas expressoes pelo método de multicomutadores é complexo, envolvendo
em geral séries infinitas e nao podem, em geral, ser expressos em uma forma fechada.
No entanto, as transformacoes destes operadores podem ser obtidas iterativamente através
do método denominado de “equacoes de movimento”, sugerido por Girardeau [17]. Para

qualquer operador O, define-se:

O(t) = exp (—tFy)Oexp (tFp) . (2.45)
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Diferenciando-se a expressao acima com relacao a t, obtemos a equacao de movimento para

o operador O:

dO(t
100 _ o). 7. (2.46)
com a “condicao inicial”:
Ot=0)=0. (2.47)

Os operadores transformados de Fock-Tani sao obtidos das solugoes das Eqs. (2.46)-(2.47)

para t = —Z:

Or1(t) li—rnjo= U™ ()OU (1) 1= rjo= O(~1/2) . (2.48)

Deste modo, usando a Eq. (2.46) e o gerador da transformagdo dado na Eq. (2.31),

obtemos as equacoes de movimento para os operadores de quarks e antiquarks:

WO 1g0), )

— —aralHma() . (249
0N

= gl (H)ma(t) . (2.50)

Uma vez que as equagoes de movimento para g e ¢ envolvem m,(t), é necessario obter

também a equagao de movimento para m(t):

d'r’;o;(t) — [ma(t),FO]
S (2.51)
Da mesma forma,
dl\f;(t) = [M.(t), Fy]
= —[0ag — Aup(t)) ms(t) . .

As Egs. (2.49)-(2.52), juntamente com suas equagoes conjugadas hermitianas, formam
um conjunto de equagoes diferenciais nao-lineares acopladas, e que apresentam um grau
elevado de complexidade no que se refere a sua resolucao , comparavel a técnica de multi-
comutadores. No entanto, essas equacoes podem ser resolvidas de maneira direta através
do método de iteracao.

Partindo de uma aproximacao de ordem zero, onde é desprezado o termo A3, coletamos

os termos de mesma ordem na fungao de onda do estado ligado, &, e ®}. Dessa forma,
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escrevemos os operadores criagao e destruicao como uma expansao

W =0, a0=20.

ma®) =S mO) . Ma(t) = Y MO ), (2.53)

onde (7) indica a ordem nas fungoes de onda. Para que se tenha uma contagem de poténcias
consistente, como pode ser visto nas Eqgs. (2.55) a seguir, a presenga implicita das fungoes
de onda na definicao dos operadores M, e M1 via Eq. (2.3), nao devem entrar na contagem.
Desta forma, as expansoes da Eq. (2.53) pode ser entendidas como expansoes na densidade
do sistema|[17].

Assim, as equagoes de movimento em ordem zero nas funcoes de onda sao obtidas
desprezando-se os termos A,g(t) e @, nas Eqgs. (2.49)-(2.52):

dg(t) _ 4@’ (t) _
a a
dMO (1) dm© (1)
— = nO@n) ; — = MO . 2.54
e oy el oo (2.54)
Usando as condigdes iniciais da Eq. (2.47), as solugoes resultam em
Wt =q 5 @0)=a:
mO(t) = mgcost + Mysint ;  MO(t) = M, cost — mgsint . (2.55)

Deve-se notar que as condicoes iniciais foram impostas sobre o termo de ordem zero na
expansao da Eq. (2.53). Assim, para que esta expansao seja consistente com a Eq. (2.47),

devemos ter como condic¢oes iniciais para os termos de ordem i > 1 que:

« «

¢Pt=0)=qg"t=0=m{t=0)=M)t=0)=0, parai>1. (2.56)

Uma vez que o termo A, nao contribui para as equacoes de movimento em primeira

ordem, obtemos

dg(M(t) . dgy)(t) v
Zlit =~ gV (mP(t) — =% g (ymD () ;
dMWM (1) dmM (1)
a — —mWy o e AN Ay 2.57
o — ) 5 e M) (257)
Com as condigoes iniciais da Eq. (2.56) e a condi¢do em ¢t = —7/2, ao integrar-se as ex-

pressoes da Eq. (2.57) combinadas com as expressoes da Eq. (2.55), obtemos:

gV (t) = =0 g, [masint + M, (1 — cost)]
W) q)g“’qu [mesint + M, (1 — cost)] ,

mP(t) =0,
=0

a

MV(t)

«

. (2.58)
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Esse processo iterativo pode ser estendido diretamente até ordens mais altas. No entanto,
as solugoes de segunda ordem em diante darao origem a termos seculares, isto é, termos
que envolvem polinomios em ¢, além de fungoes trigonométricas em t. Entre outras coisas,
os termos seculares introduzem as familiares discrepancias “post-prior” [24] na anélise de
processos de espalhamento e processos reativos. A origem dos termos seculares estd na
assimetria das equagbes de movimento para m, e M,, Egs. (2.51) e (2.52). A simetria é
quebrada pelo termo A,3. Quando apresentarmos o estudo sobre o formalismo de Fock-
Tani aplicado aos glueballs, no capitulo 3, retornaremos a este problema e mostraremos
explicitamente como surgem os termos seculares na resolucao das equacoes de movimento.
Formalmente o problema foi resolvido por Girardeau e Straton [23]. A solucao consiste em
adicionar a ' um termo dependente de A,3 de modo que as equagoes tornem-se simétricas.
Seguimos, aqui, o procedimento de Lo e Girardeau [24], que embora seja equivalente ao
procedimento de Girardeau e Straton, é mais elegante e sistemético.

O gerador da transformacao é definido neste caso como
F =% (mMy— Mim.) , (2.59)

ou seja, como uma superposicao de termos do tipo do operador anti-hermitiano definido na
Eq.(2.31) e onde o operador M, é uma funcao somente dos operadores de quark e antiquark.

M, é escolhido de tal forma que satisfaca relagdes de comutacio candnicas, ou seja

[Mav MB] =0,
(M, MJ] =605 , (2.60)
isto é, incorporando em sua definigao termos que eliminam a presenca de A, em (2.6). Isto

leva a equacoes de movimento simétricas para m, e M, em todas as ordens nas fungoes de

onda de estado ligado ¢, e ®:

dmg(t) -
dt = [ma(t), F] = Ma(1)
PlE) _ 13ty (0). P = ~mat) (2.61)

e que representam assim uma extensao das Eqs.(2.51) e (2.52). Note-se que diferentemente
da Eq.(2.52) a segunda das expressoes acima nao contém explicitamente a presenga do termo

A,p que esta contido implicitamente na definicao de M,,. As solucoes destas equacoes
me(t) = M, sint + m,, cost ,
M (t) = M, cost — mgsint (2.62)

contém somente fungoes trigonométricas em t. Nao é dificil mostrar que isto elimina também

os termos seculares dos operadores de quark e antiquark.
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O operador M, é, também determinado iterativamente, ou seja, ordem a ordem em P, e
®* ' de modo que M, pode ser expandido similarmente as defini¢oes apresentadas em (2.53),

ML (t) = i 10(t) (2.63)

onde, novamente, (i) indica a ordem considerada em ®, e ®*. O termo de ordem zero é

trivialmente dado por:
MO =M, , (2.64)

que certamente satisfaz a Eq. (2.60), em ordem zero. Isto porque nesta ordem de aproxi-
macao, despreza-se a presenca de A,z em (2.6), e (2.64) reproduz portanto os resultados

originais para primeira e segunda ordem. O termo seguinte é o de segunda ordem:
M, = M, + M® | (2.65)

onde M® deve ser escolhido de forma que

[ Mo, M| = a5+ O(%) . (2.66)
A escolha apropriada que satisfaz esta condicao é:
~ 1
MP® = 58asMs. (2.67)
Seguindo o mesmo procedimento, obtemos o operador em terceira ordem em ¢,
~ 1
(gg) = —§M5[Am7 Mo ] M, . (2.68)
Assim, até terceira ordem em ®,,, verifica-se que o operador M, ¢ dado por:
~ 1 |
M, =M, + §AaﬁMlg —+ aMﬁ[Algﬁ{, MCV]M’Y . (269)

Pode-se mostrar, usando estas relagoes, que:
[MOH Mﬁ] = O(CI)4)
(NI, WT§] = 605 + O(@%) (2.70)

O célculo detalhado deste operador generalizado sera apresentado, mais tarde, porém para
o estudo dos glueballs.
As equacdes de movimento em segunda ordem para m, e M,, usando a transformacio
de Fock-Tani generalizada, sao dadas por
dm{ ()
dt

WO _ 3@ (0, F = -m@(t) 2.11)

=[mJ(t), F] = MP (1) ,
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Ao considerarmos as equacoes de movimento para os operadores ¢ e ¢, temos que incluir

as contribuicoes adicionais que resultam da mudanca do gerador da transformacao. Assim,

temos:
dgP(t) _ | 0 24 (41, (©) L psiamn inv p10) (140 (4) 110
S0, F) = gl m(0) — @ e ml® (g (0 MO0
]' * U2Vl V1
B MO gD (mO (1)
dq£2)t — v 1 %11 1 1% —
20 g0, 11 = el OmO0) + Jee el MO (gl (1)
1 * 1% v
_ 2@ v gl MO (Hym, ()( )30 (t) . (2.72)
As condi¢oes iniciais para M ) (t) sdo dadas por
MO(t=0=09 Vi . (2.73)

Assim, temos M (t = 0) = 1A,3Mj e, integrando-se as Eqs. (2.71)-(2.72) obtemos

1
m(()?) (t) = aAaﬁMﬁ sint ,
1
o) = §A05Mﬁ cost
1
Q;(f)(t) = 5(1)2#21/1(1)%”1 [ TMﬁ sintcost — mﬁ sm t— MTM5(2 —92cost

— sin?t) — MImg (2sint — sint cos t)] Qs

1
ql(/2)<t) = i(I)zﬂqu)glV [ TMﬁ sintcost — mﬁ sm t— MTMﬁ(2 — 9cost
— sin?t) — MImg (2sint — sint cos t)} Gusy - (2.74)

As equacoes de movimento em terceira ordem para os operadores de quarks e antiquarks

sao dadas por:

W) 00, F) = -1 e [P 0mP ) + 4O 0m®(0)]
e m T<0><zs>q,<;<>M<°<> M“O (Dl Om (1))
+ apeeyeap MO (gl ()M ()m) (1)
+ eprey e MO (gl ()M (Hym) (1)

S5 gl (8 Asa()mPD (8} (2.75)
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dg(t) _ L (o
L =0, F) = {208 gl (mP (1) + g (0mD (1)]
EYoled 1% 0 0
+ e [ml® g ()M (¢ N MO (B (eymy (1)
@ e MEO (1)gl O ()M ()m (1)
- OregT e MOt )QZEO)( )M, ( JmiP(¢)
v 0
+ gl O M)A (tmG (1)} (2.76)
Integrando-se estas equagoes, obtemos:
1
ql(f) (t) = 5(1)2”"(1)‘5”@’)"1%1 { P mgm., sin®t + MI Mzm, (smt — sin t)
+ MImgM, (2 sint — sint cost — sin® t)
+ (Matmﬁmﬂ, + mLMﬁmv) (— cost + cos’ t)
+ mimgM, (— cost + cos® t + sin® t)
+ MJ{MBMW (2 — cost — cos® t — sin’ t)
+ mLMBM,Y (sint —sintcost — sin® t)}
1 *po v [ T = .
+ O icbap ot gl gt g, [2Mpg (cost — 1) — mgsint]
1
+ 5@2”"@&”1 q)gwcjllq;lqp [2Mp (cost — 1) — mgsint]
1
@) = —Qq)*p”q)p"q)pl"qpl [ I mgm, sin®t + M} Mym, (smt — sin t)
+ MImgM, (2 sint — sint cost — sin® t)
+ (Mlmﬁmﬂ, + mgMﬁmv) (— cost + cos® t)
+ mimgM, (— cost + cos® t + sin® t)
+ M MgM, (2 — cost — cos” t — sin? t)
+  mi MgM, (sint —sintcost — sin® t)}
1
+ aq)jf"q)gl”q)g‘“qllq; Jo [2M3 (1 — cost) + mgsin t]
1
+ —q)zpaq)gl”q)zwalq;qp [2Mp (1 — cost) + mgsint] . (2.77)

2

Em principio, este processo pode ser extendido até qualquer ordem, ainda que a com-

plexidade das expressoes obtidas aumente muito com a ordem considerada. Sabe-se, no

entanto, que para obter uma interacao efetiva méson-méson, bem como outros processos

envolvendo quarks e mésons, necessita-se ir somente até a terceira ordem nos operadores de

quarks transformados|29].
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2.3 O Hamiltoniano na representacao Fock-Tani.

O Hamiltoniano que descreve a propagacao e a interacao entre quarks e antiquarks na
representacao de Fock-Tani é obtido pela aplicacao da transformacao unitaria U sobre o
Hamiltoniano microscépico original, expresso em termos dos operadores dos constituintes
fundamentais, ¢, ¢!, g e ¢'. Consideramos o Hamiltoniano microscépico envolvendo quarks
e antiquarks, expresso de forma geral como uma soma de termos envolvendo contribuicoes

de energia cinética e potencial na forma:
e 1
H = T aiau+T W)@+ 5Vas (i 0p) a0}0p0
1 T &
+ 5 Vaa (1/3.00) 4430000 + Vaq (173, 00) 4,0 Gds - (2.78)

Nesta expressao identificamos, nos dois primeiros termos, contribui¢oes de energia cinética e
nos demais contribui¢oes de energia potencial envolvendo interacoes de dois corpos. Vérios
Hamiltonianos de modelos de quarks utilizados na literatura podem ser escritos nessa forma,
como por exemplo o Hamiltoniano do tipo Fermi-Breit no modelo de quarks nao-relativistico
descrito no capitulo 1.

A equacao de movimento para a funcao de onda de um méson é dada por

H (pv; flv) 27 = €lo) Pl (2.79)

al

onde €, ¢ a energia total do méson, isto é, a soma de sua energia de centro de massa e de

sua energia interna, e H(uv;op) é dado por:

H(pw; w'v') = Sppundupn [T ([1]) + T (V)] + Vog (pv; p'v') (2.80)

Usamos nesta parte do texto a convencao de que nao ha soma nos indices repetidos entre

colchetes. O Hamiltoniano exato e transformado é dado, na nova representagao, por
Her=U'HU, (2.81)

isto é, o Hamiltoniano ¢é avaliado em todas as ordens na funcao de onda do méson e descreve
todos os processos possiveis envolvendo quarks e mésons. Tais processos incluem interacoes
de dois corpos do tipo (anti)quark-(anti)quark, méson- (anti)quark, méson-méson, bem como
outros processos de muitos corpos envolvendo interagoes em que vérias particulas (quarks,
antiquarks e mésons) participam. Até a ordem em que os operadores de quark e antiquark
foram determinados (ordem trés), é possivel obter-se um Hamiltoniano efetivo truncado,
que descreve apenas interagoes de poucas particulas. O Hamiltoniano na representacao de

Fock-Tani, Hrr tem, assim, a seguinte estrutura geral:

Hypr=Hy+ Hyg + Hn (2.82)
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onde H, indica termos contendo somente operadores de quarks e antiquarks, Hy,, indica
termos contendo operadores de mésons e quarks e H,, contém apenas operadores de mésons.
O procedimento para obter a Eq. (2.82) é substituir na Eq. (2.78) os operadores de quarks
transformados, fazendo em seguida o ordenamento normal dos operadores.

Por exemplo, o termo H, tem estrutura idéntica aquela apresentada na Eq. (2.78),
exceto pelo termo que descreve a interacao quark-antiquark, que é modificado de forma a
nao produzir neste modelo estados ligados quark-antiquark. Os operadores g e q presentes
em H e H, tém também significados distintos, pois em H, estes operadores representam

somente estados de quarks e antiquarks nao ligados. Assim,

L1
Hy = T(n)ahau+T ¥) G + 5Vaq (1;00) 46040
1 e i
+ 5 Vaa (1v30) Guabdp00 + Vag (173 00) 4000 - (2.83)

O termo importante a salientar é aquele que descreve a interacao quark-antiquark modificada

e que é dado por:
Vigpviop) = Vig(priop) — A(uvs p'v') H(W'v' op) — H(pvy o' p)A (o'p's 0p)

+ AQu V) H('v'0'p")A(o'pliop) (2.84)

onde A (uv; (/") é conhecido como “kernel de estado ligado”
INTIZIGZAEDIE L (2.85)

e H(uv;op) é dado por:

H(u: jV) = S0 [T (1) + T ()] + Vi (s V) (2.86)

A origem destes termos é a seguinte:

e primeiro termo em V,;(pv; op): este termo representa as contribui¢es de ordem zero

nas fungoes de onda de estado ligado para os operadores de quarks:

Vaa(pw; op) g0 qi g0 (2.87)

e segundo termo: é dado pelas contribui¢oes dos termos de primeira ordem nas fungoes
de onda de estado ligado, ou seja,

T(waVa? . TWalVa” ,  Viglpr;op)gf Vg "7 el ; (2.88)

e terceiro termo: este termo representa o conjugado Hermitiano das contribuigoes ante-

riores.
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e quarto termo: é dado pelas contribuigoes dos termos de seguda ordem, nas fungoes de

onda mencionadas anteriormente.
T(uw)g Ve . TW)gMeg" . Vg op)gd Vg Vg V¢ . (2.89)

O fato de que a interacao quark-antiquark remanescente nao pode formar estados liga-
dos, em particular aqueles estados ligados empregados na transformacao unitaria, esta em
um certo sentido de acordo com a idéia de quase-particulas de Weinberg [27, 28]. O forma-
lismo de quase-particulas de Weinberg foi introduzido com o objetivo de calcular amplitudes
de espalhamento para potenciais para os quais a teoria de perturbacao nao pode ser em-
pregada. Neste formalismo, particulas elementares ficticias sao introduzidas na teoria, em
correspondéncia direta com os estados ligados da teoria. Para que a fisica do problema nao
seja modificada, Weinberg argumenta que é necessario mudar simultaneamente o potencial
de forma que contribuigoes de interagao sejam incorporadas gradativamente nas proprie-
dades intrinsecas destas particulas. Como os aspectos dos estados ligados da teoria original
sao incorporadas em grande parte na forma de modificacoes das estruturas intrisecas das
particulas originais, o potencial modificado nao deve produzir os estados ligados originais.
Neste procedimento, o potencial modificado torna-se mais fraco e, por isso, a teoria de per-
turbacao pode ser em geral usada. No formalismo Fock-Tani, o potencial enfraquecido de
Weinberg é realizado pelo potencial da Eq. (2.84).

O termo do Hamiltoniano transformado, que descreve interagoes envolvendo mésons e
quarks, Hy,q, corresponde ao acoplamento dos estados ligados aos estados do continuo. Em
um modelo de quarks com confinamento de cor, estes processos nao contribuem em ordem
mais baixa na aproximacao de Born, pois nao ha estados assintéticos de quarks livres. No
entanto, estes processos irao contribuir em ordens mais altas como estados intermediédrios
de processos fisicos com estados assintoticos confinados sem cor. Por outro lado, na matéria
hadronica densa e quente, quando espera-se que haja desconfinamento, estas interagoes
certamente irao contribuir em processos de espalhamento e reacoes em que os quarks e
antiquarks aparecem como estados fisicos no meio.

Consideremos, agora, o termo do Hamiltoniano transformado contendo somente opera-

dores de mésons, Hy, de (2.82). Em ordem mais baixa, este termo tem a forma geral
HY =70 170 (2.90)
TO) é o termo de um tnico méson ideal, dado por
TO = 3 T(a, Bmims (2.91)
af
onde

T(0,8) = @ {Bub [T (1) + T (V)] + Vg (s i)} 0
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= O H (v /v ) O (2.92)

Nesta expressao, os termos em T'(u) e T'(v) vém das contribuigoes dos termos de segunda

ordem em:
T(wg M, T(waMa . (2.93)

O termo Vi z(uv;op) vem também da contribuigao do termo de segunda ordem em:
Vaa(pv; o) g i gl 00 ¢l (2.94)
Se ®, é um auto-estado do Hamiltoniano microscépico de quarks, temos
T(a, B) = dapes » (2.95)
de modo que o termo T\ reduz-se a:

T =3 e mim, . (2.96)
«
V{0 corresponde ao potencial efetivo envolvendo pares méson-méson ideais:

1
VI‘I(]?I)I = 5 Z me<aﬁ7 75)7”&7”;7”57”7 5 (297)
afvyd

onde Vi (af;79d) é dado por:
Vim(@; 78) = Vi (aB;70) + Ve (a8; 78) + Vir (a3 79). (2.98)

O termo V2ra=ex ghaixo corresponde a interagao dos dois mésons com troca de um glion

no interior do méson seguida da troca de um quark.

. 1 / /
Vi (afind) = = SRUBTH (s )0 et

1 *PO o KUV v g o
— §<I>ap O H (s p'v') 05 @F

1 *UOT *pU /V/ loa
— éq)a“ O H (pv; p/v") 05 @F

1 '
— éq)zp”CIDZWH(,LW; 781 7ok I (2.99)

Ademais o termo VI abaixo corresponde & interagao dos dois mésons através da troca de

um glion, sem troca de quark.
Vim(aB:76) =+ 200D Vg 1V ) D5 B
o RTDL Vag (s ) 05 R
+ QDY Vgg(owi o'V ) Bh (2.100)



Capitulo 2. O Formalismo de Fock-Tani para Mésons: uma revisao 44

o termo VX abaixo corresponde a interagao dos dois mésons através da troca de um glion,

seguida da troca de um quark.

1 .
Vim(@0370) = = S@ B Vg puw; p/v/) B 7 &L

1 *po KUV 17 ‘o
= T Vg V) D5 @Y
1 * O Fo* PV "V xpo
LY 8 0

1 1.,
_ éq)zpy(bzua‘/qq(l/”/; M/V/)(PS)O'(bs 14
— ORIV (ups ' p) B RLT

— DD Vig(ov; o'V ) PR B0 (2.101)

Dadas auto-fung¢oes do Hamiltoniano, representadas por ®, o termo V22~ reduz-se a:

intra—ex 1 w1V xxpo 'o v/
antl (aﬁ;'y(S) = — ée[a](b[éf} (Pﬁp (I)g (I),py

1 p— 1y o/ o
— e By

1 * o F KPPV 4 loa
1

— PR (2.102)

As Fig. (2.1), (2.2), (2.3) mostram os diagramas de troca correspondentes a esses termos.

v I a 7 o
PR ,
1) g o 16}
7 /
A4
?
ol N a 7 «
A4
P p
1 B 0 " 3

Fig. 2.1: Diagramas correspondentes as contribui¢oes do termo V. mro—er,

E importante notar que a Eq. (2.97) representa a contribui¢ao de ordem mais baixa na
fungdo de onda ® para o potencial méson-méson (quarta ordem). Existem outras contri-

buigoes de ordens mais altas que correspondem as corregoes de ortogonalidade, andlogas as
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v «
T
\
o
0 153
v T «
\
\
®
d 3
v o
T
|
i
§ ¢ 3

Fig. 2.2: Diagramas correspondentes as contribuicoes do termo V4.

que aparecem no termo H,,,_.nq. Por exemplo, consideremos a integracao até quinta ordem
do quinto termo da Eq. (2.75),

dg ) (t) L 0
—— = O (AR (MY (¢) - (2.103)

Integrando-se esta expressao, obtemos

]_ * 7_/ 7_/ /7- -
qff’) = + BA([U/; AT) D o (IDE mI{mgmanqPqZ,

]_ ! / /
+ A AT) BN TR TN M mamad) doql - (2.104)

Analogamente, para o operador de antiquark, temos da Eq. (2.76)

dql(/5)(t) 1 v 4 0
S = g gl O AT (OmE) (1), (2.105)
cuja solucao é:
1 N
—(5) __ - . #p1! BT T, ot t T
,(/ = — GA(,uz/, AT) DT DY @g mlmemag,q,q,

1 / ! /
- A AT) XD T DN mimamag! doql (2.106)



Capitulo 2. O Formalismo de Fock-Tani para Mésons: uma revisao 46

o — — 1o
b

a 7 «

— -0

+— — 1 -

[ &

ol \ a 7 «
|
I
|
4

0 CA)

o |— — o

Fig. 2.3: Diagramas correspondentes as contribuicoes do termo VT .

Utilizando esses operadores de quinta ordem na transformacao do Hamiltoniano mi-

croscopico, obtemos uma contribuicao para Vi, dada por

T()afPq,) + TW)alP a5 + Vog(uvs po)g a7 6 ) + (hec.) =
1 *UOo A KPV v’ [
= 3 {@a“ O A(pv; AT)H (A5 1V ) DF Y F

QYT A ) H (v )RR | mbmbmgm, + (he.) (2.107)

Naturalmente, existem outras contribui¢oes do mesmo tipo provenientes do operador

O®). Dessa forma, o termo H,, pode ser escrito como
H,=HY + AH,, , (2.108)

onde AH,, representa as correcoes de ortogonalidade. KEssas correcoes de ortogonalidade
tém o efeito, entre outros, de enfraquecer o termo Va=ex  No caso em que as funcoes
de onda ® sao auto-estados do Hamiltoniano microscépico pode-se mostrar que a correcao
de ortogonalizacio de ordem mais baixa cancela exatamente o termo V2T~ restando
correcoes de ordem mais alta.

No capitulo seguinte veremos o formalismo de Fock-Tani aplicado aos glueballs. Na

primeira se¢ao veremos a representacao de Fock-Tani para glueballs. Na segunda segao
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veremos como realizar a transformagao de Fock-Tani sobre os operadores da teoria. Na
terceira secao vamos obter uma transformacao generalizada de Fock-Tani. E na quarta e

ultima secao vamos obter o Hamiltoniano para glueballs na representacao de Fock-Tani.



Capitulo 3

Formalismo de Fock-Tani para
Glueballs

Neste capitulo descrevemos em detalhe a representagao de Fock-Tani para glueballs
[33]. Como havia sido dito anteriormente, a estrutura interna do glueball implica um alto
grau de complexidade formal ao estudar-se sistemas onde glueballs e glions podem estar
simultaneamente presentes em processos de interacao. Como foi mencionado no capitulo 2,
a idéia do formalismo de Fock-Tani consiste em efetuar-se uma mudanca de representacao,
tal que os operadores associados as particulas compostas sejam reescritos em termos de
operadores que satisfazem relacoes de comutacao canonicas. Toda a complexidade formal
relacionada com a estrutura interna do glueball sendo transferida neste procedimento para

outro componente formal.

3.1 Representacao de Fock-Tani

Em segunda quantizacao, o estado ligado de dois glions constituintes que formam o

glueball é descrito de modo semelhante ao estado de um méson composto definido em (2.1),
o) = GLJ0), (3.1)

onde |0) é o estado de vdcuo e o operador de criacdo de um glueball G, é definido como
1
Gl = —d"qalal . 3.2
« \/5 a “Yuv ( )

Nesta expressao ®“” representa a fungao de onda de estado ligado do glueball e os operadores

de criacao, af, e destruicdo, a, de um gliion obedecem as relacdes canonicas de comutacao

lay,a,] = 0 (3.3)

[au, aT} = . (3.4)
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O operador de um glueball (3.2) satifaz rela¢oes nao-canénicas de comutagao:

[GOHGB] = 0, (35)

Gar G| = Gap + Dag, (3.6)
onde

Nog = 20070Yalay,. (3.7)

A existéncia do termo (3.7) nas relagoes de comutagao de G, revela que também para
o glueball enfrentamos uma situacao idéntica aquela encontrada quando foram estudados
os mésons. Portanto, como a estratégia desenvolvida anteriormente mostrou-se adequada,
iremos adota-la novamenta na presente situacao. Assim sendo efetuamos a seguinte substi-

tuicao

GLo)y = gllo)
Glueball glueball (3.8)

fisico ideal

em que os operadores correspondentes de glueballs sao representados por g, e gg e apresen-

tam as propriedades de comutacao

[gomgﬁ] = 0, (39)
(90: 98] = s (3.10)

A forma de realizar a substituigdo que obedece a condigao (3.8), similarmente ao procedi-
mento adotado no estudo dos mésons, consiste em definir-se um operador anti-hermitiano
FOT = —F} tal que

FOZfO_fg:glGa_Giygaa (3'11>
onde a atuacao, respectivamente, de Fy sobre os estados composto e elementar resulta em

Fyla) = Q(UO) )
(3.12)

Fygllo) = —la). (3.13)
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Podemos entdo construir, a partir da definicdo de Fy apresentado em (3.11), uma trans-

formagao unitéria que possibilita implementar-se a condigao (3.8)
U(t) = exp (tFp) (3.14)

onde o operador F{ representa nesta definicao o gerador da transformacao unitdria. Utili-
zando (3.13), podemos obter as expressoes para as poténcias de Fy aplicadas nos estados

compostos e elementares, respectivamente,

FyGL0) = —Gl|0) Fy g8]0) = =g/ |0)
FEGL0) = —gl|o) F§ gt10) = G|0)
: : (3.15)

e assim portanto utilizando estas expressoes podemos realizar a transformacao unitaria sobre

o estado composto

UMt GL0) = (1—tR +5F2—ﬁ
olB) 0T o170 g

F03+> Gl 0)

U A
= <1 + 570+ Fo + - ) G10)
st s ;
ot ot
= (1—=4+—=—... |G = [t— =+ =—...]gl0
(=545 (- b =)o
= (cost) Gl |0) — (sint) gl |0). (3.16)
Se tomarmos ¢t = —m/2 obtemos desta expressao o estado transformado
U™ GLI0) = g}]0) = |ov). (3.17)

3.2 Transformacao dos Operadores

O obejtivo deste capitulo é o de mostrar explicitamente o surgimento e cancelamento
dos termos seculares envolvendo os operadores de criagao e destruigao de glueballs. O ponto

de partida é a equacao de movimento dada por

%Et) =U"' (1) [0, K] U(t) = [O(t), Fo(t)] (3.18)

onde o operador O representa respectivamente os operadores G, go € a,. As quanti-

dades dinamicas fundamentais do modelo, como o Hamiltoniano por exemplo, bem como
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as correntes quadrivetoriais, sao escritas em termos de operadores criacao e destruicao de
gliions. Portanto, a transformacao de Fock-Tani destas quantidades implica em transformar-
se também os operadores criacao e destruicao de glions. A equagdao de movimento para o
operador destruicao de glions a, por exemplo é dada na forma

day(t)

— = —V20% al (t)gs(t) (3.19)

No lado direito da expressao (3.19) aparece o operador de glueball ideal g3(t), cuja equacao

de movimento é

dgoz(t) _
= G, (3.20)

Para resolver a equacao (3.20) precisamos encontrar a equagao de evolugao para G, (t)

dG,(t)

ol = galt) ~ Das(t)gs(t) (321)
que nos conduz a um sistema de equacoes diferenciais acopladas, com as seguintes condigoes
iniciais

GPO)=GCGa 5 90 =92 5 a(0) =ay. (3.22)

A resolugao do sistema (3.19)-(3.21) é tao dificil quanto o célculo de miltiplos comutadores.
No entanto, uma forma sistematica de efetuarmos a sua resolucao consiste em realizarmos

uma expansao dos operadores transformados em poténcias da fun¢ao de onda [17], isto é,

Golt) = SGO)
wlt) = o)
a,(t) = iaff)(t) (3.23)

.
Il
—_

Estas expansoes nao sao fungoes de poténcias do parametro ¢, que assume um valor grande,

t = —7m/2, mas de poténcias na densidade do sistema. Desta forma as equagoes de ordem
zero sao !
a1 = =), (3.24)
g = G, (3.25)
al”(t) = 0. (3.26)

1 Adotamos a notacio O para a derivada em relacéo a t de um operador O.
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O termo proporcional a A,z foi desprezado em (3.24) por ser de segunda ordem em ¢ e
portanto nao contribuir para a formulagdo. Também na equacao (3.26) o lado direito foi to-
mado igual a zero porque no lado direito de (3.19) temos uma fungao de onda multiplicando

os operadores. A equagao de (3.26) tem solucao trivial

algo) (t) = cte; (3.27)

mas, pela condi¢ao “inicial” (3.22), encontramos
a0 = a,. (3.28)

As equagoes (3.24) e (3.25) podem ser resolvidas derivando-se uma vez mais a equagao (3.25)

e substituindo este resultado em (3.24), obtendo-se
37 (1) + 9 () = 0. (3.29)
A solugao geral de (3.29) é
gO(t) = ¢ sint+ ¢, cost. (3.30)

Derivando-se a equacao (3.30) obtemos, ao combinar a expressao resultante com o resultado

em (3.25), a respectiva solucdo para G (*)(t)
GOt) = ¢ cost —cy sint. (3.31)

Considerando-se a determinacao das constantes operatoriais ¢; e ¢, das condicoes “iniciais”,
(3.22) resultam, respectivamente, os seguintes operadores transformados de glueball fisico e

glueball ideal em ordem zero

g Ot) = G, sint+ g, cost,
GOt) = G, cost — g, sint. (3.32)

Note-se que as expressoes acima sao de ordem zero na fungao de onda; portanto, por uma
questao de consisténcia formal, nao se computa as fungoes de onda contidas nos operadores
G, apresentados no lado direito da expressao (3.32). Observamos também que a presenga da
funcao seno e cosseno nos operadores transformados conduz a interpretar-se a transformagao
como uma rotacao no espago dos operadores.

As equacoes em primeira ordem, isto é, aquelas equagoes que contém poténcias da funcao

de onda até a primeira ordem, sao obtidas a seguir

G (1), (3.33)
M) = GO, (3.34)
(

H
N’
—~
~
N—
Il

a

V204 al O(t) g (1) (3.35)

a

,_.
ot
—~
~
N—
Il
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Novamente o termo proporcional a A, foi desprezado em (3.33) por ser de segunda ordem
em ® e portanto nao contribuir para a solucao em primeira ordem. Desta vez, no entanto,
o lado direito de (3.35) nao foi tomado igual a zero por ser efetivamente de primeira ordem.

Como as condigoes “iniciais” ja foram usadas nas solugoes de ordem zero devemos, entao

ter que

GY(0) = g9(0) = a(0) =0 para i > 1. (3.36)

i

Assim encontramos que
GO(t) = giV(t) = 0. (3.37)

Para encontrar a solugao para a equacao (3.35), substituimos nesta expressao os resultados

obtidos em (3.28) e (3.30) e integramos a expressao resultante de 0 a ¢
t /
aM(t) = —\/_(IJ‘“’ T/ dt' g (0 —\/éég”a;a/ dt (Gysint' + g, cost’)
0
= —\/5@% u[gﬁ sint — Gg(cost — 1)]. (3.38)

A obtencao dos operadores em segunda ordem segue o mesmo procedimento na contagem

de poténcias nas equacoes de movimento

GO = —gPt) - Al ), (3.39)
P = a2, (3.40)
a®(t) = —v2oial ()95 (8). (3.41)

A resolucao das equacgoes para G, e g, envolve encontrarmos a solu¢ao para um sistema de

equagoes diferenciais acopladas e nao-homogéneas. Observermos que Agﬁ)(t) ¢ da forma

A((fﬁ)(t) — Q(I)leq)gﬂaz(o)(t)a;(?)( ) = Q(IDHWCI)’YP Ta = Aup. (3.42)

Deste modo podemos resolver as equacoes acopladas

) = G,
( —gP(t) — Aup(Gasint + gz cost).

N
—
—~
<+
~—

«

Para facilitar o procedimento de célculo definimos X, = A,3Gs e Y, = A,p9s, obtendo
entao

w0 = G

a

GH(t) = —g® — X,sint — Y, cost.
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Apo6s derivamos a primeira expressao com respeito a t e substituimos o resultado obtido na

segunda expressao

iPt) +4¢%» = —X,sint —Y,cost. (3.43)
Ao buscar a solucao particular da parte nao homogénea, tentamos uma funcao teste do tipo
Ypar (t) = g((f(;ar) (t) =t(vcost + usint). (3.44)
Derivando esta expressao uma vez em relacao a t
Ypar () = gf&m) (t) =vcost+ usint + t(—vsint + ucost), (3.45)
e derivando-a uma segunda vez, em relagao novamente a ¢, obtemos

Upar () = gf&ar) (t) = 2(ucost —vsint) — t(vcost + usint). (3.46)

Substituindo as equagoes (3.44) e (3.46) em (3.43) encontramos entdo

1 1
= —=Y, , = —Xq- 4
u 2% v 2)( (3.47)

Combinando as equagoes (3.47) e (3.44), temos entao

1 1
Ypar (1) = 0570y () = H(5Xacost — 5Yasint). (3.48)
A solucao da parte homogénea desta equacao é dada por
yn(t) = gf()h) (t) =rysint +rycost. (3.49)
Usando-se a condicao inicial,
2
yn(0) = g0, (0) =y =0
encontramos de (3.49)
D) . 1 1 .

g7 (t) = rysint + étXa cost — §tYa sint. (3.50)

Como passo seguinte derivamos esta expressao em relacao a t, obtendo

1 1 1 1
GO (t) = gD (t) = ricost + §XO‘ cost — §YO‘ sint — §tXa sint — §tYa cost.  (3.51)

Aplicando novamente a condigdo inicial a esta expressdo , isto é, G (0) = 0, temos

= —%Xa. (3.52)
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Substituindo (3.52) em (3.50) e (3.51), resulta entao

1 1 1
g@(t) = —§Xa sint + §tXa cost — §tYa sint,
(2) 1 1 1, . I 1
GJ(t) = —§Xa cost + §XO‘ cost — §YO‘ sint — §tXa sint — §tYa cost. (3.53)

Apés, introduzindo nestas expressdes as definicoes de X, e Y,, encontramos, para g2 (t) e
G(2)(t)

«

1
dP@) = —§Aa5[G5(sint —t cost) +tggsint],
1
GO = —§Aa5 [tGgsint + gs(sint +t cost)]. (3.54)

E, para a equacao (3.41), obtemos

dff) (t) = —\/5@5”{—\/5@;“ “a,[ghsint — Gl (cost — 1)]}(Gasint + g cost).  (3.55)

Apoés esta resolucao explicita das equacoes diferenciais para os operadores notamos a pre-
senga de termos proporcionais a ¢ (i.e. termos que nao estao contidos em fungoées do tipo
seno ou cosseno) que dificultam a interpretacao da transformacao de Fock-Tani como im-
plementadora de uma rotacao sobre os operadores. Como foi mostrado para os mésons, e
também em [23], a eliminagao destes termos implica na existéncia da simetria post-prior no
potencial. A integracao do operador de glions (zf) (t) é simples e também apresenta termos

seculares
af) (t) = oL [gfyal/ Go(t —sintcost) + gfyal/ o sin’ t
1
+ QGLQV/ Go(1 —cost — 3 sin?t)

1 1
+ ZGLaV/gg(—ét +sint — 3 sintcost)| . (3.56)

3.3 Transformacao de Fock-Tani Generalizada

Construiremos nesta se¢ao uma transformacao de Fock-Tani generalizada que sera capaz
de cancelar os termos seculares. Esta generalizacao envolve obter um gerador F' mais geral

que o apresentado em (3.11)
F=Fy+F +F+F3+... (3.57)
0 que é equivalente a definir uma expansio em um operador G,

Gu= GO+ G 4 GO 1 GW 4 .. (3.58)
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O novo gerador fica entdo formalmente igual ao antigo (ver equagao (3.11)) apenas com a

substituicdo do operador Gy, por Ga, ou seja,

F =gl Gy— Gl g, (3.59)
tal que
GV = @,. (3.60)

Impomos que o novo operador, Gy, que substitui ao operador de glueballs composto, deva

obedecer relacoes canonicas de comutacao
[Ga, GE] = dup. (3.61)

A construcao deste comutador é feita de maneira iterativa. Em ordem mais baixa de in-

teracao a comutacao de G, resulta em
[éé0)7 é;(O)] = [GC\H GE] = 50{5 + Aaﬁ- (362)

Para cancelar o termo operatorial A, e garantir que o comutador seja canonico até segunda

ordem, soma-se a G'¥) um termo com uma estrutura adequada, isto &,

Ga = Ga + Aa,@ Gﬁ' (363)

A determinacao da constante ¢; é realizada mediante o calculo do comutador apresentado

na expressao (3.63),

(Ga, GE] =[Gy Gl + c1[Gay GLA ] + 1[Gl Aoy G] + A0y Gy GRAN]
R Gop + Dop + 01 (G1[Ga Dyg) + [Ga, G A5+
+ Aoy [Gy, G + [Aar, GEIGL ) + O(271). (3.64)

Na expressao acima foram desprezados termos que envolvem poténcias iguais ou maiores do

que quatro na fungao de onda. Reagrupando os termos encontramos o seguinte resultado
[Ga, GY] & bap+ (1+201) A + 1 (G;[Ga, Al + [Aay, G;]Gv) +O(d24).

Para ocorrer o cancelamento do termo de segunda ordem, o coeficiente ¢; deve ser igual a

—1/2. Assim, temos que o comutador (3.64) pode ser expresso na forma

L 1
(Ga, Gl ~ Gap— 5 (G

5 (GllGa, Aspl + [Aay, GG, ) + O(921), (3.65)

A expressao acima é canonica até a segunda ordem em ®. Os termos entre parénteses

sao de terceira ordem na funcao de onda e foram gerados pela inclusao do contra-termo
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proporcional a ¢; em (3.63). O cancelamento destes termos ird ocorrer mediante uma nova
modificagao do operador G, capaz, agora, de eliminar estas contribuicoes.

Definindo um novo “ansatz” para G, tal que,

Go =G, — %Aag Gp+ ¢ Gl [Apy, Ga] Gy (3.66)
esta definicao garantird que a transformacao de Fock-Tani seja consistente até ordem trés
nos operadores. Como ficard claro mais tarde, na dedugao do potencial glueball - glueball,
esta é a ordem minima, na funcao de onda, para se obter de maneira consistente o gerador
F. O valor de ¢; = —1/2 é encontrado pelo célculo do comutador de (3.66), semelhante-
mente ao procedimento que foi utilizado para determinar ¢;. A inclusao do contra-termo
proporcional a ¢; em (3.66) ird, por sua vez, gerar contribui¢oes operatoriais em ordens mais
altas. O procedimento que leva ao cancelamento destes termos é similar aquele. A nova

transformacao de Fock-Tani fica
U(t) = exp (tF) , (3.67)

de maneira que as respectivas equacoes de movimento resultam em

Galt) = [Galt). F (1), (3.68)
Galt) = [ga(t), F(1)], (3.69)
i) = la,(0). F() (3.70)

Uma das vantagens da formulacao generalizada aparece na resolugao destas equagoes
de movimento, um procedimento que apresenta, neste formalismo, expressiva simplicidade
formal. As equagoes (3.68) e (3.69) sao

éa(t) = _ga(t) ) (371)
dalt) = Galt), (3.72)
cuja integracgao leva a
Ga(t) = Gucost — ggsint, (3.73)
ga(t) = Gysint + g, cost. (3.74)

Nesta formulacao generalizada vemos que operadores transformados possuem uma estrutura
similar aquela apresentada por operadores que sofrem uma rotacao no espaco no qual sao
definidos. Na formulacao “restrita”, isto é, com o gerador F' limitado ao termo Fjy, sao

apenas os operadores de ordem zero que apresentam esta propriedade.
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Estas equacgoes podem ser escritas ordem a ordem

GO(t) = G, cost — ggsint ; GY(t) =0,
G (t) = —%AMG7 cost ; GO(t) = lG [AW,G |G, cost, (3.75)
e
gO(t) = Gy sint + gq cost ; gV(t) =0,
0@ ) = —%AMG,Y sint @) = —%G;[Aw, GG, sint.  (3.76)

A simplicidade das equacoes para os operadores de glueballs G, e Jo nao se reflete apenas
na equagao para os operadores de glions. A equagao de movimento para o operador a,, em
particular até terceira ordem, é dada por
a,(t)= — V20§a T( )95(t)
+ q’Z’”‘P%“ (Gh(t)a, (D)gs(t) — gh(t)a, (Gs(t))
V2

+ 7‘% al () Aga(t)gs(t)

— V2R BLT O B BT B2 )G (H)al, (1) Gp(t)ga(t).  (3.77)
Uma equagao de primeira ordem pode ser obtida de (3.77), desprezando-se os termos que

possuem poténcias mais altas da fungao de onda
al(t) = /204 a0 (1) g5 (1) (3.78)

O tratamento formal adotado para a resolucao de (3.78) é similar ao tratamento que levou
a equagao (3.35). No entanto, neste ponto podemos apresentar uma maneira alternativa de

resolver esta equagao. Substituimos (3.28) e (3.72) em (3.78) e obtemos
al)(t) = \/écbg”aiéf)(t). (3.79)
No lado direito de (3.79) vemos a presenca de uma derivada total em ¢; ao integré-la obtemos:
al(t) = V20, (c?(o)(t) - GJ(0)
= —\/_CID“ U gssint + Gg(1 — cost)]. (3.80)

Esta propriedade, a de sempre encontrarmos uma derivada total no lado direito das equagoes
de movimento, constituiu um aspecto do formalismo de Fock-Tani descoberto por D. Had-
jimichef em [30] que possibilita a resolugao direta das equagbes de movimento para os

operadores de glions de ordens mais altas. A equacao em segunda ordem é entao
af (1) = — V2eralM (Dl (1)
* ' 0) 0 0
+ ooy (G (0)a (090 (1) = g7 ()P GV (@) . (3.81)
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Usando-se o fato que GO (t) = GO (t) e novamente as condicdes (3.28) e (3.72), encontramos

a®(t) = q>*wq>gﬂ 4 (=2Gha, GO() + GEV (D)0, GO (1)) . (3.82)

I

A integracao de (3.82) resulta em

al (t) = =200 Gha,GO(t) + ©Y Gha, G,
+ Y G (H)a,, GO(1), (3.83)

ou, escrito de uma forma aberta,

aff) (t) = 7o) {Ggauf Go(1 —2cost + cos?t)
+G;auz Ja(2sint — cost sint)
— ggau/ G, cost sint + ggau/ o Sin? t} : (3.84)
Vemos, em comparagao com os termos da equagao (3.56), que esta transformagao generali-
zada efetivamente cancela os termos seculares. O operador em terceira ordem é obtido da

respectiva equagao de movimento em terceira ordem

aO() = — V20 al®g® /oo l© )

© ey (G100 g0 — gl0M o)

a.r9s g @, G
R T
— ﬁ(q)gpl q)zlv/ q);ﬂ/p/ + q)g/p/ (I)Zv/ (19?/p/)GL(O)aL(/O)G( )gg)) : (3.85)
que, apos a integracao , resulta em
al(f’)(t) = \/5@5”@2”@? [ GEaqu/Ga(cos?’t —cos?t 4 cost — 1)

+GTﬁaIGvga(cost sint — cos®t sint — sint)

+ggaiG7Ga(cost sint — cos®t sint)

+gT alGga(cos®t sint — sin?¢)
GﬁaTgyG cos’t sint

+G’6a G~ga cOSt sin?t

+g6aTg,yGa cost sin’t

— g;ai 9v9a sin® t}

NG
2

Este resultado conclui a deducgao dos operadores de gliions transformados basicos que serao

d"al Ay [2(cost — 1)G., — g, sint]. (3.86)

necessarios para obtencao do Hamiltoniano de Fock-Tani a ser mostrado na proxima secao.
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3.4 Hamiltoniano de Fock-Tani

A transformagao de Fock-Tani realizada sobre os operadores definidos em (3.68) - (3.70)
permite, agora, obter-se um Hamiltoniano efetivo onde nao sé estao presentes os glueballs,
mas também os seus constituintes elementares. A transformagao de Fock-Tani generalizada,
quando aplicada ao Hamiltoniano microscépico, H,,, automaticamente gera termos que re-
presentam processos de espalhamento, “ionizacao”, recombinacao, e assim por diante. O
procedimento geral para se obter este Hamiltoniano consiste em calcular a seguinte trans-

formagcao
HFT = Uil Haa U. (387)

Na pratica, isto implica em substituir na expressao (3.87) as equagoes para os operadores
definidos em (3.68) - (3.70), colocando em ordenamento normal a expressao resultante. De

uma maneira genérica escrevemos o Hamiltoniano de Fock-Tani como

HFT = thion—ghion + 7_{glueball—gluon + Hglueball—glueball~ (388)

O primeiro termo de (3.88) envolve somente operadores de glions e representa em principio
as mais diversas interacgoes entre gliions sem que, no entanto, sejam formados novos estados
ligados. A transformagao de Fock-Tani como vimos no capitulo anterior no caso dos mésons
implementa, mediante a introdugao do conceito de glueball ideal implementa o conceito de
Weinberg de quasi-particula onde os estados ligados sao subtraidos do problema. O segundo
termo envolve tanto operadores de glueballs ideais quanto de glions, representando processos
de ionizacao e recombinagao espontanea de glueballs; processos de interacoes de glueballs
com glions sem ocorrer a quebra do glueball; processos representando colisoes bindrias de
glueballs com a quebra total dos compostos; entre outros. O terceiro termo desta expressao
é constituido somente de operadores de glueballs ideais e apresenta entre os seus termos

representativos a interagao efetiva glueball-glueball.

3.4.1 Inexisténcia de um Novo Estado Ligado

Uma das questoes iniciais, apos a obtencao do Hamiltoniano transformado, consiste em

saber se a nova interagao glion-glion contida em
Hglt’lonfghion = Haoa + HNa (389>

forma ou nao um novo estado ligado de dois glions. Em principio, toda a informacao
sobre o estado glion- gliion ligado deveria estar contida em g, e, consequentemente, qual-

quer interacao entre glions, neste contexto, s6 poderia produzir espalhamento entre estas
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particulas. A interacao original deve entao ser enfraquecida a tal ponto que sobre apenas
uma forca residual e nenhum novo estado ligado deveria surgir. A obtencao deste termo
implica em efetuar a transformagao de Fock-Tani sobre H,,, como ¢ mostrado em (3.87),
e coletar os operadores de glions transformados nas poténcias mais baixas da funcao de

onda, retendo a estrutura operatorial desejada, isto é,

Hoa = U 'H,U

= Taal(p) U’laLa“ U+ 1Vaa(,/,w; op) U! aLalT,aan U
Toa(2) [l @0 (1) + af O () (1) + al O (a0 (1) + ol O (1) (1)
+ % Vil op) [af @ (£)a] ) (0)al (t)al () + af O (£)a] O (H)al (t)al (1)
+a} O (1)a} @ (t)a (£)al) (1) + af D (1)al O (1)ag) (1)alD (1)) | (3.90)
onde na expressao acima se toma t = —x/2. O calculo da expressao (3.90) implica em

calcularmos produtos dos operadores transformados. Mostraremos a seguir alguns exemplos
de termos que envolvem esta estrutura de operadores. Inicialmente, termos que envolvem

operadores de energia cinética

Tua(p) alPal) = V2Tu(u) 5 alalgs
— Toa(p) A(pv; v )alalawan (3.91)

Toa(p) alVald) = 2T, () 5 B (=gl + Gl)al g (—gs + G)
+ 2T (1) D 0 gl g5
— V2T () O3 Auv; po) glaya,
— V2T (1) ®" A(uv; po) afal gy (3.92)
+ Ta() Alpos w'v') Apvs plo’) alalayag.

Da mesma forma, um exemplo de termo contido em (3.90) que envolve energia potencial

Vaa(uv;op) - af D (0)al @ (6)al) (1)l (¢)
= V2 V(s 0p) ¥ glasa,
+ V2Vl 0p) ©3 glabavasa,
— Vaa(pv; op) Auv; Tf)agaiaaap
— Vaa(pv; op) A(ut/; Té)azaiala,,/aoap . (3.93)

Assim o Hamiltoniano Hs, fica

Hoo = Hoa + Hoa (3.94)
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onde H,, tem a seguinte forma

- 1
Ho = 5 | Alvaves w) Hua(uvs pupe) + Hoq(iv;0p) A(0p; pajia)

— Ay ) Hoo(pv; 0p) A(op; i) | alal,a,,ay, . (3.95)
Supondo-se que ¢ é autofuncao de H,, e usando-se a propriedade
Apv; p'v') = @g”@g","’ (3.96)

temos, da expressao (3.95), que

1
Hi = 5 &0 a),0,,0,, = —€a GLGa
= —&,N,, (3.97)
onde N, é o “operador niimero” para glueballs. Assim H, fica

Hop = Hon — Ea N, (3.98)

Apesar de estarmos considerando uma interacao glion-glion, que gera apenas um unico
estado ligado, a demonstracao da inexisténcia de novos estados ligados nao se restringe a
esta situacao. Ela sera valida para interacoes que geram varios estados ligados.

Consideremos um estado genérico de dois glions dado por |¥) tal que

1
0,) = 7 Ut alal|0). (3.99)

Se |W,) pertencer ao conjunto de autofuncgoes |«), a acdo de Hs, sobre este estado é
HoalUo) = (Haw—E3Np) |W,) = (Ex — E4) | W) = 0. (3.100)
Por outro lado, se ¥, for ortogonal a ®,, encontramos
HoalVa) = (Haa —ENp) [Wa) = Hoa Vo) — Ea VE'OL |av)
= HealVa). (3.101)
Qualquer estado |¥) pode ser expandido como
(W) = ca|Wa) + ck [dr) (3.102)

onde |¢y) sdo as autofungoes do continuo de um estado de dois glions com autovalores €.

Assim, usando (3.100), obtemos

Hoal¥) = encr|or) (3.103)
de onde segue

(U|Hoa| ¥) = e ]cil?. (3.104)

O Hamiltoniano Hs, é positivo e semi-definido e portanto nao corresponde a um estado

ligado de dois gltions.
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3.4.2 Interacao Glueball-Gluon

Entre os diversos termos de interacao glueball-gltion que surgem apods a transformacao
de Fock-Tani iremos destacar dois que sao interessantes. A partir do primeiro termo de
(3.91) e do quarto termo de (3.92) podemos extrair o termo que estd relacionado com a
ionizagao do glueball, ou seja,

1

Hion 7 | Haa(112; 0 ) B — Hoa(v; 0p) O A pio; pv) | af, af,, g5

(3.105)

O conjugado da expressao acima corresponde ao termo de recombinacao, isto é, dois gliions
se recombinando para formar uma glueball. Usando o fato de ® ser autofuncao de H,,

descobrimos que
Hion = 0. (3.106)

Na auséncia de perturbacoes externas, este resultado reflete a estabilidade do estado ligado
de um glueball frente a probabilidade de decaimento espontaneo de seus constituintes.

A interagao que corresponde a colisao binaria entre glueballs com ionizacao de glions
deve, num modelo de glions com confinamento de cor, contribuir somente para estados

intermediarios e é dada por

1
Veol bin = 5\/%(#,/; ap) aL(O)al(o)ag)ag)

= PPV, (v op) CLLCLZCLLQCL:EangIg. (3.107)

Figuras associadas ao processo de ionizagao de um glueball e colisao binaria entre dois

glueballs podem ser vistos nas figuras 3.1 e 3.2, respectivamente.

Fig. 3.1: Termo de ionizagao de um glueball.
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Fig. 3.2: Termo de colisao bindria entre dois glueballs com quebra de ambos os glueballs.

3.4.3 Interacao Glueball-Glueball

Nesta subsecao iremos deduzir, a partir do formalismo de Fock-Tani, a interacao glueball-
glueball Hgluebal—glueban- Este termo contém as contribuigoes oriundas apenas das interagoes
entre glueballs, sendo que operadores de glions foram totalmente contraidos. Escrito numa

forma genérica, temos que a interacao glueball-glueball toma a forma

Hglueball—glueball = Hag + Hxg (3.108)

onde Hy, € 0 termo de interagao entre dois glueballs e Hy, representa a interagao entre N
glueballs. O Hamiltoniano efetivo de Fock-Tani Hpr para a interagao entre dois glueballs é

escrito da seguinte forma
Hpp = Hog = Ty + Vi (3.109)
onde T, ¢ o termo de energia cinética de particula inica dado por
T, = Ter(o; 3) glgs (3.110)

obtido a partir do terceiro termo de (3.92). Este termo é entao somado com a respectiva

contribui¢ao originada no termo V. (puv; op) afMaf@a®afl) resultando em
Ter(o; B) = O Hao(pv; op) 3. (3.111)
Se ® é autofuncao de H,,(uv; op) encontramos
Ty =& 9} ga (3.112)

O potencial glueball-glueball é obtido a partir de um procedimento similar a este, onde

se substitui os operadores transformados no Hamiltoniano microscépico H,, retendo as
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contribuicoes combinadas até quarta ordem na funcao de onda. Este truncamento em
quarta ordem na funcao de onda ird garantir uma interagao glueball-glueball de dois corpos

do tipo
Ve = Tli) [afO(0aD(t) + alD (1) (1)

b5 Vialwsop) [al®0al (10D (00 (1) + 0l (Daf () (a1

+alD (0)al® (H)al? (#)al) (1) + af (£)al” (H)al (£)al) (1)
+af® (£)af® (H)al? (t)a$ (1)) . (3.113)

Ap6s realizarmos o ordenamento normal em (3.113) e efetuar a contragao total dos opera-

dores de glions, o potencial glueball-glueball de mais baixa ordem ¢é

Ve = Virr(a; 68) glgl 9595 (3.114)
onde
4 2 A
Ver(ay:68) = Y wi(ay:8) + > v (ay; 63). (3.115)
i=1 i=1

Nesta expressao,

vi(ay; 00) = 2Vaa(p; o p) 3T OIEDEDGT

Va(y; 63) = 2Vpa(uv; o p) DT DXEDLT D

v3(ay;03) = Vaapvs 0/))<I>*“”QI>*T5<I>(”<I>’)g

vg(ay; 86) = Vaa(pv; 0,0)<I>*“5<I>*’”<I>T§<I>pa : (3.116)

mtra(a,y’ 5ﬁ) aa(/“j o'p)(I)*“”(I)“f(I)TU(I)pg :
VM (ary; 03) = Haa(pv; ap)@*P‘g(ID*T”(IDTg(ID (3.117)

No potencial efetivo de Fock-Tani para a interacao glueball-glueball deve haver a troca

intra

de um glion entre os dois glueballs. Isso exclui os termos v} no Hamiltoniano, que tem

origem na troca de um glion no interior do glueball. Como foi discutido no estudo dos

mésons, estes termos vmtm

sao exatamente cancelados pelas corregoes de ortogonalidade.
Para o nosso estudo futuro, o potencial efetivo de interacao entre os glueballs fica expresso

por

4

Vgegfetivo _ sz‘(a% 53), (3.118)

i=1
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Fig. 3.3: Diagramas representando os potenciais v;(ay; 03) da interagcdo glueball-glueball

com a troca de um glion constituinte.

onde os os termos de potencial v;(ay;03) estdo definidos nas equagoes (3.116). Desses
quatro termos podemos obter os diagramas da Fig. (3.3). Cabe ressaltar que observando a
figura (3.3), podemos verificar qualitativamente que o primeiro diagrama, da esquerda para
a direita nao vai contribuir para o potencial. A explicacao esta relacionado com o fato de
que uma particula carregando cor esta sendo trocada por dois objetos sem cor (brancos).
Este calculo sera detalhado mais adiante onde esta afirmagcao sera provada.

No capitulo seguinte veremos aplicagoes do formalismo de Fock-Tani. Na primeira secao
vamos obter a amplitude de espalhamento para a interacao glueball-glueball. Na segunda
secao vamos avaliar a massa dos glueballs, afim de obter os parametros para o calculo da
secao de choque e do potencial glueball-glueball. Na terceira parte vamos obter a se¢ao de
choque para o espalhamento glueball-glueball. E na quarta e iltima parte vamos obter o

potencial para a interacao glueball-glueball.



Capitulo 4

Aplicacoes do Formalismo de
Fock-Tani

Neste capitulo vamos apresentar alguma aplicacoes do potencial efetivo glueball-glueball
de Fock-Tani (3.118) que foi obtido no capitulo anterior. Usaremos, como intera¢ao mi-
croscopica, V,a, a equagado (1.87) associada ao modelo de glions constituintes apresentada
no capitulo 1. Entre as aplicagoes que pretendemos realizar estao a obtencao das ampli-
tudes de epalhamento, o potencial Vg (r) na aproximagao local e a segdo de choque de
espalhamento glueball-glueball para os estados 07+ e 27+ com L = 0. Para o caso 07" serd
feita uma comparagao da secao de choque do espalhamento glueball-glueball com a secao

de choque de um méson composto por quarks com isospin total igual a zero.

4.1 Amplitude de Espalhamento Glueball-Glueball

Nesta se¢ao obtemos a amplitude de espalhamento glueball-glueball h¢;, partindo da
estrutura formal do potencial de Fock-Tani deduzida anteriormente na segao 3.3.3 (ver eq.

(3.116)). No processo de espalhamento de duas particulas do tipo
O+p—a+ry, (4.1)

a amplitude de espalhamento exata para esse processo é dada pelos elementos da matriz-T'

na representacao de Fock-Tani,
Tyi(2) = (f|Trr(2)]) (4.2)

onde

|f) =) = glgll0),
i) = 683) = glg}l0) . (4.3)
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Trr(z) é o operador de transi¢ao na representagao de Fock-Tani, que satisfaz uma equagcao

do tipo de Lippman-Schwinger,

Ter(z) = Ver+ VerGo(z)Trr(2)
= VFT -+ VFTG(](Z)VFT(Z) + ... s (44)

onde Vpr é o termo de interagado do Hamiltoniano de Fock-Tani e Go(z) é o propagador
livre do glueball. Ao considerarmos a solucao da equagao Eq. (4.4), em primeira ordem
na aproximacgao de Born, notamos que apenas a parte de Vpr correspondente ao poten-
cial glueball-glueball, V., contribui, uma vez que os estados assintdticos contem apenas
operadores de glueballs ideais. Dessa forma, o elemento da matriz-T', na representacao de

Fock-Tani, em primeira ordem na aproximacao de Born, é dado por:

Tyi(2) = T(ay;00) = (ay|VegldpB) . (4.5)

intra

Considerando-se o cancelamento do termo v;""® pela corre¢ao de ortogonalidade de pri-

meira ordem e desprezando-se as correcoes remanescentes, obtemos que o processo de espa-
lhamento entre glueballs é dominado pela interacao efetiva entre os gluons contituintes via

troca de um gluon perturbativo, ou ainda,

4
T(av:68) = Y vi(a'y;88) (avlgl gl 95 95108)

=1
4

= Z v; (O/’}/; 5/ﬁ/> [5040{/5,\/7/ 555, 55,3/ —+ (504&/577/55’,85,8/5
+5cw' Ora 055055 + Oary Oyer 67505 ]

= Z vi(ay; 606) + vi(avy; B9) + vi(ye; 66) + vi(ye; 59) ] . (4.6)
i=1

O potencial de Fock-Tani para a interacao entre glueballs é dado pelos diagramas da Figura
(3.3), isto é,

vi(ay;608) = 2Vaa(uv; op) PO DL BT ;

va(ay;63) = 2Via(uv; op) DT RIEDLT BT

v3(ay;68) = Via(uv; op) @5 OER5TON |

vi(@y;608) = Vaa(uv; op) P03 T OO (4.7)

A condicao de invariancia translacional por sua vez permite que o elemento de matriz

(ay|Vge|03) possa ser escrito na forma

T(a;60) = 6O (P — P)) hyi(ay; 68) (4.8)
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onde Z3f = ]3& + ]37 e P, = ﬁﬁ + P sao, respectivamente, os momenta lineares totais final e
inicial do sistema.

A partir deste ponto o cédlculo deve ser dividido em trés partes, uma correspondente
a parte espacial, outra que considera as componentes de cor e outra que leva em conta as
contribuigdes de spin, o que estd em acordo com a estrutura da fungao de onda (ver apéndice
D). Em outras palavras, a funcao ® que aparece em (4.7) ao ser contraida com V,, define

a forma funcional de hy;. A funcao de onda que iremos usar pode ser escrita como
oY = 5(3704 - ﬁu - ﬁV) cone ng,%:g Sp(ﬁ;uﬁl/) ) (4'9)
onde C® ¢ a parte de cor; XZ’LS?GZ a componente de spin e a parte de espacial é dada por
7. L\ -
Qp(p;upu) = (W) e 82 . (4.10)

O potencial V,,(uv; op) microscoépico entre os gluons também é escrito no espaco de momen-
tum linear. A deducao da transformada de Fourier de V,, pode ser encontrada no apéndice

E. Segundo a dedugao apresentada neste apéndice temos

= = — — OK LUPK 1
Va3 0p) = 6 (B + By — Do — P,) [H7 777 | Vig 80 + gvm] : (4.11)

onde V9" ¢ o potencial da troca de um gluon,

A2 wi(pv;op) 7w wolpv;op) P’
VOGEP (.. - _2 LAVttt - ! — 4.12
o (uviop) 3| o 2 1o w2 (27)3 X Ak2m2 (4.12)

e Vi € 0 termo de confinamento,

1 8m?
V2 (9 + 3Pm?)>

Os coeficientes w; e wq s@o elementos de matriz com dependéncia nos indices (uv;op) e

Var(P) = (27)3/22mé® (p) — (4.13)

podem ser obtidos a partir do potencial da troca de um gluon
1 1=
w(pv;op) = 1 0o Oup + §S ; (4.14)
5=
wa(pvsop) = 6400y, — 652. (4.15)

A amplitude de espalhamento é finalmente obtida efetuando-se as respectivas contracoes
dos termos de interacao apresentados em (4.7) com as diversas componentes da func¢ao de
onda definida em (4.9) e (4.10). Passaremos a seguir a mostrar como ¢ obtido os diversos

termos que constituem a amplitude hy; .
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Calculo do Fator de Cor

O fator de cor C;, deve ser calculado para cada um dos diagramas da Eq. (4.7) apresen-
tados na figura 3.3, utilizando-se a contribuicao de cor para a fungao de onda do glueball
(ver apéndice D)

Cl — fua)\fup)\ C;,LTCVprfCO”T : CQ — fua)\fup)\ C;,LTCVpr’TCO’f;
C3 — f,qufup)\ C;WCTgCoTCpg : C4 — f;w)\fup)\ C,ugcm—crgcpo.
Mas como

1
CH = — §m 4.16
7 (4.16)

temos, das expressoes anteriores que
Cl — G%fua)\fupA 5},07’5V§5p§50’7‘ : CQ — G%fua)\fup)\ 5},0T5V§5p7’50’£ :
Cg — 6L4f,uo>\fup>\ 5;1,1/57’5507’5p§ : C4 — 6L4f;w)\fup>\ 5;@51/75755;)0 )

Considerando-se os valores dos coeficientes de cor f®¢ da simetria de grupo SU(3), que

estao descritos no apéndice F, apds a contracao total dos indices de cor encontramos:

i = 0;
3
Cy = ;é )
C3 = § )
Ci = 3 (4.17)

O resultado zero no primeiro fator apresentado em (4.17) deve-se ao fato de um gluon estar
sendo trocado entre dois objetos sem cor (brancos).
Calculo do Fator de Spin

O vetor S representa o spin total do glueball que pode ser reescrito em termos dos spins

dos gluons constituintes, §1 e §2,
S? = (51 +5,)- (S +5,)=52+52+25-5,. (4.18)

Considerando-se a fungao de onda de spin do gluon Xgiuen sabemos que [34]

—

Si2 Xgluon = 5i<5i + 1) Xgluon = 1<1 + 1) X = 2 Xgluon ; (419>
logo

S = 2. (4.20)
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Dessa maneira podemos escrever em (4.18)

S§?=4+25, -5, (4.21)
Substituindo-se (4.21) em (4.14) e (4.15), obtemos
19 2 - -
w(pv;op) = Eéwéyp + 551 o+ S2up (4.22)
e
7 5.
wo(pv;op) = —géuaéyp — gSllw 520 (4.23)
A parte de spin de cada diagrama é dada respectivamente por
1 T A KV oT 2 T~ K<V T\ O
Y = w1 (v op) FTXEEXENXT 5 wi = wn(w; op) XXX
3 KUY ~ KT oT 4 *, *UT A, T <
W = wi (v op) XEXETEXTXE 5wl = wiw o) TGN 5 (4.24)
e
1 KT ~ KV oT 2 KUT ~ KV T\, 0
W = wa(uv; op) XETXEXEXT 5w = walpw 0p) XXX
3 KUY KT oT 4 * *UT o, T o
WS = wo(uv; o) FNTXTNT 5 ws) = w(pwsop) XSG (4.25)

sendo os coeficientes y apresentados no apéndice D. Portanto, ao utilizar estas defini¢oes

apresentadas no apéndice juntamente com as expressoes (4.22) e (4.23) em (4.24) e (4.25)
. ) () . .

podemos obter os coeficientes de spin w;’ e w, ' para os dois casos que iremos estudar nesta

dissertagao, ou seja, S =0e S = 2.

Para S =0
wi) =1.58333326 ; w{¥ = 0.972222179;
w® =0.675925805 ; W\ =0.675925895 ; (4.26)
wit) = —2.33333309 ; w = —1.8888887 ;
wd = —1.14814803 ; wS? = —1.14814803. (4.27)
Para S =2

Para uma particula de spin 2 ha 5 projecoes possiveis no eixo de quantizagao; assim se,
a interacao entre duas delas implica na escolha entre 25 estados. Vamos considerar a seguir
os valores dos coeficientes obtidos a partir de uma média aritmética, isto €, iremos somar
sobre todos os valores, para um determinado w%i) e wéi) e dividir por 25, obtendo
wi = 158333334 ; w!? =1.46228344 ;
w® =1.18539605 ; w!? =1.18539605 ; (4.28)

wi) = —2.33333321 ; WP = —2.24529693 :
W = 155307847 ; Wi = —1.55307847. (4.29)
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Calculo da Parte Espacial

Para calcularmos a parte espacial, vamos escrever a amplitude hy; associada as equagoes
(4.7). O célculo sera efetuado no espago de momentum linear dos glueballs, avaliado em
termos dos momenta lineares no centro de massa (p,p’ ). Assim a notagao (P, Py, Js, D)
representa na realidade termos do tipo (p, —p, —p", 7 ), respectivamente. De (4.12) e (4.13)

Vemos que

Vaa (D) = Vaa(—D) (4.30)

e usando (4.6) obtemos uma expressao para os diversos termos de hy;

| L p—p")? P+’
(P W) = 4V - ) exp [—%1 + 4V (P + )expl % ;
I 4 (p* + p?
ho(p. i WP, W) = meXp[ A2 ]/d Vaa(4)
2 2 — =/
¢ g (F-p") ¢ ¢ @+ .
8 {eXp [_@ B T] e l_ﬁ o |
L 4 P’ +p?
el ) = g [_ 17 ]/d Vaal@)
3¢ 49 3¢ 77
X{exp [‘@* o | TP T T |
L 4 P’ +p”
ha(p. i, W) = 2y P l— 152 ]/d Vaa(q)
3¢ q-p 3¢ 77
x{exp [—@Jr 552 + exp @JFQ—Z)? . (4.31)

hfiw’):ic hi(@, 7wt i) (4.32)
mas Como
Ci=0; C3=0C4;
wi(g) = %‘(4) : hz = hy, (4.33)
obtemos
hyi(B,8") = Co ha(B, 7', wi”, w§?) + 2Cs hs (5, 7, i, W) (4.34)

Finalmente podemos escrever (4.34) em termos da varidveis de Mandelstam-(s, t, u), descri-

tas em detalhe no apéndice G. Apresentaremos a seguir o resultado explicito das integragoes
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para hy;

his,t) = 2 Rols) Y Ruls, ), (4.35)

onde

4 1 /s 9
fo = (o [—2—62 (——Mc)] s

S ) a(g) ()]

+ 202 202
S 2f 7rb3k:3 uk?m?
Ry = +exp | — ;
3(b% 4 2k2m?2)3/2 4(b* + 2b2k2m2) 4(b* + 2b2k2m?2)

e P (5) o]

)\wlg) 162w b? [oo q 3q> q [s
Ry = - | da e (=50 | sinh (055 — M2 )
* 3 J+ — M3 Jo 1 q> +m? P T ) M\ 22V g ¢

o w16tk m e | (5-22) 7
° T T3 (2b2+3k2m2)3/2 P20t + 302kzm?) |
128+/2mb? 3¢ q /s
Ry — — / o7 'h(— ——MQ); 4.36
o = ik e () (T ) e

e onde Jo(x) é fungao de Bessel esférica dada por

sen(x) .

Jo(x) = (4.37)

X

4.2 Massa dos Glueballs

O célculo da amplitude de espalhamento obtido na secao anterior é fundamental no
estudo que queremos desenvolver, pois a partir de hy;(s,t) podemos obter a se¢ao de choque
e o potencial de interagao entre os glueballs. Entretanto, como pode ser visto em (4.35),
a amplitude hy;(s,t) possui uma dependéncia em varios parametros: A, b, 3, m e k. A
determinacao destes parametros é uma tarefa nao-trivial. A estratégia para vincular estas

quantidades pode ser desdobrada em duas etapas:

1. calculo do valor esperado de 72 que iré fornecer uma relacao entre o parametro b acima

e o raio quadratico médio que chamaremos de rg;

2. calculo do valor esperado de H,, que deve fornecer a massa do glueball, representada

por Mg.
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O célculo do valor esperado de r? ¢ obtido usando-se a funcao de onda do glueball do

apéndice D, onde se obtém a seguinte relacao entre o e b

_ V3
-2

O célculo da massa do glueball ¢ feito, tomando-se o valor esperado do Hamiltoniano,

(4.38)

To

(I)ZMUHaa(MV; o-p)q);p = Mg, (439)
onde H,, é dado por (1.88)
1
H, =2m — —V?+ V.. (4.40)
m

V? em coordenadas eféricas é representado por:
V== [27«— +r —] (4.41)

e V,a estd definido na Eq. (4.11). Assim, apés a contragao dos indice em (4.39) e realizando-

se algumas manipulacoes formais obtemos a equa¢ao da massa

Mg = 4m+ % — % [2() +m ﬁeg erfc(%)] — mk\;jc;)\ s l{l;)jm2)3/2
—l—\/T;_:bQ [Qbﬁm + \/7?6[22!»—7752(262 + B3*m?) erfc(é—?)] , (4.42)
onde
erfc(z) = erf(z) — 1, (4.43)
e

2 x 2
erf(z) = ﬁ/o dt e . (4.44)
No célculo de (4.42) foi incluido a contrac¢ao da parte de cor:
CHV flom frPECor = 3, (4.45)

portanto, o termo A/3 foi substituido por A. A dependéncia no spin aparece nos coeficientes

w e wy e serd dado por x¥wi(uv; op)xy’, sendo

* UV g * UV 1 1 (o)
Xo WlXﬁp = Xa (Z + gsz) Xﬁpa

* UV g * UV 5 a
Xau w?X,@p = Xau <1 - 652> X,@p : (446)
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Lembrando que S% = S(S + 1), encontramos para o glueball no estado 07, 5% = 0 e para

o glueball no estado 27+, S? = 6. Portanto, temos que, para o glueball no estado 07,

1 .
4 )
1

* UV

Xa

* UV

Xa

le;p =

(4.47)

WQXEP =
e para o estado 21T,

XXy =
X waxg” = —4. (4.48)

> ©

Y

Buscamos entao o valor dos parametros necessarios para calcularmos a amplitude de
espalhamento e a secao de choque glueball-glueball. Para fixarmos os valores dos parametros
k e (3 utilizamos o cdlculo das massas dos glueballs nos estados 07F e 27%. Os resultados,
obtidos em célculos de CDQ na rede, estabelecem uma estimativa para a massa dos glueballs
nos estados 07+ e 2 respectivamente em My++ = 1,73 GeV e Myr+ = 2.4 GeV, ou seja,

isto implica que a razao entre as massas dos glueballs nos estados 27+ e 07 resulta em:

M2++
M0++

~1.39. (4.49)

A resolucao numérica da equacao da massa terd como objetivo estabelecer um conjunto de
parametros que resultem em uma faixa de valores de massa proxima aos valores das massas
previstos pela CDQ na rede e sujeitas a restrigdo (4.49). Desta forma, os parametros de

entrada serao:

e o raio quadratico médio ry que de acordo com a expressao (4.38) fixa o valor de b; a
faixa de valores para rg a ser considerada situa-se dentro de uma faixa usual para a

fisica hadronica: 0.5 fm a 0.9 fm;
e a massa do gluon m serd fixada em 0.6 GeV [15, 12];

e o valor de A é determinado por (1.84) o que fornece uma faixa de valores de 1.0 até
2.0; o valor que iremos usar serd A = 1.8, que é trés vezes o acoplamento a ser usado

para a interacao entre o par ss: ag = 0.6.

Serao considerados parametros de saida: [ e k.

Nas figuras 4.1 e 4.2 mostramos os graficos da massa do glueball em funcao de k, variando
este de zero a um. Esta regiao nos interessa, pois se o valor de k for grande, a fungao D(r),
dada pela equagao (1.89), que aparece no potencial, tende ao mesmo valor que seria obtido
se esta fosse substitufda por §3(r). Nestes graficos vemos outra tendéncia: para o glueball

no estado 07, onde o raio quadratico médio é 0.58 fm; os valores de 3 que produzem a
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3
—-— 0", p=0.1
____________________________________________________________________________________________ ——-0",p=05
2.6 | 0", B=1.5
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Fig. 4.1: Massa do glueball no estado 07 (ro = 0.58fm) em fung¢do do parametro k, para

massa do gluon m = 0.6GeV, A = 1.8, e vdrios valores do parametro (3.

3
—-— 27,p=0.1
——-27,p=05
2.6 B 2H,B=15
777777777777777777777777777777777777777777777777 2++,B:20
------------------------------------------------ 2++,B:25
g [T |
S R
CD Y ——
: =
= 18 |
1.4 _,,_,,,,,,_,_,_,. 7
1
0 1
k

Fig. 4.2: Massa do glueball no estado 2t (ro = 0.8fm) em fungao do parametro k, para

massa do gluon m = 0.6GeV, A\ = 1.8, e vdrios valores do parametro (3.

curva mais proxima ao valor de massa do glueball no estado 07+, 1.73 GeV, estao na regiao

de 3 pequenos, isto é, préximos a 0.1. A situacao é diferente para o glueball 27, onde o
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—— 0", r,=0.58 fm, p=0.1
——- 2",1,=0.8 fm, p=2.0

26

22 F

M, (GeV)

18 -

14 -

Fig. 4.3: Massas dos glueballs nos estados 0T e 2t em funcao do parametro k, para

massa do gluon m = 0.6GeV e A = 1.8.

17

M2++/MO++
— — - retaemy=1.39

16 |

13

Fig. 4.4: Razdio das massas dos glueballs 0" (ro = 0.58fm e §=0.1) e 2t (rg = 0.8fm ¢
B =2.0) em funcao do parametro k, para massa do gluon m = 0.6GeV e A = 1.8.

raio quadrédtico médio é maior (igual a 0.8 fm). Neste caso os valores de # que produzem a
curva mais proxima ao valor de massa do glueball no estado 2+, 2.4 GeV, sao os valores de
(3 grandes, proximo a 2. As curvas para os glueballs correspondentes aos estados 07 e 27
com valores de (3 iguais a 0.1 e 2.0, vistas isoladamente na figura 4.3, possuem uma razao
igual a 1.39 para k ~ 0.21. Isto pode ser visualizado na figura 4.4. Com os valores de (3 e

k determinados podemos agora obter a secao de choque e o potencial de interacao Vig.
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4.3 Secao de Choque Glueball-Glueball

Nesta segao fazemos uma comparacao entre a secao de choque para a interagao entre
dois glueballs com a se¢ao de choque obtida considerando-se um méson composto por quarks
com 0s mesmos numeros quanticos que o respectivo glueball. A comparacao sé podera ser
realizada para o estado 07, pois o estado 2" corresponde a um estado de spin total igual
a 2 e no modelo de quarks elementares que iremos utilizar nao teremos como construir um
estado de spin 2.

A matriz-T obtida é utilizada na determinacao da secao de choque. No que segue,
utilizamos, basicamente, a notagao da Ref. [35]. Os elementos da matriz-S, na aproximacao

de Born, sao dados por:
Spi = 05 — 2mid(Ey — E;)(ay|Vgg|0) - (4.50)

Nesta expressao, £y = E, + Eg e F; = E, + Es sao, respectivamente, as energias final e

inicial do sistema de duas particulas, com

E,=+\/P2+ M2, (4.51)

Observamos que Sy; satisfaz a lei de conservagao de energia. Assim, a conservacao do
quadri-vetor momentum linear é implementada pelo elemento de matriz Sy;. A matriz-S

pode ser escrita, em termos da amplitude invariante, M;, como

Sy = by — i(27)6 (P — P) [H (2B

n=1

=

] My, (4.52)

onde P e P; sao, respectivamente, os quadri-vetores momenta final e inicial, e

Myi = Nhyi (4.53)
onde
1 4 5 1
N = = [[ (2(27)°E,)? (4.54)
(27’(’) n=1

¢é o fator de normalizacao necessario para obter-se a forma correta da amplitude invariante
de espalhamento a partir do elemento de matriz-7' nao-relativistico.
A secao de choque diferencial, no referencial do centro de massa (c.m.), para o processo

1 — f é dada genericamente por

doyi(s,t,u) 1 1 9
P AGILIL7) I S (st u)? 4.55
(G s M (4.59
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onde ]3(5) é o momentum linear relativo das duas particulas no estado inicial e M (s, ¢, u) é
a amplitude invariante de espalhamento calculada no centro de massa das particulas iniciais.
Todas as grandezas sao expressas em termos das variaveis de Mandelstam (Apéndice G) na
forma invariante de Lorentz. A secao de choque total é obtida integrando-se a equagao
(4.55) em t,

opi(s) = /t i+ dt(Wlm : (4.56)

onde t_ e t, sao, respectivamente, o momentum linear minimo e o momentum linear maximo
transferidos. Essa integral em t pode ser transformada em uma integral na variavel z,

definido como
z=cosf(P, P, (4.57)

onde §(P, P') é o angulo entre os momenta lineares relativos inicial e final. Para particulas

nao-ideénticas, temos:

B/
1) = Gam ) L MAIP L IPEL (4.58)
Para espalhamento elastico no c.m. de particulas idénticas com massa iguais a M, obtemos:
5
e
475 s 0 9
ofils) = (s — 1002 /(341\42) di [hy|” . (4.60)

Inicialmente vamos obter a secao de choque para um méson composto por um par ss.
Este modelo é uma alternativa a hipétese da existéncia dos glueballs e tem sido usado para
descrever o estado com JF¢ = 0*+ [36]. Usaremos o resultado correspondente apresentado
no capitulo 2 para o formalismo de Fock-Tani aplicado a mésons. O potencial microscépico
é representado pelo termo de spin-spin do potencial de Fermi-Breit apresentado na equagao

(1.47). A amplitude de espalhamento fica entao

S$5

T (2m)? 9mg

1 Smag [ 16 1 (—1md) _t_ u_
€ 4b2 3 + esv2 + esv2 | | 4.61
l?)\/ﬁ ] 00

A secao de choque é obtida apds integracao em t e resulta numa expressao analitica

o5 = + ——e w? fe w4 ———
i 81m} 3 27 3v3 &

2 -5
dmals | 4P (1_6 4b) 128 _ & 64 4D/ e e
(e 122 — @ 24b2) (4.62)
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onde ¢ = s — 4MZ. Vamos considerar os seguintes parametros m, = 0.55 GeV, a, = 0.6.
Novamente b e ry possuem uma dependéncia dada por (4.38).

A secao de choque para o glueball 07+ corresponde também & integral na variavel ¢ de
Mandelstam da equagao (4.35), mas diferentemente da situagao correspondente ao méson
com a composi¢ao s5, nao possui uma expressao analitica. Este resultado pode ser visto na
figura (4.5). A segao de choque para 2t também pode ser calculada do mesmo modo e

pode ser vista na figura (4.6).

40
—— glueball 0" r,=0.58 fm
——— meson ssbar r,;=0.71 fm
30 # a
\
\
r
\
= \
E 20 |\ ]
\
°© \
\
\
\
\
10 - \ i
\
AN
N
N
\\
0 e Y
0 0.4 0.8 1.2

E,..—2M, (GeV)

Fig. 4.5: Comparagao entre as segoes de choque do glueball e do méson ss.

4.4 Potencial Glueball-Glueball Vg

Nesta segao iremos calcular o potencial de interacao entre dois glueballs a partir de hy;.
Como esta funcao depende de diversas varidveis isto conduz a um potencial nao-local. H&
uma forma engenhosa de se obter um potencial local com as caracteristicas desejadas que

consiste em introduzirmos a seguinte aproximacao, chamada de aprorimacao local,

s — AMZ+Q?,
t — —Q2. (4.63)

Os detalhes deste processo de elaboracao formal sao apresentados no apéndice G. Desta

forma pode-se definir um potencial

Voo r) = / d*Q 97 hy,(0). (4.64)
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30

glueball 2" r,=0.8 fm
25 - :

0.4 0.8
E..—2M, (GeV)

Fig. 4.6: Secdo de choque do glueball 2.

Esta transformada de Fourier nao pode ser resolvida analiticamente. Uma forma de contor-
nar esta dificuldade consiste em expandir hy;(()) em uma soma de gaussianas e fazer um

ajuste
h(Q) =Y are @7, (4.65)

A determinacao de h fz(@) envolve o ajuste de trés gaussianas, tanto para o estado 0 como
para o estado 2", como mostram as Fig. 4.7 e 4.8. As curvas ajustadas tém os seguintes
parametros para o estado 01+
a; = —0.0202212 ; by = 0.607788 ; as = —0.0202226 ;
by = 0.607932 ; a3 = —0.000394839 ; b3 = 2.48103 ; (4.66)

e para o estado 277,

a; = —0.0978584 ; by = 0.842053 ; ay = 0.0303196 ;
by = 0.734019 ; a3 = —0.00181978 ; b3 = 2.3152. (4.67)

Determinamos entao a transformada de Fourier da equagao (4.65) e obtemos o potencial

3 2
a; _r=
Vag(r) = m*/2 > —Ee M (4.68)
=1 U;
Os graficos de Vg (r) para os estados 071 e 21 sdo mostrados nas figuras 4.9 e 4.10. Nestas
mesmas figuras estao representadas o potencial de interagao entre os gluons Va,(r) de (1.79)

e (1.80).
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Fig. 4.7: Amplitude de espalhamento em fun¢ao de momentum linear para o glueballs 07,

ro = 0.58fm, 6 =0.1, A= 1.8, k = 0.21 e massa do gluon, m = 0.6GeV.
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Fig. 4.8: Amplitude de espalhamento em fun¢ao de momentum linear para o glueballs 2+,

ro = 0.8fm, 3 =2.0, A\ =1.8, k= 0.21 e massa do gluon, m = 0.6GeV.
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Fig. 4.9: Potencial glueball-glueball em funcao do raio, para o glueballs 0TF, ry = 0.58fm,
6 =01, A=1.8, k= 0.21 e massa do gluon, m = 0.6GeV. E potencial gluon-

gluon em funcdao do raio para 0s mesmos parametros.
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Fig. 4.10: Potencial glueball-glueball em func¢ao do raio, para o glueballs 2+, rqg = 0.8fm,

6 =20, A =18, k = 021 e massa do gluon, m = 0.6GeV. E potencial
gluon-gluon em funcdao do raio para os mesmos parametros.



Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertacao fizemos um estudo exploratério sobre a interacao entre glueballs. Para
este estudo usou-se uma técnica amplamente desenvolvida na fisica atomica e recentemente
aplicada a fisica hadronica chamada de formalismo de Fock-Tani. Ha muitos exemplos
de sistemas nos quais os graus de liberdade internos de particulas compostas nao podem
ser desprezados. Para estes sistemas o formalismo em segunda quantizagdao da mecanica
quantica torna-se uma ferramenta matematica muito dificil de ser usada. A presenca de
estados ligados torna mais complexa a aplicacao do teorema de Wick, o célculo de funcoes
de Green e assim por diante.

Por isso foi desenvolvida a idéia de se fazer um mapeamento do espaco de Hilbert fisico
para um espaco de Hilbert ideal onde as particulas compostas sao representadas por opera-
dores elementares ideais, obedecendo regras de comutacao canonicas. A informacao sobre
a sua estrutura interna é entao transferida para um Hamiltoniano de interacao efetivo. A
construcao do potencial de Fock-Tani consiste em efetuar-se o produto dos operadores trans-
formados, de maneira conveniente a formar um potencial de interacao de dois corpos. A
partir deste potencial obteve-se, neste trabalho, os elementos da matriz de espalhamento
hy;, em aproximacao de Born, para o espalhamento eldstico entre glueballs. Foram calcula-
das as secoes de choque para os glueballs 07 e 2 e o0 potencial de interacao Vg entre os
glueballs.

Os resultados apresentados no capitulo 4 tém alguns desdobramentos interessantes.
Neste capitulo é feita uma comparacao direta entre as secoes de choque de um mesmo
méson (0*7). Este méson é descrito de duas formas completamente diferentes. Na primeira
forma o méson é descrito da maneira usual como sendo composto por um par gg. Na se-
gunda abordagem este mesmo méson é descrito como sendo constituido por dois glions. A
primeira conclusao obtida se refere a difrenca entre os raios do méson nas duas descrigoes.
Esta diferenca pode ser interpretada como um reflexo da origem dos constituintes, que no
caso do glueball sao bdsons e no caso do méson formado por quarks que sao férmions, ou
seja, essa diferenca pode ser originada pelo principio de Pauli. As diferencas acentuadas

encontradas nas amplitudes e estruturas das secoes de choque correspondentes podem ser
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interpretadas, —a despeito da simplicidade formal da abordagem utilizada—, como uma
nova assinatura para glueballs. Na hipotética realizacao de um experimento capaz de medir
a secao de choque de interacao deste méson, nossos resultados preliminares indicam que
seria possivel distinguir-se entre estas descricoes. A eventual descoberta de uma secao de
choque com valor menor poderia indicar a existéncia de um méson constituido por glions.

O potencial de interacao entre os glueballs Vi introduzido nesta dissertagao também
apresenta aspectos interessantes como, por exemplo, sua profundidade que é de apoxima-
damente 0.5GeV A partir deste fato cabe especular-se sobre a existéncia de estados ligados
de dois glueballs. Como o potencial glueball-glueball é de curto alcance podemos esperar a
presenca destes estados na descricao de outros processos, em especial na colisao de ions pe-
sados. Na atualidade, um dos cendrios mais adequados para se formar um plasma de quarks
e glions é na colisao de ions pesados. Nestas colisoes a altissimas energias acredita-se que
uma regiao muito densa é formada na colisao, com densidades muito elevadas de glions.
Um dos mecanismos indiretos de deteccao deste plasma tem sido atribuido a conhecida
supressao do méson J/¥, um méson composto por um par cc. Acredita-se que a formagcao
do plasma de quarks e glions gere uma blindagem de cor entre os quarks ¢ e ¢ livres im-
pedindo pelo menos parcialmente a formagao de um estado ligado c¢ que originaria a J/W.
Deste modo, devido ao efeito de blindagem, seria observada efetivamente uma diminuicao
no nimero total de J/W¥ produzidos. O potencial de interagao entre glions V;;GEP é de
curto alcance e portanto podera se mostrar relevante na colisao de ions pesados a curtas
distancias. Como o potencial V¢ é atrativo e de curto alcance pode-se conjecturar que,
apos a colisao de ions pesados, seja produzido uma regiao densa de glueballs juntamente
com a regidao onde atua o potencial Vy @

poderia encontrar uma regiao também densa em glions confinados nos glueballs. Isto faria

entre os glions. Desta forma um quark ¢ ou ¢

com que o processo de supressao da formacao de pares cc fosse acentuado, ou seja, teriamos
uma supressao ainda maior de J/W.

O grau de importancia deste hipotético gas de glueballs na supressao de J/W¥ poderd ser
avaliado num calculo futuro da interacao ¢ — glueball e ¢ — glueball.

A perspectiva de continuacao futura para este estudo estende-se ademais para o calculo
do glueball constituido por trés glions. Um outro estudo seria o dos mésons hibridos. Neste
caso seria necessario construir uma transformacao de Fock-Tani, aos moldes da que foi es-
tudada em [37], para expansao do estado de Fock do tipo |¢q) + |¢qg). Apds a obtencao
desta transformacao, buscamos modificar entao, de modo consistente, os operadores fun-
damentais do problema. A construcao do potencial de Fock-Tani consiste em efetuar-se
novamente o produto dos operadores transformados, de maneira conveniente a formar um
potencial de interacao de dois corpos. Um outro calculo interessante consiste em superarmos

o modelo microscopico nao-relativistico apresentado nesta dissertacao introduzindo-se um



Conclusoes e Perspectvas

86

modelo relativistico, mais consistente com os processos correspondentes a altas energias.



Apéndice A
Unidades, Notacao, Convencoes

(A) Unidades Naturais

No sistema internacional de unidades, a velocidade da luz,

¢ =299792458 m/s , (A.1)
e a constante de Planck,
h = 1.05457266 x 10~ * kgm?/s , (A.2)
sao iguais a unidade:
c=h=1. (A.3)

A conversao entre unidades do sistema internacional (S. I.) e unidades do sistema natural
(S. N.) é dada pela tabela A.1.

quantidade fisica unidade S.I. | unidade S.N. | fator de conversao S.I. — S.N.
distancia m m 1

tempo S m C

massa g m~! c/h

velocidade m/s adimensional 1/c

momentum linear kg-m/s m~! 1000/h
momentum angular | kg-m?/s | adimensional 1000/h

energia kg-m? /s m~! 1000/hc

agao kg-m?/s | adimensional 1000/h

Tab. A.1:

Unidades dos sestemas internacional e natural
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Em particular, um resultado ttil é

1 fm™" =197.327052 MeV . (A.4)

(B) Métrica

Neste trabalho foi utilizada a convengao de Bjorken e Drell para a métrica. O quadri-
vetor contravariante é

ot = (20, 2" 2% %) = (2, y, 2) (A.5)

e o vetor covariante correspondente é
J— 14
Ty =G = (l’o, Ty, T2, {L'g) = (t7 -, Y, _Z) ) (AG)

onde o tensor métrico é definido por

10 0 0

o lo-1 0 o0

=10 0 21 o (A7)
00 0 -1

Usamos a convencao de que indices latinos (i, 7, k,...) assumem os valores 1,2,3 e indices
gregos assumem os valores 0,1,2,3. Na equagao (A.6) e em todo este trabalho, a repeti¢ao
de indices gregos indica soma implicita.

O produto escalar entre dois quadri-vetores é denotado por
a-b:aub“:gw,a”b“:aobo—c?-l;. (A.8)
As derivadas parciais sao definidas de acordo com
0 0 = 0 0 =
0, =— == H=—== - . A9
M O <8t’v> oz, <8t’ v) (4.9)

Usamos a convengao de que a derivada J,A B atua somente em A, enquanto que 0,(A B)

atua sobre o produto A B:

9,AB = (9,A)B
9, AB) = (0,A)B+ A(0,B) =09,AB+ A9,B . (A.10)

O operador de momentum linear é

pr=idt = (i%,—i ﬁ) . (A.11)
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(C) Matrizes de Pauli

As matrizes de Pauli obedecem a lei de comutacao
05, 0] = 0,05 —0j0, = 2i€0k, (A.12)
e a lei de anti-comutacao
{o/,0;} =0i0;+0;0, =210 , (A.13)

onde I é a matriz identidade 2 x 2, 9;; ¢ o simbolo de Kronecker e ¢;;; ¢ o sibolo totalmente
anti-simétrico. Uma relagao util envolvendo operadores A e B que comutam com as matrizes

de Pauli, mas nao necessariamente um com o outro, é

—,

(G-A)(G-B)=A-B+id-(AxB). (A.14)

A representacao padrao para as matrizes de Pauli é

01 0 —i 1 0
am:(lO) Uy:(i 0) UZ:(O _1>. (A.15)

No espaco de isospin, as mesmas matrizes sao denotadas por 7.
(D) Matrizes de Dirac

Neste trabalho foi utilizada a convencao de Bjorken e Drell para as matrizes de Dirac.

A propriedade fundamental destas matrizes é a lei de anti-comutagao
{7 =7 A =20 (A.16)
As matrizes «; e 3 sao definidas por
Vi = B VY =m=0. (A.17)

A matriz s é definida por
vs = Y0y (A.18)

Note-se que 5 nao é um indice tensorial. A representacao padrao para y* é

70:<([) _01) y:(_og i) (A.19)

Nesta representagao, a matriz adjunta hermitiana de v* é

P =00 (A.20)
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s — (([’ é) . (A.21)

(E) Parte Angular dos Espinores de Dirac

e a matriz 75 é:

A parte angular dos espinores de Dirac é dada por (ver Capitulos 1 e 2)
(7 1 L1, M=y s 1 1 1 _ 1y, mit+3 0
Vi (1) = (g mj—g 5limy) Y™ () |+ Egmyty —glimy) YV 2(@) | ) (A22)

onde as fungoes Y, (7) sao harmonicos esféricos e (j jo mq me|J M) sdo coeficientes de

Clebsch-Gordon. Para momentum angular total j = 1/2 e proje¢do m; = 1/2, temos

Vi) = Y&(f)(é) :%4—7((1)) (A.23)
V) = - §n°<f><10?)+@mm(of)? (224
g ) g (V)

Para projecio m; = —1/2, temos
Vid#) = Y (1’) =¢%<2) (A.26)

L 1 o, [ 0F° P N L
Vi) = +\/;Y1<r>( 1 )— 2y <r>( 0 ) (a27)

sin(#) e~ ( ; ) . (A.28)



Apéndice B
Método de Segunda Quantizacao

A funcao de onda de particula tinica definida no espaco de Fock, espago vetorial associado

aos estados quantizados de um sistema de muitos corpos, é caracterizada por determinar:
e 0s estados de particula unica | ) possiveis do sistema;
e 0 conjunto de niimeros de ocupagao destes estados.

A suposigao basica do método da segunda quantizagao é que, qualquer conjunto completo
de variaveis dinamicas, k, que descreve o comportamento de uma particula isolada, pode
ser empregada para descrever o comportamento de n particulas do mesmo tipo. Portanto,
mesmo na presenca de interacgoes, no “sistema composto”, as propriedades individuais das

particulas sao mantidas. Podemos escrever:

Hy|B) = €] D) (B.1)

onde Hj representa o Hamiltoniano de particula livre confinada em uma caixa (ou pode
representar também o Hamiltoniano que contém um potencial central, com dependéncia
de spin, isospin, entre outros), ou seja, o formalismo a ser desenvolvido é independente da
natureza de Hy e | 3) representa o conjunto completo de estados ortogonais do sistema.

Utilizando-se o exemplo dos férmions, temos o epago vetorial linear formado por “kets”:

| B Bn) (B2)

e o espaco vetorial dual formado por “bras”:

BBy - (B.3)

Logo o produto escalar entre eles, ou seja, a condicao de ortogonalidade é escrita como:

<ﬁ17 62 .- -ﬁN ‘ aq, 0 .. -&N> = 5ﬁ1a1---5NaN (B4)
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B.1 Operadores Criacao e Destruicao

Os operadores criagao e destruigao sao operadores que conectam, no espaco de Fock,

diferentes estados vetoriais.

Operador Criagao: A,

Seja um estado de n-particulas no espago de Fock:

| B1...0N)

podemos definir o operador criacao A, como:
AL = Z | o, B1...0n8) (1 ..
Br..-BN

desta expressao podemos obter que

!

AL B By = S By By) (5,

BB

ou

AL B Br) = D LBl Ba)byrg Oy g

By .8y

-5N|§

By | Br By

E finalmente obtemos desta operacao um estado com n + 1 particulas,

AL|515N> :| Oz,ﬁl...ﬁN>.

Operador Aniquilacao ou Destruicao: Ag

Seja um estado de n-particulas no espago de Fock:

| B1...0N)

podemos definir o operador aniquilagao 45, como:

A= Y | B2 BB Be-

B2...BN
desta expressao podemos obter que

’

Ag, | BB By = X |6y
By-Br

/

BBy

-5N|;

By | B

- Bn)

(B.5)

(B.6)

(B.7)

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)
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ou ainda

Ag | Bi,Ba. . Bry = Y \ﬁé...ﬁ&)éﬁ{ﬁl...(sﬁ&w (B.13)
By-Byy

E finalmente obtemos desta operacao um estado com n — 1 particulas,

Ag | B1, B2 .. Bn) =| B2 Bn) - (B.14)

A condicao de completicidade ou completude pode ser escrita como:

Z | B1, B2 ... BN)(B1, B2 .. Oy |= 1. (B.15)
B1,82...8n

Operadores Criacao e Aniquilacao para Férmions

Para o caso dos férmions as funcgoes de onda sao antissimétricas, ou seja,
Vitm... = —Vikm... (B.16)

Analogamente também podemos escrever,

181,82 By = — | BaefBr-..Bn) . (B.17)
Uma vez que:

| B1, B, B3 Bn) = AL AL | Bs... Bw) (B.18)
e que

| Bo B s Bn) = ABAL | Bs. Bw) (B.19)

substituindo as expressoes (B.18) e (B.19) em (B.17), podemo escrever
AL AL | By Ba) = —AL AL | By B) (B.20)
Desta expressao temos
(AL AL+ AL ALY |85 By) = 0. (B.21)

Portanto concluimos que os operadores em segunda quantizacao de criagao de férmions

obedecem a relacao de anticomutacao

AL AL+ Al AL = (AL ALY =0. (B.22)
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A partir desta expressao podemos escrever

(AL ALY = {Ag,, A} =07 =0. (B.23)
Logo, similarmente ao caso anterior temos, para os operadores de aniquilagao
{Ag,, A} =0. (B.24)
Utilizando as expressoes (B.22) e (B.24), se 8 = (2 = [3, temos
A=A =0 (B.25)

Este resultado demonstra a incorporacao, nestes operadores, do principio de Pauli.

Ademais, podemos escrever que,

AL B, Ba - ) =l a, By, Ba . Ow) v a# P, fr. .. O (B.26)
entao
AcAl | Br, Bo - By) = Ao | @, By, Ba - On) =] Br, Ba. .. Bn) - (B.27)
Similarmente,
AL AL | B Ba. .. Bn) =0 ' a B, B .. Oy . (B.28)
Somando-se as expressdes (B.27) e (B.28) vamos obter
(A AL + ALAG) | B, Ba ... Bn) =] B1, B2 ... B) (B.29)
ou seja,
{AL, ALY =1, (B.30)

Por outro lado, se a # v e se  for igual a um dos nimeros quanticos i, 35 ... Ox vamos
obter

ALAL | By, Be- .. Bn) = —ALAL | Br, Ba .. B) (B.31)
de modo que
{AT A} =0. (B.32)
Se a e 7 forem diferentes dos nimeros quénticos 3y, O . .. Oy temos
ALA | B1, B2 .. By) =0 (B.33)
e
AAL| By, Be. . By) =0, (B.34)

Logo podemos escrever,

{ALAY =0, (B.35)



Apéndice C
Calculo de Comutadores

Neste apéndice vamos apresentar, em detalhes, os calculos de comutadores que sao
utiliza-dos no decorrer deste trabalho. Como foi definido em (3.2) o operador de criagao de

um glueball no espago fisico é dado por

1
Gl = —®"alal . (C.1)
« \/5 a “Yu v

Esta definicao, em segunda quantizacao permite calcular varios comutadores importantes
para esta dissertacao.

C.1 Calculo de [G,,Gy]

Nesta segao vamos apresentar o célculo de [G,, G|, que é realizado a partir da Eq.

(C.1); logo podemos escrever:
1 * UV Fy*
(Go, Gg] = éq)a“ o3’ laya,, ayva,) . (C.2)
Se utilizarmos a propriedade

[AB,CD] = A[B,CD]+[A,CD|B
— AC|B, D]+ A[B,C]D + C|A,D|B + A, C]|DB, (C.3)

podemos escrever:
[Ga, Gg] = éq);uvq)g’ﬂ’(au [0y, ay]a, + apaylay, a,] + aqay, ala, + [ay, as]apa,) . (C.4)
Mas o comutador abaixo é dado por
[a';m afu] =0. (C5)
Portanto, o resultado do comutador (C.4) é:

[Ga, G5 = 0. (C.6)
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C.2 Célculo de [G,, G}

Nesta secao vamos apresentar o calculo de [Ga,GE], que ¢ realizado a partir da Eq.

]' * UV
[Ga. Gl = S Y aua,, alal, . (C.7)
Com a propridade de comutadores da Eq. (C.3) temos

1 * UV
G, G’Tﬁ] = §<I>a“ @gp(aﬂ[ay, afy]

Mas uma vez que:

L]a,, + [ay, af{]aza,,) . (C.8)

al + ayalfa,, al] + alfa,, a
[al“ CLH = 5;w ) (Cg)

entao utilizando a defini¢ao da Eq. (C.9) em (C.8) obtemos

1
[Ga. Gl = 5@;"”@%’)(5,,7&“@ + dypanal, + Sypatay, +0,a0a,) . (C.10)

Colocando os operadores em ordenamento normal encontramos
G, G = 10:70) + 10000 + 1077 @) ala,,
1 1 1
+3O5 @Y ala, + 5D ala, + PPN al a, . (C.11)
Com o auxilio da propriedade:
O =Y, (C.12)
podemos escrever:
[Ga, Gf)) = @Y + Lo59®) ala, + 105 @) dla,
+3P0 0 ala, + O ala, . (C.13)

Acertando os indice de modo conveniente para podermos somar alguns termos, vamos obter

G, G| = @10 + 20570 ala,,, (C.14)
onde
QDY = Gog (C.15)
€
2070 ala, = Aqgg. (C.16)

Vemos que (C.14) nao satisfaz as relagoes canonicas de comutacao , devido a presenca do

termo Agg.
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C.3 Calculo de [aul,Gg]

Nesta secao vamos apresentar o calculo de [au/,GL], que ¢ realizado a partir da Eq.

(C.1). Podemos escrever

[aM/,GL] = %Cbg”[auz,a}tau ) (C.17)
Utilizando a propriedade
[A, BC] = [A, B]C + B[A, (], (C.18)
obtemos
la,0, Gl = == ([a,, ala} + alfa,;, a})) (C.19)

\/_ (07

Mas se obervarmos a defini¢ao dada pela Eq. (C.9) e substituirmos em (C.19), temos

1 v
[a’u’7 GL] = \/§(I)g (5;1, nv _'_ (IL(;M 1/)
1 1
— Pr vyt fy— gy T (C.20)

\/_ a \/_ [e%
Manipulando-se os indices convenientemente para que possamos somar os termos, vamos

obter

la,0, G1] = V28 af . (C.21)

C.4 Calculo de [a/,G,]

Nesta secao vamos apresentar o calculo de [aul,Ga], que ¢ realizado a partir da Eq.

(C.1)assim temos

[aul ?

Gao) = \/_(I);“” law, aua] . (C.22)

Utilizando a propriedade (C.18) resulta

1
la,, Gal = —=P a,, a,]a, + aula,a,]. (C.23)

\/_ 67
Mas se obervarmos a definicao dada por
[ay, @] =0, (C.24)
entao a solugao buscada fica

[a / Ga] =0. (CQ5)
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C.5 Calculo de [A3, G|

Nesta se¢io vamos apresentar o célculo de [A.g, GI]. Este calculo é realizado a partir
das Eq. (C.1) e (C.16). Escrevemos assim

(A, Gl = V200 TV [ala,,, ala]) . (C.26)

TV

Com a propriedade (C.18), podemos escrever,

(A5, GLl = V20270207 (0l a,., alaf] + [a, alala,.). (C.27)

P’

O segundo termo desta expressao ¢ nulo, pois todos os operadores nela contidos sao de

criacdo e [al, al] = 0. Utilizando novamente a propriedade (C.18), temos

W v
(A, Gl = ﬁq;;wq)gpq);”( play, a aflaf +aT T[auaa:r/])
= V20D D alal 8 + V2O DY BT alal
= V20705 O alal, + V20 B DT alal . (C.28)

Se trocarmos os indices convenientemente, podemos somar os dois termos acima e obter,

[Ang, GL] = 2v28 O O alaf . (C.29)

C.6 Cdlculo de [a,/, Aygl

Nesta secao vamos apresentar o calculo de [au/, A, 5], que é realizado a partir da Eq.

(C.16). Desta expressao resulta

[aul,Aag]—%b*Mqﬂp[ ata,]. (C.30)

Apas ApQy

Com a propriedade (C.18) temos

(4,0, Aug] = 202 70 ([a,, ]

p]auf +a£[auauz]). (C.31)

Utilizando as Eq. (C.5) e (C.9) obtemos

[a,, Aap] =207 70 'a, . (C.32)

C.7 Caélculo de [G,,A,]

Nesta secao vamos apresentar o calculo de [au/, A.5], que é realizado a partir das Eq.
(C.1) e (C.16). Desta feita escrevemos

G, A = fcp;wq)*ﬂ g qﬂ ? lauan, ala,). (C.33)
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Com o auxilio da propriedade (C.3) temos

Ga, Ay = \/ﬁcbg’“’q);“ 707 (a,[ay, al,]au/ + [ay, al,]a,,au/

+ dlaula,a,] +al o aa,). (C.34)
Utilizando as Eq. (C.5) e (C.9) obtemos

[Gay A, = \/ﬁq)gwq);/wy ) ° (a,a,0,,; + aya,d, ;)

wvp W pp

/ 7 /A / ! !
— *p BT P P P VG Y P P
= V2O QT DY P aja, + V20 VO T D) P ayay, (C.35)
Se alterarmos os indices finalmente resulta a expressao

(G ] = 2V207 &7 07 7 a0, (C.36)



Apéndice D

Funcao de Onda

D.1 Funcao de Onda do Méson

No formalismo de Fock-Tani, consideramos os estados de méson em segunda quantizacao,

dados por
o) = ML]0) = @47qfg}10) , (D.1)
onde ®#” ¢é a funcao de onda do méson, normalizada na forma
(a]B) = PO = 0up - (D.2)

Assim, considerando os graus de liberdade spin, S, sabor, F, cor, C, e espacial, P,

conforme descrito anteriormente, este estado pode ser escrito na forma
@) = |Say M3) @ |Foy M) © |Ca) © | Fa) - (D.3)
de modo que a funcao de onda do méson é dada por
L = XY s CEC PR (D4)

As fungoes de onda para cada grau de liberdade sao normalizadas separadamente:

(Sa, M§|Sﬁa M§> = Xgil,ﬁgXSSf,ﬂg = 5sa,sﬁ5M§,Mg ; (D-5)
(Fu, MY F5, M) = ]—";ﬁﬁéfgﬁg = Ok, POnif ar) (D.6)

<Ca|05> = CZSCQCE};Q = (SCO”CB 3 (D?)

(PolBs) = [ d'prd'pa® P 0l = 69 (P — ) (D.8)
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As funcoes de onda de spin, Xf;l;@é, sao dadas pelos coeficientes de Clebsch-Gordan

correspondentes aos estados de spin do méson:

[Sa, M3) = X558, @,10) (D.9)
onde S, é o spin total e M3 é a projegéo de spin do méson e sy, So sao as projecoes de spin
do quark e do antiquark (1= +3; |= —3). O estado singleto de spin (S, = 0; M3 = 0) ¢
dado por:

10,0) = —(\ =1 (D.10)
V2
Assim,
g (D11)
’ V2
1
X(l),To VR (D.12)
Os estados tripleto de spin (S = 1; My = —1,0,+1) séo representados por:
L=1)=|1l) (D.13)
1
1,0) = — + D.14
|1,0) ﬁ(ITH [1T)) (D.14)
L+1) =17 ). (D.15)
Desta forma
X%l—l =1 (D.16)
1
4 D.17
X10 /2 ( )
1
4+ D.18
Xlo NG ( )
Xi =1. (D.19)

As funcoes de onda de sabor, F £ 1ffwf, sao dadas pelos coeficientes de Clebsch-Gordan

correspondentes aos estados de sabor do méson:
|Fo, MI) = FJ'" 14},03,10) (D.20)

onde F, é o isospin e M/ ¢ a projecao de isospin do méson, fi e f» sdo as projecoes de

isospin do quark e antiquark. Consideremos, por exemplo, o méson 7:
7Yy = |1, +1) = —|ud) (D.21)
7™y =|1,-1) = |du) (D.22)
1 _
N =11,0) = —(|ut) — |dd)) . D.23
7)) = [1,0) \/5(\ ) — |dd)) (D.23)
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Deste modo temos

Fiir =1 (D.24)
_1_1
]—"1,31 2 =41 (D.25)
1_1 1
fl’OQ 2 = ﬁ (D26)
_1.1 1
Flet=—— (D.27)

No estudo que realizamos nesta dissertacao, estamos interessados em comparar a se¢ao
de choque do espalhamento glueball-glueball com a do espalhamento méson-méson, onde
o méson deve ter os mesmos numeros quanticos que o glueball, ou seja, deve ter isospin
zero. No modelo de quarks que consideramos, com isospin total igual a zero, o estado que

representa o méson ¢é formado por um par ss,
|ss) =0, 0) (D.28)
onde

FoO = 41, (D.29)

As fungoes de onda de cor, C¢i?, sao dadas pelos coeficientes de Clebsch-Gordan corres-

pondentes ao estado singleto de cor do méson,

|Ca> = C§102qilq_22 |0>

1 _ _ _
= %(|RR>+|GG>+|BB)) . (D.30)
Assim,
1
CO2 = —6,., . (D.31)

V3

Para as fungoes de onda espaciais utilizamos um “ansatz” gaussiano descrito a seguir.
Consideremos que, no espaco de coordenadas, a funcao de onda espacial pode ser escrita
como o produto de uma onda plana de momento P, no c.m. e uma funcao de onda relativa

quark-antiquark:

7T L BB - =
Uil = eFa (i — 7). (D.32)

Po
Utilizamos um “ansatz ” gaussiano para ¢(7; — 1), resulta entao

(s = 75) = Ne~ 37" (D.33)
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onde b é o parametro da gaussiana e N é um fator de normalizagao. Impondo que a funcao

de onda relativa seja normalizada a unidade,

[&rle@r =1, (D.34)

obtemos o fator de normalizacao V:

b2 %
N = <—> . (D.35)
Assim
i =7) = (L) e (D30

A funcao de onda espacial no espaco de momentum linear é dada pela transformada de

. s
Fourier de U'27:
Pa

- L APrid3r e P Ti e Ty (D.37)
Po (27T)3 v J Po

Dessa forma, a funcao de onda no espaco de momentum linear é dada pelo produto

de uma delta de conservagao de momentum linear e uma funcao de onda gaussiana do

momentum linear relativo:

V7 = 0By — i — 7))o (Fi — ) (D-38)
onde
1 3
4 1 . — \2
o (7 — 7)) = <—7er) e mr PR (D.39)

A normalizacao de ¢(7) a unidade implica na mesma normalizacao para ¢ (p; — pj;):

[ @plepl =1, (D.40)

onde 2p = p; — pj.

D.2 Funcao de Onda do Glueball

O calculo da funcao de onda do glueball é semelhante ao do méson. No formalismo de

Fock-Tani, utilizamos os estados de glueball em segunda quantizacao, dados por

1
o) = GLj0) = 5@ alallo). (D.41)
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onde ®#¥ ¢ a funcao de onda do glueball, normalizada na forma
(o] B) = CDZ“”(I)‘B“' = 0ap - (D.42)

Assim, considerando os graus de liberdade spin, cor e espacial, conforme descrito ante-

riormente, esse estado pode ser escrito na forma
) = [Sa, G5) @ |Co) @ | Pa) (D.43)
de modo que a funcao de onda do méson é dada por

CI)W _ 85182GS C0102(1>p11’2 (D.44)

E importante notar que para o glueball nao ha uma contribuicao de sabor para a funcao de

onda. As fungoes de onda para cada grau de liberdade sao normalizadas separadamente:

<SOH G(Sx|557 G%) XTS‘TS&S X851582GS 55a,535G37G2 ) (D45)
(CalCs) = CE12CE™ = bcucy (D.46)
(B,|Ps) = / C A PR = 5O(F, - Fy) (D.47)

As funcoes de onda de spin, ngfi\/lé, sao dadas pelos coeficientes de Clebsch-Gordan

correspondentes aos estados de spin do glueball
|SQ7GS> XZ’IQSQGS S1 82‘0> <D48>

onde S, € o spin total e G%, é a projecao de spin do glueball e s1, sy sao as projecoes de spin

dos gluons. Para o estado de spin S, =0 e G = 0 temos

10,0) = (\1 —1) =00 )+ | —11)) . (D.49)

%\

Desta forma temos

1,—1 1
= D.50
X0,0 \/g ( )

1

0,0

= —— D.51
XOO \/g ( )
o= 4. D.52
X0,0 \/g ( )
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Para os estados de spin S =2 e G5, = —2,—1,0,+1, 42 encontramos

12,2) = |11) (D.53)
1
12,1) = —=(|10) + |0 1)) (D.54)
f
2.0 \/7 00) —11 D.55
2,0) = | \f | ) (D.55)
|2,—1) (|]10) +|01)) (D.56)
\/_
12,-2y=|—-1—1). (D.57)
Deste modo
Xaiz =1
W= 1 N 1
2.1 5 0 X 5
X1,71 _ L XOO _ § Xfl 1_ L
2,0 6 ) 2,0 2 ) 2,0 \/6
N 1 G 1
2.1 5 0 Xz 5
Xoty =1, (D.58)

As fungoes de onda de cor, C¢ ™, sao dadas pelos coeficientes de Clebsch-Gordan corres-

pondentes ao estado singleto de cor do glueball,

v _ v, T 1
C50r|0> - \I]/gor u V|0> (D59>
Assim,
1
A —, (D.60)

cor \/g

Para as fungoes de onda espaciais utilizamos o mesmo “ansatz” gaussiano que foi utili-

zado para o méson, isto é, as equagoes (D.32)-(D.40).



Apéndice E

Potencial de Troca de um Gluaon

Neste apéndice vamos calcular a transformada de Fourier para o potencial gluon-gluon

para o glueball de dois gluons com L = 0 (ver Eq.(1.79)). O potencial em fungao de r é

dado por,
Valr) = =2 | S 4, D)
o 3 r m?2
2
g2 1 oo e
onde
1 1%
= ~4+-G2
“e a3
vy = 1-2§7 (E.2)
2 = 6 .
e
k3m3 _k2m2y2
D(r) = —5e" (E.3)
A transformada de Fourier é dada pela integral,
1 B _ipF
Vaa(D) = on)77 [m 7 e P Vaog(r) . (E.4)

Vamos calcular a transformada para cada termo do potencial (E.1) separadamente. Para

o primeiro termo, obtemos

1 0o I e—mr
_[1(p) = W/ d3T e P . (E5)

—00 T

Passando a coordenadas esféricas, temos

d*r = r?dr sin 0d0d¢ . (E.6)
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A integral pode ser escrita na forma,

_ 1 2m T : o 2 —iprcosf e "
_[1(p) = W/O d¢/0 do Slne/o drrée T, (E?)
ou entao como
1 27 T o] .
. . —r(ip cos 0+m)
Li(p) = 2ne /0 dgb/o do sm@/o drre . (E.8)

Resolvendo as integrais acima vamos obter,

2 1
I = , E.9
1(p) V27 [(ierm)(ip—m)] (E-9)
ou simplificando esta expressao, obtemos
2 1
I = . E.10
)= = | (©.10)

O calculo da transformada de Fourier do segundo termo, do potencial (E.1) é o seguinte:

1 B —ipF
[2(])) = W/Ood37’e 4 D(T)

E3m? 1 o o L 9 2.9
- = - _—ip'r _—k*mcr

73/2 (27)3/2 /—oo e ¢

EBm3 1

o o 3> —ipi—k2m2r?
= OF @npe Lmd e P : (E.11)

A solucao desta integral é,

k3m3 1 T 3/2 2
Lp) = T2 (27)3/2 (k:2m2) € Akt (E.12)
1 __?
Ig(p) — (271_)3/2 e 4k2m?2 (Elg)

Para o terceiro termo do potencial (E.1), temos

1 X B i
(0 = Gy [ d e, (E.14)

A solucao para esta integral é:

2m

Ii(p) = 2n) (27r)35(3> D) ; (E.15)

logo

I;(p) = 2m 7% 6O (p) . (E.16)
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Agora vamos calcular o quarto e dltimo termo do potencial (E.1):

1 > — _—ip'r _—(Bmr
_[4(]9) = W/_OO d3T e e B . (E].?)
Passando a coordenadas esféricas, esta expressao pode ser escrita na forma
1 2m T : o 2 _—iprcos@—pmr
Ii(p) = W/O dgb/o d@sm@/o drrce” " (E.18)
ou entao como
1 2m T : o 2 _—r(ipcos0+mps
Ii(p) = W/O dgb/o d@sm@/o drr? e P ). (E.19)
Resolvendo a integral em r, obtemos
2 2 u sin
L(p) = —— / d / do . E.20
1p) (2m)3/2 Jo ¢ o (ipcosf +mp)? (E-20)

Agora, resolvendo a integral em ¢ encontramos

2 i sin 6
Iip) = —— [ a0 . E.21
4(p) V2r Jo (ipcos O + m3)3 ( )
Neste ponto fazemos uma nova mudanga de variaveis,
u = cosf
du = —sin 0d6 , (E.22)
e obtemos
2 1 du
Li(p) = / . F.23
17) V2r J-1 (ipu+ mp)3 (E:23)
Resolvendo esta integral, temos
1 4mf
I = , E.24
0= 7 =] (=20
ou ainda
1 4mp
Ii(p) = (2m)1/2 [@2 —|—m252)2] : (E.25)

Juntando-se os termos calculados anteriormente podemos escrever o potencial no espago
de momentum linear na forma
2 1 T 1 7 2]

A
Vi _  _gpokprprN |, 4 L Uy
() U 3 [wlx/%zﬂ—l—m? +u}27712 (27T)3/2e "

2
S A l(27>3/22m 5@ () — \/12—71, (P2 iﬁgzmQ)z] )

onde na primeira linha temos a parte da troca de um glion e na segunda linha a parte de

(E.26)

confinamento.



Apéndice F
Representacao do SU(3)

As matrizes fundamentais do SU(3), também chamadas de matrizes de Gell-Mann, \?,

sao as matrizes hermitianas de traco nulo 3 x 3,

0 0 0 —i 0 1 0
M=[1 0 0], N=[i 0 0], N=[0 -1
0 0 0 0 O 0 0
0 0 0 — 0 0 0
A= 00, XN=[0oo0o 0|, X=]0oo0 1],
0 0 t 0 0 0 1 0
0 . 1 0 0
N=|[0o 0 —i], NM=—1_]01 0 F.1
. V3 Y
i 0 0 0 -2
e que satisfazem a relacao de comutagao
AT\ pe A
—,— | =if*"— F.2
53|y (F2)

onde f é o tensor totalmente antissimétrico com membros nao nulos dados por:

f123 -1 ’ f147 — % ’ f156 — _% ’
1 1 1
26 _ 1 257 _ L 345 _ 1
f - 2 9 f 2 9 f 2 )
367 — ’ 158 — ﬁ 078 — ﬁ . (F.3)



Apéndice G

Variavels de Mandelstam e a

Aproximacao Local do Potencial

Neste apéndice mostramos como obter um potencial local a partir de uma dependéncia
geral nas varidveis dos quadri-momenta lineares iniciais (py, p2) e finais (ps, p4) como mostra
a Fig. G.1.

Py P,

Pl P)

Fig. G.1: Espalhamento genérico entre duas particulas relativisticas.

Primeiro definimos as variaveis de Mandelstam em funcao dos quadri-vetores de momentum

linear pq, p2, P3 € P4

s = (¢ +p2)2 = (ps +p4)2 ;

t = (p—ps)’=(p2—1a)°;

u = (p1 —P4)2 = (p2 —ps)Q- (G.1)

Vamos escrever as variaveis p; no referencial de centro de massa do sistema, introduzindo

as seguintes variveis relativas
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onde a variavel () representa o momentum linear transferido. Desta forma a variavel de

Mandelstam s pode ser escrita na forma

s = (p1+ps)° =2(M*+ E\Ey) — 2 - P
= 2(M*+ E?) +2p?

— AM? 44 (13+ %@)2
— 4(M*+ P +Q%+4P-Q, (G.3)
enquanto que a variavel t de Mandelstam fica igual a
t=—-Q* (G.4)
de modo que
s+t+u=4M?; (G.5)

nesta expressao M é a massa do glueball. A parte espacial da matriz de espalhamento GG

de Fock-Tani é dada por

) A 2 1 T 1 (7 —p)?
T35 — 4 AL _ 1 —
(7, 0) 4(0) { 3 lwl NG (F— ) +m? +ws m? (2m)3/2 exp 4k2m2
) 83m? (F—7)°
+ 9 3/22 5(3) o - —
Gy mO =)~ o e+ ey | T
Al w2 1 mr 1 (p—1)
w03 e e (G
2Mm o 30 c3) o 2 84m? F+7)7],
. —|—p ) A 2 2 47Tb2 o0
gy - 200 0 A / d
2(P.17) @2m) 2 [ Ap? 39 Var =) b Y m?
ap-p) ¢ qlp—p)
8 (eXp l w o | TP T T
_ A 2V2ebEm T (p - p) R
392 0 1 2kzm2)e2 P | 4(bt 1 202kem?)

1 2 47h? 00 2
+ §(2W)3/22m— 71'7[))/ d ( 8(15771

3v2r (p— 1/ @+ Pm)y
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2 o
X (exp l—q— + 76](]9 b )] — exp

¢ qp-p)
22 T 22 202 2l
400 T P [ A e 2 And /O"dq q
[CORE 40 37 Var(p+p) o T 4 m?

(2
ap+p)] ¢ qlp+p)
< (oo [—@ )] oy | A0
é @) 2\/_7'(1)3/{33 . (p+pl)2/€2m2
3 w2 (b2 + 2k?m?2)3/2 P 4(b* 4 2b%k*m?)
2 47h? /Ood 8qﬁm2

) (

1
—+ 5(271')3/22771 —

3v2r 0+ 1) b @+ BPm)e
2 / 2 !
(G O] B I s AN
§ (exp l o T o ] o [ 202 2 ’ (&7
2 2 2
3(p7p) ( )3/2b3 [ 42 1/ o p Jo qq2—i—m2
qp 3q2 qp
x ( l ]2 + 2621 P l 8b? 2521>
L A s oy
392 (207 1 3k2m2)pR T | 2(207 + 3k20Pm?)
1 2 4mh? e 8qpm?
+ —(2m)?2m — / (21 B2
5 (2m) 2m 3v2r p b (@ + P
3¢° | q ¢ q
2 4+ p?) >\ 2 Amb? q
4(p7p) ( )3/2b3 [ 42 1/271— P 0 qq2—i—m2
qp 3¢ qp
X (exp [—@ + 2—621 — exp l_@ - 2_1)2]>
_ A 8nbkm km?p?
37 @2+ k2w P 2020+ 3k20Pm?)

2 47b? /Ood 8qBm?
3v2r p b Y@t Pm2)

3¢ qp ¢ qp .
(oo [-85+ 35] v |35 3] )} ©9)

este potencial pode ser escrito em termos de (G.1) e tem a seguinte forma compacta

1
+ §(2ﬂ)3/22m -

X
@
5
R
+
\

4
T(s,t) = S CGTE,w wi). (G.10)

i=1
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Mas Cl :0, Cg =

T(s,t)

_|_

X

Cy, w§ = w§4) e wég) = w§4), portanto, de (G.10), temos
45(0)62 1 S 2 A (2)
2m)p P g (5 M8)] | e aver

2

>0 q gVt
/0 i g eXp( 2b2> ‘7°<252>
9 2V2 bk m o | tk*m?

(b2 + 2k2m?)3/2 P 4(b* + 20%k*m?2)

4 /2 00 2 2
(27T)3/22m _ . ™ quexp < 2()2) To <Q\/7>}
0

(q2 + /82m2)2 2b2

0 o[- (- 2) { - 2eavm

2
o q q\/u
/0 i g eXp( 262>‘70<262 )

%) 22 b3 k3m . uk?m?
X J—
(02 1 2k2m2)32 P | T4t 1 262K2m?)

(271,)3/227” B 4\2% 000 queXp (_q_2> o <q\/a>}

(¢° + m?)?

s )] {2 S
oo q 3q2 . _ 4 G

J, da @+ mz P < 8b2> sinh (2b2 1 Mg’)

éwés) 8b3k3m exp [_ k*m? (i - MG) ]

377 (202 + 3k2m?)32 2(20% + 3b2k2m?)

1

3/2 8v/27b? 8qm? . 3_q2
3(2) 2m /§_M2/ (¢> + F?m )ep 8b2

sinh <2Z2,/——MG>} . (G.11)

&
N~

(
y Wo

Agora, podemos obter a amplitude de espalhamento hy; a partir da matriz-T', utilizando a

expressao abaixo

T(s,t) = 6(0)hs(s,t). (G.12)

Realizar a aproximacao local significa eliminar a dependéncia em P do potencial, restando

apenas a variavel local @)

P~0, (G.13)

que é equivalente a fazer as seguintes substituicoes das variaveis de Mandelstam

s — AMZ+Q?,
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t — —Q°Z2. (G.14)
Como conseqiiéncia das substituigoes (G.14) é facil mostrar que
u=0. (G.15)

Logo a amplitude de espalhamento pode ser escrita na forma

= 4C 1 2 A
hpi(Q) = mexp[ BYe) (Ci )] { —§w§2)4\/%

2 2 3
> q N\ 99
X /0 dq - exp <_ﬁ> sinh (@>
A
3

@ 2V27bkPm Q2k>m?
- —ws exp
0 + 22m2)32 P | 4t 1 262k2m?)
Lo s 4/2m o 8P Bm? )\ .. (a@
+ g0 = 2 [Tyt e (g i | 55
iC 1 (G A
+ #exp{ 2% (Q—)] { —§w§2)4\/27r

(27)3/203

X / dq @ exp —q—2 _ é o2 22 b3 k3 m
q2+m2 2b2 37 2 (b2+2]€2m2)3/2

0
1 421 oo 8¢ Bm? 2
e | dqmexp (_;7)}
L 8G { 1 (Q_?)]{ A 16vory
q

(2 )3/263 202
<

A

3

3¢%\ . q A
3 P <‘87> snh (737 9)
® 87rb3k3 . K2m?@?
X J—

(262 + 3k2m2)32 “ | T (20 + 3b2k2m2)
16427 o 8q/m? 3q>
a5 / A 2 P (g

3Q 0 (¢> + 3?m?) 8b

sinh <4(22 Q)} . (G.16)

Simplificando esta expressao temos,

1
+ 5(27r)3/22m -

h(s ) = gRo(s)Z Ri(s.1) (G.17)

onde

4 1 /s 2\ |
B = G gz (1 V8)]
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Mot 427 q qV't q/u
S g D)o (4)-o()]
R Aw$? 27/ 263 k3 m uk?m? '
2 T 302 1 emR) b4+2b2k:2 5 ) TP\ T ey )|
B 32@ m? q qV't qv/u
o >exp(—z—b2) (5 - (5]

2ol 16 V27 b2 q 3q> q /3
: 32z Eam s sinh {5y —Ma )

i A 16k m k2m? (3 — M)
pu— —_— eX — .
g 3 (202 + 3/<;2m2)3/2 P70 + s02kzm?) |

128+/2mb? 3¢ q /s
R — — / 29 ) sinh ( S M2 ) , 1
¢ 3,2 —Mzh (g +ﬁ2 ) =P <8b2 Snh { o5 q — Me (G.18)

sendo Jy(z) a fungao de Bessel esférica dada por

sen(x) .

Jo(z) =

; (G.19)
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