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RESUMO

Neste trabalho, sdo obtidas diversas propriedades (em especial, referen-

tes ao comportamento ao t — +00) das solugbes u(-, t) da equagdo linear do calor,
uy = div(AVu), xeR* t>0

onde A € R™™" é uma matriz constante simétrica e positiva definida, correspondentes

a estados iniciais p-somdaveis, i.e.,
u(x,0) = up(x), uy € LP(R"),

onde 1 < p < co. Em particular, é examinado o comportamento de [|u(,t)||Lr(rn)

/n u(x,0)dx

quando p =1, e ||u(-,t)||Lr(rny — 0 quando p > 1.

ao t — 400, mostrando-se que

[l )| o eny —

Sao analisadas, também, as taxas de decaimento e o comportamento

assintético das solugoes u(-,t) de equagdes de advecgao-difusdo da forma
ug + divf(u) = div(A(u)Vu), x€R" t>0
correspondentes a estados iniciais p-somaveis e limitados, i.e.,
u(x,0) = uo(x), wu(-,0) € LP(R™) N L®(R"),

onde 1 < p < 2. Novamente, é examinado o comportamento de ||u(-, )| Lr(rn) a0

/ ulx, O)dx

quando p =1, e ||u(-,t)||Lr(rny — 0 quando p > 1.

t — +o00, mostrando-se que

lu(, )|l prmny —

Vérias outras propriedades importantes sdo também discutidas, seguin-
do principalmente [Silva, 2003], [Crandall e Tartar, 1980], [Hagstrom et al., 2003,
[Zingano, 1999], [Zingano, 2004a], [Zingano, 2004b].
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ABSTRACT

In this work, we derive several fundamental properties of solutions u(-, t)

of the linear heat equation,
uy = div(AVu), xeR* t>0
associated with initial states in LP(R"), 1 < p < oo, i.e.,
u(-,0) € LP(R™),

where A € R™*" denotes a constant, symmetric positive defined matrix. Par-
ticular attention is given to the large time behavior of the LP - norm of u(-,t),
showing that, as t — 400,
Ju(-, )|l Lr@ny — Im|, m = u(x,0)dx,
Rn

when p =1, and ||u(+,t)||zr@n) — 0 when p > 1.

We also discuss the decay rates and asymptotic behavior of solutions

u(+,t) of advection-difusion equations of the form
ug + divf(u) = div(A(u)Vu), x€R" t>0
associated to bounded, p-summable initial states, i.e.,
u(-,0) € LP(R™) N L= (R"),

where 1 < p < 2. Again, particular attention is given to the large time behavior of

the LP - norm of u(-,t), showing once more that, as t — 400,
Ju(- )| L2 (ny — [m]
when p =1, and ||u(-,t)||zrrr) — 0 when p > 1.

A number of other fundamental properties are also examined, follow-
ing [Silva, 2003], [Crandall e Tartar, 1980], [Hagstrom et al., 2003], [Zingano, 1999],
[Zingano, 2004al, [Zingano, 2004b].



1 INTRODUCAO

Neste trabalho, sdo obtidas diversas propriedades assintéticas impor-

tantes para solugdes u(-,t) da equagdo linear do calor da forma

u; = div(AVu), xeR" t>0 (1.1)
onde A € R™™ " é uma matriz constante simétrica e positiva definida, correspondentes
a estados iniciais p-soméaveis, i.e.,

u(x,0) = up(x), up € LP(R"), (1.2)

onde 1 < p < 0o. A equacdo (1.1) é suficientemente simples de modo a permitir

uma representacao explicita para a solucao, dada por

1 _
u(x,t) = // e~ u b ATy (y, 0)dy, (1.3)

(471')\25) % R

onde A é a média geométrica dos autovalores da matriz A, i.e.,

S|~

A= (Ada. . AW, (1.4)

onde Spec A = {1, As,..., A\, }. Para estados iniciais u(-,0) € LP(R"), a condi¢do

inicial (1.2) deve ser entendida da forma

u(,t) > uy em IP(R") ao t— 0T, (1.5)
isto é,
|u(-,t) — uol|Lorny — 0 ao t — 0T, (1.6)
onde || - || z»(rn) denota a norma do espago LP(R"), i.e.,

uwmmz(ﬂwwwwf,wemmw (1.7)

O objetivo do presente trabalho é discutir detalhadamente varias pro-

priedades fundamentais das solugdes de (1.1), (1.2) e mais geralmente, da equagao

ug + div f(u) = div(A(u)Vu) (1.8)



que modela fenémenos de advecgio (dada pela funcdo de fluxo f) e difusdo (dada
pelo termo de segunda ordem), onde A, f sdo fungdes suaves, com A(-) uniforme-
mente positiva definida. Parte dos resultados é bem conhecida, especialmente no
caso da equagdo (1.1), e pode ser encontrada facilmente na literatura; estes resulta-
dos formam o contetido dos Capitulos 1 e 2 e das segdes 4.2.1, 4.3 e parte da se¢do
5.2, ver e.g. |[Harabetian, 1988], [Kreiss e Lorenz, 1989], [Crandall e Tartar, 1980],
[Brzezniak e Szafirski, 1991] e [Zingano, 1999]. Os demais resultados sio recentes e
publicados em [Hagstrom et al., 2003], [Hagstrom et al., 2005], [Zingano, 2004al,

[Zingano, 2004b], e encontram aqui uma exposi¢ao uniforme e mais detalhada. No
hé resultados originais no presente texto, mas algumas provas estdao levemente sim-
plificadas ou adaptadas as nossas necessidades. Os resultados discutidos encon-
tram ampla aplicagdo em quaisquer fenomenos de adveccao-difusdo modelados por
equagdes da forma (1.8); por exemplo, problemas de difusdo (linear ou néo linear)
de calor em meios homogéneos (isotrépicos ou nio), difusdo de solutos em meios

liquidos, fenomenos de difusdo com adveccdo passiva, e assim por diante.

Voltando ao problema (1.1), (1.2), verificamos que, para uy € LP(R"),
u(,t) dada em (1.3) satisfaz (1.6), tendo-se ademais u(-,t) € C°([0, +oo[, LP(R")),

ou seja, u(-,t) € LP(R"™) para cada t > 0 e, para cada t, > 0,
u(-t) —u(- te)||o@ny = 0 a0 t —t,. (1.9)

Ademais, mostramos que existe apenas uma solu¢do (classica) para o problema
(1.1), (1.2) no espago C°([0, 40|, LP(R™)). Esta e outras propriedades basicas das
solugbes de (1.1), (1.2) sdo discutidas no Capitulo 2. Por exemplo, verificamos que

|lu(+,t)|| zr(rn) decresce monotonicamente em ¢, i.e.,

Além disto, tem-se a propriedade da monotonicidade,

u(+,0) <v(-,0) = u(-,t) <wv(-,t) V>0 (1.11)
onde
1 1 -1
1) = _ 5 (x—y,A7 (x~y)) ’0 d 1.12
u(x,t) @0: /Rne t u(y, 0)dy (1.12)



1 1 -1
- - — 3 (x—y,A7H (x—y))
v(x,t) USOE /ne i v(y,0)dy (1.13)

denotam as solugdes de (1.1), correspondentes a estados iniciais u(-,0),v(-,0) €

LP(R™) dados.

Sendo u(-,0) € L*(R"), a massa de u(-,t), isto é, a quantidade m dada

por

m = u(x,t)dx (1.14)
Rn

é invariante no tempo, ou seja,

/nu(x, Pdx = /nu(x, 0)dx V>0, (1.15)

e ela desempenha papel importante na descrigdo do comportamento de u(-,t) ao
t — 4o00. Para isso, estabelecemos virias taxas de decaimento (a0 t — +o00) de

u(+,t) no Capitulo 3, como e.g.
_n(l1_1
(e 6)|lr @y < C(ryp, A )|, 0)|poeny ¢ 2 G7) W0 (1.16)

para cada p < r < oo, onde C(r,p, \,n) é uma constante que depende apenas de
7,p, A\, n, onde A é dado em (1.4) acima. Analogamente, D‘u(-,t) decai em L"(R")

para cada ¢ > 1, tendo-se

3 =

_n(l1_1)_¢
ID (- D)lzreny < Colr,p, A m)l|u(-0) oot 26778 vies0,  (117)

para todo p < r < oo, onde Cy(r,p, \,n) denota uma constante que depende de
(,7,p, \,n. Aqui, D*u(-,t) denota genericamente as derivadas espaciais de ordem ¢

de u(+,t), de modo que

11,02,.500=

u ofu
De . t T n)y — . t r ny. 118
| D u(-, t)||Lr@n) Z 1||3:13i13:l:i2...3:€il(’ M|z @) (1.18)

No Capitulo 4, detalhamos certos resultados de [Hagstrom et al., 2005],

computando os limites

lim 3G u(, )|, (1.19)

t—4o0



para cada p < r < oo, onde u(-,t) é solugdo de (1.1), (1.2). No caso p = 1, temos
[u )l Lr(eny — |m]

m|

onde m ¢ a massa de u(-,t), dadas em (1.14), (1.15) acima. Ainda neste caso, para
(4m))2

r = oo resulta
£ [[u(e, )] s gan) =

onde A é dado em (1.4), enquanto, para 1 < r < 0o, tem-se
Im|  [4mA\
r

(4m\)2

n_1
£ (-, 1) o)

No Capitulo 5, estendemos os resultados anteriores a equacoes de ad-
(1.20)

vecgao-difusao mais gerais, da forma
xeR" t>0

ug + div f(u) = div(A(u)Vu),
(1.21)

considerando estados iniciais limitados e p-somaveis,
u(+,0) € LP(R™) N L= (R"),

onde 1 < p < 2. Na equagao (1.20), div f(u) é o divergente da func¢do fluxo f(u)
,Tp), 1.e., div f(u) = 0z f1(u(x,t)) +

com respeito a varidvel espacial x = (xy,
oo+ 0z, fro(u(x,t)), Vu é o gradiente espacial de u(x,t), e A(u) denota uma matriz

positiva definida de ordem n descrevendo a dissipacao de viscosidade no sistema,
(1.22)

com
(& A(u)€) > plgl* VEERT
para alguma constante x> 0 e todo u envolvido, onde (-, -) denota o produto interno
em R”, ie.,
(& m) = Zn:&m (1.23)
i=1

)
M), com & m; € R para todo 7; escrevemos também

se € = (gl)"')gn)’ n= (7717'
£ -n para (€,7n). As fungdes A, f sdo dadas, suaves.



Seguindo [Hagstrom et al., 2003], [Zingano, 1999], [Zingano, 2004a] e
[Zingano, 2004b] descrevemos as taxas de decaimento de u(-,t) e suas derivadas. Os

resultados no caso de 1 — D, isto é, para u(-,t) dada pela equagdo
u+ f(u)e = (a(u)ug)e, TER, t>0 (1.24)
u(z,0) = ug(xz) wo € LP(R) N L¥(R), (1.25)

sao derivados em detalhe, a partir de desigualdades de energia. Utilizamos estas
estimativas, em seguida, para mostrar que, no caso p = 1, as solugdes de (1.24),

(1.25) sdo bem aproximadas ao t — +oo pelas solugdes v(+,t) da equagao
v+ [ (0)ve + £ (0)vv, = a(0)vge (1.26)
v(z,0) = ug(x), (1.27)
dita Equacao de Burgers, tendo-se

507 (-, £) = v(-, 1)]

@ — 0 aot— 400 (1.28)

para cada 1 < r < oo, uniformemente em r. Este resultado fornece varias pro-
priedades importantes das solugdes de (1.24), (1.25), que sdo discutidas no Capi-
tulo 5. No caso 1 < p < 2, os resultados sdo mais faceis de serem descritos: tem-se

simplesmente

G uC, )@ — 0 aot — +oo (1.29)

para cada p < r < oo, uniformemente em 7.

Finalmente, mostremos que, para n > 2 dimensdes, as solugoes de
(1.20), (1.21), sdo bem aproximadas, no caso p = 1, pelas solugdes v(-, t) da equagdo

linear do calor
v, + £ (0)Vo = div(A(0) Vo) (1.30)

v(x,0) = u(x,0), (1.31)



tendo-se neste caso

t%(k%)

u(-,) = o(-, 1)

r@ny =+ 0 aot— +oo (1.32)

para cada 1 < r < oo, uniformemente em r. Este resultado é utilizado para a
obtengdo de propriedades interessantes do problema (1.20), (1.21). Quando 1 < p <

2, obtemos novamente o resultado

=

G ul, )@ = 0 a0t — +o0 (1.33)

para cada p < r < oo, uniformemente em r. Varias outras propriedades de interesse

sao também discutidas.



2 EQUACAO LINEAR DO CALOR EM R”

2.1 Introducao

Neste capitulo, investigaremos diversas propriedades das solu¢oes u(-, t)

da equacao do calor

u; = div(AVu), x€R" t>0, (2.1)
correspondentes a estados iniciais, p-somaveis em R", isto é,

u(x,0) = up(x), wuy € LP(R"), (2.2)
para algum 1 < p < oo.

Aqui, div denota o operador divergente (com respeito as varidveis es-
paciais x = (z1,...,&,)), Vu é o vetor gradiente (com relagdo a x) de u(-,t), e
A € R™ ™ é uma matriz real constante, simétrica e positiva definida. (Se A nao fosse
simétrica, poderfamos simplesmente substitui-la por sua parte simétrica (A+ AT)/2,
sem alterar a equagdo). A equagao (2.1) é o modelo bésico que descreve a propagagio
de calor por condu¢do num meio homogéneo ndo isotrépico (que ocupa o espago R"
todo), onde A representa o tensor de difusividade do meio, e u(x,t) é a temperatura
no ponto x e instante de tempo ¢t. Com efeito, podemos neste caso derivar (2.1) do
seguinte modo: fixando uma regido (arbitraria) Q C R™, com fronteira 02 suave, a

quantidade Q(t) de energia térmica em 2 num dado instante t é dada por

Q(t) :/Qpcu(x,t)dx, (2.3)

onde p(x,t), c(x,t), u(x,t) denotam a densidade, calor especifico e temperatura no

ponto x € {2 e instante t.

Considerando At pequeno, a variacido de energia

Q(t + At) — Q(t) = / (peu(x,t + At) — peu(x, t))dx (2.4)

Q



é devida & criagdo (ou perda) de calor em 2, dada por um termo fonte AtS(x,t),
mais o calor ganho (ou perdido) através da fronteira de  no intervalo de tempo

[t,t + At], medido pelo fluxo de calor f(x,t) pela fronteira, ou seja,

Qt+ At) — Q(t) = At/ S(x,t)dx — At/ f(x,t) - n(x)do + o(At)  (2.5)

onde n(x) denota o vetor normal unitdrio exterior em x € 91, e do é o elemento
de drea em 99, e o(At)/At — 0 ao At — 0. Se o fluxo de calor pela fronteira de
for devido a efeitos de conducdo, podemos esperar descrevé-lo pela chamada Lei de

Fourier,
f(x,t) = —AVu (2.6)

onde A € R™” é uma matriz positiva definida, (chamada MATRIZ DE CONDU-
TIVIDADE TERMICA), que neste capitulo vamos supor constante.

Dividindo por At e tomando o limite ao At — 0, obtemos, supondo

p, ¢, u suaves, por (2.6),

/Q%(pcu)dXZQ,(t) = /QS(x,t)dx—/an(x,t)-n(X)dU (2.7)
_ /Q S(x, t)dx + / (AVu, n)do, (2.8)

a0
onde (-, -) denota o produto interno em R". Aplicando o teorema do divergente de
Gauss, resulta
0 .
—(pcu)dx = [ S(x,t)dx+ [ div(AVu)dx, (2.9)
o Ot Q Q

e, como {2 C R™ é arbitrario, isto é equivalente a se ter

%(pw) = S(x,t) + div(AVu) (2.10)

para cada x € R”, ¢ > 0. Supondo p, ¢ constantes, obtém-se entio

ou 1
— == + div(AV A= .
5 pcS(x’ t) + div(AVu), A/pc (2.11)

onde A = A/pc é a MATRIZ DE DIFUSIVIDADE TERMICA. Assim, niio havendo

fontes (ou sumidouros) de calor, obtemos o modelo bésico dado em (2.1) acima.



Como ug € LP(R™) pode ser descontinua, a condi¢do (2.2) é entendida

aqui no sentido de se ter u(-,t) — ug em LP(R") ao t \, 0, isto é,

|u(-,t) — uo||zp@ny =0 a0 t 0. (2.12)

Na secd@o 2.2 vamos mostrar que v € C*°( R"x ]0, +o0[ ) dada por

1 _
u(x,t) = —— e (xyA Iy (y)dy, xe€R?, >0 (2.13)
(4w At)z Jgn

onde A = (A1 Ay. .. )\n)% denota a média geométrica dos autovalores de A, satisfaz

(2.1), (2.12), tendo-se ademais u(-,t) € C°( [0, +o0[ , LP(R") ), isto &,
||'LL(, t) - U(', t*)HLP(R") —0 a0 t—t. (214)

para cada t, > 0 dado. Além disso, u(-,¢) dada em (2.13) é a dnica solucdo de
(2.1), (2.2) que satisfaz (2.14), conforme Teorema 2.3 a seguir. Esta serd, portanto,

a solucao considerada neste trabalho.

Na secdo 2.3, algumas propriedades bésicas da solucdo (2.13) serdo

revisadas, para uso nos capitulos seguintes.

2.2 Representacao explicita da solucao

Primeiramente, vamos mostrar como obter a solu¢ido dada em (2.13)

- ou - 0 0
(Za—> = S o (a)

Jj=1 i,j=1

acima. Observando que

, N,
div(AVu) = ; oz,



10

temos, tomando E € R™ " inversivel (constante) e definindo U(y,t) := u(E™ 'y, 1),

obtemos, pela regra da cadeia,

div(AVu) = Z aij% <%u(x, t)> =
; 7 7

ou
= Ex
> a5, Ex)

z]l 1

02U
= Z aijesiemi———(Ex, )
1,7,,m=1 9 anm

= Z (Z emiaijegj> a—(EX, t)
em=1 \i,j=1 YeYm

n 2

= ) (EAE")m

{,m=1

Ex,t
8ylaym ( )
onde e;; denota o elemento [,k da matriz E, e ET é o transposto de E. Como A é

real simétrica, existe ) € R™"*" ortogonal tal que

A 0 0
. 0 A -+ 0 '
Q AQ=| . | = diag(AAg ... Ay)
0 0 An
onde A, Asg,...,\, sdo os autovalores de A. Em particular, tomando E = Q7
obtemos
(A0 = 3 QA1)
" 3ylaym ’

é,m:l

02U
= E )\g QTX t)
de modo que U(y,t) := u(Qy,t) satisfaz

Z)‘Za 2 Y7
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Introduzindo V (¢,t) := U(v/Dg,t), onde /D = diag(v/A1, -+ ,v/ ), segue que V

satisfaz

Como é bem sabido, uma solucdo V para a equagao acima é dada por

Vet= b [ e enen (o

(4mt)=

Para tal V', obtemos, como U(y,t) = V(v D= ly,t),

Uly,t) = = n/ 6_4%<\/Fy_z’my_z>‘/(z 0)dz
’ (47'("&')E n ’
= 1 n/ 6—4%<VDfl(y—ﬁ),vD‘l(y—£)>V(,/D—1£ 0)de
(47T)\t)§ n ’
1

_ ~uw=&EDT - (¢ 0)d
(4mAt)2 /ne t (¢,0)de

onde A = (A;Ay ... \)n. Portanto, usando u(x,t) = U(Q”x, 1), resulta

1 _
0= | e @ e e
T 2 n
= a i\t)ﬂ/ e*ﬁ(QT(Xﬂ'),D‘lQT(fo))U(QTy’O)dy
m 2 JRn
1 1 —-1NnHT
_ — 5 (x-y,QD71QT (x—y)) (
= - e u(y,0)dy
(4w At)= /Rn
1 —L(x— T (x—
- W/ e bV AT Oy () dy,

visto que QD 1QT = A~L. Isto mostra que u(-,¢) dada por
u(-,t) = K(-,t) * ug, (2.15)

onde x denota o produto convolutivo em R" e K(-,t) é o nicleo (heat kernel) dado

por

1 1p 4-1
= __t<£’A £>
K(¢,1) A : (2.16)

é a solugdo da equagdo (2.1). Observamos que, por (B.1), Apéndice B, temos

K(-,t) € L'(R™) para cada t > 0, com

1K) lpen = [ K(¢t)de = 1. (2.17)

Rn
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Em particular, temos, pela Desigualdade de Young (ver (A.8), Apéndice A), que
u(-,t) = K(-,t) * ug pertence a LP(R™) para cada t > 0, tendo-se

[ )lleny = [[K (1) * wo||o(en)
< [[KG )llzrny - [luollLon)
= ||U0||LP(R")
isto é,
u(-, )| Loeny < ||uol|zrzny (2.18)

para todo ¢ > 0. Em particular, ||u(-,t)||zs@n) decresce com ¢: dados t > t, > 0,
temos u(-,t) = K(-,t) xug = K(-,t — ti) * u(-,t.), e assim, pela Desigualdade de
Young,
Jul Ollze@ny < [IKCoE = t)l[pr@n) - [lus )l oo
= Hu('7t*>HLP(R”)a t Z t*
Por derivagdo direta é imediato ver que u(-,t) = K(-,t) * uo ¢ infinitamente diferen-

cidvel em R"x ]0,00[ e satisfaz a equagdo (2.1) para todo x € R*, ¢ > 0. Além

disso, como mostra o resultado abaixo, a condi¢do (2.12) fica também satisfeita.

Teorema 2.1. Sendo uy € LP(R"), 1 < p < oo, e u(-t) = K(-,t) *x ug, tem-se

u(-,t) — ug em LP(R™) ao t \, 0, isto é,

|u(-,t) — uol|p@@ny = 0 a0t ~, 0.

Demonstracao: Consideremos inicialmente o caso p = 1. Dado ¢t > 0, temos, por

(B.1) e o Teorema de Fubini,

1 _
lu(8) — wollaen) < / ( / e HixvA 1<x—y>>|uo<y>—uo<x>\dy) dx

(4w At)2
1 —L{x—y,A"1(x—
= (471-)\25)% / e 17 (x—y,A7Y( Y)>|u0(y) _ uO(X)|dXdy
R7™ xR
1
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Tomando, entdo, € > 0, seja R > 0 suficientemente grande tal que

/ SeAT0ge <,
)z £|>R

de modo que

1 1
la(t) — ugllpany € —p / (64 €>( o) — o + 2v/E€) Idn> e
(mA)2 Jig>r R»
1 _1
s [ e €>( () — to(m + 2%e) rdn) de
(mA)2 Jig<r Rn
e |
< 7 e > u + |u +2\f§ dn ) d¢
T oo (luo(m)] + uo(n +2v¢)]) dn
1 1
+ ﬂ/ e (&AT 0 ( lug(n) — uo(n + 2V't¢) !dn) d¢
(7T>\)2 |¢|<R R®

¢>R
i ﬁ /slgR e < R [wo(m) — uo(n + 2\/’?€>!dn) d
< 2|uol|zrrnye
i ﬁ /slgR e < R [wo(m) — uo(n + 2\/’?€>!dn) d

Como uy € L*(R"), existe § > 0 tal que

|uo(n) — wo(n + h)|dn < €
Rn
para qualquer h € R" com |h| < §, ver e.g.([Royden, 1968], [Rudin, 1986]), de modo

que, se t < §%/(4R?), obteremos

1 1
() — wollprmny < 2|uol|zr(rnye + € ﬂ/ e~ (€A1 g¢
) ) (mA)> |¢|<R

< (2fluollpr(rny + 1)e

o que conclui o argumento quando p = 1.

Considerando agora 1 < p < 0o, temos

1 1 P
u(-,t) —u ppn<—pn/ </e4t<xy‘4 H) |y —uxd)dx
It ) = wolfeey < oy [ ([ () — o) dy

1 a e
—(47'(')\15)% /Rn (/ne L (x—y, A7 (x— y)}dy> </ne & (x—y,A7Y( y>>|Uo(y)—u0(X)‘pdy> i

1 L
B (4mAt)z / (/ e~ u VAT g () — uo(x)l”dy> dx,
Rn n

IN
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usando a desigualdade de Holder (A.5), onde 1/p+1/q¢ = 1. Assim,

1 -1
e [0 ([ )~ walo + 2vie)Pan ) e
(mA)2 Jgn Rn

e entdo, para € > 0 qualquer, tomando R >> 1 como anteriormente, resulta

1 -1 p
0 = wleey < g [ e ([ (ool + ot + 2776 ) an )
1

||U(',t) - U’OHI[),Z)(]R”) <

e~ e—<€~“€>< |uo(n>—uo(n+2ﬂs>ipdn) ¢
(71-)\)2 |£|§R R~
1 I
< _ 2P|y pp . / e~ (A £>d.£
g2 Wl
1 _
+ —ﬂ/ €_<€’A 1§> ( |U0(T]) — Uo(?‘[+ 2\/¥£>’pd1‘l> d{
(mA)2 Jigi<r Rn
< 2p||U0||12p(Rn)f

1 ~1
+ (ﬂ_)\)ﬂ /|| e~ (&ATE) </ luo(n) — uo(n + 2\/E€)|pdn> dg.
> JI¢gI<R "

Como ug € LP(R"), existe § > 0 tal que

[uo(n) — uo(n +h)|Pdn < e
]Rn

para todo h € R” com |[h| < §, de modo que, se t < §2/(4R?), teremos

1 et
luC:, 2) = ol lZogeny < 2p||“0||’£p(w)€+€(7r/\)% /ne A dg
= <2PHUOH§P(R") -+ 1) €,

concluindo a prova do Teorema 2.1. O

Assim, definindo

K(‘,t)*UO, t>0
u(-,t) = (2.19)
Ug, t= 0,
o resultado acima mostra que u(-,t) — u(-,0) em LP(R") ao t , 0. Mostraremos

agora que, também para t, > 0 dado qualquer, temos u(-,t) — u(-,t,) em LP(R")

aot — t,.

Teorema 2.2. Sendo ug € LP(R"), 1 < p < 00, e u(-,t) = K(-,t) * ug, tem-se, para

cada t, >0, u(-,t) = u(-,t,) ao t — t,, isto é,

HU(,t) - U(', t*)HLp(R”) —0 aot—t,. (220)
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Demonstracao: Dado t, > 0, temos, para x € R",

1 ~ gy Al (x— 1 — L (x—y, A (x—
(4m)%/ T y»u(’(ywy%m/ e s AT g (y)dy

ao t — t,, pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue. Assim,

lu(,t) = u t) @y = 0 a0t —t. (2.21)
pois
1 ClxeyAl(xey)) 1 ey AT (xy)) g
A0 J w0y ~ e fL woy)dy

+1 P
op </ e¢<xy,A—1(xy)>’uO(y>’dy>

< Y pn
T (27At) 2

2p+1+"q—” o 4t
(2mA) )‘%/ e w0 ug(y)Pdy = u(x)
* R~

onde 1/p+1/q¢ = 1. Como ¢, € L*(R"), obtemos (2.20) aplicando novamente o

Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue. |

Portanto, pelos teoremas 2.1 e 2.2 acima, temos que u(-,t) dada em

(2.19) satisfaz

u(+,t) € C°([0, +oo], LP(R™)). (2.22)

Mostraremos agora que esta é a tnica solugdo de (2.1), (2.2) com esta

propriedade.

Teorema 2.3 (Unicidade da solugao). Seja u(-,t) solugdo em R*x]0,T[ de (2.1),
(2.2), tal que u(-,t) € C°([0, T, L*(R™)). Entao

1 1 —1
u(x, t) = / e”w@vAT @Yy (y 0)dy, VxzeR", 0<t<T. (2.23)

(47T)\t> % R

Demonstracio: Seja & € R* £ € ]0,T[ dados, fixos no que segue e u(x,t) em

C°([0,T] , LP(R™)), solugdo de (2.1), (2.2), mostremos que

u(&,t) = K(& — x,t)up(x)dx (2.24)

R
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onde
K(g ) = — e #EA7e), (2.25)
’ (4w Xt)z
Considere v : R*x | — 0o, [ — R dada por
v(x,t) = K(& — x,t —t). (2.26)

Em particular
v, = —div(AVv), YVxeR", t<t

sendo que v € C®(R"x | — oo, [ ).

Para cada R > 1, seja (g € C*(R") tal que
(i)Cr(x) =1 V[x[<R

(1i)Cr(x) =0 V|x|>R+1

(171)0 < (p(x) <1=0 VR<|x|<R+1
(iv )]843( <M VYx<R* Vi<j<n

(V)] 2E(x)| <M Vx<R" V1<ij<n

Ox;x;

com M > 0 independente de R.
Como v; = —div(AVv) e u; = div(AVu), x € R, t € ]0,#[ , obtemos

(uCrv): — div(CrRvAVU — uAV ((gv)) = wvdiv(AV(g) + 2u(AVv, V(r). (2.27)

Tomando € € |0, %[ , e integrando (2.27) em x € Bg,1(0), t € [¢,f — €], obtemos

i—e i—e
/ / (uCrv)dtdx = / / div(CrRvAVu — uAV ((gv))dtdx +
|x|<R+1 |x|<R+1 Je

/ / wvdiv(AV {g)dtdx +/ / u(AVv, V(g)dtdx
|x|<R+1 |x|<R+1

visto que (g(x) = %’;(x) = 0 se |x| > R+ 1, como tem-se também %’;(x) =

Xr (x) =0 se |x| < R. Entéo, por Fubini

dx;x;

i—e i—e
/ / (uCrv)dtdx = / / div(CrvAVUu — uAV (Crv))dxdt +
Ix|<R+1 |x|<R+1

t—e i—e
+/ / wvdiv(AV g)dxdt + 2/ / u(AVv, V(g)dxdt.
e R<|x|<R+1 e R<|x|<R+1
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Agora,

i—e
/IXI§R+1 /e (udgv)didx = /x§R+1 uw(x, = €)Cr(z)v(x, — €)dx
- / u(x, €)Cr(z)v(x, €)dx.
|x|<R+1

Pelo teorema do Divergente, e utilizando os argumentos acima,
t—e
/ / div((rvAVu — uAV (Crv))dxdt =
e x| <R+1

_ / a /| |:R+1((RUAVu — wAV(Cro))n(x)do(x)dt = 0.

Ao R — +oo,

t—e
/ / uwvdiv(AV{g)dxdt = 0,
e JR<|x|<RH1

e também

t—e
2/ / u(AVv, V(g)dxdt = 0.
e JR<[x|<R+1

Assim, obtemos

u(x,t — €)(r(x)v(x,t — €)dx — u(x, €)Cr(x)v(x, €)dx = 0.
/|x|gR+1<f ealu(x, i = dx— [ ulx a(x)u(x, )ix =0

Ix|<R+1

Fazendo R — +o0,

/n u(x,t — €)v(x,t — €)dx — /n u(x, €)v(x, €)dx = 0

pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue.

E entao, obtemos

/ u(x,t — €)K (& — x, €)dx = / u(x, €)K (& — x,t — €)dx

visto que, v(x,t) é dado por (2.26).

Fazendo € — 07,
u(&,t) = / wo(x)K (& — x,1)dx (2.28)

como queriamos demonstrar. O
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Mais geralmente, no caso da equacao
us+a-Vu=div(AVu) xeR"t>0, (2.29)

com u(-,0) € LP(R™), 1 < p < oo, existe uma tinica solugao u(-, t) € C°([0, +-o00[, LP(R™)),

que é dada por

1 1 1
_ — = (x—at—y,A" (x—at—y))
u(x,t) 7(470\15)% /ne 1 uo(y)dy,

visto que (2.29) é transformada em (2.1) pela mudanga de varidvel ¢ = x — at.
Como se pode ver de (2.15), (2.16), u(-,t) = K(-,t) % ug tende a se

espalhar (difusdo) em R" e decair & medida que t cresce. Esse comportamento, que

serd examinado em detalhe nas secoes seguintes, é ilustrado na figura a seguir.

3 T T T T T T T T T
251 — .
t=03
— =07
2k ' -
=11
— t=14
1.5+ —

f

=
m
T
|

Figura 2.1: Gréficos da solucdo u(-,t) para alguns valores de ¢t da equagdo u; =
Uz, correspondente ao perfil inicial ug = 1 para — 1 <z < 1 e ug =
0 para x < —1 ou x > 1.



19

2.3 Algumas propriedades basicas

Nesta secdo, vamos revisar algumas propriedades béasicas da solugao

u(-,t) dada em (2.19), que serdo tteis nos capitulos seguintes.

Teorema 2.4 (Principio do Maximo). Sendo uy € L*(R"), tem-se u(-,t) em

L>(R™) para todo t > 0, e

||U(',t)||Loo(Rn) S Hu<70)HL°°(R") Vvt > 0. (230)

Demonstragao: Basta observar

luC, Ollzwy = sup Ju(x, )] = sup (47;) / e~y ATy (y, 0)dy
< mp oy [ e E Tty 0 ay
< sy [ ATyl 0) e
= [lu(-, 0)|zoo(rr),

usando (B.1). O

Teorema 2.5 (Monotonicidade de || - ||zo@n)). Sendo u(-,t) dada por (2.19),

onde ug € LP(R™), 1 < p < oo, tem-se

H’U,(',t)HLp(Rn) S ||U0||Lp(Rn) V t > 0 (231)

Demonstragdo: Ja mostremos esta propriedade acima, como consequéncia da De-
sigualdade de Young. Por conveniéncia, vamos a seguir mostrar este resultado dire-

tamente. Comegando com o caso p = 1, temos, pelo Teorema de Fubini,

1 X X

ol = [ ubolix < [ Do ([ ety a e 0) ay) dx
1 X— X—

= e [ (et an) .ot

Introduzindo ¢ = x — y e usando (B.1), obtemos

1 1y oA
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isto é,

u(, t)|| pr@ny < [lu(-, 0)||prmny ¥t >0. (2.32)

Considerando, agora 1 < p < oo, temos
L ~ by A )
- e w\XY Yu(y,0)dy

(47&75)% (/R (/e AT Dy, 0)\dy>pdx>%.

Tomando ¢ € ]1,4o00| tal que % + % = 1, tem-se pela desigualdade de Holder e por
(B.1),

[t ety o)y = [ (e A ) (o) gy, )]y

- (/ 6_4it<x—y,A1(x—Y)>dy>E (/ e~ 4t (AT [y (y, 0) [P dy>5

— (477/\t)%§ (/ e‘%(X—y,A—l(x—y)>|u(y,0)|P dy> P

Portanto, pelo Teorema de Fubini e (B.1), obtemos

|u (-, )| Lo rn) (47r)\t)% (/ ((47r)\t) 2(1-1) /n o2 (x—y,A7! y)>|u<y’0)|p dy) dx>
]_ n 1 1 -1 %
— a )\t)ﬂ (47r)\t)5(1*5) (/ (/ e 2 (x—yA (x_y»|u(y, 0)|P dy) dX)
7T 2 n n
1 — 4 (x~y,A7 (x~y) P z
= (47’(’/\75)% . . e 4 ’ dX |U(y, >| dy

= |lu(:, 0)|| Lo(rn)

Y
dx)

IN

isto é,
[u(-, )| zr@ny < flul-, 0)l[Lony V> 0.
O
Observe que, pelo resultado acima, se tomarmos to > 0 qualquer, tere-
mos pelo mesmo argumento que

[u, D)l zo@ny < llul to)lle@ny V£ > to,
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de modo que ||u(-,t)||o@n) < ||u(-, s)||Lr@n) sempre que 0 < s < ¢. Assim, segue de

(2.31) acima que ||u(-,t)||r(rn) é fungdo monotonamente decrescente da varidvel t.

Observamos também da representacdo explicita dada em (2.15) que,
caso se tomasse ug € L*®(R"™) com ug > 7 quase sempre em R" (ou ug < I' quase
sempre em R"), terfamos u(-,t) > « para todo t > 0 (ou u(-,t) < T, se ug < I),

conforme mostramos abaixo.

Teorema 2.6. Sendo u(-,t) solugcdo de (2.1), (2.2), tem-se

u(x,0) > v para quase todo x € R" = u(x,t) >y VaxeR" t>0 (2.33)

u(z,0) <T para quase todo x € R" = u(x,t) <T' VazeR" t>0 (2.34)

Demonstragao: Supondo u(-,0) > v, tem-se por (2.13)

1 1 1
_ Ly, A7 (x-y))
u(x,t) (dh) /ne i u(y, 0)dy
1 1 1
_ —2 (XY, AT (x-Y) gy
Y art)s /R ¢ Y

Portanto, por (B.1), temos que
u(x,t) >y Vt>0, zeR"

Analogamente, demonstra-se (2.34). O

No caso de interesse aqui, temos ug € LP(R"), e assim (2.33), (2.34)
s0 podem ser aplicados para v = I' = 0. Este resultado pode ser generalizado do

seguinte modo.

Teorema 2.7 (Monotonicidade do Operador Solugao). Sendo u(-,t), v(-,t)
solugées da equagao(2.1), com u(-,0), v(-,0) € LP(R™) para algum 1 < p < oo.

Entao

u(+,0) <wv(-,0) = u(-,t) <v(,t) Vit>0. (2.35)
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Demonstragao: Dado t > 0, tem-se, por (2.13) e por (B.1)

u(x,t) = m/n e w VAT Yy (y 0)dy
< W /Rn e~ i VAT Yy (y, 0)dy
= v(x,t)
para cada x € R", isto é,
u(x,t) <wv(x,t) Vt>0 (2.36)
como afirmado. O

Para finalizar esta secdo, citamos ainda o seguinte resultado referente
ao caso p = 1, que serd importante posteriormente. Quando u(-,t) € L*(R"), a
quantidade m definida por m = fR" u(x,0)dx, chamada massa, é importante para
a descricdo do comportamento assintético (¢t — +oo) de ||u(-,t)|[z1(rny e outras
normas. E importante observar que a massa de u(-,t) é invariante em ¢, conforme

mostrado a seguir.

Teorema 2.8 (Conservagao da Massa). Sendo u(-,t) solugdo de (2.1), com

ug € L*(R™), tem-se

u(x, t)de = u(x,0)de Vt>0. (2.37)
[ rtorta= |

Demonstragio: Dado t > 0, temos por (2.13) e pelo Teorema de Fubini,

1 1 1
Hdx = — “u Y AT XYy (v 0)d ) d
1 1 1
— _ —w (XY AT (x-y))g 0)d
‘/Rn <(4:7T)\t)E /]R;ne X> u(y’ ) y

= / u(y, 0)dy

em vista de (B.1). O

No capitulo seguinte, vamos mostrar que as normas de u(-,t) e suas
derivadas decaem (ao t — 00) segundo certas taxas, que serdo obtidas a partir da

representacdo explicita (2.13).
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3 DECAIMENTO DE u(-,t)

3.1 Introducao
Neste capitulo, vamos examinar a velocidade do decaimento da solugao
u(-,t) dada em (2.19) em diversas normas de interesse, bem como suas derivadas.

Na segdo 3.2, iniciamos com o caso r = 1 (isto é, u(-,0) € L'(R")),

obtendo
u(, )| r@ny < C(r, A m)[Jut, 0| premt 277 Vi >0, (3.1)

para cada 1 < r < oo, onde C(r,\,n) denota uma constante cujo valor depende
de r e dos parametros A (média geométrica dos autovalores de A, ver (1.4)) e n

(dimensao espacial).

Aqui ||u(-,t)||z®n) denota a norma

muwmmwz(/JMxWWQ% (32

sel <r<oo,e

(s Dllzoeqeny = sup Ju(x,?)] (3.3)

se r = 0o. De (3.1), vemos que |lu(-,t)||z~@n) decai a zero se 7 > 1, enquanto, para

r = 1, temos apenas
u(, )| pny < lul-,0)|[pimny ¥ E>0
com

= |m|

wmwm%w:A¢Mxmﬂz

/ (e, t)dx

onde m é a massa (invariante em ¢, ver (2.37)) de u(-,t); portanto, se m # 0 temos
que ||u(-,t)||L1@n) decresce a um limite ndo nulo, e cujo valor corresponde a |m|,

conforme serd mostrado no Capitulo 4.
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Na se¢do 3.2, é também examinado o decaimento das derivadas (com
relagdo s varidveis espaciais x,--- ,z,) de u(-,t). Aqui, D*u(-,t) denota cole-
tivamente as derivadas de ordem ¢ de u(-,t), de modo que, para cada r > 1,

IDu(-, £)]

rr(rn) denota as quantidades

1D (-, )| r(rn) Z H )| zr ey (3.4)

1D, )|z = }]%x £)llzr e (3.5)
iZj
e assim sucessivamente. Obtém-se, para estas normas, a estrutura geral
_n(q1_1)_¢
1D (-, )| r(emy < Celr, Ay ) [, 0) | paganmyt ¥ (177) =3 (3.6)

para todot > 0e ¢ =1,2,3,..., onde Cy(r,A\,n) é uma constante que depende de
lry A n.

Finalmente, na se¢do 3.3, consideremos o caso u(-,0) € LP(R™) com

1 < p < o0, obtendo as estimativas

s )y < Colr,p, Am)lful, ) lsent ™36 (3.7

e
ID (- D)l ey < Colr,p, A )|, 0) | ooenyt™ 3 (577) 3 (3.8)
para todo t > 0 e ¢ = 1,2,3,..., onde as constantes indicadas dependem dos

parametros 7, p, A, n.

3.2 Decaimento de u(-,t), caso p=1

Nesta secdo, consideraremos a solugao u(-,t) = K(-,t) * uy dada em

(2.19). Supondo o estado inicial ug em L*(R™).

Teorema 3.1. Sendo u(-,t) a solugdo dada em (2.19), para cada 1 < r < oo,

_n(1_1
(-, 6) ey < Clr A m) [, 0)|pgeny £ 5077) V>0 (3.9)
onde C(c0,\,n) = —L4 ser =00, e C(r,\,n) = —2L—~ quando 1 < r < co.
(47)) 2 (47)) 5(1-7)
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Demonstragao: Para r = 1: obtemos a desigualdade (2.32), a qual ji foi provada
anteriormente.

Para r = oo: dado ¢t > 0, tem-se por (2.13) e (B.1),

1
(4mAt)2
1
< — ,0)] d
= (4na)s /R [uly, 0)] dy

= C(o0, A, n)l[u(-, 0)[| pr(gnyt ™2

u(x,t)] < / e AT AT )y (y,0)| dy

para todo x € R", de modo que

|w(-, )| poemny < C00, A, 1)|[u(-, 0)||preny t™2 V>0 (3.10)

onde C(oc0, \,n) = —1

(47r/\)% '
Para 1 < r < oo: usando a desigualdade de Interpolagio (A.9), (2.32) e (3.10)

1 11
e Dllzrany < s gyl Dl e
1 1 1-1
= u ',0 " : = || U ')0 1(en t_%
< () (gyr e Olgen )
1 o
- ﬁ“u(WO)“LI(Rn) t 5(17?)
(47r)\)5(1*F)

para todo x € R"™.

Portanto, para cada ¢t > 0,
_n(1_1
Ju (-, )| r@ny < C(r, A, n)|Jul-, 0)||pr(rny 5(1-1)

onde C(r,\,n) = ——L—, como afirmado. O
(477 (1-%)

S

A seguir, obtemos estimativas para as derivadas espaciais da solugdo

u(-,t) = K(-,t) * ug, neste caso ug € L}(R").

Teorema 3.2. Sendo u(-,t) solugio de (2.1), (2.19) tem-se D'u(-,t) € L"(R™) para
todol >1, e

n

1D (-, ) ey < Colr, A )|[u(, 0) eyt 207773 Wes0  (3.11)

onde Cy(r, \,n) € uma constante que depende de r, A\, n.
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Demonstragao: Por (2.13), temos que u(-,t) é dada por

1 1 —1
_ — L (x—y,A (x—y))
u(x,t) @) /ne 1 u(y, 0)dy

(3.12)

para todo x € R", de modo que, derivando (3.12), temos

" [ (5) (kv oy ) e gy, oy

~-= = ——
Ox; (%) (4T At)2 4t ) \ Oz;
isto é,

ou 1 1 1. L xv A-l(x—

%(X,t) = W/ <—§<X—y,f4 16’i>> e w XV ATEI Ny (y, 0)dy.

e entdo, por (A.4),
ext)| < [ B g ey, o)y
8a:i , B (471')\75)% t Rn 2\/% ’ ’
—1 —»‘ A
2D [ w0y
Rn

<

paratodox € R, ¢t > 0, onde C = maz{s.exp(—s2/8)) : s > 0}, A = maz{), ..., \n}

Portanto obtemos,
55 V>0, (3.13)

e também

IDu(, 8| ey < Co(A n)|u(-, 0)|[pramyt ™2 ¥ &> 0. (3.14)

Usando a desigualdade de Interpolagdo (A.9), obtemos entdo,

IDu(-, 8) ||z < C(r, A, n)|u(-, 0)|[premt 2(77)72 V>0, (3.15)

para todo 1 < r < 0.
Analogamente, no caso ¢ = 2, temos
*u 9] 1 (x —y, A7te) . 1
) = — _ _ ’ d YAy (v 0)d
dw0z, 0V = o ((47r)\t)5 / . 2 ¢ uly, 0)dy
—1= 2
x-y,4 e">> ) e w Y AT Yy (y, 0)dy,

1 1/<<’§>—( =

(4mAt)s t
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de modo que

O*u t1 Ix —y]
—— (x,t)| < _ P. (x—y, A7 (x~y)) ,0)|d
o] < e [P (B e uly,0)ldy

onde P,(-) denota um certo polinémio de grau 2, de coeficientes ndo negativos. Por

inducao, obtemos para £ > 1 qualquer,

O'u ts x -yl
t) < - P (x—y, A" (x-y)) d
Oz, 0z, . .. Ox;, (x )‘ (4m)5/ ‘( NG )e lu(y,0)|dy

VIE>1ei,iy....i0 € {i,...,n}, onde Py(z) = agz]+a[f]z—|—...+a£f]ze é um

polindémio de grau ¢, de coeficientes ndo negativos.
Sendo Cy := maz{Py(s).exp(—s>/8)) : s > 0}, A = maz{\y, ..., \n}, resulta
ou

égt_£ 1 -1
— (x,t)] < _ — 5 (x—y,A7H(x-y)) 0)|d
Oy, . .. O, o )‘ (47T)\t)§/ ©" [u(y, 0)ldy,

de modo que como no caso ¢ = 0 tratado anteriormente, obtemos

D u )l gaem < CelL A, Olpsemyt™5 ¥ £ 0, (3.16)
e também,
1D u(, )| en) < Celoo, A, m)Jul, )l eyt 375 VE>0,  (3.17)
e entdo, pela desigualdade de Interpolagdo (A.9),
1D (-, )| ey < Colr, A, m)[ul, 0) a2 (7773 weso0,  (3.18)
para todo 1 <r < oo, e paratodo ¢/ =0,1,.... O

3.3 Decaimento de u(-,t), caso p > 1

Teorema 3.3. Sendo u(-,t) solugio de (2.1) com u(-,0) € LP(R™), onde 1 < p < o0,

tem-se

[u(-, )] zr@ny < Cp, A )|l 0)|[on t 2G5 V>0 (3.19)

e para cada p < r < oo.
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Demonstragao: Dado t > 0, tem-se, por (2.13), (A.5) e (B.1),

1
< 5
T (4mAt)z

ﬁ </ 6—%<x—y,A*1(x—y)>|u(y,0>|p dy) !
m P Rn

rm— ([ wor dy)’%

para todo x € R", isto é,

u(x, 1) [ Ay, ) dy
R

IA
¥l

M|§

1 _n
s Ollmen < sl Ol ¢, (320)

o que mostra (3.19) quando r = co. Finalmente, para p < r < oo, temos, pela

desigualdade de interpolagdo (A.9) e por (2.31),

p 1—2
JuC )llzr@ny < wl Ol g lul, Ol Lign)
2 _n(1_2 1-2 nfi_p
<l Ol gy (42) 73 O, 0)] oy ¢35 0 )

= Ol p Al O)mgery £ 3G
onde C(r,p,\,n) = (47r)\)_5(5—7). )

Teorema 3.4. Sendo u(-,0) € LP(R") para 1 < p < oo, entdo u(-,t) dada em (2.13)

satisfaz

NS

_n(1_ 1)_
1D (-, )|z (@) < Colr,p, A, m)|[ul, O)|poemt 2G7)"5 vies0  (3.21)

para cada £ > 1 e p < r < oo, onde Cy(r,p, \,n) denota uma constante que depende

dos parametros indicados.

Demonstrag¢do: Como visto na prova do Teorema 3.2, temos, para cada ¢ € N,

il;i27'>i€ S {1725 an}a

(92’& ti% |X B Y| 1 -1
U < m P ) o xy AT (xy) d
8961-1 a.flfiz e 6561'1 (X )‘ o (47‘(’)\{,‘)5 /IR;" ¢ < \/E > e * |UO(Y>| y
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para um certo polinémio P(-) (de grau ¢) de coeficientes ndo negativos, de modo

que

A 4
Dhu(x, £)] < 242
(4w t)z

/ e w0 AT g y) | dy
Rn

para Cy > 0 constante adequada. Pela desigualdade de Holder e (B.1), segue que

Cra¥et

Du(x, )P < .
Pl < = e

/e‘%(X—y,A‘l(x—y»|u0(y)|pdy

para todo x € R”, ¢t > 0, de onde

C,2% _n
1D (-, 8)]| oo ey < (47:/\)%|’“("0>!|LP(R")75 ”

s

A~ £
1Du(, ) [zogemy < Co2l[u(:,0) oogeyt™*

para todo t > 0. Interpolando (3.22), (3.23) para p < r < 00, obtemos (3.21).

(3.22)

(3.23)

OJ
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1
-

4 COMPORTAMENTO DE t£(6~)||u(-, )| 1)

4.1 Introdugao

Neste capitulo, vamos detalhar alguns resultados descritos em

[Hagstrom et al., 2005], que computam os limites

llm t%(%i%)

t——+oo

u(- )| &y, (4.1)

para cada 1 < p < r < oo, onde u(+,t) é a solugdo do problema (2.1), (2.2) dada em
(2.19).

Na Secao 4.2 examinamos o caso p = 1, obtendo, para r = 1,
[u(, 8] 22 @ny = |m]
onde m é a massa de u(-,t), i.e.,

m = u(x,0)dx = / u(x,t)dx Vt>0.

Rn

Quando r = oo, tem-se

m|

(47\)2

5 [u(-,8) ey —

onde A é a média geométrica dos autovalores da matriz A, dada em (1.4), isto é,

S|

)\:()\1)\2)\7,) ;

e, para 1 < r < 0o, obtém-se

n N
350D (e )| prgny — Lln <_> '
Do) = 5 (4

Finalmente, na secao 4.3, consideremos 1 < p < 0o, obtendo

t—4o00

[u(,t)||Lreny =0 (4.2)

para todo p < r < oo, uniformemente em 7.
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1
p

4.2 Comportamento de tg(zl?_ )

ju(-,1)]

Lr(Rn)s €SO p =1
Nesta segdo, consideremos o caso uy € L'(R™), e computaremos em
detalhe os limites

lim t%(lfﬂ

t—+oo

Ju(-, 1)

Lr(rn) = Yr (4.3)

para cada 1 < r < oo.

4.2.1 Comportamento de |ju(-, )| 1 zn)

Inicialmente, vamos considerar o caso de u(-,t) ter massa nula, isto é,

m = [, u(x,t)dx = 0.

Teorema 4.1. Sendo u(-,t) soluggo de (2.1), (2.2), com p = 1, e sendo m =
Jon u(x,0)da =0, tem-se

|u(-, t)||piny = 0 a0t — +oo. (4.4)

Demonstragao: Por (2.13), temos que u(-,t) é dada por

1 1 —1
_ L x-y A (x-y))
u(x,t) (47r)\t)% /ne 1 u(y,0)dy

para todo x € R", t > 0.

Como

uCtlnen = [l 0ldx = [ a0 dx=0 V>0
temos em particular

lim inf [[u(-, )| 21 @) > 0. (4.5)

t—+o00

Dado € > 0, tome R > 0 suficientemente grande, tal que

/ u(y, 0)]dy < e
ly|>R
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Entao,

(£ e 4Mt _/ kv AT oY)y, 0)dy| dx
< - e dr(x—y.A 1(x_y»u(y, 0)dy| dx
47TAt 2 |y|<R
; : / ([ e e ugy, oy ) i
(47’(’)\75)E ly|>R

Usando o Teorema de Fubini e (B.1), obtemos

1
(4mAt)z

67 %<x7y7A_1(x7y)>u(y’ O)dy

e )22 o dx + / lu(y, 0)|dy
ly|>R

lyl<m
isto é,
1

(4nAi)E e

e~ VAT Yy (y 0)dy

u(, )iy <

ly|<R

_ X
Agora, escrevendo ¢ = Ja obtemos

1
(mA)2

lu( )lpr@ny < e+ 6_<£_ﬁ”4l(g_jﬁ)>u(y,0)dy‘d§.(4.6)

yI<R

Observe que

e g () - o0 G- Ty
_<£,A_1£> + \/‘KE)A Y>’

IN

1

()

1 ~ 1 B
—§<5,A 'e) + E<y,A 'y)

[N

< —(6A7%) + ((647%)

pelas desigualdades (A.1) e (A.4).

Entao, para todo ¢ € R”, temos

[l s o
lyI<R

IN

e /I <R ex ¥4 u(y, 0)|dy
yI<

e 2l&A7 ) 0 (4.7)

IN

onde

= [ ety 0)lay
lyI<R
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visto que t = 1.

Do Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue ao ¢ — 400, obtemos, apartir

de (4.6)

limsup [u(. Oy < €+ oy [
im sup ||u(., pey <€
t—>+c>op LHR) (7T>\) R7

€ + 1 ﬁ/ €—<€,A*1€> ’/ u(y’ O)dy’dg
(mA)2 Jgn yI<R

= €+ ’/ U(y,O)dy‘
lyl<R

/ e_<§’A71§>u(y, O)dy‘ de¢
lyl<k

o3

IN

por (B.1).
Como [, u(y,0)dy = 0, tem-se que

/ uly, 0)dy = / u(y, 0)dy
ly|<R ly|>R

e assim,

\ / u(y,o>dy\=] / u(y,o>dy\s [ty 0y <e
ly|<R ly|>R ly|>R

Portanto
limsup ||u(-, )| pr@ny < 2€
t—+o00

de modo que |lu(:,t)|[p1rny < 2€ para t suficientemente grande.

Como € > 0 é arbitrario, segue que

limsup |Ju(-, )| g1 eny <0, (4.8)
t—+4o00
e juntamente com (4.5), obtemos (4.4). O

Teorema 4.2. Se u(-,t) e u(-,t) sdo solugdes de (2.1), (2.2), com p =1, tendo a

mesma massa, i.e.,

/n u(z,0)dx = /n u(x,0)de, (4.9)

entao

Ju(-,t) — ﬁ(',t)HLl(Rn) —0 aot— +oo. (4.10)
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Demonstracgao: Sendo w(x,t) = u(x,t) — 4(x,t), temos que w satisfaz

wy = div(AVw), x€eR" t>0,
w(-,0) = u(-,0)—a(-,0) € L'Y(R")

com massa nula
/ w(x,0)dx = / u(x,0)dx — / u(x,0)dx = 0,
pelo Teorema anterior segue entao
|lw(-,t)|[L1gny —+ 0 a0t — +o0
ou seja
lu(-,t) — a(-,t)||1@ny = 0 a0t — 400,

conforme afirmado. OJ
Teorema 4.3. Sendo u(-,t) solugio de (2.1), (2.2), com p =1, tem-se

|lu(-, t)||Lr@ny = |m| a0 t — 400, (4.11)
onde m ¢é dada por

m = u(zx,0)dx = / u(zx, t)de YV t>0.

R

Demonstrag¢ao: Tome 4(-,t) dada por

i = div(AVa), x€eR" t>0,

i(x,0) = dp(x), o€ L'(R")

com 1g(x) dada por
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onde v, = f

Px|<1
Seja u(x,t) solugdo de (2.1) e (2.2) dada por

dx tq v, = volume de B;(0).

1 ) "
. _ — L (x-y, A" (x-y))
0 = ot e to(y)dy

_m_1 / e ¥ AT Ygy ¥ x eR", ¢ > 0.
lyl<1

v (ATAE)3
Observe que, por (2.33) e (2.34)
sem>0=4(x,t)>0 VxeR" t>0,
sem<0=4(x,t) <0 VxeR" t>0,

obtemos em qualquer caso
[u(x,t)| = (sgn m)a(x,t) VxeR" t>0.
Portanto, por (2.37), teremos

|a(x, )| 1ny = . |u(x,t)|dx = (sgn m) /n u(x, t)dx
= (sgn m)/ Go(x)dx = (sgn m)m = |m)|
isto é,
la(x, )| @ny = |m| V¥ ¢>0.

Seja w(x,t) = u(x,t) — 4(x,t) tal que w é solucdo de

wy = div(AVw), xeR" t>0

w(x,0) = wup(x) —Up(x), x€R"
com w(-,0) € L'(R") tendo massa nula, pois
/ w(x,0)dx = / up(x)dx — / Uo(x)dx = 0.
Assim, por (4.4) temos
|lw(-, t)||Lr@ny = 0 ao t— +oo.
Logo

lu( )l Lrgny — [m| ao t— +oo
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pois,
liminf [[u(, )|z = [m] (4.12)
devido ao fato de que,

=|m| Vt>0,

e B)llpr ey = /R u(x, 1) dx >

/ ulx, t)dx

e como u(x,t) = w(x,t) + u(x,t), pela desigualdade de Minkowski (A.7)

u(, )lleny = (- t) +a(, 1)l en
< lw( Ol + (14l )|z eny
= |m| + [|w(:, )] Lren)
e assim,
limsup ||u(-, )| p1geny < limsup (m| + lw(:,t)||L1@n)) = [m|
t—+o0 t——+o0

isto é,

limsup [[u(-, )l|agen) < |ml. (4.13)

t——+o0

4.2.2 Comportamento de t2 ||u(-,t)]| oo (gn)

Lema 4.1. Se u(-,0) € L*(R") tem massa nula entdo, para cada 1 < r < co tem-se:
lim ¢35 |fu(-, £)]| gy = 0 (4.14)

uniformemente em 1 < r < 00.

Demonstracao: O caso r=1, ja foi considerado acima. Consideremos agora r=2:

neste caso, por (A.9), temos

2 : H H
Bl llzny < 1% (00Ol gy ) o))

L n
= Nul )l 7sgeny (£2 1uCs )l zon))

=
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e entdo, por (3.10) e (4.11), tem-se
t%“U(',t)HL?(Rn) —0 ao t— +4o0.

No caso r = 0o, usando a desigualdade de Sobolev (A.11) temos:

n 1 n 1
Cut? [[u(, )l Zageny 1D ul, ) F2 gy

D=

t3[|u(-, t)||poony <

n % 3n n
(¥ uC,)llzzem) * (£ 1D (-, 8) L2y )

e entdo, pelo caso r = 2 e por (3.18),

t%”u(’at)HLw(Rn) —0 a0 t— +o0.

Finalmente, no caso 1 < r < oo, tem-se pela desigualdade de Interpolacio (A.9) e

= -

por (2.31),
n(1-1) 1 n 1-
el Ol <l Bl gy (¢ ul Bl en)

1 n 1_%
< e 0y (#2 s E)lzoeemy)

de modo que, pelo caso r = oo e por (4.4),

¢3(1-3) lu(-,t)||r@ny = 0 a0t — 4o0.
O
Tendo mostrado o Lema acima, podemos obter o seguinte resultado.
Teorema 4.4. Aot — 400, tem-se
m
[m] (4.15)

t2 )|l poo(rRr) — .
el
onde m € a massa da u(-,t), e A >0 é dado em (1.4).

Demonstra¢ao: Pelo Lema 4.1, é suficiente mostrar este resultado para a solucado

u(-,t) dada por
iy = div(AVa), t>0

u(x,0) = to(x),
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onde

sendo que v, é dado por (B.2).
Logo,
wo(x) = up(x) — to(x) € L'(R™)
tem massa zero, e dai pelo Lema 4.1:
im0 1) ey = 0

onde w(-,t) é a solugdo de

wy = div(AVw)

U)(,O) = Wy
ou seja
w(x,t) = u(x,t) — a(x,t)

de modo que

Como
u(x,t) = ﬁ;n/ e*ﬁ@‘*yw‘l‘l(xfy))dy
’ Un (4:71')\75)7 ly|<1
temos

N m| 1 / — L (x—y, A" (x—
t2 t) = — - 2t (XY, AT (x=Y) gy
[a(x,1)] = 7 @NE Sy © y

Em particular,

E

£5 (-, £) || poeqamy > 3]0(0, )] = / A ATY) gy
ly|<1

/ e~ 147z gy
lyl<1

_ M;e Lla- 1|E/ dy
Un (4:7'(')\) ly|<1

m|§

Iml

v

MI:

47r)\
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e assim, por (B.2) temos
3l ml g
t2U‘,t oo (Rn) > - € 4t B Vt>0
it Ol >
m|
4m))z’

Fazendo t — +00 obtemos
] ] 3 U . o0 n >
liminf ¢ {|a(:, ¢)[| oo zmy >

1_Iml / d
n y

Analogamente,
/ e H AT oY) gy <
lyl<1

e entdo, novamente usando (B.2), tem-se
[m| VxeR" t>0

e dai,
t%Ha .

Fazendo t — +o00, obtemos
lim sup ¢2 || (-, ¢)|| oo () <

t——+o00

L‘r(Rn), 1 < T < (0. 9]

completando assim a demonstracao.

Ju(-, )]

4.2.3 Comportamento de t%(lf%)

2
> , 1l<r<oo

Teorema 4.5. Sendo 1 < r < 0o, tem-se
. |m| 4t A
Lr(R) (4mX\)z \ r

t20=9u(-, )]

ao t — 400, onde m € a massa de u(-,t) e A € dado por (1.4).

t>0

Demonstracao: Seja u(-,t) dada por
x € R",
t>0

iy = div(AV4),
x € R",

u(x,0) = to(x),

(4.16)
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onde

X1
0, |x|>1

sendo que v, é dado por (B.2).

Dado 1 < r < o0,

OV ey = 4 [ i, i

Como
1 v A= (x—v))
1 _ Im| e~ 1t (XY AT (xY) gy
(471')\15)5 |’Un| ly|<1
temos

(=115 r 2(r— 1 |m|T
HODaC )l = 0 [ sl

4mAt)zT o,

(4tf)ar|27?|r ([ e dn iy ) ax
TA)2 U JRe \Jly|<1

Agora, introduzindo ¢ = \/XT’ obtemos

(1)) 0 . t™> |m[" » e at(e 2 "

B ey = g 408 [ (/| e dmay) g
n " yI<

S (/ e<§j_4_t’A_1<§x/L4_t)>dy>rd§,
Rr \J Jy|<1

(47))2" o
Ora, para cada ¢ € R™ dado, usando (4.7),

/ ef<€*\/yT’A_l(§7\/y_47)>dy < CUn6_<£’A71£>, VxeR"
ly|<1
onde

C = pllAls

Pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, ao t — 400, e por (B.1),

obtemos

n on r ey A .y T
lim 50Ol = Jim 2L [ (/ eI T gy ) ae
t—+o00 t—+4o00 (47‘(‘)\)2T 'U;; n |y|§1

_ 2" |m] o efr(g,A_1§>d£

(4mA)2" v Jgn "

- (2
 (4m)Er r '
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Portanto,
n A7\
+501-7) a(, )| pr e _>|L|n<_> .
- Bllen = oy (5
O

A figura abaixo mostra o comportamento da solugao u(-,t) para dife-
rentes tempos e ilustra as propriedades discutidas acima: aot — oo, tem-se |[u(-, )|/ L1(rn)
— |m| enquanto ||u(-,t)||zr@r) — 0, com |lu(-,t)||zr@mny decrescendo mais rapida-

mente a medida que r cresce.

(a)

1F — t=0 N
t=1 25
a5t — =25 [
= =375 ||
Z 0 /‘T— =50
N5tk _
Ak _
1 1 1 1 1
-15 -10 A 0 g 10 15
(b) *
15 1 1 1 1 1 1 1 1 Ll
— EO0it)
— E1it)
1+ E2it) -
= — max |uf
L
05 \ -
|:| 1 1 1 I I I I I

Figura 4.1: (a) Comportamento da solugdo u(-, t) para alguns valores de t da equagao
Ut = Ug, correspondente ao perfil inicial ug = —z(z+1,5)(1—2) para —
I,b<z<lewy=0paraz < —1,50uxz > 1. (b) Massa transportada
e comportamento assintético (¢ — oo) de varias normas da solugdo
u(-,t) = K(-,t) xup para o problema descrito em (a), onde E0(t) = |m]|,
B1(t) = [lu,t)l[z, £2(8) = |lu,8)[[z2 e max fu] = [Ju(-, ¢)||pe.
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Lr(Rn)s €ASO p > 1

ju(-,1)]

1
T

n{l_
4.3 Comportamento de t> (5-+)
Nesta se¢do, vamos mostrar de um modo quase imediato que, se u(-,t) €

Lrer)y =0

LP(R™) para algum 1 < p < oo, entdo
7 Hu1)

lim ¢2
t—+o00
para cada p < r < oo, uniformemente em r. Comegamos pelo caso r = p.

Teorema 4.6. Sendo u(-,0) € LP(R™) para 1 < p < 0o, entdo

u(-,t)|| Loy = 0 ao t — +oo.
(4.17)

Demonstragcao: Dado € > 0, seja R > 0 suficientemente grande tal que
p

x| <R

Sejam vy e wy € LP(R™) dadas por
x| = R

u(x,0),
vo(x) = 0
de modo que w(-,t) dada por
(4.18)

£
2

e wy = u(-,t) — vo: por (4.17), temos ||wo||Lr(rn) <
—a Xy AT YD)y (y)dy

1 1
wxt) = (47\t)% /R
(4.19)

N

satisfaz, pelo Teorema 2.5,
lw (-, )| zo(en) < [Jwol| o) <
(4.20)

para todo ¢ > 0. Por outro lado como vy € L*(R"), pois
1
[vol| 1 ey —/ [u(x, 0)ldx < (vaR™)"" 7 [Ju(:, 0)| o)
|x|<R

usando a desigualdade de Holder (A.5), segue pelo Teorema 3.1, que v(-,t) € LP(R")
(4.21)

<X7y A_l(xiy)>/UO (y)dy7

dada por
1 1
)= ——— @
vt = /Rne
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satisfaz
_n(q1_1
[0, 8) | zogeny < CONm, p) ol eyt 2 (75). (4.22)

Portanto, temos ||v(,t)||Lr(rny < § para todo ¢t > t, para algum ¢, suficientemente

€
2

grande, e dai

[u(s Ol lpr@ny < oG Ol zon) + [[w( 1) o)
€

+e
2 2

IN

=€
para todo t > t,. O

Teorema 4.7. Sendo u(-,0) € LP(R") para 1 < p < 0o, entdo

t%%”U(‘,t)HLOO(Rn) —0 aot— +oo.

Demonstrac¢ao: Usando a desigualdade de Sobolev (A.17), (ver[Friedman, 1969])

1-1 n 1%
(s )l oeny < Clp m)|luls )| oy [ D™, O 2o (4.23)

obtemos, pelo Teorema 3.4 (com ¢ = n,r = p)

1

Cp n)l|u(, )| o fny (€2 1 DR )| o gemy ) »
1 1-1
< C(p, n)(Ca(ps A, ) lul-; 0)[[Logrn))? [[w(s O] 1o finy
1

Cp, A )l[w( )| poen

IN

t2r|[u(, )| poo(n)

para todo t > 0, de modo que, pelo Teorema 4.6, temos o resultado. |

Teorema 4.8.

1

5 G0 |[u(, )|

ey — 0 aot — +o0.

para cada 1 < r < oo, uniformemente em r.

Demonstrag¢ao: Usando os Teoremas 4.6 e 4.7 acima, resulta, por interpolagdo, para

cada p < r < o0,

£5 G0 (-, )|

n(l_1 p 1—k
vy < G ul Ol 6 )iy

P

= Hu("t)H[F/P(Rn)(t%Hu('?t)HLOO(R"))(l_F)
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isto é,

t5()

lu(-,t)||Lr@ny = 0 a0t — o0,

como afirmado.
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5 EQUACOES DE ADVECCAO-DIFUSAO

5.1 Introducao

Neste capitulo, estendemos os resultados anteriores a equacoes de ad-

veccao-difusdo mais gerais, da forma
ug + div f(u) = div(A(u)Vu) (5.1)
com u(+,t) correspondente a um estado inicial
u(-,0) = up € LP(R™) N L*>(R") (5.2)

onde 1 < p < 2. Aqui, div f(u) é o divergente da fungdo fluxo f(u) com respeito a
varidvel espacial x = (1, ..., ), i.e., div f(u) = Oz f1(u(x,t))+. . .40z, frn(u(x, 1)),
Vu é o gradiente espacial de u(x,t), e A(u) denota uma matriz positiva definida de

ordem n descrevendo a dissipagao de viscosidade no sistema, com

(€, A()E) > ulg]* VEER (5.3)

para alguma constante p > 0 e para todo u envolvido, onde (-,-) denota o produto

interno em R", i.e.,
&m) = &m (5.4)
i=1

se€=(&,--,6),m=(n,...,nn), com &, n; € R para todo ; escrevemos também
&-m para (€,m). As fungdes A, fsdo dadas, e supostas suaves; se quisermos, podemos
também supor (sem perda de generalidade) que A(u) é simétrica para todo u, visto
que podemos substitui-la por sua parte simétrica, (A(u) + A(u)”)/2, porém isso nao

serd realmente necessdrio.

As solugdes u(-,t) de (5.1), (5.2) que consideraremos na investigagio
conduzida neste Capitulo sdo, como antes, as solugdes u(-, t) variando continuamente
em LP(R™) e limitadas, i.e., u(-,t) € C°([0, oo[ , LP(R"™))NL>®(R" x 0, oo[) satisfazem

(5.1) no sentido cléssico e verificam o principio do maximo dado por
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[u(, )| ooy < [Juo]|zoerrn) (5.5)

para todo t > 0, ver Teorema 5.1 a seguir. Ademais, para um par qualquer u(-, ),
u(-,t) correspondentes a estados iniciais ug, Uy € LP(R™) N L®(R™), existe B > 0

constante tal que
(- 8) = a(, )l zoeny < €% lluo — tiol| o) (5.6)

para todo t > 0, de onde segue (em particular) que as solugdes de (5.1), (5.2) sdo
tnicas, [Kreiss e Lorenz, 1989], [Hagstrom et al., 2005]. No caso p = 1, é mostrado

na secao 5.2 que se pode tomar B = 0, tendo-se entao
Ju(-, ) = @, t)l[zrgrny < [Juo — dol| 1 rn) (5.7)
para todo t > 0, ver Teorema 5.2.

Na secdo 5.2, descrevemos as taxas de decaimento de u(-,t) e suas
derivadas, seguindo [Hagstrom et al., 2003], [Zingano, 1999], [Zingano, 2004a] e
[Zingano, 2004b]. Os resultados no caso 1 — D, isto é,

u+ f(u)e = (a(u)ug), (5.8)
u(z,0) = up(x) wup € LP(R) N L>(R) (5.9)

sao derivados em detalhe, a partir de desigualdades de energia. A mesma técnica é

utilizada no caso n-dimensional, n > 1, como mostrado na subse¢ao 5.2.2 .

A seguir, na Secio 5.3, consideremos o caso p = 1 (isto é, ug € L'(R™)N
L*>®(R™)), e utilizamos as estimativas obtidas na se¢do anterior para mostrar que as
solugbes de (5.1), (5.2) sdo bem aproximadas ao ¢ — +oo pelas solugdes v(+,t) da

equagao de Burgers
v+ £ (0)vg + f (0)vvy = (a(0)vge), X ER, >0 (5.10)

v(z,0) = ug(x), (5.11)
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no caso n = 1, e por v(+,t) dada pela equacdo do calor
v +£(0)- Vo = div(A(0)Vv), xeR" t>0 (5.12)
v(x,0) = up(x), (5.13)

no caso n > 2. Em ambos os casos, considerados separadamente nas subsecoes 5.3.1

e 5.3.2, obtemos que

lim £33 |u(-, £) — v, )] e =0 (5.14)

t—-+o0

para cada 1 < r < oo, uniformemente em r. Disso resulta que, sendo u(-,t), (-, t)

solugdes de (5.1), (5.2) transportando a mesma massa, temos

lim 3 (=5) Ju(-, 1) — a(-, £)]| pram = 0 (5.15)

t—4o0

para cada 1 < r < oo, uniformemente em 7.

Finalmente, na Secao 5.4, consideremos o caso 1 < p < 2, obtendo que

lim ¢5 G5 Ju(, )| r@n) = 0 (5.16)

t——+o0

para cada p < r < oo, uniformemente em r.

Antes de procedermos a derivagdo destes resultados, serd tutil revisar
algumas propriedades basicas das solucdes u(-, t) que serao utilizadas posteriormente.
Seguindo [Harabetian, 1988], [Kreiss e Lorenz, 1989], construimos func¢ées sinal re-

gularizadas do seguinte modo: tomando ¢ € C?*(R) mondtona crescente com

p(0) = 0 sex=0
plz) = 1 sex>1

plz) = -1 sex< -1

e, para cada § > 0, seja p; € C*(R) dada por

X

s(z) = ¢ (5) vz eR. (5.17)



48

Definindo Ls; € C*(R) via
Liw) = [ ese)te vocR (5.15)
temos Ls > 0, Lg >0e
Ls(z) — |z| ao 0—0 (5.19)
uniformemente em x € R, com ademais
Ly(z) = sgn(z) ao d§—0 (5.20)

para cada z € R, onde sgn denota a funcao sinal. Esta funcao L;(-) tem, assim,
o papel de uma funcao sinal regularizada sendo 1util para estimar propriedades de

normas LP como por exemplo a norma L', como ilustramos a seguir.

Teorema 5.1 (Monotonicidade de || - ||z &n)). Sendo u(-,t) a solug¢do de (5.1),
(5.2), tem-se

lu(-, t)||or@ny < |lul-,0)||lr@ny VE>0 (5.21)

para cada p < r < 00.

Demonstracao: Dados T > 0, p < r < 00, 0 < ty < T, tomamos uma ¢-familia
L;(+) de fungdes sinal regularizadas (introduzidas acima) e multiplicamos (5.1) por

rLs(u)""*Ls(u), integrando em R™ x [tg, T] para obter

/R Ls(u(x,T))"dx + /tOT / W (ulx, £)(Vu, Au) Vu)dx = / Ls(u(x, to)) dx,

n

onde ¥(s) := r(r — 1)Ly(s)" + Ls(s)" 'Ly (s). Como ¥(s) = d?/ds?’Ls(s)" > 0

visto que Ls(s)" é convexa em s € R, e (Vu, A(u)Vu) > 0 por (5.3), resulta
/ Ls(u(x, T)) dx < / Ls(u(x, o))" dx
para todo § > 0, fazendo § — 0, obtemos

lu(x, T)|"dx < lu(x, to)|"dx,
Rn Rn
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e (5.21) é obtido fazendo ty — 0, que fornece

[[u(es )l @ny < (-, 0)

LT(R")'
Finalmente, fazendo » — oo, resulta
[a(, T)l|poe(ny < [Jul:, 0l oo (n).-

OJ

De modo anélogo, obtém-se o seguinte resultado fundamental, valido

apenas no caso p = 1.

Teorema 5.2 (Contratividade em L'(R")). Sendo u(-,t), u(-,t) solugdes de
(5.1), (5.2), correspondentes a estados iniciais u(-,0),4(-,0) € L*(R") N L®(R"),

tem-se
(-, t) = a(, t)lzr@ny < |lu(-,0) — a(-, 0)||1rn) (5.22)

para todo t > 0.

Demonstragao: A diferenga 6(-,t) = u(-,t) — (-, t) satisfaz
0; + div[f] = div(A(u)V0) + div([A]Va), (5.23)

onde [f] = f(6+u)—f(a), [A] = A(+0)—A(a). Dados T > 0, ¢y € |0, T, e tomando
uma §-familia Lj(+) de fungdes sinal regularizadas Ly, conforme (5.17) - (5.20) acima,

obtemos, multiplicando (5.23) por L;(6(x,t)) e integrando em R™ x [to, T,

/RnL(; (x,T)) dx+/ / )(V8, A(u)V8)dxdt
:/Rn L,;(Q(x,to))der/ / LL(0)( [f], V) dxdt
/ / L;(6)([4)Va, V6)axdr,

de modo que, como L5 () > 0 e (VO, A(u)VE) > 0,
/ IO T))ax < /R L(8(x, 1) dx
+ / : / LL(6)(f], VO)dxdt — / : / LL(0)([A]Va, Vo)dxdt  (5.24)

to
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para todo § > 0. Como Lj ()8 — 0 ao § — 0 para todo 6 e |L;(s)s| < C para todo

s€Red >0, resulta pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue que

/tT / L. (0)([f], V&)dxdt — 0

T
— Ls(0)([A]Va, VO)dxdt — 0
ao 6 — 0, de modo que, fazendo 6 — 0 em (5.24) acima, resulta [|6(-, T)||p1(rn) <

10(-, to)||L1(&n), © que mostra o resultado. =

Este resultado permite obter a seguinte propriedade de monotonicidade

do operador solugdo de (5.1).

Teorema 5.3. Sendo u(-,t), u(-,t) solugées de (5.1) correspondentes a estados ini-
ciais u(+,0),a(-,0) € L*({R™) N L®(R"), com u(-,0) < a(-,0), entao u(-,t) < a(-,t)
para todo t > 0.

Demonstragao: O argumento a seguir é adaptado de [Crandall e Tartar, 1980]: con-
siderando I(t) dada por
I(t) = lu(x,t) — u(x, t)|dx + / (u(x,t) — a(x,t))dx, (5.25)
]Rn n

temos I(t) > 0 para todo ¢, enquanto, pelo Teorema 5.2,

0<1() < [ Julx0) (. 0)ldx + / w(x, £)dx — /R (%, £)dx
= . lu(x,0) — a(x,0)|dx + /n u(x,0)dx — /Rn u(x,0)dx
_ /n(\u(x, 0) — a(x,0)| + u(x, 0) — (x,0))dx
=0

visto que |u(x,0) — 4(x,0)| + u(x,0) — @(x,0) = 0 pela hipdtese. Logo, I(t) =0, e

assim

lu(x,t) — a(x,t)] + u(x,t) — u(x,t) =0 (5.26)
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para todo x € R™, visto que |u(x,t) — a(x,t)| + u(x,t) — a(x,t) > 0 para todo
x e I(t) = 0. Isso implica que u(x,t) — @(x,t) < 0 para todo x, 0o que mostra o

resultado. O

5.2 Taxas de decaimento

Nesta se¢ao, descrevemos diversas taxas de decaimento para u(-,t) e
varias derivadas, que serdo necessarias para a obtencao dos resultados discutidos

nas secoes 5.3 - 5.4.

5.2.1 O caso unidimensional, n =1

Iniciamos investigando o decaimento das solugdes u(+,t) no caso n = 1,

isto é, u(-, t) solugdo de

u+ f(u)e = (a(v)ug)s, z€R, t>0 (5.27)

u(+,0) = up € LP(R) NL>(R), (5.28)

onde 1 < p <2, com a, f fungdes suaves satisfazendo
a(u)>pu>0 Yue|[-Ky, Ky (5.29)

para p > 0 fixo, onde K, é tomado de modo a se ter

(s )[Ry < Keo- (5.30)

Também serd conveniente introduzir K, > 0 tal que
[uC, O)llzr@) < Kp. (5.31)
Comecamos pelo caso p = 1, i.e., assumindo uy € L'(R) N L®(R).

Teorema 5.4 (Desigualdade de Energia 1a). Sendo u(-,t) solu¢do de (5.27),
(5.28) com ug € LY(R) N L>(R), tem-se

T
1 1
Tl!u(~,T>|!%2(R)+2u/ tllua(-, )72y dt < 2V2l[u(-, 0)][Tigu 2T>  (5.32)
0
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para todo T > 0.

Demonstragao: Multiplicando (5.27) por tu(z,t) e integrando em R x [0,7], T > 0

dado, obtém-se

/ /uutdxdt—i-/ /uf edxdt = / / ) dadt.

Integrando por partes, resulta

/OTt/Ruutda:dt - g/R(u(:U,T))zdw—%/OT/R(H(Q;J)PC&;C%

T T ) 1 T )
|t [ wudodt = Sl Dy~ 5 [ a0t (5.33)
o Jr 2 2 /o

Por outro lado,

isto é,

/Ruf(u)wdxdt:/Ru(a:,t)f'(u(a:,t))ugc(:[:,t)da::A%g(u(m,t))dx

onde

u(z,t)
o(z,t) = / of (v)do,

de modo que

[ uftwds=o
R

e assim

/0 i /]R wf (u)pdzdt = 0. (5.34)

Finalmente, integrando por partes, temos também

T
/ / )edzdt = / t/a(u)uida:dt,
o Jr

e por (5.29), resulta

T
/ / U)Ug)pdrdt < u/ t||u;,3(-,t)H%2(R)dt. (5.35)
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Assim, por (5.33), (5.34) e (5.35), obtém-se

T T
T\!u(',T)\!iz(R)+2u/0 tHuw(-,t)lﬁz(R)dtS/o [, )12y dt. (5.36)

Pela desigualdade de Sobolev (A.12), pela desigualdade de Hélder (A.5) e pelo Teo-

rema da Monotonicidade (ver 5.21), obtemos
T , s A )
) A R YOOl R P COY e
0 0
Ll ey [ a0
< VAlu(, 0)[71g, i e (-, )| 2 ry 0t
2 4 2 1 T 3
< %Mhmmwﬁhﬁﬂ%Yg@u/tMA%m%®ﬁ>
0
Portanto, sendo E(T) = T[ju(-, T)|[72( + 21 fOTt||u$(-,t)||%2(R)dt, obtemos
3 1,1 1
B(T) < 2u(:, 0)lf u STHE(T)E,
o que implica

1.1
E(T) < 2v2|fu(-, 0)|[F1gyn 2T

como queriamos demonstrar. O

No caso p = 2, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 5.5 (Desigualdade de Energia 1b). Sendo u(-,t) solu¢do de (5.27),
(5.28) com ug € L*(R) N L*(R), tem-se

T
lu(, T)Z2e) +2u/0 [ua(, )72y dt < [lul:, 0)I72) (5.37)

para todo T > 0.

Demonstragao: Dado T > 0, multiplicando (5.27) por 2u(zx,t) e integrando em

R x [0,T], obtemos, apds integrar por partes,

T
I Dy +2 | [ atwpidodt = a0z
0

e assim, por (5.29), obtemos o resultado. O
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Finalmente, no caso 1 < p < 2, procedemos como na derivacdo do

Teorema 5.4 para obter o seguinte resultado.
Teorema 5.6 (Desigualdade de Energia 1c). Sendo u(-,t) solug¢do de (5.27),
(5.28), com ug € LP(R) N L>®(R), tem-se
T
1 1 1
TPHU(',T)Hiz(R)Jr?M/O trllug ()| Zamydt < Cp()l|ul, 0)[|Zoe T2 (5.38)
para todo T > 0, onde Cp(p) = (2/p)22%,u_(%_%>.
1
Demonstragao: Dado T > 0, multiplicando (5.27) por 2tru(z,t) e integrando em
R x [0,T], obtemos, apds integrar por partes,
T
1 1 1 1_
T Ol +2 [ 1 [ atwpuate, 02zt = 1 [ 57t gt
0 R P Jo
de modo que, por (5.29),
1 T, 9 1 [T (i1 9
Tollu(, ) Za@) + 20 | tollua(, t)||Z2mdt < P [u(, D)7zt (5.39)
0 0
Pela desigualdade de Sobolev (A.12), Apéndice A, obtemos
T 19 2 2-p 4 1, 2+p 2+p
| o e < 45 [ a0l a0
2L 2+p g 1.1 23_72
< 4GOI [ 6 Ol
pelo Teorema da Monotonicidade (ver 5.21). Pela desigualdade de Hélder, temos
T
|6 Ol < 2075 e 0) 57 T B ()8
0
onde
1 2 T 2
E(T) :=Tvlu(-,T)llz2@ + 2#/0 t7 ||ug (-, )| 72 r)dt-
Portanto, por (5.39), obtemos
2 —p
B(T) < 2 (-, 0)| 55, T B(T) 55,
p

o que fornece

[N

2\ 2 1 1
B(T) < () W3 0) 2o T,

como afirmado. O
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Em particular, segue dos Teoremas 5.4 - 5.6 o seguinte resultado fun-

damental.

Teorema 5.7. Sendo u(-,t) solucao de (5.27), (5.28), 1 < p < 2, tem-se

(-, )| o=z < Collua(:, 0) | oy (uat) 2 (5.40)
para todo t > 0, onde Cp = 22p+_ G

Demonstracao: No caso p = 2, temos, pelo Teorema 5.5,

[us Dl 2@y < lul; 0|2

T
1
/0 a7 ey r < 5ol Ol

pelo Teorema (A.10), Apéndice A, existe t, € [0,¢] tal que

1 _
e (-, )| T2y < EHU('?O)H%%R)t L
de modo que, por (A.11), Apéndice A,

1 1
luCot)lom@ < V2l bl e ) e

< V2Tl 0) eyt
e entao,
(e, ) ooy < V2lJu(-, 0) g2z (ut) 5.
No caso 1 < p < 2, temos, pelos Teoremas 5.4 e 5.6,
(-, )|y < Cpl(p)? |-, 0) | poeyt¥G2)
e

t 1 1
ﬁ”!l%(-n)l!m dt < ()H (5 Ol Zoeyt?s

2
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por (A.10), Apéndice A, existe t, € [£,¢] tal que

de modo que, por (A.11),

lu t)lle@y < V2l

1 1
t )HEZ(R)H%(Ht*)”iZ(R)
< V22 ()
(i

gy iyl
(-, 0) [yt~ 58, 7,

e entao,

1

L43 i _1
lu Dl < s t) ey < 29y (0)2 a5 [u(-, 0) | ooyt

onde Cp(p) é a constante referida no Teorema 5.6, 0 que mostra o resultado. O

Interpolando as estimativas dadas nos Teoremas 5.4 - 5.7 acima, obte-

mos imediatamente o seguinte resultado:

Teorema 5.8. Sendo u(-,t) soluggo de (5.27), (5.28), onde uy € LP(R) N L>°(R)

com 1l <p<2, temos
1-2 1(1_1
(-, )|y < Cp* [lu(, 0) | pogey (ut) 2 (+) (5.41)

para todot >0 ep <r < oo, onde C), é a constante dada no Teorema 5.7.

Demonstragao: Pela desigualdade (A.9), Apéndice A, temos

[T [ 5 1

e >Hm Co " [l 0) Iy () 270,

[[u(-, 1)l

IN

L"(R)

IN

0 que mostra o resultado. O

Na secdo 5.3, precisaremos também de estimativas para ||u,(-,t)||z2(r)
e |luze(-,t)||z2r) no caso p = 1, ie., quando u(-,0) € L'(R) N L®(R). Antes de

podermos derivar desigualdades de energia para u,(-,t) e uz.(-,t), visto que nada
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se assume sobre uy(+,0) ou ug,(+,0), precisamos observar o seguinte. Dado 5 > 0

qualquer (arbitrariamente pequeno, mas fixo), temos, pelo Teorema 5.4,

to 1
[, thuaC OByt < Ot ) Byt

2

para C(u) > 0 constante apropriada (dependendo apenas de p). Por (A.10),
Apéndice A, existe ty € [%0, to] tal que

tollta(, to)l[72(e) < 2C (1) ||u(-, 0) |7y to 7,

=

de modo que

~

tollua (s to) 22 ey < 2C(1)[Ju(, 0)][71ny

D=

(5.42)

Segue que (tomando uma seqiiéncia (tAO(E))g com tAO(e) — 0 ao ¢ — o0), existe

seqiliéncia (t(()e) )¢ com

to lu( ) llee) = 0, t70 (5.43)
Podemos agora estimar ||u,(-, t)|/r2r) no caso ug € L'(R) N L®(R).

Teorema 5.9. Sendo u(-,t) solugdo de (5.27), (5.28), com uy € EP(R) N L>(R),

tem-se

ltta- 1) |22y < C 11, K, Koo)[[u(-, 0)]| eyt (5.44)

para todo t > 0, onde C(u, K1, Kw) > 0 € uma constante que depende apenas dos
pardmetros p, K1, Ko, dados em (5.29) - (5.31) acima.

Demonstragao: Introduzindo 9 (-, t) via

u(z,t)
U(z,t) = /o a(v)dv (5.45)

temos que (-, t) satisfaz a equagao

Yy + f(¢):v = a’(¢)¢xma (546)

onde

F(o) = / @)y, a(v) = a(@(v))
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e ®(-) denota a fungdo inversa de ¥(-) dada por

De (5.45), (5.40), temos
u(z,t)| < Cy [Y(z, )] < Ag
para todo z € R, t > %, onde

Co = V12||u(-,0)|| ey (ute) "2 A = max |a(v)|Co.

[v|<Co

Em particular, de (5.45) obtém-se
[Y(z,t)| < C(Ku)lu(z,t)] VzeR, (5.47)
de modo que ¥(-,t) € L*(R) para todot >0 e
[, )y < Ol K, Kool 0)llzrayt 2 V8> 0. (5.48)

Dado T > 0, tome t, € |0, T[N {(£?), : £ € N} onde (t?), ¢ dada em (5.43) acima;
derivando (5.46) em relagdo a x, multiplicando a equagao resultante por 2t*t,(z, t)

e integrando em R x [tg, T'], obtemos

T
T2|[o (- T 2oy + 2#/ t[ s (- O |2 dt < tollva (s to) 1oy +

to

2 / 0 e £) |2+ 2 / 2 / ol (@) )udadt  (5.49)

to
em vista de (5.29).

Como ¢, = a(u)u,, tem-se por (5.47),

12 (, Ollz2@y < Cllua(,t)llz2w)- (5.50)

Ora

/t t2/R%(f'(<I>(¢))%)mda:dt = /t tz/wa(f’(@(¢))_f'@(o)))%)xdxdt

!

N / t* / (' (@) = f ' ((0)))thyhyedadt,
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pela desigualdade (A.1) com € = pu, e por (5.48), tem-se

T
|8 [ @)~ £ (@(0)btnaduit <
to R
T T
<[ P Ol g [ [ 1 @)~ 1 @O dadt
T T
< [ B Ot + ClFo) [ [ (010 ot

to

T T

to to

De modo que, por (5.49) obtemos

T
T (-, T) 2oy + / [t (-1 ) By

to

T
< Bl 1) ey + €l Koy Koe) [ a0 By

to

Portanto, fazendo ¢y — 07, conforme (5.43) acima, obtém-se entdo

T T
T2ty (-, T) gy + i / Bt 1) 2oyt < O, K, Koo) / g ()2

to to
para todo T > tgy, onde C(u, K1, Ky ) > 0 depende de u, K, K.

De modo que por (5.32) acima, obtemos

T
1
T2 (-, T 22y + N/ ]| (- 1) | T2y dt < O, K1, Koo)|u(-, 0)[| 31y T%(5.51)
0

para todo T' > 0.

Em particular, resulta
3

wa(aT)HL2(R) S C(u,Kl, KOO)HU(,(»HLI(R)TiZ V T > 0 (552)

Como Y, (z,t) fo () = a(u(z,t))uz(z,t)

fornece
Yu (2, 8)| > plus(z, )]
resulta de (5.52) que
pllta(@, )| 2y < Cu, K, Koo)|[u(-, 0)||aeyt ™

e o resultado estd mostrado. O
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Teorema 5.10 (Desigualdade de Energia 2). Sendo u(-,t) solu¢ao de (5.27),
(5.28), com ug € L' (R) N £°(R), tem-se

T
T4 ua (-, T) 2oy + 1 / ¥t (- £) 2o

to

< O, K, Koo)[u(, ) [y T2 (14 T%) ¥ T >0 (5.53)

para alguma constante C(u, K1, Ko) > 0 que depende apenas dos parametros p, K1, K

dados acima.

Demonstragdo: Derivando a equagao (5.27) em relagdo a z, multiplicando por tu,

e integrando em R X [ty, T, onde ¢y € ]0,T[ é dado em (5.43) acima, obtemos

T
T |us (-, )| 72w +2u/ g, )|z dt < tollua(:, to) 12

to

T T
4 / £t )2t + 2 / 4 / £ (W)t ttpadadt
to to R
T !
—2/ t4/a (u)uZug ddt (5.54)
to R

Pela desigualdade (A.1), tomando € = £, obtemos

/ t [ 1) = £ Ol e dnct
< / t4/|um] dedt + > / t4/|f 0)2|u, [2ddt
3 to to

de modo que por (5.40), tem-se

T
20 10— F O Pultdodt < Clo ki) [t 0l e O et
t
T ’ T

to to

Assim,

/ f / 1F () — £ (0)utgl o | ddt

T

1%

< [ e )yt + O K, )T / s eyt
to to
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Por outro lado pela desigualdade (A.1) com ¢ = £, e por (A.13)

/ t4/]a )| |ty |dzdt < 20(K, / t4/ U2 [ty | dxdt
to

T
L
S @/ﬁm%uﬂmwﬂ

to to

T T
I
< g/ t4Hum:('7t>H%2(]R)dt + C(M’ Koo)/ t4|luw('at)”i%R)”“mm('vt)”L?(R)dt
to to
2M T T
<3 t4||u:v:v('7t)||%2(R)dt+C(,LL7KOO)/ [ (-, 1) [ 2 ey e, )] 2o e dt
to to

2p g 4 2 g 2
< = t ||wa('at)||L2(R)dt+C(,Ua Ky, Koo) t||uw(‘7t)||L2(R)dt-

- 3 to to
usando (5.44).

E também
T T
4/ ] (-, 1) | F2 gy dt < 4T2/ tllus (-, 81|72 (gydt-
to to
de modo que, por (5.54), obtemos
T
T ua, T ey [ ) eyt

to

T
< tolluw (-, t0)lZ3r) + Cu, KuKoo>(1+T2)/ g (-, )22 dt

to

Portanto, fazendo ty — 07, conforme (5.43) acima, obtém-se entéo

T
T4 ua ) By + 1 [ e ) gyt

to

< Cp, Ky, Koo) (14 T%) [, 0) |71y T2

para todo T > to, onde C(u, K1, Ky ) > 0 depende de u, K7, K como afirmado em
(5.53). O

Em particular, como em (5.43) acima, podemos concluir de (5.53) acima

que existe seqiiéncia (t((f))g com

£)5 L l
ty) oo (-, ty)) 22 — 0, )0 (5.55)

ao { — oo : de fato, dado £, € )0, 1[ qualquer, temos por (5.53) que

D=

o
| e et < Cl Ko Kol
12

0/2
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de modo que existe ty € [%0, to] tal que
1
tol|taz (s to)l| T2y < 20 (1, K1, Koo)to 7,

e assim,

D=

0 || tga (-, tO)HL2 < 2C(u, K1, Koo)to®.

Teorema 5.11. Supondo a, f € C?, e sendo u(-,t) solugio (5.27), (5.28), com
up € L'(R) N L2(R), tem-se

T
T\t T) [2aey + 1 / tas (- £) 2o dt

to

5
< Clp, K, Koo)[Ju(, 0)|| Ty (1 + T2)T°2 (5.56)

para todo T > 0, onde C(u, K1, Ks) > 0 € uma constante que depende apenas dos

parametros p, K1, Ko acima.

Demonstragao: Derivando a equacao (5.8) duas vezes com relagio a z, multiplicando
por t"u,, e integrando por partes em R x [tg,T], to > 0 tomado como em (5.55),

obtemos

T
T [ua(, T) 22 +2u/ t[taa (-, ) |22y dt < tolluas(, o)l Z2)

to

+7/ 19|t (-, )||L2 dt+2/ t7/ |f '( 0)||tpe||tsze|dzdt

+2/ t7/f w)u umxdwdt— 2/ t7/ Ju umggda:dt
—6/ t7/a’(u)uwumuwmdxdt. (5.57)
to R

Pela desigualdade (A.1), tomando € = £, obtemos

- _/ t7/ |U$$$| dedtt / t7/ |f | |’Uf;m:|2d$dt

de modo que por (5.40), tem-se

T
20 [0~ £ O Phusdntt < o) [0 sl D
to
T

< O, Ky, Ko / 19 [t (e, )| Byt < C s Ky, Koo T / ¥t - £) |y .

to to
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Assim,

o[-

T
/t7Hum(-,t)H%2(R)dt+C(M,Kl,Koo)T2/ 4tz (-, ) || 72y A2
to

to

0)|| v ||tz |dxdt

< H
-5

Por outro lado pelas desigualdades (A.1), (A.14) e por (5.44), obtemos

T
z/ t7/ 10" ()| |42 [ty | ddlt
to R

T T
5
/ a1 eyt + (K / £t ()| So

to to

T T
/ e (r£) 2yt + C (1, Koo) / U IRER LI

to to

T T

L

< g/ t7||u:v:vac<'>t)”%2(R)dt+C(NaKOO)/ t7||uw('7t)”%?(R)Huww('at)”%?(R)dt
to to

<K

T T
B ) eyt + Ol K i) [ 8t 83t
to

to
Pela desigualdade (A.1) tomando € = £, pela desigualdade de Sobolev (A.16), e por
(5.40), obtemos

H

T
2/ t7/f“(u)uiumwda:dt <
to R 5

T
/ 7t (- £) 2oy

to

u [T
a / |lta (1) 2o d

5 [T "
+—/ t7/f (u)*ubdrdt <
:LL to R 5

T
O, Ko) / e £) [t <

to

T
+C(p, Koo)/ £l )| Zoe gy [0 (-, ) |22yt <

to

T
+C(Na KlaKOO)/ tﬁuuﬁw( ’ )HL2 dt <

to

to

T
/ (- £) 22t

to

B
5

T

1

o N T
to

g

T
) et

to

T
+C(/'L7K15KOO)T2/ t4||umm('7t)||%2(R)dt‘

to
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E também, pelas desigualdades (A.1), (A.14) e por (5.44), obtemos

T TT

T ’ u (T
—6/ t7/a (U) Uz UgpUppzdrdt < g/ t7||uxm(-,t)HL2 dt+C (u, K.
R

to A
[,

T

7

:B/ t ||t (-, ) |72y 0t + C 12, K
to

T T
p p
< g/ t7||um(.,t)||iZ(R)dt+g/ i (- £) 2yt + C s, K / t7/ oS ddt

to to

t7 / wlu?, drdt

t7/u Upprdrdt

2u [T
= ?/ t7]|umx(~,t)||%z(R)dt+C(,U, oo)/ t7||ux(7 )||L6 R)dt

to to

2” T T
< —/ ||tz (-5 1) | F 2y dt + C 1, Koo)/ £ (-, )| T2y [tz (- )| 72 gy

5 to to

2p T 7 2 T 4 2
< — [ tueee (5 ) T2mydt + Clu, Koo) [ % [uaa (- )| 72w dt-

5 to to
De modo que, por (5.57), obtemos

T
T\t (-, T) 220y + 1 / [t £) 22t

to
T

< tg”“mm('atO)H%Z(R) +C(u, Kl’KOO)T2/ t4Huww('at)H%2(R)dt'
to
Fazendo ty — 0% como em (5.55), obtemos entao

T
T\t (-, T) [2agey + / e e £) 22t

to

T
< O, Ky, Ko)T? / ¥t (1 £) [2oge

to

e entdo, por (5.53) acima,

T
Tt (- T) [22gsy + / 7t e £) 22

to

< C(p, K1, Koo)T*(1 + T, 0) |31y T2

como afirmado. O

5.2.2 O caso n-dimensional, n > 2

Consideremos, agora, u(-,t) solu¢do de (5.1), com u(-,0) € LP(R") N
L*>®(R"™), onde 1 < p < 2 e qualquer n.
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Teorema 5.12. Sendo u(-,t) solugio de (5.1), (5.2), tem-se

T
T (e, T) 22 oy + 20 / £ Du(-, 1) 2o dt
0

< C(n, ) G D fu(:, 0)] 2o T3 (5.58)

para todo T > 0, onde C(n,p) denota uma constante cujo valor depende apenas de
p e da dimensado n.
Demonstra¢ao: No caso p = 2, tem-se, multiplicando (5.1) por 2u(x,t) e integrando

[0, T, para T > 0 dado,

T
T gy + 2 / / (Y, A(u)Vadxdt = [[u(-, 0)|[Zsm,

de modo que, por (5.3),
T
[[u(, T)|[Z2rn) +2u/0 IVu(-, )] Zagnydt < |lu(, 0)][Z2gn),

o que implica (5.58) no caso p = 2. Considerando, agora, 1 < p < 2, podemos

em R" x

proceder como segue. Multiplicando (5.1) por 2t» u(x, t) e integrando em R™ x [0, T,

obtemos, pelo teorema do divergente,

T
T3 ||u(, T)|Bagan) + 2 / > / W)V, V) dxdt
0 n

n n__
_ " / 5 )|,

T p

de modo que, por (5.3),
n T n
T (-, T)| e + 20 / 5 D ) B dt

n [T sl 2
< - [lu (s )2 emydt.

0

Usando a desigualdade de Sobolev
iy ey ey ’i/zlﬁ)/n)
)]l [Du(, )] 13y

[[us Ol zz@ny < Cp 1wl )| o fen)

onde C,,, > 0 é uma constante que depende de n, p, (ver Teorema (A.17), Apéndice

A), obtemos, usando (5.21),
_20/p-1/2)
/p-1/2+1/n) 1/2+1/n)dt (559)

> 2(1_141) T__1
Ey(T) < 2 €2, Juol2 7 / |Du(-, )%
0

SES
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onde
n T n
B(T) = T3 [u(c )y + 20 [ 851Dl eyt
0

Pela desigualdade de Holder (ver (A.5), Apéndice A), obtemos

1/n
_2(1/p—1/2) 2) 1/p—1/2%1/n)

T
/ ——1 ||DU( )Hélz/z]?Rnl/Z-H/n) dt S <_
0 n
(1/p—1/2)

1/2 T " (1/p—1/2+1/n)
T2 </ ﬁHDu(-,t)Wdtﬂ(Rn)) ’
0

de modo que, por (5.59), resulta

- 2/n
Ep(T) < Crp - ol ey ™ - P
(1/p—1/2)

___(1/p=1/2)
p a7p=17241/m) .EP(T)<1/p—1/2+1/n>

para C,, » > 0 constante dependendo apenas de n,p. Logo, obtemos

By(T) < Cop - uto|[3oqemy - 7% - 1775
para C,, > 0 dependendo apenas de n,p, o que mostra (5.58) O
Em particular, resulta de (5.58) que
~#(-3) (5.60)

lu(-,t)|| L2y < Chplluol| Leny (ut) ™2

para todo t > 0.
De modo andlogo, utilizando o Teorema 5.12 podemos mostrar (ver
[Hagstrom et al., 2003] para detalhes) que, para cada ¢ > 1, temos

T
75D T g + 1 [ 65D 0 ) eyt
< Coln,p, s Koy Ko 02 T (5.61)

para todo T' > 0, onde C;, > 0 denota uma constante que depende de ¢, n,p, u e

K,, K dados por
(5.62)

||u0||L1’(Rn) < Kp, HuOHLOO(R”) < K.
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Em particular, para cada /,

_n(1_1)_¢
1D (-, 1) || 2zny < Co(n, b, ity Kp, Koo)#||uo]| oyt s(52) (5.63)
para todo t > 0; assim,
1D, )3y < Cum,poits Ky K)ol oot 36975 (5.64)
_n(1_1y_
102, )llz2gey < Colm, s s Ky Koo F[uol| eyt 2G5 (5.65)

e assim sucessivamente. Resulta, entdo, para todo t > 0,
e )y < CalluCe )l 1D, Ol
< O(n, p, 1, Kp, Ko) ||| po@nyt ™2 (5.66)
por (A.17), (5.60) e (5.63).

Teorema 5.13. Sendo u(-,t) solugao de (5.1) com uy € LP(R™) N L>®(R"), onde
1<p< 2 tem-se

(-, 1)y < C(n, py Ky Koot zoanyt™ 5 (77) (5.67)

para todo p < r < oo, onde C(n,p, Ky, Ks) > 0 € uma constante que depende dos

parametros n,p, K, e K.

Demonstragdo: Os casos 1 = p e r = oo foram considerados anteriormente, ver

Teorema 5.1 e (5.66) acima. No caso p < r < 0o, temos, por (A.9),

3 1-2
(s ) zr@ny < Nl Ol Eogny (s ] ooy

< C(n,p, Kp, Kool rgemyt ¥ 77)
para todo t > 0 como afirmado. O
5.3 Comportamento assintético, caso p =1

Nesta se¢do, investigamos o comportamento assintético (ao ¢ — +0o0)

de vérias normas das solugdes u(-,t) do problema (5.1), (5.2) no caso p = 1, i.e.,
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u(-,t) é dada por
us + div f(u) = div(A(u)Vu), x€R" t>0 (5.68)
u(x,0) = up(x), x€R" (5.69)
onde u(-,0) € L'(R™) N L*°(R™). Inicialmente, vamos considerar o caso unidimen-
sional (i.e., n = 1), e depois o caso em que n > 2.

5.3.1 O caso unidimensional, n =1

Temos, aqui, u(+,t) dada por (5.8), (5.9), i.e.,
u+ f(u)e = (a(v)ug)y, *€R, t>0 (5.70)
u(z,0) =up(z), z€R (5.71)

onde u(-,0) € L'(R) N L*°(R). Iniciamos substituindo a equagio (5.70) por outra
mais simples, que aproxima (5.70) suficientemente bem (ao ¢ — +00) para os nossos

propésitos. Intuitivamente, na equagio (5.70),

u + f (W)t = a(u)ug, + a (v)u’ (5.72)

T

temos, para t >> 1, que

w4+ (£ (0) + £ (0)u+ O(w?))u, =

(a(0) + a' (0)u + O(u?))ugy + (a (0)+a (0)u+ O(u?))u?
tem a forma
u+ (f/(0) + £ (0w)us + O(t™?) = a(0)use + Ot )
visto que temos, por (5.40), para a, f, suaves,

luC )|z = O™
e (s )|y = O()

oo, )|z = O@*2).
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Em particular, sendo v(-,t) definida por
v + f'(O)vw + f”(())vvm =a(0)vg, z€R, t>0 (5.73)

esperamos ter v(-, t) préxima de u(-, t) para v(+,0) adequada. Este fato é estabelecido
no préximo Teorema, seguindo a discussdo em [Zingano, 2004a]. E preciso aqui,

assumir que f”(u) seja Holder continua em u = 0, isto é, que se tenha
1f (w) = f (O <Tlul®  |ul <Q (5.74)

para algum € > 0, e constantes I', &« > 0. Antes de mostrarmos o préoximo Teorema,

precisamos observar o seguinte Lema:

Lema 5.1. Para cada € > 0 existe to = to(p, k1,0, T, Q;€) > 0 tal que

[u(-,t) —w(, )@ <€ > to, (5.75)

onde w(-,t) é dada por
wy + f 0wy + f (Oww, = a(0)wee, t >t (5.76)
w(-,t) = ul(-,to) (5.77)

Demonstragio: Seja ty = to(u, K1,Q) > 1 suficientemente grande de modo a se ter
[u, )z <@t >t (5.78)
e tomemos ty > ty, a ser escolhido abaixo (ver (5.85)). Como u(-,t) satisfaz
w+ £ (W), = (a(w)uy),
isto é,
ue+ £ (0)ug + f (0)utia + [ (u) = £(0) = f* (0)ulus
= a(0)uae + (la(u) — a(0)]us)s (5.79)

e como w(-,t) satisfaz

wy + f'(O)ww + f"(O)www = a(0)wge, t>tg
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obtemos que 6(t) = u(-,t) — w(-,t), satisfaz

6, + 1 (0)8, + 1 (0) (9—22 + 9w> = a(0)0pp — F()ugs + ([a(w)]ug)s,  (5.80)

1 ! "

onde F(u)=f(u)—f(0)—f (0)u e [a(u)]=a(u)—a(0). (5.81)

Observando que

para [£| < |u|, obtemos, de (5.74) e de (5.78)

"

\Fw)| = 1f"(€) — £ (0)|Ju] < T[€]*|ul < Tlul*te

para todo & € R, t > £, ou seja

[F (1) < Tl 0]t > 4o (5.82)

Analogamente,
[a(u)] = a(u) — a(0) = a (n)u para |n| < |u|, de modo que (5.83)
lau(, ) < CQu(z,t)] ¢ > to. (5.84)

Tomando Lj(+) fungio sinal regularizada ver (5.17) - (5.20) acima, multiplicando

5.80) por L;(6) e integrando por partes em R x [to, T, obtemos
s

/Lé dex—/ /f ( >9da:dt
_ /tT /R a(0) L} (6)62dadt — /t /R Ly(0)F (w)updadt + /t / L (0) (o)) odadt

visto que por (5.77), temos (-, ty) = 0.

Usando o fato de que L; > 0 e que |L;(6)| — 1, obtemos

/Lg((:rT Yz < £ // ( >9d:cdt
//|.7-" |um|da:dt+/ /| |um|da;dt+/ /|a )||ue|Pdzdt
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Pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos que

T
0)/ /RL;’(e)e (g + w> f.dzdt — 0 aod — 0,
to

enquanto as demais integrais podem ser estimadas como segue.

Por (5.82), (A.6), (5.40), (5.41) e (5.44), tem-se

T T
/ /|.7:(u)||uz|dxdt < F/ /|u|1+a|um|d:1:dt
to R to R

(o3

2 _a 1 _a
= —TC(u, K1, Koo)(ty > —T72) < =C(p, K1, Koo )Tt 2
Qo Q

YV 6 > 0 e para todo T > t,.
Analogamente por (5.84), (A.6), (A.1), (5.32) e (5.56),

//| || thzz|dzdt < C(K, //|u||um|da:dt

O(Kx) / M 0) oyt + () / it (- £) 22t

1
% to to

IN

< O, K, Ko) / 4t < Clu, Ky, Kooty *

to
VY § > 0 e para todo T > ty.

Finalmente, por (5.44),

/ /|a |ug|*dzdt < C(K )/ Hux(-,t)Hiz(R)dt

< O, K, o) / t1dt < O(u, Ky, Kooty

to
¥ § > 0 e para todo T > t.

Portanto, obtemos

1 1 _1
/L,;(Q(x,T))da: < 2O Ky, Kao)Ttg * 4 Ol K, Koty * 4+ Clp, K, Koot
R

para todo T > tg, 6 > 0.
Fazendo 6 — 0,

1

16(, Iy < C1t, K, Kooy 0, 6,T) (b * +19 2+t 2) (5.85)

para todo T' > ty, de onde segue o resultado. O
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Tendo mostrado o Lema acima, podemos obter o seguinte resultado

fundamental:
Teorema 5.14. Sendo u(-,t) solugdo de (5.8), (5.9), e v(-,t) solugdo de
v+ £ (0)vg 4+ f (0)vvy = a(0)vge, zE€R, t>0 (5.86)
v(z,0) =vo(z), z€R (5.87)

com vy € L*(R) e

/Ruo(a:)da::/Rvo(a:)da:,

entao

lim |Ju(-,t) —v(-,t)|[z1m) = 0. (5.88)

t——+00

Demonstrag¢io: Dado e > 0, pelo Lema anterior, existe t = to(€; i, k1, Koo, @, T', 8) >

0 tal que
lw(,t) = u( Dl < 5 Vi (5.89)
onde w(-,t) é solugdo de
wy+ f (0 wg + f (Oww, = a(0)wee, t> i (5.90)
w(-to) = u( ) (5.91)

Ora, v(-,t) é solugio de (5.86), com v(-,%y) = vy, onde vo(z) = v(z,t) para todo

z € R, e tem a mesma massa que w(-,tp), entdo

/R vo(w)da = /R oz, fy)dz = /R oz, 0)dz

:/Ru(x,O)dx: Au(w,tAo)dx:Aw(x,tAg)dx

Agora, por [Zingano, 2004al, temos entdo

|lw(-,t) —v(-, )1y = 0 aot — +oo
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de modo que, existe t > ¢, tal que
Jw(,t) —v(, Ollnw < 5 Vit (5.92)
Portanto, por (5.89), (5.92), obtemos
(- 8) = v, Dllosgey < lul+6) = wl, Ollrge) + I t) = o, Olagey < e
para todo t > t,, de onde segue o resultado. O
Teorema 5.15. Seja u(-,t) solugao de (5.8), (5.9) e v(-,t) solugdo de
ve+ f (0)vg + f (0)vvy, = a(0)vy, z€R, t>0 (5.93)
v(z,0) = vo(z), x€R (5.94)
com ug € L*(R) e
/u(x,O)d:c = / v(z,0)dz,
R R
entao,
2w, £) = v(, )|y — 0 a0 t — +oo (5.95)

para cada 1 < p < 00.

Demonstragao: Caso p = 1, ja visto no Teorema anterior. Caso p = 2: pela de-

sigualdade de Interpolacdo (A.9), temos que
1 1 1 1
tiflul,t) — v( )| z2y < t5llul,8) — vl Ol Fagg lul 1) — o0 )| oo g
e portanto, por (5.40) e (A.7),

1 1 1 1 1
tiflu(,t) —v( Ol < llulst) = ol ) 2y @2 llul, Ol + 2o )| zeor)) 2

1
< Clu, Ky, Koo)l[u(-,t) = v 8) |72y — 0
ao t — +o0, pelo caso p = 1.

Caso p = oo: pela desigualdade de Sobolev (A.11), temos que

1 1 1
t2[lu-t) = v(-, t)lpoy < V2lul, 1) = 0 )| o (EIDu( ) = Do, 1) 12@))?
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e assim, por (A.7) e (5.44),

IN

V215 [[u(-, 1) = v(, 1) 22 ) (1 Duls 1) || 22(m))?
+ V2t [|u( ) = v( )| 2oy (11 Do (- 1) |2y
< 1

O(M7K17Kw)(||u(':t) - v('7t>||L2(R))2 —0

1
t2llu(-,t) — v(:,t)|| oo (r)

D=

ao t — 400, pelo caso p = 2.

Caso 1 < p < oo: pela desigualdade de Interpolacdo (A.9),

pelos casos anteriores p =1 e p = oo. O

Teorema 5.16. Sendo u(-,t), 4(-,t) solugées de (5.8), (5.9), com u(-,0) e u(-,0)
em L'(R) N L*®(R) tendo a mesma massa, entdo

. l(lfl) ~ .

lim 2V 2/ |Ju(-,t) — a(-, t)||em) =0 (5.96)

t——+o0

para cada 1 < p < 00.

Demonstragao: Caso p = 1: pelo Teorema 5.15, sendo v(, t) solugdo de (5.86), (5.87)

com vp(z) = u(z,0), temos

||u(',t) - U('J)HLI(R) —0 aot— 4+

a(-,t) —v(-, t)|lprwy = 0 a0t — +oo
e portanto

[u(8) = (s )l ey < llut) = vl Ollpe + lo( ) = al D)l e — 0.

Caso p = 2: pela desigualdade de Interpolagdo (A.9), temos que
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e portanto, por (A.7) e (5.32),
4l 1) — )l < Nl t) = A0, Ol 2y (¢ [, )iy + E1C, Dl zeqey)? = 0
pelo caso p = 1.
Caso p = oo: pela desigualdade de Sobolev (A.11), temos que

tu(,t) — a(, ) |lpqey < V2(EE[u(,t) = il 6)| o) (675 ua (-, 1) — (-, 1) | p2ge))?
e assim, por (A.7) e (5.44),

t3u(c,t) — (-, )| ooy < C (1, Ky, Koo) (E]ulc, 1) — -, )| 2y) T — 0
pelo caso p = 2.

Caso 1 < p < oo: pela desigualdade de Interpolacdo (A.9),

1(1-1 . 1(q_-1 . : . :
O u(6) = aC, D)oy < B ul, ) = A, Ol Jaggy lul-8) = @l 8) e,

pelos casos anteriores p =1 e p = co. ]

Teorema 5.17. Seja u(-,t) solugdo de (5.8), correspondente a um estado inicial

u(-,0) € LY(R) N L*(R). Entdo, para cada 1 < p < oo

lim #5075 |[u(c, )| ogey = 7p(m), (5.97)

t——+00

onde v,(m) é dado por

. |m| a ﬁ 2@(0) e :’z(ogm se "

T(m) = Tiral0) (400> | ym ©) | 1F 2oy, se £(0) #0
. |m| 477@(0) % se " .

im) = s (FHD)T e g 0) =0
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sel<p<oo, e

_ |m| 2a(0) . _fl2la(00)m 17
1= = S | Fom e )| I, se £10) #0
|m| " .
Yoo (M) Tiralo) e f(0)=0

onde F € L'(R) N L>(R) € dada por

Fle=—
 p—herf(§)
onde
Loge L4 e la
= — -$ d e ——
erf(€) == [ e s p=t e
_ £ om
h=|1—e 20 | m:/u(:zz,O)da:.
R

Demonstrag¢ao: Sendo v(-,t) dada por

v+ f (0)vg + f (0vv, = a(0)vge, t>0

U('7O) = u('70)
temos, pelo Teorema 5.15

im ¢33 |fu(-, 1) — v(-, 8) || ey = 0 (5.98)

t—+o00

para cada 1 < p < o0.

Como

1(4_1 1(1_1 1(_1
5070 [u(, )l ey — 2079 Ju, 1) — v Olley < 82075 Jul, )|y

conforme resultados apresentados no Capitulo 4, ([Zingano, 2004b]) e ([Silva, 2003]).
O
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5.3.2 O caso n-dimensional, n > 2

Nesta subsegdo, investigamos o comportamento assintético (ao ¢t —

+00) de varias normas das solugdes u(-,t) do problema
ug + div f(u) = div(A(u)Vu), x€R" t>0 (5.99)
u(x,0) = up(x), x€R" (5.100)

onde ug € L'(R™) N L®(R"), com n > 2. Lembrando as seguintes estimativas,

obtidas na Secdo 5.2,

[u(-, )| p2ny < Coln, py ity Ky Koo ||u(-, 0)|| pagenyt™ 4 (5.101)

[ Du(:, t)||p2@mny < C’l(n,p,M,Kl,Koo)||u(',0)||L1(Rn)t_%_% (5.102)

1D (-, t)[| 2(ny < Co(n, by o Ky, Koo)||u(-, 0)] | aenyt ™52 (5.103)

para cada ¢ > 1, onde K7, K, sdo valores dados tal que

[wollreny < Ki, ol zoe(rr) < Koo (5.104)

(-, t) || @ny < Co(n,p, 1y K1y Koo)|[u(-, 0)|| prenyt ™ 2 (5.105)
IDu(:, t)|| oo 2y < Cu(n, p, 1, Ky, Koo)|Ju(, 0)| gyt ™32 (5.106)

ID (-, t) || gz < Coln, 1, Ko, Koo)llu(-, 0)[| 1yt ™32 (5.107)

para ¢ > 1, é natural esperar (repetindo o argumento da subsegdo 5.3.1) que as
solugbes da equacdo (5.99) sejam bem aproximadas (para t >> 1) pelas solugdes

v(+,t) da equacio
v+ £ (0) - Vo = div(A(0)Vv), x€R" t>0 (5.108)

correspondentes a estados iniciais v(+,0) € L'(R™) com a mesma massa. De fato, isto
é comprovado de modo preciso nos Teoremas 5.18 e 5.19 abaixo. Antes de obtermos

estes teoremas, observemos o seguinte resultado que serd tutil na sua derivagao.
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Lema 5.2. Dado € > 0, 3 tg = to(e, p, K1, Koo, n) > 1 suficientemente grande tal

que a solugdo v(-,t), t > tg, de

v+ F(0)-Vo = div(A0)Vv), t >t (5.109)
v(-te) = u(-to) (5.110)

satisfaz
[u(-,t) — v(-, )|l p@ny <€t >t (5.111)

Demonstragao: Dado € > 0, temos para t, > 1 escolhido (ver (5.118), (5.119)) a
seguir que (-, t) = u(-,t) — v(-,t), t > ty, satisfaz

0, +£(0)- VO = div(A(0)VE) + F(x,t), t>t, (5.112)
0(-te) = 0 (5.113)

onde
F(x,t) = div((A(u) — A(0)) - Vu) — (£ (u) — £(0)) - V. (5.114)

Multiplicando (5.112), por L;(#) definida na segdo anterior, e integrando em R™ x

[to, T] para T > to qualquer, obtemos

/R Ls(6(x, T))dx + /R ) / ' L5 (0){A(0)V8, V6)dxdt

/ / Ly;(0)F(x, t)dxdt (5.115)

onde F(x,t) é dada por (5.114) acima. Fazendo § — 0", obtemos
T
16, )| 22 ) S/ | F(x,t)|dxdt (5.116)
to R~

sendo L; (8)(A(0)VH,VE) > 0 para todo x € R*, t >ty e § > 0.

Observe que
/T |7 (x, t)|dxdt</ f'(u) — £'(0), Vu)|dxdt
/ / |div(A A(0)) - Vu|dxdt. (5.117)
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Por (5.101), (5.102), tem-se
/ (' (w) — £(0), Vo) dxt </ £'(u) — £ (0)]|Vuuldxdt
to Rn

< C(Koo)/ ]u(x t)||Vu|dxdt < C(K, / u(-, )| 2@ny || Du(-, t) || L2enyd

to

T n _n—1
< O Koy Koyr) [ #7374t < Clot Ky Koty gg
to
Portanto,

T n—1
/ E (u) — £(0), Valdxdt < Clu, Ky, Kooy m)ty T < & (5.118)
to Rn

DO

para todo ty >> 1.
Por outro lado, pelas desigualdades (A.6), (5.101), (5.102),(5.103) obtém-se

T
/ div(A(u) — A(0))Vuldxdt < Z/ Jogg(w) — (0 |‘
to JRn i1 LiZj
+ Z / ai(

4,j=1

dxdt

ou
83:2

Ou T 9
dxdt < C( ) Hu(at>HL2(R”)HD U(',t)HL2(Rn)dt

to

+C(K00)n2/ HDu<)t>H%2(R")dt S C(M7K17Koo7n)/ i 2 ldt < C(Ma KlaKom )t S

to to

l\DIm

Logo,

T n
/ (div(A() — A(0))Vuldxdt < C(u, Ky, Koo, n)ts F < (5.119)
to R7

N | ™

para todo ty >> 1.
Assim, de (5.118) e (5.119) juntamente com (5.117) e (5.116), segue o resultado. [

Teorema 5.18. Sendo u(-,t) solugdo de (5.99), (5.100) e v(-,t) solugdo de

v+ £ (0) - Vo = div(A(0)Vv), t>0 (5.120)
v(-,0) € L'(R™) (5.121)
/n u(zx,0)dx = /n v(x, 0)dz,
entao,

Ju(-,t) — v('at)HLl(R") —0 aot— +oo. (5.122)
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Demonstrag¢io: Dado € > 0, pelo Lema anterior existe £y = to(u, K1, Koo, n,€) > 1

tal que
[u(t) — w(-, )| pren < g vt > (5.123)
onde w(-,t), t >ty é dada por
wy+£(0)- Vw = div(A(0)Vw), >4 (5.124)
w(-,t0) = u(-,t) (5.125)

e daf, para todo t > ¢,

lu(-t) = v( O)llpr@ny < lult) —w )| pwny + lw(-, 1) —v( 1) ||z
€
< 5+l ) = ol )]s
< € n €
— — = €
- 2 2
para todo t > fo, para algum ¢y > fg suficientemente grande. O

Teorema 5.19. Sendo u(-,t) solugdo de (5.99), (5.100), e v(-,t) solugdo de

v+ £ (0) - Vo = div(A(0)Vv), t>0 (5.126)
v(-,0) € L*(R™) (5.127)
/n u(zx,0)dx = /n v(z, 0)d,
entao

£33 ju( £) — v(, )| o@ny — 0 a0 t — +oo (5.128)

para cada 1 < p < 0o, uniformemente em p.

Demonstragdo: Caso p = 1, ja visto no Teorema anterior. Caso p = 2: pela de-

sigualdade de Interpolacdo (A.9), temos que
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e portanto, por (5.40),

n % n n 1
t4llu(,t) — vl t)llze@ny < [lul ) = vl D)7 gny (E2 [[ul D) | @ny + £2[[0( )| oo en)) > — 0
ao t — 400, pelo caso p = 1.

Caso p = oo: pela desigualdade de Sobolev (A.11), temos que

ao t — 400, pelo caso p = 2.

Caso 1 < p < oo: pela desigualdade de Interpolacdo (A.9),
D, 6) = o, Ollsny < 3Ol 0) = 0 gy 0 0) = 0 O
e entao,

n
2

B e, 0) = v, )l mgeny < [+ 8) = 00 )]sy E 1) = 0, 8) [mge) ) = 0

pelos casos anteriores p=1e p = c0. O
Com os resultados acima, podemos investigar o comportamento de

|lu(-,t)||Lr(rry a0 t — +00 apartir dos resultados obtidos no Capitulo 4.

Teorema 5.20. Sendo u(-,t) solugdo de (5.99), (5.100), entao,

lim (|-, 8)| 1@y = |m| (5.129)

t—-+o00

onde m é a massa de u(-,t), dada por

m = u(z,0)dx
R
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Demonstragao: Sendo v(-,t) solucio de

v +£(0)- Vo = div(A0)Vv), t>0
’U(-,O) = u(-,O)

temos, por (5.122)

lim ||U(,t) — ’U(',t)HLl(Rn) =0

t—+00
enquanto
i (o )l zxeny =
por (4.11).
Como
lo(, llprmny — lu(, ) — v Ol pr@ny < Nlul- )] pr@n
<o Ollzreny + llul,t) — v(- )| Lr@ny
o resultado segue. O

Teorema 5.21. Sendo u(-,t) solugdo de (5.99), (5.100), entao,

Hm ¢2 |u(-, t)|| poorny = ; 5.130
Jm 22 [[u(, )]z SNE (5.130)
onde m = [, u(x,0)dx é a massa de u(-,t) e A= (A1 ... An)w, onde A, ..., An Sd0
os autovalores de A = (A(0) + A(0)T)/2.
Demonstragao: Sendo v(-,t) solucdo de
v +£(0)- Vo = div(A(0)Vv) = div(AVv), t>0
v(-,0) = u(0)
onde A = (A(0) + A(0)")/2, temos, pelo Teorema 4.4,
. n m
lim 2 ||v(-,t)||poo(rn) = _Iml (5.131)

t——+o00 (471')\)%
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1

onde A = (A1...A\,)7, spec(A) = {A1,..., A\n}. Ademais, por (5.128), temos
lim t%Hu(',t) - 'U(',t)HLoo(Rn) - 0,

t—+4o00

de modo que o resultado segue de

t3[Ju(:, )|z — 2 lu(,8) = v(, Ollzm(en) < t2[Ju-, )] o eny

<13 [[o(-, 1) || pooany + 2 [|ul- ) = v(-, ) || oo in).
|

Teorema 5.22. Sendo u(-,t) solugcdo de (5.99), (5.100), entdo, para cada 1 < p <

oo, temos
n(q_1 AT\ %
tim 1505 ue ) pogany = T (272 132
onde m = [, u(x,0)dx € a massa de u(-,t), e A= (A;... An)w, onde Ay, ..., Ay S0

os autovalores de A = (A(0) + A(0)T)/2.
Demonstrag¢ao: Os casos p = 1 e p = oo ja foram considerados acima. Seja entdo,
1 < p < oo: tomando v(-, t) solugio de

v +£(0)- Vo = div(A(0)Vv) = div(AVv), t>0

v(+,0) = u(-,0)

onde A = (A(0) + A(0)T)/2, temos, pelo Teorema 4.5,

i 10D o)y = L (4TAY P
tLlanoot IE 7t>||LP(R ) (47T)\)% D (5.133)

onde A = (A...A)w, spec(A) = {1, ..., A\n}. Ademais, por (5.128), temos

lim 275 u(-, ¢) — v(,t)||Logn) = 0,

t—+4o00

de modo que o resultado segue de

D oG )l — 0l 0) = o 1)y < 30D a0 ogeny

n(q_1 nfq_1
< 5070w, )| ooy + 2070 Jul 1) = v(, 8) | ogen).-
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Teorema 5.23. Sendo u(-,t), u(-,t) solucées de (5.99) correspondentes a estados

iniciais u(-,0),a(-,0) € L*(R") N L>®(R™) tendo a mesma massa, entdo
lim ¢3(8)||u(-, ¢) — a(-, ¢)|| pogny = 0 (5.134)
t——+o00

para todo 1 < p < oo, uniformemente em p.

Demonstra¢ao: Sendo v(-,t) solucdo de

v +£(0)- Vo = div(A0)Vv), t>0

temos, por (5.128),

lim ¢35 3) (-, ) — v, 8)|| ey = 0

t—+oo

. niq_ 1Y, .
i 302 a1 8) — o(, )y =0,

de modo que o resultado segue de

n(q1_1 N niq_1 n(q_1 N
50l 8) — A, ) loeny < 2079 Jul, 1) = v )| mogeny + £ DA, ) — v(-, )| ogan)-

5.4 Comportamento assintético, caso 1 < p <2
Para finalizar, vamos agora considerar o problema (5.1), (5.2), i.e.,
u(-,t) dada por
ug + div f(u) = div(A(v)Vu), xe€R"t>0 (5.135)
u(x,0) = up(x), x € R" (5.136)

onde ug € LP(R") N L*(R") para algum 1 < p < 2. Em contraste com os resultados
obtidos no caso p = 1 (ver Sec¢do 5.3 acima), a andlise é bem mais simples no caso

presente p > 1.
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Teorema 5.24. Sendo u(-,t) solugdo de (5.185), (5.136) , onde 1 < p < 2, tem-se

lim (-, )] zogen) = 0. (5.137)

t—-+oo

Demonstracao: Dado € > 0, tomamos R > 0 suficientemente grande tal que

/| CCLEES (5.138)
xX|>

e consideremos w(-,t) dada por

wy + div f(w) = div(A(w)Vw), xR t>0 (5.139)

w(x,0) = wy(x), xe€R" (5.140)
onde wy € LP(R™) N L*°(R") é dada por

uo(X), |X| >R

wo(x) =
0, |x|<R

Pelo Teorema 5.1, temos, por (5.138) acima,
|w(-, )| ze@n) < [lwolLo@n) < e.
Por outro lado, como wy — ug € L*(R™) N L*®(R"), temos, pelo Teorema 5.2,
lw(,) = ul, )l pr@ny < llwo — uol|Lren

para todo t > 0, de modo que pela desigualdade de Interpolagao (A.9), obtemos

1 171
||w(7 t) - U(', t)“zl(]R")Hw(’ t) - U(', t)“Loop(Rn)
1 1-1 1-1
p p

< lwo = woll gy (0 Ol podfmy + 1 Ol podfemy)

|lw(-,t) — u(-,t)||Lorn)

IN

Ot %) =0 aot— +oo

pelos resultados da Segdo 5.2, visto que wg, ug € LP(R™) N L*(R"). Portanto, para

t > 0 suficientemente grande, temos
[u(, ) |ze@ny < lw( )l po@ny + [Jul, 1) — wl-, )| zo@n) < 2,

e como € > 0 é arbitrdario, segue o resultado. O
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Na Sec¢do 5.2, demonstramos que, quando ug € LP(R™")NL>®(R"), temos

Ju( )l Lreny = O(t_%(r?))

para cada p < r < oo, ver Teorema 5.13. Com base no Teorema 5.24 acima, vamos

agora mostrar que na verdade ||u(-,t)||r@mn) = o( _%(%_7)) ao t — +o0.
Teorema 5.25. Sendo u(-,t) solug¢do de (5.135), (5.136) , onde 1 < p < 2, tem-se

im 3G w1y =
Jim ¢ |, )| zr@ny) = 0 (5.141)

para cada p < r < oo, uniformemente em r.

Demonstragao: O caso r = p foi examinado no Teorema 5.24 acima; no caso r = oo,
temos, pela desigualdade de Sobolev

1/p

[[u(-s )|z @ny < C(n, p)lul-, )Ilflfﬁi/”) D™ (-, )]y

conforme Teorema (A.17), Apéndice A, que

£ u( Dllz=eny < O, p)lul nm&wﬂt%wwn< DI
__1/p
< C(n,p)||u(:, )||(1/2+1/p) . ( 5 (5t ;1,)||Dn (. t)HL2(Rn))(1/2+1/p)

Lp(Rn)

12
— O (||u(’t)HLp(Rn)) (1/2+1/p)

visto que || D™u(-, )| 2@y = O(t™ Hen %>) por (5.63). Pelo Teorema 5.24, resulta
entdo 2 ||u(-, t)||Leo(rny — 0 a0 t — 400, como afirmado.

Finalmente, no caso p < r < oo, temos, por (A.9), Apéndice A,

G, 1)y < £2677)

P 1-z
(s )| fogny * 12C ] poien)

P n ’T—’
= [uls ) gy - (P N0, 8) o)

e o resultado segue pelos casos r = p e r = 0o ja considerados. O
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Nos Capitulos anteriores, examinamos em detalhe varias propriedades

fundamentais das solugdes u(-,t) € C°(]0, oo, LP(R")) de equagdes da forma
ug + div f(u) = div(A(u)Vu) (6.1)

com particular atencdo ao caso da equacao linear do calor. A andlise foi favorecida

pelo fato de tais solugoes serem limitadas parat > 0, tendo-se o principio do maximo

[[u(es )l [z eny < llu:, to)l|zoe remy (6.2)

para todo 0 < t, < t. Esta e outras propriedades simples de u(-,¢) permitiram uma
descrigdo detalhada do comportamento assintético (¢ — oo) de u(-,t) em vérias

normas de interesse.

De modo similar, varias propriedades aqui discutidas podem ser obtidas

para equagoes de advecgao-difusdo em meios ndo homogéneos dadas por
ug + div f(x,t,u) = div(A(x, t,u)Vu) (6.3)
onde f, A sdo fungodes suaves, limitadas com A uniformemente positiva definida e

iv%(x,t,v) >0 (6.4)
j

j=1
para todos os valores (x,t,v) envolvidos. Estas hipéteses garantem, em particular,
a validade de (6.2) acima e propriedades adicionais de (6.1) como por exemplo a

contratividade em L!
lu(-t) — @l )| Lr@ny < [Juo — tol| L1 gn) (6.5)

para todo ¢t > 0, a monotonicidade em ¢ das normas ||u(-,t)||zr@n), p <r < 00, €0

decaimento de |[u(-,t)||zr®n) para r > p.

Contudo, os resultados mais finos obtidos para (6.1) ndo valem em geral;

em particular, no caso p = 1, apesar de a massa de u(-,t) ser conservada, pode-se
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mostrar apenas que
u(, t)||p@ny v @0 t— o0 (6.6)

para algum v > |m|, podendo-se ter v > |m|. No caso f = 0, tem-se novamente
|u(-,t)||Lr@ny — |m|, ver e.g. [Brzezniak e Szafirski, 1991}, mas no caso f # 0 o
valor do limite v em geral nao é conhecido. Também nao sao conhecidos os valores
dos demais limites estudados nas se¢oes 4.2 e 5.3. A investigacao destas propriedades
no contexto da equagio (6.3) representa um importante passo a ser examinado no

estudo subsequente destas equagoes.
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ANEXO A

Teorema A.1 (Desigualdade de Cauchy). Sendo a,b > 0, tem-se

1
ab§6a2+4—b2 Ve>0. (A.1)
€

Demonstracao: Tem-se, para todo € > 0 dado,

26@2 1 b2
b = (V2 <= -
“ (V2ea) «ﬁ 5 T3
b2
= ea + 4_6
visto que 2ab < a? + b, O

Teorema A.2 (Desigualdade de Young: Primeira Versao). Sendo p,q > 1

tais que % + % =1, tem-se

1 1
ab<-—a’+-07 Va,b>0. (A.2)

Demonstragao: Se a =0 ou b = 0, (A.2) vale trivialmente. Basta entdo considerar

a,b > 0. Como e” é convexa, tem-se

ab = exp (%ln(a”)Jrlln(b"))

q
1 1
< —exp (In(a?)) + - exp (In(89))
b q
1 1
— Clp 4+ = bq’
b
como afirmado. O

Teorema A.3 (Desigualdade de Young: Segunda Versao). Sendo p,q > 1 tal

que zl) + % =1, tem-se
ab < ea? +C(e)b? VYV a,b>0, e>0 (A.3)

onde

C(e) =

Q[

q(pe)
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Demonstracao: Tem-se, para € > 0 dado,

ab < (pe) ra

em virtude de (A.2). O

Teorema A.4 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz em R"). Sendo B € R"*"

simétrica e positiva definida, tem-se

N[
N

(z , By)| < ((z, Bx))

((y , By)) (A.4)

Demonstracao: Se x = 0 ou y = 0 a desigualdade é 6bvia. Caso contrario, pro-
cedemos do seguinte modo: Dados x, y € R", y # 0; Seja ¢ : R — R dada por
q(t) = (x +ty, B(x + ty)). Como B é positiva definida, temos, para todo t € R

q(t) = (x+ty, B(x+ty)) = (x,Bx)+t{x,By)+t{y, Bx)+ t*(y, By)

= (x, Bx) + 2t(x, By) + t*(y, By)

visto que B é simétrica, com ¢(t) > 0 para todo t € R. Em particular, segue que

(x, By)? < (x, Bx)(y, By), que é equivalente a (A.4). O

Teorema A.5 (Desigualdade de Holder). Sendo Q mensurdvel C R™, e sendo

1<p,q< oo tais que%%—%:l, tem-se

1£9llzr@) < |1f]lzo@)llgllza) (A.5)

para toda f € LP(QQ), g € L1(Q).

Demonstragdo: Se p = 1, ¢ = oo ou p = o0, ¢ = 1, a desigualdade é 6bvia; se
p,q > 1 finitos sdo tais que %%—% = 1, procede-se do seguinte modo: se || f||zr(q) = 0
ou ||g||ze(e) = 0, (A.5) é 6bvia; assim, vamos supor || f||zr@) > 0 e ||g||za@) > 0.

Definindo f € LP(Q), § € LY(Q), via

2 fx)
@ = Tiloe
s - 9@
() = 9]l za(e)
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para todo z € (2, obtém-se
1Fller@ =1, Ndllzae) =1
e, pela Desigualdade de Young (A.2),

[1i@1 ) = < (;f|f<x>|f?+§|g<x>|q)dx

S~

1 o 1 .
— = [if@pde+ 2 [ gl do
b Ja qJa
1, - 1.
= D ||f||ip(g) +a HquLq(Q)
1 1
p q
isto é,
o [ 1@ lo(o)] dz <1
z)| |g(z)| dz <
1flzr@llgllLa) Jo
que ¢ a desigualdade (A.5), como afirmado. O

Teorema A.6 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz em L*(Q)). Sendo Q C

R™ mensurdvel, entao

I fallerey < I f 2@ llgllz2 (o) (A.6)

para toda f,g € L*(Q).

Demonstragao: Resulta de (A.5) tomandop =q = 2. O

Teorema A.7 (Desigualdade de Minkowsky). Sendo @ C R™ mensurdvel e
fyg em LP(Q2) para 1 < p < oo, tem-se

1f +9lle)y < I fllze) + llgllzre)- (A7)

Demonstra¢ao: Se p =1 ou p = oo, (A.7) é 6bvia; se 1 < p < oo , procedemos do

seguinte modo: se ||f + g[|zr@) = 0, a desigualdade é ébvia; se ||f + g||r(@) > 0
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tomando 1 < ¢ < co tal que L+ =1, tem-se, pela Desigualdade de Holder (A.5),
I +lley = [ 170 +o@)Pds

< [ 15@ +@P (5@ + lg(e)]) da

< [ 1F@+s@P 1@ de+ [ 17(@)+ 9@ ool do

< ([ 1)+ gla-om dx)% ([1sr dx)’l’
([ 15@+ gtar-om d:c)% (f rg<x>rpdx)‘l’

1 1 1
< ( [ 15@)+ gty da:)q [( / |f<x>|Pda:)” ¥ ( / |g<x>|pd:c) ]
Q Q Q
= F + 9l (1@ + gl o)
isto é,
1f + gl < Ufllze@) + lgllzogen,
que é a Desigualdade (A.7) visto que p — ;i =1. O

Teorema A.8 (Desigualdade de Young para a Convolugado). Sendo f €
LYR™) e g € LP(R™) para algum 1 < p < co, tem-se f x g € LP(R") e

1f % glleony < [ fllzsqen)llgllogn).- (A-8)

Demonstrag¢ao: Se p = 1 ou p = oo, a desigualdade é dbvia; se 1 < p < o0,

procedemos do seguinte modo: tomando 1 < g < oo tal que % + % =1, tem-se
* Pdx =

(Fro@pae= [ | [

p
[ |/ swtiste = vyay] as
= [ w1l tate - 1] ao
sy [ | [ 17 @lote 0 o)
= Ul [ 11| [ Tate =) as) ay

1+2
= ||f||L1((ﬁgn)||g||I£p(Rn)

p
1 * gllTp@ny = f(y)g(z —y)dy| dx

n

R"|

IN

IN
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onde se usou a Desigualdade de Holder (A.5) e o Teorema de Fubini (ver [Royden, 1968]).

Logo, elevando na 1/p, obtém-se

[1f * gl e gen) ||f||L1(Rn 19llze(&n),

que é a desigualdade (A.8) visto que 11—) + % =1 O

Teorema A.9 (Desigualdade de Interpolagado). Sendo f € LP(R") N L*°(R")

para algum 1 < p < oo, tem-se f € L"(R™) para cada p < r < oo, com

1—2

1 l]zrny < ||f||Lp gy | | oo ) (A.9)

Demonstragcao: Para p < r < oo, temos

1fllzr@my = (Rn !f(X)I'"dX>T

IN

(76O 1715

= U1 ([ 1000)
-

1—-P2
= Al

O

Teorema A.10. Se f € C%([a, b)) f f(t)dt < M, paraa, b, M € R, a < b, entio

eziste t, € [a,b] tal que

M
b—a

f(t.) < (A.10)

Demonstrag¢do: Se nao houvesse tal t,, teriamos

M

f(t)>m

para todo t € [a, b]

e entao teriamos de ter

/abf(t)dt >/ab%dt:

contradizendo a hipdtese sobre f. O
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Teorema A.11 (Desigualdade de Sobolev: exemplo 1). Sendo u € H}(R),

tem-se u € L¥(R) e

lalleoqey < V2 llullysgy el (A11)
Demonstragao: Tem-se pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (A.6),

wz)? = 2 / " (@) (2)de

IA A
/—\ (\&]
T~ - )
g b

8 g 8
£ =

& 8

~ :

N o
S
\—/ \_/

e vl
N —
ﬁ_ |\
3 g 8 8

—~ —

£ £

s 8

= \;M

oy )
\_/ v

= 2 |lufleew) [JuellLam)
para todo # € R. Logo,
[u(z)] < V2 [[ullhp Il VZER,
de onde segue (A.11) O

Teorema A.12 (Desigualdade de Sobolev: exemplo 2). Sendo u € H'(R) N
L*(R), tem-se

1-p/2

||u||L2 < 21+p/2HuH1+p/2|| leer/z (A12)

Demonstragao: Tem-se, por (A.11), (A.9),

IN

e

V2

1_D
HUHL2(R) (R) HuHLoo2 (R)
z 1_p 1_p
HUHLP Hu||[2,2(]1%)||u$||1242(]1%))

IN

de onde segue o resultado. O

Teorema A.13 (Desigualdade de Sobolev: exemplo 3). Sendo u € H'(R),

tem-se

sy < V2 (2, el ey (A.13)
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Demonstracao: Tem-se

lulltee = / u()[*de

<l ooy llull£2 ry

e, entdo, por (A.11),
[ullEaey < 2lullzee el
o que mostra (A.13), como afirmado. O

Teorema A.14 (Desigualdade de Sobolev: exemplo 4). Sendo u € H'(R),

tem-se

llioqey < V2 (74, el e, (A.14)

Demonstragao: Por (A.11) tem-se,

2/3 1/3

[ulleoy < llullgo e llullz

(v2 Huum ] xn”z ) Il

que ¢ a desigualdade (A.14). O

A

Teorema A.15 (Desigualdade de Sobolev: exemplo 5). Sendo u € H%(R),

tem-se

1/2 1/2
[ [y (A.15)

Demonstracao: Integrando por partes, tem-se

||u€c||i2(R) = /Uazuxdxz—/uuwwda:
R R
< /R 0] ftaa] do < ulliage e

pela desigualdade (A.6). O

Teorema A.16 (Desigualdade de Sobolev: exemplo 6). Sendo u € H*(R),

tem-se

1/2 1/2
e lluory < V3IE2 ) sl (A.16)
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Demonstragao: Integrando por partes e utilizando a desiguladade (A.1), tem-se

3 2
/uxumda: = —3/uwumudx
R R

< 3/u§\umHu\d:z:
R

1 9
< —/uidw—k—/ufwu%lx
2 Jr 2 Jr

mas,
1 9
—/uid:c < —/uiwude
2 Jr 2 Jr
assim,
/uidaz < 9/u§xu2da: < 9Hu(~,t)||%oo(R)/uimdx
R R R
[ugl|* < 9lful[Zeo (g Uzl 7o)
isto é,
1 1
v < \/guuHEOO(R)HUMH;ﬂ(R)
como afirmado. O

Teorema A.17 (Desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg). Sejam 1 <

p,q,r <00 ejmeZ com0<j<m tal que

1 ] 1 1
—:l—i—a<——@>+(1—a)—
p n qg n T

para a € [j/m,1[. Entdo, existe constante C > 0 dependendo apenas de m, j,n,p, q,r

tal que

HDjUHLP(R”) < C||Dmu||%q(Rn)||U|

(i) (A17)

para toda u € Ci*(R"). Quando m < j+ %, (A.17) vale também no caso de se ter

a=1.

Demonstrag¢ao: Ver [Friedman, 1969], PDEs, pp. 22-27 (Se¢ao 1.9). O
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ANEXO B

Teorema B.1. Sendo A € R"*", simétrica e positiva definida, entdo

/ e w @A gy — (4xAt)E V>0 (B.1)
onde (A= AAa... \)w; AL, A2,y An € spec(A).
Demonstracao: Seja {171,172, e ,17,2} base ortonormal de R! formada por autove-
tores de A com Au, = A\;u), 1 < j < n. Entdo, sendo: Q = [uj|u}l...| @] € R*™"

temos Q ortogonal e AQ = QA, A = diag{)\, Ns,...,\,}. Em particular, A =
QTAQ e A~ = QTA71Q, e dai fazendo a mudanca de varidvel ¢ = Q7x e usando o

Teorema de Fubini, obtemos

/ efa< X, A_lx >dx — / eia< Qg s A_ng |detQ|d£ — / 70t<£ ’ A_1£ >d£
-y, gl o 52 7r)\
= e SN de = H NS de =
n n a

Tomando o = &, segue o resultado. O

4t’

Teorema B.2. O volume v, da bola unitdria em R™ € dado por

2 7
Uy = d¢ = —
/lsgl nI(

onde I'(-) denota a fungdo Gama de Euler.

(V1R

(B.2)

V|3

)

Demonstragao: De (B.1) segue que

/ e ™l de =1

e, escrevendo & = wr, w = %, r = ¢

2 too 2 oo 2
1= / e e g = / / e ™ " dwdr = O'n/ e ™ " dr
Rn 0 |w|=1 0

onde o, é a area da superficie esférica de raio 1, em R".
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Introduzindo ¢ = 77?2, temos

+o0 -z
Con2 o 2

/ ey =

0

+oo
/ e TRt = linr(ﬁ),
de modo que
23
Op =

Segue dai

1 1 o
Uy, = / d¢ = / / r"rdwdr = an/ iy = 22
gl<1 0 Jjwl=1 0 n

o que prova (B.2).
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