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RESUMO:

Seja K um corpo de caracteristica zero e seja A,(K) a n—ésima Algebra
de Weyl sobre K. Neste trabalho, discutimos a existéncia de ideais maxi-
mais 4 esquerda de A,(K') gerados por operadores de ordem 1. Primeira-
mente, estabelecemos uma relagio entre derivagdes simples de K[X1, ..., X,]
e ideais principais maximais & esquerda de A,(K). Para n > 2, caracteri-
zamos as derivagoes de Shamsuddin de KX, ..., X,,] que sdo simples. Depois,
mostramos que se d é uma derivagio de Shamsuddin simples de K[ X7, ..., X,],
entdo existe g € K[Xj, ..., X,,] tal que A,,-(d+g) é um ideal maximal principal

a esquerda.

ABSTRACT:

Let K be a field of characteristic zero and let A, (K) the nt*—Weyl Al-
gebra over K. In this work, we examine the existence of maximal left ideals
of A,(K) generated by operators of order one. First, we establish a relation
between simple derivations of K[Xj, ..., X,] and cyclic maximal left ideals
of A,(K). For n-> 2, we characterize the simple Shamsuddin derivations of
K[Xi, ..., X,). Next, we show that if d is a simple Shamsuddin derivation of
K[X;,..., X,], then there exists g € K[X, ..., X,] such that A, - (d+g) isa

cyclic maximal left ideal.
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1 INTRODUCAO

Seja K um corpo de caracteristica zero. Sejam X1, ..., X,, indeterminadas
sobre K e K[Xj,...,X,] o anel de polinémios sobre K. Vamos denotar por
Endy (K [X, ..., X,]) a dlgebra dos endomorfismos lineares de K[X7, ..., X,,].
Exemplos de elementos pertencentes a esta algebra sao os operadores 5(\1 , cuja
a¢ao sobre um polinémio de K|[Xj, ..., X,,| é dada pelo produto pela indeter-
minada X;. Também sao elementos de Endg (K [X, ..., X,]) os operadores
01, ..., On, definidos por 0;(f) = df /0X;, para todo f € K[Xq,..., X,].

A n—ésima Algebra de Weyl sobre K ¢ definida como sendo a sub-
algebra de Endy (K [X, ..., X,]) , gerada pelos operadores lineares )/(\1, . X,
e 01, ...,0,. Denotaremos a mesma por A, = K[E(\l, ,)/(;] (D1 ey On)

Dado o importante papel das Algebras de Weyl, é natural tentar co-
nhecer a sua estrutura. O presente trabalho trata da estrutura de ideais
de A,,. Littlewood provou que a Algebra de Weyl nao possui ideais bilaterais
nao-triviais, ou seja, A,, é uma algebra simples. E, com relagao a existéncia de
ideais principais unilaterais que sao maximais, muita pesquisa esta sendo feita
focalizada neste aspecto (cabe aqui mencionar que procurar ideais maximais
principais a esquerda é equivalente a procurar ideais maximais principais a
direita).

O primeiro autor a abordar o problema da existéncia de ideais maxi-
mais foi Stafford [10] que, em 1985, exibiu explicitamente alguns exem-
plos de ideais a direita maximais de A, (K) com K de caracteristica zero
tal que dimg K > n. Alguns destes exemplos foram generalizados por
Coutinho [3] em 1999: partindo de uma derivagao d de K [Xj, ..., X,| que
torna K [X7, ..., X,,] d—simples (veja Defini¢ao 2.43), ele encontrou uma per-

turbagdo de d, isto é, um polinémio g € K [X1,..., X,] tal que o ideal a



esquerda A,.(d+ g) é maximal (aqui, pela primeira vez, encontra-se uma
forte relagdo entre d—simplicidade de K [X7, ..., X,,] e a existéncia de ideais
maximais principais de A, (K)).

Outros exemplos de Stafford foram ampliados por Bratti-Takagi [1] (2002),
mas para n = 2 e K = C e utilizando métodos analiticos. Estes mesmos re-
sultados foram generalizados por Lequain, Levcovitz, Souza Jr. [7] para n
qualquer, K qualquer e sem a utilizacao de métodos analiticos.

Lequain, Levcovitz e Souza Jr. provaram também que se d é uma derivagao
que satisfaz certas condigoes e existe uma perturbacao g € K [Xj, ..., X,,] tal
que A,.(d + g) é maximal, entao K [X7,..., X,,] é d— simples.

Diante deste ultimo resultado, a questao que naturalmente se impoe é:

Conjectura Dada uma derivagao simples d de K[Xq, ..., X,], podemos
encontrar g € K [X7, ..., X,,] tal que A,,. (d+ g) € um ideal principal mazimal

a esquerda.

A resposta é afirmativa para o caso n = 2 e d = 0 + h0y, com h €
K [X7, X5], e, neste caso, prova-se inclusive que podemos tomar g = € X, para
algum € € {—1,+41}, sendo esta condi¢ao 6tima. Este resultado encontra-se
em Doering, Lequain, Ripoll [6] e em Ferreira [4].

O objetivo deste trabalho é mostrar que a conjectura acima também é
verdadeira para n qualquer quando d é uma derivacao de K[Xy,..., X,] do
tipo Shamsuddin (veja defini¢ao 2.39). Este é um dos resultados de Lequain

[5]. Neste caso, demonstra-se que tomando g = > 1", X"

1)

com t; > 2 para
todo ¢ = 2,...,n, tem-se que A,,.(d+ g) é um ideal maximal & esquerda de
A,

A seguir, apresentamos uma descricao de cada capitulo que compoe esta

dissertacao.



No capitulo 2, introduzimos a definicio da Algebra de Weyl A, (K) e ex-
pomos os resultados béasicos. Definimos o conceito de comutador e apresen-
tamos algumas formulas importantes envolvendo o comutador de operadores
de A,,. Apresentamos a base canonica do K— espaco vetorial A, e defini-
mos o grau de um operador de A,. Também apresentamos a base canonica
de A, como K[Xy,..,X,]— mddulo livre e definimos a ordem de um ope-
rador. Finalmente, tratamos de alguns operadores especiais de A,,, no caso,
as derivagoes de K[X7, ..., X,].

No capitulo 3, enfocamos a estrutura de ideais unilaterais de A,,. Apre-
sentamos uma caracterizagao para certos ideais unilaterais de A, que sao
maximais principais (Teorema 3.13) e aplicamos estes resultados a teoria de
d—simplicidade do anel de polinémios K [X7,..., X,]. Em particular, esta-
beleceremos uma relagao entre d—simplicidade e ideais maximais principais
unilaterais de A,,. Alguns resultados importantes sao particularizados para
o caso das derivagoes de Shamsuddin.

No capitulo 4, caracterizamos as deriva¢oes de Shamsuddin de K[X7, ..., X,,]
que sao simples e apresentamos um algoritmo que possibilita verificar efeti-
vamente quando uma derivacao de Shamsuddin é ou nao simples.

Finalmente, no capitulo 5, mostramos que a conjectura é verdadeira em
A, para as derivagoes de Shamsuddin: dada uma derivacao de Shamsuddin
simples de K [X1, ..., X,,], digamos d, podemos sempre encontrar uma “per-
turbagao” g € K [X1, ..., X,], de tal forma que d + g gera um ideal maximal
a esquerda de A,. Mais até, provamos que tal g pode ser sempre tomado

igual a > ", X/’

7 )

com t; > 2, e que este resultado é 6timo, no sentido que
se enfraquecermos a condicao “t; > 2 para todo ¢ = 2, ...,n” para a condicao
“t; > 2 para todo i =3,....,n ety =17, entao A,,. (d + >0, Xf) nao neces-

sariamente é um ideal maximal a esquerda de A,,, mesmo sendo d simples.



Em relacao a notacao e convencoes utilizadas neste texto, ressaltamos
que:

— se A denota um conjunto que contém o zero, entao denotamos por A*

o conjunto A\{0};

— K denota sempre um corpo de caracteristica zero;

— K[X] denota sempre o anel de polindémios a n indeterminadas K [ X1, ..., X, ;
quando for importante o nimero de indeterminadas, escreveremos K[X;],
K[Xy, Xy, ete.

Para falarmos de grau de polinomio, convém definirmos primeiramente o

conceito de multi-indice:

Definicao Um multi-indice o é um elemento de N, digamos o = (avy, ..., o).

O comprimento do multi-indice v é definido por |a] = aq + ... + .

Dai:

— dados os multi-indices o = (ay, ..., ap,) € B = (B, ..., Bn), denotamos por
X 0 monémio X™ - ... - X% e por 8% 0 mondémio L' - ... - 9%

—dado f =), cX* € K [X] ndo-nulo, o grau de f é o maior compri-
mento dos multi-indices a para os quais X* apresenta-se como parcela de
f com coeficiente nao-nulo, e é denotado por deg (f). Ao polinomio nulo,
atribuimos o grau —oo;

—degy, (f) denota o grau de f como elemento de K[Xj, ..., X,,1]|[X,];

~dado f € K[X)], f’ é o polinémio 5 ;

fsek,jEN,entéoC’,z:ﬂ(kk—ij)!.



2 ALGEBRA DE WEYL A, (K)

Neste capitulo definimos a Algebra de Weyl como um anel de operadores
lineares sobre K [ X1, ..., X,,] . Nas cinco primeiras se¢oes deste capitulo omiti-
mos as demonstracoes de muitos resultados, pois estas podem ser encontradas
em Ferreira [4] e Coutinho [2].

Sabemos que K[X] é um espago vetorial de dimensao infinita sobre K. De-
notamos a dlgebra de operadores lineares deste espago por (Endy (K [X]), +, o),
onde + e o denotam a soma e a composicao de operadores lineares, respecti-
vamente. Por questao de simplicidade escreveremos apenas Endy (K [X]).
Denotamos por 1 o operador identidade e por 0 o operador nulo.

Como exemplos de elementos de Endg (K [X]), citamos:

— os operadores que sao denotados por X1, ..., X, e cuja acao sobre um

polinémio f € K [X] é dada simplesmente pela multiplicagao por X :
X, (f) = Xi.f, para cadai € {1,...,n};

— os operadores 0y, ..., 0, (derivadas formais) definidos por

9; (f)

= X’ para cada i € {1,...,n}.

— o operador “multiplicacao por f”, onde f € K[X], e que denotamos
por f.
Nao é dificil constatar que todos os exemplos mencionados acima sao, de

fato, operadores lineares sobre K [X].

A Algebra de Weyl é definida como uma sub-algebra de Endy (K [X]):

Definigao 2.1 A K—sub-dlgebra de Endg (K [X]) gerada pelos operadores
)/(\1,...,)/(\71 e d,...,0, € denominada a n— ésima Algebra de Weyl ¢ ¢

denotada por A, (K), ou simplesmente A,, :



An(K) = K [)?1 )?n} O,y D)

Por questao de consisténcia, consideramos Ay = K.

Desta forma, os elementos de A, sao combinacoes lineares sobre K de
monomios nos geradores )/(\1, ey )/(\n, o1, ..., Op.

Como seria de se esperar, A, nao ¢ uma algebra comutativa. De fato,
para cada polinomio f € K [X], temos, usando a regra de diferenciagao de

um produto:

. 0
(90 X0) (1) = X)) = 5 (Xi)
_x. 9
= Xié?_Xi +f

_ (5(\1-031) (f) +1(f)

e, portanto,

00X, = X;00; + 1. (1)

Concluimos assim que os operadores 0; o X; e X; o 0; sao distintos.
Mais conveniente é reescrevermos a férmula acima usando comutador,
conceito que apresentamos a seguir num contexto mais geral. Em seguida,

veremos algumas propriedades do comutador envolvendo geradores de A,,.

2.1 O comutador e suas propriedades

Definicao 2.2 Seja R um anel, e sejam r1,79 € R. O comutador de ri e

ro € denotado por [rq,1s] e definido por

[7‘1,7”2] =Ty — Toly.

LA diferenca entre [ | e < > estd em separar por [ | os geradores que ainda tornam a

sub-algebra comutativa.



Proposicao 2.3 (Propriedades do comutador):
Seja R uma anel, e sejam ri,ry € R. Entao:
i) [r1,72) € R;
ii) [r1, 2] = 0 & 1 comuta com r;
iii) [ri,re] = — [ro, 1] ;

iv) (Identidade de Jacobi): Dados a,b,c € R,
[a, [b, ] + [¢, [a, 0] + [b, [¢, a]] = 0.

Se R for uma K— dlgebra, valem ainda as sequintes propriedades:
v) o comutador € bilinear em cada uma das entradas;

vi) para todo A € K, [Ar1,rs] = AN[r1, 9] = [r1, Ara].
Usando a notagao de comutador, reescrevemos (1), obtendo

Na verdade, A, é uma K —algebra nao comutativa onde, de certa forma, a
unica relacao de nao-comutatividade € a que foi dada acima, como nos mostra

a proposicao a seguir

Proposicao 2.4 (Comutadores envolvendo os geradores de A, ). Temos,
para cada i,j € {1,...,n}

i) [ai,)?j} =5 1;

ii) [0;,05] = 0;

iii) | X, %] = 0.

Lembramos que §;; utilizado em (i) é o chamado “delta de Kronecker” e
que seu valor é 1, se i = j, e zero, se i # j. Salientamos também que, por (ii)

da Proposigao 2.3, as condigbes (7i) e (iii) acima nos dizem que 0; comuta

sempre com 0; e que X; comuta sempre com Xj.

8



Convencgao: A partir de agora, denotaremos 5(: “multiplicagao por X;”,

simplesmente por X;.

A convencao acima objetiva tornar a notacao menos carregada. Assim,
por exemplo, o polinomio f = 2X; X5 + 6X7X2 — 5X; X3 + 4 pode repre-
sentar tanto um elemento de K[X], como o operador de A,, cuja a¢ao sobre
os elementos de K[X] é dada pela multiplicagdo por f. Da mesma forma,
dispensaremos o sinal o para multiplicacao em A,,.

Assim, podemos escrever simplesmente
An - K [Xl, ,Xn] <81, ,8n> .

Antes de seguirmos adiante, apresentamos mais alguns calculos que en-

volvem o comutador e elementos de A, e que nos serao tteis.

Proposicao 2.5 Sejai € {1,...,n}, entao
i) 00, f] = (), para cada f € K [X]:
i) [@,Xﬂ = kX1 para cada k € N*;
ii1) [85, XZ-} = kO, para cada k € N*;
iv) Formula de Leibiniz:

Para cada k.l € N,
a{le Z Cjaj ak J

Em particular,
k

Z Cja] ak J

7j=1
2.2 A base canonica para o K-espaco vetorial A,

A base canonica para a Algebra de Weyl é facilmente descrita fazendo-se
uso da notacao de multi-indice, ja& mencionada na introducao e complemen-

tada aqui:



Definicao 2.6 Um multi-indice o é um elemento de N". O comprimento

do multi-indice o = (o, ..., ) € denotado por |a| e definido por
o) =oq + ... + a.

Definimos ainda o fatorial do multi-indice o como sendo o niumero a! =

o).

Notagao 2.7 Dado o multi-indice & = (ay, ..., ), denotaremos por X* o
monémio X{"'-...- X% . Da mesma forma, se 3 = (51, ..., Bn), 0° representard
81’61 -...- 0P Notemos que o par (o, 3) de multi-indices em N™ x N" pode ser
visto como um multi-indice em N?*, fazendo sentido, portanto, falarmos em
comprimento do multi-indice («, 3). Denotaremos por e; o multi-indice em
que todas as entradas sao zero, com exce¢ao da i—ésima entrada que € igual
a 1. Dados os multi-indices a, 0 € N, denotaremos por o+ o o multi-indice

(Oél + 01, .., 00, + Un)-

Lema 2.8 Dados 0,3 € N, temos:
i) se o] <|B| com o # B entio 9° (X°) = 0;
i) se o= (3 entio O° (X7) = !
iii) se |a| > |B| mas eziste i € {1,...,n} tal que o; < [3;, entdo
9”7 (X7) = 0;
) sel|o| > |B| e o; = B; para todo i € {1,...,n} entdo
L !

9% (X)) = Lerﬂi_
( ) E(Ui—@')! ’

Proposicao 2.9 O conjunto B = {Xaaﬁ | o, p € N"} € uma base para o
K — espaco vetorial A,,.

10



Observacao 2.10 A base B da proposicao anterior é a chamada base canonica

do K— espaco vetorial A,,.

Exemplo 2.11 Fazendo uso da proposicao 2.4, temos que a representacao
na base canonica do operador 03 X105 X3+ X301 X, € dada por X3+ X1 X30; +
X103 + X1 X30305.

Usando a notacao de multi-indice podemos mostrar que A,, & Endy (K [X]) :

Proposicao 2.12 O operador linear D € Endgk (K [Xi,...,X,)]), definido
por

D (Z a,,X”> = ay,

n

para cada Zn a,X" € K[X], onde o multi-indice 0 representa a n—upla

(0,...,0), € tal que D ¢ A,,, e portanto A,, G Endk (K [X]).

Antes de encerrarmos esta se¢ao, vejamos mais algumas férmulas que nos

serao tteis e que envolvem os geradores e operadores de A,:

Proposicao 2.13 Sendo R um anel associativo, para quaisquer u,v,w € R,
temos
i) Tow,u] = vlw, o] + o, u] w;

i) [u, vw] = v [u, w] + [u, v]w.
Corolario 2.14 Sejam «, 3,0,n1 € N". Entdo
(X097, X°0" = X°[0°, X7]0" + X°[X*,9"0".

Proposigao 2.15 Sejam «, f € N, p € K[X] e cop € K. Entao, para
cada i € {1,...,n}:
0, se 3; =0

i) [capX 0", X;] =
ﬁica@Xaaﬂ_ei, se B; # 0;

11



0, sea; =0
aicaﬁX“*e@ﬁ, se a; # 0;
ii1) [85,]9} = 0; [Gﬁ_ei,p] + [0;,p] 0°~¢, desde que tenhamos 3; # 0.

i) [0, capX“0°] =

Observagao: Note que a férmula (i) no enunciado acima nao faria sentido

se 3; = 0, pois 0; nao estaria presente em 0°.

Corolario 2.16 Sejam a,3 € N" e D = Za,g Ca X0’ € A,. Temos:

.

0, se todas as parcelas de D tém 3; =0
i) [D, X] =
S s BicapsX0° ¢, se existe i tal que B; # 0;
\ ﬂﬁéo
( 0, se todas as parcelas de D téem a; = 0
it) [0;, D] =
3 s Qica s X240 se existe i tal que oy # 0.
L ; #0

Lema 2.17 Sejam g € K[X1, X;|, para algum j € {2,...,n}, e f = (01, ..., Bn) €
N"™ tal que 8, = 3; = 0. Entao
[0°,g] = 0.

Prova. Inicialmente observe, pela Proposicao 2.15(i), temos 9°X; =
X,0% e 0°X; = X;0°, uma vez que ; = (; = 0. Por uma simples indugao
pode-se mostrar que, para todo [, m, tem-se

°X{ = X10" ¢ °X]" = X0

Dai,
0%,9) = 0%, Xy crm X3 X | T2

= > im Cm |07, X1 X
= > Cm (0P X] X — X{X00)
=21 aim (7 XDXT = X[ X70°)
= > im Cm (X1OP X — X[ X707)
=Y imamX] (0P X — X700) = 0 L

12



Proposigao 2.18 Sejam g € K[Xi, X|], para algum j € {2,..,n}, p €
K[X] ev= (71,72, 7m) € N" tal que y1 = 0 # ;. Entdo

l9.p0"] = [g, pd;" 07

Prova. Temos

Prop. 2.13 (i)
lg,p0"] " 2 plg, 07 + (g, pO”
= plg, 0)7 7] Prop. 2.13 (i)
= p(a;‘yj lg, 07 %] + [g, a;j]aV—Vjej) Lema 2.17

Prop. 2.13 (#4)

= plg, ;"] g, 01005,

Como conseqiiéncias da férmula de Leibiniz (Proposigao 2.5 (iv)), temos

ainda as seguintes propriedades:

Proposicao 2.19 Sejam «, f € N, p,q € K [X]. Entao temos, para cada
i€{l,..,n} e para cada k € N,

i) (Generaliza¢ao da formula de Leibiniz)
ofp =Y CLol (p) o),
§=0
i) [0F,p] = 22?11 CI (p) OF 7, ou seja

k
OFp = pdf + Y Clo! (p) O,

j=1
k—1 . . L

iii) [po;, oF] = — - Ci ol (p) o) s
7=0

iv) [q,p0F] = —p > Cid} (0) or .

J

A proposigao a seguir generaliza o item (77) da Proposicao 2.15.

13



Proposigao 2.20 Sejam D € A,, e 5 = (04, ..., Bn) € N™. Entdo, para cada
1 tal que B; # 0 temos:

[D, 35] = GZ[D, aﬁ_ei] + [D, @]8ﬁ_e"

Prova. Se (3; # 0, podemos escrever

[D,d°] = D, 0;0°¢]

Prop. 2.13 (i)

= 8i[85_ei, D] + [D, 8i]8ﬂ_ei. |

2.3 O grau de um operador de A,

O grau de um operador de A,, que serd introduzido nesta secao, se
comporta, muitas vezes, como o grau de um polinomio. A diferenca estd na

nao-comutatividade de A,,.

Definicao 2.21 Seja D € A, e suponhamos que sua expressao na forma
candnica € D = 3 CapX@OP. O grau de D, denotado por deg(D), ¢
o maior comprimento dos multi-indices (o, 3) € N* x N" tais que X*0°
apresenta-se como parcela de D com coeficiente nao-nulo. Como ocorre com

o grau de um polinomio, convenciona-se que o grau do operador nulo é —oo.
Exemplo 2.22 O grau do operador 2X,0, + X1 X30,05 € 6.

Proposicao 2.23 (Propriedades do grau) Sejam D e D' € A,,. Entao:

(i) deg(D+ D’) < max{deg(D),deg(D’)}, ocorrendo igualdade sempre
que deg(D) # deg(D');

(i4) deg(|D, D')) < deg(D) + deg(D') — 2.

(ii) deg(X“0°X°9") = |a| + |B] + |o| + |n| . Mais precisamente,

X*9PX70" = X799t - { parcelas de grau < |o| + |8 + |o| + 0] — 2};
(iv) deg(DD') = deg(D) + des(D').
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Salientamos que pode ocorrer igualdade na férmula (%) da proposigao

anterior. Vejamos um exemplo:

Exemplo 2.24 Seja D = > c,5X°0° € A, e seja (o, ) um multi-indice
a?/B
de maior comprimento para o qual X®0° apresenta-se como parcela de D

com coeficiente nao-nulo, e suponhamos que a; # 0. Entdo, pelo Coroldrio

2.16, teremos
[0;, D] = Z ca,ﬁaixa—@iaﬁ
a?ﬁ
a; #0
e, portanto, deg ([0;, D]) = deg (9;) + deg (D) — 2.
Da proposicao 2.23 obtemos os seguintes resultados sobre A, :

Corolario 2.25 A, nao possui divisores de zero.

Corolario 2.26 Os unicos elementos de A,, invertiveis sao as constantes.

2.4 A base candnica para o K[X]—-mddulo livre A,

E facil ver que A, também é um K|[X]|—mddulo a esquerda. Além disso,

Proposicao 2.27 A Algebra de Weyl A, é um K [X] —mddulo livre & es-
querda com base B = {8/3 1B € N”} )

Assim, um elemento D de A,, pode ser escrito de maneira tinica na forma

D = Zggﬁﬁ, com gg € K[X].
B
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2.5 A ordem de um operador de A,

Aqui também usaremos as notagoes de multi-indice e comprimento de

um multi-indice que foram estabelecidas na Definicao 2.6.

Definigao 2.28 Dado p € K[X] ndo-nulo, definimos a ordem de pd® como
sendo |B|. Para um operador D € A,,, cuja expressio, em termos da base B

explicitada acima, € da forma

D= Zpﬁaﬁ,
8

definimos a ordem de D como sendo a maior ordem dos operadores que
compoem as parcelas nao-nulas de D. Ao operador nulo serd atribuida ordem

—o00. Denotaremos a ordem de D por ord (D).

Exemplo 2.29 Se D = X370, + X, X10,03+50302 — X30,05 entdo ord(D) =
D.

Proposicao 2.30 (Propriedades da ordem) Sejam D, D’ € A,,. Entdo valem
as sequintes propriedades:

i) ord(D+D") < max{ord(D),ord(D")}; valendo a igualdade se
ord (D) # ord (D');

ii) ord ([D, D']) < ord (D) + ord (D') — 1;

iii) ord(X*0PX°0") = |B| + |n| . Mais precisamente,

X*9PX70" = X799t 1 { parcelas de ordem < |B| + |n| — 1};
i) ord (DD') = ord (D) + ord (D’).

Lema 2.31 Suponhamos que n > 2. Sejam g € K[X1,X,], para algum j €
{2,...,n}. Entdo, para cada k € N*,

[0, 9] = k0;(9)0; " + { termos com ordem < k — 2}.
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Prova. De fato,
Prop. 2.19 (i) d :
05, 9] =T G )dr T = k()0 + ) CLok(g)s
i=1 i=2

sendo o somatorio um operador de ordem < k — 2. [ |

2.6 Derivagoes de K[X]

Introduzimos, nesta se¢ao, os operadores de ordem 1 mais simples, chama-
dos derivagoes, bem como o conceito de derivacdo simples, conceitos essen-
ciais para este trabalho. Por isso, nesta secao apresentamos a prova de todos

os resultados.

Definicao 2.32 Seja R uma K—dlgebra. Um operador linear d : R — R
¢ dito uma dertvagdo (que se anula sobre K ) de R se satisfizer a regra de
Leibiniz

d(ab) = ad(b) + d(a)b,

para todos a,b € R.
Um exemplo de derivagao é o operador 0, que chamamos derivacao nula.

Proposicao 2.33 Seja R uma K—dlgebra com unidade 1g, e seja d uma

derivagao de R. Entao d(1g) = 0.

Prova. Como d é uma derivagao ela satisfaz a regra de Leibiniz da

definicao 2.32, logo

d(lR> — d(lR . 1R)
= 1Rd(1R) +d(1R>1R
=d(1g)+d(1g).
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Entao d(1g) = 0. [

Denotamos por Derk(R) o K—espago vetorial de todas as derivagoes de
R. Em particular, Derg(K[X]) C Endg(K [X]), pois toda derivacao é um

operador linear.

Lema 2.34 Se d € uma derivacao de K [X], entao, para todo i € {1,...,n}
e todo k € N*,
d(XF) = kXFd(X)).

Prova. A prova é por inducao sobre k : temos, para k = 1,
d(X;) = d(X}) = 1X]71d(Xp).

Seja k > 1 e suponhamos que d(XF) = kX*'d(X;). Entao
d(X{T) = d(X;X[) = Xid(XF) + XFd(X;)
= Xk XFr(X;) + XFd(X;)
— kXF(X,) + XEd(X)
= (k+ 1) XFd(X;). [ ]

Proposicao 2.35 Se d ¢é uma derivagao de K [X], entdo
d=> " d(X;)0;
i=1

Prova. Seja X* € K[X], com a = (aq, ..., ay).

18



Temos fazendo uso da definicao 2.32:

d(X?)

LX)

quXoc a161) — d(Xloq)Xa—awl + Xixld(Xa—oqel)

X 1)Xa aleq —i—Xal (d(ngz)Xa*mqfazez +X2042d<Xa*0161*11262))

d(X;
d(
d(X{) X0 4 X{rd(Xg o me o)
d(
d(

X 1)XO¢ alel +d(X0£2)XO¢ (%X +XO¢1XO¢2d<XOl «al1e1— azeg)

3
—

(X)X 4 X XN d(XEm)

=1

M-

d(X;) X (2)

1=1

1°caso: «; # 0 para todo i € {1,...,n}. Temos

d(Xa) = Z d(Xiai)on—aiei Lem;2.34

=1

= Za Xaz on ae; Zd Xa a’e’Oz )(01Z

=3 d(X) X (X ) d(X
Z Z

= (Z d(Xi)ai> (X7).

2°caso: se algum «; = 0,7 € {1,...,n}, temos, pela Proposicao 2.33,
d(X{) = d(X]) =d(1) =0,

e portanto a i—ésima parcela de (2) é nula. Por outro lado, como o; = 0 < 1,
pelo Lema 2.8 (7ii) temos

9,(X*) = 0.
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Logo
d(X7) X7 =0 = d(X;)0;(X?)

Assim, usando o fato acima para os a; nulos e o 1°caso para os «; nao-nulos,

(2) pode ser escrita

axe) = - (e xeee

i=1

= Z d(X;)0;(X*)

— (Z d(XM) (X).

Conclusao: Como os monomios X formam uma base para K[X] e

d é linear, concluimos que

Corolario 2.36 Toda derivagao d de K[X]| se escreve, de maneira unica,

na forma

i=1
onde py, ..., pn € K[X]. Ou seja, Derg(K[X]) é um K[X]—mddulo livre com
base B = {04, ...,0n}.

Assim, temos que Derg(K[X]) C A,. Temos ainda, dada a Definicao

2.28, que os elementos de ordem 1 sao os elementos de
(Derg (K[X])N\{0}) + K[X],

ou seja: um elemento de ordem 1 é da forma d + g, com d uma derivacao

nao-nula e g € K[X]. Por exemplo, o operador

61 + h282 + ...+ hnan + g,
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onde hy, ..., h,, g € K [X], é um operador de A,, de ordem 1.

Sobre estes operadores, temos os seguintes resultados técnicos:
Lema 2.37 Seja d € A,, uma derivagao. Entao, para cada f € K [X],
[d, f]=d(f)-
Prova. Supondo d = h,0; + ... + h,0,, temos
d, f] = Z:'L:l[hiaiy f]

= 2?21 h;0; (f)
= (D i hi0) (f) = d(f)- n

Prop.2.19 (iv)

Corolario 2.38 Seja S um operador de ordem 1, digamos, da forma S =
d+ g, com d uma derivag¢io nao-nula e g € K [X]. Entdo, para qualquer
feK[X],

1S, fl=d(f) € K[X].

Prova. Basta lembrar que o comutador é bilinear e que [g, f] = 0, pois

polinomios comutam. m

Um caso particular de derivages de K[ X| que estamos interessados neste

trabalho sao as chamadas derivagoes de Shamsuddin:

Definicao 2.39 Uma derivacao de Shamsuddin é um elemento d de

Derg(K[X]) da forma
i=2

com a;,b; € K[X4] para todo i.
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Exemplo 2.40 d = 0, + (X X+ X| —5)0 + (X1 X3+5)03 € uma derivagdo
de Shamsuddin de K[X7, Xs, X3].

Lema 2.41 Sejad =0+, ,(a;X; + b;)0; uma derivagcdo de Shamsuddin
de K[X]|. Entao

(a) d|gix,] = O1;

(b) para todo i € {2,...,n}, temos d|k[x, x,) = O1 + (a; X; + b;)0;.

Prova. Imediata. =

Lema 2.42 Sejad =01+, o(a;X; +b;)0;, com a;,b; € K[X1] para todo i,
uma derivagdo de Shamsuddin de K[X1, Xs, ..., X,]. Entdo, para todo multi-
indice T = (Y2, ..., Vn) € N1 temos:

(@) [4,07) = — (S0 i) O

(b) Em particular, 0id = do} + ta;0%, set > 0 é um inteiro.

Prova. Procederemos por indugao sobre| I' | .

Se | T'|= 1, temos que 9" = 9; para algum j € {2,...,n}; dai,

[d,0;] = |01 + Z(aiXi +0;)0;, 0;
=2

= [817 aj} + Z[CLZXZa“ aj] -+ Z[blaz, a]] Pro% 2.4

=2 i=2
= Y10 Xi0,.0] + Y bidi, 05 "
=2 i=2

= —Cljaj.

Suponhamos que | I' |> 2 e que o lema é verdadeiro para todo multi-
indice A tal que | A |<| I' | . Sem perda de generalidade, podemos supor
Y2 > 1. Temos entao:

[d, 0% "= 0, [d, 0T ¢2] + [d, 9y)OF <2
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= 62 (—(’)/2 — ]_)CLQaF—EQ _ Z ,yiaiaf‘—62> + (_a282)8f‘—62
=3

= —72a20" + a20" — Y 7i4;0" — 40" = = v;a;,0". m
i=3 i=2

Tratamos agora do conceito de derivacao simples que serd usado para

aprofundarmos a caracterizagao dos ideais unilaterais maximais de A,,.

Definicao 2.43 Seja d uma derivacao de uma K—dlgebra R. Um ideal I de
R é um d—ideal (ou um ideal estdvel por d) se d(I) C I. Dizemos que
R é d—sitmples e que d é uma derivagao simples de R se R nao contém

d—ideais além dos triviais {0} e R.

Antes de darmos exemplos de derivagoes simples, provamos um resultado
que simplifica, em muitos casos, a constatacao sobre a estabilidade de um
ideal, a saber, que mostra que, para verificarmos a d—estabilidade de um ideal

I de um anel R, é suficiente verificarmos a d—estabilidade nos geradores de

I.

Proposigao 2.44 Seja I um ideal de uma K—dlgebra comutativa R gerado
pelo conjunto { Yy, }oe™, € seja d uma derivagdo de R. Entao I é um d—ideal

se, e somente se, d(y,) € I para todo o € ).

Prova. (=) E ¢bvia.
(<) Queremos mostrar que, para todo y € I, ocorre d(y) € I.
Escrevendo y = Y7 riy;onde r; € R e y; € {Yo}oe™, para todo i €

{1, ..., s}, temos:

dy) = D_ d(riy)
= Z (d(ri)y: + rid(ys))

= Z d(ri)y: + Z 7id(y;)-
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E, como por hipétese d(y;) € I para todo i, temos de fato d(y) € I. m
Exemplo 2.45 K[X]| € 0,—simples.

Prova. De fato, seja I C K[X;] um J;—ideal ndo-nulo. Seja f € I um
polinémio gerador de I (lembramos que K[X;] é anel a ideais principais).
Seja n o grau de f.

Pelo fato de I ser um 0;—ideal, temos que

o1 (f) eI

Dai, se tivermos n > 0 entao 0;(f) tem grau n — 1 > 0 em . Mas isto
contraria a minimalidade do grau de f. Portanto, n = 0, ou seja, f € K* e,
conseqiientemente, [ = K[X;]. Assim, K[X;] ndo contém 0, —ideais préprios

nao-nulos. m

Lema 2.46 Se d € uma deriva¢ao de K[X], entdo, para todo ¢ € K*, as

deriwacgoes d e cd tém exatamente os mesmos ideais estdveis.
Prova. Imediata. m

Proposicao 2.47 As derivagoes simples de K[X1] sao precisamente 0s ope-

radores da forma cOy para algum c € K*.

Prova. Pelo Lema 2.46 e pelo Exemplo acima, é claro que, para todo
c € K*, a derivacao c0; é simples.
Mostremos agora que se p € K[X;]\ K, entdo d = pdy ndo é uma derivagao

simples de K[X]. De fato, considerando o ideal I = pK[X;], temos

d(p) = pdi(p) € pK[X1].

Desta forma, pela Proposigao 2.44, pK[X;] é um d—ideal de K[X;] que é
nao-trivial se p nao for constante, e, portanto, neste caso, d = pd; nao é uma

derivagao simples. m
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3 SOBRE A ESTRUTURA DE IDEAIS DA
ALGEBRA DE WEYL

Neste capitulo apresentamos alguns resultados sobre a estrutura de ideais
unilaterais de A,,. Alguns dos resultados deste capitulo novamente serao apre-
sentados sem demonstragoes, podendo as mesmas ser encontradas em Ferreira
[4] e Souza Jr. [8].

Apesar de muitos anéis nao-comutativos admitirem ideais bilaterais, nao

é o que ocorre com A,,.

3.1 A simplicidade de A,

Definicao 3.1 Um anel é dito stmples, se seu unico ideal bilateral proprio

€ o ideal nulo.
Teorema 3.2 A dlgebra A,, é simples.

Sabe-se que todo anel comutativo simples é um corpo. No entanto, isto
nao necessariamente ocorre com anéis nao-comutativos, isto é, nem todo anel
nao-comutativo simples é um anel de divisao. Um exemplo é A,,: de fato,
como vimos no teorema anterior A, é simples; mas, como conseqiiéncia direta

do corolario 2.26 temos:
Teorema 3.3 A dlgebra A, ndo ¢ um anel de divisao.

E, como os tnicos elementos de A,, invertiveis sao as constantes nao-nulas,

temos que:

Corolario 3.4 Todo elemento ndao-constante de A,, gera um ideal unilateral

nao-trivial.
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A Algebra de Weyl nao é, tampouco, um anel a ideais principais a es-
querda (ou a direita).

Cabe aqui ressaltar que determinar ideais a esquerda de A,, é equivalente
a determinar ideais a direita de A,,. Isto se deve ao fato de A, possuir uma
involugao (veja [4]), deste modo para cada ideal a esquerda existe um ideal
a direita correspondente, e vice-versa. Entao, a partir de agora, falaremos
exclusivamente de ideais a esquerda de A,,, e tudo vale também para ideais

a direita de A,,.
Proposicao 3.5 A, ndao € anel a ideais principais a esquerda.

De fato, prova-se que, para n = 1, o ideal & esquerda J = A;.07 +
Ay.(X101 — 1) nao é principal (veja [2], pagina 19, exercicios 4.8 ¢ 4.9 ). Para
o caso n > 2, demonstra-se que o ideal A,,.0; + ... + A,,.0, nao é principal (
veja [4], pagina 53, Proposigao 48).

Apesar de A, nao ser um anel a ideais principais a esquerda, prova-se
que todo ideal unilateral de A, é gerado por dois elementos. Este é um

importante resultado devido a J. T. Stafford (veja [9]).

Exemplo 3.6 Prova-se que o ideal a esquerda gerado por 01,0y € O3 também

pode ser gerado por 01 e por Os + X105.

Passemos, agora, a procurar ideais principais maximais (note que, tendo
em vista o Corolario 3.4, ¢ uma questao natural perguntarmo-nos quais ideais

principais sdo maximais).

3.2 A procura de ideais maximais principais a esquerda

de A,,.

Nesta secao estamos interessados em procurar ideais maximais principais

a esquerda. Nos concentramos nos geradores de ordem 1.
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Inicialmente vamos olhar para os operadores de ordem 1 mais simples, a

saber, as derivacoes. Nesta direcao, o que temos sao os seguintes resultados:

Proposicao 3.7 Uma derivagao pdy, com p € K[X4|, gera um ideal princi-

pal mazimal a esquerda de Ay se, e somente se, p € K*.

Prova. (<) Como K* C Ay, nao hé diferencas entre o ideal gerado por
p0i, com p € K*, e o ideal gerado por ;. Basta mostrar, entao, que A;.0; é
um ideal principal a esquerda maximal de A;.

Escrevendo os elementos de A; em termos da base {9/ : 5 € N}, vemos

que os operadores nao-nulos de A;.0; sao todos os operadores de A; do tipo

k
sz‘ [, com p; € K [X4],
i=1

ou seja, que nao possuem um “termo independente”.
Seja agora J um ideal a esquerda de A; tal que A;.0; & J. Afirmamos
que J = A;. De fato, seja D um operador de J que nao pertenca a A;.0;.

Entao, ele é do tipo

k
Zp,@f + po, com p; € K [X;] e pp # 0.

i=1
Como —Zlepiaf € A1.0y & J, temos py € J. Assim, O1py € J (pois J é
ideal & esquerda) e pp0; € J (pois A;.0; & J); portanto

[81)])0] € J7

ou seja, pela Proposicao 2.5, 0y (po) € J.
Agora, pondo py = 0; (po) € J, temos que pj, tem grau menor do que po;

dai, repetindo o raciocinio acima para pj,, vamos concluir que

o (py) € J.
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Prosseguindo com este raciocinio, chegaremos a conclusao que em J existe

um polinomio de grau zero:
KnJ#{0}

e, portanto, J = A;. Assim, A;.0; é um ideal maximal de A;.

(=) Mostraremos que, se deg (p) > 1, entdo o ideal A;.p0; nao é maximal.

Primeiramente, observemos que, pela Proposicao 2.23, para todo D €
A1p0y, temos deg (D) > deg(pd;) > 2. Portanto, como deg () = 1, 0y ¢
Aq.p0;.

Assim temos que

Al.pal g Al.al g Al
e, portanto, A;.pd; nao é um ideal maximal. m

Proposicao 3.8 Para n > 2, nenhuma derivagao de K[X| gera um ideal

principal mazimal a esquerda de A,,.

Prova. Sejad =Y | p;0;,com p; € K[X] para todo ¢ € {1,...,n}, uma
derivacao de K[X]|. Afirmamos que I = A,,.d nao é um ideal maximal de A,,.

Inicialmente salientamos que o ideal J = A,,.0; + ... + A,,.0,, é um ideal
proprio. De fato, se ocorresse 1 € J entao existiriam Dy, ..., D, € A, tais
que

D0, + ...+ D, 0, = 1.

Aplicando os dois lados da igualdade em ¢ € K*, teremos
0= (D101 + ... + Dy0y,) (¢c) = 1(c) = 1le = ¢,

absurdo.

Vamos agora dividir a demonstracao em dois casos.
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1.°caso: existe i € {1,...,n} tal que p; = 0.

Primeiramente, verifiquemos que
I=A,dGJ=A,01+..+A,.0,.

Que ocorre a inclusao é trivial; que ela é propria vem do fato de que 0; €

JN\U. De fato, vejamos: se tivéssemos 0; € I, entao existiria D € A, tal

que Dd = 0;. Porém, como p; = 0, 0; deve estar presente em D. Assim,

ord (D) > 1 e, pela Proposigao 2.30, ord (Dd) > 2, absurdo, ja que Dd = 0.
Assim, temos

I=A,d&JGA,,
e, portanto, I nao é um ideal maximal de A,,.

2.°caso: para todo i € {1,...,n}, temos p; # 0.

Afirmamos que, também aqui,
I=A,dGJ=A0+..+A,0,.

De fato, temos que 0; € J\J: por absurdo, suponhamos 0; € I, ou seja,

existe D € A, tal que
0, =Dd=D ipl@i = i Dp;0;.
i=1 i=1
Desta forma, temos
(1 — Dpy) 0y = Dp0s + ... + Dp,,0y.

Se ord(D) = m, entdo sabemos que ord(Dp;) = m. Pela Proposigao
2.19 (i), temos que os multi-indices de ordem m que aparecem em Dp; sao 0s
mesmos que aparecem em . Com isto, no lado esquerdo da igualdade acima,

os multi-indices de comprimento m + 1 sao da forma 3+ e;, com [ envolvido
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em D, enquanto que, do lado direito, os multi-indices de comprimento m + 1
sao da forma 3 + e;, com i > 2, o que é um absurdo, pela Proposicao 2.27.

Assim, novamente teremos
I'=A,d&JGCA,
e I nao é um ideal maximal de A,,. m

Passamos agora a examinar se ¢ possivel operadores de ordem 1 do tipo

d+ g, onde d é uma derivagao de K[X]| e g € K[X], gerarem ideais maximais

de A,,.

Definigao 3.9 Sejam d uma derivacio de K[X] e g € K[X]. Com relagio

ao operador d + g, denominamos g uma perturbacao de d.

Para o caso n = 1 nos restringiremos ao seguinte resultado, que generaliza

a proposicao 3.7.

Proposicao 3.10 Todo ideal da forma I = A;.(c101 + ¢2), com c1,c0 € K e
c1 # 0, € um ideal mazimal de A, (K).

Prova. Pela Proposicao 3.7 ja sabemos que A;.0; é um ideal maximal a
esquerda de A;.
A aplicacao dada por:

gbiAl—)Al,

Xy — X5 01— O+,

¢ um isomorfismo de A; (cuja inversa é dada por X; — X, 0) — 01 —¢).
Assim, o ideal maximal a esquerda gerado por 0; é levado no ideal a

esquerda gerado por 0y + ¢ que, portanto, também serd maximal. m
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3.3 Maximalidade x simplicidade

Coutinho [3], que generalizou exemplos de ideais unilaterais maximais
apresentados inicialmente por Stafford [10], foi o primeiro a evidenciar a forte
relagao existente entre d—simplicidade de K [X] e ideais unilaterais maximais
de A,: a partir de uma derivagao d que torna o anel K[X]| d—simples, ele
exibiu uma perturbacao g € K[X] de d tal que d+ g gera um ideal a esquerda
maximal de A,,.

Mais tarde, Lequain, Levcovitz e Souza Jr. [7] provaram que, com a
derivacao d submetida a certas condigoes, se existe g € K[X] tal que o ideal
A,.(d+ g) ¢ maximal, entdo K|[X]| é d—simples (veja Corolario 3.20).

Buscando uma caracterizacao de certos operadores de ordem 1 que geram
ideais unilaterais maximais da Algebra de Weyl A,,, conseguimos éxito para
o caso n = 2 (Coroldrio 3.14) e para certos casos em n > 2. Para os demais
casos consegue-se apenas resultados parciais (veja Teorema 3.13), numa ge-
neralizagao do resultado de Bratti e Takagi [1] e que foi obtido por Lequain,
Levcovitz e Souza Jr. [7].

Antes de apresentarmos os resultados mencionados no paragrafo acima,
justificamos nossa restricao ao estudo de operadores de ordem 1 envolvendo

apenas derivagoes da forma
d= 181 + 04282 + ...+ oznan. (3)

Inicialmente, observemos que, se d é uma derivacao de K[X]| e n > 2
entao nao temos, necessariamente, d|xx,) C K[X;]. Mas, se ocorrer d|g(x,] C
K[X], teremos que d|kx,) serd uma derivacao de K[X;] e, se d for simples,

entdo d|k(x,] também o serd:

Proposicao 3.11 Suponhamos n > 2 e seja d uma derivagio de K[X] tal

que d|g(x,)] € uma derivacio de K[X1]. Se d é simples, entdo d|k(x,] também
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Prova. Escrevendo
i=1

com p; € K[X], se d|k[x,] ¢ uma derivagao de K[X;], entdo devemos ter
d|K[X1] = p101, com p; € K[Xl]
Considerando o ideal I = K[X]p;, como d é simples, devemos ter p; € K*.

Do contrério, teriamos

d(p) = d’K[Xﬂ (p1) = p101 (p1) € K[ X]p

e, neste caso, I seria um d—ideal préprio de K|[X].
Desta forma, pela Proposicao 2.47, d|k[x,) ¢ uma derivacdo simples de

K[Xi]. =

Ora, como salientamos acima, queremos abordar o estudo de ideais maxi-
mais via derivagoes simples. Entao, é um tanto natural considerarmos, inicial-
mente, o caso de operadores que provem de derivagoes que, quando restritas
a K[Xi], ainda sejam derivagdes de K[X;|. Ainda, se queremos que tais
derivagoes sejam simples, entao, pelo Lema 2.46 e pelas Proposicoes 3.7 e

3.11, necessariamente elas devem ser da forma (3).

Convengao: Em todo o restante deste texto, convencionaremos como
A, _1 a K—sub-dlgebra de A, gerada por Xs, ..., X,, e O,...,0, (a0 invés de

X1,y Xpoq € Op,...,0p—1). Assim, teremos
A, 1 [Xh]=KI[Xy,...,X,](0s,...,00) = K[X](0s,...,0n) ,

e, com o que ja discutimos até o momento, é facil convencer-se que A,, é um

A,,_1[X1]—médulo livre:
Ap = EBEO:OAnfl[Xl]af- (4)
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Definicao 3.12 Seja D um operador em A,. Um elemento
Re A, 1 [X1]\K

¢ dito um operador de Darboux para D em A, [X;]\K, se
[D,R| € K[X]|R.

Teorema 3.13 Seja d uma derivagao da forma d = 0y + hoOs + ... + hy, 0,
onde ha, ....,h, € K[X], e seja g € K[X].

(i) Se A,.(d+ g) é um ideal maximal a esquerda de A, entdo d+ g ndo
possui operadores de Darboux em A, [X1] \ K.

(i1) E, quanto a reciproca: se h; € K[X1, X;] para todo i € {2,...,n}, e
além disso, d + g nao possui operadores de Darboux em A,y [X1]\K, entao

A,.(d+ g) € um ideal mazimal de A,,.

A prova do Teorema 3.13 pode ser encontrada em [8] e [4].
E interessante notar que para o caso n = 2 nao existe restricao para a

reciproca estabelecida em (i7), e o que obtemos é

Coroléario 3.14 Seja d uma derivagio de K[X;, Xs] da forma d = Oy + hs,
onde h € K[X1,Xs] e seja g € K[X1,Xs]. Entao Ays.(d + g) € um ideal
mazimal a esquerda de Ay se, e somente se, d + g nao possui operadores de

Darbouz em Ay [ Xq] \ K.

Observagao 3.15 O coroldrio acima € o resultado de Bratti e Takagi (veja

[1]) generalizado para um corpo qualquer de caracteristica zero.

Outro caso particular onde temos a equivaléncia entre o ideal a esquerda
A,.(d + g) ser maximal e d + g nao possuir operadores de Darboux em

A, 1 [X1])\K, é quando a derivagao d é de Shamsuddin (veja Defini¢ao 2.39):
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Corolario 3.16 Seja d uma derivagao de Shamsuddin de K[X]. Seja g €
K[X]. Entdo as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) A,.(d+ g) é um ideal & esquerda mazimal de A,,.

(ii) d 4+ g nao possui operadores de Darbour em A,_1 [X1]\ K.

Voltando a considerar o aspecto simplicidade, mostramos a seguir que
o conceito de derivacao simples é til para aprofundarmos a caracterizagao
dos ideais maximais de A,, gerados por operadores de ordem 1. Mais pre-
cisamente, mostramos que simplicidade é uma condigao necesséaria para que
certos operadores de ordem 1 gerem ideais maximais. As provas dos dois

préximos teoremas podem ser encontradas em [8] e [4].

Teorema 3.17 Seja d uma derivagio de K [X] da forma d = 0y + ha0s +
oo+ Oy, com ha,....hy, € K[X], e seja g € K[X]. Se A,.(d+ g) € um
tdeal a esquerda maximal de A,,, entao nenhum ideal principal nao-trivial de

K [X] é um d—ideal.

Teorema 3.18 Seja d uma derivagio de K [X] da forma d = 01+hoOs+... +
hnOy, com h; € K [Xy,...,X;| parai = 2,...,n. Entdo as sequintes afirmagoes
sao equivalentes:

(i) K [X] é d—simples;

(7i) Nenhum ideal principal nao-trivial de K [X]| é um d—ideal.

Assim, temos como caso particular

Corolario 3.19 Seja d uma derivagao de Shamsuddin de K[X].
Entao, as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(i) K[X] é d—simples.

(i1) Nenhum ideal principal nao-trivial de K[X] é um d—ideal.
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Dos teoremas 3.17 e 3.18 demonstra-se também:

Corolario 3.20 Seja d uma derivagao de K [X] da forma d = 0y + heOy +
i+ Oy, com hy € K[Xq,...,X;] parai = 2,...n, e seja g € K[X]. Se
A,.(d+ g) é um ideal a esquerda mazimal de A,,, entdo K [X] é d—simples.

Assim, como caso particular do Coroléario 3.20 temos:

Corolario 3.21 Seja d uma derivacao de Shamsuddin de K[X]. Se A,,.(d+
g) € um ideal a esquerda mazimal de A, para algum g € K [X], entao K [X]

€ d—simples.

Estamos interessados agora em procurar ideais maximais a esquerda ge-
rados por um elemento de ordem 1 da forma d+ g, onde d é uma derivacao de
Shamsuddin e g € K[X]. Como vimos no resultado anterior, devemos partir
necessariamente de uma derivacao simples de K[X].

Assim, surgem-nos duas questoes naturais:

1*questao: Quais derivagdes de Shamsuddin de K[X]sao simples?

2*questdo: Para toda derivac@o de Shamsuddin simples de K [X] existira
uma perturbacao g € K[X], tal que A,,.(d+ g) é um ideal maximal principal
a esquerda? Ou seja, serda que a Conjectura dada na Introducao é verdadeira
para o caso das derivagoes de Shamsuddin?

Estas duas perguntas serao respondidas nos Capitulos 4 e 5, respectiva-

mente.
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4 DERIVACOES DE SHAMSUDDIN SIM-
PLES DE K[X]

Tendo em vista o que foi apresentado no capitulo anterior, uma per-
gunta natural que surge é quais derivagoes de K[X] sdo simples. De uma
maneira geral esta é uma pergunta dificil de responder. Porém para o caso
das derivagoes de Shamsuddin podemos estabelecer um critério que possi-

bilite verificar isto, respondendo de forma precisa esta questao.

4.1 Derivagoes simples em anéis de polinémios

Para provarmos alguns resultados preliminares, comecamos trabalhando

em um contexto mais geral.

Lema 4.1 Sejam R uma K—dlgebra, Y uma indeterminada sobre R e R[Y]
o anel de polindmios com coeficientes em R. Seja d uma deriva¢ao de R[Y]
tal que d(Y') = aY + b, para a, b € R. Entao:

(a) d(Y?*) = s(aY® +bY*™1), onde s € N;

(b) ser € R e s € N*, entao
d(rY®) = d(r)Y* +rsaY® + rsbY*".

Prova. (a) Faremos a prova por indugao sobre s. Para s =0e s =1
o resultado é claro. Seja k > 1 e suponhamos que d(Y*) = s(aY® + bY* 1)
para todo s < k.

Entao,
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Def. 2.32

d(Y*) = d(YY")
— Yd(Y") +d(Y)Y* "2
=Y (kaY* + kbY*1) + (aY +b)Y*
= kaY*™ 4+ kbYF 4+ aY T 4 bYH
= (k+1)aY*" + (k + 1)bY*"

= (k4 1)(aY* +0YF),

como queriamos demonstrar.

(b) Dados r € R e s € N*, temos:
d(rY?®) =d(r)Y* + rd(Y?®)

(r)Y* +r(saY® + sbY*™1)

(r)Y* + rsaYs + rsby 1. [

iterr;(a)

d
d

Lema 4.2 Sejam R uma K—dlgebra comutativa, Y uma indeterminada so-
bre R e R[Y]| o anel de polinémios com coeficientes em R. Seja d uma
derivagdo de R[Y| que satisfaz

(1) d(R) C R

(2) R é d—simples;

(3) ezistem a, b € R tais que d(Y') = aY + 0.

Se um d—ideal J de R[Y] contém um polinomio f de grau s, entdo ele

contém também um polindomio monico de grau S.

Prova. Suponhamos que o monomio lider de f é rY?® com r € R* e
s e N.
Notemos inicialmente que s > 0. De fato, vamos supor que J contém

algum elemento r € R*. Como J é um d—ideal, temos que d(r) € J. Por
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outro lado d(R) C R entao d(r) € R. Assim, d(r) € JN R que é um ideal de
R. Portanto J N R é um d—ideal de R. Mas como R é d—simples, J N R é
necessariamente o ideal trivial R. Logo J = R[Y].

Afirmamos também que se r é tal que d(r) = 0, entdo J possui um
polinémio monico de grau s. De fato, se d(r) = 0 entao r gera um d—ideal
de R. Mas, como R é d—simples, entao r é um elemento invertivel de R.
Portanto r~!f é um elemento de J cujo monomio lider é Y*.

Vamos agora supor que d(r) # 0. Como f € J e J é d—ideal, temos que
fi:==d(f) — saf ¢ um elemento de J, e, pelo Lema 4.1 (b), d(f) tem termo
lider d(r)Y® + rsaY®, e portanto fi tem termo lider d(r)Y™®.

Chamando f de fy, vamos supor que tenhamos construido uma seqiiéncia
de polinomios de J, que denotaremos por fo, fi, ..., fr—1, tal que cada polinomio
f; tem grau s e termo lider &’ (r)Y*®. Entao, definindo f; := d(fr—1) — safr_1,

temos

fe = d(fr—1) — safr
= d(d" ' (r)Y”* + { termos com grau < s}) — safi_

= d(d" ' (r)Y*) 4 d({ termos com grau < s}) — safy_1 Lema 41 ()

(
k s k—1 s Lema 4.1 (a)
=d"(r)Y*+d" " (r)d(Y?®) — safx_1 + { termos com grau < s} =
= d*(r)Y* +d"(r)(saY® + sbY*™') — safi_y + { termos com grau < s}

= d"(r)Y*® + sad" ! (r)Y*® — safy_1 + { termos com grau < s}).

E portanto, como por hipétese fi,_; tem grau s e termo lider d*~1(r)Y*,
concluimos que f; tem monomio lider d*(r)Y®, exceto se d*(r) = 0.

Dalf:

- se d*(r) = 0 entdo, como R é d—simples, 0 = d*(r) = d(d*~(r)) implica
que d*~1(r) é invertivel; mas entdo, neste caso, (dk_l(r))_lfk_l € Jeé

monico, como requerido.
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- se d*(r) # 0 entao fp € J e seu grau é s. Ou seja, a seqiiéncia de
polinomios de J de grau s considerada acima pode ser aumentada. Supo-
nhamos entao que J possui uma seqiiéncia infinita fy, fi, ... de elementos sa-
tisfazendo as hipéteses acima. Isto ocorre se d*(r) # 0 para todo k. Como
R é d—simples, o ideal gerado por {r,d(r),d?(r),...} deve ser trivial, e por-
tanto existem ¢i,...,q; € R tais que Z;:o ¢jd(r) = 1. Entao o polinomio
22:0 q;f; € J etem Y?® como monomio lider, ou seja, ¢ um polinomio monico

de J com grau s. m

Shamsuddin consegue estender certas derivacoes simples de uma K —algebra

comutativa R a derivagoes simples sobre o anel de polinomios R[Y] :

Teorema 4.3 (Shamsuddin) Sejam R uma K—dlgebra comutativa, Y uma
indeterminada sobre R e d uma derivag¢do sobre R[Y| que satisfaz
(1) d(R) C R;
(2) R é d—simples;
(3) existem a,b € R tais que d(Y) = aY + b.
Entao sao equivalentes:
(1) R[Y] é d—simples;
(ii) a equacio d(Z) = aZ + b nao tem solugio em R.

Prova. (i) = (i7) : Por contraposi¢ao: suponhamos que r € R é tal que
d(r) =ar +b.
Entao o ideal I = (Y — r)R[Y] é um d—ideal. De fato,

dY —r)=4d(Y)—d(r)
=aY +b— (ar + )

=aY —ar=a(Y —r) € I.
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Logo, pela Proposicao 2.44, d(I) C I, e como I é um ideal préprio, R[Y]

nao é d—simples.

(i) = (i) : Também por contraposicao: suponhamos que R[Y] nao
é d—simples. Seja J um d—ideal préprio nao-nulo de R[Y], e seja f € R[Y]
um elemento nao-nulo com o menor grau possivel em Y, digamos s. Pelo
Lema 4.2, podemos ja supor que f é monico.

Digamos que f=>" ¢Y" g € R, gs=1.

Pelo Lema 4.1 (b), sabemos que se d(gs) # 0 ou se a # 0 entdo d(f) tem
grau s e termo lider (d(gs)+sags)Y®. Como d(gs) = d(1) = 0, concluimos que
d(f) tem coeficiente lider saY®, se a # 0. Mas, em qualquer caso, temos que,
como J é um d—ideal, d(f) — saf € J e tem grau estritamente menor que
s. Pelo carater minimal de f, concluimos que d(f) — saf é necessariamente
nulo.

Seja ¢ € R, o coeficiente do termo de grau s — 1 de f, ou seja, g,_1 = c.

Entdo, como
= (Zgy) -3 do)

_ Z GOV 4 gl (v)) 1

- Z ()Y + g; (iaY" +iby™ 1)),

igualando o termo de grau s — 1 de d(f) — saf a zero, temos:

0=sb+d(c)+c(s —1)a — sac

=d(c) + sb— ac,
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donde

Como —c/s € R, concluimos que a equagao d(Z) = aZ +b admite solugao

em R. m

Lema 4.4 Sejam u,v € K[Xi],u # 0, e q, r € K[X;], degr < degu, tal
que v = uq + r. Entao:

(a) f € K[X1] € solugdo da equagio Z' = uZ + v se, e somente se, f+q
¢ uma solucao da equagio Z' =uZ + (¢ +r).

(b) A equagio Z' = uZ + v tem no mdzximo uma solugio em K[X].
Prova. (a) De fato,

[ € K[X;] é solugdo de Z' =uZ +v
S fl=uf+v=uf+ug+r
sf+d=uftug+r+q¢d=ulf+q) +¢+r
e+ =ulf+a+d+r
& f+qésolugao de Z' =uZ + (¢ +7r).

(b) Suponhamos que f e g sejam solucoes de Z' = uZ + v. Entao:

f'=g = uf+v) = (uf +v) = uf —ug,

e portanto
(f =9) =ulf—9),

ou seja, f — g é solugdo de b’ = uh em K[X;].
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Como por hipdtese u # 0, a equacao h' = uh, por questoes de grau, sé
admite para solu¢ao em K|[X;] o polinomio nulo.

Assim, f — g =0, ou seja, f = g. ]
Lema 4.5 Sejam u,v € K[X;], u # 0. Se

v=uq +7r

q/1 = ugs + 72

¢ = u0 + ey,

onde qqy ..oy @ty T1.-, 11 € K[X7] e degr; < degu, para todo i = 1,...,t + 1,
entao:
(a) Sao equivalentes:
(i) A equacio Z' = uZ + v tem solugao em K[Xi];
(i) Yty i = 0.
(b) Se a equacao Z' = uZ + v tem solugao f € K[X;], entio f =

- Zle ;-

Prova. (a) De fato,

Lema4.4; v=uqi+r1
=4

f € K[X;] é solugao de Z' = uz +v

Lemad.4; ¢} +r1=uqa+ra+r1
==

& f+q ésolugao de Z' =uZ + (q; + 1)

, ~ Lema 4.4; g¢5+r1+ro=uqz+rz+ro+r
& [+ q + q ésolucao de Z' = uZ + (g5 + 11 + 12) =

! t+1
& f+ Y g ésolugio para Z' = uZ + Y 1,

i=1 i=1

Como degr; < degu para todo ¢, temos:
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- se degu = 0, entao r; = 0, para todo 7. Logo Zfﬂ r; =0, e 0 é solucao

de 7' = uZ em K[X;];

- se degu > 1, entdo por razoes de grau, a equacao 2 = uZ + Z?} i

t+1
LT = 0, caso em que a solugao

tem solugao em K[X;] se, e somente se, » .~
é o polinomio nulo.

Concluimos que f € K[X;] é solugao de Z' = uZ + v, se, e somente se,
Xiliri=0.

(b) Seja f € K[X;] solugao de Z' = uZ + v. Entao, pela demonstragao
do ftem (a), f+ 32'_, ¢ ¢é solugdo para Z' = uZ + .71 r;, e neste caso a

solucao desta ultima é o polinomio nulo. Portanto f + Zi:l ¢; = 0, ou seja,

f= —Zle ¢- W

Definigao 4.6 Sejam u,v € K[X;i], u # 0, dois polindmios, € 11, ...,T111
a sequéncia de polinomios obtidos no Lema 4.5. O polinomio Zfii r; serd

denotado por Pol(u,v).

Observagao 4.7 Note que, através do lema anterior, seu, v € K[X1], u # 0
entao

- 0 polinémio Pol(u,v) sempre pode ser calculado;

- a equagdao Z' = uZ+v tem solugao em K|[X,] se, e somente se Pol(u,v)
0;
- quando a equa¢ao Z' = uZ + v tem solug¢do entdo tal solugdo (unica)

pode ser calculada.

Lema 4.8 Sejam u,v,w € K[X1], u #0 e k € K. Entao:
(a) Pol(u,v + w) = Pol(u,v) + Pol(u,w);
(b) Pol(u, kv) = kPol(u,v);
(c) Pol
(d) Pol(u,v) =0 seu € K*.

u,v) =v se e sd se degu > degv;

(
(
(
(
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Prova. (a) Suponhamos que Pol(u,v) = f: r;, OU seja

v=uq +nm

gy = ugs + 12

¢ = u0 + 71y,

onde ¢, ..., G, 71, -, 1er1 € K[X;] e degr; < degu, para todo i.

Suponhamos também que Pol(u,w) = Zf;l T;, ou seja

w=uq; +r

a;:uaz—F’?rg

fq\; = UO + :I“Vs_i_l,

onde Gy, ..., Gs, T1, -, Ts41 € K[X1] e degT; < degu, para todo i.
Sem perda de generalidade, podemos supor s < t.

Assim, temos

vtw=uq +r+uq +r=ulqr+q)+r+n

G+ =ugt+re+q =ug+r=u(ge+ @)+ 12+ 72

q; + Zj; = UQGs+1 + u0 + Tst1 + ?s+1 = UQs41 + Tsi1 + ?s+1

/
Qo1 = UQst2 + Tsy2

q, = u0 + riyq,

onde deg(r; + 7;) < degu, para todo 7.
Conclufmos que Pol(u,v +w) = S (r +75) = Soir + S0 7 =
Pol(u,v) + Pol(u,w).
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(b) Suponhamos que Pol(u,v) = f: r;, OUu seja

v=uq +1

gy = uga + 72

¢ = u0 + 741

onde qq, ..., G, 71,711 € K[X7] e degr; < degu, para todo i.

Logo, para todo k € K,

kv = ukq, + krq

kqy = ukqo + kro

kq, = uk0 + kryyq

e deg kr; < degu, para todo 1.
Assim, Pol(u, kv) = S0 kry = kY200 7 = kPol(u, v).

(c¢) Suponhamos que degu > degv. Entao
v =1u0+v.

Assim, Pol(u,v) = v.
Reciprocamente, se Pol(u,v) = v, entao degv = deg(Pol(u,v)) < deg(u),

e portanto degu > degwv.

(d) Suponhamos que v € K*. Entao u é invertivel em K[X] e

v=u—v+0
u
(1 )' L :
—v| ==V =u—v +0
u u u
0=u0+0,



com deg 0 < degu. Logo, Pol(u,v) =0. m

4.2 Caracterizacao das derivagoes de Shamsuddin sim-

ples de K[X]

Com o que foi visto até aqui ja podemos enunciar um critério para
simplicidade de derivacoes de Shamsuddin em um anel de polinomios a duas

indeterminadas:

Teorema 4.9 Seja d = 01+ (aXs+b)0a, com a e b € K[X,], uma derivacao
de Shamsuddin de K[X1, Xs]. Entao d é uma derivagao simples de K[X1, Xo]
se, e somente se, a # 0 e Pol(a,b) # 0.

Prova. Observamos inicialmente que, se a = 0 entao d nao é simples. De
fato, se [b € K[X;] é tal que & (fb) = b. Entao d(Xg — fb) =aX, =0,
e portanto o ideal K[X;, X5] (X5 — [b) ¢ um d—ideal proprio de K[X1, X,],
donde concluimos que K[X7, X5] ndo é d—simples. Assim, se d é simples
temos necessariamente a # 0.

Como d(X3) = aXy+0b, pelo Teorema 4.3 temos que d = 01+ (aXy+b)0s é
uma derivagao simples de KX, X] se e somente se a equagao d(Z) = aZ+b
nao tem solugdo em K[X;]. Mas, pela Observacao 4.7, esta tltima equagao

tem solugao em K[X;] se, e somente se, Pol(a,b) =0.m

Uma questdo natural que nos surge aqui: se para cada i € {2,...,n},
tivermos que K[Xj, X;] é (01 + (a;X; + b;)0;)—simples, serd que a derivagao
d =0+ ,(a;X;+b)0; é uma derivagao simples de K[Xj,...,X,|? Em
outras palavras, serd que para uma derivagao de Shamsuddin de K[ X7, ..., X,}]
ser simples é suficiente que todas as restri¢oes d|kx, x,], ¢ € {2,...,n}, sejam
simples?

A resposta é nao, como nos mostra o exemplo a seguir:
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Exemplo 4.10 Seja d = 0y + (X1 Xs + 5)0s + (X1 X3 — 5)03 uma derivagdo
de K[X1,Xo, X3]. Entdo d ndao é uma derivagao simples de K[X;, X, X3],
apesar de d|kix, x,) € d|k[x,,xs serem derivagoes simples de K[Xi,Xs] e

K[Xy, X3], respectivamente.

Prova. Vamos mostrar que o ideal K[X7, X, X3](X2 + X3) é um d—
ideal de KX, X5, X3]. De fato,

d(Xs + X3) = d(Xs) + d(X3)
= X\ X+ 54+ X1 X5 — 5

— X1<X2 + Xg) E K[Xl,XQ,Xg](XQ + Xg)

Portanto, d ndo é uma derivagao simples de K[X7, Xs, X3].

Mas, pelo Teorema 4.9, dy = 01 + (X1 X5 +5)0y e d3 = 01 + (X1 X3 —
5)03 sao derivagoes simples de K [X;, X3] e K[X7, X3], respectivamente, pois
Pol(X1,5) =5#0e Pol(X;,—5) = =5 #0, jd que degh =0 < 1 = deg X;.

No entanto, vale a reciproca, até numa situacao um pouco mais geral:

Proposigao 4.11 Sed = o1+> ., , h;0;, com h; € K[Xy, X;], é uma derivagao
simples de K[Xy,...,X,|, entao, para cada i € {2,...,n}, d; = Oy + h;0; €
uma derivagao simples de K[ X1, X;].

Prova. Basta notar que d; = 0y + h;0; é a restricao de d a K[X;, X;].
Além disso, se d; nao fosse uma derivacao simples de K[X;, X;| entdo d nao
seria uma derivagao simples de K [X]. De fato, suponhamos por absurdo que
J C K[Xy, X;] é um d;—ideal préprio de K[X7, X;]. Entao JK[X] é um ideal
préprio de K[X], e, para todo f € J,

d(f) = di(f) € JK[Xy, Xi] C JK[X].
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Portanto, pela Proposi¢ao 2.44, JK[X]| é um d—ideal nao-trivial de K[X]. m

Antes de passarmos para uma melhor caracterizacao das derivacoes de
Shamsuddin que sao simples, apresentamos um lema técnico que sera necessa-

rio mais adiante.

Lema 4.12 Sejamn > 2 um inteiro, d = 81—1-2?:2(%)(@-—1-62-)&, com a;, b; €
K[Xy], para todo i, uma deriva¢ao de Shamsuddin simples de K[Xy, ..., X,].
Sejam v, g € K[Xy,...,X,] eu € K[Xq, ..., X,,_1] tais que

d(g) = ug + v.

Se degy (v) =t >0, entdo
(a) 931 (9) € K;
(b) 05 (g) =0 se u # (t + 1)ay,.

Prova. Aplicando 95! na igualdade d(g) = ug + v, obtemos, por um

lado,

0, (d(g)) = 9, (ug +v)
— udtt(g) + 8 (v) degx,, (v)=t
= ud," (g).
Por outro lado, pelo Lema 2.42, 9:'d = do* + (t +1)a, 0L, e portanto
ud, " (g) = 9, d(g) = d0," (9) + (t + 1)an0," (9),
donde obtemos
do,"(g) = (u— (t + 1)an)9," (). (5)

Logo, 05 (g) K[ X7, ..., X,)] é um d—ideal de K[X1, ..., X,,]. Como K[X{, ..., X,,]

é por hipdtese d—simples, temos 9t (g) € K, o que completa a prova de (a).
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Ainda, como 9% (g) € K, temos d(9:'(g)) = 0 e portanto, por (5),
concluimos, uma vez que K[X1, ..., X,] é um dominio, que 9t (g) = 0, se

u#(t+1)a, =

Vamos agora enunciar um teorema que nos da trés diferentes maneiras
de caracterizar a simplicidade de uma derivacao de Shamsuddin e que nos
proporciona também um algoritmo para verificar efetivamente se uma dada
derivacao de Shamsuddin é simples ou nao.

Para tanto, vamos separar as n parcelas de uma derivacao d de Shamsud-
din de K[Xq, ..., X, escrita na forma d = 0y + Y -, (X, + b;)0, em classes,
colocando numa mesma classe as parcelas que tém coeficientes a; iguais,

gerando assim, digamos, s classes, onde s é o nimero de a;’s distintos.

Teorema 4.13 Sejam ro, ...,rs > 1 inteiros, { X1} UU_o{X;1,..., Xir } um
conjunto de indeterminadas sobre K, 0y a derivagio 0/0X; e 0;; a derivagao
0/0X; ;. Sejam ay, ...,as € K[X4], elementos distintos de K[X,]. Para todo
i€{2,...,s}, sejam b;y,....b;,. € K[X;].

Seja d a derivagao de Shamsuddin de K[X1;U5_o{ X1, ..., Xir, }| dada por

S T4

d=0i+) Y (aXiy+biy)di

i=2 j=1
Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) d é uma derivagdo simples de K[X1;U;_o{Xi1, ..., Xir, }.

(i) Para todo i € {2,...,s}, a; # 0 e {Pol(a;,b;;);j = 1,...,r;i} €
um conjunto K —linearmente independente de r; elementos.

(i1i) Para todos i € {2,...,s} e todos ky, ..., k., € K, ndo todos nulos,
a equagio Z' = a;Z + Y 5L kb j ndo tem solugio em K[X].

(iv) Para todo i € {2,...,s}, a; # 0 e a equagao d(Z) = a;Z nao tem

solugdo g € K[ X1; X1, ..., Xip,] com degxm,(g) = 1 para algum j € {1, ....;7; }.
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Prova. (i) = (iv) Imitando a prova do Teorema 4.9, observamos que, se
a; = 0, para algum i € {2,...,s} e [ b;; denota um elemento de K[X], cuja
derivada é igual b; 1, temos que d(X; 1 — [ b;1) = 0, e portanto o ideal (X, —
Jbi)K[X1; Ui o{Xi1, ..., Xi }] 6 um d—ideal nao-trivial. Assim todos os q;
sao diferentes de 0.

Como d é uma derivacao simples, é claro que a equacao d(Z) = a;Z nao

tem solucao fora de K.

(iv) = (i7) Por contraposicao: seja i € {2,...,s} e suponhamos que exis-
tem ki, ..., k,, € K, ndo todos nulos tais que 25;1 kjPol(a;,b; ;) = 0. Entao,
pelo Lema 4.8(a) e (b), Pol (ai, > i kjbm) = 0.

Assim pela Observagao 4.7, existe f € K[X;] tal que

fr=af+ Z kjbi ;.
j=1

Vamos considerar o elemento g = —f + Zg;l k; X, ;. Como estamos
supondo que existe j € {1,...,r;} tal que k; # 0, concluimos que degy, | (9) =
1.

Além disso,

d(g) = —d(f) +d (Z kj&j) i
j=1

= - <aif +> k?jbi,j) + 3 ki@ + biy),
j=1 j=1
donde _
d(g) = a; <—f + Z iji,j> = a;g-
j=1

Assim, encontramos um polindomio de grau 1 em X, ; que é solugao da

equagao d(Z) = a; Z.

(i1) = (dit) Seja i € {2,...,s} e vamos supor que existem ki, ..., k,, € K

nao todos nulos e g € K[X;] tal que ¢’ = a;9 + 221:1 kjbi ;-
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Entao pela Observacao 4.7 e pelo Lema 4.8, temos
0 = Pol (CLi, Z kjb@j) = Z ijOl(CLZ', bi,j)-
j=1 j=1
Assim {Pol(a;, b;;);7 = 1,...,r;} ndo é um conjunto K —linearmente

independente.

(4i1) = (i) Inicialmente salientamos que d(K[X;]) C K[X4], d|xx,) = O
¢ uma derivagao simples de K[X;] e d(X;;) = a;X;; + b; ;. Entdo, como
por hipdtese, para cada i € {2,...,s} e cada j € {1,...,r;}, a equagao 7' =
a;Z+Db; j nao tem solugao em K[ X], temos, pelo Teorema 4.3, que K[ X7, X; ;]
¢ d—simples, para todos (i, j).

Agora, suponhamos que K[ X1;U;_y{X;1, ..., Xi,, }] ndo é d—simples. Entao

existe uma seqiiéncia X; , Xi, g, com t > 2, tal que

1’j1, oo

K[Xl;Xil,jp ey Xit_l,jt_l] éd— Simples,

K[Xl;Xil,j17 ceey Xit,jt] nao é d — simples.

Escolheremos a seqiiéncia com o menor valor inteiro possivel para t.

Pelo Teorema 4.3, existe f € K[X1.X;, j,,..., X4, 1.,.] tal que
d(f) = a’itf + bit,jt' (6)

Sejal € {1,...,t —1}; como degy, . (bi,.j,) = 0, pelo Lema 4.12, 0, ;,(f) €
K, ou seja, degXiN_l f < 1.Isto vale paratodol=1,...,t — 1.

Entao, escrevendo

t—1

f=Y kX + fo, comky, ...k €K, fo € K[X]. (7)

=1

Notemos que k; # 0 para todo I =1, ...t — 1.

De fato, se nao fosse, digamos que k;—; = 0. Entao f € K[X1.X;, j1, s Xiy 5]

* Xit—Qajt72] €

e, pela equagao (6) e Teorema 4.3, temos que K[X;.X;

1,519
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d—simples e K[X;.X; , X Xi,.j,) ndo é d—simples, uma contradigao

1,J10 00 “Xig—2,Jt -2
com a minimalidade de ¢.
De (7), temos:
t—1
d(f) = ki(ai X, j, + big,) + fo
I=1
¢ t—1
i f +bio = D kui, Xy, + i fo + big j,-
=1
Entao, por (6), obtemos:
t—1 t—1
> kiai Xy 4 big) + £ = kiai, Xi g, + ai fo + by, (8)
=1 =1

Logo, para todo l € {1, ...,t—1}, kja;, = kja;,, donde a;, = a;,, pois k; # 0.
Mas, como estamos supondo a; # a; se ¢ # j, entao necessariamente 7; = iy,
para todo [ € {1,...,t — 1}.

Entao, na verdade, para todo j, € {1,...,7r;,}, b;, j, é do tipo:
birji = Dic i

e portanto (8) se reescreve

t—1
fé = aitfo + (bit,jt - Z klbim]’z) :
=1

Ou seja, a equacao 2’ = a;, 7 + (bit’jt — f;i k:lbz-t,jl) tem uma solucao
em K[X;], o que é um absurdo j& que estamos supondo que a equagao
7' = a;Z + Y7L, kjbij nao tem solugao em K[X;] para todos i € {2,...,s} e

todos ky, ..., k., € K, nao todos nulos. m

Observagao 4.14 Pela Observagao 4.7, os polinomios Pol(a;,b; ;) sempre

podem ser calculados. E, como podemos verificar se um conjunto finito de ele-
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mentos de K[X;| é K— linearmente independente ou nao, seque que sempre
podemos determinar efetivamente quando a condi¢ao (ii) do Teorema 4.13 €
satisfeita ou mao. Obtemos assim, um critério efetivo para decidir se uma

derivag¢ao de Shamsuddin de K[X, ..., X,] € ou ndo simples.

Com este teorema em maos, obtemos alguns corolarios imediatos.

Antes porém, cabe voltar ao Exemplo 4.10 e notar que a derivacao d =
01 + (X1 X5 + 5)0y + (X1X3 — 5)05 nao tinha mesmo chances de ser uma
derivacao simples de K[X7, X5, X3]|, pois 14 temos o mesmo coeficiente em X5
e X3, e {Pol(Xy,5); Pol(X1,—5)} = {5, —5} ndo é um conjunto K —linearmente

independente.

Corolario 4.15 (Principio Local-Global) Com as mesmas notagoes do Teo-
rema 4.13, para todo i € {2, ..., s}, seja d; = 01 + Z;;l (@; X j+bij)0; ;.
Entao, as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(i) d éuma derivagio simples de K[ X1;Ui_o{Xi1, ..., Xir, };

(i1) paratodoi € {2,...,s}, d; é uma derivagao simples de K[X1; Xiq, ..., Xir,]-

Prova. (i) = (ii) E imediato, basta notar que d restrito a K[X1; X1, ..., Xi,]
é a derivacao d;, e usar o mesmo argumento da demonstracao da Proposicao
4.11.

(i1) = (i) Se K[X1; Xi1, ..., Xir,] ¢ di—simples, para todo i € {2, ..., s},
entdo pelo Teorema 4.13, a; # 0 e {Pol(a;, b;;);7 = 1,...,r;} é um conjunto
K —linearmente independente. Mas como isto ocorre para todo 7, também
pelo Teorema 4.13, d é uma derivagao simples de K[ X1;U;_o{ X1, ..., Xi,, -

Corolario 4.16 Seja d = 01 + >, (0; X; + b;) 0;, com a;,b; € K[X4] para
todo i, uma derivagao simples de K[X;, ..., X,,|. Entao, para todo i = 2,...,n,

deg(a;) > 1.
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Prova. Como d é simples, entao, pelo Teorema 4.13, a; # 0 e Pol(a;, b;) #
0 para todo i = 2,...,n. Logo, pelo Lema 4.8 (d), deg(a;) > 1, para todo

i€{2,.,n}. =

Corolario 4.17 Sejam r,...,rs > 1 inteiros e {X1} U U_o{Xi1, ..., Xi,, }
um conjunto de indeterminadas sobre K. Sejam as, ...,as € K[X1], a; #
para todo i # l. Para todo i € {2,...,s} sejam b;1,...,b;,, € K[X] tais que
deg(a;) > deg(b; ;) para todo j € {1, ...,1;}. Sejad a derivagao de Shamsuddin
de K[ X1;U_o{Xi1,.... Xi, }] dada por

d= 0 + Z i(aiXi,j + )05

=2 j=1
Entdao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) d éuma derivacio simples de K[ X1;Ui_o{Xi1, ..., Xir, };

(i) para todo i = 2,...,s, o elemento a; ndo € 0 e {b;1,....,b;,,} € um

conjunto K—linearmente independente de r; elementos de K[X;].

Prova. Pelo Teorema 4.13, sabemos que a afirmagcao (i) é equivalente a:

“Para todo 7 € {2,...,s}, a; # 0 e {Pol(a;,b;;);7 = 1,...,r;} é um con-
junto K —linearmente independente.”

Mas como estamos supondo deg(a;) > deg(b; ;), para todo j € {1,...,7;},

temos, pelo Lema 4.8, Pol(a;,b; ;) = b; j, 0 que demonstra a equivaléncia. m

Corolario 4.18 Seja n > 2 um inteiro. Seja d = 01 + > ¢ o(a; X; + b;)0;,
com a;,b; € K[X1], a; # a; para todos i # j, uma derivagao de K[Xq, ..., X,].
Entao, sao equivalentes:

(i) K[Xi,..,X,] éd—simples;

(ii) para todo i = 2,...,n, a equag¢do Z' = a;Z + b; nao tem solu¢ao em

K[X4];
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(iii) para todo i € {2,...,n}, di = O + (&;X; + b;)0; € uma derivagdo
simples de K[X1, X;].

Prova. Pelo Corolario 4.15, temos a equivaléncia entre (i) e (iii).

Assim, é suficiente mostrar a equivaléncia entre (i) e (i7).

Pelo Teorema 4.13, d é uma derivagdo simples de K[Xj,..., X,,] se, e
somente se, para qualquer k € K*, a equacao Z' = a;Z + kb; ndo tem solucao
em K[X1], o que ocorre se, e somente se, Pol(a;, kb;) # 0. Mas, como k # 0
e Pol(a;, kb;) = kPol(a;,b;), pelo Lema 4.8, temos Pol(a;, kb;) # 0 se, e
somente se, Pol(a;,b;) # 0. Por sua vez, Pol(a;,b;) # 0 ocorre se, e somente

se, a equacao Z' = a;Z + b; nao tem solu¢ao em K[X;]. m

Corolério 4.19 Seja d = 0y + > ,(a; X; + b;)9;, com a;, b; € K[X1] para
todo i = 2,...,n, uma deriwagao simples de K|[Xy, ..., X,]. Sejam ko, ..., k, €
K*. Entao, 01+ ;_o(a; X;+kib;)0; € uma derivagao simples de K[X1, ..., X,].

Prova. Seja [ > 1 um inteiro e sejam 2 < 47 < ... < 4; < n, indices
tais que a;, = ... = a;,. Como k;,, ..., k;, sao todos elementos nao-nulos de K,
entao pelo Lema 4.8, { Pol(a;;, b;;); j = 1, ..., [} é um conjunto K —linearmente
independente se, e somente se, {Pol(a;,, ki, b;;); 5 = 1,...,1} também é. As-
sim, pelo Teorema 4.13, d é uma derivacao simples se, e somente se, 0; +

S o(aiX; + kib;)0; é uma derivagao simples também. m

Vamos passar agora para alguns exemplos de derivagoes de Shamsuddin,

fazendo uso do Teorema 4.13 para verificar se sao simples ou nao.

Exemplo 4.20 Seja n > 3 um inteiro. Entao nenhuma derivagio de K[X]|
da forma d = 0y + >, ,(aX; + b;)0; com a,bs,...,b, € K[X;], deg(a) =1 ¢

simples.
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Prova. Todo polinémio Pol(a,b;) pertence a K, pois seu grau é menor
que o grau de a. Como n > 2, o conjunto {Pol(a,b;),i = 2,...,n} tem no

minimo 2 elementos, e portanto nunca é K —linearmente independente. m

Exemplo 4.21 Seja a € K[Xy], com dega > 2. Entao, d = 01 + (aXs +
X1)0s + (X3 + X1+ 1)05 é uma derivagao simples de K[X1, Xa, X3).

Prova. Como o grau de a é estritamente maior que 1, pelo Lema 4.8,
Pol(a, X;,) = Xy e Pol(a,X; +1) = X; + 1; como estes dois polindmios
sao K —linermente independentes, pelo Teorema 4.13, temos que d é uma

derivacao simples de K[X;, X5, X3|. =

Exemplo 4.22 A derivagio d = O + (X7 Xy + X1)05 + (X7 X5+ X7)05 €
uma derivagdo simples de K[X7, Xy, X3].

Prova. Aqui temos que Pol(X?, X;) = X, e Pol(X?,X}) = 1. Como o
conjunto {Xj, 1} é linearmente independente entao, pelo Teorema 4.13, d é

uma derivagao simples de K[X;, X5, X3]. m

Exemplo 4.23 Tomando a,by € K[X;] satisfazendo as condi¢oes (necessdrias)
dega > 2 e Pol(a,by) # 0, afirmamos que existe by € K[X;] tal que d =
O1 + (aXo + by)0y + (aX5 4 b3) 05 € uma derivagao simples de K[X1, Xo, X3].

Prova. De fato, basta escolhermos b3 € K[X;] tal que Pol(a,bs) ¢
K Pol(a,by). Para exibir tal polinémio bs é facil. Se b € K[X;] é um polindémio
tal que Pol(a,b) € K Pol(a,bsy), e se deg (Pol(a,by)) = 0, entao basta tomar
¢ € K[X1] tal que degc = 1, por exemplo, entao Pol(a,b+ c) ¢ KPol(a,bs).
Agora, se deg (Pol(a, by)) > 0, podemos tomar ¢ € K*, entao Pol(a,b+ c) ¢
KPol(a,by). m
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O exemplo anterior nos mostra algo interessante acerca das derivagoes
de Shamsuddin de K[Xi, X5, X3] : existem muito mais derivagdes simples
do que nao-simples. Este resultado pode ser estendido facilmente para as

derivagoes de Shamsuddin de K|[Xj, ..., X,].
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5 A CONJECTURA E VERDADEIRA PARA
DERIVACOES DE SHAMSUDDIN

Nesta se¢cao mostramos que, dada uma derivagao simples de Shamsuddin
de K[X],digamos d, podemos encontrar um elemento g de K[X] tal que o
ideal & esquerda A,,.(d + g) é um ideal maximal de A,,.

Comecamos com alguns resultados preliminares.

Definigao 5.1 Sejad =0+, »(a; X;+b;)0;, com a;,b; € K[X4] para todo
i, uma derivagio de K[X]. Para cada multi-indice A = (Ag, ..., \,) € N*71

denotaremos por ||A]|, o polindmio Y, Na;.

Lema 5.2 Seja d uma derivagao de K[X] da forma d = 0y + > ,(a; X; +
b;)0;, com a;,b; € K[X1], para todo i, e seja T = (Yo,..., 1) € N1 com
T > 1, digamos, v; > 1. Entdo, para cada g; € K[X1, X;] com degy (g;) > 1
e para cada P € K[X], temos

(a) |d, PO"] = (d(P) — |||, P) 0"
(b) lgj, PO'] = —~;0;(g9;) PO % + {termos com ordem < (|I'| —2)}.

Prova. (a) De fato,
[d, PO = dPO" — PO"d
= dPO" — Pdo" + Pdd" — Po'd
= (dP — Pd)0" + P(do" — 9" d)
= [d, PO + P[d,d"] "=
= d(P)9" + P[d,0"].

Mas, pelo Lema 2.42,

d 8F (Z %az) - HFHdaF'
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Assim,

d. Po") = d(P)o" — P|T,0"
— (d(P) — ||T, P)?".

(b) Como 7; > 1, podemos escrever

Prop._2.18 [

gj, PO"] = [g;, PO;° 9" 3¢ gj, PO 10" ¢
J J J J J
= (9;P0; — P} g;)0' 7% = P(g;0) — 9}’ g;)0"

= Plg;, 010" % = — P[], g;]0" 1.
Como g; € K[X1, X;] pelo Lema 2.31
0. 95] = vjaj(gj)ﬁjrl + {termos com ordem < 7; — 2},

Logo,
[gj7PaF] = _P[a;jvgj]ariwej
=_P <’yj8j (gj)azj_l + {termos com ordem < ~y; — 2}) OF ¢

= —”yjaj(gj)Pajr_ej + {termos com ordem < |[['| —2}. m

Lema 5.3 Seja d uma derivagdo de Shamsuddin simples de K[X]|. Para cada
i=2,..,n, seja g; € K[X1,X,] e seja R=>", PAO" € A,,_1[X1] um opera-

dor de Darboux com ordem r > 1 para d+ >, g;, digamos,

d—i—igz,R
=2

para algum f € K[X]. Entdo, para todo multi-indice A = (g, ..., \,,) € N1
tal que |A| =1 e Py # 0

(a) Py € K, digamos, Py = ky € K*;

(0) [IAlly = —f;

= /R, (9)
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(c) Se d = 01 + > ,(a; X; + b;)0;, com a;,b; € K[Xi] para todo i, e
A2 > 1, entao Py_., € solugcao da equacao
d(Z) = —ayZ + AokpO2(g2) + Z()\z‘ + 1)kA—cyte,0i(9i)-
=3

Prova. (a) De fato,

d+> g, R| =1d R+
=2

Z gi, R
i=2

3

Assim, pelo Lema 5.2, a componente homogénea de ordem r de [d + >, g;, R]
é igual a

Y (d(Pa) = [IA]l; Pa) 0" (10)

|Al=r

Claramente os termos de ordem r de fR sao dados por
> fryot. (11)
|Al=r
Entao, por (9), (10) e (11), temos que, para cada multi-indice A tal que
Al =7r¢e Py #0,
d(Py) = [|Allg P = f P,
ou seja,
d(Py) = (f + [|Allg) Pa- (12)
Entao, K[X]P, é um d—ideal. Como K[X]| é d—simples e P # 0, entao
P\ € K*.
(b) Como Py = ky € K*, temos d(ky) = 0. Entao, de (12), obtemos
|All,+ f = 0. Ou seja, ||A]l, = —F.
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(c) Sabendo que

d—i—igZ,R
=2

e que Ay > 1, vamos calcular o termo em 9~ de [d + Y1, g;, R] .

n

=> [d. P+ [gi Pao"]
A

=2 A

Em vista do Lema 5.2, as contribuigoes vem exclusivamente de

- [d, Pa—e,0"7%2] , 0 qual resulta em (d(Py_c,) — [|A — €a]|; Pa—e,) 0" =
(A(Prer) = (1Al = 0)Paey)ON2

(g2, ka0"], 0 qual resulta em —XgDy(go) ka2,

(G, Ba—eyte, 027214 0 qual resulta em —(N+1)9;(gi ) kp_eype, 0226176 =
—(Ni + 1)05(gi) kA —epre,0" 2, parai =3,...,n

Assim o coeficiente do termo em 9472 de [d + Y1, g;, R] é igual a

n

d(Pa—ey) = ([[Allg = a2) Pa—e, — A20a2(g2)kn — Z()\i + 1)ka—er+e,0i(g:). (13)

=3

Por outro lado,
FR= (= AR = —|All; D Pad = =) ||All; o™,
A A
e portanto o coeficiente do termo em 92~ de fR é dado por
—[Allg Pre,- (14)

Entao, por (9), (13) e (14), obtemos

n

d(PA*€2) - HA”d Py ey +agPy e, — )‘232(92)k/\ - Z()‘l + 1)kAfez+e¢ai(gi)

i—3
= - ||AHdPA—€27
ou ainda,
A(Pr—ey) = —2Pr—cy + A2kn02(g2) + D (Ni + 1)ka—cyte;0i(g;). m

=3

Agora estamos em condi¢oes de mostrar o resultado principal deste capitulo:
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Teorema 5.4 Seja d uma derivagio de Shamsuddin de K[X]. Entao as
sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) d € uma derivagao simples de K[X].

(ii) Existe g € K[X] tal que A,.(d + g) € um ideal mazimal & esquerda
de A,,.

(111) A,. (d+ >, Xf’) ¢ um ideal mazimal o esquerda de A, se t; > 2
para todo i = 2,...,n

Prova. Escrevamos d na forma
d=0+ Z(ain‘ +b;)0;,
i=2

com a;,b; € K[X] para todo i.

Nesta demonstragao, quando escrevemos f € K [Xl,)/(\g, ..., Xy, significa
que f nao depende da indeterminada Xs.

(iii) = (ii) E 6bvio.

(ii) = (i) E o contetido do Coroldrio 3.21.

(1) = (¢i7) Em vista do Corolério 3.16, queremos mostrar que

d+ZXt,

para todo R € A,,_1[X;]\K.

IX|R

Como K[X] é d—simples, entdo, pelo Coroldrio 4.16, deg(a;) > 1.

Se ord(R) = 0, ou seja, se R € K[X|\K, entdo [d+ Y1, X/ R| =
d(R) ¢ K[X]R, caso contrario terfamos um d—ideal nao-trivial de K[X].
Entao para os elementos de ordem zero a propriedade é de fato satisfeita.

Agora, vamos supor, por absurdo, que existe R € A, ;[X;]\K com

ord(R) =r >1 e tal que
d+ZXt,
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para algum f € K[X]. Escrevamos

R=> P0"
A

com Py € K[X] para todo A € N*~1,
Seja I' = (72,...,7,) tal que |I'| = r e Pr # 0. Como r > 1, podemos
supor, sem perda de generalidade, que v, > 1.

Pelo Lema 5.3, sabemos que Py, = ky € K* para todo A tal que |A| =r
e Py # 0. Além disso,

d(Pr_e,) = —agPr_e, + Yokrta X271 4 S (15)

com
n

S = (%’ + 1)kF—e2+eitiX;i_l‘ (16)
=3

Note que Pr_., # 0, pois caso contrario, a igualdade (15) se reescreveria
Yokrty X3+ S =0,

o que é um absurdo, pois estamos supondo t; > 2 para todo i > 2 e S é um
polinémio que nao envolve Xs.

Como degy, (ngpthérl + S) =ty —1 >0, entao, por (15) e pelo Lema
4.12, nés temos 95 (Pr_.,) = 0 pois —ay # tyas. Entdo podemos escrever

to—1

Pl_‘feg = prfeg,nga (17)
=0
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COM Pr_e, j € K[Xl,)/(\g, ..., X] para todo j. Dali,

to—1
d(PF—€2) =d (Z pF—GQJX%)
3=0
to—2 )
=d (pF—eg,tz—lX?il) + d (Z pF—eg,jX§>

J=0

to—2
= d(prcy.t, 1) X5+ Proey i 1d (X527) +d <ZPF_62JX§)

=0
= d(pF—ez,tz—l)X$2_1 + Pr—es,ta—1 (@z(tz — 1)X§2_1) +
+ {termos com degy, menor ou igual a t, — 2}

= <d<p1—‘762,t271) + (tQ - 1)a/2p1—‘762,t271> X5271+

+ {termos com degy, menor ou igual a t, — 2}

e
— a3 Pr_e, + yokrta X3 4+ S = (—aopr_ey 1,1 + Yokrta) X324
+{termos com degy, < (t; —2)}.
Assim, comparando os coeficientes dos termos em X2~' em (15), temos:
d(Pr—esta—1) + (t2 — 1)aoPr—ey to—1 = —Q2Pr—ey 1,1 + Vokrta,
donde

d(Pr—ey ta—1) = —t2oPr_e, ts—1 + Yokrta. (18)

Agora note que, se n =2, entdo pr_e,,—1 € K[Xi] e (18) se torna

plp_627t2_1 = —12a2Pr—ey 1,1 + Vokrta, (19)

o que é um absurdo por questoes de grau, pois deg(—tqas) = deg(az) > 1 e

’)/gkptg e K*.
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E, se n > 3, temos, para cada ¢ € {3,...,n}, degy (12krtz) = 0 em (18);
entdo, pelo Lema 4.12; temos que 0;(pr—e,.t,—1) € K. Como isto é vélido para

todo ¢ € {3,...,n}, podemos escrever

Pr—es,ta—1 = Z lzXz + q, com l3, ceey ln € K, q € K[Xl] (20)
=3

Com este valor de pr_, +,—1, temos

d(pr-est,—1) = d <Z LiXi+ Q>
i=3

=3

e
—1902Pr ey t,—1 T+ Vokrta = —taay Z [; X5 — taazq + yokrts.
i=3
Entao de (18), temos
Z Ii(a;: X; + b;) + ¢ = —taas Z [; X; — taazq + y2krts,
=3 =3
e portanto
li(a; + taas) = 0, para todo i =3,...,n (21)
e
¢ = —trasq — Z libi + yokrta. (22)
i=3

Suponhamos agora que existe ¢ € {3,...,n} tal que [; # 0, digamos, sem

perda de generalidade, i = n. Entao por (21), temos

ap = —taas. (23)

65



Agora, pelo Lema 5.3 (b), sabemos que

n
Def. 5.1
==, = —Z%’ai
1=2

n—1

= _Z/Yzaz _/Ynan_an_kan

1=2

n—1
=— Z%@i — (Y0 + 1)a, — taay
i—2

n—1

= —(12 +t2)as — Z%ai — (W + Lan.
1=3

Portanto f # —(’)/2—1)612—2?;31 Yia; — (Yo +1)ay,, pois ty # —1, ou ainda,
f# —|II' — ez + e,|l,; . Afirmamos que kr_c, e, = 0. De fato, se kp_e,1e, 7# 0
entdo, pelo Lema 5.3 (b), f = — ||[I' — e2 + e,|l,;, jd que [I' —ex +¢,| = |I'| =
r, 0 que Nao ocorre.

Entao (16) vem a ser

[y

S = (% + 1)kF*62+€¢tiX;i_17 (24)

i

Il
w

e portanto degy (Yokrta X221 4+ S) = 0. Entédo, aplicando o Lema 4.12 em
(15), nés temos 0, (Pr_e,) = 0, pois —ag # a,, ja que ty > 2 por hipdtese.
Portanto Pr_., € K[Xi, ..., X,,—1]. Isto implica (veja (17)) que pr_e,s,—1 €
K[Xl,)/(\g, iy Xp_1], € assim [, = 0 em (20), uma contradi¢do com nossa
suposicao.
Logo l; = 0 para todo i = 3,...;n € Pre,1,—1 = q¢ € K[X1] por (20).
Entao (22) é na verdade

/ —

q = —taazq + Y2krts

com deg(—tayas) > 1, pois deg(as) > 1 e ykrts € K*. E, novamente por

razoes de grau, temos um absurdo. m
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A condicao (7ii) dada no Teorema 5.4 é étima no seguinte sentido: se
enfraquecermos a condicao “t; > 2 para todo 7 = 2,...,n” para a condi¢ao
“t; > 2 para todo i = 3,...,m e ty = 17, entao A,,. (d+ Yoy sz) nao ne-
cessariamente serd um ideal maximal de A, se d for simples, conforme nos

mostra o Exemplo a seguir:

Exemplo 5.5 Sejam a,by € K[X] tais que deg(a) > 1, Pol(a,bs) # 0 (por
exemplo, by € K*). Seja d = 01 + (aXs + b2)0y + (—aXs + 1)05. Entdo d
¢ uma derivagdo simples de K[X1, Xo, X3] mas As.(d + Xo + X2) ndo é um

tdeal maximal a esquerda de As.

Prova. De fato, pelo Teorema 4.13, d é uma derivacao simples de
K[Xla XQ; X3]
Agora vamos tomar R = 0y + X3 € Ao[X ]\ K. Entéo

[d+ Xo+ X3, R = [d, 0 + X3] + [Xo + X3, 05 + X3]
= [d, D] + [d, X3] + [Xa, Oo] + [Xo, X3] + [ X3, Do) + [ X3, X3
— [d, ) + [d, Xs] + [ Xy, 8y "2
= [(aX3 + b2)0a, 0] + d(X3) — 02(X2)

Prop. 2.15 (ii)

= [G/XQaQ,aQ} — CLX3 +1-1

= —(182 — (ZXg = —a(@z + Xg) = —aR.

Ou seja, [d+ X+ X2, R] € K[X;, Xs, X3]R. E entao, pelo Corolario 3.16,
Az.(d+ X5 + X2) nao é um ideal maximal a esquerda de Az. Contudo, pelo

Teorema 5.4, Az.(d + X3 + X2) é um ideal maximal & esquerda de Az. m
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