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LISTA DE SIMBOLOS

f forca

L escala de comprimento
D pressao

Doo pressao da corrente livre

Q@Mzx quantidade de movimento na direcao x

@My quantidade de movimento na direcao y

Re nimero de Reynolds

R residuo

t tempo

u componente longitudinal da velocidade

Ug velocidade inicial

Uso escala de velocidade longitudinal da corrente livre
v componente transversal da velocidade

Vo escala de velocidade transversal da corrente livre

x,y  direcoes horizontal e vertical, respectivamente, no plano cartesiano

w vetor das varidveis convectivas
Sobrescritos
(n) indica nivel iterativo atual

(n+1) indica iteragao posterior

Subscritos

1,7 indicadores de referéncia de um ponto da malha



Simbolos Especiais

div(f)  divergente de f
grad(f) gradiente de f
Af laplaciano de f

~,

numero imaginario

eAt operador solugao da equacao do calor
f transformada de Fourier da funcao f
) funcao qualquer
Ju viscosidade dinamica do ar
ir, e viscosidades laminar e turbulenta, respectivamente
v viscosidade cinemética do ar
p massa especifica do ar
At passo de tempo
Q dominio
o1} fronteira
N
Wy, volume da bola unitaria em RY = ;(lfr () o )
2
= aproximacao

=: vale a igualdade por defini¢ao

Ax, Ay espacamentos nas direcoes = e y, respectivamente
C* conjunto das funcgoes k-vezes diferenciaveis

c conjunto das fungoes infinitamente diferencidveis
||z  norma L

|- llc  norma L™
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RESUMO

Neste trabalho desenvolvemos uma metodologia numérica para a solugao do
escoamento em torno de um vértice. Como a andlise completa deste tipo de fluxo
nao é uma tarefa facil, simplificagoes quanto ao escoamento e ao método numérico
sao necessarias. Também investigamos o comportamento das solugoes das equagoes
governantes (Navier-Stokes) quando o tempo tende ao infinito. Nesse sentido, di-

vidimos este trabalho em duas partes: uma numérica e outra analitica.

Com o intuito de resolver numericamente o problema, adotamos o método de
diferengas finitas baseado na formulacao incompressivel das equagoes governantes.
O método numérico para integrar essas equacoes é baseado no esquema de Runge-
Kutta com trés estagios. Os resultados numéricos sao obtidos para cinco planos

bidimensionais de um vortice com nimeros de Reynolds variando entre 1000 e 10000.

Na parte analitica estudamos taxas de decaimento das solucoes das equagoes de
Navier-Stokes quando os dados iniciais sao conhecidos. Também estimamos as taxas
de decaimento para algumas derivadas das solucoes na norma L? e comparamos com

as taxas correspondentes da solucao da equagao do calor.
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ABSTRACT

The present work develops a numerical method for the flow simulation around
a vortex. As this complete numerical flow analysis is not easy and obvious, sim-
plifications related to the flow and the numerical method are necessary. We also
investigate the behavior of the governing equations (incompressible Navier-Stokes)
when the time tends to infinity. In this way, we divide this work into two parts:

one, numerical, and the other analytical.

In order to solve this flow problem, the finite difference method based on the
incompressible formulation is employed. The numerical technique is based on the
three stages Runge-Kutta time stepping scheme for a second order spatial discretiza-
tion. Numerical results are obtained for five bidimensional levels of the vortex for

Reynolds number ranging from 1000 to 10000.

In the analytical part we study the time decay of solutions of the incompressible
Navier-Stokes equations for given initial data. We also estimate the rate of decay
of some solution derivatives in the L?-norm and compare these with corresponding

rates for the solution of the heat equation.



1 INTRODUCAO

1.1 Motivagao

Definitivamente, como um dos mais severos fenomenos metereolégicos do mundo,
70 tornado ! ¢ uma tempestade violenta que a natureza produz”. Tornado é uma
designagao genérica para um fenomeno no qual ventos assumem uma forma rotatoria
a velocidades intensas. Para um tornado ser formar basta haver o encontro de uma
massa de ar quente com uma de ar frio vindas de regioes diferentes. Esse choque
resulta em enormes nuvens que comecam a se formar onde esses fluxos de ar se
encontram. O ar é violentamente levado para cima e para dentro da nuvem. Essas
correntezas sobem, descem, colidem, giram uma em torno da outra e formam uma
imensa massa de ar de aproximadamente 16Km de altura e 32Km de extensao. Seu
diametro oscila entre alguns metros e um quilometro e sua altura pode chegar a

1,5Km [23].

Esse fenomeno pode acontecer em qualquer parte do mundo, desde que exis-
tam as condigoes apropriadas, mas é mais freqiiente nos Estados Unidos numa area
confinada entre as Montanhas Rochosas (a oeste) e os Montes Apalaches (a leste).
Os tornados causam inumeras devastagoes e um numero significativo de fatalidades
a cada ano, fazendo deste fendmeno um importante tépico de pesquisa. O ramo da

ciéncia que investiga esse tipo de tempestade é a Dinamica de Fluidos.

Através de processos como medigoes de fluxos, por muitos séculos a Dinamica
de Fluidos vem sendo desenvolvida. Seus principais focos sao a modelagem fisica, a

solucao das equacoes governantes e o estudo de diversas aproximacoes destas.

ldo Latin tornare ('to turn’).
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As pesquisas em Dinamica de Fluidos podem ser classificadas em experimen-
tais, analiticas e computacionais. O ramo experimental tem dado contribuicoes
essenciais na validagao e delineagao dos limites das varias aproximagcoes das equagoes
governantes. Uma das mais importantes atividades experimentais realizadas por ci-
entistas e entusiastas metereoldgicos é o ”tornado-chasing”, que consiste em observar
a dinamica do tornado e coletar dados reais. Os videos de tornado gravados por esses
experimentalistas nos fornecem informacgoes a respeito da aparéncia de formacao de
um tornado. No entanto, devido as dificuldades em colocar os equipamentos para
gravacao dentro do tornado, a coleta desses dados para o estudo de sua dinamica

interna nao tem tido muito sucesso [21].

Outra maneira de captar estes dados é através de imagens de satélites e radares.
Mas o ntimero de satélites e radares necessarios para monitorar um tornado em uma

costa ¢ grande, devido a enorme extensao da costa oceanica.

Assim, muitos cientistas criaram seus préprios ”twisters”em laboratérios para
o estudo dos tornados. Essa tatica ajudou-os a entender sua natureza, sua forca
destrutiva e seu processo de formacao. Porém, como o projeto desses equipamen-
tos experimentais depende criticamente do comportamento do escoamento, e as
condicoes de medicao sao dificeis, esses projetos podem se tornar financeiramente

inviaveis.

Nesse sentido, as simulacoes computacionais possuem muitas vantagens. Um
pesquisador nessa area necessita apenas criar e testar um programa no computador
e resolver equagoes matematicas, ao invés de coletar dados em um tornado real como
fazem os ”"tornado chasers”. Além disso, as simulagoes numéricas sao muito mais

acessiveis economicamente.

Podemos dizer que a simulagao computacional (numérica) quase nao apresenta
restrigoes, pois problemas com condigoes de contorno complicadas podem ser resolvi-

dos. Mas cabe salientar que uma metodologia numérica que nao foi criteriosamente
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testada, com solucoes analiticas ja existentes ou via experimentacao em laboratoério,

nao possui validade.

A obtengao de qualquer solu¢ao numérica para um problema fisico em Dinamica
de Fluidos requer a habilidade da criacao do modelo matematico correspondente. O
modelo mais utilizado se baseia em um conjunto de equacoes altamente nao-lineares
chamadas de equagoes de Navier-Stokes (N-S)2. Recentemente, essas equagoes tém
sido fortemente usadas em computacao grafica para a simulacao de fendmenos fisicos

como agua, fumaca, fogo, etc [21].

Os escoamentos sao classificados, em geral, como laminares, transientes ou

turbulentos. Em 1883, Osborne Reynolds realizou experimentos nos quais trés tubos

'1o

com diametros de 17, '3

e ’%17 foram usados. Em suas entradas os tubos foram
conformados como um bocal de trumpete, a fim de que o fluxo de dgua entrasse sem
perturbacoes. Reynolds provou que quando as velocidades eram suficientemente
baixas, a tinta que escoava juntamente com a agua formava uma linha reta. Mas
este regime alterava-se quando a relagao Vd/v (onde V era a velocidade média do
escoamento, d o diametro interno do tubo e v a viscosidade cinematica da agua)

excedia um determinado valor critico. Esse valor adimensional passou, entao, a se

chamar de nimero de Reynolds (Re) [22], [52].

Com muito cuidado para manter o escoamento isento de perturbagoes, e com
superficies lisas, experiéncias até hoje realizadas tém sido capazes de manter o es-
coamento laminar dentro de um tubo para Re até 100.000 [22], [29]. Contudo, na
maioria das situacoes de escoamento, a transicao para a turbuléncia ocorre em torno

de Re = 10* [10].

Em resumo, o estudo de varios aspectos do tornado vem sendo desenvolvido

nas diversas dreas da ciéncia, tais como, observagdes em campo e laboratério [6],

2As equacdes de Navier Stokes foram primeiro desenvolvidas por M. Navier em 1827 e por S.D.
Poisson em 1831, como base de um argumento que envolvia forcas intermoleculares. Depois, as
mesmas equagoes foram derivadas por B. Saint Vernant em 1843 e G.G. Stokes em 1845 [51].
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[9], [32], modelagem matemética [36], [25] e simulagbes numéricas [26], [38], [41],
[50]. Originalmente aplicados nas simulagoes de fenomenos como turbuléncia [42] e
escoamentos de fluidos [27], varios modelos sao pesquisados com o intuito de analisar
as propriedades fisicas do tornado. Alguns modelos estao em coordenadas cilindricas
(2D) e assumem que a estrutura interna do tornado é assimétrica, enquanto que
outros estao no dominio de um cubo (3D), também enfatizando o estudo de fluxos

assimétricos [25].

Atualmente, diferentes métodos numéricos, como Diferencas Finitas e Volumes
Finitos, vem sendo aplicados na resolucao das equacoes que modelam o tornado.
Assim, essas pesquisas nos conduzem a um melhor entendimento da estrutura do

tornado.

Tendo em vista a forte complexidade das equacgoes tridimensionais que mel-
hor modelariam um tornado, iniciamos este estudo com a andlise bidimensional do

escoamento em torno de um vértice.

1.2 Objetivos do presente trabalho

Dentre os principais objetivos do presente trabalho destacamos a resolucao
numérica das equagoes de Navier-Stokes para um fluxo em torno de um vértice e a
andalise do comportamento das solugoes desse mesmo conjunto de equagoes quando

t — 00.

As simulagbes computacionais do vortice neste trabalho consideram planos
bidimensionais de uma situacao tridimensional. Nesse sentido, para numeros de Re
suficientemente elevados, devido aos mecanismos de instabilidade na esteira, ocorre

o fenomeno do desprendimento de vértices, conhecido como wvortex sheding.?

3Desprendimento de vértices caracterizado por uma situacao periédica instdvel no escoamento,
em que os vortices se desprendem alternadamente das partes superior e inferior do corpo.
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Esse estudo pressupoe também uma andlise mais detalhada das diversas ca-
racteristicas das equacoes de N-S. Assim, o objetivo é estimar a taxa de decaimento
da solugao u(z,t) quando ¢t — oo na norma L? (no espago). Para isso, essas taxas
de decaimento serao comparadas com as taxas correspondentes para a solucao da
Equacao do Calor com os mesmos dados iniciais. Dessa forma, pretendemos repro-
duzir os resultados obtidos por Wiegner [56], seguindo o trabalho mais recente de

Zingano et al. [34].

1.3 Delineamento da Dissertacao

Nos capitulos seguintes, as ferramentas necesséarias para as simulacoes com-
putacionais do vértice serao discutidas em detalhe, bem como a analise do decai-

mento das solucoes das equagoes de N-S.

No capitulo 2 sao apresentadas as equacoes governantes do escoamento: Navier-
Stokes e continuidade. Em seguida é feita uma andlise da estabilidade para as

equagoes de N-S.

O capitulo 3 fornece uma descricao detalhada da metodologia numérica empre-
gada. Inicialmente, as equagoes de N-S e a equagao da pressao sao discretizadas em
diferencas finitas. Logo apds apresentamos a malha na qual serao resolvidas essas

equagoes e, por fim, o método escolhido para a resolucao dessas equagoes.

No capitulo 4 serao discutidas provas simples para o decaimento das solucoes
u(x,t) quando t — 0 na norma L? das equagoes de N-S incompressiveis quando os

dados iniciais sao tomados em todo o espago.

Finalmente, no capitulo 5 sao apresentados os resultados numéricos em do-
minios retangulares. Inicialmente sao analisados escoamentos ao redor de um cilin-
dro, visando a comparacao com a literatura. Apresentamos, entao, resultados para

Re = 1000, Re = 5000 e Re = 10000, considerando 5 secoes 2D do vortice.



2 EQUACOES GOVERNANTES

O escoamento de um fluido incompressivel, definido numa regiao limitada €2 C
R2, ¢ descrito pelos principios da conservacao do momento linear e da massa. Além

disso, também devem ser fornecidas condigoes iniciais e de contorno adequadas.

Como o fluxo em questao é incompressivel (V' ~ 100m/s), isto é, cuja massa
especifica nao varia significativamente, utiliza-se a resolucao sugerida por [45]. Este
procedimento consiste basicamente em utilizar a equacao da Quantidade de Movi-
mento em z (QMx) e em y (QMy) para o calculo das velocidades u e v, e uma
equacao para a pressao independente. Resolve-se o sistema segregadamente; as-
sim, é necessario representar adequadamente o acoplamento pressao-velocidades [49].
Existem diversos métodos para lidar com esse acoplamento, de forma que o obje-
tivo comum ¢ criar uma equacao para a pressao que permita o avanco do precesso

1terativo.

2.1 Equacoes de Navier-Stokes

Neste trabalho assumiremos que o escoamento é bidimensional, a regiao €2 é

um retangulo e as condigoes de contorno sao do tipo Dirichlet.

O objetivo numérico deste trabalho é simular o fluxo ao redor de um vértice
para elevados numeros de Reynolds. Para isso, é necessario adaptar as equagoes
de Navier-Stokes a um modelo de turbuléncia. O método consiste em decompor
as varidveis turbulentas em ’valores médios’ e 'valores flutuantes’ [54]. A fim de
obter os valores médios aplicamos o modelo "time average approach”que, aplicado

a variavel ¢, fornece

_ 1 to+T
= lim = / by, 2, 1)t 2.1)
to
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onde T deve ser muito maior do que todas as escalas turbulentas do fluxo. Assim,
fazendo <5 = %, a quantidade dependente do tempo ¢ é decomposta em [28]:

¢(t) = ¢+ ¢'(t)

Aplicando o método acima exposto, também chamado de ” Favre averaging”[53],
as equagoes governantes podem ser escritas na forma (2.2), (2.3) e (2.4) para o fluxo

de um fluido viscoso, newtoniano, incompressivel e sem forgas de corpo [5]:
QMz (Quantidade de Movimento em x)
51 ] ]
iy + il + iy + 22 = ZV(uVi) = EAq (2.2)
PP P
QMy (Quantidade de Movimento em y)

5, 1
U + i, + 00, + 22 = —V(uVe) = EAp (2.3)
PP p

Continuidade
Uy + 0y, =0 (2.4)
e cujas condigcoes de contorno sao dadas por

a(x7y70) = ao(l’,y)
0(z,y,0) = To(z,y), V(z,y)€Q (2.5)

u(x,y,t) = ﬂ(x,y,t)“

o(z,y, t) = 17(x,y,t)‘aﬂ V(x,y) € 0Q (2.6)

onde u e v sao as componentes do vetor velocidade relativas a um sistema inercial de
coordenadas (x,y), p é a pressdo, p a massa especifica e yu = py + pur a viscosidade.
A aproximacao %V(MV@) = %A permite relacionar as formulas usadas nos prob-
lemas numérico e analitico, e obter desprendimento de vértices com menor esforco

computacional, sendo p varidvel a cada iteragao (aproximacao para At pequeno).



2 Equacées Governantes 8

O modelo de viscosidade turbulenta adotado foi o de Smagorinsky (1963) [54].
Essa técnica é caracterizada pela simplicidade de formulagao e pelo bom desempenho

numérico. Esse modelo é descrito pela seguinte equacao

pr = CpA*(25;;5:;)"° (2.7)

ot 7 Ot , .
onde S;; = %(g;‘; + 8%?), C é uma constante depende do tipo de escoamento e da

resolugdo da malha. Seu valor varia entre um minimo de 0.065 (escoamentos em
canais) e um méaximo de 0.25. O valor mais freqiiente é 0.1, e A é uma funcao

dependente da malha A = (AzAy)'/? [35].

A adimensionalizacao das equacoes é uma poderosa ferramenta matematica
para o estudo de fenoémenos fisicos [3]. Essa técnica oferece duas importantes van-

tagens [48]:

1. O numero de variaveis que descrevem o problema pode ser reduzido;

2. Fenomenos fisicos similares de diferentes escalas de tempo e compri-

mento podem ser diretamente comparados.

Indicamos, a seguir, as escalas [5], [10], [51] que foram adotadas para escrever

as equagoes (2.2) e (2.3) na forma adimensional:

_ R .

—x *

v tU"=——7p

onde L ¢é a escala de comprimento, Uy, e V, sao as escalas de velocidade da corrente
livre nas direcoes x e y, respectivamente, p,, € a escala de pressao da corrente livre
e oo a viscosidade da corrente livre. Apds a substituicao desses parametros nas

equagoes de Navier-Stokes, obtemos o novo sistema (sem o ”* )

QMzx

iy + Ty + iy = — P + %Aa (2.8)



2 Equacées Governantes 9

QMy

- .~ -~ _ moy .
Uy + U0y + 00y = —Py + EAU (2.9)

onde Re representa o nuimero de Reynolds. Quando p = 0, essas equagoes sao

chamadas de Equagoes de Euler [17].

Por simplicidade, abandonaremos também as notagdes (~) e (’) no restante

deste trabalho.

2.2 Equacao da Pressao

Para obtermos uma equacao para a pressao, considere as equagoes da Quanti-

dade de Movimento em x e em y escritas na forma nao-conservativa e adimensional

QMzx

g + g + vuy, = —py + %(um + yy) (2.10)
QMy

Uy + UV, + Vv, = —p, + %(vm + vyy) (2.11)

Diferenciando (2.10) em relac¢do a x e (2.11) em relacdo a y, obtemos

Uy + (Wy) s + (VUy)y = —Paa + é(um + Uyy) s (2.12)

i
Vgy + (Uvg)y + (V0y)y = —pyy + E(Um + Uyy )y (2.13)
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Somando (2.12) e (2.13) e isolando os termos da pressao, temos

7 u
Paz + Dy = — (Up+0y)e — (uum + vu, — @Um — ﬁuyy)r
— (uvm + vv, — ﬁvm — ﬂv )
Y Re Re vy Y
= — (ug +vy)e — (uuy + vuy)y — (uv, + vvy),
u 1
+ E(Uu + Uyy)o + E(Um + Uyy )y
= — (up +vy)t — (vuy + vuy), — (uv, + vuy),
u u
+ E(Um + Uy)m + E(Um + Uy)yy
= — Dy — (uuy +vuy)y — (uv, +vvy)y, + %(Dm + D,,)
Assim,

Paz + Dyy = — D — (wty + vuy), — (uvy + vvy)y + %(Dm + Dy,) (2.14)

onde D = u, + vy; (2.14) é a equagdo de Poisson para a pressio. Observe que D

nao ¢é feito igual a zero visando facilitar a convergéncia do processo iterativo.
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3 PROCEDIMENTO DE SOLUCAO
NUMERICA

Ap6s estabelecidas as equacoes do modelo matematico, que serao utilizadas na
modelagem do vértice, descrevemos um procedimento para resolvé-las. Temos, ba-
sicamente, duas alternativas: solugao via métodos analiticos ou métodos numéricos.
A tentativa de resolucao através dos métodos analiticos geralmente falha, pois as
equacoes de Navier-Stokes contém fortes nao-linearidades. Um método analitico que
tivesse a habilidade de resolver tais equagoes forneceria um solugao fechada para
as variaveis independentes em todos os pontos do dominio, enquanto nas solugoes
numéricas as respostas seriam conhecidas apenas em pontos discretos, chamados

pontos da malha.

O sistema de equagoes em diferencas finitas deve ter como referéncia a lo-
calizagao geométrica para todo o dominio em estudo. Para isso, entao, deve ser
construida uma malha geométrica onde cada ponto servira de referéncia para o

valor da funcao.

3.1 Malha Computacional

Quando se resolve numericamente um problema que envolve equacoes diferen-
cias utilizando o computador, precisamos ter um dominio discreto e finito de pontos;
¢ justamente nesses pontos que sao resolvidas as equagoes governantes. Para isso
sao geradas malhas que variam conforme o dominio e o fenomeno em questao. Para
efetuar as aproximacoes numeéricas das equacoes governantes descritas no capitulo
anterior, considere uma malha com espacamentos uniformes no plano-xy, onde cada

célula retangular tem comprimento Az na direcao x e Ay na direcao y, conforme
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figura 3.1. Os pontos da malha sao identificados pelos indices 7, 7, de modo que i
representa a direcao = e j a direcao y.

i1

Ay

i-1, 1.j i+l

ij-1

Figura 3.1: Discretizagao em diferengas finitas

As equacoes de Navier-Stokes sao agora resolvidas numericamente considerando
o conjunto de pontos na malha definidos por

r=x;=0—1)Az, =12

ey M

(3.1)
onde Az, Ay sao os incrementos da malha (veja figura 3.1); j& a seqiiéncia de
instantes de tempo é definida por

t=t,=pAt, p=0,1,.. (3.2)

No préximo item sera apresentado como se procede na obtencao das equacoes

do problema em diferencas e algumas propriedades especificas destas aproximacoes,
as quais influem diretamente na solucgao.

3.2 Equacoes de Navier-Stokes em Diferencas Finitas

Um dos requisitos fundamentais de uma discretizagao numérica é que ela re-

produza a equacao diferencial quando o tamanho da malha tende a zero. Em outras
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palavras, os erros de truncamento devem tender a zero quando o niimero de pontos
da malha tender ao infinito. Uma aproximacao numérica que possua essa carac-
teristica é dita consistente. Outra caracteristica desejada é que quaisquer erros ou
perturbagoes na solugao nao sejam amplificados sem limite. Os métodos numéricos
que possuem esta propriedade sao chamados de estaveis. Consisténcia e estabilidade
sao condigOes necesséarias e suficientes para a convergéncia. A solugao numérica é
convergente quando é estavel e tende para a solucao das equagoes diferenciais quando

a malha é refinada [45].

Discretizar uma equacao diferencial consiste em transforma-la em uma equacao
numeérica analoga. O processo de discretizacao das Equacoes Governantes deste
trabalho é realizado através do método de Diferencas Finitas [12]. Esse método é
muito usado em Dinamica de Fluidos com o intuito de dominar as nao-linearidades
de modelos matematicos. Essa técnica tem se mostrado muito eficiente nos ultimos

alnos.

A idéia basica desse modelo é substituir as derivadas por expansoes em Séries
de Taylor. Por exemplo, se u;; representa a componente da velocidade no ponto
(i,7), entdo no ponto (i + 1, j), a velocidade na diregao z, u;11;, pode ser expressa
por

N on Az)"

n=0

De acordo com [55], a equacao anterior é uma expressao exata para ;i ; se

(i) a série converge ao N — oo e/ou

(ii) Az — o0

Observe que a soma (3.3) é impraticavel computacionalmente para N muito

grande. Sendo assim, a série deve ser truncada. Se omitirmos, por exemplo, os
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termos de ordem maior ou a igual a (Az)?, obtemos [37]

Uiy1j = Ui j + (%)MA.T + (%)M (A;)Q + O(Ax)? (3.4)
Considere as seguintes aproximagoes

iy = Ui+ (%Lﬁ‘” + O(Ax)? (3.5)

Uis1; = Ui  — <%>”Ax + O(Az)? (3.6)

Subtraindo (3.6) de (3.5) e isolando o termo (4%); ;, obtemos

(2, - H55 oay on

Ox i 2Ax

A equagao (3.7) é a aproximagao em diferencas centrais de seqgunda ordem para
a primeira derivada parcial. A fim de obtermos uma aproximacao para a derivada

. 2 .
parcial de segunda ordem (%)m? considere

Uip1,j = Uiy + <@>”A$ + <8Qu>i7j (Az)* + <83u>m (Az)” + O(Az)*

ox ox? 2 ox3 6
du 0?u\  (Aw)? Puy  (Ax)d A
Uity = Ui — <%)”AI + (8:102)1',]‘ 2 <8x3>z‘,j 6 +0(Az)
Somando as duas ltimas equacoes, temos
0%u ) 4
i1y + Wic1y = 2Ui5 + (@)ij(ﬁx) +O(Ax) (3.8)

Dividindo ambos os lados da equagao anterior por (Az)? e isolando o termo

de segunda derivada, resulta

2
(8 'LL) Uiy — 2ui,j + Ui—1,5

oy B + O(Ax)? (3.9)

Assim, a equagdo (3.9) é uma aproximagao em diferencas centrais de sequnda

ordem para a sequnda derivada parcial.
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Podemos ainda gerar uma aproximacao em diferencas centrais para as derivadas

mistas de sequnda ordem ( g;gy)m da seguinte maneira
(5),10,~ (&)
82u . 8 (8“) ~ dy i+1,j Oy i—1,5
oxdy Oz \oy/ 2Ax
_ 1 [(ui+1,j+1 — Ui+1,j—1) _ (Uz’—l,j-i-l — Ui—l,j—l)}
2Ax 2Ay 2Ay
1
= M <Ui+1,j+1 — Ui—1j41 — Uit1,-1 T Ui—l,j—l) (3.10)

Retomando a equacao da Quantidade de Movimento em = (Eq. 2.8),

w + Uty + vuy = —py + %(um + uyy) (3.11)

e efetuando a aproximagao dos seus termos para o método de Runge-Kutta, temos

aui . u, e — u. . u. . —_— u. . . e — . .
Jj i+1,j i—1,j i,j+1 i,j—1 Pi+1,; — Pi-15
+ u;j (—> + v 4 <—> = — <—

ot 2Ax 2Ay 2Ax
+%<ui+l,j - Zuxz; + Uj—1,j n Wi j+1 — QAU;J; + ui,j—l) (3.12)
Dessa forma, a equacao da QMx possui a forma final discretizada
s ) o () (B
B %(Uz‘ﬂ,j - Zu;g + U1 n Ui j+1 — ZU;; + Ui,jfl)] (3.13)
onde o sobrescrito "n”indica o nivel iterativo anterior.
Analogamente, a QMy (Eq. 2.9),
v + uvy +vu, = —p, + %(wa + vyy) (3.14)
resulta em
e = () o (i) (B
B % (Uz‘ﬂ,j - i);; + Vi1, n Vij+1 — i):;; + vi,jfl)] (3.15)

A equagoes (3.13) e (3.15) serao utilizadas no algoritmo computacional descrito

na secao 3.7.
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3.3 Aproximacao para a Pressao

Aproximaremos, agora, a equacao de Poisson para a pressao obtida na Secao

2.2,
Paz + Dyy = — Dy — (wty +vuy), — (uvy + vvy)y + %(Dm + Dyy) (3.16)
Expandindo a equagao (3.16), obtemos
Doz +Dyy = — Dy — ui — Ulgg — Vgplly — Vllyg — UyUs
Uy — v§ — VU, + % (Dm + Dyy) (3.17)

A aproximacao em Diferencas Finitas fornece,

Pit1,j — 2pij + Pic1 L P = 2pij +pij-1 o 0D (@)2
Ax? Ay? ot Ox
0%*u Ov Ou 0%*u 0%*v Ov\ 2 0%
a5 nay ~ "aaty om0y~ ay) e
2 2
9D 90Dy (3.18)
Re‘0x? = 0y?
onde
oD  Dij' —Dy;  Dp
ot At At
ou ~ U?H,j - U?A,j
or 2Ax
ov ~ Uzn+1,j - U?—l,j
or 2Ax
du ., Uijpr1 = Uij
oy 20y
M Vi1~ Ui
gy 20y
o9%u -~ ufﬁrm — QUZ]- + u?_Lj
or® 2Ax
v, Vi — 200 0
oy? 2Ay
Pu Uity e — Uiy gp — W1 T U
0xdy 4AxAy
0*v o Uit — U~ Ui o1 T 0

oxdy 4ATAy
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Multiplicando ambos os lados da equacao (3.18) por Az?Ay?, temos

Ay? <pi+1,j —2p;; + pi—l,j) + Az? (pi,j-H — 2p;; + pi,j—l) =

oD ou\ 2 0%u  Ovou 0%u
~ AP2A ] — = (22 e T
T oy [ ot <8x) Yiger T B oy Vi 00y
Ou Ov 0*v Ov\ 2 0*v 0*D  9*D
B e el 1
Oy Ox ul”@x@y <8y> ”8y + (8932 * Oy? ﬂ (3.19)

Assim, ao isolarmos a pressao p; ;, obtemos

p?;,-l ~ C<pi+1,j +pi71,j> +C<pi,j+1 +pi,j71>

Ax? Ay?

oD ou\ 2 0%u Ov Ju
- ol-w -G wmE ey

, Puo P (@)2

“oxoy " 0xdy dy
0% 0’D  0*°D
Viig, 2+_(W+ % )] (3.20)
onde C = %

Observe que os termos do lado direito da equagao (3.20) sao todos conhecidos
na iteragao n (forma explicita). As velocidades u e v, por exemplo, foram calculadas

anteriormente através das equacoes de Navier-Stokes.

3.4 Analise da Estabilidade Linear

A fim de desenvolvermos uma condicao de estabilidade linear e local para as
equagoes de N-S na forma discretizada (veja segdo 3.2 do capitulo 3), considere o
seguinte argumento heuristico [15]. Assumindo que a pressao p e todos os coeficientes

das derivadas parciais de (2.2), (2.3) e (2.4) sdo conhecidos, escrevemos

ow ow  ow p,0*w  FPw

—UFm— — UV

o= Yar oy + E(@ + a_y2) (3.21)

onde w € R? w = (u,v); (3.21) representa a forma vetorial das equagoes de N-S.
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Discretizando (3.21), para (i, j) representando os pontos do dominio, obtemos

n+l

w wr. w™ o —wh . wr. . —wh.
i, ] i+1,j i—1,7 i,j+1 i,j—1
— ) = — ;. +
Al YT AL R YN
n H(w?Jrl,j 2w twity Wi — 2w + wgfj,l)‘ (3.22)
p (Az)? (Ay)?
Isolando o termo wfjl,
wr o —wh wr. o — wh.
n+1 n n i+l,g 1—1,j n i+l 1,5—1
_ H(w?Jrl,j — 2w A wity Wi — 2w+ ijfl)] (3.23)
p (Az)? (Ay)?
e definindo o operador F como
. n Wikl Wity o, Wije — Wi
_ H(w?+1,j — 2w wit Wi — 2w+ U’ijl)} (3.24)
p (Az)? (Ay)?
resulta na seguinte forma simplificada
wz;rl = Fuw};. (3.25)
Considere
At At At At
V:ﬁ7 o = — > /8:—’ ’7:— e 5:_. (3-26)
p (Ax)? (Ay)? 2Azx 2Ay

Utilizando estes coeficientes, podemos reescrever a equagao (3.24) da seguinte maneira

Fuwl; = 1—2v(a+ ﬁ)]wfJ + (Br + (51}&)@0%_1 +

+ (av+ vu;fj)w?,m + (av — yuﬁj)w?ﬂ’j + (Br — 5v2j)w2j+1. (3.27)

Observando que a soma de todos os coeficientes em (3.27) é igual a 1 e con-

siderando esses coeficientes positivos, deduzimos que

Fuwi, < [[1 —2v(a+0B)]+ (Br+ 51}&) + (av + yu?’j) + (av — vu,}fj) + (Br — 51}&-)} X
X max{w{fj, Wi 1, Wiy 4y Wiy s ijH} =

n n

= max{wz,ja W; -1 w?—l,ja w?—i—l,j? sz'fj—Q—l} (3.28)
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Além disso,

Fup; > [[1=2v(a+ B)]+ (B + 0v;) + (av +yuiy) + (av — yuiy) + (Bv — 6up)] x
X min{wzj, Wi g, Wi 5 Wiy s w2j+1} =

n n

= min{wm, Wy 5—1> wzn—l,ja w;zrl,jv wz‘rfjJrl} (3.29)

Dessa forma, as equagdes (3.28) e (3.29) implicam que

: n n n n n n n n n n n
mln{wz‘,jv Wi i 15 wi—l,j7wz’+1,j7wi,j+l} < sz’,j < max{wz’,j?wi,j—lvwi—l,j7wi+1,j’ wz‘,j+1}'

Serd mostrado no final deste trabalho que ||u|ls é limitada, assim podemos

escrever

\uznj (Az) < 2,

]ij (Ay) < 2v

(Ax)2(Ay)?
A= (A + (A

o que garante a positividade dos coeficientes em (3.27) e, portanto, qualquer solu¢ao
da equagao (3.25) é limitada. Observe que a condi¢ao de positividade é suficiente,

mas nao necessaria.

Discutiremos a seguir como foram implementadas as condigoes iniciais e de

contorno.

3.5 Condicoes Iniciais e de Contorno

A fim de resolvermos o sistema de equagoes diferenciais obtido, necessitamos

de condicoes iniciais e de contorno. Sao justamente essas condigoes que identificam
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qual o problema que esta sendo resolvido. Para a condicao inicial geralmente sao
utilizados os valores da corrente livre, mas pode-se utilizar também uma solucao

potencial como aproximagao inicial do escoamento.

Em geral, existem as seguintes definigdes para as condigoes de contorno [20]:

e a varidvel é conhecida na fronteira (condigao do tipo Dirichlet);
e o fluxo da varidvel é conhecido (Neumann);

e as condigoes de contorno sao ciclicas ou periddicas.

Para o caso de escoamentos podemos definir ainda:

Condicao de Contorno na Parede . Para uma parede impermeavel, o fluxo

deve ser nulo na fronteira;

Condicao de Contorno de Simetria . E aplicada quando um escoamento é simé-
trico em relagao a um eixo, permitindo uma reducao do nimero de

células no dominio;

Condicao de Contorno ”Far Field” . Sao importantes para escoamentos exter-
nos a baixa velocidade e se baseiam nas caracteristicas do fluxo normais

a fronteira;

Extrapolacao . E utilizada quando se necessita um ajuste da variavel na fronteira
com relacao as duas células adjacentes. Também é empregada quando

nao se conhece a condi¢ao de contorno apropriada na fronteira.

Neste trabalho limitamos a regiao de influéncia de cada secao do vértice em

um dominio retangular de dimensoes 3 x 2, conforme figura 3.2.
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2 {i: H;:.

I )

L]

Figura 3.2: Dominio para a simulagao do escoamento em torno do vortice.

Como condigoes de contorno consideramos:

(1) Naentrada: velocidades u e v iniciais (u = 1,v = 0) e pressao extrapolada
(17) Na saida: extrapolacao das velocidades u e v, e pressao fixa p = 1

(731) Nas laterais: extrapolagao das velocidades u e v, e da pressao

As extrapolagoes mencionadas seguem o seguinte modelo
3 1
o(n) = qu(n +1)+ Zgb(n + 2) (3.30)

onde n indica a diregao ¢ ou j que sera extrapolada. Como condigbes iniciais sao

utilizados os valores da corrente livre (v = 1,v =0,p = 1).

Obtida a malha e as condigoes iniciais e de contorno do dominio, o proximo

passo é aplicar um método que resolva as equagoes propostas.

3.6 Meétodo de Integracao Temporal

O procedimento usado é baseado na integracao temporal de Runge-Kutta
(RK). O método de RK tornou-se muito popular, tanto como técnica computa-

cional quanto como matéria de pesquisa [13]. Ele foi derivado por Runge em 1894 e
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extendido por Kutta poucos anos depois. Runge e Kutta desenvolveram o algoritmo

para resolver equagoes diferencias tomando ”n”termos da Série de Taylor.

Esse método ¢ iterativo e consiste na aplicagao repetitiva de um algoritmo

mais simples (Jacobi). Suas principais vantagens sao [20]:

e nao ¢é necessario o calculo de derivadas de ordem elevada;

permite a troca facil do tamanho do intervalo;

facilidade em analisar o erro de truncamento;

facilidade na vetorizacao e na paralelizacao.

Além disso, seus coeficientes podem ser selecionados de forma a obter solugoes
de alta precisao temporal (a precisao espacial é obtida através da discretizacao das
equagoes - Diferencas Finitas [2]), otimizando as caracteristicas de amortecimento
do erro da solucao. Mais de dois estagios sao usados com a finalidade de estender
a regiao de estabilidade. Um esquema que requer menos memoria computacional é
o método de RK simplificado [40], [19], segundo [14] que, para as equagoes (2.8) e
(2.9) na forma Wi _

pode ser escrito como:

ot 1,59
7(0) _ 177(n)
Wi,j - Wi,j
W =W — AR, k=12,
Wit = Wi (3.31)

v, — Df; é o residuo e

Vo= (w0 T Rk —
onde W; ; = (u;;,v;;)", At o passo de tempo, Ry, = Qi
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W — vetor das varidveis convectivas
Cj — vetor fluxo convectivo

R — vetor residuo

D — dissipagao artificial

— iteragao atual
ar — coeficiente dos estagios de RK

k — estagios de RK

Observagao 3.1. Esquemas com mais de 5 estdgios (k > 5) ndo sdo eficientes pois

o trabalho computacional envolvido é muito alto [15].

Assim, neste trabalho foi adotado um esquema de trés estagios, pois é o mais
adequado para escoamentos incompressiveis. Os coeficientes para k = 3 podem ser

calculados, resultando

[ Qg = 3 = 1 (332)

1 1
2 2
Para exemplificar, tomando a equagao da conservacao da quantidade de movi-

mento na direcao x

U + iy + vuy = —py + RﬁAu (3.33)
e

e aplicando o método de Runge-Kutta na forma discretizada (Eq. (3.13)) resulta

Wi; = uiy,
77(0) (0)
Wi; U j

S (k— Uiy1,5 — Ui—1,5 Usj+1 — Ujj—1
RED o Z(M) Z( J J )
Ui,j AL + v; j Ay +

Dit1j — Pi-1j M |:uz'+1,j — 2u; 5 + Ui L 2u;; + ui,j—l]

B Ax? Ay?

2Ax Re
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De forma anéloga, estendemos o uso de Runge-Kutta para a equacao da quan-

tidade de movimento em y.

Para a equagao de Poisson da pressao utilizamos o SUR (sub-relaxagoes su-
cessivas), por nao possuir o termo temporal. O SUR consiste na aplicacao de
uma correcao para os valores calculados a cada passo através da constante 1 que
representa a relaxacao. Como a pressao tem carater eliptico, escolhemos ¢ = 0.7.

Tomando uma variavel genérica f, a aplicagao do método SUR resulta

= zk] + 2ﬂ(f'k'+1 - 'k') (3'34)

z’-] z?.] 27]

A seguir sera apresentado o fluxograma que define a seqiiéncia de instrucgoes

para a realizacao dos calculos computacionais do escoamento.

3.7 Fluxograma

Existe uma etapa importante entre a escolha do método que sera utilizado na
solugao do problema e a forma da escrita das instrugoes no computador. Esta etapa
é a representacao grafica do processo que descreve a seqiiéncia de operacoes logicas

do algoritmo. Isto é chamado de ”fluxograma”ou ”diagrama em blocos”.

O fluxograma é um método formal de representar um programa, de tal forma
que seja légico e especifique os testes necessarios. As vantagens do fluxograma sao,

basicamente:

1. facilitar uma visao global do problema,
2. facilitar a descoberta de erros de logica e

3. facilitar a comunicagao entre programadores.

Desse modo, o algoritmo utilizado nas simulagoes pode ser resumido no flu-

xograma que segue:
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[ Inicio ‘
|

Leitura de Drados

Geracio da Malha

Condic@es Iniciats

| N 3

Condicfes de Contorne

Calculo das Wariawveis

Conwvergéncia

Analize dosz Eesultados

B

Figura 3.3: Fluxograma

O préximo capitulo discute o comportamento das solugoes das Equagoes de

Navier-Stokes quando t — oo.
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4 ANALIS~E DO DECAIMENTO DAS
SOLUCOES

4.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é estimar a taxa de decaimento da solucao u(-,t)
quando ¢ — oo na norma L? (Definicio A.2) (no espago). Para isso, essas taxas
de decaimento serao comparadas com as taxas correspondentes para a solucao da
Equagao do Calor com os mesmos dados iniciais [34]. Mais precisamente, seja u(z, t)

solugao das equagoes de Navier-Stokes (N-S), i.e.,

u; + u - grad(u) + grad(p) = Au,
div(u) =0

com a condi¢ao inicial

u(z,0) = uo(z), VaecRY (4.2)

onde a dimensao do espago é N = 2 ou N = 3. Observe que (4.1) é andloga ao
conjunto de equagdes (2.2) e (2.3) com p = p = 1. Assume-se que o problema
tem solucado classica (que é tnica) para todo tempo ¢ positivo. Além disso, vamos

também supor [39]

ug € C®, div(ug) =0, D%y € L?, Va (4.3)

Na verdade, precisamos apenas supor que D?*uy € L?; mas como a solucao é
cléssica e as primeiras derivadas estdao em L2, segue que todas as outras derivadas

também estarao em LZ2.

Teorema 4.1. Considere o sistema (4.1)-(4.2) para N =2 ou N = 3. Supondo que
a solugcao do problema

w = Au,  u(z,0) = up(x), (4.4)
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decai na taxa

leAugl| < CA+1)7",  t>0, (4.5)

para algum k > 0, entao a solugdo u(-,t) das equagoes de N-S satisfaz
Ju(-, )] < M(1 487, ¢=0,

com

nfe 3+ 3}
=min{k,— + = }.
! 132
Nao é dificil estender o resultado anterior para o caso em que o termo nao-
homogéneo f(z,t) é adicionado em (4.1), mas consideramos o caso f=0 para sim-

plificar a representacao e coincidir com a equagao do modelo numérico do Capitulo

2.

De fato, o Teorema (4.1) foi provado originalmente por Wiegner [56] para
0 caso nao-homogéneo e para certas solucoes fracas usando o método de Fourier.
Na Secao 4.3 serda demonstrada uma nova prova do Teorema 4.1, segundo [34]. A
idéia é primeiro estabelecer o decaimento de Hi(t) pelo método da energia e entao
usar propriedades do nicleo da equagao do calor (Eq. (4.4)) e Transformadas de
Fourier. A principal diferenga em relacdo as demonstragdes anteriores [56], que
utilizaram o método de ”Fourier splitting”, é o uso de estimativas de decaimento das
primeiras derivadas de u(z,t) em L?, apresentando uma demonstracio alternativa
mais acessivel para a compreensao do resultado. Mais precisamente, mostraremos

que (Definicao A.4)
Hy(t) = || Du(-,t)]| 2wy < C(1+1) 2

para N = 3 e uma estimativa um pouco mais forte para N = 2, conforme sera
mostrado na se¢ao 4.2. Uma vez estabelecidos estes fatos, o decaimento de ||u(-, t)]|3, BN
segue do Principio de Duhamel [39], de estimativas basicas da Equagao do Calor e

de resultados andlogos ao Lema de Gronwall em equagoes ordinarias.
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4.2 Decaimento de H;(t)

Desejamos mostrar que tH? — 0 quando ¢t — co. No caso bidimensional (2D)
o argumento é particularmente simples, ja que H;(f) é monétona decrescente para
t > 0. Em 3D a funcao H;(t) decai monotonicamente para t > tg, se to é grande o

suficiente.

Lema 4.1. Seja u(x,t) solugao do problema (4.1)-(4.2). Entao,

%Hg(t) +2H}(t) =0, t>0 (4.6)

onde Hy(t) = ||u(-,t)|| 2@y
Conseqiientemente,

Ho(t) < Ho(s), Vt=>s (4.7)

o 1
| < Sl (4.9

Demonstragao. Consideramos inicialmente o caso N = 2, e escrevemos u = (ug, us).
A fim de demonstrar (4.6), basta usar a Regra de Leibniz (Teorema A.6) e notar

que

d d d 0
GO = GOl = 5 [ Iulefde= [ S0+

. i 8U1 3u2
= 2/1%2 _ulE—FUQE]diE

- ouy ou, Op O*u; 0wy
/R2 _u1< by o0xy uz@.ﬁlﬁg 0xy * ox3 * dx3 ﬂ v

i 2 2
+ 2/ u2<—u18u2 _u23u2 — Op +8u2+au2>}dx
Rz L

0x; dry Oxg O3 03
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A 1ltima igualdade segue do fato de que u é solucdo de (4.1). Reagrupando os

termos da equacao anterior, obtemos

d
o= 2 S [ S

Il I2
+ 2 / ZuzAuldx
3,7=1
Is
Assim,
2
U- (Eq Contlnuld
L = Ui —
! ”Z:l / J Z /]R2 (913 ”Z:l /]R? al’]

= / div(|ul*u)dz = 0.
R2

Eq.Continuid) .
I, — 1 2 o [ div(up)dz = 0.
2 /11@2 Zu axz /}R2 iv(up)dx

Como Du € L*(RY), podemos aplicar o Teorema da divergéncia, obtendo

/ Zu Au;dr = Z / ula Ui g (P02 —QZ/ (9ul = —2HZ(1).

2,7=1

Portanto,

d
aHg = —2H}. (4.9)

O procedimento é andlogo para N = 3. Assim, a funcao Hy(t) é decrescente,
ou seja,
H()(t) < H()(S), Vi Z S, (410)

o que prova (4.7).

Integrando (4.9) em [0, ¢], facilmente obtemos

H§(t)+2/0 H}(s)ds = |Jug|®. (4.11)
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4.2.1 O caso 2D

Observacao 4.1. Seja

2. 02w
— 4.12
wt Zuj oy (412)

a equagdo da vorticidade em R?, obtida tomando-se o rotacional da equacio (4.1).

Multiplicando (4.12) por 2w e integrando fOT Jgs» obtemos,

T T 2 Oow T 2. 9%w
2wwdxdt +/ / 2wu; —dxdt = / / 2w ——dzdt .
\/0' /RQ t 0 R2 jz—; J ax] 0 R2 JZ_; 3:1)?

I

Vv Vv
I I3

Assim,

T
I, = / / 2wwidzrdt = // dtd:z:—/ wQ(x,t)‘ dx
R2 R2 R2 0

= /w (a:,T)da:—/ w?(z,0)dr = ]w(a:,T)|2d:c—/ |lw(z,0)|*dx
R2 R2 R2 R?

= |lw(, DllZ2@e) = llw (- 0)lI72@2)-

T
2wu»—dxdt / / WU —dm dt =0,
/ /R? Z 70 R R2 ’ 8%

fé

POIS,

a .Continuidade 8 a
I, = / w(uj—w )dx (Eiq.Continuidade) w——(ujw)dr = —/ ujw—w dx
R2 aw‘? R2 8% R2 8%

_73:2/ / w—dmdt —2/ /
0 R2 0 R2

Portanto,

T
0

8%

T
(e, T2 @) = —2/ IDw (-, 1)l[72z)dt + lw(:, 0) |2 gy (4.13)
0
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Derivando a equagao (4.13) em relagao a T, temos

d d
E”w<'>t)”%2(R2) = —2||DW(‘>15)H%2(R2) + E”W(',O)HZL%RZ’)-

Entao,
d 2 2
190 Ol = =2 Dw(, Ol @) (4.14)
Observe agora que ||w(+,1)||72ge) = [|Du(-, t)||72(g2), pois através de integragdo
por partes e notando que 3 8"“ = g—;i, resulta

8U2 8U1 2

oDl = [ lowPa= [ |52 -0
- LG G —2Gra) e
. Partes 0 Qui\? (D Ouz\?

(Int Partes) /R [(82) ((9_2) +((9_Z1> —l—(a—;i) }dm

= > IDius (- 6)l[Fagey = 1 Dus )| Z2re)- (4.15)

3,j=1

X

[\

Na verdade, a relagdo [|w(-,t)||72g2y = [[Du(:,)]|72 g2y vale para um caso mais

geral, a saber (Teoremas A.7 e A.8)

ID (-, t) 172 @vy = 1Dl )17 @y,
para N = 2,3 e todo ¢ > 0 inteiro.

E, por fim, aplicando (4.15) em (4.14) (ou a identidade acima para £ = 1),
resulta, para N = 2,

d
ZIDu( Dl ze@e) = =2 D%ul:, 6)|[Z2m),

1sto €,
d
aH2( ) = —2Hj(t). (4.16)
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Usando a monotonicidade de HZ(t) (4.16) e a equagao (4.11), obtemos

t
1
tHE(t) g/ H?(s)ds < §||u0||iz(R2), Vit>0. (4.17)
0
E, portanto,
1
Hi(1) < o lluollzege)- (4.18)
0

Lema 4.2. Sendo N = 2, temos,
lim tH:(t) = 0. (4.19)
Demonstracao. Por absurdo, supoe que o limite nao acontece. Assim, 36 > 0 e uma
seqiiéncia (t;) com t; — oo e ;11 > 2t; tal que
tiHi(t;) >0, Vj. (4.20)

Como HZ(t) é decrescente, resulta

tjr1
(tjs1 — t;) Hy(tj1) < Hi(t)dt,
t
ou seja,
t 2 b 2
(1= 22 ) Hit) < [ HA(dt,
tit1 t
Mas como
t; 1
tj+122tj:>1——]2—,
1 2
obtemos
) 9 tj b .
]+1 tj
Concluimos, assim, que
ti+1 )
B0 > 5 ), (4.22)
tj

mas isto é um absurdo, pois, por (4.8),

+oo
H}(t)dt — 0 quando j — oo.

tj

Portanto, lim; .., tH:(t) = 0. O
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Finalmente, observe que através de (4.19) temos,

tH?(t) = (t), onde lim ¥(t) =0

Como H,(t) é limitada quando t — 0, por (4.3), podemos entdo escrever
Hiy(t) = (1+1)"2¢(t), (4.23)

com ¢ continua em [0,00) e ¢(t) — 0 quando t — +o0.

4.2.2 0O Caso 3D

Através das desigualdades de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg (Teorema A.3),
obtemos, no caso N = 3,

1 3
u|oo < K\ HEHY, (4.24)
H? < KyHyH,, (4.25)

onde H;(t) = ||Diu(-,t)| e K1, Ks sao constantes.
Além disso, segue diretamente de (4.25) que
1 11
Hy ' < /K HiH, 2. (4.26)
Primeiro provaremos que H;(t) é mon6tona decrescente, se o produto Hy(t)H(t)

¢ suficientemente pequeno.

Lema 4.3. Se Hy(tg)Hi(ty) < 1(12;\/72’ onde Ky, Ky sao as constantes dadas em

(4.24), (4.25) acima, entdo, Hy(t) é mondtona decrescente em [ty, +00) e assim

o < Ll
2(t) < = . Vit>t (4.27)
2t — 1,
Demonstragao. Seja
3
H3(t) =Y |DiDjul )7, V>0 (4.28)
ij=1

a medida da segunda derivada de u na norma L? (Defini¢ao A.2).
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Afirmagao 4.1. LHE(t) < 2||ulp@syHi Hy — 2H3, Y t > 0.

Demonstragao. Considere a equagao (4.1) na forma

ou; L O dp
> —I—Zu]a% o = Au;, i=1,2,3. (4.29)

ou;

Derivando (4.29) em relacao a x;, multiplicando por 2 T somando em i, =

1,2,3 e integrando em R?, obtemos:
3 3
ou; 0%u; 8u1 ou; ou; O0%p
2 dx dx 2 d
/Rg ; 0z Dzt T /R ,Z Dz, ax@( i 9z, B )t /R Z 0y D0z, "

6uz O,
/Rs Z 0z, 002 om0 (4.30)

Aplicando a Regra de Leibniz,

3
ou; qul ou; 8u2 ou; O0%p
Z /R:szaxg 8@875 2 Z /3 89@ 8@ uj@x dr +2 Z /3 6@ 8@8952
z,(:l

v g

I A
ou; O3u;
QH; /3 ng (():L‘gﬁx dr (431)
A ’
Assim
3
O, 82u2 au, d
h= z;_l /RsQaZEg al‘gat Z dt /RS 81’( dr = EHl( )
auz auz (Eq. Cont / auz
I, = )
i Zgl/m 0xy 83:4 ]8x ) Z s 07 8@ D (“ uj)dx
0%u;
B _”Ze:1/RS Oz, 61’1 (uiu;)de

. 3 2., ‘
= — Z O %ujdac— Z O7u; ui%dx

R3 8@(% 8@ =1 R3 8@895]- 8@
Z?]? =

0%u; Ou,
= _ u; —2d
Z R3 893@8;15] " Oxy o



4 Analise do Decaimento das Solugdes

visto que

>

1,5,0=1

0%u;

ou; O%p

3
[3:i’£Z:1/R;3

Z / ou; 83u2
e oxy 8@83:
Segue que
d o 2
EH (t) +2H;(t) =
(Cauchy)
<
<
<

Portanto, através da Afirmacao 4.1 e das equagoes (4.24) e

d
dt

ou;
g3 02,0z Oy

d
Oxy 0x;01, o

Hy (t)

(2

a$gax

2H2(t)< Jul? i

Q

2[|ul| oo R3)H1( )Hz

<

(4.24)
<

(4.26)
<

(t

1 7
2K Hy H Hy

1< & //0u
UJdI' = 5 i7§;1 /R3 8_27] <<8$€
(Eq.Cont.) 1 ’ / i '
B 2 i1 R3 3%- <U]<
= 0
L[ Ou; 92 ,
= Z/Rga—za—agdx:/ﬂggdlv(u)-Ap
i0=1 v
0%u;
zzéjl /Rs 8%81’@ - —H%(t)
0%u; ou
21?1 R3 axgax] 8_l;dx
> 82’&1' 2\ 1/2 3
2/[@3 <”ze; (0@8:@) ) (Z]z; i <
(9 u; \2

da: 1/2 / ]u\2
(’3uz> )1/2

0$g

) )
(
)

—2H}

1 _1
2K (KlHO‘* HHy " — 1)

1 1
2H2 <K1 YR HZHE — 1).

Ou,
0.2135

35

)

8uz

()"

(4.26), temos

(4.32)
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E supondo

logo,

E, assim, Yt > tg, por (4.8),
¢ 1
(¢ - B0 < [ H(s)ds < gl
to

o que prova (4.27).

36

(4.33)

(4.34)

(4.35)

]

_1
Agora mostraremos que a condicio HoH; < 6, 6 = K;?K, > do Lema 4.3 é

sempre satisfeita para algum t,.

Seja

[[uol*

Como, por (4.8),
T
2 [0 < ol
0
existe 0 <ty < T tal que
2TH (to) < [|uol,
pelo Teorema do Valor Médio para Integrais (Teorema A2).
Logo,
luol|* (a.36) 0%

H3(to)H?(to) < T 3 < 62

como queriamos mostrar.

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)
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Assim, pelo Lema 4.3, a fungao H;(t) é monotonicamente decrescente para

t>T, T dado em (4.36) acima. Em particular, para t > T', obtemos

t
1
@—TMﬁ@ﬁ;/]ﬁ@Ms§§Mﬂ2<mx (4.40)
T
Portanto,
H2(1) lwl® o (4.41)
Y=ot —-T)

Além disso, como H;(t) ndo tem singularidades em ¢ = 0, podemos reescrever

(4.41) como

N[

Hi(t) <c(l+8)7%, t>0. (4.42)

para ¢ > 0 constante apropriada (dependendo de uy).

4.3 Decaimento de Hy(t)

At

Seja e? o operador solu¢ao da Equacao (vetorial) do Calor dada em (4.4).

Entao, a solugao u(-,t) do problema (4.1), (4.2) pode ser escrito como

u(t) = ePugy + /t A9 Q(s)ds, (4.43)
0

onde ) = —grad(p) — u.grad(u).

A demonstracao do Teorema 4.1 é baseada em estimativas simples do operador

solucdo da Equagao do Calor, da transformada de Fourier Q(x,t) de Q(z,t) e de

estimativas de decaimento de H;(t) estudadas na se¢ao 4.2.

Definimos
U(k,t) = (27‘(‘)_];/ e "y (x, t)dx, K eRY (4.44)
RN
como a transformada de Fourier no espaco da funcao v(x,t), onde k- z = K1z +

ot Eyzy € = (21,...,TN), K = (K1, ..., KN).



4 Analise do Decaimento das Solugdes

Lema 4.4. A transformada de Fourier @ do termo QQ = —grad(p) — u.grad(u)
satisfaz
~ 2V N
|Q(rk,t)| < ZES_37VZE}]b(t)}]i(t) (4.45)
A 2N[k| o N
Q(k,t)] < (27T)N/2H o), VYV keRY. (4.46)
Demonstragao. Tomando o divergente de (4.1), Ap satisfaz (3.16), i.e
a Fq.Contimuid)
_Ap = Z DI(U]D]UZ) (Ba ogmul ) Z DlDJ(UZU,]) (447)
i,j=1 i,j=1
Observe que
Ap=> (D?p) = —|x[*p(k, 1) (4.48)
j=1
e
Ap = — Z (DiDj (wiu;) ) = Z Kikj(uiu;) (4.49)
i,j=1 i,j=1
Logo,
Nk K
p(”’a t) - - Z m‘ ]‘( ﬂL]) (450)
ij=1
Além disso, usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema A.5, p = ¢ =
2), resulta
N N
p(k, 1) < Z | ;] < g Z i || Ly oy
ij=1 ig=1
1 N ;X N
< v O il 2wy lugllamyy = —— > luillzz@yy Y lugllze@)
(QW)iiajzl (2m)z j=1
N N
(X e
= — (Y luleen) € — > Il (4.51)
(2m)2 Mo (2m)= 5
Assim, obtemos a seguinte estimativa
PN N 2 N
Ip(k, 1) < ~Hi(t), VeeR"t>0. (4.52)

27m)2

38
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Considerando a equacao (4.48) e também

—

Ap=— ZN: (Di(uijui)) = - XN: iri(u; Dyu;)

i,j=1 i,j=1
obtemos

Pk, t) Zz| z uJDul)

3,0=1

Mas como @ = iK;D, obtemos
ox; ’

ap i
8p =ik, E z‘ ‘2 u]D Ug) E ‘K il (u;D; 'LLg).
Z;

Al Al

Logo,
dp
e < S il wl < ooy ZHuJD wella e
£,5=1 £,j=1
1 N
< = O gl ey | Djuel| 2 e
(2m)>2 Ejfl
b :
< (ZH%HH &) (D D))
£,5=1 4,j=1
\/N
= NHO 1-
(2m)=
E, assim,
N
‘VP‘ ( )N/2H0H1

Portanto, usando (4.57), resulta

N
Q< lzrad(p)| + |u.grad(u)| = |grad(p)| + > lusDjue|

£,5=1

"

< 2 Z |u]D ug| < 2n H0H1

l,5=1

o que prova (4.45).

39

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)
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Além disso,

N
QI < |grad(p)| + u.grad(u)| = |s|[p| + > lu;Djuyl

£,5=1
= Jnllpl + Y 1Dsuzuel = sl (Ipl + Y Tugue])
0,j=1 £,j=1
N
——  2N|&x]|
< 20l Y Tuguel = 5 H3 (4.59)
) (2m)=
provando (4.46). O

No proximo Lema, obteremos uma estimativa para a solucao da Equacao do
Calor usando a relacao de Parseval.

At

Lema 4.5. Sejam Uy, |k| Uy € L®°(RYN). Entdo, a solugcdo e*uy da Equacio do

Calor satisfaz

N A
e || p2@ny < c1t™ 7 ||To|| oo (4.60)

He fug || < et T 2Hw0HOO, se Wo(k) = ]/ﬁ]’lﬂo(/ﬂ). (4.61)

onde ¢1 e ¢y sao constantes adequadas (que nao depndem de ).

Demonstragdo. A Relacao de Parseval estabelece que ||ul| 2wy = ||| g2y, Assim,
utilizando esta relacdo, podemos escrever para u(t) = e*tu,,
e ulfeer, = Nalaem, = [ [l OPdi = [ [aa(o e a
< ol / / 2N g do (w) = wa|To||%, / e 2Ny
|lw|=1
= wnlltoll5t / PNt dp = et |12, (4.62)
0
onde wy = 2, w3 = 4w e 7 =t~ /2p. Assim, [|eugr2@y) < V@t~ |[U]|so. Mais

precisamente,

0.5v/27 72 ||| oo, N=2

/T _3 A~
DE [, N =3

lle®uol| L2y < (4.63)
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A estimativa (4.61) segue de forma anéloga. O

Observagao 4.2. Para o integrando da equagao (4.43), os Lemas 4.4 e 4.5 implicam

em

[0 9Q(s) 2y < ealt =) T 1Q(S) o

IN

x(t — )"+ Hy(s)H(s) (4.64)

e, de (4.59),

s _N_ 1 1A
29 vy < ealt =) FH sl Dls) e

< St TR, (4.65)

Observacao 4.3. Observe que através das equagoes (4.5) e (4.43), temos

¢
eAtuo—l—/ eA(t_S)Q(s)ds‘
0

t
< el + || [ eA0IQ(s)ds|
0

lu(t)||2myy =

L2(RN)

L2(RN)

t
< ”eAtU0||L2(RN)+/ ||€A(t_8)Q(S)HL2(RN)dS

< C(+1)r /||e C=)Q(s) | 2 ds (4.66)

A fim de demostrarmos o Teorema (4.1), precisaremos de uma versao do Lema

de Gronwall, a saber,

Lema 4.6. (Lema tipo Gronwall) Seja y(t), t > 0, fun¢do real, nao-negativa e

continua satisfazendo

t
y(t) < A(L+6) + B / (t = 5)~*(1 + 5)Py(s)ds. (4.67)
0
onde A e B sao constantes positivas.

Entao, y(t)(1 4+ t)"* € limitado se 0 < k1 < a <1< a+f.
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Demonstracao. Seja

E@) =y(t)(1+ 1),  Emaa(t) = max E(s), (4.68)

0<s<t

e, multiplicando (4.67) por (1 + t)**, obtemos

s+t < A+BO+0 [ (-0t T s

< A+ B(l1+t)™ /Ot(t —s) 1+ 8)_ﬂ< max E(s)) (14 s) "ds

0<s<t

t
A4 BEy ()14 1) / (t = 5)"*(1 + 5) P ds. (4.69)

0

Assim,

t
B(t) < A+ BEpa(H)(1+ )™ / (t— 5)"*(1 + 5) 01 ds. (4.70)

0

A fim de demonstrarmos o Lema 4.6 (Gronwall), analisaremos separadamente

0S casos k1 < @ € K| = Q.
Caso A

Seja k1 < a.. Desejamos mostrar que o fator multiplicando E,,,.(t) na equagao

(4.70) tende a 0 quando t — oo, isto é,

t—o00

lim [(1+t)'“ /Ot(t—s)o‘(l—ks)ﬁ”lds] —0.

Considere

(1+t)™ [/Ot/Q(t —8)"*(1+s) P ds + /t/;(t —s) *(1+ 5)757”1d5]. (4.71)

N 4 ~

v~

v~

I Is
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Assim,
t/2
I, = / (t —s)"*(1 4 s) P "1ds
0

t
< 2"75_"/(1—1—8)_6_“%3
0

1, B+ kK >1
< 2%t In(1+1t), B+r =1 (4.72)
(L+t)'F B4k <1

Logo, (1 +t)"I; — 0 quando t — oo, pois

ki—a<0e l—a—-p<0.

E também,

t
L - /(t—s)_a(l—l—s)_ﬁ_“lds
t

/2
t
< 9Pm(L g )P / (t — s)~ds
t/2
ga+fB+r1—1

= (14t e
T (1Y)

Portanto, concluimos que (1 4 ¢)" [y — 0 quando t — oo, pois 1 — a — 3 < 0.

Desse modo, de (4.70), existe t; > 0 tal que

1
B(t) € A+ Bnalt), V121, (4.73)

Como E(t) ¢ limitado para 0 < ¢ < ¢y, pois E(t) é continua e [0, ¢;] é compacto,
existe my; > 0 tal que E(t) < my, Vit € [0,4].
Seja my = max{A, m; }. Entao,

1
E(t) < ma < meo < mo + EEmaa:(t)a V0 <t< tl, (474)
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e, portanto,
1
E(t) <ms+ EEmax(t), vV t>0, (4.75)
de modo que
1
E(s) <mgy+ §Ema$(t), V>0, 0<s<t. (4.76)

Pela definigdo de FE,.(t), resulta

1
Brnas(t) < m + 5 Bao(t), ¥ £20. (4.77)

Assim,
E(t) < Epaa(t) < 2ma, (4.78)
ou seja, E(t) é limitado.
Caso B

Seja k1 = «a. Escolha 6 > 0 de tal forma que d — a — § < —1. Podemos

substituir k1 em (4.67) por o — ¢ e concluir do caso A da demonstragao que

y(t) < Cs(1+1)~,

Usando esta limitagao na integral em (4.67), temos

/ot(t —5) (1 +5)"y(s)ds < C; / (= )1 + 5)-0ds

t/2
:C‘S/ (t—5)"(1+5)" " Pds + Cy / (t — s)™(1 + )"~ Fds.
0 t/2

Como 6 — a — 8 < —1, obtemos

t/2
/ (£ — 5)~(1 + 8)0~Bds < cy20¢~
0
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t

t
/ (t—5)" (1450 Pds < 270F*+F(1 4 t)‘s_a_ﬂ/ (t —s)"%ds
t/2 t/2
22a+,37671
= L ) <t
1 -«

poisd —a — 3 < —1.

Dessa forma, (4.67) garante y(t) < Cs(1+1¢)~*, completando a prova do lema.
0

Prova do Teorema 4.1, N=3

Precisamos mostrar que Ho(t) < M(1+t) ™" para0 < k < 2, se [[e®ug || r2gs) <

C(1+t)~". Usando (4.42), (4.64) e (4.66), temos

(4.66) (t—
Ho(t) < C / ”e s) HLQ R?))ds

(424) C(l+4+t)™" \/_Cl/(t—s) %Ho(s)Hl(s)ds

( )
(4.42) i I
< C(l+1t)” +K/ (t—s) 4(1+s) 2Hy(s)ds

onde K = 2Y3c , ¢ > 0 constante dada em (4.42). Considere os seguintes casos:

7r)2

Caso A

Seja 0 < k < %. Fazendo a = % e = %, podemos aplicar o Lema 4.6, pois
3
1

+

5
1

D=

0<k<3<l1<
Logo, Ho(t)(1 +t)* é limitada, ou seja,
Ho(t) < Ki(1+1t)™"
para K; > 0 constante adequada.

Caso B
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Seja 2 < k < 2. Usando as equagdes (4.42), (4.64), (4.65) e (4.66), resulta

(4.66)

Ho(t) < C(1+1) / e2¢-9Q(s) | 2qands

t/2 t
= O [ eI s + [ A IQ) aods
0 t/2

(4.65) 6 t/2
<oty 2 / (t—s)—ng(s)ds+/ 1€2E=)Q(8)|| L2y ds
0

o7)2
(4.64) . 6cy [ B 2v/3¢; R
< Cl+t)™"+ 2n)? /0 (t —s)"1H{(s)ds + 2n)? //2(25 s)" 2 Hy(s)H(s)ds
(4.42) e b [P s 2v/3ccy o 1 4 )2 E ()
< C(l+t)"+ (2#)3/0 (t —s)"1Hj(s)ds + )] //2(15 s)"1(14s)"/*Hy(s)d

Observando que Hy(t) < ki(1+t)"1 do caso A, a integral fot/z(t— s)_gHg(s)ds

pode ser limitada como segue

t/2 . t/2
/ (t—s) 1 HS(s)ds < Kf/ (t—s)”
0 0

t
2% K2~ / (1+5)-4ds
0

< 25K

(1 +3)’%d3

o

VAN

Assim, com k < g obtemos, para C' > 0 apropriado,

t
Ho(t) SCL+ )"+ K [ (t—s)1(1+s) 2Hy(s)ds,
/2
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Definindo E(t) e E,4.(t) como em (4.68) com y(t) = Hy(t) e procedendo de

forma andloga ao desenvolvimento feito em (4.69), obtemos

W

Ho(t)(1+ 1) < C+K(1+t)”/t (t— o) (1—|—s)21>(1E_£S))Hds
t/2 8

t
< C+K(1+t)”/ (t— )4 (1 + )3 max E(s)ds
t/2 L<s<t
t
C+KEmax(t)(1+t)“/ (t—s)"1(14s)"7 " ds.
/2

IN

A integral ftt/z(t — 5)71(1 + s)"2 *ds é limitada por 2773 (1 4 )" 2 %¢4 e,
portanto, o fator multiplicando FE,,..(t) tende a zero quando ¢ — oo. Como na
prova do Lema 4.6 (Gronwall), fica estabelecida a limitacao para FE(t). Assim,

provamos o Teorema 4.1 para N = 3.

Prova do Teorema 4.1, N=2

Precisamos mostrar que Hy(t) < M(1 + ¢)™" para 0 < x < 1, supondo

|e2ug || 22y < C(1+¢)7* . Considere os seguintes casos:

Caso A

Seja 0 < k < 3. Por (4.23), (4.64) e (4.66), temos,

(4.66)
Ho(t) < C 1—|—t / ||6 (t=9) ||L2 RQ)dS

(4.64)

& Y2 / (t — 54 Ho(s) Ha(s)ds
(429 0(1+t)—“+%/( s)”

l\)\»—l

(1+ ) 2¢(s)Ho(s)ds. (4.79)
onde ¢(s) — 0 quando s — 0.

Observacao 4.4. Note que o Lema 4.6 ndao se aplica neste caso, pois em (4.79)

teriamos o = 3 = % ea+( > 1 é hipdstese do Lema. Para superar essa dificuldade,

vamos usar lim;_, ¢(t) = 0.
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Sejam, como antes,

B(t) = Ho(t)(1+ 1), Epnge(t) = max E(s),

0<s<t

dai, obtemos, de (4.79)
\/501

™

onde J(t) = f(f(t —5)72(1 4 s) 2 "p(s)ds

E(t)<C+

Enaz () (1 + )" (1),

48

(4.80)

Uma vez mostrado que lim; . J(t) = 0, a limitagdo de E(t) segue como na

demonstragao do Lema 4.6. Para provar que limy;_,, J(t) = 0, considere

I = /0(t—s)—%(us)—%—w(s)ds:/o (= s)H(1 4+ 5) i re(s)ds +

t

To

= L(t)+ Is(t) + I3(t).

t/2

t/2 1 1 1 1
—I—/ (t—s)2(1+s) 2 "p(s)ds + / (t—s)"2(1+s) 2 "¢(s)ds

Para qualquer T} fixo e t suficientemente grande, Iy(t) < K(Tp)(t — Tp) "2, ¢

entao
(14+t)"I1(t) — 0, quando t — o0

desde que k < % E também,

=

t/2 :
L) = / (£ = 5) (1 + 5) "5 "(s)ds

To
t\z—*
1 —) .
(1+3

=

< K ( max gb(s)) t

s>Ty

E entao,

sup(1 4+ t)"Ix(t) < Kmax¢(s) < e
t>To 2Ty

se Ty é suficientemente grande. Além disso,
t
o) = [ (-9 s ()
t/2
1 A
< K(max¢(s))t2<1+§) :

s>Ty

(4.81)
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e uma estimativa como (4.81) pode ser obtida trocando-se I por I3.

Resumindo, mostramos que J(t) — 0 quando ¢ — oo, que implica Hy(t) <

C(1+¢)" para 0 < K < 3.
Caso B

Seja % <k<l1l Fixe )0 <vy< % com v+ k < 1 e note que, pelo Caso A dessa

demonstragao, Hy(t) < C(1+t¢)~7. Por (4.66) e (4.65), temos

t/2
Ho(t) < C’(1+t)‘”+K/ (t— 5) " H2(s)ds +

+K [ (t—s)"2(1 4 s) " 2¢(s)Ho(s)ds. (4.82)

t/2

Use a estimativa Hy(s) < C(1 + ¢)~7 para um dos fatores Hy da primeira

integral da equagao (4.82). Se E(t) e Ea.(t) sdo definidos como em (4.80), entao

E(t) <C + KEmw(t)(1+1t)" /t/2<t—s)1(1+s)wds

t

+ KEm.(t)(1 +t)”/t/2(t —8) 2(145) "2 " (s)ds.

Esperamos que os dois fatores multiplicando F,,,.(t) tendam a zero quando

t — 00. De fato,

t/2
Li(t) = /0 (t—s) 1 +s)" "ds

t\1-7—k
< KE‘1<1+-—> ,
2
e, assim, (14 t)"I4(t) — 0, pois v > 0. Finalmente,

L) = / (t— ) (1 + 5) 3 "g(s)ds

/2
t
1 1
< maxo(s t—s) 2(1+s) 2 "ds
maco(s) [ (6= 1)

N

t\—3— %
< K (1 —) £
< g%w@ +3
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entao,

(14+t)"I5(t) < Crr>1a/>§ #(s) — 0, quando t — 0.
s>t

Se t ¢ suficientemente grande, entdo E(t) < C + 3Enq.(t), ¢ a estimativa

Hy(t) < C(1+t)~" é obtida.
Caso C

Seja k = 1. Fixe § < v < 1 e note que Hy(t) < C(1 +¢)™ pelo Caso B da

prova. Portanto, por (4.82)

t/2
Hyt)< CO+t) 1+ K/ (t—s)"(1+s)2ds + (4.83)
0

t
+K | (t—s)"2(1+ ) 2¢(s)Ho(s)ds. (4.84)

t/2
A primeira integral ¢ limitada por Kt~' [[(1 + s)"2ds < K(1 + )7, isto 6,
decai como o primeiro termo do lado direito de (4.83). Os argumentos restantes sao
os mesmos da parte B da demonstragao pois a relagao (1 + t)"I5(t) — 0 quando
t — oo se mantém para k = 1. Isso completa a prova do Teorema 4.1 para o caso

N =2.
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5 RESULTADOS NUMERICOS

No que segue apresentamos os resultados numéricos obtidos através da imple-
mentagao computacional das equagoes (3.13), (3.15) e (3.20) para escoamento em
regime incompressivel, bidimensional e viscoso, em uma regiao retangular onde ha

a formagao de um vortice.

A fim de analisarmos um escoamento ¢é indispensdvel um bom conhecimento
fenomeno fisico relacionado. Assim, primeiro devemos identificar as variaveis do
problema que o melhor representam. No caso de um vértice, os resultados podem
ser visualizados através do campo de vorticidade. Podemos ainda representar (grafi-
camente) o escoamento pelas linhas de corrente. Essas linhas s@o tangentes ao vetor

velocidade em cada ponto do campo de escoamento num dado instante [29].

A implementagao computacional foi desenvolvida na linguagem FORTRAN
90. Inicialmente, a compilacao foi realizada utilizando os computadores do Labo-
ratério Integrado de Computagao Cientifica (LICC-IM/UFRGS). Logo apds, tornou-
se necessario o uso do computador CRAY T94, localizado no CESUP-UFRGS. Ja a

visualizagao dos resultados foi feita através dos Softwares Visual 2D [18].

Com o intuito de comparar resultados, sao realizadas simulagoes para um
escoamento ao redor de um cilindro circular em regime de transicao. Essa calibracao
do c6digo é feita comparando os resultados obtidos com os de Jiang Chun Bo [7]
para nimero de Reynolds igual a 4375. Em seguida, trocamos o cilindro circular por
um vortice e analisamos o fluxo para Reynolds de 1000, 5000 e 10000. Assim, esse
vortice, aparentemente simples, é muito rico no entendimento de fenomenos como

um tornado.
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5.1 Escoamento em torno de um Cilindro Circular

Os resultados numéricos desta secao tém o objetivo de comparar qualitativa-
mente os resultados do codigo utilizado para as simulagoes do vértice. A malha
utilizada nas simulacoes tem 420 x 280 nds numa regiao retangular de comprimento
3 e altura 2. Como a geometria é simples, nao se utilizou concentracao de células
em uma regiao especifica. Essa malha sera utilizada em todos os resultados com-

putacionais deste capitulo.

Existem diversos fatores que podem modificar as caracteristicas na esteira para
cada diametro do vortice. Entre eles destacamos o nimero de Reynolds [46], [58].
O escoamento ao redor do cilindro circular é bem simples para baixos ntmeros de
Reynolds. No entanto, a medida que aumenta o niimero de Reynolds, o escoamento
passa por sucessivas mudangas de comportamento (regimes laminar, transiente e

turbulento) [57].

A transicao do escoamento laminar para o turbulento manifesta-se, inicial-
mente, pela desorganizacao da esteira do cilindro. Com o aumento do numero de
Reynolds, as instabilidades que dao origem a este processo aproximam-se cada vez
mais do cilindro, fazendo oscilar até mesmo os vértices que se desprendem proximos
a sua base, conforme pode ser visto na figura 5.1 para Re = 4375. Observe que
esse nimero de Reynolds caracteriza um regime, onde ocorrem instabilidades (tur-
bulentas) na esteira [57]. Essa mudanca afeta diretamente a freqiiéncia de emissao

de vértices.

Na figura 5.1 comparamos o resultado aqui obtido com o resultado experimen-

tal realizado por Jiang Chun Bo [7].
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Figura 5.1: Linhas de vorticidade para Re = 4375 (superior) e resultado apresentado
por Jiang Chun Bo [7].

5.2 Escoamento em torno de um Vortice

Nesta segao pretendemos analisar o fluxo (de ventos) préximo a um vértice
(uma idealizagdo de um tornado). Observe que a simula¢do bidimensional nao
reproduz o estiramento do vértice que ocorre no problema tridimensional. Este

mecanismo ¢é responsavel pelo aumento da circulacao e da vorticidade em tornados.

Cada secao bidimensional tem um raio especifico. Fisicamente, o raio de um
tornado varia desde alguns metros até quilometros de extensao. Neste problema con-
sideramos um vortice de raio minimo 400m e raio maximo 2km. Dividimos a altura
do tornado, que pode chegar a 1,5km, em 5 planos bidimensionais. Assim, cada
secao possui um determinado raio. Para fins de simulacao numérica, consideramos

os raios e a velocidade angular conforme a figura 5.2.

De forma a elucidar a variacao do raio do vértice em estudo, obteve-se a figura

5.3. Sua modelagem ¢ baseada na solucao do seguinte sistema autonomo de equagoes
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Figura 5.2: Raios do Tornado e Velocidade Angular

diferencias ordinarias,

d

d—j =—x(a—by) + sz x(0) =0.1

d

d—i = —y(c+1?) y(0) = 0.01 (5.1)
dz

= =0.01

p dx 2(0) =0.0

onde a, b, ¢ e d sao parametros positivos e X Z é o plano horizontal. Esse sistema
de trés EDOs de 1* ordem acopladas estimam a velocidade do fluxo e sao derivadas

do modelo de Gause [8].

Uma regiao de recirculacao na esteira do vortice principal cresce ganhando
circulagao atraindo, a partir de dado instante, particulas de fluido da camada cisal-
hante [31]. Ao caminharem na dire¢ao do vértice maior, as particulas podem seguir

trés direcoes distintas, como mostra a figura 5.4.

e clas podem unir-se ao vértice em formacao, na diregao da esteira (a);

e clas podem mover-se na dire¢ao da camada cisalhante, que possui vor-

ticidade de sinal inverso (b) e;



5 Resultados Numéricos 55

/ —— Raio=2Km
D

—_—

= —— Raio=400m

/

Figura 5.3: Representagao de um tornado axissimétrico [8]. @ = 0.2, b= 0.6, ¢ = 0.2
ed=10

e clas podem caminhar em dire¢ao ao cilindro, na dire¢ao da regiao da

esteira proxima ao vortice (c).
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Figura 5.4: Esquema do processo de geragao e desprendimento de vortices.

A parcela do escoamento que segue o caminho (a) mistura-se com o fluido
que estd formando um vortice na regiao superior da esteira. Uma vez que essa
parcela possui vorticidade contraria aquela do fluido que esta constituindo o vortice,

ela colabora para a diminuicdo da circulacao total desse ultimo. A parcela que
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segue em direcao a camada cisalhante (b) tem um papel muito importante no que
se refere a estabilidade do escoamento. Havendo uma diminuicao da pressao, a
camada cisalhante que estd se separando do corpo torna-se mais intensa, logo o
vortice gerado também se torna mais intenso. Com isto, uma parcela maior ainda
da camada cisalhante atravessard a linha de centro da esteira e uma por¢ao maior de
fluido com vorticidade de sinal contrario se chocara com esta camada fazendo com
que haja uma diminuicao da intensidade do vértice que esta crescendo. Isso causa a
interrupcao da alimentacao de circulacao para este vortice. Apéds esta interrupcao,
o vortice adquire sua circulacao final e desprende-se da camada cisalhante que lhe
deu origem. Finalmente, a parcela de fluido que segue o caminho indicado pela seta
(c), colabora para a formacdo de um novo vértice, mas agora na parte inferior da

esteira, fechando o ciclo de geracao e desprendimento de vértices.

A seguir sao apresentados os perfis de velocidade, analisando a influéncia do
numero de Reynolds em relacao ao raio de cada secao do vértice. Na visualizacao dos
resultados, a escala de cores do violeta ao vermelho indica o aumento da intensidade

do campo.

Para baixos numeros de Reynolds, as linhas de corrente contornam suavemente
o vortice. Em regimes mais severos, entretanto, grandes estruturas turbilhonares
podem se desprender desordenadamente. E justamente essa caracteristica que dese-
jamos analisar nesta secao. Para isso serao mostrados escoamentos para Re = 1000,
Re = 5000 e Re = 10000. Para uma melhor visualizacao, consideraremos a secao
cujo raio é 0.06. A figura 5.5 mostra o perfil de velocidades para Re = 1000, onde
nao observamos desprendimento de vértices até 2.4s, mas ja se observa a assimetria.
No entanto, para Re = 5000 esse desprendimento ja pode ser captado, conforme

mostra a figura 5.6.
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Figura 5.5: Perfil de vorticidade na esteira do vértice para Re=1000 apds 2,4 seg.
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Figura 5.6: Perfil de vorticidade na esteira do vértice para Re=5000 apds 2,4 seg.
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Quando Re = 10000, percebemos uma instabilidade maior nas adjacéncias do
vortice principal, o que também induz ao crescimento no nivel das oscilagoes [16].
Além disso, observamos que apds 2,4 seg., os contornos do dominio relativamente
pequenos comegam a influenciar o fluxo, devido ao desprendimento de voértices cada

vez maiores (Fig. 5.7).
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Figura 5.7: Perfil de vorticidade na esteira do vortice para Re=10000 apds 2,4 seg.

Na esteira do vértice principal foi constatada a formacgao de recirculagoes, que
se movem alternadamente no sentido horario e anti-hordrio. A regiao destacada da

figura 5.8 foi ampliada (Fig. 5.9) a fim de visualizarmos essa caracteristica.
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Figura 5.8: Delimitagao da regiao a ser ampliada. Re = 10000. Raio=0.06
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Figura 5.9: Ampliagdo da regiao delimitada na figura 5.8. Re = 10000. Raio=0.06
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Nas figuras de 5.10 a 5.14 consideramos Re = 10000, com o objetivo de verificar
a influéncia do raio do vortice com a freqiiéncia de emissao de vortices e as zonas de
maior e menor intensidade das velocidades do mesmo. Quando consideramos a se¢ao
do vértice cujo raio é 0.02 (Fig. 5.10), percebemos um estreitamento da esteira, o que
nao ocorre para raios maiores (Figuras 5.11, 5.12, 5.13 e 5.14). Observe ainda que,
nesse caso, as instabilidades na adjacéncia do vértice principal nao foram suficientes

para gerar o desprendimento dos vértices junto ao mesmo (Fig. 5.10).
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Figura 5.10: Campo de vorticidade sobre o perfil (a); Instabilidade nas adjacéncias
do vortice principal (b). (Re = 10000. Raio=0.02.)
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Para estas simulacoes consideramos 2.4 segundos do fenomeno real; assim,
acreditamos que as instabilidades sobre o perfil, com raio = 0.02 e Re = 10000,

forcem esses desprendimentos apenas para tempos maiores do que o considerado.

Observando a figura 5.11, percebemos que comeca a ocorrer o desprendimento
dos vértices antes presos ao vortice principal. Essa caracteristica também pode ser

observada para os outros raios maiores do que 0.04.
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Figura 5.11: Campo de vorticidade sobre o perfil (a); Instabilidade nas adjacéncias
do vértice principal (b). (Re = 10000. Raio=0.04.)



5 Resultados Numéricos 62

A estrutura dos vortices gerados na se¢ao do tornado com raio 0.06 (Fig. 5.12)
¢ visivelmente maior, mais energética. E isso ocorre sempre que aumentamos a
dimensao do raio, fato que ja era esperado. Na figura 5.12 visualiza-se melhor as

regioes préximas ao vortice gerador onde a intensidade do vento é maior.

Conforme visto na figura 5.4, notamos que na parte inferior do vortice principal
(regido concorrente) a dire¢ao do escoamento (vento) ¢ a mesma diregdo do vértice.
Assim, é natural que nessa regiao os ventos adquiram maior velocidade. A faixa
em vermelho (inferior) da figura 5.12, que indica maior intensidade dos vetores
velocidade, estd justamente na regiao concorrente do vértice, evidenciando o fato.
Por outro lado, observamos que na regiao contra-corrente ha interferéncia entre o
fluxo principal e o fluxo devido ao vortice, o que gera uma reducao da velocidade

nessa area.
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Figura 5.12: Campo de vorticidade sobre o perfil para Re = 10000. Raio=0.06.

Nas figuras 5.13 e 5.14, percebemos, nitidamente, o contraste em relagao aos
casos anteriores, se comparamos o tamanho dos vértices. No caso do escoamento de

maior raio (raio=0.1) os contornos do dominio comegam a receber influéncia do fluxo.
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Em tltima andlise, percebemos que ocorre um gradativo aumento do afastamento

dos vortices na esteira conforme o raio é aumentado.
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Figura 5.13: Campo de vorticidade sobre o perfil para Re = 10000. Raio=0.08.
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Figura 5.14: Campo de vorticidade sobre o perfil para Re = 10000. Raio=0.1.
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6 CONCLUSOES

O presente trabalho teve por objetivo a analise do comportamento e das ca-
racteristicas de fluxos em torno de um vértice, considerando o escoamento bidimen-
sional, incompressivel, viscoso, Newtoniano e em regime turbulento. Além disso,
objetivou-se estudar o comportamento das solucoes das equacoes de Navier-Stokes

na norma L? quando t — oo.

Inicialmente, simulamos um escoamento ao redor de um cilindro circular para
Re = 4375 com o intuito de verificar a capacidade de reproduzir resultados pelo
cédigo computacional que foi usado nas simulagbes posteriores. Através das si-
mulacoes numéricas em cada plano bidimensional de um vortice, observamos o sur-
gimento da esteira, ou seja, regioes de recirculacao, que ja eram esperadas devido
ao fenomeno da separacao da camada limite. As simulagoes foram realizadas para
Re 1000, 5000 e 10000. Também verificamos que a medida que o raio de cada segao

vai aumentando, os vortices comecam a se tornar cada vez mais energéticos.

As simulacoes realizadas neste trabalho possuem algumas limitacoes, que sao
listadas abaixo. Ao mesmo tempo, essas limitacoes indicam sugestoes para futuros

trabalhos:

e 0 modelo fisico utilizado reproduz de forma muito simplificada um tor-
nado real. O objetivo era combinar a modelagem fisica com a visua-
lizacao grafica de modo a analisar caracteristicas como o desprendi-
mento de vértices. No entanto, nem todos os fatores fisicos foram con-
siderados, devido a limitacao de tempo e fontes de pesquisa. Assim,
no futuro, mais propriedades fisicas, como a temperatura, por exemplo,

necessitam ser integradas ao modelo.
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e no modelo matematico foram consideradas as equacoes de Navier-Stokes
bidimensionais. Assim, espera-se que uma abordagem 3D em trabalhos

futuros capte melhor as caracteristicas do vértice aqui estudadas.

Conforme estudo analitico feito no capitulo 4, concluimos que a solucao das
equagoes de Navier-Stokes decai na norma L? com a taxa (1 + ¢)™", se 0 mesmo
ocorrer para e“ug, sendo 0 < Kk < % + % Em [34] é também mostrado, por um

argumento analogo ao usado no Teorema 4.1, que sob as mesmas hipdteses sobre g

[Du(, )ll2@yy = O(1+1)7"2

I1D*u(-,t)||p2mny = O(L+1t)™""

para t grande, de modo que, pela Desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg

(Teorema A.3), temos

1 1
lul Ollze@e) < Cllu, Ol 72y I D*u( 1)l F2 gy

= O(1+1t)":
nocaso N =2, e

1 3
Cllul, )l 2oy | D*u (- 1) 2 sy

= O(1+t) i

IN

[ (s )| Loe o)

no caso N = 3.

Portanto, os valores pontuais da velocidade do escoamento decrescem a zero
em toda parte (uniformemente). Em outras palavras, no modelo utilizado para a
discussao das se¢oes do vortice, concluimos que o campo de velocidades se dissipa
passado tempo suficientemente longo. Observe ainda que o decaimento das solugoes
u(-,t), demonstrada para Re = 1, é valida também para ntimeros de Reynolds

grandes, desde que a hipdtese de suavidade das solugoes seja mantida.
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Apéndice A

Definigao A.1. Sendo Q um conjunto aberto em RY, C°(Q) denota o conjunto das
fungoes f: Q — R continuas, e, dado k > 1 inteiro, C*(Q) denota o conjunto de
funcoes f : Q0 = R k —wezes continuamente diferencidveis em §2. E denotamos por

C*>®(Q) o conjunto das fungoes f: Q — R infinitamente diferencidveis em 2, i.e.,
C>(Q) = () C*(Q).
k=0
De modo similar, C*(Q)™ é o conjunto das funcoes f : Q@ — R™, f =
(f1, fas .oy fm), tais que fi € C*(Q), para todo i = 1,2, ..., m.

Definigao A.2. Seja Q um congnto (Lebesque-) mensurdvel em RY e p € R com

1 <p < oco. Definimos [11]
LP(Q) = {f : Q — R; f é mensurdvel e |f|P € L*(Q)},

onde L*(2) € o espago das fungoes integrdveis em S (no sentido de Lebesque). Este

espago possui a norma || - ||r) dada por [11]
Il = ([ Irteras) ™
Definigao A.3. Dado 2 mensurdvel em RY, definimos [11]
L¥(Q) ={f:Q —R; f é mensurdvel e3C > 0 tal que|f(x)| < C gtp'em Q},
com a norma natural

fllz@ = {3 [ f(2)] < €, gtp em Q} = esssup|f].

Analogamente, LP(Q)™ denota o espago das fungoes f : Q@ — R™ f =

(f1, f2y -y fin), tais que f; € LP(R2), para todo i = 1,2,...,m. LP(Q)™ é um espago

Latp: em quase toda parte (a menos de um conjunto de medida nula).
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de Banach na norma natural

m 1/p
1 leie) = (32 il o))
=1

sel <p<oo,e
[flzoe (@) = max{|[ fill Loy, s [ fnll oo }-

Um caso particular importante corresponde a p = 2, a saber,

Definigao A.4. Dada u(-,t) € L* (RN, u = (uy,...,uy),
1/2
Ho(t) = |lu(-,t mwz(Zm“umm),

e, sendo u(-,t) € C* (RN)N

(1) = [ Du( HmRN)=:(§jH§Z-

Z]—

2 1/2
L2(1RN)> ’

e, em geral, se u(-,t) € C* (RN,

H(t) = 1D (-, ) |2y = (>

7’7]1 -----

2 1/2
L2(RN)> ’

Teorema A.l. (Teorema da Divergéncia). Seja Q C RY um dominio limitado cuja

- oy 5

fronteira 0 é Ct, Q seu fecho (i.e., Q = QUIN), e seja n o vetor normal unitdrio

exterior em cada ponto de 9. Dado w € CH(Q)N qualquer, temos

/dz’vwdx:/ w-nds, (A1)
Q )

onde ds denota o elemento de drea na superficie 0S2.

Demonstragao. Ver [44], pp. 492-494. O

Teorema A.2. (Primeiro Teorema do Valor Médio para Integrais) Sendo f continua

no intervalo [a,b], entao existe constante ¢ em [a,b] tal que

fo)= 5= [ sl (A.2)
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Demonstracao. Ver [43], pp. 135. O]

Teorema A.3. (Desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg). Sejam 1 < p,q,r <
oo ej,meZ com0<j<m tal que [1], [47], [33]

1 g 1 m 1
I - = 1—a)=
+a<q N)+( a)?"7

para a € [j/m,1). Entao, existe constante C' > 0, C' = C(m, j,n,p,q,r) tal que

D ulzpam, < C 1D ullfugey e (A3)
Vu € CF(RYN). Quando m < j + %, (A.3) vale também no caso a = 1.
Demonstragao. Ver [30], PDEs, pp. 22-27 (Secao 1.9). [

Teorema A.4. (Desigualdade de Young) Sendo p,q > 1 tais que i + % =1, temos

[24]

1 1
ab< —a’+-b?, Va,b>0. (A4)
p q

Demonstracao. Se a =0 ou b = 0, (A.4) vale trivialmente. Basta entao considerar

a,b > 0. Como exp(z) é funcdo convexa, temos

ab = exp <lln(a”)+11n(bQ)>

p q
1 1
< ~exp(In(a?)) + = exp(In(t?))
p q
1 1
- ap + = bq’
p q
como queriamos demonstrar. O

Teorema A.5. (Desigualdade de Holder) Sendo © mensurdvel C RN, e sendo 1 <

p,q < 0o tais que %4— % =1, temos [24]

1fallr) < Ifllze 19l L), (A.5)

vV feLP(), ge LIQ).
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Demonstracao. Sep =1, = oo oup = 00, ¢ = 1, a desigualdade é ébvia; se p,q > 1
finitos sao tais que ]lj + % = 1, procedemos do seguinte modo: se || f||zr@) = 0 ou
9lla@y = 0, (A.5) é 6bvia; assim, vamos supor ||f|lzr@) > 0 e ||g|lra@) > 0.
Definindo f € LP(Q), § € L1(), via

c @
1) = il
ORN|C))

@) = gl

para todo z € (), obtemos
ey =1 gl =1,

e, pela Desigualdade de Young (A.4),
[Flgeie < [ G+ @)
Q Q P q

= Y Fopar+ L [ G
p/Q q.Jq

1,~ 1~
= ) ey + 1T
1 1
— —_ —|— —_ = 1’
p g
isto é,
o [ @) lg)] o <1
z)| |g(x)| dx < 1,
[ llze@llgllzoc) Jo
o que prova (A.5). O

Teorema A.6. (Regra de Leibniz) Se f(x,y) € uma func¢ao continua no retangulo

[a,b] X [c,d] com g—i continua, entao

d%[ / bf@,y)dx} = / b‘g—i(x,wdx, (4.6)

para cada c <y < d.

Demonstragao. Ver [4]. O
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Teorema A.7. Sendo u € C*TL(R3)3, £ > 0 inteiro, com div(u) = 0, entdo
D wl| 2(ms) = | D™ ul| 2 sy, (A7)

onde w =V Au € o rotacional de u.

Demonstracao. Temos
3
8Uj
w = g €ijk_a €k,
i,7,k=1

onde {ey, ez, €3} é a base canonica de R? e g5, é o tensor permutacao

0, sei,j,k nao sao todos distintos
Eijk = 1, se 1,7,k é permutacao par de 1,2, 3

—1, se 1,7,k é permutacao impar de 1,2,3

Em particular,

3

¢
D sy = v ¢
wllrees = 0xj,...0x;, Il L2(R3)
J1pemde=1 s Je
3 3 3
S IDS s
= SijkEqu x
Py Byl e rs 0,0x;,...0x;, 0x,0xj,...0x},
3 3
8€+1u~ 82+1u
= § § (5zp51q 5@(15]1)) dz,

PR it rs 02;02;,...0x;, 0r,0x;,...0x;,

visto que
3
E :5ijk5qu = 0ip0jq — 0igljp,
k=1

onde 4;; denota o tensor de Kroenecker, i.e.,

0, set #£j

1, set =7

6ij -
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Portanto, obtemos

. 9t+1y, 2
1Dy = Z Z | (G ) ot
Z Z 0y, HlH 1y, n
Py et 0x;0x;,...0x;, 0r;0x),...0z,,
= ||D£+1U||%2(R3)+
0" O, i

Z Z R3 axiale..ﬁxje 8%8%...3%

J1yenje=11,5=1
D5 .

Teorema A.8. Sendo u € C*1(R2)2, ¢ > 0 inteiro, com div(u) = 0, entdo
ID Wl 2(r2) = | D ull 2o,

onde w = 2 % ¢ o rotacional de u.
ox oy

Demonstrac¢ao. Analoga a demonstragao do Teorema A.7, observando que

Z €“3 31; :
(A

1,j=1
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