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RESUMO

Este trabalho tem os objetivos de identificar e discutir as dificuldades envolvidas no
ensino e na aprendizagem da multiplicacdo de numeros negativos. Com esses
objetivos, foram entrevistados futuros professores, licenciandos em Matemética, e
também foi proposto a um grupo de alunos do terceiro ano do Ensino Médio de uma
escola publica de Porto Alegre que resolvessem uma lista de exercicios, buscando
identificar os modos como operam e suas concepg¢des sobre as operacdes com 0sS
nameros relativos. Os dados foram analisados tendo-se como referéncia tedrica os
campos conceituais de Geérard Vergnhaud. A partir dessa andlise, foi possivel
identificar que os licenciandos em Matematica ndo haviam refletido sobre os
obstaculos envolvidos no ensino dos numeros relativos, principalmente no caso da
multiplicacdo de numeros negativos, e que a maioria dos estudantes que
participaram da pesquisa hdo compreendem 0s nUmeros negativos e como operar

com eles, apesar de sua escolaridade avancada.

Palavras-chave: ensino de matematica, multiplicacdo, nUmeros negativos.



ABSTRACT

The objective of this study was to identify and discuss the difficulties involved in the
teaching, as well as learning of negative number multiplication. With these goals in
mind, we have interviewed prospective teachers, math undergraduates and it has
also been proposed to a group of third year students in a local Porto Alegre High
School that they solve a list of exercises. We aimed to identify the ways in which they
operate with regard to their processing and conceptual understanding of negative
number multiplication. The data we obtained was analysed and referenced with
regards to the theoretical conceptual fields of Gerard Vergnaud. From this analysis, it
was possible to identify that the Math undergraduates did not reflect about the
obstacles involved in the teaching of relative numbers. This was especially the case
concerning negative number multiplication. We also found that most of the students
who participated in our research do not fully understand negative numbers, or how to

operate with them, in spite of their advanced academic achievements.

Key-words: math teaching; multiplication; negative numbers
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1 INTRODUCAO

No decorrer do curso de Licenciatura em Matematica, estudamos e
discutimos em diversas disciplinas a importancia da contextualizacado dos conteudos
matematicos, para assim favorecer o aprendizado do aluno, porém contextualizar
requer uma reflexdo mais profunda sobre o conteddo que sera abordado e isso ndo
€ uma tarefa facil.

Minha preocupacdo com o ensino dos numeros inteiros negativos despertou
guando, em uma conversa familiar, meu tio me questionou sobre por que o0s
professores ndo tentam ensinar a multiplicacdo de niameros negativos de uma forma
que permita ao aluno compreender o sentido do resultado do calculo efetuado: se,
para ensinar a soma de ndameros inteiros, se utilizam as ideias de débito e crédito,
para a multiplicacdo nao existe uma explicacdo melhor do que a regra de sinais?
Naguele momento, paramos e tentamos encontrar algumas alternativas que
fizessem algum sentido, mas percebemos que, na multiplicacdo entre dois nimeros
negativos, era dificil encontrar situacfes contextualizadas que permitissem justificar
um resultado positivo. Confesso que fiquei frustrada por ndo ter conseguido
argumentar sobre esse resultado, mas essa inquietacdo me motivou a procurar
algumas respostas: é possivel contextualizar de uma maneira nédo artificial o produto
de dois numeros negativos? Serd que meus colegas, futuros professores de
matematica, jA pensaram sobre isso? Teriam alguma sugestao a esse respeito?

Contudo, essa inquietacdo se fortaleceu quando realizei os Estagios de
Docéncia no Ensino Fundamental e Médio. No Ensino Médio, percebi que varios
alunos erravam frequentemente as respostas dos exercicios de geometria analitica
gue exigiam calculos com numeros negativos. Fiquei um tanto impressionada com
esses erros, pois ndo esperava encontrar tdo expressivamente esse tipo de
dificuldade, uma vez que se tratavam de alunos que estavam concluindo a
escolarizagdo e precisaram utilizar a regra de sinais nas séries anteriores. No Ensino
Fundamental, surgiu o maior desafio: iniciar o estudo dos nimeros inteiros em uma
turma do sexto ano. Esse conteddo que, aparentemente, ndo é dificil de ser
explicado, me exigiu muito nos planejamentos de aula, pois a0 mesmo tempo em
gue ndo queria priorizar a utilizacao da regra de sinais, me questionava se de fato

existe uma maneira que possa quebrar a “artificialidade” das regras praticas, que
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apesar de tantas vezes repetidas, o aluno esquece, ou se atrapalha ao utiliza-las no
decorrer da sua trajetéria escolar.

As dificuldades que pude perceber durante as disciplinas de Estagio me
fizeram chegar a outros questionamentos: sera que, ao final do periodo escolar, os
alunos conseguem resolver os exercicios que envolvem a multiplicagdo de numeros
negativos com seguranga, quanto ao “sinal” do resultado? Sera que os futuros
professores ja refletiram sobre a dificuldade de compreensdo que existe no ensino
da chamada “regra de sinais”, segundo a qual o produto de numeros com sinais
diferentes é negativo e o produto de nimeros com mesmo sinal € positivo?

Faco esses guestionamentos, pois a regra de sinais que € insistentemente
repetida desde o Ensino Fundamental parece ndo ser tdo relevante ou
compreensivel quanto julgam os professores e, inclusive, os futuros professores.
Com o ensino e 0 uso recorrente, a regra vira uma “verdade” na qual a importancia
da justificativa acaba se perdendo.

Vale ressaltar que, a partir do estudo do plano cartesiano, 0os nuameros
negativos assumem um sentido bem mais forte do que quando introduzidos no
Ensino Fundamental. Nesse momento da introducdo, esses nuimeros geralmente
aparecem em expressfes numéricas sem contexto, que ndo representam uma
“situacdo” em que o resultado final de fato dependa do sinal dos numeros
envolvidos, diferente do que acontece em um contexto geomeétrico, em especial no
Ensino Médio.

Para essa verificagcdo, considerei importante analisar de que modo alunos do
Ensino Médio compreendem os resultados oriundos da multiplicacdo envolvendo
nameros negativos e quais sao as concepc¢des que trazem das séries anteriores
sobre esse tipo de operacdo. Foi proposto a duas turmas de estudantes do terceiro
ano do Ensino Médio de uma escola publica de Porto Alegre que resolvessem uma
lista de exercicios e justificassem suas respostas. Além disso, foram realizadas
entrevistas com colegas concluintes do curso de Licenciatura em Matematica sobre
as suas concepc¢des sobre o0 assunto.

O segundo capitulo deste trabalho apresenta os referenciais tedricos
utilizados. Foram consultados autores que apresentam uma analise histérica sobre
as contradicbes que envolveram o reconhecimento dos numeros negativos, bem

como modelos que possibilitem justificar a multiplicagdo entre esses numeros
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possibilitando a validade das regras de sinais. Para analisarmos como ocorre o
processo de construgdo dos conhecimentos e entendermos como as concepgdes
prévias interferem no aprendizado, utilizaremos a teoria dos campos conceituais de
Gérard Vergnaud.

O terceiro capitulo apresenta a andlise de entrevistas realizadas com
estudantes de Licenciatura em Matematica, com o objetivo de identificar concepcdes
gue possuem sobre o ensino dos numeros relativos.

O quarto capitulo apresenta a analise das resolucdes da lista de exercicios
aplicada em alunos do Ensino Médio de em uma escola publica de Porto Alegre,
levando em consideracdo o desenvolvimento das solugcdes e das justificativas
escritas e orais dadas por esses alunos, para assim identificar se, ao final do periodo

escolar, existem dificuldades para compreender e operar com numeros negativos.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Sobre a aceitacdo dos numeros relativos

Para compreender as possiveis dificuldades que surgem durante o ensino dos
nameros inteiros, é importante considerarmos as analises histéricas sobre as

concepcOes acerca dos nimeros negativos:

Os ndmeros negativos constituiram um problema conceitual para a
matematica enquanto grandeza e numeros ndo foram separados
epistemologicamente e a definicho da matemética era a ciéncia das
quantidades. (SCHUBRING, 2007, p. 1)

As contradicfes e a rejeicdo dos numeros negativos persistiram por varios
séculos, em que filésofos e matematicos ndo conseguiam entrar em consenso sobre
a sua legitimidade. Foi a partir do século XVII, que € um periodo de destaque da
matematica, que surgiram as primeiras interpretacfes que levariam a aceitacdo

desses numeros:

Este século marca o nascimento da ciéncia moderna. As obras dos filosofos
gregos e matematicos ja haviam sido assimiladas por alguns estudiosos que
enfrentaram a busca de explicacdo para a natureza, como haviam feito os
sabios gregos. (GONZALEZ et al., 1990, p. 30, minha traducéo)

Durante o século XVII, o uso dos negativos foi ampliado ao serem admitidos
como raizes e considerados “dispositivos de célculo” por exigéncias algébricas,
porém ndo eram reconhecidos como ndamero, pois, para iSso, seria necessario

interpreta-los. O que ainda ndo havia sido feito.

Embora fossem utilizados, a rejeicdo dos negativos persistiu devido a
dificuldade para encontrar um significado intuitivo e empirico, e assumiu
varias formas. (GONZALEZ et al., 1990, p. 32, minha traducéo)

A ideia de numero como quantidade ou expressdo de quantidade favorecia
essa negacdo dos negativos como numeros. Conforme podemos verificar na
declaragao de Descartes: “Nao podem existir nUmeros menores que nada”. Segundo
Gonzalez (1990, p. 32), esse tipo de problema, entre outros, foi superado quando

Descartes transformou equacdes com raizes negativas em equacdes com raizes
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positivas, como na resolugcdo geométrica de equacdes quadraticas. “Foi neste
contexto geometrico que os negativos, finalmente, encontraram algum reconhecimento
e legitimidade como nimeros.” (GONZALEZ et al., 1990, p. 33, minha traducéo)
Embora Descartes tenha sido um dos criadores da Geometria Analitica, ele
nunca considerou abscissas negativas, apesar de ter reconhecido que as ordenadas
negativas tinham sentido oposto as positivas. Foi Newton o primeiro a utilizar as
coordenadas cartesianas como conhecemos hoje, dando um significado geométrico
aos negativos representados na reta numérica (GONZALEZ et al., 1990, p. 34).

Newton expressou suas ideias da seguinte maneira:

Quantidades sdo positivas, ou seja, maiores do que qualquer coisa, ou
negativas, ou seja, menos do que nada. Assim, nos assuntos humanos as
posses podem ser chamadas de bens positivos, mas as dividas de bens
negativos... e na geometria da mesma maneira. Se uma linha tracada em
qualquer direcdo é considerada positiva, a negativa € a que se traca na
diregéo oposta” (GONZALEZ et al., 1990, p. 34, minha tradugéo).

Esse periodo encerrou-se com a aceitacdo do numero negativo. Embora,
para alguns, ainda faltasse significado, a Geometria serviu de suporte para a
interpretacdo desses numeros.

No século XVIII, as confusbes em torno dos negativos persistiram devido a
falta de um modelo unificador. Dentre alguns conflitos conceituais que ocorreram
nessa época, esta a contradicdo de D’Alembert, que define as quantidades
negativas como “aquelas que sdo vistas como menos que nada e que sao
precedidas do sinal menos”, mas também afirma que “dizer que valor negativo é
menos do que nada é expressar uma coisa inconcebivel” (apud GONZALEZ, 1990,
p. 37). Conforme Gonzalez (1990, p. 37): “a luta entre duas concepg¢des dos
negativos, como objetos conceituais e objetos materiais, pode ser vista claramente
em D’Alembert”. Essa situagdo demonstra o quanto era dificil dizer o que € um
namero negativo. E, entre essas discussdes, se inicia o esfor¢co para provar a regra
de sinais.

Nessa época, em meio as incompreensdes dos negativos, foi Lazare Carnot
(1753-1823) quem mostrou as deficiéncias que existiam em cada uma dessas
concepcoes, discutindo sobre as contradicbes ao se considerar 0 humero negativo
como quantidade, principalmente ao multiplica-los (Ibidem, p. 39). Apesar disso,

Carnot estava longe de conseguir demonstrar essa inconsisténcia, mas suas
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objecbes a esse respeito serviram para provocar a necessidade de uma
fundamentacéo légica para os negativos:

Vemos Carnot, carregado de senso comum, expondo as contradicfes que
cercam valores negativos, quando aplicado a eles o conhecimento intuitivo
adquirido na manipulacdo material de grandezas. Carnot nao imaginava
como resolver estes problemas, precisamente a solugcéo vai exigir a ruptura
com o senso comum, com o conhecimento perceptivel imediatamente,
como visto. (GONZALEZ et al., 1990, p. 40, minha traducéo)

Assim se multiplicaram os esforcos para legitimar os negativos e provar a
regra de sinais, uma vez que essas questfes estavam sempre presentes nas
atividades matematicas, pois dar um significado real ao operar com eles era um
problema. Porém, a legitimacdo dos numeros negativos sé ocorreu em 1867 com a
contribuicdo decisiva do alemdo Hermann Hankel (1839-1873), ao publicar a obra
“Teoria do sistema dos numeros complexos”. Nesse livro Hankel nao utiliza o
concreto para justificar os sistemas numéricos e sim o formal: “A condi¢do para
construir uma aritmética universal €, portanto, uma mateméatica puramente intelectual
separada de todos os tipos de percepgdes sensiveis”. (apud GONZALEZ et al.,
1990, p. 48)

Portanto, Hankel ndo buscou situacdes reais para definir os negativos, mas
sim leis formais desenvolvidas a partir do “principio de permanéncia”, segundo as
quais “Todos os resultados de algebra aritmética deduzidas aplicando suas regras, e
gue sao em gerais em sua forma, embora particulares em seu valor, sdo igualmente
os resultados da algebra simbdlica, em que sdo gerais tanto em seu valor como em
sua forma” (HANKEL, apud GONZALEZ et al., 1990, p. 48).

O principio da permanéncia afirma, pois, que todas as regras que se
verificam com 0s nUmeros naturais — comutativa e associativa da
multiplicacdo e da soma: distributiva da multiplicacdo respeita a soma -
também sdo vélidas para todos os demais numeros ou objetos
representados por letras. (GONZALEZ et al., 1990, p. 48, minha traducg&o).

A partir disso, foi possivel ampliar alguns critérios para estabelecer o conceito
de numero, o que fez os negativos serem admitidos e reconhecidos dentro da
matematica como “simbolos com que se opera de acordo com certas leis”
(GONZALEZ et al., 1990, p. 49).
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Ainda nessa época, surgiram diversas teorias e definicbes para dar
significado aos numeros inteiros. A unificacdo dessas teorias ocorreu a partir da

nocéao de estrutura do conjunto dos inteiros:

O conceito de isomorfismo entre estruturas algébricas permite identificar os
naturais com os inteiros positivos, que novamente pode considerar Z como
uma extensdo de N, e escrever N C Z, embora que o slogan desta inclusao
estd sob um isomorfismo. (GONZALEZ et al., 1990, p. 57, minha tradug&o)

2.2 Por que menos com menos da mais?

Para tentarmos nos aproximar do conjunto Z, existem alguns modelos para
esclarecer a sua existéncia e que podem ser classificados como: aritméticos,
algébricos e geométricos. Esses modelos apresentam estratégias de como
desenvolver e justificar as operac¢des envolvendo os nimeros negativos.

Contudo, como neste trabalho temos o foco na multiplicagdo envolvendo
nameros negativos, daremos atencao especial para as possibilidades que permitam
justificar “por que menos com menos da mais?”.

No modelo aritmético, os nimeros negativos sdo escritos como resultados de
subtracBes com 0s naturais, ja que N é insuficiente para representar essas situacdes
(GONZALEZ et al., 1990, p. 90). Se a é o resultado da subtragdo u — v, - a é o
resultado da subtragéo v — u.

Verificando-se as mesmas propriedades que valem para as operagcbes com
0S nUumeros naturais (associativa, comutativa, distributiva), o produto de nimeros

inteiros pode ser explicado através do modelo aritmético, conforme segue:

-a=0-a=1-(@a+1)=2-(@a+2)=3-(@a+3)=4-(a+4)=(..)

Portanto,a+ (-a)=a+(0-a)=0+(a—a)=0

1) a.b+(-a).b=(a+ (-a)).b =0, e, portanto, (-a).b = -(a.b)

2) (-a).(-b) + (-a).b = (-a).(-b) + (-(a.b)) = (-a).((-b) +b) =(-a).0 =0
de modo que (-a).(-b) + (-(a.b)) = 0, e portanto (-a).(-b) = a.b
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No modelo algébrico, 0os numeros negativos sSao necessarios para
resolvermos equacgdes, em que para qualquer valor numérico de “a”, se verifica que

‘(-a) + a = 0” denominando-se a “a” e “-a” numeros opostos em Z.

No conjunto dos inteiros todo elemento tem simétrico em relacdo a soma,
isto é, para qualquer nimero inteiro "a", existe um ndamero "-a" de tal modo
que a + (-a) = 0, que resulta da definicdo de Z. Esta relagdo da sentido ao
sinal que antes haviamos dado a esses novos numeros, porque o sinal "-"
na frente do 3, fazendo deste o oposto de 3 em relacdo a soma, e vice-
versa, 3 é o oposto de "-3 ", de modo que podemos escrever - (-3) = 3. Este
sinal duplo deve ser entendido como simétrico ou oposto sobre a adigdo e
ndo como um simbolo de subtracdo, o que ndo tem sentido. (GONZALEZ et
al., 1990, p. 93, minha traducéo)

Sendo assim, a multiplicacdo dos niameros negativos pode ser desenvolvida

utilizando-se a propriedade distributiva e a relacdo a + (-a) = 0, conforme segue:

1) ba+b.(-a)=b.(a+(-a))=b.0=0

Portanto, “b.a” é o oposto de “b.(-a)”, de modo que: b.(-a) =-b.a

2) (-b)(-a) + (-b.a) = (-b)(-a) + (-b).a = (-b).((-a) + a) = (-b).0 =0
Portanto, (-b).(-a) € o oposto de “-b.a”, de modo que: (-b).(-a) = b.a

Nos modelos geométricos a introducdo dos numeros negativos, pode ser
feita, utilizando-se a reta numeérica como suporte intuitivo.

Utilizando a escala namerica para representar a multiplicacdo por um namero
positivo, dizemos que a escala € ampliada, mas ao multiplicarmos por um namero
negativo, além de ampliar a escala € necessario inverter a ordem da sequéncia

numeérica. Conforme verificamos na figura 1 e 2:

a) multiplicagdo por 4

1 1
-2 —1 0 1

b
-

(R

-10-9-8-7 -6-5-4-3-2-—-1 0 1 2 3 4 5 6 7

4l
L'e]
bt
<

Figura 1 - Sobre a multiplicacdo por 4 (GONZALEZ, et al., 1990, p. 99)
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b) multiplicagdo por (-4)

(2]

=] -2

—8—=7 -6 -5 —-4-3-2—-1 0 | 2 3 4

v
o
~
ol
el
—
L

-
[

(=) 22 s (=) e (=4):0 .... (=4 (=1)---(=%-(=2)

Figura 2 - Sobre a multiplicacdo por -4 (GONZALEZ et al., 1990, p. 99)

Esses modelos podem auxiliar os professores que desejam justificar a

multiplicacdo de numeros relativos.

2.3 A construcdo dos conceitos segundo Gérard Vergnaud

Para compreendermos os problemas que existem para a aprendizagem dos
conteudos matematicos, como no caso dos numeros inteiros, utilizaremos a teoria
dos campos conceituais de Gérard Vergnaud. Sendo que daremos enfoque ao
processo de constru¢do dos conhecimentos matematicos.

Segundo Vergnaud, em uma concepcdo interativa de construcdo do
conhecimento, devemos entender que “o saber forma-se a partir de problemas a
resolver, quer dizer, de situa¢des a dominar’ (VERGNAUD, 1980, p. 76). Refletindo
sobre isso, percebemos que, para o ensino da matematica, € importante pensar em
atividades que permitam aos estudantes desenvolver suas percepcdes
investigativas, com a intencdo de identificar as caracteristicas ou possiveis
regularidades que ocorrerem acerca dos conteldos matematicos, para que, dessa
forma, possam obter a solugcdo para um dado problema. Porém, desenvolver uma
situacdo de exploracdo para ensinar, € uma possibilidade pouco explorada pelos

professores.

A tendéncia mais corrente é a de ensinar “maneiras de fazer” ou algoritmos,
ligando estes problemas a classes relativamente limitadas. (VERGNAUD,
1980, p. 76)

Com base no que diz o autor, € razoavel entendermos porque alguns

conceitos ndo sao compreendidos pelos estudantes, favorecendo concepcgdes que
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dificultam a compreensédo de conteldos matematicos, como no caso dos nameros
negativos, que, se forem considerados como quantidades, ndo terdo sentido algum.
Por isso, é importante estarmos atentos as necessidades dos alunos para criarmos
situacdes que consigam romper com concepcdes limitadas sobre conceitos que

reaparecerdo no decorrer da trajetoria escolar.

E um objetivo prioritario, na investigacdo didatica, investigar, analisar e
classificar, tdo exaustivamente quanto possivel, as situagGes-problema que
conferem significacdo e funcdo a um conceito. (VERGNAUD, 1980, p. 76)

Ainda sobre esse aspecto, o autor salienta que podem existir “conflitos
importantes entre as concepg¢fes das criangas e 0s conceitos do professor de
matematica” (VERGNAUD, 1980, p. 78). Ou seja, essa situacdo também pode
contribuir para a defasagem das concepcdes dos estudantes. Cabe ao professor
reconhecer que € necessario buscar novas estratégias que possam mudar as

possiveis incompreensdes manifestadas pelos alunos:

A resolucdo do problema é a origem e o critério do saber operatorio.
Devemos ter sempre esta ideia em mente e sermos capazes de
proporcionar aos alunos situa¢gdes que visem alargar a significacdo de um
conceito e pOr a prova as competéncias e as concepgfes dos alunos.
(VERGNAUD, 1980, p. 79).

Partindo para uma abordagem desenvolvimentalista, devemos saber que “as
concepcles e as competéncias desenvolvem-se ao longo de um periodo de tempo”
(VERGNAUD, 1980, p.79). Dessa forma, o autor chama a atencdo para conceitos
que serdo concebidos ainda nas séries iniciais e que podem ser origem de
dificuldades ao final do periodo escolar. E possivel fazer essa analogia para 0s
nameros negativos. Sabemos que o ensino dos negativos € iniciado no sexto ano do
Ensino Fundamental, mas que eles néo serdo tratados exclusivamente nessa série,
uma que vez que eles estardo presentes em conteudos de outras séries e até
mesmo em outras disciplinas do curriculo escolar, como acontece no Ensino Médio
e na fisica.

Por esse motivo, a importancia do estudo dos numeros inteiros deve ser
valorizada pelos professores, pois trata-se de um conhecimento que nao sera

utilizado de forma isolada, até porque “estudar a aprendizagem de um conceito
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isolado, ou de uma técnica isolada, ndo tem sentido, praticamente.” (VERGNAUD,
1980, p. 81).
Sobre os conceitos de “teorema-em-ato” e de “campo conceitual”, citaremos

alguns problemas teoricos:

Os matematicos e os professores sabem em geral o que é um invariante:
uma propriedade ou uma relacéo que é conservada sobre um certo conjunto
de transformacéo. [...] Mas os matematicos e os professores nem sempre
reconhecem o fato bem estabelecido pela psicologia cognitiva
desenvolvimentalista (e por Piaget em primeiro lugar) que existem
numerosos invariantes cuja identificacdo pelas criancas da lugar a uma
laboriosa e progressiva construcao, enquanto que o adulto ndo imagina que
iSso posa constituir um problema. (VERGNAUD, 1980, p. 81)

As relagbes que as criancas fazem para reconhecer e assim resolver
situacdes as quais sdo expostas, antes mesmo de terem desenvolvido o saber

operatorio na escola, podem ser chamados de teoremas.

A crianga encontra um grande numero destes teoremas assim que atua
sobre o real e que resolve problemas no espaco, no tempo, no dominio das
quantidades e das grandezas. Estes “teoremas-em-ato” n&o sao,
evidentemente, expressos sob uma forma matematica, nem mesmo as
vezes sobre qualquer outra forma. (VERGNAUD, 1980, p.82)

Com isso, podemos refletir que o conceito de nimero relativo, pode sim, ser
de dificil compreenséo para alunos do Ensino Fundamental, com base na dificuldade

gue Vergnaud atribui para a construcéo do conceito de niumero natural:

Ha muitos outros axiomas e teoremas implicados na construgdo do conceito
de nimero natural como medida de quantidades discretas. Alguns destes
sdo percebidos e apropriados desde os 3 ou 4 anos de idade, outros
somente aos 6 ou 7 anos; outros sao ainda mais dificeis para as criancas de
9 anos. (VERGNAUD, 1980, p. 83)

”

Para Vergnaud, “campo conceitual” “pode ser definido como um conjunto de

situagdes cujo dominio requer uma variedade de conceitos, de procedimentos e de

representacdes simbolicas em estreita conexao” (VERGNAUD, 1980, p. 84).

Sdo exemplos de campos conceituais: estruturas aditivas, estruturas
multiplicativas, logica das classes, algebra. Os campos conceituais partem
de contelidos matematicos. No caso dos inteiros, 0s campos conceituais
partiriam da estrutura aditiva para compreender a aprendizagem.
(BALDINO, 1996, p. 10)



21

Os campos conceituais relevantes para o tema tratado neste trabalho sé&o o

campo aditivo e o campo multiplicativo.

O Campo Aditivo é definido como um conjunto de problemas e situacdes
gue envolvem soma ou subtracdo na sua resolucdo. Embora sejam
operacles distintas, ambas referem-se a relacdo parte/todo e é esse
invariante conceitual que relaciona soma e subtracdo a uma mesma
estrutura de raciocinio, o raciocinio Aditivo. Portanto soma e subtracao sao
definidas como operagBes irmas, ja que podemos resolver o mesmo
problema utilizando uma ou outra. (MORAIS, 2010, p. 67)

O Campo Multiplicativo é definido como um conjunto de problemas e
situacbes que envolvem multiplicagdo ou divisio na sua resolugdo. E
comum que o ensino da multiplicacdo seja a partir da ideia de adicéo
repetida de parcelas iguais. No entanto, tais operacdes s&o distintas.
(MORAIS, 2010, p. 72)

A partir dessas definicbes, poderemos analisar, nas entrevistas realizadas
com estudantes de Licenciatura em Mateméatica e nas resolugdes dos exercicios
pelos estudantes de Ensino Médio, as concepcdes sobre os conceitos envolvidos no

ensino e na aprendizagem dos numeros relativos.
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3 O QUE DIZEM OS FUTUROS PROFESSORES

Nesse capitulo quero analisar o que futuros professores de matematica dizem
a respeito do ensino dos numeros inteiros, especificamente sobre a regra de sinais,
verificando quais sdo suas concepcgdes sobre 0 ensino desse conteudo e o que
pensam sobre as possiveis dificuldades dos alunos. Afinal, se por um longo periodo
até mesmo os matematicos tiveram divergéncias e dificuldades sobre essa regra,
por que os estudantes de Licenciatura em Matematica ndo as teriam?

Pelo que pude perceber no decorrer do curso de graduacdo, nem sempre 0S
estudantes de Licenciatura em Matematica percebem ou aceitam que existem
dificuldades para o ensino dos numeros inteiros.

Pude constatar essa situacdo no decorrer das disciplinas de Estagio, mais
especificamente no Estagio realizado no Ensino Fundamental, pois além das
orientacdes dos professores responsaveis, busquei conversar com alguns colegas
gue ja estivessem lecionando ou ndo, para verificar se essa inquietacdo sobre a
dificuldade de ensinar numeros negativos e as operacfes era compartilhada por
eles.

Na tentativa de debater sobre alternativas didaticas para o ensino dos
numeros inteiros, seguindo o ideal de n&o incentivar a “decoreba” de formulas e
regras, e sim favorecer o entendimento e a compreensdo dos resultados
matematicos, perguntava aos meus colegas de que forma pensavam em ensinar
nameros inteiros. Como explicariam as operacdes envolvendo 0s numeros
negativos? Geralmente, a resposta era imediata: “é facil, utiliza a reta numerada e
explica a regra de sinais”. Porém eu insistia e questionava sobre a multiplicacdo de
nameros negativos, se ja tinham pensando sobre como explicar essa operacdo sem
apresentar unicamente a regra de sinais e se tinham uma sugestéo a esse respeito.
Era nesse momento que o siléncio predominava na conversa, demonstrando que
ndo tinham pensando numa estratégia para essa explicacao.

Partindo da hipotese de que existem dificuldades e confusdes acerca da
multiplicagdo de numeros relativos e que esse conteudo talvez seja subestimado
pelos futuros professores, convidei trés colegas do curso de Licenciatura em

Matematica da UFRGS para concederem uma entrevista sobre esse tema. A pauta
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da entrevista ndo foi discutida previamente com eles, para que fosse possivel
registrar suas convicgdes sem que as respostas fossem planejadas.

A entrevista foi individual, realizada mediante a autorizacdo concedida pelos
entrevistados, e, no desenvolvimento deste trabalho, a identidade dos estudantes

serd mantida no anonimato.

3.1 Entrevistas realizadas com estudantes de Licenciatura em Matematica: as

respostas e analises

Dos trés estudantes entrevistados, um esta lecionando em regime de contrato
temporario no ensino publico e os demais ja realizaram ou estdo realizando as
disciplinas de Laboratério de Ensino-Aprendizagem de Matematica ou Estagio, pois
estdo nos semestres finais da graduagéo.

Para identificar os entrevistados utilizarei a seguinte legenda:

El: Estudante de mateméatica que leciona no ensino publico em turmas do
Ensino Médio. J& realizou as disciplinas de Laboratério e Estagio.

E2: Estudante de matematica que ja realizou as disciplinas de Laborat6rio e
Estagio.

E3: Estudante de matemética que esta realizando a disciplina de Laboratério

com estudantes do Ensino Médio.

As perguntas foram pensadas com o objetivo de identificar as opinides e
concepcBes sobre as operacbes envolvendo numeros negativos desses trés

estudantes de Matematica.

1. Nos conteudos trabalhados, foi possivel perceber se os alunos tinham

alguma dificuldade em operar, mais especificamente multiplicar nUmeros negativos?

Vejamos as respostas:

E1l: Muita dificuldade. [...] Por exemplo: tu tens uma férmula e precisas que seja a
diferenca entre dois nimeros, e um desses dois nUmeros tem que ser negativo, entao eles
vao la: “ja tem um sinal de menos, vou deixar o sinal de menos”. Entdo tem que parar para
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explicar: “Nao, gente. Se colocar aqui o negativo e ndo considerar o sinal negativo, a
operacao toda vai interpretar como se fosse nimero positivo [...]. Em multiplicacdo é aquela
coisa, quando a operacdo é com equacao, as vezes eles ndo lembram como é que se
resolve... “eu divido ou subtraio?”, “como & que eu fago?”.

E2: Sim. Sempre tem esses erros. Eles esquecem. Eles multiplicam um positivo e um
negativo e esquecem o sinal, eles colocam o médulo. Exemplo: [(-2) x 4] eles colocam 8 e
deu. Ou até para somar, quando eles estdo somando [2 + (— 4)] eles dizem que é 2. Ndo
observam o sinal do quatro.

E3: Até agora nao trabalhamos com ndimeros negativos. Trabalhamos sempre com
nameros positivos. [...] mas ja com os nimeros positivos percebemos que eles tém alguma
dificuldade, acho que com os niUmeros negativos vai aumentar bastante.

Analisando as respostas dadas, é possivel verificar que em algum momento
de suas experiéncias ja identificaram que os alunos manifestam dificuldades na
concepcao de numero negativo. Nas situagcdes mencionadas por E1, em que o aluno
nao faz distingdo entre o sinal da operacdo e do numero, e por E2, em que o aluno
ignora o sinal do resultado, percebemos alguns exemplos do que se pode considerar
como obstaculos de aprendizagem envolvendo nimeros inteiros.

O habitual no ensino dos nimeros inteiros ndo tem sido provocar o conflito
e sim evitd-lo, através das concepcdes ingénuas da prética aritmética que
permanecem em vigor 0s ndameros inteiros sédo reduzidos a um formalismo

vazio, e esses sdo 0s obstaculos que impedem o conhecimento dos
nameros inteiros. (GONZALEZ et al., 1990, p.151, minha tradugéo)

Esses obstaculos de aprendizagem podem ser separados em dois grupos:

O real como obstaculo: 0 apego a evidéncia imediata, a intuicdo primaria de
ndmero como quantidade, impede a constru¢do de mdltiplas formas de Z.
(GONZALEZ et al., 1990, p.152, minha traducao)

A imposig&o do formal como um obstéculo: a constru¢éo do conhecimento
formal € uma conquista que requer a quebra de concepcdes prévias. Se
ndo, o formal é vazio de sentido, e torna-se mera aparéncia que logo
desaparece. (GONZALEZ et al., 1990, p.157, minha traducéo)

A inversdo da ordem nas operacfes é um desses obstaculos, que pode ser
verificado no exemplo da adicdo 2 + (— 4) utilizado por E2, no qual ele diz que o

aluno ndo considera a sinal negativo do 4, obtendo como resposta 2.



25

2. Tu consegues atribuir um motivo para a dificuldade percebida?

Vejamos as respostas:

El: E que depende muito da situacdo. Tém alguns que realmente apresentam muita
dificuldade, a impressdo que da é gue eles entendem o passo, mas quando é pra eles
fazerem sozinhos, eles ndo conseguem... ja inventam umas coisas...ndo sei exatamente,
depende muito do passo...

E2: De repente faltou alguma coisa antes. [...] E que pra eles a resposta incompleta
se ja chegou no dois, j& sabe que € dois, o sinal ndo importa muito. Ndo sei te explicar
direito, mas acho que é alguma coisa assim ou pelo menos eu acho que € isso. Ja sei que 2
-4¢é2.

E3: Nao respondeu a essa pergunta, por ndo ter percebido dificuldade com nimeros
negativos.

Segundo Vergnaud (1980, p. 76) “as concepgdes dos alunos sdo modeladas
pelas situacbes com que eles se depararam”. Isto pode levar a grandes
defasamentos entre estas concepcdes e 0s conceitos matematicos.

Como por exemplo, a ideia do nimero como representacdo de quantidade,
que de fato pode causar estranheza durante a aprendizagem, pois segundo
(VERGNAUD, 1980, p.76) “como nédo ha quantidade negativa, os himeros negativos
nao tém sentido algum”. A partir disso, verificamos que a situacao relatada por E2
em que “o sinal ndo importa muito” pode ser consequéncia dessa concepg¢ao que o
aluno traz das séries e vivéncias anteriores. Ao encontro do que diz o autor,
considero importante que o professor reflita sobre as possiveis dificuldades que o
aluno pode ter, a fim de realizar explicacdes que favorecam a ruptura de concepcdes

incorretas ou deficientes.

Os professores ndo deveriam ignorar o fato de as concepgdes dos alunos
serem modeladas pelas situagbes da vida quotidiana e pela sua “primeira
compreensao” das relagbes novas com que deparam. Eles tém de saber
com que € que lidam, e conhecer ou reconhecer melhor as concepgdes
mais primitivas, os erros e as incompreensdes que se lhes seguem, o modo
pelo qual elas mudam ou podem mudar: através de que situacdes? De que
explicacbes? De que etapas? (VERGNAUD, 1980, p.78-79)
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3. Como tu justificarias se algum aluno perguntasse: por que menos com
menos da mais, quando se esta multiplicando?

Vejamos as respostas:

El: [...] Quando é um positivo e um negativo, eu digo: [...] 3 x (-4), por exemplo, tu
vai pegar -4, -4, -4, entdo tu ja consegues explicar. Mas quando é menos com menos, tu
acabas caindo na regra dos sinais... € complicado. Talvez tu tivesses que usar a questdo do
sentido na reta dos reais, porque eles se perdem e vira uma bagunca.

E2: Agora “tu me pegou”’. Como eu explico que menos com menos da mais? Acho
gue eu nunca parei pra explicar isso. Eu sempre trabalhei com a ideia ja elaborada. Eles ja
sabiam isso. Nunca tive que explicar isso. Nao sei como eu explicaria... menos com menos
€ mais... [siléncio] a explicacdo de um ndmero positivo com um negativo, 2 x (-2), eu
explicaria que (-2) + (-2) d& -4. Isso eu explicaria assim. Agora, (-2) X (-2)... [siléncio] ndo sei
como explicaria. Porque tem toda uma demonstracao de que (-1) x (-1) = 1, que eu acho que
no Ensino Fundamental ndo é explicado isso, eu sempre peguei as turmas no meio do
Estagio e do Laboratério com essa ideia ja pronta. Nunca tive que explicar isso.

E3: Por que menos com menos da mais? Uma propriedade da multiplicagédo. Fica
meio dificil assim de chegar e dizer: menos e menos... [siléncio] mas seria uma propriedade
da multiplicacdo. Nao pensei sobre isso.

Considero as respostas dadas muito importantes. A partir delas é possivel
constatar que a demonstracdo da multiplicacdo envolvendo nimeros negativos nao

€ conhecida ou ndo é lembrada pelos estudantes de Licenciatura em Matematica.

Normalmente, nos, professores de Matematica ndo nos damos conta das
dificuldades que estdo subjacentes a compreensdo dos nimeros relativos e
nao explicamos aos nossos alunos o porqué de negativo vezes negativos
ser igual a positivo. Sera que sabemos explicar o motivo? Ou simplesmente
falamos aos alunos que é assim e pronto? (HOFFMANN, 1999, p. 31)

No decorrer da graduacao, exercitamos a argumentacdo para que possamos
justificar de forma correta e didatica os conteidos da matematica, mas no caso da
regra de sinais, se a demonstragao foi vista em alguma das disciplinas, infelizmente
ela passou despercebida, ou foi encarada como assunto do ensino superior, que nao
deveria ser tratado no Ensino Fundamental. Ficou evidente, nas respostas dadas,
gue essa regra pratica que repetimos desde o periodo escolar, soa tdo naturalmente
para justificar os resultados das operacdes envolvendo numeros negativos, que a
temos como fato ja conhecido, ndo requerendo maior atencdo para a sua

justificativa.
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Essa concepgdo de que a regra ndo merece maior atencdo acaba
distanciando o professor das incompreensdes que os alunos poderdao demonstrar
durante a trajetoria escolar, o que pode contribuir para as dificuldades que seréao

percebidas ao final do Ensino Médio.

4. Qual é o nivel de dificuldade ou a importancia que tu atribuis ao ensino dos
nameros inteiros no Ensino Fundamental e por qué?

Vejamos as respostas:

El: [...] Esses tempos eu ainda estava pensando sobre isso [...] eu ndo sei se ndo
seria mais facil em vez de comecgarem pelos naturais e se mostrar a subtracdo de naturais,
talvez ja comecarem a ver os inteiros, por exemplo: existem nimeros positivos e nimeros
negativos. Mostrar que existe a soma entre nimeros positivos e nimeros negativos, talvez
nao desse problema. Talvez eles acabem confundindo [...] acho que os alunos confundem o
sinal do nUmero com o sinal da operacao. Acho que onde da mais problema é nisso, até
onde eu vejo.

E2: Eu acho que é razoavel. Acho que tem coisa mais dificil. A importancia é grande.
Eu explicava os numeros inteiros com a reta, tem o0 zero aqui, 0S nimeros positivos e 0s
negativos, mas essa aqui, de o produto de dois nimeros negativos ser positivo é uma
explicacdo nada trivial [...].

E3: Eu acho que muitas vezes os professores tém certa resisténcia. Porque a gente
vé [...] a primeira coisa que a professora falou na pratica foi: “Trabalha com operagdes que
eles tém muita dificuldade”. Eles ja vém com dificuldade [...] e os professores sabem que é
aquilo quando a gente pergunta, dizem que é aquilo, mas todos tém certa dificuldade em
trabalhar exatamente nesta questdo, entdo acho que por isso a dificuldade dos professores
em lidar com isso, em ter formas de mostrar. Isso se reflete nos alunos que também nédo vao
saber e ndo vao ter interesse por aquilo [...]”

A partir dessas respostas, verificamos que ndo € a toa que os alunos de
Ensino Fundamental ou Médio manifestam dificuldades na compreensdo dos
nameros negativos, pois até mesmo estudantes da graduacdo demonstram certa
fragilidade para argumentar sobre esse conteddo. Contudo, reconhecer a
importancia dos numeros relativos, como fez E2, ja é significativo. E importante que
nao tratemos esse conteludo de forma isolada, uma vez que esses numeros serao
trabalhados em outros conteddos que exigem um entendimento matematico mais
profundo, tais como trigopnometria, geometria analitica e fungbes. Por esse motivo,
considero imprescindivel saber explicar e dar sentido a esses numeros e
propriedades, sempre que algum aluno demonstrar estranheza com certos

resultados, para que o conhecimento matematica ndo se torne “um amontoado de
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fatos dispersos, sem conexdes e, portanto sem o formato de uma teoria.”
(MOREIRA; DAVID, 2005, p. 10).

Normalmente supomos,a partir do ensino dos numeros inteiros, que a
utilizacao da regra de sinais € um “fato conhecido” e que n&o requer maior atencéo,

0 que é um erro.

A lentiddo do desenvolvimento dos conhecimentos € perigosamente
subestimada pelos professores, pelos pais e pelos programas. Por exemplo,
considera-se frequentemente que um capitulo de matematicas estudado
deve estar compreendido, pelo menos por uma parte importante dos alunos,
pelo que no ano seguinte podemos considera-lo como adquirido. Todas as
investigacdes empiricas mostram, pelo contrario, que sera muito mais
sensato voltar as mesmas coisas ano apdés ano indo um pouco mais
profundamente, introduzindo situacdes cada vez mais complexas contendo
novos aspectos, mais poderosos, de um mesmo conjunto de conceitos,
eventualmente um conceito novo. (VERGNAUD, 1980, p. 81)

5. Tu consegues relacionar as operac¢des envolvendo nimeros negativos com
situacdes concretas? Ou consideras possivel relacionar? Poderia exemplificar?

Vejamos as respostas:

El: Em partes sim. [...] Geralmente a questdo da soma é muito facil qguando se usa
como exemplo o dinheiro ou algum objeto. Eles até entendem alguma coisa que possa
assumir a forma negativa, mas com a multiplicagéo e divisdo com um numero negativo e um
positivo fica mais facil... [siléncio] pensa alguma coisa negativa sendo dividida entre
positivos, tu consegue escrever de alguma forma concreta. Agora o problema sempre recai
guando é com dois negativos, onde fica o maior problema poder explicar. Por que menos
com menos fica mais... essa regra de sinal, quando é dois nimeros negativos multiplicando
ou dividindo, é mais dificil de conseguir atribuir uma situa¢éo concreta.

E2: Eu acho que sempre da pra fazer com coisas concretas, por exemplo... [siléncio]
nao, alias, com o produto eu ndo sei. Nao me vem na cabeca, mas com soma sempre tem
alguma coisa, conta bancéria que é negativo [...] mas tem. Eu explicava nUmeros negativos
assim, alguma coisa com graus, na serra esta -3°C ou a conta tem —R$55,00, acho que isso
€ alguma coisa do cotidiano, que eles ja viram. Eles estdo acostumados a ver [...]. Agora
com o produto, realmente, o produto... ndo vejo muito... [siléncio].

E3: A questdo do mais com menos, sim. [...] Tu podes questionar, se eu tenho dez,
se eu tirar dois, tu consegues. Na multiplicacdo eu ndo vejo nenhuma. E mais uma
propriedade. Nao vejo uma forma de tu multiplicares uma coisa negativa [...] existe aquela
propriedade e ela tem que ser usada. [...].

7z

Explorar situacbes contextualizadas para o ensino da Matematica € um
discurso presente na formacdo dos professores, por isso senti a necessidade de
buscar situacdes relevantes para explicar e exemplificar a regra de sinais, porém na

multiplicagdo com numeros negativos encontrei uma lacuna. Por esse motivo,
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guestionei meus colegas de graduacéo sobre situagdes “concretas”, para verificar se
teriam alguma sugestdo para exploracdo desse conteudo de forma contextualizada,

pois nem sempre € possivel satisfazer esse discurso.

Os professores geralmente julgam que € bom explorar o “cotidiano”, pois os
alunos ja tém um conhecimento sobre ele. Isso traz vitalidade as
discussdes, permitindo explorar as coisas ao nosso redor. No entanto, falta-
nos a percepgdo sobre muitos aspectos deste cotidiano. (MEGID, 2001,
p.167)

Conforme podemos verificar nas respostas, surgem alguns exemplos para
adicdo e subtracdo, mas quando os entrevistados tentam utilizar algum argumento
para a multiplicacdo, ndo conseguem manifestar uma explicacdo que satisfaca a
regra de sinais. Situacdo que podemos considerar esperada, devido aos obstaculos

em torno dessa regra:

Os materiais instrucionais para nUmeros inteiros sdo prodigos em
apresentar somas e subtracBes, mas s&o insuficientes quanto a
multiplicag&o. (BALDINO, 1996, p. 4)

Por mais que tentemos encontrar uma explicacao pratica para a multiplicacéao

de dois nUmeros negativos, ndo conseguimos um exemplo convincente:

Existem também problemas teéricos como, por exemplo, a extensao da
multiplicagdo aos numeros relativos: a multiplicagdo de dois numeros
negativos nao pode ser reduzida a um problema pratico verdadeiramente
significativo da multiplicagéo, salvo se se considerar a utilizacao do célculo
algébrico como um problema pratico. Digamos que muito mais que a
coeréncia dos célculos o problema eminentemente tedrico aparece também
como um problema pratico. Esta dialética ndo € apenas um simples efeito
retorico: pratica e teoria estdo em ultima analise indissoluvelmente ligados.
(VERGNAUD, 1980, p. 79)

6. Consideras importante apresentar uma justificativa ou demonstrar a
validade da regra de sinais?

Vejamos as respostas:

E1: E importante, com certeza... na soma, subtracio e na multiplicag&o entre positivo
e negativo, mas entre dois negativos € que fica mais complicado de explicar. As vezes o que
eu uso (principalmente, quando eu tive que dar umas aulas de fisica la também...) é a
questdo de as vezes tu atribuires o valor negativo ao sentido de alguma coisa. [...] em certo
ponto tu estds voltando para tras. Seria mais ou menos essa relagdo. Da pra fazer. Acho
que seria por ai [...].
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E2: Eu acho importante. O problema € [0 aluno] se confundir mais ainda. Teria que
ser uma demonstracdo simples e direta, pelo menos eu acho, ndo poderia ser uma coisa
que confundisse mais ainda. Ainda mais que eles estdo na sexta [série] geralmente nessa
parte dos numeros inteiros [...] eu ja vi uma demonstracdo que usava, eu acho, que
semelhanca de triangulos [...] sé que, como é que tu vais mostrar uma coisa dessas para
uma crianca de sexta série? Esse que é o detalhe [...] que a gente vé no dia a dia isso. Acho
que é essa a dificuldade toda. Porque um namero positivo com o nimero negativo, tu podes
ter essa explicacdo de que [2 X (-2)], tu somas duas vezes 0 menos dois [(-2) + (-2)] e é -4.
Agora aqui [...] aqui € outra coisa, esse (-1) x (-1) = 1 é outra coisa... [silénciQ].

E3: Sim. Porque é uma forma do aluno enxergar, como no caso da multiplicacéo [...]
provar porque que é, de onde veio. Eu acho que ficaria mais palpavel para o aluno o porqué
que ele estd fazendo aquilo. Porque ndo é uma coisa que ele pode vivenciar no cotidiano,
multiplicar duas coisas negativas. Agora na adi¢do, de repente para entrar com o assunto e
depois chegar na multiplicagéo e ndo assustar.

Os trés consideram importante justificar ou demonstrar a regra. No entanto,
verificamos que essa situacdo causa desconforto nos estudantes de matemética
guando pensam na multiplicacdo de negativos, pois ndo sabem como fazer essa
demonstracdo. Evitar aquilo que ndo dominamos é comum, entretanto, conforme

Vergnaud:

Os problemas de ensino das matematicas ndo se resolvem por defini¢des, e
as concepcgdes erradas dos alunos sé podem mudar verdadeiramente se
entrarem em conflito com situagdes que elas ndo permitem tratar. E
essencial que os professores possam perspectivar e dominar o conjunto de
situacdes suscetiveis que levem e ajudem os alunos a “acomodar” os seus
pontos de vista e os procedimentos a novas relagdes [...]. E a Ginica maneira
de levar os alunos a analisarem as coisas com mais profundidade e a
reverem ou ampliarem as suas concepcdes. (VERGNAUD, 1980, p. 79)

7. No Ensino Médio em que 0s negativos estdo fortemente presentes em
geometria analitica e funcdes, tu percebeste se os alunos resolvem o0s exercicios
com seguranga quanto ao sinal do resultado? Atribuem um sentido dentro do
conteudo, para a resposta obtida?

Vejamos as respostas:

E1l: Na maioria das vezes néo. [...] eu estava trabalhando geometria analitica, entéo,
por exemplo, “dados 3 pontos, tente formar a regiao triangular’. Eles perguntavam “qual é a
area?’. Eu explicava: “a area se resolve [por] determinante, s6 que a area é o qué’? E o
médulo do determinante dividido por dois. Eles simplesmente esqueciam, passavam por
cima daquele médulo ou confundiam que eram parénteses [...].

E2: Nao. Eu acho que por causa da distancia, [...] metros ndo tem como ser
negativo, ele esta vendo um desenho [...] estou dando aula de trigonometria agora, no lado
negativo eles ndo enxergam um cosseno negativo (alguns deles), cos 135° e cos 45°, que
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tem o mesmo cosseno sO que ao contrario, a maioria deles vé que € 0 mesmo cosseno e
dizem que cos 135° = cos 45°, sé que eles ndo véem esse sinal [...] acho que pela distancia
ser positiva, 0 modulo... acho que é sempre o médulo. Pegar o0 modulo do resultado... dois
menos quatro é dois...[...]

E3: Nao. A maioria deles pensa com ndameros positivos, [...] véo dar uma olhadinha,
sera que ficou certo ou ndo, porque muitos nao entendem o que é funcéo. Eles fazem, eles
marcam 0s pontos no plano cartesiano, desenham e ligam os pontos, mas eles ndo sabem o
gue estao fazendo.

As dificuldades apontadas vao ao encontro do que diz Vergnaud (1980) sobre
a necessidade de se estudar os campos conceituais € ndo somente 0s conceitos
isolados, pois se ndo compreendem 0s numeros negativos no Ensino Médio é

porque nao conseguiram fazer conexdes com conhecimentos anteriores.

Uma dada situacao ndo pde habitualmente em jogo um dnico conceito; a
sua analise requer, a maior parte das vezes, varios conceitos, e as
dificuldades encontradas pelos alunos derivam, em geral, de varios
conceitos. Por exemplo, os problemas de adicdo e de subtracdo podem
implicar os conceitos de medida, de transformacdes, de comparacéo, de
diferenca, de inversdo, de operacdo unéria, de operac¢éo binéria, de nimero
natural, de numero relativo, de funcédo, de abscissa e ainda de outros.
(VERGNAUD, 1980, p. 84)

No exemplo dado por E2, é possivel perceber que ele atribui a dificuldade na
determinacao do sinal de um resultado trigopnométrico a essa suposta concepcao de
que a “distancia é sempre positiva”’.Devido a esse modo de pensar, 0 aluno néo
conseguiria diferenciar quando o cosseno € positivo ou negativo. Nos exemplos
dados por E1 e E3, eles ressaltam que os alunos talvez estejam fixados nos
nameros positivos. O que é compreensivel, foi com o conjunto dos nimeros naturais
qgue eles aprenderam a realizar os primeiros calculos e esses sdo também os

nameros com 0s quais lidamos cotidianamente.

Para encerrar essas entrevistas, fiz uma provocagcdo aos colegas de
Licenciatura, tendo em vista essa reflexdo sobre numeros relativos e a regra de
sinais, questionando se reavaliaram a importancia do ensino dos numeros inteiros

no Ensino Fundamental ou se pensaram numa forma de explicar esse conteldo.

Vejamos as respostas:
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El: E praticamente fundamental [...]. Se ele n&o entende a regra de sinais, como é
que ele vai chegar a um resultado satisfatério? Acaba dando tudo errado e ele acha que
entendeu o conteddo errado, e ndo é. Ele entendeu o conteldo certo, mas na hora de
desenvolver as contas ele acaba pecando nesse aspecto.

E2: Eu procuraria alguma coisa pra explicar que (-1) x (-1) = 1, mas de forma bem
simples. Eu explicaria mais sobre ordem. Acho que a grande ideia € a regra de sinais. Eu
buscaria alguma coisa para explicar isso.

E3: Eu comecei a pensar melhor. Antes eu ndo tinha pensado muito nessa questao
[...] acho que boa parte da dificuldade vem dai, que os alunos na verdade ndo enxergam,
ndo aprendem isso. Eles ndo sdo despertados pra aprender isso, o professor passa rapido
por aquilo, eles anotam, no dia da prova eles vao fazer e no dia seguinte eles néo vao
lembrar. [...]

Com base nessas entrevistas, constatamos o0 quanto é importante uma
discussédo sobre os significados dos numeros relativos e suas propriedades na
formacéo dos professores, pois na andlise das respostas dos trés entrevistados,
independente do tempo de experiéncia, surgiram duvidas sobre como justificar as
situagbes envolvendo numeros negativos. Por outro lado, todos os entrevistados
expressaram, a partir da reflexdo provocada pela entrevista, preocupacdo em buscar

essas justificativas.
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4 A INVESTIGACAO NO ENSINO MEDIO

Apesar dos numeros negativos serem apresentados aos alunos no sexto ano
do Ensino Fundamental, quando é abordado o conjunto dos numeros inteiros, seu
estudo e uso ndo ficara restrito a essa série. Identificar esses numeros e operar com
eles faz parte da trajetdria escolar de qualquer estudante, pois os relativos estédo
presentes em todas as séries através de contetdos variados.

Na tentativa de identificar dificuldades que podem ocorrer ao final do periodo
escolar na solucdo de exercicios que envolvem a multiplicagdo de numeros
negativos, realizei uma atividade pratica com um grupo de alunos do terceiro ano do
Ensino Médio.

Para que essa pratica permitisse uma analise a fim de identificar possiveis
incompreensdes sobre esse conteudo e verificar se 0 que os estudantes de
matematica relataram em suas entrevistas também ocorre, elaborei uma lista de
exercicios envolvendo contetudos do Ensino Fundamental e Médio.

A investigacdo foi realizada em uma escola publica de Porto Alegre, em
outubro de 2012, tomando como sujeitos da pesquisa, alunos de duas turmas do

terceiro ano do Ensino Médio.

4.1 Metodologia

A pesquisa empirica realizada com as turmas de Ensino Médio foi elaborada
de forma que permitisse analisar os procedimentos adotados pelos alunos para a
resolucdo dos exercicios, bem como identificar de que forma suas concepcdes
interferem nas operacdes com esses numeros.

Levando em consideracdo que sao alunos concluintes do Ensino Médio, a
lista proposta envolvia conhecimentos considerados bésicos sobre equacdes,
geometria analitica e fun¢gbBes. Sendo que os exercicios foram ordenados de acordo
com a série em que usualmente sao vistos, supondo que o0s exercicios do Ensino
Fundamental seriam considerados os mais faceis.

Para a resolucdo da lista proposta, foram disponibilizados dois periodos da

aula de matematica, de acordo com a grade de horarios de cada turma. Esse tempo
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foi considerado como suficiente para a conclusdo da lista, podendo ser estendido se
necessario.

Nos dias em que a atividade foi realizada na escola, estavam presentes, na
turma A, 6 alunos, e na turma B, 8 alunos, totalizando 14 alunos que consentiram na
utiizacdo das suas respostas nessa pesquisa. Todavia, serd preservado o
anonimato desses alunos, que serdo identificados somente por nimeros no decorrer

deste trabalho.

4.2 O que fizeram os alunos: analise dos exercicios

Neste capitulo apresentarei a analise dos exercicios resolvidos pelos
estudantes de Ensino Médio, os erros e as justificativas atribuidas para as
resolucdes. Sendo o principal objetivo dessa analise, identificar as concepcdes dos
alunos para operarem com numeros negativos, em especial na multiplicacao.

Ressalto que a analise sera realizada de acordo com a ordem dos exercicios
sem fazer distingdo entre as turmas. Como alguns alunos nao apresentaram esboco
de célculo ou justificativa, seus exercicios ndo serdo analisados. Além disso, as
respostas analisadas foram agrupadas de acordo com o tipo de erro e concepgdes

subjacentes.

Anélise do exercicio 1

1. Hesolva as questides abaixo e justifigue sua resposta.

a) 12+x=2
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Esse exercicio foi resolvido pelos 14 estudantes participantes da pesquisa.
Por se tratar de um conteddo visto no Ensino Fundamental, esse exercicio era
considerado facil, porém apenas o Aluno 11 resolveu corretamente todos os itens,

conforme a figura 3.

— 2
a) 12+x=2 x = 2
b) 4-x=14 _ = 't =+ A
¢) -5x=15 oxX - ¢
= .(5
-z

Figura 3 - Solugéo do Aluno 11 referente ao Exercicio 1

Na analise da resolucdo dos demais alunos, os acertos ocorreram da seguinte
maneira: o item a foi resolvido corretamente por 5 alunos, o item b por 2 alunos e o
item ¢ por 5 alunos.

Para identificar as concepcbes que ocasionaram as respostas incorretas,
faremos uma analise das situacfes que aconteceram e que se repetem na resolucdo
de cada item. A expressao “passar” sera utilizada, por ser a forma como os alunos
explicaram as resolucoes.

No item a [12 + x = 2], teve um grupo de 4 alunos que encontrou como
resposta da equacgéo x = 10 e 1 aluno que encontrou x = 14.

Os alunos 3, 5, 7 e 8, que chegaram a resposta x =10, optaram por “passar” o
2 para o primeiro membro da equacdo com o sinal contrario e isolaram a incognita
sem que o sinal dela fosse alterado. Ou seja, chegaram a situagdo em que [12 — 2 =
X].

Nesse exercicio, o aluno 3 escreveu a seguinte justificativa na folha de
exercicios: “As questdes feitas abaixo foram-me explicadas da seguinte maneira: em
equacdes isola-se sempre a letra.”. De fato, ele realizou esse procedimento nos trés
itens, porém no item a, a resposta ndo satisfaz a equacdo. Sendo assim, ele parece

nao compreender por que isolar a incognita e como verificar a validade da equacgéo.
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Os demais alunos nao justificaram a resposta. Na figura 4, segue a solugcéao do aluno
3.

a) 12+x=2
42-2 =\
WY |

Figura 4 - Solucéo do Aluno 3 referente ao Item a do exercicio 1

No item b [ 4 — x = 14], surgiram trés respostas incorretas. Sendo x = 18
obtida por 4 alunos, x = 10 por 2 alunos e x =-18 por 1 aluno.

Os alunos 5, 7 e 8, que chegaram a resposta x = 18, ignoraram o sinal que
antecedia a incognita ao a isolarem, além disso, ndo trocaram o sinal do numero 4
ao passarem para o segundo membro da equacdo. Ou seja, chegaram a situacéo
em que [x = 14 + 4]. O aluno 1 ndo apresentou célculos na lista, porém quando
retornei a escola e o questionei sobre a resposta dada, ele explicou que sempre se
confunde com o sinal “da frente da letra”. Explicagdo que evidencia dificuldade para
diferenciar o sinal da operacéo e o sinal do nimero. Na figura 5, segue a solucéo do

aluno 7.
b) 4—x=14
x * Au+HU
x = M

Figura 5 - Solugéo do Aluno 7 referente ao ltem b do exercicio 1

Os alunos 4 e 10, que chegaram a resposta x = 10, alteraram o sinal do
numero 4 ao “passa-lo” para o segundo membro da equagao, mas, assim como o
grupo anterior, também ignoraram o sinal que antecedia a incégnita. Sendo assim,

chegaram a situacao [x = 14 — 4]. Na figura 6, segue a solucéo do aluno 4.

20
% = A0

Figura 6 - Solucéo do Aluno 4 referente ao ltem b do exercicio 1
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O aluno 6, que obteve a resposta x = -18, fez um procedimento a mais,
multiplicando todos os termos por -1 e chegando a [-4 + x = -14]. A partir disso,

[{gntl

isolou a incognita escrevendo [x = -14 — 4], conforme justificou: “Isolei o “x” e passei
0 numero que estava do lado do “X” passando para o outro lado com o sinal
contrario.”. No entanto ele “passou” o -4 sem trocar o sinal, o que resultou em uma
resposta incorreta. Nesse caso, apesar desse erro, percebe-se que ele consegue
aplicar as regras das operacfes com 0S numeros negativos, pois efetuou a
multiplicacdo e a soma dos numeros obtidos corretamente. Na figura 7, segue a

solugéo do aluno 6.

i dexe bl Ko 04 (1) [-Uphe oW ey rs R
(. i ' T N v
Sl 07" ¢ gossA 0 MO G eshaa & Lo Q' X
fassands (ot o ext0 d0dd O Sy onbrd 0

Figura 7 - Solucéo do Aluno 6 referente ao ltem b do exercicio 1

No item c [-5.x = 15], em que ocorre uma multiplicacdo, surgiram trés
respostas incorretas: x = 3, obtida por 3 alunos, x = 10 e x = 20, obtidas por um
aluno cada.

Os alunos 6, 9 e 10, que chegaram a resposta x = 3, isolaram a incognita [x =

15/5] mas “passaram” o -5 trocando o sinal. Na figura 8, segue a solucao do aluno 9.

c) -5.x=15
-54 {9

x4 <))
5

Figura 8 - Solucéo do Aluno 9 referente ao Item c do exercicio 1

O aluno 7, que obteve a resposta x = 10, ndo considerou que a operacao
envolvida era uma multiplicacdo, e ao copiar embaixo a expressao, ndo colocou o
sinal para indicar que era um nuamero negativo [5.x = 15]. Ao isolar a incognita, ele

‘passou” 0 numero 5 para o outro membro da equagdo com o sinal contrario,
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realizando uma subtracdo [x = 15 — 5] e obtendo x = 10. Na figura 9, segue a
resolucao do aluno 7.

c) -5.x=15
Sy = DS
=39-S

X:SD

Figura 9 - Solugéo do Aluno 7 referente ao Item c do exercicio 1

O aluno 2, que obteve a resposta x = 20, semelhante ao que fez o aluno
anterior, ndo considerou que a operacdo envolvida era uma multiplicacdo. Ao isolar
a incognita, ele passou o -5 para o segundo membro da equagcdo com o sinal
contréario, realizando uma adicdo [ -5.x = 15 + 5] e obtendo x = 20. Na figura 10,

segue a solucdo do aluno 2.

c) -5x=15 +5
X = 2O

Figura 10 - do Aluno 2 referente ao Item c do exercicio 1

Ainda no item c, surgiu uma situacdo que nio se enquadra nas anteriores. E o
caso do aluno 8, que isolou a incognita e escreveu [-5/15 = X] e a partir dessa
expressao, dividindo 15 por -5, concluiu que x = -3. Na figura 11, segue a solucédo do

aluno 8.

Cc) -5.x=
—-46
Yy

Figura 11 - Solug&o do Aluno 8 referente ao Item ¢ do exercicio 1
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Analise do exercicio 2

2. Considere gue x pode assumir valores positivos e negativos. Nas expressées
abaixo, assinale as que podem ter valor negativo. Justifique.

Nesse exercicio, surgiram situacdes que surpreenderam pela incompreensao
do que foi solicitado no enunciando. Assim como 0 exercicio anterior, esse exigia
conhecimentos vistos no Ensino Fundamental, porém nenhum aluno marcou
somente as respostas certas (a, b, c, e e f).

O aluno 2 foi o que apresentou melhor entendimento sobre o que era
solicitado. Durante a resolucdo da lista, esse aluno me chamou para perguntar se
estava resolvendo da maneira correta, pois, “pensava em um numero positivo e
outro negativo para colocar no lugar do x e usava a regra de sinais para calcular”.
Por mais que eu tenha respondido que essa estratégia estava correta, solicitei que
escrevesse essa justificativa, mas ele ndo fez o registro. Na figura 12, segue a
solucéo do aluno 2.

é) 3.x

(b 5-%)
d) x*
D

Figura 12 - Solugdo do Aluno 2 referente ao exercicio 2
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Dentre os alunos que resolveram esse exercicio, somente 3 apresentaram
justificativas.

O aluno 1 marcou todas as alternativas, esbocou alguns célculos e justificou
da seguinte maneira: “Em qualquer equagcdo quando o numero negativo for maior
que o positivo o resultado sempre vai ser negativo”. Verificando os calculos, é
possivel identificar que, apesar de nao ter calculado corretamente as poténcias das
alternativas d [-32 = -6], e [-32 = -6 — 1 = -5] e f [-33% = -9] as multiplicagbes dos fatores
pelos expoentes seguem a regra de sinais. Em contrapartida, na subtracdo do item
b, ele faz uma soma, porém apresentou um resultado negativo [5 — (-3) = -8]. Na

figura 13, segue a solucéo do aluno 1.

gj 3.x x_‘%,

e

BE-x 5 (3):-9 R qudlaven equagsD

qumr,LO 0 r\f_,w(o na(o\_.a”ltfd?)

® x+2 [-3;+3: -f foc maioc qua o posifiy
| ) feé’-:u"{”aéuoss-emeplff’-_ \:JO_\i
w X -3* L e peC wegative, -
€) xX*-1 ‘51:’Q3‘4: -5
3
\ﬁ)\ X -3 -9

Figura 13 - Solugdo do Aluno 1 referente ao exercicio 2

O aluno 12 justificou os itens a (“na multiplicagdo o x é negativo’), ¢ (“na soma
de x o valor é negativo”) e f (“x sendo multiplicado o valor é negativo”). A partir das
justificativas, percebe-se que ele substituiu a incégnita de todas as alternativas por
nameros negativos. O que por hipétese, pode té-lo levado a deixar de fora o item b,
pois ao se substituir a incognita por um ndmero negativo, a soma sera positiva.

Com esse procedimento, ele revela a concepc¢éo de que resultados negativos
s6 aparecem em operacfes com numeros negativos. Na figura 14, segue a solugéo

do aluno 12.
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- - - “L\_..J’LJ
_4)/0\, "Wﬂ«uzf:”lg" e X< AR
a) 3.x \
b) 5—-x o
c) x+2 - Vol s Je X o rrolon < "’""‘:f’"’o\“%‘
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e) x*-1 =~
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Figura 14 - Solugdo do Aluno 12 referente ao exercicio 2

O aluno 4 marcou corretamente os itens a, b e c. Para identificar quais
alternativas poderiam resultar em um valor negativo, ele testou alguns valores em
todas as alternativas. Além disso, para justificar seus célculos, enunciou a seguinte
regra: “Na multiplicagao sinais iguais (- x -) = + ficam positivos. Sinais diferentes (- x
+) = - ficam negativos.” Apesar de ter dado essa justificativa, no item e ele errou ao
resolver a poténcia [(-1)2 - 1 = (-1.-1) -1 = -1 -1 = +1] pois determinou que (-1)2=-1¢€
na ultima etapa calculou como de fosse uma multiplicacdo [-1 -1 = +1]. No item f, ele
cometeu o mesmo erro ao resolver a poténcia [(-3)3 = -3.-3.-3 = -9.-3 = +27]. Ou seja,
as vezes usa regra de sinais, na multiplicacdo, outras vezes ndo. Na figura 15,

segue a solucéo do aluno 4.

@3.XV‘ 2, -3 *Q)

6--1 —5 UMl AR g por 1590 ¢ hé’gq)ﬂuOl
7 5E-x 5-; . — o , |
X+2 <34 2 -1, _55mo) do numeo oo

9 (-2°= 2.2 :*K// | Mn poalliphcacde
) xM(J)QJ :(va” -1z *4—414’1// Srmads 1gua)s [cx <)+
! £icom po?i’}i\}%.
N e ((3) =-5-3-3- **5\*3;Q7// 2o ”'OAJ Jrentes (_,XJ()__ _
{icary Tl@gt}\ .

Figura 15 - Solug&o do Aluno 4 referente ao exercicio 2

Nesse exercicio, 0 aluno 5 escreveu novas expressodes a partir de igualdades

aparentemente sem relacdo com o que foi solicitado no enunciado. Como nao
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apresentou uma justificativa na lista, retornei a escola para que ele explicasse o que
pensou para escrever aquelas expressdes, mas simplesmente justificou que “néo
sabia resolver e que usou o item a como exemplo para deixar da mesma forma”. O
mais interessante dessa situacao, € que outros dois alunos fizeram procedimentos
semelhantes para resolver o exercicio 2. O aluno 7 representou as alternativas b (5
— X) e ¢ (x+2) exatamente como o0 aluno 5: -5x e 2x. Ja na alternativa e, ele
representou a expressao (x2 - 1) como -1x2, que também foi a forma utilizada pelo
aluno 8. O aluno 8 ainda acrescentou igualdades dificeis de serem interpretadas nas
alternativas b [5—x=4],c[x+2=3],d[x2=4] e f[x3=3].

A escrita desses alunos indica a incompreensédo das convengdes de escrita
algébrica, pois trocam a ordem de letras, nUmeros e sinais sem preservar seus
significados. Nas figuras 16, 17 e 18, seguem as solucbes dos alunos 5, 7 e 8,

respectivamente.

a) 3.x .¢: B

by 5—-x= ~-8x%x

C) x+2< 2x

d)ﬁ_")?é < w*:fc;(

x= ¥-4 X=3

eMxz-1 = RXT- = -4 s

) = 4x® > 52

Figura 16 - Solugdo do Aluno 5 referente ao exercicio 2

a) 3.x 3 x

B 5-x -O%
c) x+2 Ix
d) x2

B -1 "_.zf\:
fy x*

Figura 17 - Solug&o do Aluno 7 referente ao exercicio 2
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3) 3x = 3% Yt Nererdo a/u-’ raQ

Figura 18 - Solug&o do Aluno 8 referente ao exercicio 2

Analise do exercicio 3

3. Marque no plano cartesiano os pontos cujas coordenadas séo (-1, 2), (4, -3) e (-2, -5).

Na resolucdo do exercicio 3, pode-se considerar que o desempenho foi
melhor, pois boa parte dos alunos conseguiu identificar corretamente o eixo das
abscissas e ordenadas, bem como a localizacdo dos nimeros positivos e negativos.

Dos alunos que fizeram esse exercicio, 10 souberam identificar positivos e
negativos. Porém chamou a atencdo o aluno 8, que marcou 0s nimeros em ordem
decrescente a partir da origem, ou seja, iniciando em -1, -2, etc.... e espelhando os
pontos nas partes positiva e negativa de cada eixo. Também demonstrou dificuldade
para marcar os pontos solicitados (-1, 2), (3, -3) e (-2, -4), pois além de nao
identificar corretamente quais eram as coordenadas do eixo X e eixo y, uniu 0s
pontos desses eixos com segmentos de reta. Nessa situacdo, ficou evidente a
dificuldade do aluno ao trabalhar no plano cartesiano. Na figura 19, segue a solugéao

do aluno 8.
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Figura 19 - Solugdo do Aluno 8 referente ao exercicio 3

Dificuldades para localizar e marcar os pontos solicitados, também foram
perceptiveis na resolucdo de outros alunos, como o aluno 2, que néo diferenciou as
coordenadas x e y, de cada ponto, marcando quase todas as coordenadas sobre o

eixo X. Na figura 20, segue a resolucédo do aluno 2.

2

\Vw

.L\

Figura 20 - Solug&o do Aluno 2 referente ao exercicio 3

Outra situacgdo interessante ocorreu com o aluno 11, que marcou 0S pontos
solicitados (-1, 2), (3, -3) e (-2, -4), mas também o0s pontos com as coordenadas
trocadas (2, -1), (-3, 3) e (-4, -2). O aluno revela indeciséo sobre a localizacdo das

coordenadas x e y. Na figura 21, segue a solu¢ao do aluno 4.
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Figura 21 - Solugdo do Aluno 4 referente ao exercicio 3

Além dessas dificuldades, houve o caso do aluno 6, que confundiu o lado no
qual deveria marcar as coordenadas positivas e negativas do eixo x. Percebe-se que
o aluno nao considera a regra convencionada de que o sentido do eixo é crescente.

Na figura 22, segue a solucédo do aluno 6.

4

S ] - a) B
it
17

Figura 22 - Solugdo do Aluno 6 referente ao exercicio 3
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Anélise do exercicio 4

4. Sabendo que as coordenadas de um ponto qualquer sdo representadas por um-par ordenado (x,y),
determine a ordenada (y) de um ponto P, sabendo que:

a) x=- b) x =-7
y= - X y:3X

Esse exercicio exigia conhecimentos basicos de geometria analitica, sendo
que o principal objetivo era observar a multiplicacdo solicitada para obtencdo da
segunda coordenada. Dos 14 alunos que participaram da atividade, apenas 4
tentaram resolver esse exercicio, e as respostas que surgiram foram para mim
surpreendentes.

Dos 4 alunos, apenas 2 fizeram as substituicdes solicitadas, mas ainda assim
ocorreram alguns erros. O aluno 11 calculou corretamente a ordenada no item a [-(-
2) = +2], obtendo um valor positivo, mas no item b substituiu a variavel pelo niumero
7 ao invés de -7, o que resultou em um numero positivo [3(7) = 21]. O esboco do
gréafico nao tinha sido solicitado, mas o aluno 6 o fez de acordo com as coordenadas

obtidas. Na figura 23, segue a solucao do aluno 11.

z¢#: 24

_, a) x=-2 b)x=-7
(1) v=3x
‘2 2l

| 1L
\ \ N

Figura 23 - Solugdo do Aluno 11 referente ao exercicio 4

Do mesmo modo, o aluno 5 calculou corretamente a ordenada do item a [y = -
(-2) = 2], porém no item b, quando fez a substituicdo da variavel x pelo numero -7,
ele utilizou o sinal do numero como se fosse o sinal de uma subtracdo, pois resolveu
[y = 3(-7) = 4]. Logo, percebe-se que além de confundir o sinal do nimero com o
sinal da subtracédo, ele diminuiu errado. Segundo a explicacdo dada pelo aluno, ele

se confunde quando encontra esse tipo de subtracdo, pois ndo tem certeza se 0
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resultado é positivo ou negativo, “s6 sabe que tem que diminuir”. Na figura 24, segue

a solugéo do aluno 5.

a) x=-2 b) x =-7
y=-X y = 3x

4= 4 =341)
‘5‘:3\ 3 -4

Figura 24 - Solugdo do Aluno 5 referente ao exercicio 4

Ao contrario dos alunos 5 e 11, os alunos 3 e 8 tentaram resolver o exercicio
4 de maneiras que demonstram que ndo compreenderam o que era necessario fazer
para calcular a ordenada. De forma semelhante, os dois tentaram montar uma
equacao para conseguirem um resultado para o exercicio. Dessa forma, nao foi
possivel analisar o entendimento que eles tinham sobre a multiplicagdo de nameros
inteiros.

O aluno 3 expressou as seguintes equacdes paraositensaeb: [-2—-x=0] e
[-7 + 3x = 0]. Apesar de ter apagado a equacao [-2 — x = 0] do item a, a folha ficou
marcada e € nitido esse rascunho. Os calculos que ele apresentou evidenciam
dificuldade de interpretacdo do que foi solicitado. Na figura 25, segue a solucédo do

aluno 3.

a) x=-2 (va\/);(_z'}_z‘) b) x = -7 (J{,y)':(":}/
y=-x y = 3x

_3 +35k=0

"a')(d"—}

_ 2
=3

Figura 25 - Solugdo do Aluno 3 referente ao exercicio 4

O desenvolvimento apresentado pelo aluno 8 nesse exercicio dificulta uma
analise sob o aspecto requerido nessa pesquisa. Contudo, podemos perceber

manipulagdes algébricas que ndo seguem as regras convencionadas, destacando a
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incompreensao do que foi solicitado no exercicio. Na figura 26, segue a solucdo do
aluno 8.

a) x=-2 b) x = -7 ){-{-{
y= - X wxy y=/3x-'q“'|' "

K k) 4o
(-2~ &;gg‘- >V o
Y3

Figura 26 - Solugdo do Aluno 8 referente ao exercicio 4

Analise do exercicio 5

5. Marque o ponto Q(x,5) no plano cartesiano, sabendo que x2 = 9.

i

Esse exercicio exigia conhecimentos basicos de geometria analitica e
buscava verificar se 0os estudantes considerariam que a incégnita pode assumir 0s
valores 3 e -3, ja que consta no enunciado que x2 = 9.

No entanto, apenas 6 alunos tentaram resolver esse exercicio e todos os que
o fizeram consideraram que a raiz de nove é trés e marcaram apenas o ponto (3, 5).
Entretanto, teve um erro que se repetiu nesse exercicio, pois o aluno 8 inverteu a
ordem dos pontos ao marca-los sobre os eixos coordenados,. Na figura 27, segue a

solucéo do aluno 8.
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Figura 27 - Solugdo do Aluno 8 referente ao exercicio 5

Analise do exercicio 6

6. Construa no plano cartesiano o gréafico da funcdo definida por y = -2x.

4

Com esse exercicio, pretendia identificar as estratégias que poderiam surgir
para a construcao do grafico da funcdo. Em especial, se testariam valores para a
variavel x. Dessa forma eles teriam que realizar a multiplicacdo da variavel pelo
namero -2 e identificar no plano cartesiano os pontos de coordenadas positivas e
negativas.

Apenas 3 alunos tentaram resolver esse exercicio, cujas tentativas e erros
serdo mencionados por conterem calculos que permitem a analise da multiplicac&o.

Nesse exercicio, o aluno 4 apesar de escrever “nao lembro”, testou dois
valores para a variavel, sendo o primeiro um numero negativo (-1) e o segundo um
positivo (2). Primeiro teste: [y = -2 . -1 = +2], segundo teste: [y = -2 . 2 = -4]. Os

calculos foram feitos corretamente, porém ele ndo soube marcar as coordenadas de
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acordo com os valores testados e os resultados obtidos. Na figura 28, segue a
solugéo do aluno 4.

>/:——Q ;“'?.l = 19 /
v -2 4=
7;"9'“ /('L - 2

1;(

Figura 28 - Solugdo do Aluno 4 referente ao exercicio 6

O aluno 11 também testou alguns valores para a variavel, porém utilizou
somente numeros positivos. Ao escrever as expressdes, ele trocou o sinal do
multiplicador, tornando-o positivo. Somente no ultimo teste ele preservou o sinal do
multiplicador, calculando corretamente a expresséo [y = -2 . (5) = -10]. Além disso,

marcou o primeiro ponto calculado (2,4), coerente com o calculo que havia feito. Na
figura 29, segue a solucao do aluno 11.

sooqzced m &0
o = 42 > ) = k€
7/:9'2 Cu{j ° Y %

by

. . = - _\O
)/‘T) P

Y

Figura 29 - Solugdo do Aluno 11 referente ao exercicio 6

O aluno 9 testou um unico valor para a variavel x [y =-2.2= -4] e calculou

corretamente. Porém esse resultado negativo parece nao ter feito sentido, pois
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marcou uma ordenada positiva [y = 4] e no eixo X, ao invés de marcar o nimero 2

que utilizou para o teste, marcou x = 4. Na figura 30, segue a solucao do aluno 9.

1 )/:. X
Yur{-QQ
vl

h 4

Figura 30 - Solugdo do Aluno 9 referente ao exercicio 6

Anélise do exercicio 7

7. Calcule araiz da fungéo f(x) = -3x+5. Construa o grafico da fungéo.

w

O exercicio 7 novamente trouxe como conteldo central Funcdes, e o
conhecimento necessario para resolver o exercicio era saber o que é ou como
calcular a raiz de uma fungao.

Os 3 alunos que tentaram resolver o exercicio calcularam valores para x ey,
mas nao os utilizaram para esbocar o gréfico.

Os alunos 9 e 11 testaram alguns valores para a variavel x e, ao fazerem as
substituicdes calcularam corretamente. Porém, o aluno 9 parece nao distinguir a

notacdo da variavel dependente e independente em uma fungdo, pois no
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desenvolvimento dos seus calculos expressa f(x) e x como sendo a mesma variavel.
No primeiro passo, usou a expressao f(x)= -3x+5, no segundo passo escreveu
x= -3.3+5 e assim sucessivamente para concluir que x=-4. Portanto percebe-se que
ele ndo reconhece que a variavel x ja assumiu um valor naquela equacao quando
testou o numero 3. Consequentemente, ele ndo soube marcar o ponto (-3,-4) como €
possivel constatar na figura 29.

O aluno 11, que também testou valores para a variavel x, identificou que os
valores obtidos deveriam ser marcados no eixo y do plano cartesiano, porém a sua
dificuldade também foi para reconhecer os valores da variavel x, pois marcou dois
pontos (-3, -1) e (-3, -4), ou seja, utilizou o coeficiente -3 que multiplica a variavel x

como uma coordenada. Nas figuras 31 e 32, segue a solucéo dos alunos 9 e 11.

1 FORERS

2<: 3 3#S
94
- ‘V/f

Figura 31 - Solug&o do Aluno 9 referente ao exercicio 7

zx 4=

1 -3(::0*5:"
4385
BYGP R s - - *
-3653*5"“)

Figura 32 - Solug&o do Aluno 11 referente ao exercicio 7

O Unico aluno que calculou a raiz da funcédo também demonstrou dificuldades.

Primeiro ao resolver a equacéo [-3x + 5 = 0], ao “passar” 0 numero 5 para o segundo
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membro da equacao nao fez a troca de sinal [-3x = 5] e ent&o concluiu que [x = 5/-3].
Na sequéncia, ndao soube marcar o ponto (-5/3,0) que encontrou, mas marcou o
ponto (-3,-5) a partir do valor encontrado x=5/-3. Na figura 33, segue a solu¢céo do

aluno 3.

€l)=ns f

y +5 =0

3
-3 :5

L= 9 _
7, L

Figura 33 - Solugdo do Aluno 3 referente ao exercicio 7

Os exercicios 8 e 9, que envolviam um grau de dificuldade maior, ndo foram
resolvidos pela maioria dos alunos. Por esse motivo, sera analisada somente a

solucdo do aluno que apresentou algum tipo de calculo ou justificativa.

8. O polindmiop(x) =ax"+3x¥-4x2+dx—-2,coma#0equep(l)=0ep(-1)=0,
podemos concluir que:

(AJa=6ed=-3
(Bla=3ed=-3
(Cla=-3ed=3
(D)a=9ed=-3
(Ela=-3ed=6

9. OspontosA =(-a,0), B=(0,b) e C=(a,0) séo vértices de um tridngulo retangulo com
angulo reto em B. Verifique se cada afirmativa é verdadeira ou falsa. Justifique.

Ja=b=0
a+b=0
a-b=1
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O aluno 5 foi 0 Unico que desenvolveu o exercicio 8 na tentativa de obter os
valores de a e d solicitados. Para isso ele fez as duas substituicbes sugeridas no
enunciado, mas na primeira parte substituiu a varidvel de x por 1 e na segunda parte
por -1.

Na primeira parte da solucéo, realizada a substituicdo da variavel x por 1 [
a.1%+ 3.13 - 4.12 + d.1 — 2], buscou separar as incégnitas dos nimeros [ a.1* + d.1 =
33 -42- 2], porém ele manipulou os termos incorretamente: ndo alterou os sinais dos
numeros ao “passa-los” para o segundo membro da equacgado; resolveu
incorretamente poténcias que ndo existiam [ a.1* + d.1 = 18 — 16 — 2], pois tratou os
expoentes como coeficientes do polinémio, obtendo [a* + d.1 = 0].

Na segunda parte da solucéo, ele realizou subtracdes e somas ao substituir a
variavel por -1: [a-1* + 3-13 - 4(-1)2 + d(-1) — 2]. Assim como no item b do exercicio
quatro, percebe-se que ele nao identifica que a operacgéao inicial de multiplicacéo se
mantém, e se confunde com o sinal que aparece “entre” os nimeros [a-1% + 23 - 52 +
dl-2]=[al+12-25+dl1-2]=[al+(-13)+dl1-2]=[al +dl1=(-13)-2]=[al
+d1 = -15]. Além disso, ndo é respeitada a ordem das operacdes, pois ele calcula a
poténcia dos resultados que obteve ao substituir a incognita por -1. Sendo possivel
observar novamente, que nao sabe resolver algumas poténcias.

Consequentemente ele ndo conseguiu concluir o resultado. Na figura 34,

segue a solucdo do aluno 5.

o b . g ”;'{-“’1 oty a4 gl

allspf = 3203
ol gDl =A% = b -2

-~

s i st o -5
atija ~as M3

adapl = € —add ("J%] &4 -2
’ | o b o M1 = lspa
Noe- oTnigia - o W CL * N

%’:&c- -.hulr. ,\Q"J-_ .\b".c & .I}-LLQ&‘MLC.

Figura 34 - Solug&o do Aluno 5 referente ao exercicio 8

A partir desses exercicios e de suas respectivas analises, foi possivel
identificar que esses alunos do Ensino Médio tém dificuldades que vao além da
multiplicacdo dos numeros negativos, pois tém concepc¢des algébricas erradas que

favorecem o surgimento dos erros.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Através da pesquisa realizada, foi possivel perceber que para compreender
0S numeros relativos e a multiplicacdo de numeros negativos, muitas discussbes
aconteceram até que o0s mateméaticos conseguissem aceitar e justificar suas
propriedades. Contudo, por mais que esse assunto seja explorado ha séculos, ainda
hoje, existem conflitos sobre as concepc¢des que cercam o0 ensino e a aprendizagem
desses numeros.

Com a realizagdo da pesquisa empirica que € composta por entrevistas de
estudantes de Licenciatura em Matematica e exercicios resolvidos por alunos do
Ensino Médio, foi possivel identificar alguns conflitos.

Nas entrevistas, identificamos que futuros professores tém concepcbes de
que o ensino dos numeros inteiros é facil, porém encontram dificuldade para
justificar e explicar certas propriedades e operac¢des envolvendo nimeros negativos,
pois apesar dos esfor¢os, ndo conseguem contextualizar situacdes para operar com
esses numeros. Conforme verificamos na histéria dos numeros negativos, esse
esforco para dar sentido através de contextualiza¢des foi uma alternativa que varios
matematicos tentaram, mas todas sem sucesso. Pelo que constatamos com futuros
professores isso nao é diferente, e talvez, o principal obstaculo para articular
explicacbes formais satisfatérias, esteja na resisténcia em reconhecer que nem
sempre existem exemplos contextualizados que satisfacam todas as operacdes com
negativos, como é o caso da multiplicacao.

Por isso, é importante refletir sobre o ensino dos niumeros relativos durante e
depois do curso de Licenciatura, para que seja possivel encontrar meios que
auxiliem nas explicacbes, favorecendo o entendimento e a apropriagdo dos
conceitos por parte dos alunos.

Na lista proposta para estudantes do Ensino Médio, ficou evidenciado que,
mesmo ao final do periodo escolar, existem dificuldades em operar com nimeros
negativos e atribuir um sentido para os resultados obtidos. Os procedimentos
utilizados para resolver 0s exercicios mostram que nem mesmo regras
convencionadas, como € o0 caso da regra de sinais, sdo utilizadas corretamente.

Entre os erros existentes, ndo distinguir entre o sinal da operacdo e do numero foi o
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mais comum, indicando que os estudantes nem mesmo diferenciam claramente os
nameros negativos dos demais.

Confrontando as dificuldades manifestadas por estudantes de Licenciatura em
Matematica e estudantes de Ensino Médio, com base na teoria da formacdo de
conceitos de Geérard Vargnaud, constatamos que a introducdo dos numeros
negativos, iniciado no Ensino Fundamental através do conjunto dos numeros
inteiros, pode ser um “alicerce” para a construgcao de concepc¢des mais amplas sobre
nameros negativos, que seréo exigidas até o fim do periodo escolar.

Apesar de considerar artificiais as situacoes, divulgadas nos livros didaticos,
que tentam ilustrar intuitivamente a multiplicacdo de nimeros negativos e a regra de
sinais, os modelos apresentados nesse trabalho podem servir como suporte para as
explicacbes em sala de aula. Esclarecer que a propriedade distributiva da
multiplicacdo garante a validade da regra de sinais ou ressaltar que as operacdes
algébricas podem ser resolvidas a partir do conceito de simetria, pode auxiliar a
quebrar a “artificialidade” dos resultados oriundos das operagdes com numeros
negativos. Assim como o modelo geométrico, que pode ser utilizado como uma
possibilidade para a visualizacdo e representacdo das operacdes com numeros
relativos.

A realizacdo desta pesquisa contribuiu para responder as inquietacbes e
guestdes que propus neste trabalho, mas principalmente agregou conhecimentos a
minha formacao de professora. Através das discussdes e analises que realizei sobre
0S nameros negativos, que tem sua importancia dentro do curriculo escolar, pude
aprimorar meus conhecimentos e minhas concepcdes sobre esse tema, com a

perspectiva de realizar um ensino de qualidade ao exercer a docéncia.
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