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Resumo

Neste trabalho apresentamos um teorema que explicita condigoes necessarias
e suficientes para que um polinomio f(X) € Q[X] seja soluvel por radicais reais,
juntamente com algumas aplicagoes do mesmo. Além disso, mostramos que em

Q[X] sempre é possivel encontrar o grupo de Galois de qualquer polinémio f(X) €

Q[X].



Abstract

In this text we present a Theorem which gives necessary and sufficient condi-
tions for a polynomial f(X) with rational coeficients to be soluble by real radicals,
as well as some applications of this result. We also show that it is always possible

to explicit the Galois group of any polynomial f(X) € Q[X].
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Introducao

Antigamente, um dos grandes problemas da Matematica era conseguir expres-
sar as solucoes de equacoes polinomiais. Estudavam-se as equacoes procurando
e explorando férmulas que expressassem suas raizes através de expressoes radi-
cais. Somente no século XIX ¢é que Evariste Galois mostrou que existem irracionais
algébricos que nao podem ser expressos por meio de uma férmula algébrica (como

as raizes da equagao X° — X — 1).

Em seus argumentos Galois utilizou os rudimentos do que hoje chamamos Teoria
de Grupos associando a cada equacao polinomial um conjunto de permutagoes das
raizes de tal equacao. Ja a versao contemporanea da teoria de Galois envolve Teoria

de Grupos e Extensoes de Corpos.

Um curso introdutorio sobre Teoria de Galois apresenta um teorema que permite
decidir se um polindmio qualquer com coeficientes racionais possui ou nao raizes
soluveis por radicais. Por exemplo, dado um polinémio f(X) € Q[X] irredutivel, o
corpo Q(raizes de f) é chamado corpo de raizes do polinémio f(X) e o grupo de
Galois de f é o grupo formado pelos Q-automorfismos de Q(raizes de f). Tem-se
entdo que o polinémio f(X) é solivel por radicais se, e somente se, o grupo de

Galois de f sobre Q é um grupo soltvel'.

"Uma generalizacio desse teorema é: Sobre um corpo K de caracteristica zero, um polinémio



Como o grupo S, é solivel paran € {1,2, 3,4}, temos que todos os polinomios do
19,29, 3° e 4° graus sao sempre soltveis por radicais, havendo até féormulas explicitas
para as rafzes dessas equacest. Mas essas formulas nao bastam para responder
se sempre é possivel expressar todas as raizes de um polinomio usando apenas
radicais reais. Em 1545, Cardano descobriu que a férmula que hoje conhecemos por
formula de Tartaglia-Cardano para equagoes ctibicas ja evidenciava esse problema,
pois existem equagoes do 3° grau com todas as trés raizes reais cujas expressoes por
radicais, dadas por essa férmula, envolvem nimeros complexos. Um exemplo disso

é a equacao X®> —3X +1=0.

De fato, considerando a interseccao dos gréficos de ¥ = X3 e Y = 3X — 1
podemos visualizar que todas as raizes da equacdo X® — 3X + 1 = 0 sdo reais e

distintas, uma é negativa e as outras duas sao positivas. Veja a figura abaixo:

Provemos isso através de argumentos de Célculo I. Temos que X3 —3X +1 =

X (X? —3) + 1, entao eshogamos o grafico de f(X) = X® — 3X + 1 da seguinte

f é soluvel por radicais se, e somente se, o grupo de Galois de f sobre K é soluvel.

tDada a equacao X* + aX? 4+ bX? + cX + d = 0 fazemos uma substituicido do tipo X =Y +¢
e obtemos Y* + (4t + a)Y? + ... = 0. Entdo tomando t = ", obtemos uma equacao do tipo
Y4 + kY2 + kY + ks = 0, sem termo em Y3. Apés alguns célculos, resolvendo a equacio
X3+ %XQ + (]“21_764k3)X — (%)2 = 0 obtemos raizes 1, z2 e 3 tais que y = \/T1 + /T2 + /T3
satisfaz Y + k1 Y2 + koY + k3 = 0. Para obter as rafzes de X* + a X3 +bX2 4+ cX +d = 0, basta

diminuir 7 das rafzes de Y44+ kY2 + kY +k;s=0.



forma: partindo do gréafico da funcao Y = X? — 3,

/

Para obter o gréafico de f, basta deslocarmos verticalmente em uma unidade o

gréafico para cima. Note que f'(X) = 3X?% — 3 entao f/(X) =0 < z = +1. Logo,

xz =1 é um ponto critico. Como f(1)

reais.

—1 < 0, garantimos que f(X) tem 3 raizes

/

A férmula de Tartaglia-Cardano para obter as solugdes de uma equagao do tipo

X3+pX +q=0¢

I e B N AT el B L S
x_\/2+ 4+27+\/2 ST

o que implica, no nosso caso, que
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isto é,

3 —1+ /—3+3 -1 [—3
r=\— — — ] —
2 4 2 4
e tal expressao envolve niimeros complexos; todavia, o esperado seria uma expressao

que somente envolvesse niimeros reais, uma vez que todas as raizes desta equagao

Sao reais.

Em 1572, Bombelli introduziu o conceito de niimeros complexos, o que nao foi
bem aceito por Cardano, uma vez que ele estava ha cerca de 20 anos procurando
alternativas para calcular as raizes que nao usassem raizes quadradas de nimeros
negativos. Em outras palavras, Cardano procurava outra escrita para a expressao

dada acima que nio passasse pelos ntimeros complexos?.

E sempre possivel expressar todas as raizes de um polinomio f usando radicais
reais, quando f(X) € Q[X] irredutivel tiver todas as raizes reais e for solivel por

radicais?

Em caso negativo, quais sao precisamente os polinomios que admitem uma tal
expressao? No decorrer do trabalho discutiremos mais especificamente o que foi
exposto nesse primeiro momento, juntamente com as questoes aqui colocadas. As
referéncias para esta parte sao ([6]), ([7]) e ([8]). E em ([6]) que encontramos a
resposta para a questao acima e que é um dos principais resultados apresentados

neste trabalho:

m

Teorema 2.1.5 (Teorema de Solubilidade por Radicais Reais) Seja f(X)
Q[X] idrredutivel tal que todas as raizes de f sao reais (mais precisamente, ir-

racionais). Entao f ¢ soluvel por radicais reais se, e somente se, a ordem de

$Cardano morreu atormentado por esse questionamento, pois nao aceitava a resposta negativa
para a mesma, ele pensava que era ele quem nao conseguia encontrar uma solugao para o problema.

Para maiores detalhes veja em [7].



Gal(34(Q) : Q) € uma poténcia de 2. E, nesse caso, as raizes se escrevem usando

somente raizes quadradas.

Apresentamos também neste trabalho como calcular o grupo de Galois de um
polinomio f(X) € Q[X] (ou com coeficientes sobre um corpo no qual a fatoracao
é efetiva), provando, antes de mais nada, que em Q[X]| a fatoragao é efetiva. As

referéncias para esta parte sao ([4]) e ([9]).

No capitulo 1, introduziremos os pré-requisitos necessarios para o presente tra-

balho.

No capitulo 2, serd mostrado o teorema de solubilidade por radicais reais que da
condigbes necessarias e suficientes para que um polinomio f(X) € Q[X] irredutivel
que tem todas as suas raizes reais seja soluvel por radicais reais. Além disso, apre-
sentaremos alguns corolarios e aplicagoes desse teorema. E importante mencionar
que os conteudos presentes nas secoes 1.1 e 1.2 sao utilizados na secao 2.1. Ja a
secao 1.3 e os apéndices A e B servem de base para as aplicagoes deste teorema

(secao 2.2).
O resultado principal do capitulo 3 pode ser encontrado em ([4]):

Teorema 3.2.13 Seja K um corpo e seja f(X) € K[X] um polinomio separdvel
sobre K. Seja S, o grupo das permutagoes do conjunto das raizes {xy,...,x,} de
f(X) (raizes que nao sao conhecidas em geral e que podem ter multiplicidade maior

do que um, em geral). Sejam Ti,...,T, indeterminadas sobre K e seja
t:T1$1+...+Tn$n

Entao

(1) Gal(X¢(K) : K) ={0 € Sy;Tho(z1) + ...+ T0(z,) € um conjugado de t sobre

K(Ty,...,T,)};

(17) Se a fatoragao em K[X] € efetiva entdo para todo o € S,, € possivel reconhecer

se Thyo(zy) + ...+ Tho(z,) é um conjugado de t sobre K(Ty,...,T,), ou nao (isto



€, € possivel reconhecer se o € Gal(X¢(K) : K) ou ndo).

Como em Q[X] a fatoracao é efetiva, temos como consequéncia deste teorema
que, para todo polinémio f(X) € Q[X], é sempre possivel encontrar o grupo de

Galois desse polinomio.

Finalmente, salientamos que, neste trabalho, foram incluidos alguns exemplos
nao mencionados em nenhuma dessas referéncias. Mesmo que simples, buscamos
com eles ilustrar e discutir os algoritmos de fatoragao efetiva e de calculo do grupo

de Galois.



Capitulo 1

Pré-requisitos

1.1 Um Pouco Sobre Teoria de Grupos

Nessa segao iremos relembrar algumas definicoes e resultados da Teoria de Gru-
pos. Aproveitamos também para fixar algumas notacoes, uma vez que elas serao
luteis para provarmos o resultado principal do presente trabalho. Maiores detalhes

podem ser encontrados em [3].

Definicao 1.1.1. Dado G um grupo, dizemos que G € um grupo ciclico se G pode

ser gerado por um unico elemento.

Definigao 1.1.2. Seja p um primo. Um grupo G (nao necessariamente finito) no

qual todo elemento tem sua ordem igual a uma poténcia de p é chamado um p-grupo.

Lema 1.1.3. Seja G # {e} um p-grupo finito. Entao p divide a ordem do centro

de G. (que aqui serd denotado por Z(G)).



Definicao 1.1.4. Dizemos que um grupo G é solivel se existir uma cadeia de
subgrupos

H:{e}nggan,lgG

tal que
(1) Hi < Hijq;

(71) % ¢ abeliano.
1

Mostraremos alguns resultados que vao nos permitir garantir que todo p-grupo

finito é soluvel.

Proposicao 1.1.5. Seja G um grupo finito e p um primo. A ordem de G € poténcia

de p se, e somente se, todo elemento de G tem ordem poténcia de p.

Demonstragao: Seja G um grupo tal que |G| = p™ e consideremos a um elemento
de G. Pelo Teorema de Lagrange, temos que o(«) divide |G| = p", onde o(«) denota

a ordem do elemento a. Logo,
o(a) =p", comr <n

Portanto, todo elemento de G' tem ordem poténcia de p.

Suponhamos, agora, que todo elemento de G' tem ordem poténcia de p e que a
ordem de G nao seja uma poténcia de p. Logo, existe um primo ¢, ¢ # p tal que
|G| = gm para algum m € N. Entao, pelo 1° teorema de Sylov, existe um subgrupo
H de G tal que |H| = q. Como ¢ é primo, H é ciclico, isto é, existe x € H tal que
(x) = H. Assim, |(x)| = ¢, o que contraria nossa hipdtese. Portanto, a ordem de G

¢é poténcia de p. [

Proposicao 1.1.6. Seja G um grupo de ordem p™ onde p é um niumero primo e
m € N*. Seja H um subgrupo de G de ordem p", com r < m. Entao:
(i) existe um subgrupo K de G de ordem p"*' contendo H;

(i1) todo subgrupo L de G de ordem p™' contendo H é tal que H < L.



Demonstragao: Mostraremos por indugao sobre |G|, a seguinte afirmagao: existe

um subgrupo K de G tal que H < K e |K| = p"*L.

Se |G| = p entao H = {e} e, trivialmente, existe um subgrupo K de G, K = G,
tal que {e} <G e |K|=p=p’*L.

Se |G| = p™ com m > 1, supomos, como hipdtese de indugao, que a afirmagao

vale para todos os p-grupos de ordem menor que |G|; queremos mostrar que a

afirmacao vale também para G.

Pelo lema (1.1.3), Z(G) # {e}. Seja x € Z(G), z # e tal que |(z)| = p, que

existe devido ao teorema de Cauchy.

Como z € Z(G), () < G. Entao % é um grupo tal que

1° caso) z € H

Como = € H temos que (z) C H e como (x) < G temos que (x) < H. Ja que
<G,

|{(x)| = p, % ¢ um subgrupo de ordem p"~! do grupo <% Entao, como %

T

pela hipétese de inducao, existe um subgrupo K’ de <% tal que |K'| = p" e, ainda,

H /
EQK‘

Considere o homomorfismo canonico sobrejetor

gp:G%E

(z)
9 — g(z)
e tome K = ¢ }(K’). Como ¢ é sobrejetora, temos que

K

=P = po  (K') = K’

Portanto,

K| = [K'[[{z)] =p"p=p"""



Além disso, como <7H> <QK'eK = é{—> temos que H < K.

2° caso) x ¢ H

Como (x) < G temos que H(z) é um subgrupo de G. Além do mais, H N (z) =

{e}. De fato, temos

H 0 (@) [[(@)] = p

Logo, |H N (x)| é igual a 1 ou p. Se |H N (x)| = p, como H N (z) C (x) e ambos
tem ordem p, entdo H N (x) = (x), mas isso contraria o fato de x ¢ H. Assim,

HN(z) = {e}.

Portanto, |H(z)| = p"*t'. Basta-nos agora mostrar que H < H(z). Para isso,
basta notar que gHg™' C H, para todo ¢ € H{(z) o que de fato ocorre, pois
x € Z(G).

Provada a afirmagao, o item (i) é satisfeito, trivialmente. Além disso, dado
um subgrupo L de G de ordem p"*! contendo H, pela afirmacdo acima, existe um
subgrupo N de L tal que H << N e [N| = p"*'. Mas como N é um subgrupo de L

e possuem o mesmo numero de elementos temos que N = L. Portanto, H < L. R

Corolario 1.1.7. Todo p-grupo é solivel. Mais precisamente: se G € um grupo de
ordem p™, entdo existem subgrupos Hy = {e}, Hy,..., Hy, = G tais que H; < H;4

Hit

7+ € um grupo ciclico de ordem p, Vi € {0,1,...,m — 1},

e

Demonstragao: Basta aplicar sucessivamente a proposicao anterior comecando

com Hy = {e}, j& que todo grupo de ordem p é ciclico e, portanto, abeliano. [ |

Na segao 3, trabalharemos com o grupo multiplicativo K* = K\ {0} de um corpo
K. Para isso, utilizaremos, frequentemente, mais algumas nocoes sobre grupos, as

quais convém relembrar.

Lema 1.1.8. Seja G um grupo e z € G tal que o(z) = n < oo. Entao, para todo

10



k€ Z, 2" =1 se, e somente se, n divide k. E para qualquer divisor d de n temos

que o(z) = 2.

Lema 1.1.9. Seja G um grupo abeliano e z,...,z € G tais que o(z;) < o0,
Vi={1,...,r}. Entao:
(1) o(21 ... 2.) divide mme{o(z1),...,0(z)};

(i7) Se o(z1),...,0(z.) forem primos entre si, entdo o(z; ...z.) = 0(z1)...0(z).

Definimos o expoente exp(G) do grupo G como sendo o mmc{o(z); z € G} caso

este exista e exp(G) = oo, caso contrario. Com isso, temos o seguinte lema:

Lema 1.1.10. Seja G um grupo abeliano e suponhamos que exp(G) < co. Entdo,
(i) existe um y € G tal que exp(G) = o(y);
(17) exp(G) = |G| se, e somente se, G for um grupo ciclico.

k1

Demonstragao: (i) Suponhamos exp(G) = p* ...pFr, sendo py,...,p, primos

distintos dois a dois.
Pela definigao de exp(G), para todo i € {1,...,7}, existe um z; € G tal que
o(z;) = p*iq; para algum ¢; € N nao divisivel por p;.

Portanto, pelo lema (1.1.8), tomando y; = 2% temos o(y;) = p;*.

Do lema (1.1.9) item (i7), resulta que

o(yr---yr) = o(y1) ... o(y,) = exp(G)

(i7) Seja y € G tal que exp(G) = o(y). Se exp(G) = |G| entao |G| = o(y), logo
G = (y). Por outro lado, se G é ciclico, entao existe z € G tal que G = (z). Por
definicao, exp(G) = mmc{o(z");n € N} e como o(z") divide |G| = o(z), temos que

exp(G) = o(z) = |G|. |

11



1.2 Extensoes de Corpos

A abordagem contemporanea da Teoria de Galois nao estuda apenas um po-
lindbmio dado, mas sim uma certa “extensao de corpos” relacionada a esse polinomio.
Portanto, nessa se¢ao, serao mencionados alguns aspectos sobre extensoes de corpos

que serao tuteis neste trabalho. Maiores detalhes podem ser encontrados em [8].

Definicao 1.2.1. Dado K um corpo, dizemos que L é uma extensao de K se K €
um subcorpo de L.

Notacao: L : K

Definicao 1.2.2. Seja L : K uma extensao de corpos. Entao,

(1) L : K € dita uma extensao simples se L = K(«) para algum o € L;

(i) O grau da extensao L : K € a dimensio de L como K-espago vetorial e é
denotada por [L : K|;

(1ii) L : K € dita finita quando o grau da extensao € finito.

Notagao 1.2.3. Em todo este texto, Py (X) denotard o polinomio minimal do

elemento algébrico o sobre um corpo K.

Lema 1.2.4. Uma extensao L : K € finita se, e somente se, L : K € uma extensao

algébrica e existe um numero finito de elementos ay,...,as € L tais que L =

K(ag, ..., o)

Lema 1.2.5. Se [L : K] = p com p primo entdo L : K é uma extensao simples. E,
além disso, se car(K) # 2 e [L : K] = 2, entdo eziste § € L tal que L = K(B),

com 2 € K.

Demonstracao: Se [L : K] = p com p primo entdo existe a € L\ K. Assim,
[K(a) : K] > 1. Como [K(«): K||[L: K] =p, temos [K(«a) : K]=p=[L: K]. E
ja que K(a) C L, K(o) = L.

12



Falta mostrarmos que se car(K) # 2 e [L : K| = 2, existe § € L tal que
L = K(B), com $* € K. Pelo que mostramos até o momento, temos que existe
a € L tal que L = K(«). Como [K (o) : K| = [L: K] = 2, temos que Py (X) tem
grau 2, digamos Pk (X) = X*+bX +c .

Entao, como car(K) # 2, por completamento de quadrados, podemos escrever

) b\ b
O=a"+ba+c= oz—l—E —Z+c

Definindo 8 = o + g temos € K(«), pois g eKe

Além disso, 52:§—CEK. [ |

Definicao 1.2.6. Dada uma extensao de corpos L : K, denominamos Grupo de
Galois da extensdo o grupo de todos os K-automorfismos de L com a operagao de

composi¢ao, e o denotamos neste texto por Gal(L : K) ou Aut(L : K).

Definicao 1.2.7. Uma extensao L : K € dita normal se todo polinomio f irredutivel
sobre K que tem pelo menos uma raiz em L se fatora completamente em L[ X], ou
equivalentemente, se para todo o € L algébrico sobre K, Py x(X) se fatorar em

polinémios lineares em L[ X].

Definigao 1.2.8. Dado f(X) € K[X], um corpo X(K) € dito corpo de raizes do

polinomio f sobre o corpo K se K C ¥;(K) e

(i) f se fatora completamente em X ¢(K);

(i1) Se K C X C3y(K) e f se fatora completamente em ¥, entao X' = X(K).
Em outras palavras, se xy,...,x, so todas as raizes de f entdo X;(K) =

K(x1,...,2,).

Definigao 1.2.9. Seja f(X) € K[X]|. Dizemos que Gal(¥¢(K) : K) € o grupo de
Galois de f sobre K.

13



Teorema 1.2.10. Uma extensao L : K € normal e finita se, e somente se, L €

corpo de raizes de algum polinomio de K[X].

Definicao 1.2.11. Dado um corpo K, dizemos que:

(i) Um polinomio f(X) € K[X] irredutivel sobre um corpo K é separdvel sobre K
se ele nao tem raizes multiplas no seu corpo de raizes;

(12) Um polinomio irredutivel em K[X] € insepardvel sobre K se ele ndo € separdvel
sobre K

(i7) Um polinémio arbitrdrio de K[X]| € separdvel sobre K se todos os seus fatores

irredutiveis em K[X] sdo separdveis sobre K.

Lema 1.2.12. Um polinémio nio nulo f(X) € K[X] tem raizes multiplas no seu
corpo de raizes se, e somente se, f e sua derivada formal tém em K[X] um fator

comum de grau maior ou igual a 1.

Proposicao 1.2.13. (i) Se K ¢é um corpo de caracteristica zero entdo todo po-
linomio em K[X] irredutivel é separdvel sobre K ;
(i1) Se K tem caracteristica p > 0 entao um polinomio f(X) € K[X] irredutivel é

inseparavel se, e somente se, f(X) = ko+kXP+...+k.X"P, onde ko, ..., k. € K.

Definigao 1.2.14. (i) Seja L : K uma extensao de corpos. Um elemento o € L é
dito separdvel sobre K se ele for raiz de algum polinomio separdvel f(X) € K[X]\
{0}. Equivalentemente, um elemento o € L ¢é dito separdvel sobre K, se o é
algébrico sobre K e Py x(X) € separdvel sobre K;

(1) Uma extensdo algébrica L : K é dita separdvel se todo o € L é separdvel sobre

K.

Proposicao 1.2.15. Seja L : K uma extensao algébrica e M um corpo inter-
medidrio, isto €, K C M C L. A extensao L : K ¢ separdvel se, e somente se,
M : K elL:M sao separdveis.

Além disso, se L : K é normal entao L : M também € normal.

14



Embora seja facil provar que o conjunto de todos os K-automorfismos de um
corpo L é um grupo com a composicao, esse fato por si s6 nao avanca significati-
vamente no estudo sobre extensoes de corpos. O esperado é que o grupo de Galois
reflita aspectos da estrutura de L : K. De grande avanco foi a descoberta de que,

sob certas hipdteses adicionais, existe uma correspondéncia biunivoca entre
(1) Subgrupos de Gal(L : K);
(2) Subcorpos M de L tais que K C M.

Também ¢é verdade que esta correspondéncia inverte as relagoes de inclusao.

Notacao 1.2.16. Para cada corpo intermedidrio M associaremos o grupo
M* = Gal(L : M)

e para cada subgrupo H de Gal(L : K) associaremos o conjunto Fix(H) definido
por

Fiz(H) ={z € L;a(x) =x,Va € H}

Claramente, se M C N entao M* O N* uma vez que toda aplicacao que
fixa elementos de N certamente fixa os elementos de M. Em particular, note que

M* C Gal(L : K).

E facil mostrar também que K C Fiz(H) C Lequese HC N CG=Gal(L:
K) entao Fix(H) 2O Fix(N).

Assim, definindo

F ={M corpo; K C M C L}
G = {H grupo ; H subgrupo de G}

baseado no que foi argumentado acima temos as seguintes aplicagoes:

T F—¢
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M — M*
Fiz : G — F

Hv+— Fiz(H)

Nosso objetivo a seguir é apresentar condicoes extras que garantam que a cor-

respondéncia acima é biunivoca.

Teorema 1.2.17. Seja L : K uma extensao finita, normal e separdvel com grupo

de Galois G. Entao K € o corpo fizo de G.

Teorema 1.2.18. (Teorema Fundamental da Teoria de Galois) Se L : K ¢
uma extensdo finita normal e separdvel (digamos de grau n) com grupo de Galois
G e se F,G,*, Fix sao definidas como na notagao (1.2.16), entao

(1) O grupo de Galois tem ordem n;

(17) As aplicagdoes * e Fix sdo inversas uma da outra, isto €, para todo subgrupo
H de G e para todo corpo intermedidrio M da extensdo temos H = (Fiz(H))* e
Fiz(M*) = M;

(1ii) Se M €é um corpo intermedidrio da extensio L : K entao

[L:M]=|M*| e[M: K] =S

(tv) Um corpo intermedidrio M é uma extensao normal de K se, e somente se, M*
¢ um subgrupo normal de G;

(v) Se um corpo intermedidario M da extensdo L : K € uma extensdo normal de K

G
M~

entao o grupo de Galois de M : K € isomorfo ao grupo quociente

Definicao 1.2.19. Uma extensao L : K € dita Galoisiana se ela satisfaz as condigoes

do Teorema Fundamental da Teoria de Galois.

Teorema 1.2.20. (Teorema do Elemento Primitivo para Corpos Infinitos)
Seja K um corpo infinito. Entdo toda extensao de corpos finita e separdvel de K €

simples.
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Demonstracao: Seja L : K uma extensao finita e separdvel. A prova sera feita

por inducao no nimero de geradores da extensao.

Suponhamos, inicialmente, que L = K(a, ). Como L : K é uma extensao
separdvel, temos que P, g e Pgx sdo separaveis sobre K. Seja M uma extensao

finita de L que contém todas as raizes de P,k e P, digamos
Pyk(X)=(X —a)(X —a1)... (X — )

P (X) = (X = B)(X = B1) ... (X = B)

com «;, fj € M, paratodoie {l,...,m}eje{l,....,n}.

Dado ¢ € K, definimos 7 = a+cf e consideramos o corpo F' = K[y] C Kla, ] =
L. O polinomio

h(X) := Pyg(y —cX) € L[X]

satisfaz h(B) = Pyk(y — ¢B) = Pyk(a) = 0 e, portanto, (X — ) divide h(X) em
L[X].

Afirmacao: mdc(h(X), Pgx(X)) = X — 3 para uma conveniente escolha de c.

Ja vimos que X — [ divide esses dois polinomios, temos apenas mostrar que ele
¢ o maximo divisor comum deles. Para isso, primeiro observe que o mdc entre dois
polinémios de L[X] pode ser calculado pelo método das divisdes sucessivas, assim
temos que o mdc em L[X] ou em M[X] (L C M) serd o mesmo, pois as divisoes

sucessivas sempre resultardo dentro de L[X]. Em particular, mde(h(X), Py (X)) €

L[X] (mesmo que estejamos pensando nos polindémios como elementos de M |[X]).

Pela definicao de mdc, temos que X — 3 divide mdc(h(X), Psx(X)). Entao,

temos os seguintes casos:

1° Caso: a multiplicidade de 5 como raiz de h(X) e de Py (X) em L[X] é maior

do que um.
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Note que esse caso nao ocorre, uma vez que a extensao L : K é, por hipdtese,

separavel.

2° Caso: h(X) e Pgx(X) possuem outra raiz em comum além de 5 no corpo de

raizes de h(X) e de Py (X).

Como as outras raizes de Py (X) além de 3 sao 8; com j € {1,...,n}, temos
que a tnica possibilidade de h(X) e Py x (X) possuirem outra raiz em comum, além

de B, é que f; para algum j seja raiz de h(X) também.

Observe que f; com j € {1,...,n} é raiz de h(X) se, e somente se, h(f;) =

P k(v —c¢B;) = 0. E isso ocorre se, e somente se, a + ¢ — cff; = v — ¢f3; = o, para

algum i € {1,...,m}, ou seja,
a; —
CcC =
B =B
Como o conjunto dessas fracoes com i € {1,...,m} e j € {1,...,n} é finito e

K ¢ infinito concluimos que, escolhendo ¢ € K diferente de todas as fragoes desse

tipo, temos que nenhum f; é raiz comum de h(X) e Pgx(X).
Portanto, neste caso, mdc(h(X), Py (X)) = X — B.

Como Pgx(X), h(X) pertencem a F[X| = K|[v][X] entao mdc(h(X), Psx (X)) €
F[X]; em particular, 5 € F. E, além disso, como v € F e v = a + ¢f3, temos que
a € F. Logo, L = K|a, 5] C F = K[y] C L, ou seja, L = KJy] é uma extensao
simples de K.

Suponhamos, agora, que para n — 1 termos adjuntados temos que a extensao é

simples.

Vamos mostrar que é véalido também para uma extensao L = K(ay,...,q,) : K.

Temos que existem o e § em L tais que

L=FK(o,...,00) = K(ar,...,an_1)(an) 2 K(B)(om) 2 K(a)

—
—
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Portanto, L : K é simples. [ |
Para o presente trabalho, necessitamos também formalizar a ideia de solubilidade
por radicais.

Definigao 1.2.21. Uma extensao L : K ¢é dita radical se L = K(aq,..., ) €,

para cada i = 1,...,m, existem inteiros n(i) tais que
(0% € (Oél,...,Oél',l)
Os elementos «y; sao ditos uma sequéncia radical para a extensao L : K. Assim,

L=K(ay,...,an)

amn(m) € K(Oél, . ,Oém,1>

Em particular, toda extensao radical € uma extensao finita.

Definigao 1.2.22. Seja f(X) € K[X], onde K é um corpo de caracteristica zero,
e seja Xp(K) o corpo de raizes de f sobre K.

(¢) O polinomio f € dito solivel por radicais, se existir um corpo M contendo X ¢(K)
tal que M : K € uma extensao radical;

(12) Um polinémio f é dito solivel por radicais reais se existir um corpo M contendo

Y(K), tal que a extensio M : K seja radical e M C R.
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Assim, dizer que f é soluvel por radicais significa que todas as suas raizes podem
ser expressas por radicais, ou seja, através de uma formula escrita apenas com
operacoes aritméticas e de radiciacao, sendo que a quantidade dessas operacoes deve
ser finita. Ainda, f é solivel por radicais reais se todas as suas raizes puderem ser
expressas por radicais reais, ou seja, além de serem expressas através de uma féormula
escrita apenas com operacoes aritméticas e de radiciacao, a partir dos elementos
de K, sendo que a quantidade dessas operacoes deve ser finita, nao pode existir

radiciacao de ordem par de nimero negativo.

1.3 O Caso Particular das Extensoes Ciclotomicas

Nesta segao, o objetivo principal é estudar extensoes do tipo K(¢) : K, onde
¢ € ) é uma raiz da unidade que nao pertence a K e 2 é um corpo algebricamente

fechado que contém K.

1.3.1 Sobre as Extensoes Ciclotomicas de K

Considere K um corpo e K* = K \ {0} o seu grupo multiplicativo. Denote
por R, o conjunto de todas as raizes do polinomio X™ — 1. Para cada n > 1

denotaremos por
Wo(K)={aec K*5a" =1} ={a € K*;0(a)[n} C K*

que serd chamado o grupo das raizes n-ésimas da unidade em K. Além disso, o
subconjunto de todas as raizes n-ésimas primitivas da unidade pertencentes a K

serd denotado por P, (K). Assim,

P,n(K) = { raizes n-ésimas primitivas da unidade em K} = {a € K*;0(a) = n}
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Por fim, denotando por Uy, o grupo multiplicativo que consiste dos elementos
invertiveis do anel Z,, ou seja, das classes [ = [+ (n) tais que [ € Z e mdc(l,n) = 1,

temos que, se z € P,(K), entao

Po(K) = {241 <1 <nymde(l,n) =1}

Em particular, a ordem de P, (K) é dada por ¢(n) onde ¢ é a fungao de Euler.

Como foi visto na proposicao (.1.5), para garantirmos a existéncia de tais raizes
em algum sobrecorpo proprio de K, basta supormos que n nao seja divisivel pela

car(K), pois, entao, P, () # (.

De fato, se car(2) = p com p primo dividir n entdo temos que n = pg com
qg <n. Entao X" —1 = X?? — 1. Como estamos em um corpo de caracteristica p,

para todo a €  temos que a” = a (mod p). Logo,
X'—1=XPM-1=X7-1

que tem no maximo ¢ raizes, portanto |W, ()| < ¢ < n. Assim, por (.1.5), teremos

que P,(Q) = 0.

Definigao 1.3.1. Seja K um corpo e Q2 um corpo algebricamente fechado tal que
K C Q. Para todo n > 1 que ndo seja divisivel pela car(Q2), o corpo K(R,) serd

chamado a n-ésima extensao ciclotomica de K.

No caso em que K = Q a n-ésima extensao ciclotomica de Q € dita o n-ésimo

corpo ciclotomico. Note que car(Q) ndo divide n, para todo n > 1.

Para qualquer subcorpo K de R temos que W, (K) = {1} se n é impar e
W.(K) = {1,—1} se n é par. E assim, P,(K) = () para qualquer n > 2. O
que nos mostra que, nesse caso, a n-ésima extensao ciclotomica de K é nao trivial,

isto é, é distinta de K.

21



Teorema 1.3.2. Seja n um natural nao divisivel pela car(K). Seja L = K(R,) a
n-ésima extensao ciclotomica de K. Entao:

(1) L : K € Galoisiana e L = K((), para todo ¢ € P,(Q2),

(i1) Por o — olg, (0 € Aut(L : K)) € definido um homomorfismo injetivo ¢ de
Aut(L : K) no grupo Sg,, de todas as permutagoes de R,;

(1ii) Aut(L : K) € isomorfo a um subgrupo de Uz, , portanto, é comutativo e

[L: K] =|Aut(L : K)| € um divisor de p(n);

(iv) [L: K] = p(n) se, e somente se, Aut(L : K) for isomorfo a Uy, .

Demonstracao: (i) E claro que

Wa(L) ={1,¢,....¢" '}

para ¢ € P,(2). Note que P,(Q2) # 0, j&4 que n nao é divisivel pela car(K).

Obviamente, L = K(¢) entao L : K é normal e finita. Além disso, pela pro-
posicao (.1.5), temos que X™ — 1 é separdvel, entdo, pela definicdo de elemento
separavel, temos que ¢ é separavel. Logo, como L = K(() e ( é separdvel, temos

que L : K é separavel. Portanto, L : K é Galoisiana.

(74) Sabemos que para todo o € Aut(L : K), a restrigao o|r, é uma permutacao

de R,,. Consideremos, entao,
¢: Aut(L : K) — Sg,
o— 0o|r,

¢ é um homomorfismo injetivo, pois se o|r, = idg, entdao o(a) = « para todo
a €R,. Ecomo o € Aut(L : K), temos que 0 € Aut(L : K(R,)) mas L = K(R,),

portanto, o = idy,

O subgrupo {o|g,;0 € Aut(L : K)} do grupo Sg,, ou seja, a imagem deste

homomorfismo, serd chamado o grupo de X™ — 1 sobre K, o qual sera denotado por
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GX”—I‘K'

Gxn_1k = {o|r,;0 € Aut(L : K)}

(1ii) Para cada o € Aut(L : K), a restri¢ao de o ao subconjunto R,, = W,,(L) é
um automorfismo do grupo W, (L), uma vez que a restrigao o|g, é uma permutagao

de R,,.

Entdo, a imagem Gxn»_1|x estd contida no subgrupo Aut(W,(L)) do grupo Sz, .
Compondo o homomorfismo injetivo ¢ definido acima com o inverso do isomorfismo
indicado no coroldrio (.1.8) temos que Aut(L : K) é isomorfo a um subgrupo V' de

Uy

n*

Além disso, |Aut(L : K)| = [L : K] pois L : K ¢é Galoisiana. Resta mostrar
que |Aut(L : K)| divide ¢(n). Devido ao isomorfismo acima encontrado temos
que |Aut(L : K)| = |V| e como V é um subgrupo de Uz, temos que |V| divide
Uz, | = ¢(n) Portanto, |Aut(L : K)| divide ¢(n).

(iv) Esse item decorre do fato que [L : K] = ¢(n) se, e somente se, V = Uy, . B
Antes de demonstrarmos o resultado principal dessa secao, vamos relembrar um

lema muito importante relacionado ao teorema de Gauss:

Lema 1.3.3. Sejam F,G € Q[X]| monicos e tais que FG € Z[X]|. Entao, F,G €
Z1X].

Teorema 1.3.4. Seja L o n-ésimo corpo ciclotomico. Entao [L : Q] = ¢(n) e,

portanto, Aut(L : Q) é isomorfo a Uy, .
Demonstragao: Seja ¢ € P,(C).

Afirmacgao: Para todo primo p que nao divide n, os polindmios minimais

P(X) = Po(X) e Pi(X) = Poo(X)
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de ¢ e (P coincidem.

De fato, suponhamos P(X) # Pi(X). Como P(X) e P,(X) sao ambos irre-

dutiveis e dividem X" — 1, ja que ( e (P sao raizes desse polinomio, temos que
PX)P(X)J(X)=X"-1 (1.1)
para algum J(X) € Q[X]. Mas como ( é raiz de P,(XP?) temos que
P(X)H(X) = P(X7)

para algum H(X) € Q[X].

Do Lema (1.3.3), resulta que P(X), P(X), J(X), H(X) € Z[X]. Consideremos
7 : Z —— 7, o homomorfismo canonico.

Como para todo a € Z, temos a? = a (mod p), ou equivalentemente, a? = @,

temos 7(a)? = w(a),Va € Z.

Denotando por P™(X) o polinémio obtido pela aplicagdo de m nos coeficientes

de um polinoémio P(X) € Z[X], temos que
P(X)H(X) = P(X?) = PT(X)H™(X) = (A"(X?)) = (A"(X))"  (1.2)

onde a ultima igualdade decorre da afirmacao e do fato que os termos intemediarios

do Binomio de Newton se anulam.

Logo, P™(X) e P,"(X) possuem um divisor comum D(X) € Z,[X]\Z,. Logo,
D(X)? divide P™(X)P,"(X) e, portanto, por (1.1) também X" — 7(1). Mas isso ¢
impossivel, pois X" — (1) é separavel, ja que p nao divide n. Entdo, P(X) = P,
ou seja, ¢ e (P tém o mesmo polinomio minimal.

Como todon € P, (C) é da forma (P*Pr, onde py, ..., p, sd0 primos (nao necessa-
riamente distintos) que nao dividem n, pois P,(C) = {¢';1 <1 < nymdc(l,n) = 1},

basta aplicar a afirmacao, provada acima, aos elementos (, (P!, ..., (PP sucessi-
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vamente. Obtemos assim que
P77|Q(X) = P(X)

para todo n € P,(C). Logo, P(X) tem pelo menos #P,(C) = [Uy,

= p(n) raizes

distintas, pois todo elemento de P, (C) ¢ raiz de P(X).

Concluimos que p(n) < OP(X) = [Q(() : Q] = [L : Q] = #Aut(L : Q). Mas
pelo teorema (1.3.2)(i7) temos que p(n) é um multiplo de #Aut(L : Q). Portanto,
L Q] = ¢(n). u

A partir da demonstracao desse teorema, vemos que todos os elementos de
P,.(C) tém o mesmo polinémio minimal, ou seja, usando as mesmas notagoes da
demonstragao temos que se ) € P,(C) entdo P,o(X) = P(X) sendo que OP(X) =

o(n). Assim,

n€Pn(C)

Notacao 1.3.5. Chamaremos este polinomio de o n-ésimo polinéomio ciclotéomico,

o qual serd denotado por ®,,.

Exemplo 1.3.6. E possivel escrever X4 — 1 = @ (X)®y(X) D4 (X).

De fato, considerando n = 2, temos que —1 é a Unica raiz quadrada primitiva
da unidade, entao

Dy(X)=X+1

Da mesma forma, quando n = 4 temos que as raizes do polinomio X*—1sao 1, —1, 1

e —i, sendo que 7 e —i sao0 as raizes primitivas da unidade, entao
Py X) = (X —i) (X +i)=X*+1
Como ®1(X) = X — 1, nés podemos escrever

X' 1=(X DX +1)(X?+1) = 01 (X)Dy(X)Py(X)
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Esse exemplo nos leva a seguinte proposicao:

Proposicao 1.3.7. Para todo n > 1, ®,(X) € um polinémio ménico e irredutivel

em Z[X]|. Além do mais,
X" —1=]]®ax)

dn
Demonstragao: ¢,,(X) é monico, por definigdo. E ele tem grau ¢(n), como ja foi
mostrado anteriormente. Vamos mostrar, agora, que a igualdade enunciada acima
é valida.
A ideia principal desta demonstragao é o fato de que todo nimero 0 < i < n

fornece um divisor d de n, sendo d = mdc(i,n). Considerando (,, = e , temos que

X"—1= ] X-¢)

0<i<n

J& mostramos que W, (C) = Uy, P4(C), sendo que essa uniao é disjunta. Entao,

xt—1=1]| II &x=m]=]]%«x)

dln. \n€Pa(C) dln

Como ®,,(X) é monico, temos que ¥,,(X) € Z[X], pelo lema (1.3.3). E sendo
irredutivel em Q[X] (pois ®,(X) = Pyo(X)) ¢ também irredutivel em Z[X]. W
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Capitulo 2

Solubilidade de Equacoes

Polinomiais por Radicais Reais

O objetivo deste capitulo é responder a seguinte questao:

Dado um polinémio f(X) € Q[X] irredutivel que é solivel por radicais, podemos

garantir que o mesmo seja soluvel por radicais reais?

Provamos neste capitulo que a resposta a esta questao é negativa e passamos
entdo a procurar condigoes para garantir isso, tomando como referéncia ([6]). Lem-
bre que, ao dizermos que o polinomio f(X) é solivel por radicais reais, estamos
falando no sentido de que, além de ser soltuvel por radicais, existe uma extensao
radical K de Q, totalmente contida em R tal que o corpo de raizes do polinémio
f(X) sobre Q esteja contido em K, isto é, ¥;(Q) C K C R (veja defini¢ao (1.2.8)).
Adiante daremos um exemplo em que isto nao acontece. Em particular, todas as
raizes de f devem ser reais para que f possa ter chances de ser solivel por radicais

reais.

Equivalentemente, f(X) € Q[X] é soluvel por radicais reais se todas as suas
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raizes puderem ser expressas por radicais reais, ou seja, através de uma férmula
escrita apenas com operagoes aritméticas e de radiciacao com niimeros inteiros com
uma quatidade finita dessas operacoes e que nao haja radiciacao de ordem par de

nimero negativo.

2.1 Teorema de Solubilidade por Radicais Reais

Comegamos por garantir que os expoentes n(i) na definigdo (1.2.21) de extensao

radical podem ser tomados primos.

Lema 2.1.1. Se L : K é uma extensao radical, entdao existem corpos
K=KyCK/ C..CK, 1CK,=1L

onde para i = 1,...,n, existe v; € K; tal que K; = K;_1(7;) e ™ € K;_1 para

algum primo m;.

Demonstragao: Primeiro, vamos mostrar que o lema ¢ valido para uma extensao

K C K(vy) com 4™ € K para algum m > 1.

Se m é primo entao nada hd a mostrar. Se m nao é primo, entao seja p um

primo que divide m e seja = 7P. Isso nos da as seguintes extensoes:
K C K(0) C K(6)(7) = K(7)

m
P

Assim, temos 77 = § € K(§) e 07 = (4?)» =~™ € K. Se “+ ¢ primo entao

acabamos de encontrar a cadeia procurada para essa extensao. Se % nao é primo
entao escolha um primo que divida % e faca o mesmo processo como acima. Note

que esse processo € finito, pois qualquer fatoracao de m é finita.

Como toda extensdo radical é uma sequéncia de extensoes do tipo K(v) : K

com v € K, o lema é valido para qualquer extensao radical. [ |
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Lema 2.1.2. Sejam p um primo e K um corpo. Entio f(X) = XP —a € K[X] ¢

wrredutivel sobre K se, e somente se, f nao tem raizes em K.

Demonstragao: E claro que qualquer polinémio irredutivel de K[X]| nao tem

raizes em K.
Mostraremos que se f é redutivel sobre K entao f tem alguma raiz em K.
Primeiramente, nés estudaremos as raizes de f em X (K).

Suponhamos entao que, em X ¢(K)[X],

XP—a=X—-o)(X —az)...( X —ap);aq,...,0p € X¢(K)

Se ar; = 0 entao f tem uma raiz em K e nada ha a provar. Assim, nds suporemos

que a1 # 0. Se nés definirmos

para 1 <1 < p entao

isso implica que a; = &oq onde & é uma raiz p-ésima da unidade em X (k).

Portanto, f pode ser escrito como:

F(X) = (X = &a)(X = &ay) ... (X = &an) (2.1)

Agora, suponha que f(X) = g(X)h(X) onde g(X),h(X) € K[X] tém grau
r,s < p, respectivamente. Nés podemos supor que g(X) e h(X) sdo moénicos,
multiplicando-os por constantes adequadas, se necessario.

Como f(X) = g(X)h(X) e a fatoracdo é inica e g é monico, g deve ser o produto
de r dos fatores de f listados em (2.1). Renomeando, se for preciso, podemos supor

que

g(X) = (X = §an)(X = Eaq) .. (X = &an)
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Como g(X) € K[X] tem-se que o termo constante de g(X) estd em K, ou seja,
(aq" € K, onde £ = £& ... &.. Note que £ é também uma raiz p-ésima da unidade

em Zf(K)

Como 0 < 7 < p e p é primo, temos que mdc(r,p) = 1 entdo existem inteiros
m,n tais que mr 4+ np = 1. Entao,
émOél = gmalmr—i-np = (f(}lr)m(oélp)n & K

—— N~
eK =a

pois éay" € K eay? =a € K.

Mas, (§™ap)? = (§2)™ P = a, o que mostra que {™ay é uma raiz de f(X) =

XP — a que pertence a K. [ |

Lema 2.1.3. Seja E um subcorpo de R e suponhamos que v € R satisfaz v ¢ E
ey’ € E, onde p é um primo. Entao, g(X) = X? — AP € irredutivel em E[X] e,
portanto, [E(7) : E] = p.

Demonstracao: Pelo lema (2.1.2), ¢ suficiente mostrar que ¢g(X) nao tem raizes
em F. Se § € E é uma raiz de g(X) entdao f? —v? = 0. Logo, P = AP, ou seja,
B = &v para alguma raiz £ p-ésima complexa da unidade, pelo mesmo argumento

feito na demonstragao do lema (2.1.2).

Como f e 7 sao reais e nao-nulos, & deve ser real, mas as tnicas raizes reais da
unidade sao +1. Disso segue que v = 3 € E, o que é um absurdo pois vy ¢ E.

Portanto, g é irredutivel sobre F. [

Exemplo 2.1.4. O polinémio X° — 2 € irredutivel em Q(+/3)[X].

De fato, considerando F = Q(v3) C Rey = V2 € R, como v ¢ Q(v/3) e
7° € Q € Q(v/3), pelo lema acima, temos que o polinomio X° — 2 é irredutivel em

Q(V3)[X].
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Teorema 2.1.5. (Teorema de Solubilidade por Radicais Reais) Seja f(X) €
Q[X] idrredutivel tal que todas as raizes de f sdo reais (mais precisamente, ir-
racionais). Entao f é solivel por radicais reais se, e somente se, a ordem de
Gal(34(Q) : Q) € uma poténcia de 2. E, nesse caso, as raizes se escrevem usando

somente raizes quadradas.

Demonstracao: Seja X(Q) C R o corpo de raizes de f sobre Q e denote G =
Gal(X£(Q) : Q).
(«<=) : Por hipdtese, temos que a ordem de G é uma poténcia de 2, logo G é

um 2-grupo. Entao, pelo coroldrio (1.1.7), temos que G é um grupo soliuvel. Mais

precisamente, existe uma cadeia

tdg =Go<aGr1<...a9G, =G (2.2)
onde |G| = 2" e (Giy1 : G;) = ‘%ff‘ = 2. E isso nos d& a seguinte cadeia de
subcorpos de R:

Ly =%;(Q) CR
Ly
Lo

onde L; é a parte fixa do grupo Gy, isto é, L, = {x € ¥4(Q);0(x) = z,Vo €
Gi-1} = Fix(Gg—i). Assim, Ly = Fiz(Gy) = Fiz(idg) = 4(Q) CR. E Ly =
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Fix(Gy) = Fiz(G) = Q, pelo teorema (1.2.17), ja que L : Q é uma extensao finita,

normal e separavel.

Como a extensdo X(Q) : Q é uma extensao finita, normal e separavel, podemos
aplicar o Teorema Fundamental da Teoria de Galois para essa extensao. Assim,
sabemos que existe uma correspondéncia biunivoca entre os subgrupos do grupo
de Galois descritos em (2.2) com os corpos intermedidrios L;. Além disso, como
(Gis1 : G;) = 2 temos que [L;1; : L;] = 2. Pelo lema (1.2.5), temos que existe
Qit1 € Lip1, L1 = Li(oiqq) com i1’ € L.

Denotando 3 = a;41? € L;, nés podemos escrever sem perda de generalidade

VB = ai;1, 0 que nos mostra que toda extensao de grau 2 de L; é obtida adjuntando

uma raiz quadrada.

Esses resultados implicam que as extensoes L;y1 : L; sao radicais para todo .
Portanto, a extensao ¥ ;(Q) : Q é radical e como ¥;(Q) C R, L; C R, Vi, f ¢ solivel

por radicais reais.

(=) : Suponhamos, agora, que f é solivel por radicais reais. Entao, existe um
corpo M contendo X¢(Q), tal que a extensao M : Q é radical e M C R. Logo,
podemos aplicar o lema (2.1.1) para a extensao M : Q, obtendo a seguinte cadeia

de corpos:
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mo—
e — L’l]

que é tal que existem n; primos e «; € L; tais que L; = L;_1(a;) e o™ € L;_;. Note
que como X;(Q) : Q é finita, normal e separavel, pelo teorema (1.2.18), temos que
Gal(X¢(Q) : Q)] = [X£(Q) : Q).

Se |Gal(X4(Q) : Q)] =1 = 2° entao nada mais hé a fazer.

Caso contrario, seja p primo tal que
pllGal(E4(Q) : Q)| = [£4(Q) : Q]

Pelo 1° teorema de Sylov existe subgrupo H de G = Gal(X;(Q) : Q) com
|H| = p. Seja K o corpo fixo de H, isto é, K = Fiz(H), logo K é um corpo
intermediario da extensao X;(Q) : Q.

Como X¢(Q) : Q ¢ finita, normal e separavel, pela proposi¢ao (1.2.15), temos
que X;(Q) : K é finita, normal e separavel. Logo, ¥;(Q) : K ¢é uma extensao de

Galois, entao pela correspondéncia de Galois, Teorema (1.2.18), temos

(E4(Q) : K] = [Gal(24(Q) : K)| = [Gal(24(Q) : Fiz(H))| =

(1.2.18)

|Fia(H)*| =" [H| =p
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Em particular, ¥7(Q) ¢ K. Consideramos agora as seguintes extensoes de

COrpos:

/ KL,=KM
CEHQ) /

i KL,

P /

KL,

il

" K =KL,= KQ

Temos que KL; = KL; 1(«;), onde ;" € L; 1 C KL; ;.

Assim, como X;(Q) C KL, (pois X4(Q) C L, C KL,), mas 3;(Q) € K =
KLy, existe i € {1,2,...,n} tal que 3;(Q) C KL; e ¥4(Q) € KL;— (isto é, i é o

menor elemento do conjunto {1,2,...,n} tal que X¢(Q) C KL;).

Seja, agora, 1 tal que X(Q) = K (f1), que existe devido ao lema (1.2.5). Como

Y¢(Q) : K é normal, separavel e de grau p temos
P (X) = (X = B)(X = Ba) ... (X = 5p)
onde f,...,0, € X(Q) e p; # 5; para i # j.
Afirmacao 1: Para todo j € {1,2,...,p}, temos que X(Q) = K ().

De fato, sabemos que X;(Q) = K(f1) e [X4(Q) : K] = p. Note que f;
anula Pg |k (X),¥j € {1,2,...,p} e esse polinémio é irredutivel sobre K. Logo,
ng‘K(X) = P51|K(X),Vj - {1,2, . ,p}.

Assim, [K(8;) : K] = p = [£4(Q) : K]. Mas como K C ¥4(Q) e 8; € £4(Q)

temos que K(3;) C X¢(Q) e, portanto, K(5;) = X(Q).
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Resumindo, temos a seguinte situacao:

Por outro lado,
Pai‘KLi—l(X”Xni — ;" em KLi—l[X]

Além disso, temos que KL; € KL; 1, uma vez que ¥;(Q) C KL; e 34(Q) ¢
KL;_1. Note que
KL; = KLZ‘_l(OZZ‘) g_ KL, 1 = o ¢ KL;
Assim, temos que KL, 1 CR, o; € R, a; ¢ KL; 1 e ™ € KL; 1, onde n;

¢ primo. Desse modo, pelo Lema (2.1.3), temos que o polinémio X™ — a;™ €

KL; 1[X] é irredutivel sobre KL; 1[X].

Entéo, X — ai’“ = pCVi|KL¢—1 (X) (§]
[KLZ . KLifl] = [KLlfl(Oéz) . KLifl] = 1N, (23)

Disso segue que nao existe corpo propriamente contido entre K1, 1 e KL;, ja que

n; € primo.

Afirmacao 1: Para todo j € {1,2,...,p}, temos que X(Q) = K ().
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De fato, sabemos que ¥;(Q) = K(51) e [24(Q) : K] = p. Note que f;
anula Pg |k (X),¥j € {1,2,...,p} e esse polinémio ¢ irredutivel sobre K. Logo,
Pk (X) = P x(X),Vj € {1,2,...,p}.

Assim, [K(f;) : K] = p = [£4(Q) : K]. Mas como K C ¥¢(Q) e 8; € £(Q)
temos que K(B;) C 3;(Q) e, portanto, K(5;) = X,(Q).

Afirmagao 2: Para todo j € {1,2,...,p}, temos que KL; = KL, 1(5;).

De fato, temos que

KLi—1=L;—1K 2 (Q)=K(B;
KLy © KL (8) =0 1 k() ™=

¢ (Q)CKL; CL,

L 1%4(Q) C LKL bz KL;

Como nao existe corpo propriamente contido entre KL; ; e KL; temos que
KL, 1(8;) = KL;—y ou KL;_1(B;) = KL;. Mas como 3; ¢ KL, ;, para todo
p € {1,...,p}, pois K(B;) = X¢(Q) € KL; 1, segue que KL;_1(3;) = KL;, para
todo j € {1,2,...,p}.

Como todos os conjugados de 1 estdao em 3;(Q) e X;(Q) € KL;, todos os

conjugados de [ estdao em KL;. Portanto a extensao KL; : KL,y = KL, 1(f;) :

KL, 1 é uma extensao normal.

Como KL; = KL; 1(c;), segue pela definigao de extensdo normal, que todas as
raizes de Py, kr, ,(X) = X" — ;" estdao em KL,. Entao, {oy; € KL; C R, onde £
percorre todas as raizes n;-ésima da unidade. Como {a; € Re a; € L; C R, £ deve
ser um numero real. Mas as tnicas raizes n;-ésimas reais da unidade sao 1. Logo
& = %1 e isso implica que todas as raizes de X™ — ;™ resumem-se a a; € —q;.

Portanto, n; = 2.
Como Pyjxr, ,(X)| B (X) = (X = f1) ... (X =) e

2.3

0ng‘KLi_l(X) = [KLlfl(ﬁ]> . KLifl] = [KLl : KLl;l] = n; = 2
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segue que para todo j € {1,2,...,p}, existe r; € {1,2,...,p} — {j} tal que
Pgyrcn,, (X) = (X = B8;)(X = 5y))
Para todo 4,5 € N, temos que
Poikri(X) = Pyjkr, (X)) <= (X = B)(X = 6,) = (X = 5)(X = 0,)
— ie{j,r;} <= je{inr}

Assim, a familia {j,r;} para j = {1,...,p} define uma particdo no conjunto
{1,2,...,p} e como #{j,r;} =2, Vj ={l,...,p}, segue que p é um nimero par,

ou seja, p = 2. Portanto, |Gal(X(Q) : Q)| é uma poténcia de 2. |

2.2 Aplicagoes

Veremos, agora, algumas aplicagoes do Teorema de Solubilidade por Radicais

Reais.

Corolario 2.2.1. Se f(X) € Q[X] € irredutivel, tem grau que ndo € poténcia de
2 e tem todas as raizes reais, entdo a equagdo f(X) =0 nao € solivel por radicais

reqis.

Demonstracao: Como todas as raizes de f sdo reais, temos que Q C X¢(Q) C R.

Seja o € ¥¢(Q) uma raiz de f. Entao
Q< Qo) € 54(Q)

o que implica que [X;(Q) : Q] = [££(Q) : Q()][Q(«) : Q]. Mas note que [Q(«) : Q]
é igual ao grau do polindmio minimal de a sobre Q que é f, uma vez que « é uma
raiz de f e f é irredutivel sobre Q (se f nao for um polinémio monico basta dividir

pelo coeficiente do termo de mais alto grau).
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Entao, [£/(Q) : Q] é multiplo do grau de f. J& que o grau de f nao é uma

poténcia de 2, temos que [X;(Q) : Q] ndo ¢é igual a uma poténcia de 2.

Como a extensao X(Q) : Q é finita, normal e separavel, por (1.2.18), temos
que [X£(Q) : Q] = |Gal(34(Q) : Q)|. Logo, a ordem do grupo Gal(f) néo é uma

poténcia de 2, entao, por (2.1.5), f nao é solivel por radicais reais. [ |

O corolario acima diz que se um polinomio com todas as raizes reais é irredutivel
sobre Q e tem grau diferente de uma poténcia de 2, entao é impossivel expressar
todas as suas raizes usando radicais reais sobre Q. Particularmente, isso é valido

para qualquer polinémio cubico irredutivel com todas as raizes reais.

Exemplo 2.2.2. O polinomio f(X) = X®—3X +1 nao é solivel por radicais reais.

Foi mostrado na introducao que o polinémio f(X) = X3 — 3X + 1 tem todas
as raizes reais. Além disso, ele é irredutivel sobre QQ, uma vez que se f(X) fosse
redutivel em Q ele teria, pelo menos, um fator irredutivel de grau 1, o que nao
ocorre pois f(X) nao tem raizes racionais, por Briot-Ruffini. Assim, pelo corolério

acima, f nao pode ser solivel por radicais reais.

Corolario 2.2.3. Seja f(X) € Q[X]| com todas as raizes reais. Entao todas as
raizes de f sao exprimiveis por radicais reais se, e somente se, todas as raizes de f

sao construtiveis com régua e compasso.

Demonstracao: Note que basta provar o resultado para cada fator irredutivel de
f. Entao, vamos supor f irredutivel. Pelo teorema (2.1.5), basta provar a seguinte

afirmacao:

Afirmagao: A ordem do grupo Gal(X;(Q) : Q) é uma poténcia de 2 se, e

somente se, todas as raizes de f sao construtiveis com régua e compasso.

Antes de demonstrarmos a afirmacgao, vamos relembrar que M foi denotado

como o conjunto de pontos iniciais tal que {0,1} € M e que nao estamos preocu-
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pados com a cardinalidade de M, por isso, no que segue, podemos tomar M como

o conjunto mais conveniente a cada momento.

(=) Suponhamos que a ordem do grupo Gal(X¢(Q) : Q) é uma poténcia de
2. Considerando M = {0,1}, temos que K (28) Q. Temos que a extensao

Yr(Q) : Q é finita, normal e separavel. Entao, pelo teorema (1.2.18) temos que
[X4(Q) : Q] = |Gal(X4(Q) : Q)| que é uma poténcia de 2.

Pelo teorema (.2.12), temos que X;(Q) esta contido no conjunto dos pontos
construtiveis M), Como 2 #(Q) denota o corpo de raizes de f sobre Q, temos

que todas as raizes de f sao construtiveis com régua e compasso.

(<=) Suponhamos que todas as raizes de f sdo construtiveis com régua e com-
passo. Logo,

27(Q) € M

Sejam 21, 2a, . .., 2, as raizes de f. Entao, se tomarmos M = {0,1} temos que

Kim = Q e, entao, pelo teorema (.2.11),
[Q(21) : Q] é uma poténcia de 2

Se tomarmos, agora, M = {0, 1, z;} temos que Ky = Q(21), pois z; = Z1 ja que

todas as raizes de f sao reais. Entao, analogamente, temos que
[Q(21)(22) : Q(21)] é uma poténcia de 2
Fazendo esse mesmo processo, temos que

[2r(Q) : Q] = [Q(21, 22, .- ,25) : Q] =
Q(2z1,- -y 2s) : Qz1, .., 2521)] - - - [Q(21, 22) : Q(21)][Q(z1) : Q]

que é uma poténcia de 2, uma vez que cada fator acima é uma poténcia de 2. Logo,
|Gal(24(Q) : Q)] = [E4(Q) : Q] é uma poténcia de 2, o que completa a prova da

afirmacao. [ |
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Para a préxima aplicagao precisamos do seguinte lema:

Lema 2.2.4. Ezistem polinémios P,(X) e Q,(X) pertencentes a Q[X]| tais que
cos(nX) = P,(cosX)

sen(nX) = senX @, (cosX)
tal que OP,(X) <n e 0Q,(X) <n—1.

Demonstracao: A prova sera feita por indugdo em n. Mas note que a base de
indugao para P,(X) serd tomando n = 0 e a base de indugao para Q,(X) sera

tomando n = 1, j4 que queremos que OP,(X) <n e 0Q,(X) <n—1.
Base de indugao para P,(X) :n =0
Tomando Py(X) = 1 temos que cos(0X) = 1 = Py(cosX) e IPy(X) = 0.
Base de indugao para Q,(X):n=1
Tomando @1 (X) =1 temos que senX = senX@Q1(cosX) e 0Q1(X) = 0.

Seja n > 0 (para o caso cosX), n > 1 (para o caso senX) e suponhamos que
a afirmagao seja vélido para n, isto é, existem P,(X),Q,(X) € Q[X] tais que
cos(nX) = P,(cosX) e sen(nX) = senXQy(cosX) com OP,(X) <n e 0Q,(X) <

n— 1.
Note que
cos((n+1)X) = cos(nX + X) = cos(nX)cosX — sen(nX)senX =

cosX P,(cosX) — sen*XQ,,(cosX) = P, 41(cosX)

onde P,1(X) = XP,(X) - (1-X?)Q,(X). Note que 9P, 1(X) < n+1, uma vez
que OXP,(X)<n+1ed(l—-XHQ,(X)<n+1.

Da mesma forma,
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sen((n+1)X) = sen(nX + X) = sen(nX)cosX + senXcos(nX) ol

senX @, (cosX)cosX + senX P, (cosX) = senX (Q,(cosX)cosX + P,(cosX)) =
senX Qpy1(cosX)

onde QnJrl(X) = XQn(X> + Pn(X> < Q[X] Note que aQn+1(X) < n, .]é que
n.

0XQn(X) <nedP,(X) [

Corolario 2.2.5. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) cos (2) € exprimivel por radicais reais;
(17) O poligono reqular de n lados é construtivel com régua e compasso;

(iii) n = 28p1py...py, onde k € N e py,po,...,p, sdo primos de Fermat distintos

da forma p; = 22" + 1, onde i = {1,...,r}.
Demonstracao: (ii) <= (iii)

Pelo corolario (.2.13), temos que o n-poligono regular podera ser construido com
régua e compasso se, e somente se, p(n) for uma poténcia de 2. Além disso, pela
proposigao (.2.15) ¢(n) é uma poténcia de 2 se, e somente se, n = 2¥p; ... p, sendo
P1,- -, pr primos de Fermat distintos. E, por fim, pela proposicao (.2.16), para todo

primo de Fermat p existe um ¢t € N tal que p = 2% + 1.
(1) = (1)
Pelo lema (2.2.4), existe P,(X) € Q[X] tal que cos(nX) = P,(cosX).

2

Como cos (ng) = cos(2m) = 1, temos que cos (27T

7) é raiz de
P,(x)—1
pois P, (cos (2”)) _p R (n%’r) —1=0.

n
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2km

Afirmamos que, para cada k € {1,...,n — 1,n}, cos (T) ¢ também raiz de

P,(X) — 1. De fato,

2 2
P, (cos (ﬂ)) —1=cos (nﬁ) —1=0
n n

O que implica que

P, (X)-1

(v ()

No entanto, muitos destes divisores sao iguais, como veremos a seguir.

Afirmacgao 1: cos (2]‘”) = cos (2”), k#1 {lk} C{l,....n—1,n} se, e

n n

somente se, k+1=n

Suponhamos que k + [ = n entao

(2]{7?) (Qnﬂ' — 2l7r) ( 2l7r) (2l7r>
cos| — | =cos | ———— | =cos(2n — — | = cos | —
n n n n

Por outro lado, suponhamos que

2 2
cos (ﬂ> = cos <ﬁ),k#l,{l,k}g{(),l,...,n—l}
n

n

Como {l,k} € {0,1,...,n— 1}, %,% < 1. Entao, 7 e 2r 530 angulos que nao

n n

completam nem uma volta na circunferéncia. Logo, %TW e QZTW sao angulos entre 0 e
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2. Portanto,

2k 21
2%k, 2r

Desse modo,

2k 2] kol
—T+—7T:27r:>—+—:1:>k+l:n
n n n o n

Afirmacao 2: Se k #n e k # 2 entdo cos (22) ¢ raiz multipla de P,(X) — 1.

n

P,(cosX) = cos(nX) = — P! (cosX)senX = —nsen(nX)

Temos que se X = 2% L £ n, k +# % entdo senX # 0 enquanto sen(nX) = 0.

n

Logo,

nsen(nX)

P! (cosX) = =0

senX

Como P,(cosX) —1=0e (P, — 1) (cosX) = P/(cosX) = 0 concluimos que

cosX é (pelo menos) raiz dupla de P,(X) — 1. Entéao,

2k 21
(X — cos (—W)) (X — cos (—W>) (P (X)—1)
n n
sek+l=n,k#1 {k1} C{0,1,...,n—1}.
Entao, quando mostramos que cada fator (X — cos (%T”)) para k € {1,...,n}

dividia P,,(X) — 1 e que para k # n e k # 7 as raizes sao duplas, nao precisamos

descontar nenhum fator para k € {1,...,n}. Assim, obtemos

11 (- (7))

Como J(P,(X) — 1) < n concluimos que O(P,(z) — 1) = n e esses polindmios

Pu(X) -1

diferem por um fator constante, sendo que suas raizes sao as mesmas. Em particular,

todas as raizes de P,(X) — 1 sdo reais.
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Lembre que, pelo lema anterior, P,(X) € Q[z]. Logo, o polinémio P, (X) —

1 € Q[X]. Além disso, note que se cos (%’r) é exprimivel por radicais reais entao

2km

n

) ,Vk também ¢é ja que

o (2)- (o (2)

Ou seja, todas as raizes de P, (X) — 1 sdo exprimiveis por radicais reais. Como

coSs (

P,(X)—1 € Q[X] e tem todas as suas raizes reais, pelo corolario (2.2.3), todas as

raizes de P,(X) — 1 sdo construtiveis com régua e compasso.

Para mostrar que o poligono regular de n lados é construtivel com régua e

compasso precisamos provar que uma raiz n-ésima primitiva da unidade, digamos

en =cos| — | +isen| —
n n

¢ construtivel com régua e compasso, uma vez que as demais raizes sao poténcias
dessa e produto de construtiveis continua sendo construtivel.

Como senX = v/1 —cosX? e 1 — cosX? é construtivel, pela proposicio (.2.7),

temos que sen (2"37”) também é construtivel para todo k. Logo, como i é construtivel
também, temos que e» ¢ construtivel, ou seja, o poligono regular de n lados é

construtivel com régua e compasso.
(ii) = (i)
Suponhamos que o poligono regular de n lados é construtivel com régua e com-

passo. Entao, pelo corolario (.2.13), temos que ¢(n) é uma poténcia de 2. Lembre-

mos que o polinomio ®,,(X) foi definido da seguinte forma (veja notacao (1.3.5)):

o,(X)= [ (x-n)

n€Pn(C)

Assim, o n-ésimo corpo ciclotomico é Q(Rx»_1) = Xg, (Q), pois basta adjun-

tarmos a QQ as raizes n-ésimas primitivas da unidade.
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Dessa forma, como a extensao X4, (Q) : Q é finita, normal e separavel, pelos

teoremas (1.2.18) e (1.3.4), temos que

|Gal(%4,(Q) : Q) = [£4,(Q) : Q] = »(n)

27

que é uma poténcia de 2. Como X, (Q) =Q(e™ ) e

(271-) 1 2mi —27i
cos | — :—<en+en>
n 2

temos as seguintes extensao de corpos:

Como [Q(e™") : Q] é uma poténcia de 2, temos que [Q(cos (%)) : Q] também é

uma potencia de 2.

Seja N o corpo de raizes de P(cos(Ql))\Q<X)' Na demonstragao do item anterior
mostramos que cos (%) é raiz de P,(X)—1, o que implica que Pos (2= ))I@(X ) divide
P,(X)—1 € Q[X]. Além disso, mostramos também que o polinomio P,(X) — 1
possuia todas as suas raizes reais, consequentemente, Pcos(Q—"r )‘Q(X ) também tem

todas as raizes reais. Logo, N C R. Assim, temos:
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Entao |Gal(N : Q)| = [N : Q] é uma poténcia de 2. Entdo, pelo teorema (2.1.5),

21
n

P, 27\—))‘Q(X ) é soltivel por radicais reais, o que implica que (cos (2)) é exprimfvel

(003(7

por radicais reais. u

Corolario 2.2.6. Se mdc(p,q) = 1 entao cos <%) ¢ exprimivel por radicais reais

se, e somente se, o poligono reqular de q lados é construtivel com régua e compasso.

Demonstracao: (<) : Suponhamos que o poligono regular de ¢ lados é cons-
trutivel com régua e compasso. Entdo, pelo coroldrio (2.2.5), ¢ = 2¥pips...p,,
onde k € N e py,ps,...,p, sdo primos de Fermat distintos. Consequentemente,

2¢ = 2" pips...p,, onde k € N e py,pa, ..., p, s20 primos de Fermat distintos.

Entao, o poligono regular de 2¢ lados é construtivel com régua e compasso.

Novamente, pelo coroldrio (2.2.5), cos <§—’q’> = cos (g) é exprimivel por radicais

reais. Dessa forma, (cos (g))p = cos (%) é exprimivel por radicais reais.
(=) : Suponhamos que cos (%) é exprimivel por radicais reais.
1) p impar
Neste caso, mdc(p,2q) = 1.

Afirmacao: cos [ ZZ ) é uma raiz 2¢-ésima primitiva da unidade.
q
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J& vimos que P,(K) = {z';1 < 1 < n;mdc(l,n) = 1} com z € P,(K). Temos

(%) = (v35)
CcOS — =CoS | p—
q 2q

Denotando z = cos <§—’qr) temos

que

2% — 1= (cos2r) —1=0

Entdo, z é uma raiz de X?? — 1. Como mdc(p,2q) = 1, 2P € Po(K) e 2P =
cos (%”). Ou seja, cos (%) ¢ uma raiz 2¢-ésima primitiva da unidade.

Entao, por definicao de raiz primitiva, temos que cos (3—2) é uma poteéncia de

2n
2q

cos (7%:) que é exprimivel por radicais reais. Logo, cos ( ) ¢é exprimivel por radi-
cais reais. Dessa maneira, pelo corolario (2.2.5), o poligono de 2¢ lados é construtivel
com régua e compasso. Novamente, o coroldrio nos diz que 2¢ = 2¥pip, . .. p,, onde
k>1epi,po,...,p sdo primos de Fermat distintos. Assim, ¢ = 2¥p;p, ... p,, onde
k>0 e pi,po,...,p sao primos de Fermat distintos. Entao, o poligono regular de

q lados é construtivel com régua e compasso.

2) p par

Como p é par, p = 2k com k € N. Entao, mde(k,q) = 1. Temos que

() = ()
cos| — | =cos | k—
q q

E, pelo mesmo argumento dado acima, temos que cos (k%”) ¢ uma raiz g-ésima

primitiva da unidade. Entao cos (%r) é poténcia de cos <2]‘3T”> que é exprimivel

or radicais reais. Assim, cos [ 2£) é exprimivel por radicais reais. Pelo corolario
’ q

(2.2.5), o poligono regular de ¢ lados é construtivel com régua e compasso. [ |
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Capitulo 3

O Calculo do Grupo de Galois em
QLX]

O objetivo deste capitulo serd mostrar que dado f(X) € Q[X] é sempre possivel

encontrar o grupo Gal(X¢(Q) : Q). Para tal nos baseamos em ([4]).

3.1 Fatoracao Efetiva

Antes de demonstrarmos o que foi afirmado acima, trataremos de alguns aspectos

sobre fatoracao efetiva.

Defini¢ao 3.1.1. Seja D um dominio de fatoragao unica e f(X) € D[X]. O
conteido de f(X) € o mdzximo divisor comum dos coeficientes de f e serd denotado
por c(f(X)). Além disso, f € dito polinomio primitivo quando o c(f(X)) é um

elemento invertivel de D.

E claro que se D ¢ um dominio de fatoracio tnica entdo f(X) = c(f(X))g(X)

com g(X) € D[X] agora um polinémio primitivo.
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Lema 3.1.2. Sejam D um dominio e f(X), g(X) € D[X] polinomios de grau menor

ou igual a n tais que f(a) = g(a) para n + 1 elementos distintos « € D. Entdo

f(X) = g(X).

Teorema 3.1.3. (Férmula de Interpolacao de Lagrange) Sejam K um corpo,

ai, ..., Q41 distintos elementos de K eby, ..., b,11 elementos quaisquer de K .Entao,
+1 -
nz:b —a1 (X—ai)...(X—anH)

(a; — al) a; —a;) .. (a; — apyq)
¢ o unico polinémio em K[X] de grau menor ou igual a n tal que f(a;) = b;, Vi €

{1,...,n+ 1}. O simbolo a significa que omitimos o fator a.

Definicao 3.1.4. Dado D um dominio de fatorac¢dao unica, a fatora¢ao em D € dita
efetiva quando existir algum algoritmo capaz de efetivamente encontrar a fatora¢ao

de todo elemento de D como um produto de fatores irredutiveis.

Notagao 3.1.5. No restante deste texto, o simbolo p(ay,...,a,) € Dlay, ..., a,)
significard que estamos avaliando o polinémio p(Xy,...,X,) € D[Xy,..., X,] em

A1y...,0n,.

Teorema 3.1.6. A fatoragao em Q[X] € efetiva.

Demonstragao: Nessa demonstracao, utilizaremos o fato de que QQ é o corpo de
fracoes de Z, que, por sua vez, é um dominio de fatoragao tnica com um nimero
finito de elementos invertiveis no qual a fatoracao é efetiva®, pelo Teorema Funda-

mental da Aritmética.

Seja g(X) € Q[X] o polindémio cuja fatoragdo queremos determinar. Entao,

9(X) = —h(X)

*Por exemplo, o crivo de Eratéstenes nos permite nao sé decidir se um dado nimero n é ou
nao primo como também, no caso de nm nao ser primo, nos leva a uma fatoracao em primos para

n. Nao estamos aqui tratando do problema “algoritmo computacionalmente viavel”.
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onde « é o minimo multiplo comum dos denominadores dos coeficientes de g(X).

Entao h(X) € Z[X] e, portanto, podemos ainda escrever

9(X) = — n(X) (3.1)
=a€cQ
sendo o’ = ¢(h(X)) de modo que, agora, g;(X) € Z[X] é também um polinémio

primitivor.

Ora, sendo g(X) e ¢1(X) associados em Q[X], encontrar uma fatoracdo em
irredutiveis para g(X) em Q[X] equivale a encontrar uma fatoragao em irredutiveis
para ¢1(X) em Q[X]. Como ¢;(X) € Z[X], pelo Lema de Gauss, procurar fatores
irredutiveis de g;(X) em Q[X] equivale a procurar fatores irredutiveis para g;(X)

em Z[X] e de grau maior ou igual a um.

Assim, vamos reduzir nossa demonstragao a Z[X]. Seja ¢1(X) € Z[X]| um
polinémio de grau r. Iremos analisar os fatores de g;(X) com grau maior ou igual a
1 e menor ou igual a r—1. Considere r elementos distintos em Z, digamos aq, . .., a,

e defina os seguintes conjuntos:
D; ={a € Z;a é um divisor de ¢1(a;)},Vi € {1,...,r}

Note que cada D; é conhecido, ja que em Z a fatoracao é efetiva e também é

finito, pois em 7Z temos finitos elementos invertiveis.

Seja G(X) € Z[X] um polindémio de grau menor ou igual a r — 1 que divide

g91(X) € Z[X], digamos ¢1(X) = G(X)L(X) com G(X), L(X) € Z[X]. Assim,
gl(ai) = G(aZ)L(aZ),W - {1, .. ,7“}

o que implica que (G(ay),...,G(a,)) € Dy X ... X D,.

'E importante mencionar que isso somente foi possivel, pois em Z a fatoracao é efetiva, assim

podemos calcular tanto o minimo multiplo comum quanto o maximo divisor comum de inteiros.
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Ora, dado um elemento qualquer (aq,...,a;) € Dy X ... X D,, pelo teorema
(3.1.3), existe um um tnico polinémio M,, . ., (X) € Q[X] de grau menor ou igual

ar—1tal que My, . (a;) =a;,Vie{l,... .1}

Dessa forma, como (G(ay),...,G(a,)) € Dy X ... x D,, pelo o que dissemos
acima, existe um tnico Mg(a,),... () (X) € Q[X] de grau menor ou igual a r — 1
tal que

Me(ay),...clan) (@) = G(a;), Vi€ {1,...,r}

o que, pela unicidade no lema (3.1.2), implica que My, . .. (X) = G(X) € Z(X).

Consequentemente, G(X) é um dos My, . o, (X) com (aq,...,a;) € Dy X ... X D,.

-----

Como existem finitos My, . (X), j4 que todos os conjuntos D; sdo finitos,
basta listéd-los todos e verificar quais deles sao fatores de ¢;(X). Se nenhum dos

Mo, .00 (X) dividir g;(X), entdo g1(X) ¢é irredutivel em Z[X].

Por outro lado, se conseguimos encontrar algum M,, . .. (X) que divida g, (X),

temos uma fatoracao para g,(X), digamos

g1 (X) = Mo, .0, (X)ga(X)

com 1 < OM,y, o0 (X)<r—1lel <0dgy(X) <r—1. Entao, continuamos o processo

para encontrar fatores préprios tanto de M,, ., (X) quanto de g2(X). No entanto,
¢ importante destacar que os fatores de My, o, (X) € g2(X) s@o também fatores

de g1(X), logo eles estao entre os M, ., (X), assim, continuamos a procura-los

entre as possibilidades de M,, ., (X).

Esse processo é finito, porque a cada etapa baixamos o grau. [ |

Resumindo, temos o seguinte algoritmo:

Dado g(X) € Q[X] cuja fatoragdo queremos explicitar, os seguintes passos de-

vem ser seguidos:
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1° passo: Denotando por o o minimo miltiplo comum dos denominadores dos

coeficientes de g(X), escreva
9(X) = ag(X)

tal que
c(a'g(X))

OK’

de modo que ¢,(X) € Z[X] é primitivo. Com isso, o é o fator de grau zero na

fatoracao de g.
Passamos, entao, a analisar a fatoracao de g(X) em Z[X].

2° passo: Supondo dg;(X) = r, escolha r inteiros distintos quaisquer aq, . .., a, €

7, e construa os conjuntos
D; ={a € Z;a é um divisor de ¢;(a;)},Vi € {1,...,r}

3° passo: Para cada (aq,...,a;) € Dy X ... x D,, determine o polinémio inter-

polador My, . (X) de grau menor ou igual a r — 1 satisfazendo M,, ., (a;) =

Oéi,ViE {1,...,7“}.

4° passo: Verifique dentre a lista de todos os possiveis M, . (X) se algum

Mo, .0 (X) divide ¢1(X) em Z[X].

Se nenhum M,, .. (X) dividir ¢;(X), entdo g¢;(X) ¢ irredutivel em Z[X] e
a fatoracao de g(X) em Q[X] ¢ simplesmente g(X) = agi(X). Caso contrério,
91(X) = My, 0. (X)g2(X) e, entdo, continuamos o processo procurando entre os
interpoladores determinados no 3° passo e que nao foram ainda testados, quais sao

divisores tanto de M, ., (X) quanto de ga(X).

Exemplo 3.1.7. Sem usar Baskhara, tentemos chegar a fatoragao de

4 1
X)=X?+-X— -
9(X) + F
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Aplicando o 1° passo chegamos a

1
g(X) = = (5X2 +4X —1)
N’

M 91(X)

jéd que ¢(bX?+4X —1) = 1. Agora vamos encontrar os fatores nao constantes G(X)
de ¢1(X) tais que 0G(X) < 2 —1 = 1. Pelo 2° passo, como Jg; = 2, precisamos
escolher dois valores inteiros quaisquer. Neste exemplo, escolhemos a; = 0 e as = 1.

Logo,

Dy g(Q)=-1 { divisores de -1 } = {—1,1}
D, E1(L)=8 { divisores de 8 } = {—1,1,—-2,2, 4,4, 8,8}

Assim, temos 16 possibilidades para o interpolador de Lagrange. Para cada

{b1,b2} € Dy x Do, por (3.1.3), temos que
Mbl,bz(X> = bl(l - X) + b2(X)

é 0 unico polinoémio em Q[X] de grau um tal que M, p,(a;) = b;, para i € {1,2}.

Ao testar o par {1,2} € D; x D, temos que M;2(X) = X + 1 que é um fator
de g1(X). Dessa forma, dividindo g; (X)) por M; »(X) encontramos o outro fator de

91(X), chegando a fatoracao

4 11
g(X):X2+5X—5:5(X+1)(5X—1)

Exemplo 3.1.8. Seja
g(X)=X*-3X +1

Jd sabemos, pela Introdugao, que este polinomio possui trés raizes reais e, por

(2.2.2), temos que g(X) € irredutivel em Q[X]. Vamos verificar esta irredutibilidade

pelo método da fatoracao efetiva.
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Neste caso, como ¢g(X) € Z[X] e é mdnico, pelo 1° passo temos que o = 1 e

Queremos agora encontrar os fatores de g(X) ndo constantes e com grau menor

ou igual a 3-1=2. Escolhemos a; = —1, ao = 0 e ag = 1 e construimos os conjuntos

p, 2= { divisores de 3 } = {—1,1,-3,3}
D, s { divisores de 1 } = {—1,1}

D; s { divisores de -1 } = {—1,1}

Dado {b1, by, b3} € Dy x Dy x D3, por (3.1.3), temos que o polinémio interpolador
de My, p, 1, (a;) = b;, para i € {1,2,3} é dado por

X(X - 1)
2

X(X +1)

My, 65 (X) = b 5

+by(X +1)(X — 1) + b3
Assim, temos 16 possibilidades para o interpolador de Lagrange.

M11(X) = 2X?2 -1
My 1 4(X)=—-X2—X+1
Mg 1(X)=X>—X—1
Ml,fl,l(X> =1
M i:(X)=X?+X-1
M_y_1_1(X)=—2X2+1
M_y1,4(X)=-1
My 1(X)=-X?+X+1
Msp1(X)=3X2-X —1
Ms_1 _1(X)=—2X+1
Msy _1(X)=2X2-2X —1
Ms_11(X)=X>—X+1
M_311(X)=2X -1
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M3 1 1(X)=-3X>+X+1
M_3,17_1(X) =-X’+X -1
M,g’,Ll(X) = —2X2 + 2X + 1

7

Ao testarmos todos polindmios My, p, 4,(X) vemos que nenhum My, 4, 4, (X) ¢

fator de g(X). Dessa forma, g(X) é, de fato, irredutivel em Q[X].

Teorema 3.1.9. Se K é um corpo tal que a fatora¢ao em K[X] € efetiva entao a
fatoracao em K[Xq,...,X,] também € efetiva.

Demonstracao: Seja h(Xy,...,X,) € K[X1,...,X,] em > 0h(Xy,...,X,). Va-

mos substituir X; por 7™ para todo i € {1,...,n}. Assim,

Xo—Tm

X, —s T

Consequentemente,

n—1

n—1
aX . X, e aT T O = g teemdeanm (3.3)

Como m > 0h(Xy,...,X,), temos que cada parcela de h(X7,...,X,) tem grau
menor do que m; em particular, m > «;,Vi € {1,...,n}. Assim, o expoente de
T em (3.3) estd expresso em base m (sabemos que todo nimero natural pode ser
-1

expresso em base m, isto é, se escreve unicamente da forma y; +yom+. .. +y,m"

com 0 <y; <m — 1 paratodoi € {1,...,n} para algum n € N*).

Logo, dois monomios distintos do tipo X;** ... X,*" e X, X,Pr dardo ori-
—1 —1 . A .
gem a Tortazmttanm™0 o Phitfamt.+6.m 0 og quais tém necessariamente graus

distintos, devido a unicidade da representacao de um nimero em base m.
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Com tais consideragoes, denotando por h*(T) o polinimio obtido a partir de

h(Xy,...,X,) pela substituigao (3.2), vemos que toda fatoracao nao trivial
h,(Xl, RN 7Xn) = gl(Xla RN 7Xn)92(X17 Ce ,Xn)

(isto é, dg1(X) > 1 e 0go(X) > 1) para h(Xy,...,X,) dd origem a uma fatoracao
nao trivial de h*(T'), digamos, h*(T) = ¢;(T)g3(T).

Mas, por hipdtese, h*(T') pode ser efetivamente fatorado em fatores irredutiveis.
Reciprocamente, uma vez fixado m > 0h(Xy, ..., X,), todo polinémio ¢*(T) pode

ser visto como o transformado de um tnico polinomio g(Xj, ..., X,).

Passamos entao a considerar todas as possiveis fatoragoes nao triviais de h*(7)
em dois fatores h*(T') = hy(T)ho(T) que é, por hipdtese, um processo finito. Note
que Ohy(T),0he(T) < m" e, assim, hy(T") e ho(T") correspondem a dois polindmios
91(X1,..., X)) e go(Xy, ..., X,), respectivamente, univocamente determinados de-

vido & substitui¢ao anterior. Ou seja, hi(T) = g1*(T) e ho(T) = g2*(T).

Uma vez obtida a fatoragao h*(T') = hy(T)ho(T) = ¢1*(T) g2*(T'), vamos verificar
se

h(Xl, Ce ,Xn) = 91<X1, Ce ,Xn)gg(Xl, e 7Xn) (34)

ou ndo. Uma pergunta que surge é: fazendo esse processo, nao segue diretamente
que ¢1(X1,...,X,) e g2( X1, ..., X,,) sdo fatores de h(Xy,...,X,)? A resposta é
nao e sera dado um exemplo disso no final da demonstracao. Se a igualdade nao
ocorrer para nenhuma fatoracao de h*(7") entao podemos concluir que h(X7, ..., X,)
é irredutivel, uma vez que, se existisse outra fatoracao para h(Xi,...,X,), essa
fatoragdo geraria uma nova fatoragao para h*(7") entdo ocorreria a igualdade (3.4)

para alguma fatoracao de h*(7T).

Por outro lado, se h(Xy,..., X,) = ¢1(X1, ..., Xn)g2(X4, ..., X,) basta repe-

tirmos o mesmo processo, agora trabalhando com ¢;(Xy,...,X,) e g2( Xy, ..., Xp).
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Logo, apdés um numero finito de etapas, teremos efetivamente encontrado uma fa-

toragao de h(Xy,...,X,) em fatores irredutiveis, o que mostra que a fatoragdo em

K[Xy,...,X,] é efetiva. |

Exemplo 3.1.10. Uma vez encontrada uma fatoragio h*(T) = hy(T)he(T) =
91" (1) g2*(T") onde hi(T') e ho(T') sdo, respectivamente, os transformados de
g1(Xq,..., X)) e go(Xy, ..., X,) nao temos necessariamente que ¢1(X1,...,X,) e
g2(X1, ..., X,) sao fatores de h(Xy,...,X,).

De fato, tomemos h(X1, X5) = X1 X5* e m = 10. Entdo,
B (T) — Tl43m m=10 T3+mpstm gr (T)g;(T)

onde g1 (X1, X») = X3X, e g2(X1, Xy) = X:%X,, que claramente néo nos fornecem
uma fatoracdo para h(X1, Xs) = X1 Xo®.

3.2 Calculo do Grupo de Galois

Para o célculo do grupo de Galois de um polindémio f(X) € Q[X], precisamos do
Teorema Fundamental sobre Polindmios Simétricos, pois ele sera 1til para podermos

garantir o cédlculo efetivo de alguns polinomios.

Definicao 3.2.1. Seja L : K wuma extensao e uy,...,u, € L. Dizemos que
Uy, ..., U, SG0 algebricamente independentes sobre K se para qualquer polinomio
f(X1,...,X,) € K[Xy,...,X,] aigualdade f(uq,...,u,) =0 s6 ocorre se todos os

coeficientes de f sao nulos, ou seja, se f € o polinomio identicamente nulo.

Definigao 3.2.2. Seja K um corpo. Um polinémio em n indeterminadas p(T4,...,T,) €
K[Ty,...,T,] € dito simétrico se qualquer permutacio de suas indeterminadas o

mantém inalterado:

p(Ta(l), - ,Ta(n)) = p(Tl, ... ,Tn),VU €S,
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Lema 3.2.3. Seja K um corpo e Ty, ..., T, indeterminadas algebricamente inde-
pendentes sobre K. Todo polinomio p(1h,...,T,) € K[T,...,T,] simétrico de grau

um € necessariamente da forma a(Ty + ...+ T,) +b.

Demonstragio: E claro que p(Th,...,T,) = a(Ty + ...+ T,) + b é um polinémio
simétrico de grau um.
Reciprocamente, dado um polinémio simétrico p(71,...,T,) de grau um, temos

que

p(Ty,....T,)=aTh +...+a, T, + b

Sejai # j com i,7 € {1,...,n}, entdo tomemos a permutagao que troca T; por
T; e as demais indeterminadas continuam inalteradas. Entao, como p(13,...,T,) é

simétrico, temos que
o(Ty,. . Tho Ty To) = p(Thy . Ty Th . T
Logo, (a; — a;)T; + (a; — a;)T; = 0, o que implica que a; = a; = a,Vi # j.

Portanto,

p(Th,....,T,)=a(Th +...T,,) + b

Definicao 3.2.4. Sejam K um corpo e Ti,...,T, indeterminadas sobre K. Os

polinomios
Slle—l——f-Tn
= Y 1
1<i<j<n
Sn = T;
1<i<n
sao ditos polinomios simétricos elementares de Ty, ..., T,.
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Como motivacao para o Teorema Sobre Polindmios Simétricos, observe o se-

guinte exemplo: seja
p(T1, T5, T3) = TV I T + TV Ty + TV IR T5°
que é simétrico em 17, Ts, T5. Entao,
T Ts + TV T + Ty Ty Ty = (1) + Ty + T3) TV To T = S1.595
Note que o polinomio acima, quando analisado como um polinomio em T3, ou

seja,

p(Ty, Ty, T3) = (TV*Ty + ThTo*) T3 + (TyT3) T3

tem como coeficientes polindomios simétricos de K[11,75]. De fato, isso ocorre sem-

pre, como nos mostra o lema a seguir.

Lema 3.2.5. Seja K um corpo e p(Th,...,T,) € K[T1,...,T,] simétrico. Entao

os coeficientes de p(1y,...,T,) € K[T1,...,T,1][T,] sdo polinémios simélricos de
KI[Ty, ..., Toil.
Demonstracao: Considere p(Ti,...,T,) como um polindémio pertencente a

K[Ty,...,T,-1][T,] de grau r. Entao,
p(Ty, ..., 1) = @o(Th, ..., T )T+ o1 (Th, ..., T )T (T, . T y)

sendo que 0p; (11, ..., Th—1) < jouy;(Th,...,T,—1) = 0paratodo j € {0,1,...,r}.

Suponhamos que exista um j € {0,1,...,r} tal que ¢;(T1,...,T,—1) nao é

simétrico em K|[T1,...,T, 1], isto é, existe uma permutacao das indeterminadas
Ty,...,T,—1 que nao mantém ¢;(71,...,T,_1) inalterado.
Ora, toda permutacao o de 17, ...,T,,_1 pode ser estendida a uma permutacao 7

de Th,...,T,-1, T, de forma que 7(7T;) = o(T;) parai € {1,...,n—1} e 7(T},) = T,.
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Dessa forma, se 7 denota a extensao de ¢; entao é uma permutacao de K[11, ..., T,]
que nao mantém p(71,...,T,) inalterado, o que contraria o fato de p(Ti,...,T})

ser simétrico.

Portanto, os coeficientes de p(Ty,...,T,) € K[Ti,...,T,|[T,] sdo polinémios
simétricos de K[T1,...,T,1]. [ |

Outra propriedade a ser utilizada sobre polinomios simétricos e de facil cons-
tatacao é que a soma de polinémios simétricos é um polinomio simétrico.

Apresentamos a seguir a relagao entre as raizes de um polinomio e os polinomios

simétricos.

Lema 3.2.6. (Relagoes de Newton-Viete) Seja f(X) = ag X" +a; X" ' +.. .+

an1X +a, ex,...,T, suas raizes. Entao
ay
——=S5=z1+...+z,
Qo
45)
— = Sg = E Tl
Qo

1<i<j<n

a

Qg ) )
1<i1 <. <ig<n

Qp
(-1)"—=S,=z1...2,
ao
onde Sy, ...,S, sao os polinomios simétricos elementares de x1,...,x,.

Teorema 3.2.7. (Teorema sobre Polinémios Simétricos- Parte I) Seja A

um anel comutativo e sejam Ty, ..., T, indeterminadas sobre A. Seja

g(Tl, Ce ,Tn) = Z bjl...jnlel . Tnjn c A[Tl, e ,Tn]

J1yeeesdn
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um polindmio simétrico em T;, Vi € {1,...n}.

Entao existe um polinomio que pode ser efetivamente encontrado,
h(S1,...,Sn) € AlS1,...,5S]

cujos coeficientes sGo combinagdes lineares inteiras dos coeficientes de g(11, ..., T,)
(ou seja, os coeficientes de h(Sh, ..., S,) sao da forma Y aj,. ; bj,. . comaj . . €

Z) e tal que g(T1,...,T,) = h(S1,...,5h).

Demonstracao: A prova farda uso de inducao tanto no nimero n de variaveis
quanto no grau k de g(Ty,...,T,).
Para n = 1, basta tomar h(T}) = g(71), pois S1 = T} e ja teremos g(17) =

h(Ty) = h(S1) e, mais, h(S7) possui os mesmos coeficientes de g(77).

Suponhamos que o teorema seja valido para qualquer polinomio simétrico em
n — 1 variaveis. Vamos mostrar o resultado para um polinomio simétrico em n

varidveis. Para tal, usamos agora inducao sobre o grau de g(71,...,T),).
Note que se g(T1,...,T,) é simétrico e tem grau menor ou igual a 1 entao pelo
lema (3.2.3) necessariamente ele é da forma

9(Th,....Ty) =ar(Ti + ...+ T,) + ao

com aj,ap € A (pois g(Th,...,T,) é simétrico em T;,Vi € {1,...,n}). Assim,
tomando h(T1,...,T,) = a1y + ag temos que g(11,...,T,) = h(S1,...,S,) e, note

que, h(S,...,S,) tem os mesmos coeficientes de g(71,...,T},).

Suponhamos que o teorema seja valido para todos os polinomios simétricos em
n variaveis que tém grau menor que k. Vamos mostrar que ele é valido também

para polindmios simétricos a n indeterminadas e de grau k.

Seja g(T4,...,T,) um tal polinémio. Consideremos ¢(71,...,7,) como um po-
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linomio de A[Ty, ..., T, 1][T,] :

9Ty, .. ) = do(Ths oo, T )T + 0 (Th, o Ton) T 4 (T - T)

(3.5)
sendo que 0¢;(T1,...,T,—1) < jou¢;(T1,...,T,-1) = 0paratodo j € {0,1,...,k}.
Como ¢(Ti,...,T,) é um polinémio simétrico em T;,Vi € {1,...,n}, pelo lema
(3.2.5) temos que ¢; (T4, ..., Ty-1), Vi € {0,1,..., k} é também simétrico em T}, Vi €
{1,....,n—1}.

Para cada 1 < j <n—1, defina (S;)o = (5;)o(11,...,Ty) :== S;(T1,...,T,-1,0),
que, portanto, sao exatamente os polinomios simétricos elementares das varidveis
Ty, ..., 1.

Se ¢p(Th,...,T,—1) = 0 entao T, divide ¢(T3,...,T,) e como ¢(T1,...,T,) é
simétrico em T, ..., T, temos que T; divide g(T},...,T,) para todoi € {1,...,n},
ou seja,

g(Ty,....T,) = Spg(Ty, ..., T,)
com g(Ty,...,T,) € A[ly,...,T,] simétrico e de grau menor ou igual a k — n.

Assim, usando a hipotese de indugao sobre k, podemos efetivamente encontrar um

polinémio hy(T1,...,T,) € A[Ty,...,T,] tal que
G(Th, ..., T) = ha(Si, ..., S) (3.6)

com grau menor ou igual a k—n e cujos coeficientes sao combinagoes lineares inteiras

dos coeficientes de g(7171,...,T,).
Assim, g(11,...,T,) = Spha(S1,...,S,). E, portanto, o polinomio
WTh, ...\ Ty) = Toho(Th, . ... Tp)
satisfaz as condigoes do teorema.

Se ¢p(Ty,...,Tn_1) # 0 entdo pela indugao feita no nimero de geradores po-

demos encontrar efetivamente um polinomio hy(Ty, ..., T, 1) € ATy, ..., T,_1] tal
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que
Or(Thy .., Th1) = ha((S1)os - -+, (Sn—1)o) (3.7)

com grau menor ou igual a k e cujos coeficientes sao combinagoes lineares inteiras

dos coeficientes de ¢p(Th, ..., T, _1).

Definido o polinémio hy(Ty, ..., T,_1), consideramos a seguir polinémio
gl(Tlp . ,Tn) = g(Tl, [P ,Tn) - h1<Sl, ceey Sn—l) (38)
Assim, 0gq(T1,...,T,) < k e é simétrico em T1,...,T,. E, ndo obstante a isso,

utilizando as equagoes (3.5),(3.7) e (3.8),temos que T,, divide ¢1(7T1,...,T,), j& que
gi(Th, ..., Th-1,0) = 0.

Utilizando o mesmo raciocinio, devido ao fato que ¢1(7},...,T},) é simétrico em
Ti,...,T,, temos que T; divide g;(71,...,T,) para todo i € {1,...,n}, ou seja, S,
é um fator de ¢;(71,...,T,). Entao,

91(T17 e ,Tn) == Sng(Tl, N ,Tn) (39)

com g(Ty,...,T,) € A[Ty,...,T,] simétrico e de grau menor ou igual a k — n.
Assim, usando a hipotese de inducao sobre k, podemos efetivamente encontrar um

polinémio hy(T1,...,T,) € A[Ty,...,T,] tal que
§(T1,...,Tn):hg(Sl,...,Sn) (310)

com grau menor ou igual a k—n e cujos coeficientes sao combinagoes lineares inteiras
dos coeficientes de g(711,...,T,).

Assim, temos:

3.8 .
g(Tl, Ce ,Tn) (:) 91(T1, e 7Tn) + hl(Sl, . 7Sn—1) =

Sng(Th, ..., T,) + hi(S1,...,Sn-1) =
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Spha(Sh, ... S) 4+ hi(Shy. .., Sn_1)

cujos coeficientes, por construcao, sao combinagoes lineares inteiras dos coeficientes

de g(Tl, R ,Tn>.
Portanto, o polinomio
h(Tl, .. >Tn) = hl(Th ... ,Tnfl) + TnhQ(Tl, ce 7Tn)

satisfaz as condigoes do teorema. [ |

A demonstragdo acima nos garante um algoritmo para encontrar uma repre-

sentacao de um polindomio simétrico, como veremos a seguir.

Resumindo, temos o seguinte algoritmo:

Consideremos n o nimero de varidveis e k o grau total do polinomio simétrico
g(Ty, ..., T,) que queremos expressar em fungao dos polinémios simétricos elemen-

tares.
1° passo: Se n = 1 entdo S =T} e teremos g(T1) = g(S1).

2° passo: Sen > 1, olhamos g(71,. .., T,) como um elemento de A[Ty, ..., T,_1][T,):
9T, 1) = do(Thy .. To)) T 41 (Th, . T )T+ (T, Tn)

Se ¢p(Th,...,T,—1) =0 entao T1,...,T, é fator de g(11,...,T,). Logo,

g(Tl,...7Tn) :Tl...Tn§<T1,...,Tn)
Sn

e repetimos o processo para g(711,...,7},), que é também um polinémio simétrico.
Defina (S])D = (Sj>0(Tl7 c. 7Tn) = Sj(T], c. 7Tn—17 0)
Se ¢(Ty, ..., T—1) # 0 escreva ¢(T4,...,T,-1), que pelo lema (3.2.5) é um
polinomio simétrico em n — 1 indeterminadas, como um polinémio nos polinomios

simétricos elementares, encontrando efetivamente um polinémio hq (731, ...,T,-1) €

AlTy, ..., T, 1] tal que
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d)k(Tl; . 7Tn—1) = hl((Sl)07 ey (Sn_1>0)

com grau menor ou igual a k e cujos coeficientes sao combinacoes lineares inteiras

dos coeficientes de ¢y (T4, ..., T_1).

3° passo: Considere

91(T1, cee 7Tn) = Q(Tb cee ,Tn) - hl(‘sh .- -aSn—l)

que certamente é divisivel por 177 ...T, = .5,,.

Escreva ¢1(T1,...,T,) = S,g(11,...,T,) e repita o processo para g(11,...,T,)
que continua sendo simétrico e tem grau menor do que o grau de g;(71,...,T},).

Vamos, assim, encontrar hy(T1,...,T,) € A[Ty,...,T,] tal que
9(Th, ..., T,) = ha(St, ..., Sn)

com grau menor ou igual a k—n e cujos coeficientes sao combinacoes lineares inteiras

dos coeficientes de g(T7,...,T,).
4° passo: O polinomio
h(Ty,....T,) = h(Th,..., Tho1) + Thho(T1,...,Ty)
é tal que g(T1,...,T,) = h(S1,...,Sn).
Exemplo 3.2.8. Vamos aplicar o algoritmo acima para o polinomio
9(T1, T3, Ts) = (T — To)* + (To = T3)* + (T3 — Th)?

=21+ T +T5° — TWTy — ToTy — T3TY)

Claramente g(7,73,T3) é simétrico em 17,75, T3. Olhando g(71,75,73) como

um polinomio em 75, temos

9(T1, T2, Ts) = 2T5% — 2(To + T) T3 + (2107 + 215% — 210 T) (3.11)

¢2(T1,12)
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O préximo passo entao é expressar o polinémio (simétrico) ¢o(74,T) em ter-
mos dos polinomios simétricos elementares a duas indeterminadas. Dessa forma,

olhando-o como um polinomio em 75, temos

¢2(T1, 1) = 21 — (21)T5 + (2T12)
—
w2(T1)

E ¢o(T1) = ¢2(S1) com Sy o polindémio simétrico elementar da indeterminada T3
(ou seja, S; = T1). Agora, considerando Sy, Ss 0s polinomios simétricos elementares

de T1,T5, temos
g1(T1, Ts) = ¢o(T1, Tz) — 02(51)

= 210% 4 2T — 20Ty — 2(T) + Ty)? = —6T\ Ty = —6,

De modo que ¢o(T}, Ty) = 25,% — 65,.

Repetimos agora este iltimo passo para (3.11), considerando Sj,Se como os

polinomios simétricos elementares de 14,715, T5.
g (T, T»,T3) = g(T1, T, T3) — 251> 4+ 65, =
2Ty — 2Ty Ty — 2T, T5+2T1* 4+ 215 — 2T\ Ty — 2(T1 + 1o+ 13 )? +-6(Ty To + To T+ T, T3) = 0
Logo, g(Ty, Ty, Ts) = 251 + 6S,.

Teorema 3.2.9. (Teorema sobre Polinémios Simétricos- Parte II) Seja D

um dominio e sejam X, Z1,..., Zm, 11, ..., T, indeterminadas sobre D. Seja
f(X)=a X" —a; X" '+ ...+ (=1)"a, € D[X]

com ag invertivel em D, um polinomio com raizes x1,...,T, no fecho algébrico do

corpo de fragoes de D. Seja

G(Zh RN} Zma T17 v 7Tn) = Z/Bil,...,im,jh...,jnZlil oo Zmimlel cee Tn]n
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um polinomio em D[Zy, ..., Zy, T1, ..., T,] simétrico em Ty, ..., T,.

Entao, G(Z1,..., Zm,T1,-..,xn) € D[Z1,..., Zy] cujos coeficientes podem ser

ai an

efetivamente expressados como fungoes polinomiais nos [3;, . B,

cosbmyJ1yeedn

sobre Z. Em outras palavras, se f for monico (caso que sempre poderd ser consi-
derado se D for um corpo) os coeficientes de G(Zy, ..., Zm,x1,...,2,) podem ser
expressos como fungoes polinomiais nos coeficientes de G e de f com coeficientes

em 7.

Demonstragao: Vamos considerar
G(Zv,.. ZwThy . T0) = Bjyou(Zs o Z) TV T

como um polinémio de D[Zy, ..., Z,][Th,. .., ]

Pela parte I (Teorema (3.2.7)), podemos calcular efetivamente um polinomio
H(Zl,...,Zm,Sl,...,Sn) € (D[Zl,,Zm])[Sl,,Sn]

cujos coeficientes sao fungoes polinomiais nos coeficientes de G (pertencentes a

D|Zy,...,Z,]) e nos Sy,..., S, sobre Z e é tal que

G(Zl,...,Zm,Tl,...,Tn>:H(Zl,..-,Zm,Sl,...,Sn)

Assim, avaliando em T; = x;,Vi € {1,...,n} e fazendo uso das relagoes de Viete

(3.2.6), temos que

G(Zrs o Ty, osan) = H(Z, oo Zo 2,0
Qo ao

cujos coeficientes podem ser efetivamente expressados como fungoes polinomiais nos

coeficientes de G e nos Z—é, e Z_Z sobre Z. Além disso, note que
aq a
H(Zy, ..., 2y — ..., —) € D[Z1,..., Zn)
ao Qo
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Definicao 3.2.10. Seja L : K wuma extensao de corpos. Definimos o grau de
transcendéncia da extensao L : K que serd denotado por trdegx L como a maior

cardinalidade de um subconjunto S de L algebricamente independente sobre K.

Teorema 3.2.11. Sejam M : L e L : K duas extensoes de corpos. Entao,

trdegg M = trdegr, M + trdegy L

Demonstracgao: Suponhamos que trdeg, M = s, sendo Yi,...,Y; € M os elemen-
tos algebricamente independentes sobre L e que trdegx L = n, sendo X4,..., X, € L
os elementos algebricamente independentes sobre K. Primeiramente, vamos mos-
trar que o conjunto {Yy,..., Y, X3,...,X,} € M é algebricamente independente
sobre K.

Se nao fosse, terfamos uma relagao algébrica nao nula destes elementos sobre K,
logo sobre L, dos elementos de M que sao algebricamente independentes sobre L, o
que nao ocorre, entao todos os coeficientes dos termos que envolvem os elementos
de L sao nulos. Ou seja, denotando por f;(Y7,...,Y;) os distintos monomios nos Y;
nesta relacao algébrica, temos

0= Zfl(i/laanz\gl(Xla7XnZ

~~
GK[Yhvas] GK[le-”vXn]gL

o que implica que ¢;( X7, ..., X,) = 0 para todo i. Assim, encontramos uma relacao
algébrica sobre K dos elementos Xi,..., X, que foram supostos algebricamente
independentes sobre K, logo todos os coeficientes dso g; devem ser nulos, o que nos
mostra que o conjunto {Y3,...,Ys, Xi,..., X,,} € M ¢ algebricamente independente

sobre K.

Temos que mostrar agora que M é algébrico sobre K (X7, ..., X,,, Y7, ..., Ys). Te-
mos, por hip6tese, que L é algébrica sobre K (X7, ..., X,,) e que M é algébrica sobre
L(Y1,...,Ys). Entao

alg

al
M 2 L(}/ha}/;) Qg K(XhaXn)(}/h?}/;) = K(Xh"‘aXna}/lv 7}/:3)
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Logo, M é algébrico sobre K (Xj, ..., X, Y, ..., Ys) e o teorema segue. [ |

Corolario 3.2.12. Sejam Ti,...,T, elementos algebricamente independentes so-
bre K e xq,...,x, algébricos sobre K. Entao T},...,T, sao ainda algebricamente
independente sobre K(xy,...,,).

Demonstracgao: Para isso, basta mostrarmos que

trdegg (e, K (21, ... 20)(Th, ..., T,) = n

Por hipétese temos que trdegx K(x1,...,x,) = 0 e que trdegx K(T1,...,T,) =

n.
Pelo teorema anterior, considerando os corpos
K CK(xy,...,o,) C K(x1,...,20,Th,...,Ty)
temos
trdege K (x1, ..., 20,11, ..., T,) = trdegk ..oy K (21, ... 20, 11, ... 1)
Por outro lado, considerando os corpos
K CK(T,...,T,) C K(zy,...,xn,T1,...,T})
temos

trdeg K (1, ..., 20, 11,...,T,) =
trdegg(r,,..ty K (21, .. 20, Th, ... T,) + trdege K(Th, ..., T,) =n
pois trdegi (.. K (21, ..., 20,11, ..., T,) = 0.
VK (@1, 20)(Th, .., T) = n. |

Assim, trdegi (q,.,...

n

Vejamos agora o que os resultados até aqui mencionados nos ajudam no célculo

do grupo de Galois da extensao X ¢(K) : K sob determinadas condi¢oes. Lembremos
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que o objetivo dessa se¢ao é mostrar que dado f(X) € Q[X]| podemos encontrar o
grupo de Galois de f sobre @, o que serda uma consequéncia imediata do seguinte

teorema:

Teorema 3.2.13. Seja K um corpo e seja f(X) € K[X]| um polinomio separdvel
sobre K. Seja S,, o grupo das permutagoes do conjunto das raizes {xy,...,x,} de
f(X) (raizes que nao sao conhecidas em geral e que podem ter multiplicidade maior

do que um, em geral). Sejam T, ..., T, indeterminadas sobre K e seja
t:T1$1+...+Tn$n

Entao

(i) Gal(E4(K) : K) = {0 € Sp;Tho(z1) + ...+ Tho(x,) € um conjugado de t sobre
K(Ty,...,T,)};

(17) Se a fatoragio em K[X] é efetiva entdo para todo o € S,, € possivel reconhecer
se Tvo(x1) + ...+ Tho(x,) € um conjugado de t sobre K(T4,...,T,), ou nao (isto

€, € possivel reconhecer se o € Gal(X4(K) : K) ou ndo).

Reducao:

Antes de demonstrarmos esse teorema, observamos que podemos supor, sem
perda de generalidade, que as raizes de f(z) sdo todas distintas. De fato, se a

fatoragao em K[X] é efetiva, podemos efetivamente calcular

f(X) = [(X) . fr(X)

onde f1(X),..., f-(X) sdo polinémios irredutiveis distintos. Se tomarmos

f(X) = A(X) .. fr(X)

temos que f(X) e f(X) possuem as mesmas raizes, de tal forma que ¥, (K) =

Y7#(K) e, portanto, Gal(¥;(K) : K) = Gal(¥7(K) : K).
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Como f(X) é separavel sobre K, por hipdtese, temos que todas as raizes de
f(X) tem multiplicidade igual a um. Portanto, podemos trabalhar com f(X), ou

seja, podemos supor que todas as raizes de f sao distintas.

Note que, como consequéncia desse teorema, teremos que para qualquer po-
linomio f(X) € Q[X] sempre poderemos encontrar Gal(X;(K) : K), uma vez que

em Q[X] a fatoracao é efetiva e todo polinémio f(X) € Q[X] é separavel sobre Q.

Agora, veremos alguns lemas que serao uteis para provar o teorema acima.

Notacao 3.2.14. No que seque, dado f(X) € K[X]| separdvel sobre K e sendo
x1,...,%, todas as suas raizes, vamos denotar por S, o conjunto das permutagoes

de x1,...,x,. Assim, cada o € S, induz naturalmente um K-automorfismo de

Gal(3X¢(K) : K), uma vez que Lp(K) = K(z1,...,x,).
Continuaremos a denotar por o o automorfismo induzido por o € S,:

. <f(:p1,,mn)) ~ f(@e@)s - Ta(ny)

g(xl,...,xn) - g(xa(l)w-'axa(n))

Fizadas n indeterminadas Ty, ..., T, algebricamente independentes sobre K (e
portanto sobre K(x1,...,x,), pelo coroldrio (3.2.12)) cada K-automorfismo o de
Y(K) = K(x1,...,2,) induz de maneira natural um K(Th,...,T,)-automorfismo

de K(xq,...,xy,Th,...,T,) que passamos a denotar por @ e que € tal que

Lema 3.2.15. Sejam K um corpo, f(X) € K[X] separdvel sobre K e {xy,...,x,}
suas raizes que vamos supor todas distintas. Sejam Ty, ..., T, indeterminadas alge-
bricamente independentes sobre K. Entdo, com a notac¢ao (3.2.14) e considerando
f também como um polinomio de K(x1,...,x,,T1,...,T,)[X], temos

(i) 0 € Gal(X4(K) : K) <= 7 € Gal(Xy(K(Th,...,T,)) : K(T1,...,T,)). Em

outras palavras, podemos continuar denotando @ por o;
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Ainda, definindo
t=Txi+... Tz,

temos

(17) t € algébrico sobre K(Ty,...,T,) et é um elemento primitivo da extensao
K(zy,...,x,,Th,....T,)  K(TY,...,T,);

(i7i) 0 € Gal(X¢(K(Th,...,Ty)) : K(Th,...,T,)) <= o(t) € um conjugado de t
sobre K(Ty,...,T,).

Demonstracao: (i) E claro, devido a definicao de & apresentada na notagao

(3.2.14).

(17) De fato, como a extensao K (x1,...,2,, Th,...,Ty) : K(Th,...,T,) é algébrica,
ja que x, ..., x, sdo algébricos sobre K, et € K(xy,...,z,,T1,...,T,) temos que

t é algébrico sobre K(T1,...,T,).

Além disso, temos que ¢ é um elemento primitivo da extensao K (1, ..., 2,, 11, ..., T,) :
K(Ty,...,T,).
Como x1,...,x, sao raizes de f(X) que é um polinémio separavel em K[X] C

K(T,...)[X], temos que Py, k(1,,.. 1,) sS40 separaveis sobre K(T1,...,T,)[X].

Sejam o7, . . ., 0, todos os possiveis K-automorfismos diferentes de K (xy, ..., z,).
Como ja foi falado, podemos estender esses automorfismos até automorfismos de
K(zy,...,2,,T4,...,T,) tomando 0;(T;) = T;. Tais extensoes sao elementos do

conjunto Aut(K(Ty, ..., T,)(z1,...,x,) : K(Th,...,Ty)).

Entao oy,...,0, sd@o também todos os possiveis K(Ti,...,T,)-automorfismos
diferentes de K(Ti,...,T,,x1,...,x,). De fato, se existisse 0,1 distintos dos de-
mais, como 0,41(1;) = T; = 0;(1}), Vi € {1,...,n}, entdo terfamos encontrado

mais um K-automorfismo de K(z1,...,x,) distinto dos demais, o que nao ocorre.
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Consideremos o polinomio

pltr, . ta) = [[(toi(z) + ..+ taoi(@,) — tio(21) — ... — ooy (2,))
i#]
pertencente a K(xy,...,2,)[t1, ..., ty] € K(Th, ..., To)(x1, ..., xn)[t1, .., Lo
Como i # j, temos que cada fator de p(ti,...,t,) é diferente de zero, logo,
p(ty, ..., t,) # 0. Entao, existe (c1,...,¢,) € K(T1,...,T)(x1, ..., 20)[t1, ..., L]
tal que p(ci,...,c,) # 0. Mas note que p(11,...,T,) # 0, pois T,...,T, sao

algebricamente independentes sobre K (x1,...,z,). Logo,

o#p(Tr,.... To) = [[(o(Tiar + ... + Tozy) — 05(Taas + ... + To))
i#]

Entao, o1 (Tix1 + ... + Thxy), ..., 00 (Thixy + ... + Tpx,) s@o todos distintos.
Afirmacao:[K(Ty,...,T,)(Tvxy + ...+ Thxy,) : K(Th,...,T,)] > n

De fato, como qualquer K(T,...,T,)-automorfismo de K(Ti,...,T,)(Tix; +
.+ T,x,) associa Thzy + ... + T,x, a alguma raiz do seu polinomio minimal e
o1(Tixy + ...+ Thxy),...,00(Thixy + ... + T,x,) s@o todos distintos temos que o
polinémio minimal de ¢ sobre K(T\z1,...,T,z,) tem pelo menos n raizes, ou seja,

tem pelos menos grau n.

Além disso, temos que [K(Ty,...,T,)(x1,...,x,) : K(T4,...,T,)] = n, uma vez
que como K(Ty,...,T,)(x1,...,z,) : K(Ty,...,T,) é uma extensao finita, normal

e separavel, temos
[K(Ty,....T) (21, ... 2) t K(Th, ..., T)] =
Gal(K(Ty, ..., Ty)(z1,...,20) s K(Th, ..., )| =n
Portanto,

n < [K(Th,...,T)(Tvwy + ...+ Tyxy) : K(Th, ..., T)]
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< [K(Ty,....,To)(x1,...,x,) : K(TY,...,T,)] =n

LOgO, K(Tl, e ,Tn)(l’h c 71'”) = K(Tl, e ,Tn)(t)

(Z’H,) ( ) Como Pt|K(T1

-----

Logo,

Como o € Gal(X4(K(Ty,...,Ty)) : K(Th,...,T,)), temos que

(Z /i 2:’ ) (Z Ji %:’ ;a(t)i) = Pyk...m)(0(t))

Logo, o(t) é um conjugado de t sobre K(T1,...,T,).

(<) Sendo z,...,z, todos distintos e t = Tyzy + ...T,x,, afirmamos que,
para todo 7 € S, 7(t) sdo todos distintos. De fato, se existissem em S, 7 # T

tais que 71 (t) = 72(t), entdo o polinémio
(X1, ..., X)) = Xa(m(x1) — mo(z1)) + ... + Xpn(11 () — T2(x))

seria nao nulo em K (xy,...,2,)[Xy,...,X,] e anularia T}, ..., T, o que contraria o

fato de 17, ..., T, serem algebricamente independentes sobre K(z1,...,x,).

Seja 0 € S,,. Se o(t) é um conjugado de t sobre K(T1,...,T,) entao

ou seja, t e o(t) sao raizes do Pyx(r,,..1,)-

Além disso, no item (i7), mostramos que ¢ é um elemento primitivo da extensao

K(ml,...,xn,TI,...,Tn):K(TI,...,Tn).
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Dizer que 7 € Gal(K(Ty,...,T,)(t) : K(T,...,T,)) significa que 7 permuta

as raizes de Py (1, 7,), temos que existe

..........

T € Gal(K(Ty,...,T,)t) : K(Th,...,T,)) tal que 7(t) = o(t). Mas

Gal(K(Ty,...,T)(t) : K(Tv,...,T,)) = Gal(Sp(K(Ty,...,T,)) : K(Th,...,T,))

Logo, existe 7 € Gal(X¢(K(Th,...,T,)) : K(T1,...,T,)) tal que 7(t) = o(t).

Como 7(t) sao todos diferentes para toda permutagao em S, temos que 7 = o

e, assim, 0 € Gal(X;(K(Th,...,T,)) : K(Th,...,T,)). |
Introduzimos agora um outro automorfismo de K (z1,...,x,,T1,...,T,). Deno-
taremos por op a permutacao do conjunto {71,...,7,} dada por op(T;) = Ty).
Como provamos em (3.2.12), Ti,...,T, sao algebricamente independentes sobre
K(xy,...,2,), assim podemos estender naturalmente a permutacdo or até um
K(xq,...,x,)-automorfismo de K(x1,...,z,,T1,...,T,). Assim,

or(Ty) = Ty € op(x;) = x4, Vi, ou s€ja, 07| k(zy,..an) = 1K (21,....00)
Notagao 3.2.16. Para os proximos resultados denotaremos por
H(X)e K(Ty,...,T,)[X]
o polinomio minimal de t sobre K(T,...,T,). Note que, afinal,
H(X)=H(T,...,T,,X) e K[Ty,...,T,, X]

Lema 3.2.17. Nas mesmas condicoes do lema anterior, temos

(i) o(t) = Thvweq) + - .. + Tao@my € um conjugado de t sobre K(T1,...,T,) <=
or(t) = Toma1 + ... + Ty € um conjugado de t sobre K(Ty,...,T,);

(17) orp(t) € um conjugado de t sobre K(1y,...,T,) <= or(H(T},...,T,, X)) =
H(Ty,...,T,, X);
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Demonstracao: (i) Como Gal(X/(K(Ty,...,T,)) : K(T4,...,T,)) é um grupo,

pelo lema (3.2.15), temos que,

o(t) é um conjugado de t sobre K(Ty,...,T,) <=
o€ Ga(XyK(T,....T,)) : K(Ty,...,T,)) <
ot e Ga(ZHK(Ty,...,Ty)) : K(Th,...,T,)) <

o~ 1(t) ¢ um conjugado de t sobre K(T1,...,T},)
Por outro lado, temos que

o (t) =Tio Hzy) + ...+ Tho Hzy) = Thizo-10) + - .. + TnZo-1(n)
=Toer0)Tomr) + -+ Loem1 ) To1(n) =
O'T(Tg—l(l)xg—l(l) + ...+ Ta—l(n)$g—1(n)> = O'T(t)

Portanto, o(t) é um conjugado de t sobre K(11,...,T,) <= or(t) é um conju-
gado de t sobre K(T1,...,T,).

(77) Temos que H(Ty,..., T, X) = (X —t)H (T}, ...,T,,X), onde

(X—t),H1<T1,...,Tn7X) GK(Tl,...,Tn,ZL'l,...,.flj’n)[X]

Como op é um K(z1,...,x,)-automorfismo de K(z1,...,x,,T1,...,T,), temos
que

O'T(H(Tl, N ,Tn,X)) = (X — O'T(t))O'T(Hl(Tl, ce ,Tn,X))

(<) Se H(T\,...,T,,,X) = op(H(Ty,...,T,,X)) entdo op(t) é também uma
raiz de
H(Ty,...,T,,X), ou seja, or(t) é um conjugado de t sobre K(T4,...,T,).

(=) Se or(t) é um conjugado de t sobre K(T},...,T,) entao op(t) é também
uma raiz de H(T4,...,T,, X). Se or = id entao é claro que o (H) = H. Se o # id

entao podemos escrever
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H(TI, ce ,Tn,X> = (X - t)(X - O'T(t))HQ(Tl, N ,Tn,X)
— O'T(H(Tl, e ,Tjn7 X)) = (X - O‘T(t))(X - O‘T(O'T(t)))O'T(HQ(Tl, e 7Tn7 X))

ou seja, os polinoémios o (H (T4, ..., T,, X)) e H(T},...,T,, X) tém or(t) como raiz

comuin.

Sendo or um automorfismo de K(xy,...,x,,T1,...,T,) : K(x1,...,x,), temos

que o7 | K(T1,..,T,) continua sendo um K-automorfismo.

Assim, como H (11, ...,T,, X) é monico e irredutivel em K (71, ...,T,)[X] temos
que or(H(Ty,...,T,, X)) também é monico e irredutivel.

Portanto, ambos sao polindmios minimais de or(t) em K(71,...,T,)[X]. Entao,
H(T, ..., Ty, X) = op(H(Ty,..., Ty, X)). m

Agora, temos todos os requisitos para provarmos o teorema (3.2.13), mediante

a reducao que f tem todas as raizes distintas.

Demonstracao: (i) Pelo lema (3.2.15), temos que Gal(3;(K) : K) = {0 €
Sp;o(t) é um conjugado de t sobre K (T4,...,T,)}, onde t = Thzy + ...+ Tz,

Portanto, Gal(X4(K) : K) = {o € S; Tvo(x1) + ...+ T,0(x,) é um conjugado
de t sobre K(1,...,T,)}.

(71) Defina
G(Th,.... T, X, 21, 20) = [[ (X = 72(t)) (3.12)

pertencente a K[T1,...,T,, X][z1,...,x,].
Logo, H(Ty,...,T,,X) é um fator de G(T1,..., T, X, x1,...,2y).

Notemos que G(T4,...,T,, X, x1,...,x,) é simétrico nos z;. De fato, seja 7 €

S, entao
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Logo, por (3.2.9), temos que G(T4,...,T,, X, x1,...,x,) pode ser efetivamente
calculado e G(T, ..., T, X, x1,...,2,) € K[T1,...,T,, X].

Como a fatoragao em K[X] é efetiva, por (3.1.9), a fatoracao em K[T7,...,T,, X]

é também efetiva.

Logo, G(T4,...,T,, X, z1,...,x,) se fatora em irredutiveis de forma efetiva em

K[Ty,...,T,, X], digamos
G:G(Tl,...,Tn,X,l’h...,In) :Gl...GT

com Gy,...,G,. € K[T1,...,T,,X]. Em particular, H(T},...,T,,X) é entao um

destes fatores.

Afirmagao: As permutagoes or que deixam qualquer dos fatores, digamos Gy,

invariante, formam um grupo com a composi¢ao e que denotaremos por G.

De fato, se o7 € G, temos que
G1 = O'TilO'T(Gl) = UTil(Gl)

o que implica que o7~ ' € G.

Além disso, pelos lemas (3.2.15) e (3.2.17), temos

Gal(2;(K) : K) "2 Gal(Sy(K(Th,...,\ T,) : K(Th, ..., T,))

(3219 {o € S,|o(t) é um conjugado de t sobreK (T1,...,T,)}

(3247 {o € S,|or(t) é um conjugado de t sobreK (T4,...,T,)}

G2 (o € Sulop(H(T, ..., T, X)) = H(Ty, ..., Tp, X)}

Logo, para cada G;, i = 1,...,r, consideremos o tais que or(G;) = G;. E como
H(Ty,...,T,,X) é um dos fatores irredutiveis G; de G, temos que Gal(X;(K) : K)
¢ um dos conjuntos formado pelos o7 que deixam algum fator irredutivel de G fixo,

mas aplicadas aos x; ao invés dos T;.

78



Pela forma que definimos G, temos que cada G; é o polinomio minimal de
algum o7 (t) = T,z + ... + Tymyx, sobre K(T1,...,T,). Seja G, para algum
j=1,...,r, tal que G; é o polinémio minimal de ¢ = o7 (t), para algum or. Entao
se considerarmos ¢ nos lemas (3.2.15) e (3.2.17), teremos que para todo o tal que

or(Gj) = G, entdo o € Gal(X;(K) : K).

Agora, suponhamos que G; é o polinomio minimal de t sobre K(T1,...,T,).

Logo, pelos lemas (3.2.15) e (3.2.17), temos que o7(G;) = Gy.

Por outro lado, se existir algum 7 € S,, tal que 77(G1) = G4, novamente pelos
lemas (3.2.15) e (3.2.17), temos que 7 € Gal(X;(K) : K). E assim, considerando ¢
nos lemas (3.2.15) e (3.2.17), teremos que 77(G;) = Gj.

Portanto,
Gal(34(K): K) ={o € Sy|lop(H(T1,...,T,,X))=H(Ty,...,T,, X)}

={o€S,;0r(G;)=G;,Vi=1,...,r}
e note que com esta dltima caracterizagao, elimanou-se o desconhecido H (T4, ..., T,, X).
Com isso, é possivel reconhecer se Tyo(z1)+...+71,0(x,) é ou ndo um conjugado
de t sobre K(T1,...,T,), ja que por (3.2.17)

or(H(Ty,...,T,,X))=H(Ty,...,T,, X)

se, e somente se, o(t) é um conjugado de t sobre K(T1,...,T,). |
Entao, no nosso “algoritmo”, nao precisamos falar de H (73, ...,T,, X).

Resumindo: Seja K um corpo tal que em K[X] a fatoragao é efetiva (por exem-
plo, K = Q) e seja f(X) € K[X] separdvel sobre K e com todas as raizes distintas.
Para determinar Gal(X;(K) : K) fazemos:

1° passo: Denotando por zy, ..., z, todas as raizes de f(X) (desconhecidas, em
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geral) e T, ..., T, indeterminadas, definimos

t:T1ZE1+...+TnZL‘n

G(Ty,...,Th, X,x1,...,x,) := H (X —71r(1))

TGSTL
que pertence a K[T1,...,T,, X][z1,...,z,] e que é simétrico nos ;.
2° passo: Pelo Teorema (3.2.9), temos que G(Ti,...,T,,X,Yy,...,Y,) pode
ser efetivamente calculado e quando avaliamos Y; = x;,i € {1,...,n} torna-se um

elemento de K[17,...,T,, X] (expressoes nos z; sendo substituidos pelos coeficientes

de f(X), que sao elementos de K).
3° passo: Fatoramos completamente G(11,...,T,, X, z1,...,x,) em K[T},...,T,, X]

(o que pode ser feito pois a fatoragao em KI[Ti,...,T,, X] é efetiva), digamos

G:G(Tl,...,Tn,X,l’l,...,ZEn) :Gl---Gr

4° passo: Determinamos todos os o € S,, que satisfazem or(G;) = G, Vi €
{1, . r}, isto é, Gi(Trqy, - Tomy, X1,y xn) = Gi(Th, .. T, Xy a0 @),

5° passo: Gal(X¢(K): K)={oc € S,;0(G;) =G,Vi=1,...,r}

Este método nao é tanto de interesse pratico, como bem afirmou Van Der Waer-

den em ([9]). De fato, se consideremos, por exemplo, o polinéomio f(X) = X?—1 €

Q[X] cujas rafzes vamos denotar por 1, ro¥, indeterminadas 717, T, algebricamente

fObviamente para este polindmio nao s6 conhecemos suas raizes como sabemos determinar
com outros métodos Gal(X(Q) : Q). O que queremos aqui é ilustrar a nao praticidade deste
método, mesmo neste caso simples. Sobre f(X) vamos utilizar somente o fato de suas raizes
serem diferentes, o que pode ser detectado pela condigdo mde(f, f') = 1 sendo f’ a derivada

formal de f.
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independentes sobre Q e definamos

t= Tlxl + TQ.CEQ

Sejam Y7, Ys indeterminadas algebricamente independentes sobre Q e defina
G = G(TDTQ?Xa}/laYQ) -

X? = XT\Yy = XT0Y, — XYy = XToYs + Ti*V1Ys + TIYi2 + TVTYS" + Th*Y1Y,

que pertence a Q[T}, T, X|[Y1, Ys] e é simétrico nos Y;. Fazendo uso do método ex-
plicitado no Teorema (3.2.7), devemos agora expressar G em funcao dos polinémios

simétricos elementares de Y7, Ys.

Escrevendo G como um polindémio em Y5, temos

G = TLYy* + (T, — XT, — XTy + T*V)Ys + (X - XTLY, — XToY: + TR,
$(V1)=(S1)

sendo S; o polinémio simétrico elementar de Y7, isto é, S; = Y;. Agora, conside-
rando S7 como o polinémio simétrico em Y e Y5, temos que G — ¢(.51) é divisivel

por Sy = Y1Ys. De fato,
G—¢(9)) = G=X*+ XTY1+XT Yot XToY1 + X T Yo~ Th Y~ TV T, Yo* — 2T, Th Y1 Yz

G — (S)) = Ti*Y1Y, — 2T ToY1 Yo + To*Y Yy =
V1Yo (Ty — T)? = So(Ty — Tp)?

de modo que,
G =X%2— XT1S) — XTpS, + T\T5S,> + So(Th — T)?

Agora, pelo algoritmo do Teorema (3.2.9), temos que avaliando Y; = x1 e Y3 = x5

e fazendo uso das relagoes de Viete, vistas no lema (3.2.6), temos que S; = 0 e
Sy =-1

G(Ty, Ty, X, 21, 79) = X? — (Ty — Ty)* € Q[Ty, T3, X] (3.13)
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O objetivo, agora, é encontrar a fatoragao em fatores irredutiveis de G (11, Tz, X, x1, 2)

em Q[T7,T5, X|(onde a fatoragao ¢ efetiva).

Entao, pelo algoritmo do Teorema (3.1.9), tomando m = 3 o valor mais econdmico

satisfazendo m > 0G(T}, Tz, X, x1, x2) e substituindo
Xv+—Z
Ty — Z°
Ty —s 7°

escrevemos G(T4, T, X, x1, x9) como um polindémio em Q[Z]:

G(Ty, Ty, X, 21, 20) = G(Z) = 2% — (Z° — Z°)?
— 72 (731~ 292 = 2% — Z5(1 — 75)?
=71 - Z*(1 - Z5?% = Z*[1 — Z*(1 — Z%)|[1 + Z*(1 — Z°)]
Agora, devemos aplicar o algoritmo obtido pelo Teorema (3.1.6) para podermos
fatorar G(Z2).

Seja g(Z) = 1 — Z* + Z¥; considerando 8 inteiros distintos, digamos

a; = —4
as = —3
as = —1
as =0
as =1
ag = 2
ar =3
ag = 4

e definimos os seguintes conjuntos
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D, ={a € Z;a é um divisor de g(ay)} = {£1, £65521}
Dy ={a € Z;a é um divisor de g(as)} = {£1, £6553}
D3 ={a € Z;a é um divisor de g(a3)} = {£1}
Dy ={a € Z;a é um divisor de g(aq)} = {1}
D5 ={a € Z;a é um divisor de g(as)} = {£1}
D¢ = {a € Z;a é um divisor de g(ag)} = {£1,+11, £23, +253}
D7 = {a € Z;a é um divisor de g(a7)} = {£1, £6553}
Dg ={a € Z;a é um divisor de g(ag)} = {£1, £65521}

E com isso, a férmula geral para o polinomio interpolador de Lagrange My, . as(Z)

com My, os(a;) = a; parai € {1,...,8} e (o, ..., as) € Dy x...x Dy é a seguinte:
Mo 0 2) = 5o20s 2(Z + 3)(Z + 1)(Z = 1)(Z = 2(Z = 3)(Z2 —4)

+5§iOZ(z+4)(z+1)(z—1)(2—2)(2—3)(2—4)
+;TO‘03Z(Z+4>(Z+3)<Z—1)(2—2)(2—3)(2—4)

+;;;*8<Z+4)(Z+3)(Z+1)(Z_1)(2_2)(2_3>(z_4>
+;TOZ)52(Z+4)(Z+3)(Z+1)(Z—2)(Z—3)(Z—4)
+%Z(Z+4)(Z+3)(Z+1)(Z—1)(Z—3)(Z—4)
+1_0§;Z(Z+4)(Z+3)(Z+1)(Z—1)(Z—2)(Z—4)
+6§‘;02(z+4)(z+3)(z+1)(z—1)(2—2)(2—3)

Salientamos que, entao, um polindomio de grau apenas igual a dois nos faz agora
trabalhar em um polinémio de grau 8: a partir daqui, para cada (aq,...,ag) es-

colhido em Dy X ... x Dg terfamos que testar se M,, os(Z) é ou ndo um di-

visor de g(Z) = 1 — Z? + Z8 e repetir todo o processo acima para o polinémio
h(Z) =1+ Z? — Z® para s6 entdo olharmos as trés indeterminadas e ainda testar

se alguma das fatoragdes encontradas de g(Z) e de h(Z) servem para a fatoracao
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de G(Ty, Ty, X, x1, z2) dado em (3.13). Esperamos com isto, ter convencido o leitor

sobre o nao interesse pratico deste método.
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Capitulo 4

Apeéendices

.1 Apéndice A: Sobre as Raizes da Unidade em
K

Comecamos com algumas definicoes e notacoes. Considere K um corpo e K* =
K\ {0} o seu grupo multiplicativo. Denote por R,, o conjunto de todas as raizes

do polinomio X™ — 1. Para cada n > 1 denotaremos por
Wo(K)={a€ K*;a" =1} ={a € K*;0(a)|n} C K*

que serda chamado o grupo das raizes n-ésimas da unidade em K. Portanto, temos
que

Wo(K)=R,NK

Em particular,

(W (K)| < n. (1)

Teorema .1.1. Seja V' um subgrupo de K* tal que exp(V) = m < oco. Entao
V =Wn(K) eV € ciclico de ordem m.
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Demonstragao: Para todo v € V, o(v) divide exp(V') = m, logo v™ = 1, ou seja,

v e Wn(K).

Assim, V' C W,,,(K) e, portanto,

VI < Wi (K)[ <m (2)

Por outro lado, m = exp(V') divide |V|. Consequentemente, |V| = m e, entao,

por (2) concluimos que |W,,,(K)| = m. Como V C W,,(K), concluimos:

V = Wi(K)

Entao, como exp(V) = m = |V|, pelo lema (1.1.10) item (ii), V é ciclico. [
Corolario .1.2. Seja V' um subgrupo finito de K*, digamos |V| = m. FEntao,
V =Wn(K) e V é ciclico.

Demonstracao: Do fato que |V| = m < oo resulta que exp(V) =1 < 0o e, assim,

exp(V) divide m.
Do teorema (.1.1), temos que V = W;(K) e V é ciclico de ordem .
Por hipétese, |V| = m. Logo, m = 1.

Assim, V = W,,(K) e V é ciclico. |

Corolario .1.3. Para todo n > 1, exp(W,(K)) = |W,(K)| divide n.

Demonstracao: Ja sabemos por (1) que |W,(K)| < n; em particular W,(K) é
finito, logo temos também exp(W,,(K)) finito, digamos exp(W,,(K)) = [. Entao,
pelo lema (1.1.10) item (7), existe y € W,,(K) tal que exp(W,(K)) = o(y).

Como y € W, (K), y™ =1, ou seja, exp(W,(K)) = o(y) divide n.
Mostremos agora que exp(W,(K)) = |W,(K)].

Como exp(W,(K)) =1 < 0o e y é tal que o(y) = [, podemos aplicar o teorema
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(.1.1) e concluir que W;(K) = W,,(K). Ainda, W, (K) é ciclico de ordem [. Entao,
exp(Wi(K)) = 1 = [W,(K)|. u

Ao considerarmos o grupo W, (K), é natural pensarmos no subconjunto de todas
as raizes m-ésimas primitivas da unidade pertencentes a K, o qual sera denotado

por P, (K). Assim,
P,.(K) = { raizes n-ésimas primitivas da unidade em K} = {a € K*;0(a) = n}
enquanto

R, = { raizes n-ésimas da unidade}

W, (K) = { raizes n-ésimas da unidade em K}

Proposicao .1.4. Para todo n > 1, as sequintes condigoes sao equivalentes:

() [Wn(K)| = n;

(i1) Pn(K) € ndao-vazio;

(7ii) car(K) nao divide n e X™ — 1 fatora-se em K[X] em polindmios lineares.
No caso em que elas se verificam, temos que W, (K) = (z) se, e somente se, z €

Po(K) e Py(K) € nao vazio para todo divisor d de n. Além disso,

Wa(K) = | Pu(K)

dln

Demonstragao: Vamos denotar car(K) = p, sendo p igual a zero ou a um nimero

primo.

(1) = (@)

Do corolério (.1.2), temos que W,,(K) é ciclico. Assim,

Wo(K) =(z) < o(z)=n
E isso nos mostra que z € P,(K). Portanto, P, (K) é ndo-vazio.
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(ii) = (iii) Seja z € Po(K).

Se p fosse um divisor de n, entao teriamos que p # 0 e

(zr)P=2"=1

n
Afirmacao: Nestas condigoes, devemos ter z» = 1.

De fato, como em Z, todos os elementos sao raizes p-ésimas da unidade e a
quantidade de elementos em Z, ¢ a mesma quantidade de raizes do polinémio X?—1,
quando pensamos na extensao K : Z, nao estamos acrescentando mais nenhuma
raiz p-ésima da unidade. Assim, Zv € Z,, pois ¢ uma raiz p-ésima da unidade.

Ainda, pode-se aplicar o teorema de Fermat para zv 0 qual garante que
(zp)P =2r  (mod p)
Mas como (z7 )P = 1, temos que z» = 1 (mod p). Ou scja, z» = 1.

Porém, isso é um absurdo, pois o(z) = n e % < n. Portanto, p nao divide n.

Falta mostrar que X" — 1 fatora-se em K[X] em polinomios lineares.

Os elementos 1, z,2%,...,2" 1 € K sao distintos dois a dois, uma vez que z #
1(o(z) = n), e sao raizes do polinémio X" — 1, portanto
n—1
X"—1=][x -2
§=0
0 que nos mostra que o polindmio em questao se fatora em polinomios lineares em
K[X].
(7ii) = (i) Note que o polinomio X" — 1 é separdvel, pois X™ — 1 e sua derivada

nX"! (# 0, pois p nao divide n) sdo primos entre si.

Por hipdtese, X™ — 1 fatora-se em K[X] em fatores lineares, digamos que

Xt—1=(X—y1)... (X —yn)
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Por separabilidade, os elementos y,...,y, sao distintos dois a dois. Logo,

Wi (K) ={y1,...,yn}, ou seja, consiste de exatamente n elementos.

Para provar as observacoes finais, vamos supor que tais condig¢oes equivalentes

se verificam. Neste caso,
- W, (K) = (z) se, e somente se, z € P,(K)

De fato, se z € P,(K) entdao o(z) = n. Entao W,,(K), que tem n elementos,
é gerado por z. Reciprocamente, se W, (K) = (z) pela demonstracao do item
(1) = (4i) temos que o(z) = n, logo z € P,(K).

Vamos mostrar, agora, que Py(K) é nao vazio para todo divisor d de n.

Segue da teoria de grupos que se o(z) = n e d|n, entdo o(z4) = d e, consequen-
temente, z4 é uma raiz d-ésima primitiva da unidade. Logo, z € P,(K) implica

zi € Pd(K)

Por fim, vamos verificar que
Wa(K) = J Pa(K)
dln

Seja a € W,,(K). Entao, a" = 1, o que implica que o(a) = d divide n. Portanto,

a € Py(K) com d|n. Por outro lado, seja a € UPd(K), entao existe um d’ divisor
din

de n tal que a € Py (K). Assim, o(a) = d’ a qual divide n, ou seja, a € W, (K). B

Note que qualquer corpo algebricamente fechado tal que sua caracteristica nao

divida n satisfaz as condigoes equivalentes de (.1.4), em particular o corpo C satisfaz

as condigoes equivalentes de (.1.4).

Segue abaixo um caso particular dessa proposicao para um corpo algebricamente

fechado.

Corolario .1.5. Seja Q2 um corpo algebricamente fechado. Para todo n > 1 as

sequintes condi¢oes sao equivalentes:
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(i) |Wn(2)| =n e é ciclico;

(17) Pn(Q) é nao-vazio;

(1ii) X™ — 1 € separdvel e se fatora em fatores lineares em Q[X];
(1) car(?) ndao divide n.

E W, (Q) = Pa().

din

Da teoria de grupos sabemos que os geradores do grupo aditivo Z, sao exa-
tamente os elementos do grupo multiplicativo Uy, que consiste dos elementos in-
vertiveis do anel Z,, ou seja, sdo as classes | = [+ (n) tais que [ € Z e mdc(l,n) = 1.

Além disso, temos que se z € P,(K) entao

Po(K) = {241 <1 <nymde(l,n) =1}

Isso decorre do fato de que se |W,(K)| = n entdo para qualquer z € P,(K)

existe um isomorfismo do grupo (Z,, +) sobre (W,,(K),e), dado por

¢ (Zn, +) — (Wn(K),-)

P
Assim, temos que o isomorfismo ¢ induz uma aplicacao bijetiva entre Uz, e
Pn(K). Entao devido a essa bijegao, concluimos que, se z € P, (K) entao
Po(K) = {241 <1 <nymde(l,n) =1}
Em particular, a ordem de P, (K) é dada por ¢(n) onde ¢ é a fungao de Euler,
cujas propriedades passamos a registrar.

Proposicao .1.6. (Propriedades da Fungao ¢ de Euler)
As sequintes afirmacoes sao validas:

(i) p(p") = p"*(p — 1), para todo primo p e todo r > 1;
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(13) Para quaisquer m,n > 1, com mdc(m,n) =1 temos p(mn) = p(m)p(n);

(1ii) Para todo n > 1 temos que

1
p(n) =n]J1- o)

pln

Demonstracao: Relembramos, aqui, apenas a prova de (ii7). As demais podem

ser encontradas em [2].

(1ii) Seja n = p;" ...ps" a fatoragao de n. Generalizando o item anterior para

0s s numeros p;" ... ps"* que sao primos entre si, obtemos que
" oy O T e
p(n) = op™)...elps) = [[p/" (s — 1)
j=1

Tor— L) Tl L
~Ilee0 = =nlo=))

pln

Proposicao .1.7. Seja G um grupo ciclico de ordem n < co. Entao:

(i) Para todo | € Z tal que mdc(l,n) =1 a aplicacao

1:G— @G

CLP—)CLZ

¢ um automorfismo de G;
(i1) A aplicagdo que a cadal € Z com mdc(l,n) =1 associa [ induz um isomorfismo

de Uz, sobre Aut(G):

¢ : Uy, — Aut(Q)

I—1

Demonstragao: (i) Como mde(l,n) = 1, existem k,m € Z tais que kl + mn = 1.

Logo, mdc(k,n) =1 e para todo a € G
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De modo andlogo, (I o k)(a) = a Entéio, kol = [ o k = idg, ou seja, [ é uma

bijegao. Além disso, como todo grupo ciclico é abeliano,

I(ab) = (ab)! = a'b' = 1(a)i(b)

Portanto, [ é um automorfismo de G.

(74) Temos que mostrar que ¢ é um isomorfismo.

e ¢ estd bem definida e é injetora

Para isso, vamos mostrar a seguinte equivaléncia: [ = [’ se, e somente se, [ = I

(mod n).

Como G é ciclico, suponhamos que G = (g), para algum g € G. Entao

== 1l(g)=1(9) =g =¢"

=gl =1 o)l -l <> n|l - I' =1 =1 (mod n)

e ¢ é um homomorfismo

Como para cada a € G, zy(a) = a™ = ¥ = (V)" = Z(a¥) = Z(y(a)),
concluimos

¢(Ty) = vy = Ty = ¢(x)P(y)
e ¢ é sobrejetora

Supondo que G = (g), temos para todo w € Aut(G),
w(g) = ¢', para algum [ € {1,...,n— 1}

e como w é um automorfismo w(g’) = ¢?!, para todo j € {0,...,n—1}. Logo,

se mostrarmos que mdc(l,n) = 1 entdo teremos w = I. De fato, sendo w um
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automorfismo de G, temos que g' = w(g) é também um gerador de GG, de modo
que g¥ = (¢')7 # 1 enquanto j € {1,...,n — 1}. Entdo, se mdc(l,n) = c# 1
segue que c|l e ¢|n, ou seja, [ = cq, para algum ¢ € Z, e n = ck, para algum
ke{l,...,n—1}.

Entao, ¢’ = ¢/°9. Mas como j,k € {1,...,n — 1}, quando j for igual a k
teremos

gjl — gjcq — gkcq =g =1

o que é um absurdo. Portanto, mdc(l,n) = 1, o que implica que w = [, ou

seja, a aplicacao ¢ é sobrejetora. [ |
Agora, aplicando a proposi¢ao (.1.7) ao grupo W,,(K) obtemos o seguinte resul-
tado:

Corolério .1.8. Seja K um corpo tal que P,(K) # (0. Entao, a aplicagio definida

porl—s 1 (I € Zymde(l,n) = 1) induz um isomorfismo* de Uy, sobre Aut(W,(K)).

.2 Apéndice B: Construcoes com Régua e Com-

passo

O objetivo desta secao é evidenciar as relagoes que ocorrem entre as construgoes
geométricas e as extensoes de corpos. Para tal, vamos efetuar tais construgoes no
plano complexo C, partindo de um conjunto M C C, chamado conjunto de pontos

iniciais sempre supondo que {0,1} C M.

*Induz vérios, dependendo do gerador que escolhermos para W, (K) (ou G, em (.1.7)).

fNormalmente, o conjunto de pontos iniciais é tomado como sendo apenas o conjunto {0, 1} ou
entdo um conjunto de trés pontos como {0, 1, zp} C C, mas no nosso estudo essas consideragoes nao
sd0 muito relevantes por isso apenas suporemos que {0,1} C M, ou seja, ndo faremos nenhuma

restricdo quanto a cardinalidade de M.
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A construcao com régua e compasso é regida por duas “regras”:
1) Pode-se tracar apenas uma reta que liga quaisquer dois pontos ja construidos;
2) Pode-se tragar apenas um circulo de centro em um ponto ja construido passando

por outro ponto ja construido.

Definicao .2.1. Denotaremos por I'(M) o conjunto das retas e dos circulos cons-

truidos a partir de pontos de M.

Definicao .2.2. O conjunto dos pontos simplesmente construtiveis a partir de M

denotado por MM € definido por

MY =12 €C;z €y N7, € DM # 12}

Indutivamente, definimos M™*+) = (M™)1) vn € N, sendo que considerare-

mos que M = M. Assim,

MO - M@ C M@ C...

Além disso, a unidgo M) = U,cyM™ é denominada o conjunto dos pontos

construtiveis a partir de M©).

Definigao .2.3. Denotaremos por T'(M®) o conjunto das retas e dos circulos cons-

truidos a partir de pontos de M.

Com excessao de alguns momentos, nao vamos estar tao interessados no niimero
n tal que os pontos construidos estejam em M assim, em véarios momentos,
iremos trabalhar com M () no lugar de M e simplesmente vamos nos referir a eles
como “pontos construtiveis” e aos elementos de I'(M®) como “retas e\ou circulos

construtiveis”.

Nos resultados que seguem vamos indicar algumas construgoes sem provar todos

os detalhes.
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Lema .2.4. Sejam a,b € M. Entao, o ponto médio desses pontos é construtivel a

partir de M. Mais precisamente, o ponto médio entre a e b pertence a M®.

Demonstracao: Seja t a reta que passa por a e b.

A

Trace um circulo com centro em a e raio |a — bl;

Trace um circulo com centro em b e raio |a — b|;

Sejam 71, 2 pontos da intersecdo dos circulos, entdo 1,7 € MW,

e Trace a reta h que passa por ry e 7o;

Note que h € T(MW).

O ponto da intersecao da reta h com a reta t ¢ o ponto médio de a e b,

denotado por 73 que pertence a M. [ |
Proposicao .2.5. Seja z € M e p € T'(M) uma reta. Entao, a reta paralela a p
passando por z e a reta perpendicular a p passando por z pertencem a T'(M®)).

Demonstragao: Vamos denotar por r a reta paralela a p passando por z e por s

a reta perpendicular a p passando por z.
1° caso)z € p

Neste caso, r coincide com p e p € (M) C T(M®), j4 que M C MW C
M3 C MG,
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Por outro lado, s constroéi-se da seguinte forma: inicialmente, observe que, como
p € I'(M) areta p é determinada por z e wy, para algum w; € M\ {z}. Seja ¢ o
circulo com centro em z e passando por wy. Entdo, p N ¢ = {w;, ws} para algum

W2 c M(l)

Seja (; o circulo com centro em w; e raio igual a distancia entre w; e wy para
j = 1,2. Entao, (;N(, consiste de dois pontos, digamos y; e yo. Assim, y1,yo € M®

e estes determinam a reta s € [(M®) C (M),

Deixamos para o leitor a tarefa de comprovar que s é de fato perpendicular a p.
2° caso)z € p

A reta p é determinada por dois pontos que vamos denotar por wy,ws € M.
Como z € M, pelo lema (.2.4), temos que o ponto médio de ws e z, denotado por

73, é construtivel ( mais precisamente, pertence a M®).
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Tracemos a reta t determinada por r3 e wy, bem como o circulo ¢ com centro
em 73 passando por ws, e seja w € ( Nt tal que w # w. Entdo, w € M®) . Assim,
o poligono wow;zw é um paralelogramo, pois suas diagonais encontram-se em seus
pontos médios. Entao, o segmento wz é paralelo ao segmento wow;. Logo, w, z

determinam a reta r € T'(M®)).

Para construir a reta s, podemos supor que z nao pertence a reta perpendicular
a p passando por wsy, pois caso contrario, nada ha a fazer. Como z € M, por
hipotese, podemos considerar o circulo ¢ com centro em 2z e passando por wsy,
entdo p N ¢ = {wy, w3} para algum ws € MM (note que, como z ndo pertence &
reta perpendicular a p passando por wy a existéncia deste segundo ponto ws esta

garantida).
Seja ¢ (7 € {2,3}) o circulo com centro em w; e raio igual a |z — wy| = |z — ws|
entdo (, N (3 = {z, p}, para algum p € M® \ {z}. Afirmamos que p, z determinam

areta s € [(M®P) C T(M®), cuja prova deixamos ao leitor.

o w
)

Nas préximas construgoes, iremos utilizar as seguintes notagoes:
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(»: o circulo com centro em 0 e raio r

7. & reta determinada pelos pontos z, w

¢: a reta determinada pelos pontos 0,1

¢’: a reta perpendicular a ¢ passando pelo 0

Corolario .2.6. Dados z,w € M nao nulos e distintos é possivel tracar o circulo

de centro em z e raio igual a |w|.

Demonstragao: Suponhamos que 0, z, w nao sao colineares. Como z,w € M, é
possivel tracar por w a reta paralela a 7, e por z a reta paralela a 7 ,. O ponto
p da interseccao de tais retas é portanto construtivel e, obviamente, o circulo de

centro z e que passa por p tem raio |w|.

Suponha, agora, que 0, z, w sdo colineares. Tracemos por z o circulo de raio |z|,
o que origina o ponto 2z. Da mesma forma, tracemos por w o circulo de raio |w|, o
que origina o ponto 2w. E, assim, o ponto médio de 2z e 2w é z + w, logo podemos

tracar o circulo de centro em z e raio |wl.
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Proposicao .2.7. Considerando o plano complexot, temos:

(1) i € M) isto ¢, i é um ponto construtivel;

(i1) Quaisquer que sejam r > 0 e ¢ tais que 0 < ¢ < 7, temos que r,e"¥ € M)
se, e somente se, re'¥ € M(>);

(iii) Se z € M entioz € M), bem como —z € M)

(iv) Se z,w € M) entio z+w € M. Em particular, todos os naturais maiores
do que 1 sao construtiveis;

(v) Se z,w € M®) £ 0 entio zw=' € M) Em particular, todos os racionais
sao construtiveis;

(vi) Se z € M) ey € C tais que y*> = z entio y € M),

Demonstragao: Vamos supor que M = M(®) o que ndo causa nenhuma confusio

em nossas notacgoes, conforme foi explicado anteriormente.
(1) Note que i € (; Ne’ C M.
(41) Suponhamos que r,e? € M entao re* € ¢, N7y e C M.

Reciprocamente, suponhamos que re’¥ € M. Como r = |re™|, temos que

¢ € I(M). Logo, r € eN ¢ € M. Além disso, € € (1 N7y eiv © M.

tEstamos, aqui, nos permitindo falar ora em pontos, ora em ntmeros, usando livremente a

correspondéncia a + bi <> (a, b).
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(i17) Temos que Z pertence a interseccao de (.| e da reta perpendicular a e

passando por z, logo Z € M. E mais, —z € (;Nro. & M.

(iv) Se 0, z,w sdo colineares a demonstragao é a mesma feita no corolario (.2.6).
Se 0, z, w nao sdo colineares, novamente, pelo corolario (.2.6), podemos tomar ¢ o
circulo com centro em z e raio igual a |w|, entdo z + w pertence a intersecgao de ¢

com a reta paralela a ry,, passando por z, logo, z +w € M.

0w

W
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(v) Vamos considerar
re'?
se'

w

Entdo, como zw™! = rs~1el*=¥) pelo item (ii) basta provarmos as seguintes im-
plicagoes:

e“",ew e M=— % c M
rseM=rs'teM

Se 1 = 0 precisamos mostrar apenas a segunda implicacao. Supondo @ # 0,

seja C o circulo com centro em € e raio igual a |1 — e™| (note que o ponto 1 — ™

¢ construtivel, por (iv)).

Os dois triangulos acima sao congruentes pela congruéncia LLL, assim, ¢ = «
Entao e!¥=%) € ¢, N ¢ C M.

Sejam u € (. Nro14i, U € (sNro14i (lembre que 1,4 sdo construtiveis e, portanto,

por (iv), 141 é construtivel) e ¢ pertencente a intersec¢ao de € com a reta paralela

a r1, passando por u. Entao, temos que u,v,c € M.
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Assim, pelo Teorema de Tales, temos que

r c
s v 1 ¢

Logo, rs~t € M.

(vi) Se y* = z = re’¥ € M entdo
y € [V, Vit

e pelo item (ii) basta provarmos que /7, €'z, (4™ € M.

Se ¢ = 0, basta mostrarmos que /r € M. Supondo ¢ # 0 sejam ( o circulo

com centro em 1 e raio igual a e — 1| e ¢’ o circulo com centro em €’ com o

mesmo raio do circulo (. Seja w € ( N/, entao

%, e et € ¢ Nrg CM
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No caso em que r > 1, seja ¢ o circulo com centro e raio iguais a % (note que 1,

construtiveis implica que o ponto médio entre eles é construtivel, pelo lema(.2.4))

e seja ¢ pertencente a interseccao de ( com a reta perpendicular a € passando por

r—1\° r+1\°
—1]? —
it () - ()

donde |q — 1|2 = P22 lor? 4201 _ Ar Assim, /r =|q¢—1] € (-1 Ne C M.

1. Entao,

4 4

|

|-

- -
R R k M
- ya \
~
5
Qa1 / ¢
’ ’

7 / :
i / ;
_______ . R, - S—

\ % 1| r 14+r
\ 1 ! !
\ \ [ 2 /
% \ [ /
~ \ £ /s
% ke y
s o AL -
|
|
|

No caso em que r < 1, temos que r~' > 1 entdao pelo o que fizemos acima
vr—t € M. Como 1,Vr=! € M, pelo item (v), temos que (Vr—1)~! € M, isto é,
\r € M. [

Notagao .2.8. Denotaremos por K o corpo QM U M) sendo que M = {Z; z €

Corolario .2.9. M) ¢ um subcorpo de C que contém Q(i) e K.

E importante notar que quando M = {0,1} entdo K = Q.

Queremos estudar com mais detalhes a extensdo M) |IC,; para isso, vamos an-
tes analisar melhor o corpo K (2), onde z € MW, Para tal, precisamos introduzir

a equacao complexa da reta e do circulo.

A reta r,, ¢ dada por

ru,v:{u—F(v—u)t;teR}:{ye@;y_u:
v—u

SRS
L
el <l
——
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ou seja, essa ¢ uma outra maneira de dizer que Y= ¢ um nimero real.

Portanto, a equacao da reta determinada por u e v é dada por

v—u =

— (Y —-u)=0

(Y —u)

V—Uu

Da mesma forma, o circulo ¢ com centro em w e raio r é dado por
(={yeCly—wl=r}={yeCy—w)F-w) =r}
Portanto, a equacao desse circulo é dado por
Y —w)(Y —w) —1*=0

Proposigao .2.10. Para todo z € MW temos [Kpu(2) : Km] < 2 e [Km(2) -
Kuml < 2.

Demonstragao: Como z € MW entdo existem 71,7, € T'(M), 71 # 7» tais que

z € 71 N y2. Analisaremos os seguintes casos:

1) 71,72 sao retas nao paralelas, digamos ; = 7y, com uj,v; € M com

Jj=1,2, entao vg — uy # t(vy — uy),Vt € R.

Seja ¢; = =2 entdo ¢; # ¢y, POis caso contrério
J J

Vg — Uy Vg — U

U —ur v — U

—Uu

Portanto, 2=2 € R, o que ¢ uma contradi¢ao com a desigualdade acima.

Consideremos as equagoes complexas das retas 7, e 7o, respectivamente:

U — UL s

(Y_u1>v1—u1 - Y —-w)=0
Vg — Ug > —

Y — — (Y — =

( U2)02_u2 (Y —uz) =0

Entao, como z € v; N, ela satisfaz as duas equagoes acima e, portanto, apés

alguns célculos, temos que z satisfaz uma equacao do tipo

Y(c1 — o) —uiey +ugco +up —uz =0
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com ¢y, c5 € C, ou seja, satisfaz uma equagao polinomial de grau um com coeficientes

em Ky E assim, z € K.

Como z é um ponto construtivel, pela demonstracdo da proposi¢ao (.2.7) item

(4), temos que Z € M1 entdo da mesma forma feita acima, prova-se que z € K.
Entao, [Kpm(2) : Kpm]=1<2e [Kpm(Z): K] =1 < 2.

2) 71 é aretar,, ey é o circulo ( com centro em w e raio igual a |z — 2’| onde

u,v,w, 2,2 € M.

Denotando ¢ = =2 £ (), temos que as equacoes complexas da reta e do circulo,

respectivamente, sao:

(Y —u)e— (Y —u) =0
Y —w)(Y —w) — |z = =0

Da primeira igualdade, temos que Y = (Y — u)c + . Substituindo na segunda

equacao, obtemos:

Y —w)((Y —u)ec+u—w)—(z—2)(z—-2)=0

Renomeando e arrumando a igualdade acima, recaimos em uma equagao da

seguinte forma:

cY?+dY +e=0
onde d, e € K. Como z € 3 N, 2 satisfaz essa equagao, logo [Ka(2) : Kp < 2.
Analogamente, prova-se que [ (Z) : Ky < 2.

o, . D p
3) 71,72 sdo circulos (i, (2 com centros w; distintos e com raios iguais a |z; — z;

onde j = 1,2 e wy,wy, 21, 21, 22, 25 € M.

Consideremos as equacoes complexas dos circulos (7, (3, respectivamente:

(V = w)(Y =) — (21— 21) (7 — 27) =0
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(Y —wo)(Y —w5) — (22 — 23) (% — 25) = 0

Subtraindo a segunda equagao da primeira, temos

Y (wy —wi) +Y (W = 1) + w1 W1 — wallz — (21— 2) (71— 2) + (22— ) (T2 — 23) = 0
Como ws # wy, dividindo por we — w; obtemos uma equagao da forma
Y -Yec+b=0

para certos b, c € K.

Substituindo Y por Y c¢—b na equacio complexa de (», recaimos em uma equacao

do tipo ¢Y? +dY +e=0com d,e € K.
Novamente, como z € y; N7, 2 satisfaz essa equagao, entao [ (2) : Kaq < 2.
Analogamente, prova-se que [ (Z) : Ky < 2. [ |
Teorema .2.11. Para todo z € M) existe uma cadeia finita

Km=£LoCL,C...CL,

de subcorpos de C tais que z,Z € L, e [L;: L] =2 paraj=1,... 7.
Em particular, [ (2) : Kml € [Km(Z) : Km] sao poténcias de 2.

Demonstracao: Como z € M) existe k € N tal que 2 € M®)_ entdo z € yNy/

para certos v,7' € I['(M®*1), os quais sdo obtidos a partir de um ntimero finito de

elementos z%kil), e ,z{gk*l) e ME=1),

Da mesma forma, z§k_1) € ;M para certos v;,7; € M2 ey v, v, 7,

sao obtidos a partir de um nimero finito de elementos z(k72), e 72151@72) e ME=2),

assim sucessivamente.

Reunindo os elementos assim obtidos, temos

2 Z§k_1), . k_1); Z%k—2) Z(k—2). . Z%O)

g e ey At g0 e ey

gty Ay

s
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na ordem inversa, dessa maneira obtemos uma sequéncia finita z1,..., 2z, = 2.
Para todo j € {0,...,g} sejam M; = MU {z,...,2;} e £L; = Ky, entao
L= Li(2,7)
Note que pela construgao dos z;, z; foi construido a partir dos elementos do

conjunto {z1, ..., 2;_1}, logo

2 € M)V

Pela proposigao (.2.10), temos que [Ka,_,(25) @ Kum,_] < 2 e [Kuq,_, (7F5) -

K ] <2.

jfl]

Pela defini¢do de £,_1, temos [L£;_1(%;) : Lj—1] <2 e [L£;-1(Z) : L] < 2.

Note que [£;-1(2;,7%;) : L£j—1(z;)] < 2, uma vez que como [L£;_1(Z;) : L;—1] < 2,
z; satisfaz um polinomio de grau no maximo 2 em £;_;, logo satisfaz um polinomio

de grau no maximo 2 em L£;_1(z;).

Portanto, considerando a cadeia

Kam = Lo C Lo(21) € Lo(21,71) = L1 C
C Li(22) € Li(20,7) =Ly C ... C Ly 1(29, %) = Ly

apos a eliminacao de corpos repetidos, temos a propriedade desejada.

Por conseguinte, a ultima afirmacao do teorema é decorrente do fato que os
graus indicados dividem [£, : K], que é uma poténcia de 2. [ |

Os proximos resultados serao uteis para o nosso objetivo de construir uma raiz
m-ésima primitiva da unidade, (,,, a partir de M = {0, 1}.

Teorema .2.12. Se N|K for uma extensao normal com [N : Ky = 2™ para

algum m € N entdo N C M),

Demonstragao: Se m = 0 entdo [N : K] = 2° = 1. Assim, N = Ky € M),

devido ao corolario (.2.9). Logo, para m = 0 o teorema ¢ vélido.
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Por inducao, suponhamos que o teorema seja valido para m — 1 onde m > 1.

Seja N|Kp uma extensdo normal com [NV : K] = 2™ e seja G = Gal(N|K ).

Por hipétese, temos que N | é normal e [N : Kpq] = 2™, logo N|Kpq é finita
e como Q C K temos que N|Kn é separavel. Portanto, pelo teorema (1.2.18),

temos que G tem ordem 2.

O centro de G
Z(G)={peG;oop=poo,Voe G}

é um subgrupo nao-trivial, pois G é um 2-grupo (veja lema (1.1.3)). Seja p um
elemento do centro (que é também um 2-grupo), p # id tal que |(p)| = 2 (existe
devido ao teorema de Cauchy). Entdo, (p) é um subgrupo normal de G, logo, o
corpo intermediario L = Fiz({p)) correspondente a (p) é uma extensao normal de

K am, devido ao teorema (1.2.18). Além disso,

. Gl G| G| p=2 g
LK = 1 = oy ~ T

Portanto, pela hipétese de inducao, L C M),

Como 2™ = [N : Kyp] = [N : L][L : Kp] = [N 2 L].2™71 temos [N : L] = 2.
Assim, por (1.2.5), N = L(y) para algum y € C tal que 4> = z € L C M), Pela

proposicao (.2.7)(vi) resulta que y € M) e, portanto, N = L(y) C M. |

Corolério .2.13. (Gauss) O m-poligono reqular € construtivel com réqua e com-

passo’ se, e somente se, p(m) for uma poténcia de 2.

Demonstracao: Pelo teorema (1.3.4), temos que [Q((y) : Q] = ¢(m) onde (,, é

uma raiz m-ésima primitiva da unidade.

Suponhamos que ¢(m) é uma poténcia de 2, como Q((,) : Q é uma extensao

normal, ji que Q((,) é o corpo de raizes do polinomio X™ — 1, pelo teorema

80 m-poligono regular é construtivel com régua e compasso se, e somente se, for possivel

construir uma raiz m-ésima primitiva da unidade.
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(.2.12) temos que (p € Q((n) € M), Entdo é possivel construir uma raiz m-
ésima primitiva da unidade, logo é possivel construir todas as m-ésimas raizes da
unidade, uma vez que produto de construtiveis é construtivel e todas as demais
raizes sao poténcias de (,,. Logo, o m-ésimo poligono regular é construtivel com

régua e compasso.

Reciprocamente, suponhamos que o m-ésimo poligono regular pode ser cons-
truido com régua e compasso, isto é, ¢, € M), Partindo de M = {0,1} temos

que Ky = Q e, entao, por (.2.11), p(m) = [Q((n) : Q] é uma poténcia de 2. |

Encerramos esta se¢ao indicando quais sdo os nimeros m > 1 tais que p(m) é

uma potencia de 2 e provando uma propriedade dos primos de Fermat.

Definigao .2.14. Um primo impar p é chamado primo de Fermat se o(p) for uma

poténcia de 2 ou, equivalentemente (veja .1.6), quando p = 2"+ 1 para algum r > 1.

Proposicao .2.15. Dado m € N, temos que p(m) serd uma poténcia de 2 se, e

somente se, m = 2°py ...p, sendo pi,...,pr primos de Fermat distintos e s € N.

Demonstragao: Suponhamos que m = 2°p; ... pg sendo py, ..., p, primos de Fer-

mat distintos e s € N. Entao, pela proposi¢ao (.1.6), temos

p(m) = p(2°pr...pr) = (2 )o(p1) ... p(pr) =2 D(pr = 1) ... (pr — 1)

que é poténcia de 2, pela definicao de primos de Fermat.

Por outro lado, suponhamos que ¢(m) é uma poténcia de 2, digamos ¢(m) = 2!,
com [ € N. Sejam = 2°pj* ... p;r fatoracao de m com p; primos impares e distintos.

Entao, novamente pela proposigao (.1.6),
2 = p(m) = PP} p¥) = P(2)p() - (oY) =

27 (= 1) T (e = 1)
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Como p; sao primos impares, obtemos que s; = 1 para ¢ = 1,...,r. E, além
disso, p; = 2% 4+ 1. Assim, m = 2°p; ... p; onde p; = 2% + 1. [
Proposicio .2.16. Para todo p primo de Fermat existe umt € N tal que p = 22" +1.

Demonstragao: Suponhamos p = 2" + 1, para algum u > 1. Queremos mostrar
que u nao é divisivel por nenhum nimero primo fmpar s, pois assim u sera neces-
sariamente uma poténcia de 2. Suponhamos entao u = rs, com r > 1 e s um primo

impar.

A ideia principal da demonstracao é analisar a fatoracao do polinomio X* + 1

aplicado em 2" o qual nos produz uma fatoragao de p = 2% 4 1.
Como s é fmpar, -1 é raiz de X° + 1, logo X°*+ 1 = (X + 1)F(X) para algum

F(X) € Z]X], devido ao lema (1.3.3). Portanto, substituindo X = 2", temos

p=2"4+1=2"+1=(2"4+1)F(2"),

Como r > 1 e s é primo, 2"° + 1 # 2"+ 1 > 1. Portanto, 2" +1 = (2" 4+ 1)F(2")

é uma fatoracao nao trivial para o primo p, o que gera um absurdo.

Resulta que se 2* + 1 for primo, entao v nao sera divisivel por nenhum nimero

primo impar s, ou seja, u sera uma poténcia de 2. [ |

Essa propriedade dos primos de Fermat sera ttil na demonstracao de algumas

aplicagoes do teorema que serd apresentado no capitulo 2 (veja coroldrio(2.2.5)).
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