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Resumo

Neste trabalho estudamos a regularidade de fungoes que minimizam funci-
onais com comportamento quadratico. Provamos que estes minimos locais
sao fungoes diferenciaveis e suas derivadas sao funcoes de Holder. Além
disso, optimizamos o expoente de Holder para funcionais que satisfazem cer-

tas condicoes de crescimento.



Abstract

In this work we study the regularity of functions that minimize functionals
with quadratic growth. We prove that these local minimum are differentiable
functions with Holder derivatives. Furthermore, we get a sharp estimate for
the Holder exponent for functionals that satisfy apropriated growth conditi-

ons.
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Introducao

Neste trabalho estudamos a regularidade das fung¢oes que minimizam local-

mente funcionais da forma

F(u; Q) = /Qf(x,u,Du) dx, (1.1)

onde €2 é um aberto de R" e f: 2 x R x R" — R satisfaz certas condicoes de

crescimento.

Muitos trabalhos foram realizados para determinados funcionais, mos-
trando que as solugbes minimizantes sao fungdes de Holder. De Giorgi [2],
um dos pioneiros desta area, provou esta regularidade para pontos criticos do

funcional F' no caso

n

f(z,u, Du) = Z a;;(z)D;uDju,
ij=1

que correspondem as solugoes da equacao diferencial parcial eliptica linear de
segunda ordem .

> Dj(ai;(x)Diu) = 0.

ij=1
Resultados similares foram obtidos por Nash [12]. Posteriormente, estes re-
sultados foram estendidos para equagoes lineares mais gerais por Morrey [11]
e Stampacchia [13] e para equagoes quasilineares na forma divergente por
Ladyzhenskaya e Ural’ceva [9]. Além destes, muitos contribuiram para ou-

tros tipos de equacoes.

Nesta linha de pesquisa estudamos os trabalhos realizados por Mariano
Giaquinta e Enrico Giusti [5, 6, 7] para provar a regularidade de minimos
locais de F.



No capitulo 2, introduzimos notagoes, definimos conceitos e enunciamos

alguns teoremas importantes que sao ultilizados ao longo do trabalho.

O capitulo 3 é a esséncia do trabalho. Nele provamos que os optimizadores

do funcional F' sao fungoes diferenciaveis e tém derivadas de Holder.

No capitulo 4, obtemos o melhor expoente de Holder para estas solugoes,

supondo algumas condig¢oes adicionais sobre f.



Algumas nocoes e resultados de
Equacoes Diferenciais Parciais

Elipticas

2.1 Notacao Utilizada

i. ) denota sempre um subconjunto aberto de R™.

ii. B(xz,r) = B,(x) ={y € R"; |x —y| < r}= bola aberta em R" de centro x

eraior > 0.

iii. B,(z) CC (, significa que o fécho de B,(x) estd contido em €.

iv. w, = volume da bola unitiria em R* = — %=,
n r(2+1)

V. B @u dy = wann fBT(x) u dy =média de u sobre a bola B, (z).

vi. { }., indica a média em B,(x).

vii. { }q indica a média em .



viii. sup essv = inf {M; | {z: v(z) > M} | = 0}.

ix. Ao longo do trabalho uma mesma constante pode representar diferentes

valores.

2.2 Espaco L”

Seja Q um abertode R"e 1 < p < oo. Se f: Q — R é mensuravel, definimos

(Jq |u|pdx)% sel <p<oo

[ull o) = (2.1)
sup ess |ul se p = 00.
Q

Definigao 2.1 Definimos por LP(2) o conjunto de todas as fungoes

u: 2 — R mensurdveis com ||u|rr) < 0.

2.2.1 Propriedades

P1 - Desigualdade de Young:

Sejam p,q tais que 1 <p,qg< oo e %%—%:1.

Entao

P2 - Desigualdade de Holder:
[l de < el lolexn,

ondel <p,g<oo e =+==1.

1
q

D=

P3 - Desigualdade de Minkowski:

lu+oll < flullz,@ + [[vll,@)



onde 1 < p < o0.

P4 - [P é um espaco vetorial normado completo com relagao a norma dada
em (2.1).

2.3 Espaco L**

Definigao 2.2 Seja u uma funcgdo pertencente a L*(S)). Dizemos que u per-
tence a L**(Q) se

Iolgs = s [ e a0 € 2, p< diam ) < oo
QNB(zo,p

2.4 Espaco £*

Definigao 2.3 Seja u uma funcao pertencente a L*(2). Dizemos que u per-

tence a L2>*() se

\Hu”@/\ = sup{p_)‘/Q o )|u— {uls,,[*dz; zo € Q, p < diam Q} < 00.
N x0,P

Um estudo mais detalhado sobre estes espagos pode ser visto em [1].

2.5 Espaco de Holder

Definicao 2.4 Dizemos que u € uniformemente de Holder num conjunto D

(nao necessariamente limitado) se a quantidade

[u]a;D = Sup M

L 0<a<l1 (2.2)
z,yeD |£L’ - y‘a



€ finita; e localmente Holder continua em D se u € uniformemente de Holder
nos subconjuntos compactos de D. Fsses dois conceitos obviamente coinci-
dem quando D é compacto. Quando (2.2) € finito para o = 1, u € dita de

Lipschitz.

Exemplo: A fungao u em B;(0) dada por u(z) = |z|?, 0 < 3 < 1, é Holder

continua com expoente (5 e é Lipschitz continua se § = 1.

Definigao 2.5  Os espagos de Holder C*(Q)), C*%(Q) sdo definidos como
os subespagos de C*(Q), C*(Q) constituidos das fungoes cujas derivadas de
ordem k sao uniformemente de Hélder (localmente Hélder continuas) com

expoente v em §2.

Para simplificar escrevemos
CH(Q) = C™(Q), C*(Q) =C"(Q)

com 0 <a<l.
Também designamos por C4**(Q) o espaco das funcées em C**(Q) com su-

porte compacto em (2.

Definicao 2.6 Seja Q um aberto de R™ com 99) de classe C* e F: Q) — R™,
uma fungdo de classe C*; F = (fi, fo,..., fu). A func¢io divF : Q — R,
definida por

(divF)(x) = D' fi(2) + D*fo(x) + ... + D" fo(x),

onde D' f; = if", chama-se a divergéncia do campo F.

Teorema 2.7 (Teorema da Divergéncia) Seja Q2 um aberto limitado, com Of)
de classe O e tal que ) estd apenas de um dos lados de 02 e F' : Q@ — R”,

uma funcao de classe C*. Entdo

/divF dx:/ Fids, (2.3)
Q 1)

— .
onde m € o vetor normal exterior a OS).



Observagao 2.1 Considerando F = (0,...,0,f,0,...,0), onde f : Q@ — R

€ a i-éstma componente de F', temos, pelo Teorema da divergéncia, que

/QD"f dv = /m fon ds, (2.4)

onde n; € a i-ésima componente do vetor normal 1.

2.6 Espaco de Sobolev

2.6.1 Derivada no Sentido das Distribuicoes

Notagao: Denotamos por C§°(€2) o espago de todas as fungoes infinita-
mente diferenciaveis ¢ : 2 — R, com suporte compacto em (2. Chamamos

uma fungao ¢ € C§°(Q2) de fungao teste.

Motivacao para a definicao de derivada no sentido das distribuicoes,

também chamada de derivada fraca

Seja u € C'(Q). Entao, se ¢ € C5°(Q), vemos, tomando f = up em (2.4),

que

/gouzi dx = —/ucpmi de (i=1,...,n), (2.5)
Q Q

visto que ¢ tem suporte compacto em €2 e, entao, se anula em 0f). Mais
geralmente, se k é um inteiro positivo, u € C¥(Q) e a = (ay,...,q,) é um

multi-indice de ordem |a| = ay + ... + a,, = k, entdo

/ng“u dx = (—1)|a/uDag0 dz, (2.6)
0

Q

onde D% = %...%g@

Note que, para que o lado direito de (2.6) faca sentido, basta que u seja lo-
calmente integravel, enquanto que o lado esquerdo requer que u seja de classe
C*. Resolvemos este problema definindo derivada no sentido das distribuicoes

(derivada fraca):



1

Le(82) € v € um multi-indice. Dizemos

Definicao 2.8 Suponha que u,v € L
que v € a a-ésima derivada parcial no sentido das distribuicoes ou derivada
parcial fraca de u, se

/Qqu dr = (—1) / v da (2.7)

Q

para toda funcdo teste o € CF°(Q). Neste caso, definimos D*u = v.

Definigao 2.9 O espaco de Sobolev W5P(Q) consiste de todas funcoes local-
mente integrdveis u : Q@ — R tal que para cada multiindice o com |a| < k,

D% existe no sentido fraco e pertence a LP((2).

Definicao 2.10 O espaco de Sobolev Wé“p(ﬂ) consiste de todas fungoes u
pertencentes ao espaco W*P(Q) que se anulam em 0Q. Mais precisamente,
WEP(Q) € o fecho de C°() na norma WHP(Q).

Definigao 2.11 Em W*P(Q), definimos a sequinte norma

(Zlalgc Jo |Dul? dw>; sel <p< oo

(2.8)
> jaj<k SUD ess [ D%l sep=00.
= o

||u||kaP(Q) =

2.6.2 Propriedades

As seguintes propriedades podem ser encontradas no livro do Evans [3], de

Equacgoes Diferenciais Parciais.

P1 - Desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg: Seja {2 um sub-
conjunto aberto de R" e 1 < p < n. Entao, existe uma constante C, depen-

dendo apenas de p e n tal que
lull Lo ) < CllDullre(@),

para todo u € WyP(Q), onde p* = "2

n—p



P2 - Desigualdade de Poincaré: Seja 2 um subconjunto aberto e limi-

tado de R™. Entao existe uma constante C' = C'(n, ), tal que
lullr2@) < CllDul|r2(q),

para todo u € Wy*(Q).

P3 - Desigualdade de Poincaré: Seja {2 um subconjunto aberto e limitado
de R™, com 99 de classe C'. Entao existe uma constante C' = C(n, ), tal
que

lu —{utallz@) < CllDullL2q)
para todo u € Wh(Q).

Fazendo uma mudanca de varidvel e aplicando a desigualdade de Poincaré

P3, temos a seguinte aplica¢ao: Existe uma constante C' = C'(Bg(0)), tal que

lu = {u}rll72ma)y < CRIDull72s,0)
para todo v € W12?(Bg(0)), onde R > 0.

P4 - WFP ¢ um espaco vetorial normado completo com relacdo a norma

dada em (2.8).

P5 - Sejap > 1 e a > 0. Entao, existe uma constante C' > 0 dependendo de

p,n e «a, tal que

||u||LP*(Bl(O)) < C||DU||LIJ(BI(0))7

para u € {v € W'P(B(0)) : [{z :v(x) =0} > a}. Assim, W'?(B;(0)) C
LP"(B1(0)). Numa bola de raio R, esta desigualdade continua vélida com o

mesmo C', se subtituirmos a por aR". Ou seja, para uma bola qualquer, C'

_o
|Br|"

de varidvel e aplicando a desigualdade quando o dominio é By (0).

depende apenas de p, n e Podemos provar isto fazendo uma mudanca

P6 - Teorema do Traco: Seja {2 um aberto limitado de R™ com fronteira

de classe C'!. Entao, existe um operador linear limitado

T : W (Q) — LP(09Q), tal que

10



(i) Tu = uloq se u € WHP(Q) N C(Q)

e

(ii) |Tullrro0) < Cllullwie) ¥V u € WHP(Q), onde C' > 0 depende apenas
de p e Q.

Dizemos que T'u é o trago de u em 0f2.

2.7 Equacao de Euler-Lagrange

Seja (2 C R™ um aberto com fronteira suave. Considere a funcao suave
L:OQxRxR" — R,
que chamamos de Lagrangiano L. Escrevemos
L = L(z,z,p) paraxz € §, z € Rep € R".
Seja
Iw] = /QL(:U, w(x), Dw(z)) dx (2.9)
definida para todas fungoes suaves
w: @ - R (2.10)
satisfazendo a condicao de fronteira
w = g em 0, (2.11)

onde g é uma funcao suave. Vamos agora supor que alguma funcao suave
particular u satisfazendo

u = g em 0f)

seja um minimo de I[-] entre todas as fungoes w satifazendo (2.11). Mostremos
entao que u é uma solucao de uma certa equacao diferencial parcial eliptica.
Para isto, escolhemos uma fungao teste ¢ € C5°(2) e consideramos a fungao

real

ife) = Ilu+eyp] (¢ € R). (2.12)

11



Entao
i(e) —i(0) [ (L(z,u+ep, Du+eDy) — L(zx,u, Du)) dx
€ € '

Note que o integrando é igual a zero fora do suporte da ¢. Além disso, como
L é suave e @ ¢ limitado, a razao incremental converge uniformemente para
a derivada de L em compactos. Assim, essa razao converge uniformemente

para
=1

Logo

]

M H/ﬂ{i;Lpi(x,u, Du)p,, + LZ(IL’,U,DU)SO} dz,

pois a convergéncia uniforme implica a convergéncia da integral. Logo i é

derivavel em 0 com
i'(0) = /{ZLPi(x,u, Du)g,, + Lz(ac,u,Du)@} de.
Q> =

Uma vez que « é um minimo de I[-] e u+¢ep = g em 05, vemos que i(-) tem

um minimo em € = 0. Por essa razao,
i'(0) = 0. (2.13)

Entao
0 =i(0) = /{ZLM(‘/E’U7 Du)p,, + Lz(x,u,Du)go} de.  (2.14)
=1

Finalmente, fazendo integracao por partes em (2.14) e lembrando que ¢ tem

suporte compacto, obtemos

© dx.
i=1

0 = /Q[—Z(Lpi(x,u, Du)), + L.(z,u, Du)

Como esta equacgao ¢é valida para toda funcao teste ¢, concluimos que u é

solucao da equacao diferencial parcial eliptica nao linear

_Z(Lpi(x,u,Du))m + L.(z,u,Du) = 0 em
i1 ' (2.15)

u =gy em Of).

12



Esta é a Equagao de Euler-Lagrange associada ao funcional I[-] definido
em (2.9). Note que esta equacao foi provada sob a suposi¢ao de que u é
suave. Caso u seja apenas uma fungao de Sobolev, u € W19(Q), precisamos

das seguintes hipoteses sobre o crescimento de L:
|L(z, z,p)| C(lpl* + 12"+ 1),

|DpL(z, z,p)| C(lpl "+ 127 +1) e
|D.L(z,z,p)] < C(p|" "+ +1).

IN

IN

Definigao 2.12 Dizemos que u € Wh4(Q) ;1 < q < oo, € solugdo no sen-
tido fraco da Equa¢ao de Euler Lagrange (2.15) se

/ { Z Ly (x,u, Du)p,, + L.(z,u, DU)SO} dx =0
L
para toda ¢ € Wy (Q).

A motivacao desta definigdo pode ser encontrada em [3].

2.8 Estimativa da derivada segunda

Seja 2 C R™ um aberto com fronteira suave, g € LP(02) e L um Lagrangiano

tal que
|D,L(z,z,p)| < C(lp|+1) VeeQzeR,peR"”

e para algum C' > 0 conveniente. Entao qualquer minimo u € A, onde
A ={w € W'(Q); w = g em I no sentido do trago}, é solugio fraca da

Equacao de Euler-Lagrange, ou seja,

/ {ZLPi(x,u, Du)gy. + Lz(a:,u,Du)go} dz = 0 (2.16)
Q"=

para toda ¢ € W, ().

13



Teorema 2.13 Se u € WY2(Q) ¢ uma solu¢io fraca da EDP (2.16) e o

Lagrangiano L depende apenas de p e satisfaz

‘Lpp(p” <C (2.17)

> Ly, (Du)éals > vl€)?, ¥V p ¢ €R" e v > 0, (2.18)

a?ﬂ:]‘

. 2,2
entdo u € W7 (Q) e, consequentemente,

/ Z Lp,ps(Du)Dg(Dyu)Dou dov = 0, para v € {1,...,n}. (2.19)
Q
a,B=1

A prova deste teorema pode ser encontrado em [3].

2.9 Lemas e Teoremas Importantes

Lema 2.14 Sejau € L'(Q) e oscu = supu—infu a oscilagio de u. Se existe

uma constante C' = C(n,a) > 0, 0 < a < 1, tal que B(()s%)u < CR" para
qualquer B(z,R) C Q, entao u € C%*(Q).

Prova. Primeiramente vamos mostrar que u é continua, ou seja, que dado
e >0, 30 > 0 tal que u(B(z,9)) C B(u(x),e).

De fato, para y € B(z,J)

u(y) — u(x)| < sup |u(z) —u(w)| = sup u— inf u= osc u < CH°.
) (o) < sup (=) )| = sup v nf u = osc

1
Entao, dado ¢ > 0, basta tomar § = (%) «. Logo u ¢ continua.

Seja K um conjunto compacto contido em ().
Entao d = dist(K, 092) > 0.
Seja x,y € K.

1° caso:  d(z,y) < 4.
Seja R = d(z,y). Como 2R < d, B(x,2R) C (.

14



Por hipétese B(osc u < C(2R)“, entao
x,2

R)
lu(y) —uw(z)] < sup |u(y) —wu(z)| = sup u— inf wu
B(z,2R) B(z,2R) B(z,2R)
= osc u < C(2R)* = C2%x —y|*
B(z,2R)
= Dlz—y[

2° caso:  d(z,y) >

Entao

NI

uly) —uw(@)]  _ July) —u(@)]
e —yl* 7 (5)°
)

IA
)
2

A
|
<

Seja C' = max{M, D}.

Entao Vz,y e K

|uy) — u(z)]

< C<x=
|z —y[*
z,y€ K |z —yl|*

Logo u € C%*(Q).
U

Teorema 2.15 Seja 79 € Q, Bg = Bgr(rg) C Q e u € C%(Q). Entdo
oscu < Cr*, Vr<R.

r

Prova. Se u € C%*(Q), entao existe ¢ > 0 tal que

sup {50 <o

x,yEB_R |x - y|a
Portanto
|U(CE') - U(y)| < Cll' - ylﬂt < Crau v T,y € B’rar < R.
Entdo oscu = supu — inf u = sup |u(w) — u(€)| < Cre.
By B, B, B,

15



Teorema 2.16 (Teorema de Campanato). Seja u € L'(Q) e 0 < a < 1.

Suponha que existe uma constante positiva M tal que
7[B|u ~ {ud| de < Mre (2.20)
V B = B(r) C Q. Entio u € C**(Q) e para toda B(R) C Q

osc u < CMR®, onde C =C(n,aq).

B(3)

Prova. Seja x um ponto de Lebesgue da funcao u.
Se B(z,5) C B(z,r), entao

|{u}x,% - {u}z,r‘ =

1
udy — —/ u dw
) |B(27T)‘ B(z,r)

T 1
S dy — |B (2, L) |——— d
B3] /B<x,;>“ v =18 (% 5) BT fyn” w]

' -
1dy—/ udw]||.
) |B(Z7 ’f‘)| B(z,r) ‘

- !B(;%)\ /B(x,;)wy N /B(x |

1 . .
Como Be fB(z,r) uwdw é constante em relagao a y, temos

E (;, 5)| [/B(a:,;) wdy = /B@g) ”ywé—,m /BW) wa]
WI’@’ [/B(%) e /B(:vé) (er)' /B(z,www) dy]

|B (31:, ol /B(x ][B(x,;)(“ —{u}.,r)dy
fB(m,g)’u —{uls, | dy = %)n /B( ) lu —{u},,| dy =

wn(Q ac,%

B (;’ 5)| /B(a;

T
2

T
)

<

)(u —{u}er)dy

2" 2"
) e tabddy < S [ uddy =
W™ JB(e,5) WnT" JB(zr)

on ][B(Z’T)’u— {u}. | dy < 2"Mre.

16



Logo
{u}e,r —{u}., | < 2°Mre. (2.21)

Como B(z,3) C B(x, 5=r) para todoi € {1,...,k}, temos

{ute, sz —{uts = | < 2"M<2L,1> para todoi € {1,...,k}.

i—1! —

Entao

{hos — {ubael = Hiboos — {ubaom, 4o b — {uhos +
{u}x72% - {U}x,g + {u}x,% - {u}x,rl < |{u}x,2% - {u}x,21f,1 |+ +
{ute s —{ute sl + Hube gz —{utoz| + Hulor —{ulas| <

1 n al n a]‘ n a]'
2(k—1)a+"'+2 Mr 270( +2M7’ 2_04+2MT 2@

= "My (2700 p o7 o7 g ok

2" Mre

k—1 k
= Q"MTO‘ZQ_O” = Q”MTO‘ZQ‘“ < CMr®

1=0 =1

Como z é ponto de Lebesgue temos que {u}mQLk — u(z). Entao

lu(z) — {ule,| < CMre.

Usando (2.21), temos

fu(e) — {u}orl < lule) — {u}, x + {u},  — {u}on)
< Ju(e) — {u}, gl + {u}, n — {u}onl
<

cM (?) + 2"MR* = R*M (2% —|—2”> = CMR"

para cada r € B(z, %) ponto de Lebesgue.

Assim,
ju(z) —uy)| < |u(@) = {u}er + {u}or —uly)]
< ul@) = {uberl + {u}zr — u(y)]
< CMR*+CMR* = CM2R”
< CMR"

17



para qualquer z,y € B (z, %) C (), onde z,y sao pontos de Lebesgue.

Seja A o conjunto dos pontos de Lebesgue. Dado K C () compacto, seja
R < dist(K,09). Logo, paraz,y € ANK, tal que |[x—y| < %, x,y € B(x, %)
Assim |u(z) — u(y)] < CMR*. Portanto, u é uniformenmente continua em
AN K. Entao podemos estende-la continuamente para K, ja que A é denso
em K, pois m(A°) = 0. Dai

lu(z) —u(y)]| < CMR* Vz,y€ K.

Entao
sup |u(w) —u(§)] = sup u— inf w
B(z,8) B(z,8) B(z,%)
= osc u < CR“.
B(z,%)

Logo pelo Lema 2.14, temos que u € C%%(1).
O

Com o propésito de melhor compreender o Teorema de Campanato, apre-
sentamos no exemplo a seguir uma fun¢ao descontinua na origem e que nao

satisfaz (2.20), para qualquer o > 0.

Exemplo: Seja a funcao v : R — R definida por

-1 se <0
uwz)=9 0 se x=0

1 se x> 0.

Entao

Logo

I 2h
Fronlu = {adnl do = 5 [ futa) o= 35 =1

18



Lema 2.17 Seja F € L?(Q2). Entao

/ (Pl

/B (F| ~ |{F}al) do <

Prova.
[ 1P ds
Bgr
2
F dx
fBR— dx/ 1dx
|BR| Bg
2
(S, 1P d)
| Br|
sy, |F? dz | Bg|
| Br
[§
| (1= 1(F)a)? da
Br
< 2/ |F|? dz
Br
< 2/ |F|? dz
Br

VAN

IN
5
=
.
8

e

/ fBRFdx 4
v =
Bn| |DBR|
2
’fBRF dx’
| Br|? 1Br| <

(17 ) (5 dx)%r

| Br|
/ |F|? dx
Bgr

| (FI+ 1Py ds

Br

2 [ )l de

2/ |F)? dz = 4/ |F|? dx
Br Br

19



Regularidade de Minimos

Locais de Funcionais Gerais

3.1 Continuidade de Holder de minimos

locais de Funcionais Gerais

Nesta se¢ao, provamos que a fungao escalar u : 2 C R" — R € W12(Q)

que minimiza o funcional geral
Fw,Q) = / f(z,w, Dw) dx (3.1)
Q

¢ Holder continua, quando f possui certas condi¢oes de crescimento. Mais

precisamente, suponhamos que f satisfaz

p|? = b(|ul* + 1) < f(x,u,p) < alp|® + b(|u|* + 1)

2
com0<a<2" = n2 (v < 00 sen =2). (3.2)

O resultado principal desta secao é o Teorema 3.6, onde é provado que

u € C%(Q).

O Lema abaixo e o Teorema 3.3 encontram-se em [10] cap. II e serdo utili-
zados nas demonstracoes dos Teoremas 3.5 e 3.6. Os demais resultados desta

segao foram obtidos em [5].

Lema 3.1 Suponha que B(xg, po) C €2 e que existe um k tal que se k > l%, a

fungao u(x) satisfaz a inequagao

[ i<t o [ e ke A i 69
Ag,p—op A

k,p

20



onde po — pooo < p—op < p < po, 0g,7Y, € € SGo constantes positivas,

o0<1l,e<2 2<a<2+2ed,={xe B(xyp);ulz) >k}

Entio eziste ¢ = c(00, k,n,7v,€,,a), onde a = py" fo (u(x) - k)? dx tal
k,po

que

sup ess u < c.
Bog—cor0

Definicao 3.2 Denotamos por By (€2, M, 7,0, é) a classe de fungoes u(x)
pertencentes a WH2(Q) com ||ul| L) < M, tais que para u(z) e —u(z) a se-
guinte desigualdade € vdlida em uma esfera B, = B(xo, p) C Q para qualquer
o€ (0,1):

q

1 _2
/A | Dul* do < V{W%?XW) — k] + 1}|Ak,p|1 v (34)
ksP—0Op P

para k > Br{lax)u(x) — 0, onde Ay, = {z € B(xg,p);u(zr) >k} e0 < g < oo.
Zo,pP

Teorema 3.3  Seja u(x) uma fungdo arbitrdria pertencente a classe
By (2, M, ~, 0, %) e seja B(xo, po) C 2, onde po < 1. Entdo para uma esfera
arbitraria B(zo, p), onde p < po, a oscila¢ao de u(x) em B(xg,p) satisfaz a

Mequacao

osc u < c(ﬁ>a. (3.5)

B(x(]vp) pO

Lema 3.4  Seja f(t) uma fun¢ao ndao negativa limitada definida em todo

t, tal que 0 < Ty <t <Ti. Suponhamos que para Ty <t < s < T temos
() < A(s—1)™ + B+6f(s)

onde A, B,a,0 sao constantes nao negativas e § < 1. FEntdo existe uma
constante c, dependendo somente de o e 6 tal que para todo p, R, Ty < p <
R < T}, temos

f(p) < c[A(R—p)™*+ BJ.
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Prova.

Considere a sequéncia {¢;} definida por

to=p; tipn—ti=(1-7)(R~p)

com 0 <7 <1.

Como t; < t;41 Vi, temos por hipdtese que

Como 0 < 7 < 1 temos que 7 < 1, Va > 0 e i = 0,1,..

flti) <

IN

IN

(1—7)e

A

A
(1 —71)

(R

(1—7)e (R
A
(1—7)e
A
(1—7)e
02 Ar—=e

(R

(R

A
=
A92T72a
(1 —7)

R

<

S T

A927_72a
(1 —7)
0" f(tx)

(1-— T)a(R

k-1 k—1
Z 01 S Z gi,]_—ioc'
=0 =0

Logo

—,0)“+B+9[
—-p) *+B+
—-p) “+B+

—p) *+ B+

(R—p) 4+ 0*B+0f(t3) +...+

A(tipr — )" + B+ 0f(tis1)

-

(R—p)_a+B—|—9f(t,~+1) Vi = 0,1,...,]{.

—p) "+ B+0f(th)

T

e e
Al
(1—7)e
(R—p) 4B+ 9f(t3)]

Al
(1—7)e

R—p) 4+ B+0f(ts)

(R—p) “+6B

(R—p) “+6B

(R—p) " +0°B+0°f(ts)

Afr™

(R—p)_“—l—BvL(l_T)a

(R—p)*+6B

Aekfle(kfl)a

0" 'B
i—n"

k—1

1=

—p)® (Z 0%-”) +B (Z ei) + 0% f(tr).

.k. Entao

k—1

f(to) < 0% f(t) + {(1 :47)& (R—p) “+ B} Z girie,

=0
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Escolhendo agora 7, tal que 7® > 6 e fazendo k — +00, obtemos

flto) = f(p) < [ A R_pye s Bl (-6, pois

(1—7)e
AN 1
dn 3 () = Tom o =0e s émitad

Logo
flp) < c][A(R—p)®+B], ondec=(1—7)"%(1—0r )"

O

Teorema 3.5 Seja f(x,u,p) satisfazendo (3.2) e u € WH2(Q) um minimo
local do funcional F(w;Q) dado em (3.1). Entao u € localmente limitada em
Q.

Prova. Seja zy € €2 e B, a bola de raio s centrada em xy, onde s sera esco-
lhido posteriormente.
Para k > 0, definimos Ay = {x € Q;u(z) > k} e Ay = Ar N Bs.

Seja w = max(u — k,0) e n(x) € C*° uma fungdo com supp n C B; tal
que0<n<1l,p=1em By, ondet <s,e|Dnl <2(s—t)"t. Sev=u—nu,

entdao v € W?(Q). Usando a minimalidade de u, temos que
F(u; Q) < F(v; Q). Entéo/ f(x,u, Du) de < / f(x,v, Dv) dx.
Q Q

Portanto,
0< /[f(x,v,Dv) — f(z,u, Du)| dx.
Q

Note que v =uw em Q\ Ay s, poisv=u—nwen=0em N\ By e w=0em
Q\ A;. Entao

0< /Q[f(x,v,Dv) — f(z,u, Du)] de = /A [f(z,v, Dv) — f(z,u, Du)| dx.

Logo

/ f(z,u, Du) dx < f(x,v, Dv) dx.
Ak,s

Ak,s
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Usando (3.2),

/ Dul? — b([u]* + 1) da g/ al Dol + b(jo|° + 1) da.
Ak,s

Ak,s
Entao
/ | Dul? dx < / alDv|? + b(|v|* + 1) + b(Ju|* + 1) da.
Ak,s Ak,s
Em Ak,s

v = u—nw=u—nu—*k)=1-n)u+nk
= |Dv| = |[(1—=n)Du—uDn+kDn|=|(1—n)Du—wDn| (3.6)
< (1 =n)|Dul +w|Dn.

Entao

/ |Dul? dzx < / al(1 —n)Du +wDn)* +b(Jv|* + 1) + b(Jul* + 1) dx
Ak,s Ak,s

< / 2a(1 —n)?|Dul? dx + 2a/ w?|Dn* dx

Ak,s Ak,s
+/ (blul* +b) dx +/ (blul* +b) dx

Ak,s Ak,s

= / 2a(1 —n)?|Dul? dx + 2@/ w?|Dn|? dx

Ak,s Ak,s
+2/ (blw + k| 4+ b) dx

Ak:,s
< / 2a(1 —n)?|Dul* dx + Za/ w? (2(s — t)_1)2 dx
Ak,s Ak:,s
+/ 202%(w® 4 k%) dx + 2b| Ay 5|
Ak,s

< / 2a(1 — n)?|Du? dx + 2a (2(5—15)_1)2/ w? dr
Ak,s Alc,s

n / 262w dz + 2627k Ags| + 26|44
Ak,s

1
<7 / (1 —n)?|Dul? dx + 5 / w? dx
Ags (s—1) Ags

+/ w® dz + (1 + k“)\Am\},
Ak,s
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onde y; = max{8a,2b2*}. Observemos agora que

o = /|u2*dx2/\u
Q Ay

> / k2 dr = K| Ay
A

1, o
FU?.

Logo existe ko, tal que V k> ko e VT com T < s < T, temos |Ay| < %|B%|

.
¥ dx

[

= |A]

Como suppw C Ay, temos que |suppw| < %|B%| < 1IB,|. Entao {z : w(z) =

0}| > es™. Portanto, usando a propriedade P5, obtemos

[l ) < dlDwls,) =

(o
Bs

se n > 2, onde ¢ s6 depende de n. Se n = 2, seja 2 > «. Neste caso

2
2%
2 dx) < ¢ | |Dw| dx,

B

[wlizzs,) < dlDwlrzs,),

onde ¢ depende de n e s. Quando s diminui, ¢ diminui. Assim, podemos
considerar o mesmo c¢ para s < 1. Faremos a prova para n > 2. Para n = 2,
segue por raciocinio semelhate, substituindo 2* por 2.

Se 2 < a < 2%, pela desigualdade de Holder, temos

1— o

o= () (e

o
*

2
= (/ w? dm) | B,|' 2~

—2+42

(12* .
= (/ w? dx) | B,|' 2
) 2% a—2 2%
()] T (e
S BS

o2B,|'*" ¢ | |Dw|? dx.
Bs

IN

[

2 < lu

Como w=u—Fkem Ay, e w=0 em A, temos que ||w
[, [DwlPdz = [, |Dw|*dr= [, [Dul?dz. Entdo

/ w* dx < ||u
Bs

2%,

3:2|BS|1—2%/ \Dul? da.
Ak,s

25



Escolhendo s tao pequeno, de modo que

1

a—2 1-5%
cllullgs 7| Bs|" " 2F < —, temos
Jull 218,15 < 5
1
/ w® de < — |Dul? dx. (3.7)
s 2m Ag.s

Concluimos entao que se % <t<s<T, temos

1
/ |\Dul®*de < v / (1 —n)?|Du|? dz + —2/ w? dr
Ak,s Ak,s (S - t) Ak,s

1

+ -
2 Ja,,

|Dul? dz + (1 + k:o‘)|Ak78|}.

Como 7 =1em Ay, temos que [, (1—n)*[Duf>dx = 0. Logo

/ (1= n)?| Dul? dz — / (1= )2 Dul? dz < / \Dul? da.
Ap s Ak, s\ Akt A s\ Ak,
Entao
2 2 1 2
/ |Du|* dz < fyl/ | Dul| d:l:—l——/ |Du|* dx
s A\ 2 J A
71 / 2 «
+ w” dr + (14 k%)|Ag |-
(s —1)* Jay,
Portanto

/ |Dul® dv < 2m / |Du|? dx
Ag.s Ap s\ Ak,

1 / 9
+ — w” dr 4+ (1 + k%) | Ag.s| ¢-
(8—25)2 Al ( )‘ k,‘}

Como B; C By, temos que fAkt |Du|* dz < fAk |Dul? dz.

Entao
/ |Dul? dov < 2m / |Dul|? dx
Akt A, s\ Akt
+ ! / 2dr + (1+ k)| Agsl
—_— w® dx kos| ¢
(s =1)* Ja,.
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SejampeRtaisque§§p§t<s§R§T.

Entao

/ |Dul? dz < 271/ |Dul? dx
Apt Ak, s\ Akt
+ 271{(3—15)_2/ w? dx+(1+ka)|Ak,R|}.
Ak R

Adicionando 27, [ AL |Dul? dxr em ambos os termos da inequagio acima,

obtemos

(1+2%)/ Duf dr < 2%/ \Dul? da
Akt Ag,s

+ 271{(3—75)_2/ w? dx+(1+k:°‘)|Ak,R|}.
Ak,R

Entao

2
/ |Dul? dov < n / |Du|? dx
At 2m +1 Ak,s

2
+ n (5—15)2/ w? dr + (14 k%)| Azl
Ak,R

2 +1

2
n / |Du|? dx
2")/1 —+ 1 Ak,s

+ (s—t)_Q/ w? dr + (1+ k)| Ag.rl-
AR

IN

Definindo

2m
271 + 1

f(r)y = / |Dul? dx, ¥r >0 e considerando 6 =
Ak,r
A= / w?dre B = (1+k*)|Aygl|, temos que
Ak,r

f(t) < 0f(s)+ A(s— 1)+ B.

Logo, pelo Lema 3.4, temos

/

|Dul? do < 72{(]% - p)z/ w® dv + (1+ k“)]AhR\}. (3.8)
Ag,R

k.p
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Finalmente estimamos, para k > 1

(1 —+ ka)‘Ak’R| < (k)a + ka)‘Ak’R|

= 2k Apg| < T AR T
2* 2 1-{o52
= 2(k¥|Akgl) T K|Arg|" T
a2 —5t

2% 2 1
< 2lullz) 7 KAk Rl T

o

= 2(|fullo ) k| Ap g R

Introduzindo esta estimativa em (3.8), temos que para % <p<R<ZT

/ |Dul* dz < ’Yz{(R—P)_z/ w? de + 2(||U||2*)O‘_2k2|Ak,R\l_iﬂ_?a*}
A Ak, R

k,p
< 73{(R—p)_2/ w? dr + kQIAhR]l_Z“_;}. (3.9)
Ag,R

Logo, pelo Lema 3.1, existe uma constante ¢, tal que sup essu < c.
Br
2

Visto que —u minimiza o funcional
F(:9) = [ flab, D) ds
Q

com f(z,9,p) = f(x, —, —p) satisfazendo a condicio (3.2), a desigualdade
(3.9) vale se trocarmos u por —u. Podemos, entao, aplicar para u e —u o

Lema 3.1 e concluimos que u ¢é limitada em Br.
2

Observagao 3.1 Se u ¢ limitado, ||u||p~ < M, entdo

P —b(M) < f(w.u,p) < alp +b(M) para todo p € R, (3.10)

Teorema 3.6 Sejo u € W,22(Q) N L) um minimo local do funcional

loc loc

Pl Q) = /Q f(2,, DY) do.

Entao u € Holder continua em €.
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Prova. Seja v =u —nw, onde n,w sao fungoes definidas no teorema ante-
rior.

Pela minimalidade de u, temos que
F(u; Q) < F(v; Q). Entao /Qf(x,u, Du) dx < /Qf(m,v,Dv) dx.
Portanto
0 < /Q[f(:x,v,Dv) — f(z,u, Du)] dz.
Usando o mesmo argumento que no Teorema anterior, temos que
/ |Dul|?> —b(M) dz < / a|Dv|* + b(M) dx
Aps Aps

= |Dul? dz < / a|Dv|? 4 2b(M) dx.
Ak,s Ak,s

Assim por (3.6), temos

/ |Du|? dx
Ak,s

IN

/ al(1 — n)Du + wDn|* dx
Ak,s
+ 20(M)| A5

2/ a(l —n)?|Dul? dx
Ak,s

IN

+

2/ aw?|Dn|?* dx + 2b(M)| Ay |
Ak,s

< 74{/ (1—77)2\Du]2 dr + / wQ\DnP dr + ‘Ak,3|}.
Ak,s Ak,s

Pelo mesmo raciocinio do Teorema anterior, para todo t < s < R, temos

/ Dul dz < / \Duf? dx + (3—t)2/ (=K de + [Apr| b.
Ap.t Ak, s\ Akt Ag,R

Adicionando 75 [, |Du|? dz a ambos os membros da desigualdade acima,

obtemos

(s + 1)/ |Dul? dv < 75 / |Du|? dz + (s — t)z/ (u —k)* dr + | A g|
Agy Ag,s Ak, R

= [ |Dufdr<- / \Du|2da:+(s—t)2/ (= k) dz + | A.n|b.
Ap 75 41 Ag,s Ak,R
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Definindo

e considerando

A= / (u—k)*dreB = |Agg|, temos que
Ak,

ft) < 0f(s)+ A(s—t)?+ B.

Logo, pelo Lema 3.4, para p <t < s < R, temos

/ |Dul* dr < 764 (R — p)2/ (u — k)? dz + | A g|
Ag.p Ag,R
< L e k]2/ de + | A rl
——— max|u — T
> T (R— )2 Aen . k,R

1
< o 102
< %{(R_p)g rggg[u k] +1}|Ak,R|'

Esta mesma desigualdade é vélida se trocarmos u por —u. Entao a funcao u
pertence a classe By(£2, M,v,1,0). Tomando R < 1, temos pelo Teorema
3.3, que a oscilagao de u(x) em B(zo,p) , para p < R, satisfaz a inequacao
p «
osc u<c <—> .
B(zo,p) R

Entao B(osc )u < Cp®, onde C(R) = #. Logo, pelo Lema 2.14, u € C"*(1).
Zo,p

d
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3.2 Continuidade de Holder para as deriva-
das de minimos locais de Funcionais Ge-
rais

Nesta secao provamos que a derivada primeira de uma funcao escalar

u € WH(Q) que minimiza o funcional geral
Fw;Q) = / f(z,w, Dw) dx (3.11)
Q

¢ Holder continua, ou seja, Du € C%*(Q). Para isto, é necessdrio que a funcao

f satisfaca mais algumas hipoteses. Suponhamos que

i. Para todo (z,u) € Q x R, a funcao f é duas vezes diferencidvel em

b, e

| fop(@,u,p)| < L, (3.12)

onde L > 0 independe de x,u e p. Existe um v > 0 tal que

Z Foaps (@, 0, )& > V[E]* VEER™ (3.13)

a,B=1

ii. A fungao (1 + |p|?)~'f(z,u,p) é continua em 2 x R uniformemente em
p € R™. Portanto, existe uma funcao limitada, continua, concava e crescente

w(t), com w(0) = 0, tal que

(@ u,p) = fly,0,p)] < w(lz =y + [u—v*)(1+ [p]*), (3.14)

onde w é uma funcao de uma variavel.

O resultado principal desta secao é o Teorema 3.10, onde provamos que

Du é Holder continua. Os resultados desta se¢ao estao em [6].

Lema 3.7 Seja o funcional

FO», Bg) = ; f (w0, {t} 2.1, D)dx (3.15)
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e v o minimo de F° em Bpr entre todas as funcoes que valem u em OBg.

Suponhamos que vale (3.13) e w =u — v. Entdo

2
/ |Dw|2dx < —[Fo(u; Bgr) — Fo(v; Bgr)].
Br v

Prova. Seja f°:Q — R definida por f%(p) = f(xo, {t}z.r,D)-

Pela férmula de Taylor com resto integral, temos
folp+h) = fop) +df°(p)h + ra(h), onde

ro(h) = [ (1 —t)dfO(p + th)h? dt.

Tomando w = u — v, h = Dw e p = Dv, temos

f°(Dw+Dv) = fO(Dv)+f,?a(Dv)Danrfol(l—t) gﬂpﬁ(DertDw)DawDﬁw dt,

onde o somatério sobre indices repetidos fica subentendido.

Entao
fo(Du) — f'(Dv) = f° (Dv)Dyw

PaPps

1
+ / (1—)f  (Dv+t(Du— Dv))DywDgw dt =
0

1
f° (Dv)Dw + / (1—#)f°  (tDu+ (1 — £)Dv)DawDyw dt.
0

PaPp

Como fY satifaz (3.13), temos

PaPps

1

O (Dv)Dyw  + /0(1—15) 0 (tDu+ (1 —1t)Dv)DywDgw dt >
1

0 2 _

oo (D) Dow  + /0(1—15)1/\Dw\ dt =

1 1
SQ(DU)Daw + /V|Dw|2 dt—/ tv|Dw|? dt =
0 0

1 42 1
0 2 2
foo, (Dv)Dow  + v|Dwl|*t T §V|DU}’ t .=
1
fo (Dv)Dyw  + §V|Dw|2.
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Entao

P (Du) — f°(Dv) dx > fo (Dv)Dow dx + g/ |Dwl|? dz.

BR BR BR

Como v minimiza F° em Bp, entre todas as funcoes que valem u em OBg,

temos que v ¢ solucao fraca da Eq. de Euler Lagrange

—zn:Da (fga(Dv)) =0 em Bg
a=1

vo=u em 0Bgp.
Entao

f2 (Dv)Dop dz = 0, Yo € Wy?(Bg). (3.16)

Br

Como w = u — v e u = v em OBp, temos w € W, *(Bg). Portanto,
fga(Dv)Daw dr = 0,
Br
onde o somatdério sobre indices repetidos fica subentendido.

Entao 5
— [ fY(Du) dr —
Br

v

1(Dv) de] > / \Dwl? dx.

Br Br

Logo
2
/ |Dw*dx < Z[F°(u, Bg) — F°(v, Bg)].
Br v

O

Lema 3.8 Seja ¢(t) uma fungdo ndao negativa e ndao decrescente. Dados
A, u, B constantes positivas e B,e constantes nao negativas, [ < u, existe

uma constante g9 = £o(A, p, 3) >0 e ¢ = ¢(A, pu, B) tais que se

olp) < A[(£)" +e|o(r) + BR?

para todo p < R < Ry e € < gy, entao

5(0) < (2 16(R) + BR.
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Prova. Por hipétese, ¢(p) < A[(%)H + s}qﬁ(R) + BR®. Entao, para 0 <
T<1leR< Ry, temos
TR\" 3 5
é(TR) < A[ =)+ e} 6(R) + BR® = A[r" + £]¢(R) + BR
= AtM[1 4+ e "¢(R) + BR® < AT[1 + eo7"]¢(R) + BR".

Seja 6 € (B,p). Escolhendo 7 < 1, de maneira que, 247" < 7° e tomando

go < 7", temos que, para todo R < Ry

o(TR) < Ar"[1+1]¢(R) + BR®
= 2A7"¢(R) + BR® = 7°¢(R) + BR"
Entao, para todo inteiro k£ > 0, temos
¢(T"'R) = ¢(7(T"R)) < T°¢(7"R) + B(7"R)” = 7°¢(r* R) + Br*’ R’
= 7(p(r(7"'R))) + Br*RP < r°(r°¢(7* ' R) + Br-1) BRB) + BT RP
< 7'26(7'6¢(7'k_2R) + BT(’“_ZWRB) + B’i‘kﬁRﬁ(T 74 1)
= 10¢(r*2R) + Br*P R (12072 1 107F 1 1)
< ... < Tkéqﬁ(Tk*(k*l)R) + BTWRB(T(’“*U‘;*(’“*U’B
N R T L 1)
k6¢(7_R) + BTk’ﬁRﬁ( 6—(k=1)8

+ TP 4
< 7(7°¢(R) + BR®) + BT RA (7 (h-10- (=15
+ TP P4

k
TEG(R) + BrYRPY 110D < o7 DI 6(R) + BR).
5=0
Dado p > 0, existe k € {0,1,2,...}, tal que 7" R < p < 7*R. Assim, temos

que TF! < £ < 7. A partir disto, como ¢ é ndo decrescente,

o(p) < @(r"R) < em*[¢(R) + BR”]
crk1)B c
- o(R) + BR'] < 5 (

75 T

}%)ﬂ [6(R) + BR].
Logo

s(0) < (L) 1o(r) + BR)
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Teorema 3.9 Seja u um minimo local do funcional

/f z,w, Dw) (3.17)

com f satisfazendo (3.10), (3.12), (3.13) e (3.14). Entdo Du pertence a
Lyt ™().

loc

Prova. Seja B CC © e v o minimo do funcional F° definido em (3.15)
entre todas as fungoes que valem u em O0Bg.

Vamos estimar primeiro a oscilacao de v em Bgr. Seja k > kg = supu,
Br
m = min(v, k) e Ay = {z € Br;v(z )>k}

Note que m = glén(v k) = v, pois v = u em OBg e k > supu > u, entao
Br
k > v em 0Bpg. Portanto, m = u em 0Bpg. Entao

Fo(v; Bgr) < Fo(m; Bgr).

Além disso, m = v em Bg \ Ay e m = k em Aj. Entdo, usando a defini¢ao
de fY dada no Lema 3.7 e a desigualdade (3.10),

0 > F°uv;Bg)— F°(m; Bg) = F°(v; Ay) — F°(k; Ap)
= / f(zo,{tu}so.r, Dv) dz —/ f(zo,{u}sy.r, Dk) dx
A A
= Y (Dv) dx — f°(Dk) dx
Ay Ay

- f(Dv) da — |d|| Ay
Ak

> / (IDof — ¢) di — |d]| Ay
A
_ / Do da — (c + |d])| Axl,
A
onde |d| = f°(Dk). Logo

/ Do dz < c|Ay.
Ay,

Observe que v é Holder continua, pois é minimo do funcional F° que possui

as mesmas condicoes de crescimento do funcional F. Logo Ay é aberto, pois
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é a imagem inversa de um conjunto aberto por uma func¢ao continua.

Seja g € 0Ag.Se xy € JBg, entao v(zg) = u(xg) < k, portanto xy €
int(2\ Ay), contradizendo xy € 0Ay. Entao ¢ € Bg. Assim xy € AN Bg e
entao existe z,, € A tal que z, — g e y, € Br \ A tal que y,, — xy. Como
v é continua v(z,) — v(xg) e v(z,) > k. Analogamente v(y,) — v(xy) e
v(yn) < k. Entao, v(zg) = k.

Concluimos que v — k=0 em 0A.

Usando a desigualdade de Holder seguida da desigualdade de Sobolev, obte-

mos
) 3 - 1%
/(v—k)dw < (/ (v —k)? dx) (/ (1)2*—1dx)
Ay Ay A
%
< ([ b o) 4
Ay
1 1,1
< D(c|Ag])2|Aglz"m
1
< D(c)z|Au|"tH < C|AL|', onde & = -
Entao

/ (v—k)dr < C|A'"", Yk > ky=supu.
Ak

Br
Seja [ : (kg, +00) — R, definida por

Pelo Teorema de Fubini,

—+00
/(v—k)dm :/ Al dt.
Ap k

Assim, f(k) = fk+oo |A;| dt e portanto, pelo Teorema de Leibniz, temos

f'(k) = —|Agl.
Entao
f(k) < ClAL" = C(=f'(k)*.
Portanto
1 1
"(k) < ——f(k)T=
Pk <~ flh
< —cf(k)*, onde p= 1i€ <1
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Logo

Seja ky = sup v.
Br

IN

kar
dt / —cdt =
ko J(OF ko

f(knr)
/ stds < —clky — ko) =
f

f(kM)—/H-l B f(k,o)—u-l—l
—p+1 —pu+1

< —c(kn — ko).
Entao, como f(ky) =0,

kv < ko + < ko+ Ef (ko)™

|~

= ko+ Ef(ko) ™ = ko+ Ef(ko)’

=
< ko+FE / (v — ko) dz :
Apq

+B

1
n

Usando a desigualdade de Holder seguida da desigualdade de Sobolev,
mos
- 2 2
kv < ko+ E </ (v —ko)* dx) / (1)
Ay Ay
: % N
< ky+C (/ Duf? dw) A |52
AkO
<kt O b Ag 314 5]
< ko+ d|Ak:0|%
< ko+d|Bgl" = kod(w,R")"
< ko +cR.

Como kjp; = supv e ky = sup u, concluimos que
Br Br

supv < supu + cR.
Br Br
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Analogamente

infv > inf u — cR.
Br Br

Entao

oscv < oscu+ 2cR
Br Bgr

<cR*+cR < cR% jaque ue C, (3.18)

Agora vamos estimar o supremo de |Dv| em Bz.Como v minimiza F° em
2
Bpr entre todas as fungoes que valem u em 0Bpg, temos que v é solugao fraca

da equacao de Euler-Lagrange, ou seja,

/ > fr (Dv)Dap = 0, Vo € Wy*(Bp).
B

R a=1
~ 2.2 .
Entao, pelo Teorema 2.13, temos que, v € W (Bg) e que as derivadas
Dv; v =1,...,n, sao solugoes fracas da equagao eliptica, cuja formulagao

variacional é

/ Z fz())ap[g(DU)Dﬂ(va)Da(p dr =0 Vyp € WO1<BR) (319)
Br a,B=1
Tomando ¢ = nD,v, n € C°(Bg), temos
/ Fonps (D) Ds(D0)(nDo(Dyv) 4+ DyvDan) da = 0, (3.20)
Br

onde o somatdério sobre indices repetidos fica subentendido. Entao
[ 82 D0RDAD0) DDy o+
R
/B Foupy (D0)Ds(Dy0) Do Doy dz = 0
R
Fazendo somatério sobre v, temos que z = |Dv|?, satisfaz

1
5/ fp?apﬁ(DU>DﬁZDan =
Br

[ S R DDAD. DD ) -

R ~=1

- prapg(IOv {U}JC(LR’DU)WDﬁ(D’YU)DOé(D’YU) <

Br 4=

—y/ n|D*v|* <0, Vne C&(Bg), n > 0,
Bgr
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onde a ultima desigualdade vem do fato de f satisfazer (3.13). Entao

/ Fonps (D0)DgzDan < 0. (3.21)
Br
Fazendo uma estimativa padrao de equagoes elipticas (ver [8], p.184),
obtemos
sup | Dv|?* < CR"/ |Dv|? dx. (3.22)
Bg BR

Como |Dv|? < sup |Dv|?, temos que para todo p < &,
Br
2

/]Dv|2d1: < /sup\Dv|2d:c
B B, Bg

P

< sup | Dv|Pwnp” < wppeRT" |Dv|* dx

B B
% R

< C (%)n/BR |Dv|? da.

Trocando a contante C' na desigualdade acima, temos que esta vale para todo

p < R. Entao para todo p < R, temos

|Du|? dv = |ID(u — v +v)|* dx
By

By
< 2/ \D(u—v)|2da:+2/ Dof? dz
B, B,

< c{ (%) /BR | Du|? dx+/BR |D(u —v)|? dx}.

Tomando v = v — u + u e substituindo na desigualdade acima, obtemos

/B Duf? dr < o (%)”/B ]Du|2da:+/B D(u—v)f da}. (3:28)

Agora vamos estimar a tultima integral de (3.23). Pelo Lema 3.7, temos

/B |ID(u—v)]*dz < 2FO(U;BR)—FO(U;BR)]

-l

= 2 [ oo ubuor. Du) = o, D)) d
+ %/B [f(z,v, Dv) — f(z0, {tt}20,r, DV)] dz
+ %F(u, Bgr) — F(v; Br) (3.24)
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Definindo v = u em 2\ Bg, entao
F%u; Bg) — F°(v; Bg) = F°(u; Q) — F(v; Q) =
/[f(ajm {u}zo,Ra DU) - f($7u7 DU)] dr +
Q

/Q[f(x,v,Dv) — f(xo, {tu}ay i, DV)] dz +
F(u§ Q) — F(U;Q)
/Q[f(azo, {u}wo.r, Du) — f(x,u, Du)|] do + (3.25)

/Q (.0, Do) — f(20, {tw}an s D)) da,

visto que u é minimo de F(w; ).
Lembrando que v = uw em 2\ B e usando a desigualdade (3.14),

obtemos
/Q [f(z0, {tu}so,r, Du) — f(z,u, Du)] dv +
[ {#te.0.D0) = f(aa. )y DO o =
/B ' [f (0, {t}ag.r, Du) — f(z,u, Du)] dz +

IN

/B (.0, Do) — f(20, {}ay. . DV)] de

/B |f([130, {u}xo,Ra DU) - f(l’, Uu, DU>| dx +

IN

/B (2,0, Dv) — f(20, {}an . DV)| de
/ (1 + [DupP)(zo — o + [{u}sop — ul?) dz +
Br
/(1+|Dv|2)w(|a:—x0|2+|v—{u}Z07R|2) dr. (3.26)
Br

Estimativa de |v — {u}.,.r|* :

[0 = {ubao,rl” < 2/v = ul® +2Ju — {u}sy,rl*

Como u,v € C**(Q) e u = v em OBg, temos que, para todo y € OBg e
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x € Bp,

o(z) —u(z)] < [o(z) = o)+ |v(y) = wy)] + Ju(y) — u(z)]
clx —y|* + dlx —y|* < CR".

IA

Entio |v — {u}.orl> < 20R% + 2|u — {u} 4y [*-

Como u e {u},, r em Bp estao entre supu e o ilglfu, temos
Br R

lu — {u}aor|* < |sSupu — %ﬁu\Q \OSCUIQ < cR*.
R

Entao |[v — {u}. r|? < 2CR?** + 2cR** < C'R*.
Usando isto, (3.24), (3.25), (3.26) e notando que w é uma funcao crescente,

temos
2
[ ipa=ofde < 2 [ (@ D~ of? + [{uhon - uf) ds
BR BR

n /1+|Dv| Yo(|z — 2|2 + [0 — {u}ey 2?) da

Br

2
< —/ (1 + |Duf)w(R? + CR*) dx
vV JBg
2
+ ;/ (1 + |Dv*)w(R* + CR*) dx.
Br

Entao
/ Du—v)2de < D[ (1+|Duf)w(CR*) da
Br Bgr

+ D [ (14 |Dv])w(CR**) dx, (3.27)

Bgr

onde, D = 12/ > 0, visto que a < 1 e, portanto, R?* domina R?. Como w ¢é
uma fungao continua e w(0) = 0, temos que para R suficientemente pequeno

lw(CR*)| < {5. Entao
/ |D(u—v))* dz < Dw(C’R2a)/ (1+ |Dul?) dz
Br

Br

1
+ —/ (14 |Dof?) da
4 Br
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Tomando v = v—u+u e substituindo na ultima desigualdade acima, obtemos

/ |ID(u—v)|* dz < cw(C’RQO‘)/ (1+ |Dul?) dx
Br Br
= cwl(R)/ (1+ |Dul?) dx, (3.28)
Br
onde w; (R) = w(C'R?**). Substituindo a estimativa (3.28) em (3.23), obtemos

2 < PN" 2 2
|Du|* dz < c{ <R> /BR|Du| dx 4+ wq(R) /BR(1+|DU| )dx}

< f [(%)"+w1<3))][3 [Dul? dz + wi (R)R"}

By

Como wi(R) — 0 quando R — 0, wi(R) < ¢ < 1 para R pequeno. Entao

/Bp \Duf? dz < C{ [(%)nm} /BR\Duy2dx+R“},

para todo € > 0 e p < R < dist(zg,0f2) e R pequeno.
Seja 1 CC Qe Ry < dist(£24,Q2) pequeno. Entdo, para todo zp € ) e
p < Ry, temos

/ |Dul? dov < C{ [(Rﬁ) + (5)} / |Du|? d + RSL’E}.
Bp(iro) 0 BRO(zO)

Definindo ¢(r) = [, |Dul> dz ¥r > 0, temos que ¢ é uma funcdo nao
decrescente e nao negativa. Além disso, tomando S =n—¢ e u=mn, temos
que u e 3 sao constantes positivas e § < p. Logo pelo Lema 3.8, para o

suficientemente pequeno, temos

/ |Dul® dv < ¢ (£> / |Dul® dz + Ry ™®
By(z0) Ry BRy(z0)
n—e c 2
=/ e |Dul dz + ¢
RO BRo(zo)

onde C' = C(Ry) = = [, |Dul?* dz +c e Ry é tal que wi(Ro) < 0.
0

Logo Du € L7 5(Q).

loc
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Teorema 3.10 Seja u um minimo local do funcional

Fp,Q) = /Q f(x,, DY) da (3.29)

com f satisfazendo as hipoteses do Teorema 3.9. Suponhamos, além disso,
que f € Hélder continua em (x,u) com expoente 20. Mais precisamente,
suponhamos que a fun¢ao w em (3.14), satisfaz w(t) < At°, para o > 0.

Entdo a derivada de primeira ordem de u é Hélder continua em €2.

Prova. Seja B C Q e v o minimo local do funcional F° definido em
(3.15), entre todas as fungdes que valem u em 0Bpg. Visto que Dv satisfaz

(3.19), temos pelo teorema de De Giorgi (ver [2]), a estimativa
n+26
/ |Dv — {Dv},*dz < c <£> / |Dv — {Dv}g|*dw (3.30)
B, R Br
para todo 0 > 0. Note que

[ D= (Duy, iz = [ |D(u=0)+ Do = (Du =)}, ~ (Do} fda

< 2/ |Dv — {Dv},|*dx + 2/ |D(u —v) — {D(u —v)},|*dx.
B, B,
Pelo Lema (2.17), temos

|D(u —v) —{D(u—v)},> dz < 4/3 |D(u —v)|? dx

By

Apartir disto, obtemos

/ \Du—{Du}, 2 dr < 2/ Do — {Dv},? da
B B

P P

+8 [ |[Du—v)Pdr < 2 [ |Dv—{Dv},*dx
B, B,

+ 8/ |D(u —v)|* dx
Bgr

Logo, usando (3.30), obtemos

n+24
_ 2 < 4 — 2
/Bp |Du — {Du},|” dx < c{ <R) /BR |Dv — {Dv}g|* dz

+ /B |D(u—v)]2da:}

R
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Tomando v =v —u+u e substituindo na desigualdade acima, obtemos

[ ipu— o ae < f (2)" [ pu (Diyap i
+ /B ]D(u—v)|2dx}. (3.31)

Pela estimativa dada em (3.28), temos

/B |D(u—v)]*dz < cwl(R)/B (14 |Dul?) du, (3.32)

onde wy(R) = w(CR*).
Como w(t) < At?, temos w(CR?**) < AC? R?*® < cR**?. Entéao

/ |ID(u—v)]?dz < cR2O“’/ (1+ |Dul?) dz (3.33)
Bgr Br

= cR™w,R" + cRQO‘U/ | Dul|? dz.
Br
Pelo Teorema 3.9, Du € L2 °(2), entéo [ |Duf? de < CR"=.
R

loc

Logo
/ |ID(u—v)]?dz < cR*Hne,
Br
Tomando € = ao, obtemos

n+248
_ 2 < ﬁ o 2
/Bp |Du— {Du},? dz < C{ (R> /BR|Du {Dul gl do

+ R”*‘M},
para todo p < R. Seja 7 = min {%, g} Entao
9 p n+-4r 9
/ Du— (Du}Pde < of (£) / \Du — {Du} sl da
B, R Br
+ Rn+27—}
Definindo ¢(r) = [ |Du — {Du},[* dv ,¥r > 0, temos que ¢ é nao

decrescente e nao negativa. Tomando yu = n+ 47, 8 = n+ 27, u, B sao

constantes positivas e § < p. Logo, pelo Lema 3.8 temos que

n+271
/ |Du—{Du},|*dz < C (%) {/ |Du — {Du}g|?* dz + CR”J“QT}
Br

B,
— (%/ |Du — {Du}p|? dx+C’)
Rn T Br

Cpn+27'

IN
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onde ¢ = ¢(R) = %= [, |Du— {Du}ol* dz + C.

Entao

/ |Du — {Du},|* dv < cp"t?. (3.34)

By

Pela desigualdade de Holder, temos

/Bp |Du — {Du},| dz < (/Bp |Du — {Du},|? da:)

n+2’r)% (

N
N[

( / i daz)

VI

IN

(cp wnp")

Cpt.

IN

Entao

Du—{D d<—<C’T.
s, 1Pn = ADullde < S < 0

Logo, pelo Teorema de Campanato, Du é Holder continua. Mais precisamente

uw € CY onde 7 = min a—;,g .

Exemplo: Seja u € W1?(Q) minimo local do funcional

/ Z ai; () da,

=1

onde os coeficientes a;; € C**(Q) e satisfazem Z aij(2)&& > NEP
2,7=1
V¢ e R onde A > 0 é conveniente. Entao u € C%%(Q).

n
Primeiramente verificamos que a funcao f(z,u,p) = Z a;; (2)pip;
ij=1
satisfaz as hipéteses do Teorema 3.10.

n

1. fpaps (T, u,p) = [Z aij(m>pipj] = 2a,5(7). Entao

ij=1 PaPg

Z Foaps (T, D)ads = 2 Z aij(x)&&; > 2M|¢)%.

a,f=1 i,7=1
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n

ii. fpapﬁ(a:,u,p) = [Z aij(x)pipj] = 2a,5(x). Entéo

=1 Papgs
|fpapﬂ('r’u7p)‘ = |2aa6(x)’ <gc,
pois a;;(z) € C>?(2). Logo

| fop(2,u,p)| < L.

1il.

Z a;;(2)pip; — Z ai;(y)pip;| <
t,j=1 2,7=1
Z (aij(z) — aij(y))pip;| <
ij=1

s
S
)
<
=
2
<
s
=
I

RS
NE
o

~__

<
3
R
- 3
—~
S
<
=
£
<
&
5
~_
(3]
[ I
IN

=
(Y]
R
<
l‘ 3
VoY
T M 3
MR
=
Ly
&
RS
<
—~
&
e
~_
~—
[N
IN

Entao

‘ Doimr G (T)pipy D0 @i (Y)Pip;

1+ |p|? N 1+ |p|?
(Z (Z(%(?ﬁ) - aij(y))2>) )

1
n n 2
onde <Z (Z(aij () — aij(y))2> > é uma fungao de Holder e nao depende

j=1 \i=1

n
de p. Como Z a;;(z)p;p; satisfaz as hipéteses do Teorema, temos que Du é

ij=1
uma funcao Holder continua.
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Estimativa optimal para o

expoente de Holder o

Na ultima secao do capitulo anterior, provamos que a derivada primeira da

fungao escalar u : @ C R® — R € WH2(Q2) que minimiza o funcional geral
Fw;Q) = / f(z,w, Dw) dx (4.1)
Q0

¢ Holder continua, ou seja, Du € C%*(Q). O objetivo desta secao é fazer
uma estimativa optimal para o expoente de Holder «v. Afim de obtermos esta
estimativa, algumas hipdteses a mais sobre a funcao f, fazem-se necessarias.
Vamos supor que, para todo M > 0 existe uma constante c¢(M), tal que,

para todo x,y € €, todo u,v com |u| ,|Jv| < M e todo p € R", temos

|[f(z,u,p) = f(2,0,p)] < clu—v|(1+pl*)] (4.2)
[fo(z,u.0) = foly,v,p)| < el =yl +lu—o )2+ [pl).  (43)
O teorema a seguir pode ser visto em [7].

Teorema 4.1 Seja u um minimo local do funcional
F(6,9) = [ f(o.0,Dv) de
Q

Se f satistaz as hipdteses dadas anteriormente, entio u € CH*(Q) com a =

min <U, 2%Y> .
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Prova. Primeiro vamos considerar uma situacao mais simples.

(B1) Vamos considerar uma fungao f dependendo somente de p, e satis-
fazendo (3.12) e (3.13).

Seja w um minimo local do funcional

/Q f(DY) dx. (4.4)

Por [4], temos que para todo € > 0, existe um Ry > 0 e ¢, tal que, para todo

p, R, onde 0 < p< R < Ry,

9 p n+2—e 9
/ D~ {Du},? dr < ¢(2) / \Dw — {Dw}n? dz.  (45)
B, R Br

(B2) Suponha agora que f independe de u e que (4.3) é satisfeita. Seja v um

minimo local do funcional

/Qf(x, D) dx.

Seja xg € 2, R < dist(zg,02) e seja w um minimo do funcional

J(; Br(zo)) = / f(x0, DY) da,

BR(m())

entre todas as fungdes que valem v em 0Bg(zo).

Se p < R < Ry, entao, por (4.5), temos

/B |Dv — {Dv},|? dx:/B ID(v—w+w) — {D(v—w+w)},|* dv
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| /\

/ \Dw — {Dw}, 2 dx+2/ D@ —w) — {D(v — w)},|? da

IA

20 ()" [ 1w (D2 / Do — ) — (Dl
( nm/ [D(w —v) + Dv — {D(w —v)} g — {Dv}nf* da
+ / —{D(v —w)},|? dz
(}%)M 6 —v) = {D(w —v)}* dx
+ 2 (}%) iDv—{DU}RF dx

+ /ypv_ —{D(v—w)},? da.

Pelo Lema 2.17, temos

|ID(w —v) — {D(w —v)}g/*dx < 4 |D(w —v)*dz, VR.

Bpr Bpgr

Entao
9 p n+2—e 9
/|DU—{DU},,\ dr < c(—) / |Dv — {Dv}g|? dz
B, R Br

+ C |D(v —w)|* dx.

Br

Por outro lado, pelo Lema 3.7, considerando

F0<w,BR) = . f(il?o,DZ/}) dx

temos

D —w)dz < %[FO(U, Br) — F'(w, Bp)]

Bgr

IN

c / [f (20, Do) — f(zo, Dw)] de

w)}|*d

(4.6)

= C/B [f (zg, Dv) — f(x0, Dw) — f(x, Dv) + f(x, Dv)| dx.
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Definindo w = v em 2\ Bg, temos

C/B [f(zo, Dv) — f(z0, Dw) — f(z, Dv) + f(x, Dv)] dx

= c/ﬂ[f(xo,Dv)—f(xo,Dw)] dm—i—c/ﬂf(x,Dv)—c/ﬂf(x,Dv) dx
< C/Q[f(xo,Dv) — f(zo, Dw)] d:z:—l—c/ﬂf(a:,Dw) —C/Qf(x,Dv) dx
_ C/Q[f(xg,Dv) — F(zo, Dw) — f(x, Dv) + f(z, Dw)] dz

= [ [Fle0. D) = flan, Dw) = f(2. Do) + fa. Du)] do.

pois w = v em Q \ Bg e v minimiza [, f(x, Dy) dx.
Logo

|ID(v —w)* do < c/ [f(zo, Dv) — f(z0, Dw) — f(z, Dv) + f(x, Dw)| dx.

BR BR

(4.7)

Considerando g(p) = f(z,p) — f(xo, p), temos pelo Teorema Fundamental do
Calculo, que

1

g(Dw) — g(Dv) = /0 Gp. (tDw + (1 — t)Dv) D, (w — v) dt.

Entao

lg(Dw) — g(Dv)] = /O Gy (Dv + t(Dw — DoY) Do(w — v) dt

< /0 | fpo (2, Dv+tD(w — v)) — fp. (20, Dv+tD(w — v))||Da(w — v)]| dt.

Portanto, usando (4.3), temos

9(Dw) =900 < [ [e((@ =) (14 D0 +4Dw = )

| Do (w —v)|| dt
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IN

/o c(x —20)° (14 |Dv +tD(w — v)|)| Do (w — v)| dt

1 1
_ c|x—x0\”]Da(w—v)|/ dt—l—c|x—:L’O]"|Da(w—v)|\Dv\/ dt
0 0

1
+ clx—xo\"]Da(w—v)HD(w—v)|/ t dt
0

IN

Logo

clz = wo|”|Da(w — v)|(1 + |Dv| + %!D(w —v)])
clx — xo|7|D(w — v)|(1 + | Dv| + |D(w — v)]).

lg(Dw) — g(Dv)| < cfx —wol”(1 + [Dv] + |D(w — v)]).

Introduzindo esta inequacao em (4.7) temos

/ |ID(v —w)|* do < c/
Bpr Br

Entao

[f (o, Dv) = f (w0, Dw) — f(z, Dv) + f(x, Dw)] dx

<

/B g(Dv) — g(Dw) dx

< [ la(D) = g(Duw) ds
< [ da=al 1D =1L+ |Dol +Dw — o)) ds
S/BCR"|D(w—U)\2dx

+/ cR?|D(w — v)|(1 + |Dv|) dz.
Br

(1—0R”)/B |D(w — v)]? de/B cR?|D(w — v)|(1 + |Dv|) dz.

Tomando R tao pequeno,de modo que, (1 — cR?) > %, temos que

),
2 /g,

Logo

D@ — w) dz < (1—030)/ D@ — w)]? da

Br

< cR"/BR|D(w—v)|(1+\Dv|) da
< R (/BR D(w — v)|? da:)%(/BR(l + | Do])? da:)é.

/B |ID(v —w)* do < CRQ"/ (1+ |Dv|?) du. (4.8)

Br
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Substituindo (4.8) em (4.6), temos

9 p n+2—e 9
Du— (v}, de < (%) / Do — {Do}gl? da
B, R Br

+ CRQ"/B (1+ |Dv]?) dz, (4.9)
R

para R suficientemente pequeno.
Seja agora w minimo local do funcional F(.;€) e seja v minimo local do

funcional

F(y,Bg) = i f(z, D)

entre todas fungoes que valem u em 0Bg, onde f(x,p) = f(x,u(x),p).

Pelo mesmo raciocinio do inicio do Teorema 3.10,

|Du—{Du},*dz < 2 [ |Dv—{Dv},|*dz
B, B,

+ 8/ |D(u — v)|? dz.
Br
Logo, usando (4.9), obtemos

n+2—e
— 2 < fi _ 2
/Bp |Du — {Du},|” dx c{ ( > /BR |Dv — {Dv}g|” dx

+ RQU/ (1+|Do?) do + / D~ v)|* dz}.
Bgr Br
Tomando v = v — u 4 u e substituindo na desigualdade acima, obtemos

n+2—e
/ \Du — {Du},? dz < c{ (£> / |Du + {Du}p|? do
B, R Br

+ R2”/B (1+ |Dul*) dz + /B |D(u — v)|? dx}. (4.10)

Por outro lado, usando o Lema 3.7

/B|D(v—u)|2dx§c/ [f(z, Du) — f(x, Dv)| dx

Br

[f(z,u(z), Du) — f(z,u(z), Dv)] dz

= C
R

[f(z,u, Du) — f(x,v, Dv) + f(z,v, Dv) — f(x,u, Dv)| dz

[f(z,u, Du) — f(x,v, Dv)] dx

|

R

[f(z,v, Dv) — f(x,u, Dv)] dz.

R

+
Q
S
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Definindo v = u em '\ Bg(zo), entao

C/B [f(z,u, Du) — f(x,v, Dv)| dz + C/B [f(z,v, Dv) — f(z,u, Dv)] dz

:c/Q[f(m,u,Du) — f(z,v,Dv)] dx + C/Q[f(x,v,Dv) — f(z,u, Dv)| dx
< C/Q[f(x,v,Dv) — f(z,u, Dv)| dx
= C/B [f(x,v, Dv) — f(x,u, Dv)] dx

visto que u é minimo de F(-;Q) e u =v em Q \ Bgr(zo).

Agora, usando (4.2), obtemos

C/B [f(xz,v, Dv) — f(z,u, Dv)] dz < c/B I[f(z,v, Dv) — f(x,u, Dv)]| dz

R

< c/ lv —ul"(1+ |Dv|?) dx
Br

< c/ lv —u|"(1 4 |D(v — u) + Dul?) dz
Br

IN

c/ v —u|” dx + c/ lv —u|"|D(v —u) + Dul? dx
BR BR

IN

c/ v —u|” dx + 20/ lv —u|"|D(v — u)|? dx
BR BR

+ 20/ lv — u|"|Dul* dw
Br

< c/ lv —u"(1+ |Dul® + |D(v — u)[?) dx.
Br
Logo
/ D — ) de < c/ v — uP' (14 |Duf? + | D — u)[?) da
Bgr Br
< c/ lv —u"(1+ |Dul?) dz + c/ |v — u|"|D(v — u)|? da. (4.11)
Bgr Br

Noés observamos agora que u e v sao fungoes Holder continuas e v = u em

0Bpg. Entao para todo y € 0Br e © € Bg, temos

u(z) —v(@)] < fu(@) —u(y)] + v(@) = oY) + [uly) = v(y)]
< cR*+dR* < CR".
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Logo se R é suficientemente pequeno, temos clu —v|? < CRY < %

Substituindo em (4.11), obtemos
1
/ D@ — w2 dz < c/ v — u'(1+ | Dup) de + —/ D — u)[? dz.
Br Br 2 /g,
Entao

1

—/ |ID(v—u)]?dz < c/ lv — u|"(1 4 |Dul?) d.
2 Br Br

Portanto
/ |ID(v—w)|*de < D lv —u|(1 + |Dul?) dx
BR BR

< D v —ul” de + D |v — u|Y|Dul|* dx.
BR BR

Como Du é limitado, temos que
D lv —u|"|Dul|? dv < DM lv — ul” dx.
Br Br
Logo
/ |ID(v —u)]* dz < C’/ lv —u|” dx. (4.12)
BR BR

Usando a desigualdade de Holder seguida da desigualdade de Sobolev em

(4.12), obtemos
2* 1_2%
(/ 127=~ dx)
Br

Y

.
3

/BR|D(U—U)|2dx < c(/BRuu—vmf dx>2

B 1

C (/ |u—v|2*dx)
Br

IN

|Bp|'~ =

B 1

C </BR D(u— v)? dsc)2

_ c(/ |D(u—v)|2dx) | Ba[l-%.
Br

o
a2

|Bg|'~ 7

IA

W2

Entao

2

/ |D(v —u)|? dz < (C’|B13|1_2l*>E )
Br
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onde 2* = % Logo

2 2
/ ID(v —w)]> de < C|Bg||Bg|®" = Cw,R"(w,R") -7
Br
1+27A/ 2y 2~
Cw, ®"R" 2= = cR" 2,

Introduzindo este resultado em (4.10) e lembrando que |Du| ¢é limitada, ob-

temos

n4+2—e
/ \Du — {Du},? dz < c{ (ﬁ) / |Du + {Du} p[2dx
B, R Br
+R2"/ (1+ |Duf?) da +/ D) dz}
Br Br

n+2—e .
<c{(z) / [Du+ {Du}gf dw + R™* (w, + Maw,) + R 55 |,
R .

Logo

n+2—¢
|Du — {Du},* dx < C{ (%) / |Du + {Du}g|? dz + R”+2°‘},
Br

By

onde o = min {a, ﬁ}

Definindo ¢(r) = fBR |Du — {Du},|* de , Vr > 0, temos que ¢ é nao
decrescente e nao negativa. Tomando y=n+2—¢, f=n+2ae A =C,
temos que A, p, B sdo constantes positivas e § < pu, caso € < 2 — 2.

Logo pelo Lema 3.8, temos que
2 p\Te 2 2
/ Du— {(Du}Pdr < c2) / \Du— {Du} a2 dz + cR™
B, R Br

_ n+2a c / 2
= p —_— Du —{Du dr + c)
(R”+2a Br | {Dulal

< Cvpn+2a’

onde C' = C(R) = w5 [o |Du—{Du}q|* dz + c.

Entao

/ D — {Dul,|? d < Cpr+2. (4.13)

By

%)



Pela desigualdade de Holder, temos

/B |Du — {Du},| dx < (/B |Du — {Du},? dm) </B (1)? dx)
< (Cp)H (wnp")
< epte

Entao
1

WnP"

/ |[Du — {Du},| dx < p* < Cp.
B, Wn

Logo, pelo Teorema de Campanato, Du € C%*, onde o = min {J, QT}

o6
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