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RESUMO

Este trabalho, cuja metodologia foi inspirada negdhharia Didatica, discute e
investiga a viabilidade de inserir o ensino/estdds equacdes diofantinas lineares no ensino
médio. Foi desenvolvida e aplicada uma sequéndgtida em uma turma do 1° semestre do
ensino medio integrado de quimica do Instituto FEdgul-Rio-Grandense, Campus Pelotas.
Através das atividades executadas pelos alunosamiatacdes feitas pela mestranda e da
filmagem de todas as aulas, foi possivel coletadam®s sobre toda a experiéncia. Esta foi
iniciada e baseada em um jogo nomeado “escovantiioéd, derivado do jogo “escova”,
seguido de atividades estruturadas com exercicijpgstionamentos e debates que
encaminharam os alunos, de forma natural, parastragado e estudo do contetdo desejado.
Elaboramos a sequéncia didatica com objetivos befimidos em cada atividade. Apos o
término das aulas, analisamo-las e reformulamoAasim, no Apéndice B, apresentamos
uma proposta de sequéncia didatica renovada e apnuwerta ser aplicada por qualquer
professor interessado em lecionar equacfes dinémntio ensino médio. Os resultados das
analises dos dados indicaram que os alunos do ipsiraeo do ensino médio apresentam
plenas condi¢cbes matematicas para a compreensasiugao dos conceitos e propriedades
basicas relacionadas as equacdes diofantinasdmear

Palavras — Chave: Ensino de matematica — Equagdfasitihas lineares — Ensino médio —
Engenharia Didatica.



ABSTRACT

This work, whose methodology is inspired by didzaitiengineering, discusses and
investigates the viability of introducing linearoghantine equations at High School level
study and teaching. We developed and applied actitdh sequence to a first semester
chemistry oriented high school at the Pelotas campiuthe Sul-Rio-Grandense Federal
Institute. We collected the data of this whole exgnce, starting with all the activities
performed by the students and continuing with ntd&en by the author as well as the whole
class footage. We started the seminars with agamte that we called “diophantine escova”,
derived from the usual “escova” card game. We fodld it by structured activities with
exercises and several debates that led the students natural way, to understand the
definitions, concepts and results about Diophanfigeations. The didactical sequence we
have created had very clear and specific goalach activity. When the seminars ended, we
analyzed and reformulated the sequence and therafolAppendix C, we present a totally
improved and ready to use sequence for any tearhierested in developing linear
diophantine equations in high school. The datayasimalindicated that fist year high school
students have the necessary mathematical skilladerstand all concepts and results of basic
linear diofantine equations.

Key words: Mathematics Teaching, Linear Diophaattquations, High School Curriculum,
Didactic Engineering
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INTRODUCAO

Este trabalho discute e investiga a viabilidadénderir o ensino/estudo das equacdes
diofantinas lineares no ensino meédio. Estas secteaizam por equacdes do tipa+by=c,
coma, bec pertencentes aos inteiros, com solu¢des, tamb@srinteiros.

Vérios problemas do cotidiano, de facil compreensfi;e sdo ao mesmo tempo
interessantes e importantes, necessitam de solungégas e podem ser abordados pela teoria
das equacbes diofantinas. Embora ndo faca pasteadeudos usualmente abordados nos
Ensinos Fundamental e Médio, nosso trabalho afgquoeaa teoria das equacdes diofantinas
lineares pode ser introduzida aos alunos do edidio, capacitando-os com uma maneira
sistematica de resolucdo desses problemas, qudat@ mais eficaz do que a estratégia de
solucéo por tentativa e erro apresentada costumeiiz.

A resolucdo de equacgOes diofantinas lineares aitbasicamente conceitos previstos
para o Ensino Fundamental, como o de divisor, maxdiisor comum, divisdo euclidiana e
equacao da reta, o que torna plausivel a quest@stddo. Revisitaremos esses conteudos
com mais precisdo (de um ponto de vista mais fQrmeflormulando-os, apresentando mais
propriedades e mostrando outras alternativas dedafpem e calculo, que nos levam a
entender e determinar as solucoes destas equacodes.

O tema desta pesquisa foi sugerido pela professaatadora, o qual rapidamente foi
aceito pela mestranda por ambas entenderem queessdgs abrangidas pelas equacdes
diofantinas lineares séo relevantes e que € nemessastrar aos alunos que podemos trocar
o0 método de tentativa e erro por um método efieaa pesolver estas equagdes.

Diante deste cenario, decidimos desenvolver umauiess qualitativa com o apoio da
Engenharia Didéatica, uma vez que esta oportuniaiaa\a producdo dos alunos a partir do
confronto de anadlises de producfes dos alunos esstdqu e da proposta do professor.
Escolhemos desenvolver o trabalho no primeiro an@rkino médio, por entender que o0s
alunos, nesse periodo, ja possuem o amadurecimenématico, bem como 0s pré-requisitos
necessarios para o desenvolvimento da nossa paopostmbém, porque € um dos niveis de
ensino em que a mestranda atua.

A experiéncia de ensino foi desenvolvida pela raesi no horario regular de aula do
1° ano do Ensino Médio-integrado de Quimica doitltet Federal Sul-Rio-Grandense
Campus Pelotas, contando com 20 (vinte) periodd$ dquarenta e cinco) minutos cada.

O processo de estudo, preparacédo, aplicacdo,iagece discussdo dos dados e de

toda a investigacdo, foi organizado da seguinteeim®no capitulo 1 esté dividido em trés
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secdes: na secdo 1.1, apresentamos um resumoudo ésito através de seminarios sobre
Engenharia Didéatica. A seguir, a secdo 1.2 é cotagms uma pesquisa bibliogréfica que
apresenta uma analise de trabalhos de mestraddaatio, TCCs e artigos em revistas sobre
0 ensino das equacdes diofantinas no Brasil. Acsd¢a traz os resultados matematicos
necessarios para preparacdo da experimentacdo, deih base nas notas de aula da
professora-orientadora e do professor EduardoABeet

Terminada a fase inicial, comecamos a preparaQamaterial para sala de aula no
capitulo 2. A fim de motivar os alunos a resolvguagdes diofantinas lineares, iniciamos
todo o plano de ensino, conforme secdo 2.1, contlagtacdo do jogo conhecido por
“escova’, para que o conceito de combinacéo lifieasse claro. E, para que a partir dai, as
equacOes diofantinas lineares e suas solucdesssemginaturalmente, juntamente com a
analisea priori das atividades. Esta secdo € seguida pela 2.2 fandmos um relato da
experiéncia, logo na secéo 2.3, fazemos as andlisetsabalhos dos alunos.

Nas consideracdes finais, discutimos nossas etpexd e discutimos as analises.

Finalizamos com dois Apéndices: o Apéndice A aares 0os documentos de
autorizacdo para implementacdo da sequéncia didétio Apéndice B é o resultado da

revisdo feita nas atividades, o qual deixamos cemgestao para sala de aula.
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1 REVISAO TEORICA

1.1 ENGENHARIA DIDATICA

Quando tinhamos predefinido o tema de trabalhmecamos a pensar na maneira
como fariamos nossa investigacdo. Entdo nas nossasrsas, buscadvamos um método que
desse conta de compreender uma intervencdo entdesaala. Em uma das disciplinas do
mestrado, ja me tinha deparado com a EngenhargiBadatravés de um pequeno estudo, em
grupo, sobre a visualizacdo bi e tridimensional\eis de conceitos geométricos.

Assim, passamos a perceber que a Engenharia @idédderia ser uma metodologia
inspiradora uma vez que “caracteriza-se antes de ma@a por um esquema experimental
baseado em realizacdes didaticas em sala de ARTTIGUE, 1996, p. 196).

Sentimos que a proposta desta metodologia se apaoaido que buscavamos porque
nosso projeto é de justamente sugerir uma préitatice até entdo desconhecida como
proposta de insercdo na sala de aula. Por issmcegso da Engenharia Didatica pareceu que
poderia nos ajudar a organizar e analisar de fastaiturada o que aconteceria quando 0s
alunos se deparassem com esta proposta.

A Engenharia Didatica, como o préprio nome sugengito se assemelha ao trabalho
de um engenheiro, uma vez que a teoria “tem ingprano trabalho do engenheiro, cuja
producdo exige solido conhecimento cientifico, dise essencial, mas também exige
enfrentamento de problemas praticos para os gaai€xiste teoria prévia — momentos em
que é preciso construir solugées” (CARNEIRO, 2G0R7).

Além de organizar os passos da investigacdo, anbBagea Didatica também é util
para desenvolver uma sequéncia didatica consistem vez que “A teoria da Engenharia
Didatica pode ser vista como referencial para @mesvimento de produtos para o ensino,
gerados na juncdo do conhecimento pratico com temdmento tedrico.” (CARNEIRO,
2005, p. 87). Com este intuito, nos Apéndices cauaios uma possibilidade para sala de aula,
atraveés das reorganizacdo das atividades utilizzalagperimentacao.

Uma Engenharia Didatica, segundo Artigue (1996198), inclui quatro fases: 1)
andlises prévias; 2) concepcdo e andligei@i das situacdes didaticas da engenharia; 3)
experimentacao; 4) andlisgasteriorie validacéo.
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1) Analises prévias

As analises prévias consistem em reconhecer cotema a ser pesquisado, no caso
“equacOes diofantinas”, esta sendo tratado no amdaiucacional. Ainda, recomenda “a
distingdo em trés dimensoes:

- epistemoldgica: associada as caracteristicaalukr €m jogo;

- cognitiva: associada as caracteristicas cogsitia publico ao qual se dirige o
ensino;

- didética: associada as caracteristicas do fuamiento do sistema de ensino.”
(ARTIGUE, 1996, p. 200)

Ainda sobre esta fase, é possivel dizer que etlaau esclarecer os efeitos do ensino
tradicional, as concepcdes dos alunos e as difidelsl e obstaculos que marcam a evolucao
das concepcoes. [...] A reflexdo sobre essasdatitaa-se o ponto de partida para determinar
condi¢des possiveis de um ponto de funcionaments saéisfatorio. (CARNEIRO, 2005, p.
87)

De posse destas duas diretrizes, podemos direcionathar para o tema que
investigaremos procurando entender como e de queafdem sido feito o ensino de
“equacdes diofantinas lineares” na educacdo bésata. questdo serd desenvolvida na segéo
1.2, através de uma revisado bibliografica, ondededsremos na dimensao didatica.

2) Concepcao e analisgrori das situacdes didaticas da engenharia

Esta fase caracteriza-se pela acdo do professoquentomeca a pensar sobre suas
intervencdes, mesmo que “Tradicionalmente, o psofegsta pouco presente na analise a
priori e é considerado essencialmente do ponto de \dstauhs relacées com a devolucéo e a
institucionalizacdo.” (ARTIGUE, 1996, 206). Efaiwmente, a segunda fase da Engenharia
Didatica constitui-se no primeiro passo do autor s#muéncia didatica que pretende
desenvolver, em que ele pode projetar as perspsgiara a experimentacao.

Segundo Carneiro (2005, p.96), “E preciso descrase¥scolhas efetuadas, definindo
variaveis de comando, no ambito global, mais amgplmais geral, e no ambito local,
descrevendo cada atividade proposta.” Neste sergigi@sentamos a analisepaori na
descricdo de cada atividade para sala de aulanttazas hipéteses do que se deseja que

acontecera de aprendizado, como pode ser vistegda 2.1.
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3) Experimentacéo

A experimentac&o é onde o professor coloca emcpragu plano de acéo. E a pratica
efetiva, onde desenvolve tudo o que previu quarsdandlise griori e das analises prévias.
E nesta fase em que serdo coletados os dados palidagdo da sequéncia. Apresentamos a
terceira fase da Engenharia Didética na secdo Exfa fase € pouco desenvolvida nos
trabalhos tedricos da Engenharia Didatica, o quie er confirmado por Artigue (1996,

p.208) “Nao me alargarei sobre a fase 3 de expatagao, que € classica”.

4) Andlise goosteriorie validacao

A quarta fase da Engenharia Didatica trata de avalilegitimar a experimentacao.
Em particular, a andlise @osteriori consiste em olhar criticamente para as acdesldnesa
diante da proposta didatica. Artigue (1996, p.)208ica que “A analise dita posteriori se
apoia no conjunto dos dados recolhidos quando geriexentacdo”. Desta forma, elas
aparecem na secao 2.3, através da apreciacédo ldasgeavadas, bem como o relato delas,
feitos anteriormente e com as atividades em salautke e em casa desenvolvidas pelos
alunos, que foram registradas e recolhidas.

Por outro lado, a validacdo trata de olhar parau® f@i previsto pelo professor e
efetivado pelos alunos de forma que nenhum fatteresa a este processo influencie na
analise da experimentacdo como um todo. “A validac@ssencialmente interna, fundada no
confronto entre a analisepaiori e a andlise posteriori” (ARTIGUE, 1996, p. 197). Por isso
é fundamental que o professor tenha em vista cepsocda sequéncia didatica em questdo. A
validacdo aparece no capitulo 4, na forma de ceregdes finais, buscando um paralelo entre
as analises indicadas anteriormente para apontajudeforma as equacfes diofantinas

lineares podem (ou ndo) configurar-se como proguesta 0 ensino médio.
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1.2 PRODUCOES SOBRE EQUACOES DIOFANTINAS

Este capitulo traz o que ja foi produzido nos protas de mestrado e doutorado, um
TCC e artigos relacionados com o tema Equacdesatiobs. Para isso, foi realizada uma
busca por dissertagdes e teses sobre o assuntteata busca, bem como nas bibliotecas das
universidades em que existem programas de pésagaduwna area da Educacdo Matematica.
Foram encontradas 4 (quatro) dissertacOes, quentraspecificamente sobre as equacodes
diofantinas. Estas foram utilizadas e discutidasa wez que se tornaram o passo inicial do
trabalho que aqui sera apresentado.

Utilizar-se-4 a ordem cronoldgica em que foram deskwidas as dissertacoes,
entendendo que uma complementa a outra e, taml&@&mysualizar como se tem pensado
sobre as equacdes diofantinas no ensino médio.

Comecaremos com a dissertacdo intitulada “As eesagidfantinas lineares e o livro
didatico de matematica para o ensino médio” (Mdstem Educacdo Matematica, PUC/SP,
2006), desenvolvida por Silvio Barbosa de Oliveitasa dissertacdo busca descobrir se o
objeto de saber “equacdes diofantinas linearegngiderado objeto de ensino nas propostas
curriculares para o ensino médio em documentosaificomo Parametros Curriculares
Nacionais do Ensino Médio (PCNEM) e ParametrosiCQuares Nacionais “Mais” (PCN+),
bem como em duas colec¢des aprovadas no Progrananbllado Livro para o Ensino Médio
(PNLEM/2004). Para isso, o autor utilizou a amalie conteudo e concluiu que nem nos
documentos oficiais nem nos livros didaticos cozrsidos este assunto é abordado como
objeto de ensino.

“A Unica resolucdo proposta pelos autores privdegimétodo de tentativa e erro, sem
explicacdo sobre algumas das afirmacdes feitad.MBIRA, 2006, p. 60) A respeito dos
documentos oficiais, Oliveira(2006, p. 91) afirmaeq“Concluo, portanto, que nao ha
qualquer referéncia ao objeto de saber “equac@éantinas lineares” feita tanto no PCNEM
como nos PCN+, ou seja, este assunto ndo é comdidebjeto de ensino pelos autores
desses documentos.”

E possivel observar um descompasso entre o propekie documentos oficiais e a
tendéncia do livro didatico, pois, mesmo com a cisédo tema nos documentos, ele aparece
em alguns problemas propostos pelos livros, redodvipelo método de tentativa e erro,
apesar de poderem ser resolvidos via equacOestiiata.

A dissertacdo “As equacdes diofantinas linearep®i@ssor de matematica do ensino
médio” (Mestrado em Educacdo Matematica, PUC/SB/R0de Eduardo Sad da Costa,
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como a anterior, também faz um estudo qualitapeoem seu foco é sobre a possivel pratica
do professor de matematica. O autor investigavédrale entrevistas semiestruturadas, a
maneira como o professor trata a resolucdo degr@d em sala de aula, para verificar se as

equacOes diofantinas sdo contempladas, mesmo glieiiamente.

Considero que embora os professores entrevistdidosmasem trabalhar com
problemas de matemética discreta modelaveis, wiagip diofantina linear,
nenhum deles deu indicios de trabalhar com seusoflwitilizando
conhecimento das propriedades dessas equacdedquatlr se as mesmas
tém solucéo e quais seriam essas solucdes. (CQRDA, p. 114)

O autor pode verificar que os professores naalinam com a teoria das equacdes
diofantinas em sala de aula, através de suas &ta®wolocando os professores em xeque.
Sua proposta baseou-se em aplicar os questiondrastes ja vinham com questdes para
serem resolvidas pelo professor que estava senlevistado, para que ele fizesse uma
resolucdo que poderia ser utilizada por seus alunos

A dissertacdo desenvolvida por Wagner Marcelo Pemem 2008, trata do tema
“Equacgbes Diofantinas Lineares: um desafio motivagara alunos de ensino médio”
(Mestrado em Educacdo Matematica, PUC/SP, 2008)laga a acdo dos alunos diante de
problemas que envolvem equacgfes diofantinas line@i@da, Pommer (2008, p. 12) tem
como objetivo reutilizar conceitos estudados pealosios no ensino fundamental no que se
refere a teoria dos niumeros.

Utilizando a Engenharia Didatica como ferramentdoa@dgica, foi desenvolvida,
aplicada e analisada uma sequéncia didatica queu$ez de jogos como ferramenta
motivadora para resolucéao de problemas.

“...concluo que é possivel a alunos de ensino méemenvolver conhecimentos
envolvendo equacgdes diofantinas lineares...” (P@®MV2008, p.123), o autor finaliza sua
investigacdo de forma otimista, uma vez que aqaa&m sala de aula validou a questdo da
reutilizacdo de conceitos conhecidos dos alunasgpgocionou a alunos de ensino meédio
debrucar-se sobre problemas discretos e ampliar cahecimentos através da construgéo
(em conjunto) das soluc¢des de equacdes diofantieas,como a andlise da ndo existéncia de
solucéo.

Estas producdes advindas de um grupo de pesquiBd@aPontificia Universidade
Catdlica de Sdo Paulo), denominado GPEA (Grupo efjltsa em Educacdo Algébrica),
mostram que a implantagdo das equacdes diofantiaasscola parece possivel e indica
(POMMER, 2008, p.122) que, apesar de, no ensinaaneéd alunos ja estarem apropriados
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dos pré-requisitos, os de anos mais adiantadoseapgeen mais facilidade para a compreensao
da proposta de resolugédo de equacdoes diofantirtpge 0do exclui a sua utilizacdo em outros
niveis. Estas dissertacdes instigam ainda maissanuriosidade de verificar a possibilidade
de incluséo da teoria das equacgfes diofantinasisia@medio, uma vez que nos parece que
esta investigacao fecharia um ciclo iniciado pelREA e que foram descritos anteriormente.

A dissertacdo “Equactes Diofantinas Classicas écégibes” (Mestrado Profissional
em Matematica, UNICAMP/SP, 2009), desenvolvida lpitardes de Jesus Freitas da Silva,
retoma a parte tedrica das equacOes diofantinas soas propriedades e teoremas,
apresentando alguns exemplos.

Além das dissertacBes apresentadas anteriormemt@éra tratar do trabalho de
conclusao de curso (TCC) de Licenciatura em Matemat UFRGS, de Guilherme Ferreira
Monteiro em 2010, uma vez que comecamos a pengasjlcom encontros promovidos pela
orientadora desta dissertacéo, sobre as equagiastdias lineares, principalmente no que se
refere a escolha de uma metodologia adequadarsagéo deste tema na sala de aula.

O TCC de Monteiro (2010) verifica a aplicabilidadies equacdes diofantinas lineares
no ensino médio através de uma oficina realizad&iaoo encontros numa escola de Porto
Alegre, cujo ingresso se da através de processtiveelO trabalho buscou dar um tratamento
bastante tedrico aos conteudos, com iniciacdo aouEnacdes e comprovacdo de cada
resultado enunciado.

Esse trabalho indicou parecer viavel apresentamatno ensino médio, apesar de nao
ter sido explorado numa turma regular e por oscaw@starem em periodo de avaliagdes — 0
que prejudicou a sua presencga regular, serviu coma investigacdo introdutdria a
dissertagdo aqui apresentada, uma vez que o gubotaa“Sobre as equagOes diofantinas
lineares propriamente falando, os resultados dsisdaevelaram que a grande maioria dos
alunos compreendeu o método utilizado para se &acaiwdas as solugdes inteiras dessa
equacgao.” (MONTEIRO, 2010, p.51).

O trabalho desenvolvido por Claudia Lisete OliveBeoenwald e Rosvita Fuelber
Franke, intitulado EquacOes diofantinas na formachko professores de matematica,
apresentado no IX Encontro Nacional de Educacaoemii@ica (ENEM), propbe aos
licenciandos em matematica questdes resoluveisquacdes diofantinas lineares e promove
discussbes sobre as solucbes e as estratégiaadasi por eles utilizadas. Concluiram que,
assim como os alunos da educacao basica, os atlendisenciatura também utilizam o

método de tentativa e erro, por desconheceremtebn
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Observaram que os alunos que ja tinham cursadodisziplinas apresentaram mais
destreza para as resolugdes, mas nao utilizaramesdtados da teoria das equacgdes
diofantinas.

A Revista do Professor de Matematica (RPM) trarti§as na edicao 8 que tratam da
busca por solucdes inteiras em diferentes situag@snio Carlos Patrocinio apresenta o
primeiro artigo, “Solugdes inteiras”, no qual ams dois problemas que necessitam de
solucdes inteiras. O primeiro problema é resohddwmartir de um sistema e o segundo é néo
linear e consiste em mostrar que existem apena$iégps regulares. Ambos sao resolvidos
sem o uso das propriedades das equacoes diofalntieaes.

A seguir, na mesma edicdo da RPM, Sergio Noriako $aCarlos Isnard buscam
solucbes inteiras de forma genérica em dois artiljgtintos e respectivamente intitulados,
“Solucdes inteiras positivas” e “Solucbes inteiraEmbora estes trabalhos néo tratem
especificamente do estudo das equacdes diofarntneases, eles indicam a importancia de
determinar solucdes inteiras e trazem exemplosesdgantes.

Ambos tratam de uma formula da Otica, sendo queiraepo encontra solucdes
inteiras positivas, utilizando apenas a resolugdequacéo do 2° grau. O segundo generaliza
as equacdes encontradas para inteiros quaisquen@ana que a equacao considerada vem
sendo redescoberta e publicada.

Por fim, Gilda La Rocque e Joao Bosco Pitombeigeedicao 19 da RPM, apresentam
o artigo “Uma equacao diofantina e suas soluc@@shaterial, desenvolvido como parte de
atividades com professores do 2° grau de um praj@tBUC — Rio, contém trés problemas
concretos para motivar o estudo das equacOes tidanlineares e apresenta, numa
linguagem acessivel, as suas propriedades e ortaaree trata da existéncia de solucdes. A
partir da solucéo particular, encontrada pelo #igar de Euclides, obtém a solucéo geral na
forma algébrica.

No decorrer da andlise destes materiais, percebgo®o tema “equacdes diofantinas
lineares” tem sido matéria de investigacdo de @ifis pesquisadores. E, além disso que as
equacOes diofantinas lineares parecem estar nafisigoelo conteldo programatico escolar,
uma vez que situacbes que podem ser trabalhadbzandd suas propriedades sao
apresentadas para os alunos.

Os trabalhos analisados e anteriormente apresaniasiigam o questionamento: E
possivel desenvolver este o0 estudo/ensino de egsid@ifantinas lineares em turma regular?
Assim, nos apoiaremos nestes trabalhos para temtander se este tema €, ou néo, relevante

para o nivel de ensino onde os problemas aparecem.
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1.3 CONCEITOS MATEMATICOS

Neste capitulo, apresentamos um resumo do nosstoesbbre equacdes diofantinas.
Incluimos as definicdes e os resultados minimoa pastompreensao do tema, com algumas
demonstragoes.

As demonstragdes aqui apresentadas ndo seraodssgtutaexperimentacdo, embora,
em alguns casos, consigamos, através de exempliiscessdes, construir a ideia do
funcionamento da demonstracéo. Utilizaremis, ‘para o conjunto dos numeros naturais e
“Z", para o conjunto dos numeros inteiros e quandodefas vier acompanhado de “*”, o

namero zero nao pertencera ao respectivo conjunto.

1.3.1 Nota historica

As equacgdes diofantinas sdo assim chamadas em &agemna Diofanto de
Alexandria, que se acredita ter vivido por volta2k® a.C. Pouco se sabe da historia de
Diofanto. Na Antologia Grega, segundo Eves (2004 225),consta no sumario de um
epitafio que “Diofanto passou 1/6 de sua vida camanca, 1/12 como adolescente e mais
1/7 na condigao de solteiro. Cinco anos depoisedeasar nasceu-lhe um filho que morreu 4
anos antes de seu pai, com metade da idade dmaku pai”.

Apesar das poucas informacbes sobre Diofanto, sabalbho foi de extrema
importancia e muitas vezes ele é considerado cope da algebra, embora tenha influéncia
maior na teoria moderna dos numeros (CARVALHO, RQEQ1991, p.47). Suas principais
obras sdo : Aritmética, Sobre Numeros Poligon&srsmas, que, ao longo do tempo, deram
origem a outros tantos estudos.

Sobre as equacg0Oes diofantinas, Eves (2@04272) afirma que Diofanto aceitava
solugBes racionais e satisfazia—se com uma Uniog&n Também indica ndo s6 o interesse
dos hindus por essas equacdes com solu¢des nmesntessim como o reconhecimento da
autoria da demonstracéo da condicdo para a exst@acolucdes. Ainda, Milies (2001, p.97)
adverte que Fermat foi o primeiro a chamar atepgéia questdes aritméticas estritamente no
conjunto dos numeros inteiros em 1657 e, portaidéoeria ter seu nome relacionado as

equacgOes deste tipo.
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1.3.2 Divisibilidade
1.3.2.1 Definic&o de divisor

Sejama,b0Z, b# 0 dizemos qudé é um divisor dea, ou queb divide a ou quea

é multiplo deb, se existed 1Z", tal quea=db. Notacdob|a.

Note que: 1) Seb|a, entdo—b|a, logo sempre teremos 0s divisores positivos eeos S
simétricos. Em particulara] ¢ o maior divisor de.

2)0=0[b,0bOZ .Portantob |Q ObOZ.
1.3.2.2 Propriedades de divisibilidade

As seguintes propriedades sao validas.

D;: Oa,b0Z ,a| bebla=JaE|b]|;

D,: Oa,b,c0 Z ,albeb|c=> alc (transitiva);

Ds: Oa,b,cOZ, albealc= a|(bx+ cy),Dx,yDZ;

Em particular ajp= albx,0x0Z e a#0,albeajc= alfb+c);
D4 Ua,b,c,d0Z,a#0,c#0,albec|d = ac|bd

Ds: Oa,b,c0Z,a%0eallb+c)=[alb - ald].

Demonstracéo:
D,: Suponhamos qua|be b|a, logo pela definicdo de divisibilidadey, vJZ tais
gue b=au e a=bv. Substituindo a segunda igualdade na primeireenob$ b = au =bvu.

Como b# 0, cancelamos b e obtemas=vu, logo u=v=1 ou u=v=-1 0 que
implica p b |.

D,: Suponhamos quea|b e b|c, logo, Cu,vllZ tais queb=au e c=hbv.
Substituindo a primeira igualdade na segunda, teswdsv =auv, assimajc.

Ds: Suponhamosaz Qalb e alc, logo, pela definicdo de divisibilidadeu, v1Z
tais que b=aue c=av. Assim bx+cy=aux+avy=a(ux+vy) [Ox,yZ. Logo,

a|(bx+cy), Ox,yOZ.
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Obs.: Ainda a partir de pdizemos quédsx+ cyé uma combinacao linear dee c, ou dex e
y,oudeb ey oudex ec.

D4: Suponhamos qua|be c|d, logo, Cu,vdZ tais queb=aue d =cv. Fazendo
bd, temosbd = (au)(cv) = (ac)(uv ) o que implica enac|bd.

Ds: Suponhamos quea,b,cl]1Z, a#0 e a|(b+c). Entdo, L tOZ, tal que
b+c=at. Temos que mostrar que vale a equivaléadia -~ a|c.

(=) Se a|b, entdoC ullZ, b=au, au+c=at, assimc=at—-au=a(t-u)
Assim, Lv=t-ullZ, tal quec = av. Entéo, da definicdo de divisibilidade, segue glie.

(O ) similar ao caso anterior

1.3.3 Divisdo Euclidiana

1.3.3.1 Algoritmo da Divisao de Euclides

Sejama,b0N, comb# 0 Entdo, existem e s&o Unicqsr ON tais quea = gb + r, com
r<b.

A divisdo euclidiana também é valida &m

1.3.3.2 Teorema

Sejama,b0Z comb#0. Entdo, existem e sdo Unicqsr [IZ tais quea = gb + r, com

0<r <|b|.

Demonstracéo

Dividimos a demonstracdo em quatro casos e mostograpenas o primeiro.

(1) a=0eb>0.
Por inducéo, provemos primeiramente a existéncia.
Base de inducad?(0) € verdadeira
De fato, sea=0, tomamosy=0 er=0.
Passagem de inducdo: Suponhamos que, para agunP(i) € verdadeira

para todd <a. Vamos mostrar quie(a+1) também € verdadeira.
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Dividimos em dois casos.

Sea+l<b,temosg=0er=a+l.

Seat+l=>b, entdo o element@a+l-b) 0Z e satisfaza+1l-b<a (b>0 - 1-b<0).
Entdo, pela hipétese de inducéo, existgnr’ JZ tais quea+l-b = q'td+r’ er<b.
Segue qua+l = b+q’ Lb+r'=(q'+1) tb+r.

Entdo, defininday = g'+1 er’ =r, temos que existem), rl]Z tais quea+l = gb+r e
r<b, ou sejaP(a+1) também é verdadeira.

Logo, P(a) é verdadeira para to@hlZ. Desse modo a existéncia esta provada.

Passemos a prova da unicidade.

Sejamq,, d,, 1, I, 0Ztaisquea = g, b+ r,,a=q, b+ r,, n<be r,<b.
Precisamos mostrar qug=r, e g, = 0,.

Sem perda de generalidade, podemos supor Qug r,(temos um par de restos,
reservamos o simbolg para o menor dos dois). Assimr,— r, 0Z. Da igualdade
g,Lb+ r, =a= q, b+ r, e da definicdo de subtragao, tenepsb = q, Lb+( r,—r,).
Comob|q, tb, temos qué divide a soma|(q, Lb+( r,— r,).) e b divide a parcela
b|qg, Lb. Logo, b|( r,— ;). Mas r,—r, < r,<b. Comob|( r,—r,), se r,—r, fosse
diferente de 0, ent&o< r,— r,, 0 que contradiz qug— r,<b, isto € r, = r,. Segue

queq, b = g,tb. Comob# 0, pela lei do cancelamento, concluimos que d,.

Note que a exigéncia de term0s< r < |b| é fundamental, pois, caso contrario,

perderiamos a unicidade do resto. Veja 0 exempgdlgstra esta situacao.

Exemplo:
5=311+2
5=312+(-1)
5=313+(-4)
5=315+ (-10)

5=316+ (-13)
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1.3.3.3 Defini¢céo de divisor comum
Um divisor comum da eb € um namero inteiro que € divisor tantoedguanto deo.

1.3.3.4 Definicdo de MDC

Sejama, b 0Z ndo nulos. O maior elemento do conjunto dos diesdea eb € chamado de

Méaximo Divisor Comum da eb que denotados aqui por MD&; ).

1.3.3.5 Propriedades do MDC

Sejama, bJZ e a# 0. Entéo,

M1: MDC(a, 0 = R,

M,: MDC(a, 1) =1,

Ms: MDC(a, a = fl,

M4: MDC(a, b = MDC(b, a),

Ms: adivideb = MDC(a, b) = fl,
Me: MDC(a, b) = MDC@, |b),
M7: dlabe MDC(, @ = 1 =d|b.

Alguns comentarios

M;i: |a]|O e B| € o maior divisor de.

M,: O conjunto dos divisores comunsale 1 é formado pelos nimeros 1 e -1, pois o
conjunto de divisores do 1 é formado pelo 1 e uk, pertencem ao conjunto dos divisores de
a, jA que 1 dividew. Logo MDC @, 1) = 1.

Ma3: |al € o maior divisor da

Ms: (=) Sea divide b, entdoa e p| sdo divisores de. Como &| € o maior divisor de
ae fp| é divisor deéb, entdod| é o maior divisor da eb.

M7z. MDC(d,a=1, entdo, pelo Teorema de Bézout — apresentadtermmmente,
1=ad + fa e b=abd + fab. Comod|ab, ab=dt{ assimb=abd + fdt =d(ab + ft), portanto

d|b.
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1.3.3.6 Proposicgéo

Sejama, binteiros ndo simultaneamente nulodl&Z. Sed divide MDC @, b), entdod divide
aeddivideb.

Demonstragéo:

Seja D = MDC#4, b). Por definicdo, D divide e D divideb, logo existenk, | Z tais quea =
kD eb = ID. Sed divide D, entdo existe[1Z tal queD = td. Substituindo, obtemas= kD =
ktd, ou sejad divideaeb = ID = Itd, ou sejad divideb.

1.3.4 Lema de Euclides

Sejama, b0Z enlIN. Entdo, MDC#, b+ng=MDC(a, b—ng=MDC(a, b).

Demonstracéo:
Basta provar que o conjunto de divisoresadeb+na € igual ao conjunto de divisores ae
b.
(4)
Sejad pertencente ao conjunto de divisoresadeb+na. Entdod divide a e d divide
b+na, logo,d divide b+na) -na=Db, e, assimg pertence ao conjunto de divisoresade
eb.
(t)
Sejat pertencente ao conjunto de divisoresaaeh. Entéot dividea et divideb, logo
t dividena, O nUZ et divide b+na. Assim,t pertence ao conjunto de divisoresade

b+na.

1.3.5 Algoritmo para calcular o MDC

Por Ms: MDC(a,b) = MDC(Jal, |b]), logo podemos sempre tomare b inteiros
positivos.

Dadosa, bLIN ndo simultaneamente nulos, o Lema de Euclidesifgegue troquemos
MDC(a, b) pelo MDC entrea e b menos um mudltiplo da (que € um namero menor do que

b). Note que o resto da divisédo deor b tem a propriedade desejada, logo esse seba o “
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menos um multiplo d&” escolhido. Organizando esse processo, temos goritaho para
calcular o MDC entre dois nUmeros naturais quaisgée simultaneamente nulos.

Usando este algoritmo, podemos trocar o MDC inip@ um mais simples e isso
pode ser feito tantas vezes quantas forem necasséié chegarmos a um MDC trivialy M
M, ou Ms,

Algoritmo:

Sejama, bOON nédo simultaneamente nulos. Suponhamosagub. Pelo Algoritmo da
Divisdo existem e sdo Unicag, riLIN tais queb = a - q + r; comr; < a. Pelo Lema de
Euclides,

MDC(a, Hh=MDC(a, b—ag)=MDC(a, ry).

Ser;=0, ja temos 0 maximo divisor comum, pois MRCH=MDC(a, 0)=a, por M.
Ser1#0, continuamos o processo de divisdo, dividimdpor r;. Pelo Algoritmo da
Divisdo, existem e s&o Unicgg 2N tais quea= ri1 ¢p +r,comr; < ry. Assim, pelo Lema

de Euclides

MDC(a, h=MDC(a, r))=MDC(r1, Q= MDC(r1, a— r11¢z)= MDC(ry, ).

Se r,=0, ja temos o maximo divisor comum, pois MRC(H= MDC(ry, r2)=
MDC(r1, 0= r;. Ser,#0, continuamos o processo de divisdo, dividinggor r,. Vamos
obter um quocientgz e um restaz <r».

Esse processo é finito, pois existeN tal quern.;=0. De fato, coOm@>r;>r,>rs..., €
todos esses restos sao positivos, se este prat@sg@arasse em algum momento, obteriamos
uma sequéncia de numeros naturais infinita e desmés, 0 que € impossivel pelo Principio
da Boa Ordenacéo. Entéo,

MDC(a, b= MDC(rn, +1)= MDC(rn, 0)=rp.

Portanto, MDC4, b) é igual ao ultimo resto antes de obtermos restouOseja, o

primeiro resto que é obtido e tem a propriedadgueedivide o resto anterior.
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1.3.6 Teorema de Bézout

Dadosa, b 0Z, sempre podemos escrever o MR como uma combinacao linear de
b, ou seja, existem, y1Z, tais que
MDC(a, b =ax + by.

Iniciamos tomanda, bnos naturais e retomando o algoritmo da sec¢éo.1.3.5
Vamos comprovar o teorema no caso emrgug Neste caso,
b=aq;+r,, logori=b-aq;
a=riQgytr,, logory,=a-rig,

r1=r oQz+r 3, 10gOr3=r1-r,0s

Comorj|r,, temos que MD@&, b)=r3 substituindo os valores, obtemos

MDC (a, B)= ra=r1 —r.0s=

ri— (a-rig)gs=

(1+ Q203) 11— ags=

(1+ 0205) (b-ach) - ag =

(1+ 020s)b— (1+ Cpgz)ach — acs=
(1+ Gez)b— (Cut 010203+ gs)a

Tomandon = 1+ 203 € £ = g1+ 10203+ 3, com &, /7 LIN, temos MDC &, b= nb — ca.

Tomando, agora e b inteiros, escrevemos o MDC de2 b como uma combinacéo
linear de &| e b| com coeficientes e, ja que MDC#é, h=MDC(|a|, bl|), ou seja existers,
n, y, O UN tais que MDC4, b= ¢|al-77|b|=y|b|-0 |a]. Assim, se tomamos os coeficientes
em Z, ndo necessitamos do médulo, nem da subtggéartanto, também nao necessitamos
dos dois casos. Teremos, portamtoytais que MDC4, b= xa+yh.

Exemplificacdes podem ser vistos em 2.1.7.
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1.3.7 Equacao Diofantina Linear

1.3.7.1 Definicdo de Equacéao Diofantina Linear
Sejama, b, cJZ coma e b ndo ambos nulos, a equagio + by = cé chamada equacéo

diofantina linear, com ey variaveis.
1.3.7.2 Existéncia de solu¢céo de uma Equacao Diofexa Linear.

Teorema
Sejama, b, cJZ coma e b ndo ambos nulos e seja D = MRC(QH). Entdo, a equacgédo

ax + by = ctem solugdo em Z se e somente se&D |

Demonstragéo:

(=)

Suponhamos qué x, y1Z tais queax + by = ¢ Como D e Dp, temos que D divide
qualquer combinacéao linear e, portantoa®lf by) , ou seja, Df.

()
Suponhamos que B| EntdoCe]Z tal que @ =c. Mas D =MDC&, b). Logo, C a,f0Z

tais queaa + b B = D. Multiplicando por, obtemos
aea +bep =De=c.
Tomandox,=ea UZ ey,=e S0Z . Temos,
ax,+by,=c,

ou seja, a equacao diofantina tem solucdo em Z.

Note que, sa =0, temody = ceb=MDC(0, b = MDC(a, b): Logo, seb| centéoy=%

XUZ qualquer nos da infinitas solugdesade+ by = ¢ Analogo pard = 0. Assim, podemos

supor, de agora em diante, q#0 eb#0.
1.3.7.3 Solugéo de uma equacgao

Estudamos primeiro o caso MD&; (H)=1.
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Teorema
Sejama, b, ¢1Z, coma # 0 eb#0 e tais que MD&, b) = 1. Escrevend@aa +bS =1, com
a, fUZ, temos quex, =a ¢, Yy, = ¢ é uma solucdo da equacéo
ax+hby=c
As demais soluc¢des inteiras sdo dadas por
X=X, +bt

y=Y,-at
t0oz

Demonstragéo:
Comecamos escrevendaa +b f=1, com x, yIZ. Multiplicando por ¢, obtemos
aa ctb S c=c, ou sejaxy eyo definidos por
Xo=a ceyo= B¢
nos da uma solugdo da equag&o+ by = ¢ A seguir, sejanx ey definidos porx= xo+bt,
y=yo-at t UZ. Entdo,ax + by = a(%+bt) + b(yo—at) = ax+abt + by,—abt = ax + by,. E
imediato ver qua ey também formam uma solucédo da equamée by = ¢
Falta mostrar que ndo existem solucBes de outog Bpo €, que qualquer que seja o
parx; ey; solucdo da equaca@x+by =c, CtLIZ tal quex;=Xot+bt e y1= yo—at Assim ficara
X=X, +bt
provado que< Yy =Y, —at inclui todas as solugdes inteirasaje-by =c.
tdz
De fato,x; ey; € uma solucao dex+by =c, entdo
axg+byi= ¢ =axp+Xyo
E segue que
a(x —%) = b(yo—y1)
Mas a| a(x—x) implica quea| b(yw—Yy1). Como MDCAg, b=1, concluimos por Mqueal( yo—
y1) e, portanto,Ct0Z tal queat= yo—y;, ou seja,y1:= Yo—at Substituindoat= yo—y; em
a(x — %)=b(yo— y1), temos quea(x. — %)=bat, ou aindax; — %=bt, ou sejax; =bt+ xq
X=X, +bt

y=y,—at.
thZz
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Note que enax;+by; = c=axp+by, também podemos tbfy; — yp)=a(Xo — %), 0 que nos leva

X=X, —bt X=X, +bt
as solugbesy =y, +at que geram as mesmas solucdes que y, —at, basta trocat por
toZz toZz

-t
Obs.: No caso de MD@( b #1, divide-se a equacdo dada pelo MBQf) para recairmos
no caso recém-apresentado.

O leitor sabe que uma equacéo do tpaby=c, em que se admite valores
reais para as variavexsey, representa uma reta no plano cartesiano. Assim,
podemos interpretar a resolucao da equacédo diofdantmo o problema de
determinar os pontos da reta que tém ambas coataemateiras. (MILIES,
2001, p.98)

Na Geometria Analitica, a equaca@o+ by = c representa uma retaAo procurarmos
solucbes em Z da equacawn+ by = ¢, na verdade, estamos perguntando se a re@r ela
representada, contém pontos que tenham ambas adegadas inteiras. Ainda, existem
equacgOes do tipax + by = ¢, sem solugdes inteiras, que, geometricamente, eddos 0S
pontos do reticulado X Z = {(x, y) | X, y€ Z}.
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2 EXPERIENCIA DE ENSINO

2.1 ARTICULACOES DOS CONCEITOS MATEMATICOS COM A REIDADE DO
ENSINO MEDIO — PLANO DE ENSINO

Nossa escolha em sala de aula é de buscar coretrdifinicfes, teoremas e lemas,
com base nos exemplos que aparecerem a partigddscova Diofantina” ou de situacfes
colocadas pela docente-mestranda para levar ossalugoncluirem ou convencerem-se dos
conceitos matematicos, da maneira mais naturaiy@sgsta segéo foi escrita no infinitivo,
pois foi utilizada como “roteiro” pela mestrandaapicacdo da sequéncia didatica.

As andlises griori consistem nas previsfes que fizemos em torno giiess gara a
sala de aula, constando o objetivo da atividaden @uuito de facilitar a compreenséo,
inserimos cada Folha de atividade analisada, maafeeduzida, ao lado da respectiva analise

apriori.
2.1.1 O jogo “Escova Diofantina”

Comecar as atividades enfatizando que o foco él@salguns tipos de equacdes. Para
iSso, motivar este inicio através do jogo “escaedadtina”, dizer que o jogo é parecido com
0 jogo “escova”’, mas que tem algumas particulagdauas regras, conforme a Folha 1 das

atividades .

Analises aoriori

A Folha 1, Figura 1, foi utilizada no primeiro dégaconsiste em explicar o jogo “escova
diofantina”, através das regras apresentadas. Aléso, tem por objetivo convidar os alunos
para as atividades de forma inusitada e diveridea que eles sintam que o que sera estudado

— a matematica envolvida — pode ser bastante gsanée se a ela se dedicarem.
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B,
CINAT - Coorde nagaris de Cibecias da - san T
RAATERUA T
PRt Bacce

P f—

FNOME COMPLETO: FOLHA L

ESCOVA DIOFANTING
REGEAS DD JOCO:
Adaterial necessario

I baralbo coomam -
Betire do bamalho as figuras (rei, dama e walete) dos quamoe oaipes e famwhbem os
coringas. Agora esias com uimn baralho de 40 cartas Composio por quatre seqiéncias de
Asa 10

Drescrigio

EnnbaraThs as cantas & distribaa 3 para cads jopador. Abra as proximas 4 cartas e
cologae-as no Cemro da mesa dasviradas, O monte restante € poste de lado.

Ocu:'.mzn:oa_]o='n:de1.—e ncumlml.scunazm;uammm;esum.nhamda
carras dx mesa 4é un: toml de 15 (ATENCAO:- poderdo sar milirados wo méxime 2
oimeros diferentes)

D jozador coloca & saa frembe as cartas pegas da muesa, assiy come a carta de sua
mio gue permitil a soma de 13, com a face voltada para baizo. Case =ls nic consiga
pepar nenfmma carta da messa deve cimplesments descanar na mesa wma das canas de
sua mao. Se o jogador consesuir pezar todas as cartas restanfes ma muesa de e amica
vez o josador fez uma escover digftmiing. Ao colocar o sma fende as caras pegas. ale
devera colocar wma dalas com a face wobtada para cima e perpendicular 30 Dwonre de
cartas voladas para baixe. Sera o sinal de que ebe fozr wmae ercova digiffmrong. Para cada
ercove digftoining festa, o meesnwo procedarente devera ser repetido

Craando os jogaderss tiverem urilizado suas 3 carms. 1ma nova mao d= 3 cartas &
distribaida. wtilizando o monte que havia —@ido poste de _a.:l.o A pastida. prossesne da
Mmesma mamsira 3té gue o monte de cartas mm_'r_a Ai é feita a contabilizacan dos
pomtos.

Contabflizacio dos ponfos:

Cada erceva digimring vale 1 peano

Oz pontos conmuistados por cada jogador {ou equipe) 50 anom@des en: wma folha, as
cartas 30 embaralhadas & mma movs mide tem inicio, a0 Eonmo da qual os paorsos i
povamenie somados. Wence a partida quem abingir 5 pootos.

Figura 1 — Folha 1 das atividades .

Para que os alunos entendam bem como jogar, pediteipm as regras no grande
grupo e facam uma rapida simulacao do jogo parbcexm@s duvidas que forem aparecendo
para todos os alunos. Destacar a importancia denpinémento da Folha 2 das atividades ,
com as jogadas que forem aparecendo.

INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAL &S, CIENDA | TECROLOGIA SUL-IO-GRARDENSE An él ises mriori

CINAT - Coordunedors de Odncies de Maturers, Mt emdtics = suas Teonclogha

“““““ i MATEMATICA
Proft Basca
NOME COMPLETO) Ty A Folha 2 , Figura 2 ao lado, versa
RECISTRO DAS JOGADAS sobre o0s registros das jogadas
T CARTA | QUANTIDADE | I CARTA | QUANIIDADE | FAZERA realizadas no jogo “escova diofantina”
DA 1" CARTA DA CARTA S0MA

(REGISTRAR)

e foi utilizada no primeiro e segundo

dias. Esta Folha tem uma funcao

z

especial, pois € a partir dela que

vamos definir combinacao linear, ja

que ela induz esta escrita na ultima

coluna. Ainda, a escrita como

Figura 2 — Folha 2 das atividades . . ~ . . .
combinagdo linear ajudard na

construcdo da equacdo que modela o

jogo.
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Fazer isso, também, como exemplo, na simulacdoparae os alunos para que
posteriormente indiquem as jogadas que aparecevamnpares de cartas. Por exemplo, dizer
que o grupo 1 vai registrar as jogadas com asscatd (que vale 1 - um) e 2 e assim para

outros grupos com outras cartas.

2.1.2 Combinacao linear na experimentagéo

Apos aplicar 0 jogo “escova diofantina”, separappgesentacdes por grupo/cartas da
altima coluna da tabela de registros do jogo, conéoFolha 2 das atividades . A partir das
apresentacoes dos alunos dos registros das pmsies de jogadas, construir a definicdo de
combinacéo linear, partindo das escritas das jegageesentadas e registradas na Folha de

registro das jogadas . Usar, por exemplo, as jagada

Se tivermos 2 cartas de numero 6 e 3 cartas dernlimebtemos
612+113=15, mas também
Se tivermos 2 cartas de numero 7 e 1 carta de wimebtemos
111+712=15,

Conseguimos escrever o numero 15 utilizando difesemiimeros, através das
operacdes de soma e multiplicacédo entre eles.aAséstaicdo chamamos de combinacao
linear.

Exemplo,

111+712=15.

Dizemos que 15 é uma combinacéo linearde 1 e 7.
2.1.3 Equacéo Diofantina na experimentacao

Definir equacédo diofantina, através da generddiaaga escrita das equacfes que
modelam o jogo “Escova Diofantina”, da equacdomoéela uma situacao hipotética em que

era possivel utilizar um ndamero infinito de barallp@ara o jogo e de um exercicio em que a

soma era 12, seguindo 0s seguinte passos:

! Os resultados matematicos aqui indicados podewistes em 2.3.
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2.1.3.1 Escrever a equacdo que modela o jogo com baralho

Se usarmos a carta “as”, temos as seguintes pakmiais, usando “X” como

quantidade das cartas “a4s” e “y” como a quantidkdeoutras cartas, conforme tabela 1

1x+4y=15| 1x+5y=15| 1x+6y=15| 1x+7y=15

Tabela 1 — Construcéo da primeira linha para ddatses equacdes do jogo.

Construir a tabela abaixo utilizando as escritas fguam apresentadas pelos grupos
formados para jogar a “escova diofantina” e sepergor pares de cartas, como mencionado

anteriormente em 2.1, mostrando as jogadas queipodier aparecido.

Exemplo:
1x+2y=15, onde x é a quantidade de cartas 1 e yuaitidade de cartas 2

Comecar pelo grupo de carta de n° as e 2 e gaarals quantidades destas cartas
(chamando de x e y) e fazer o mesmo para os ogtugos. Com isso, montar a tabela 2
(ficara pronta a 12 linha até a 92 coluna) e pmakr eles pintem as células que resultaram em
soma 15, ou seja, as equacdes que tém solucaahwais, conforme encontraram no jogo.
Depois dos alunos pintarem as equacfes que enentsmlucdo, através do jogo, indicar e
pedir que os alunos, também, pintem de verde aacéqa que tém solucdo nos inteiros

negativos. Para diferenciagao, utilizar um “*”.

1x+4y=15 1x+5y=15

2x+5y=15

3x+5y=15

1x+6y=15 1x+7y=15

2x+1y=15 2x+3y=15 2x+7y=15 2x+9y=15

3x+6y=15 3x+7y=15 3x+8y=15 3x+9y=15 3x+10y=15

Ax+1y=15 | 4x+2y=15 | 4x+3y=15 | 4x+by=15 ax+7y=15

5x+1y=15 | 5x+2y=15 5x+3y=15 5x+4y=15 5x+6y=15 | 5x+7y=15 | 5x+8y=15 | 5x+9y=15 5x+10y=15

6x+1y=15 6x+2y=15 6x+3y=15 6x+4y=15 6x+5y=15 6x+9y=15

3x+1y=15 3x+2y=15 3x+4y=15

7x+1y=15 7x+2y=15 7x+3y=15 7x+4y=15 7x+5y=15 7X+6y=15 7x+8y=15

8x+1y=15 8x+2y=15 8x+3y=15 8x+4y=15 8x+5y=15 8x+6y=15 8x+7y=15

Ix+1y=15 9x+2y=15 9x+3y=15 Ix+4y=15 9Ix+5y=15 9x+6y=15 Ix+7y=15 9x+8y=15

10x+1y=15 | 10x+2y=15 | 10x+3y=15 | 10x+4y=15 | 10x+5y=15 | 10x+6y=15 | 10x+7y=15 | 10x+8y=15 | 10x+9y=15

Situacéo ja considerada
Ha solucao

N&o ha solucéo

Tabela 2 — Tabela das equaces do jogo.
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Equacéo que modela o jogo
ax+by=15
X - quantidade de cartas de numead “

y — quantidade de cartas de numerd “

2.1.3.2 Fazer nova tabela sem a limitagéo de 1 béra

Aplicar Folha 3 das atividades.

- IRETTIUTD FEDERAL DE EDUCACAD, OFNOE § TECNOLOGIA SUL-RIO-GLARDIENSE Anélises mriori
de

CIRAT — Cosard: rt O fas da Matmmdtice = suas Teoncloglas
FAATEMATICA
Praf Beses

TS

A Folha 3, Figura 3 ao lado, foi

HOME COMPLETC: FOLHA 2

QUESTAO: utilizada no terceiro e quarto dias.
Observe as possibilidades de soma, conforme o guadro visto em anla Agora pense
nas pessibilidades que resuliam em soma igpal a 15 para wma guantidade Seu Objenvo é |evar oS a|unos a
qualquer de baralbos.

Tl | e heis v N P T =

perceberem que as equacgdes que

nao possuem solucdo nos naturais

i il tém ambos os coeficientes pares,

para visualizarem que as equacdes

Eemr— —— W]

ﬁa m-eslna fnrnlu que Ba lall;la deauh, identifiqme:
[ [ Sifuacio |3 considerada que tém solugdo tém algumas

Ha solucao
Nao ha sohagan

Consegues identificar alguma caracteristica neqizgées que permite
gue consigamos solucéo? Qual?

caracteristicas em comum.
Também, analisarei como o0s

alunos procuram as solucdes destas
Como resolverias a equagdo: x+12y=15, sendd. X[\

equacoes.
Como resolverias a equagao: x+12y=15, sendd k£
Figura 3 — Folha 3 das atividades .
1x+2y=15 1x+3y=15 1x+4y=15 1x+5y=15 1x+6y=15 1x+7y=15 1x+8y=15 1x+9y=15 1x+10y=15
2x+1y=15 2x+3y=15 2x+5y=15 2x+7y=15 2x+9y=15

3x+1y=15 | 3x+2y=15 | 3x+4y=15 | 3x+5y=15 | 3x+6y=15 3x+8y=15 | 3x+9y=15 | 3x+10y=15

Ax+1y=15 | 4x+2y=15 | 4x+3y=15 | 4x+by=15 ax+7y=15 ax+9y=15

5x+1y=15 5x+2y=15 5x+3y=15 5x+4y=15 5x+6y=15 5x+7y=15 5x+8y=15 5x+9y=15 5x+10y=15

6x+1y=15 6x+2y=15 6x+3y=15 6x+4y=15 6x+5y=15 6x+9y=15

7x+1y=15 7x+2y=15 7x+3y=15 7x+4y=15 7x+5y=15 7x+6y=15 7x+8y=15

8x+1y=15 8x+2y=15 8x+3y=15 8x+4y=15 8x+5y=15 8x+6y=15 8x+7y=15

Ix+1y=15 9x+2y=15 9x+3y=15 Ix+4y=15 Ix+5y=15 9x+6y=15 9x+7y=15 9x+8y=15

10x+1y=15 | 10x+2y=15 | 10x+3y=15 | 10x+4y=15 | 10x+5y=15 | 10x+6y=15 | 10x+7y=15 | 10x+8y=15

10x+9y=15

Tabela 3 — Tabela das equacdes do jogo para o¥ib#ralhos.



39

2.1.3.3 Montar a tabela 4 com soma 12, e fazer a snga analise que foi feita na de soma

15, com a quantidade de baralhos sendo infinita.

Aplicar Folha 4 das atividades .

IRETIFUTE FEOLNAL OE EDUCAC RS, CINDA E TECROLOGIA SUR- RI0- RARDERSE
CINAT - Codrdihagioria de Ciecias dis Matunes, Matendtic o suss Teoslogias
MATEMATICH
Prft B

MOME OOMPEETD:

FOLHA 4
Exercicia

Montar uma tabela com sema 12 e fazer a mesma anakisa que foi feita ma de sema 15,

Dia mesma forma quoe pa tabela de anla, idenfifiqoe:

[ | Sitaagae j2 considerada

4| Ha solucao
Nop ha sohaxgao

Escrever a equagao que modela este jogo:

Consegues identificar alguma caracteristica nesjascées
gue permite que consigamos solugao? Qual?

Como resolverias a equagio: x+13y=12, sendd )

Como resolverias a equagéo: x+13y=12, sendd k4

Figura 4 — Folha 4 das atividades .

Andlises griori

A Folha 4 e Figura 4 ao lado, foi
tarefa para casa e utilizada no quarto
dia. Além de reforcar o que foi feito
na aula do terceiro dia, é importante
que os alunos consigam construir a
tabela com equacdes diferentes das
gue constituem o jogo e que indiquem
quais delas tém solucdo para a
situacdo de soma 12. A partir delas,
apresentar a equacao que modela esta
situacdo e, junto com as ideias das
anteriores, construirmos
de

linear. As questfes seguintes sdo para

aulas a

definicédo equacdo diofantina
verificar se o0s alunos encontraram
uma nova estratégia para explicitar a
solucdo das equacdes, comparando

com as dadas na Folha 3.

Ix+2y=12 | 1x+3y=12 | 1x+4y=12 | Ix+5y=12 | Ix+6y=12 | 1x+7y=12 | 1x+8y=12 | 1x+9y=12 | 1x+10y=12
2x+1y=12 | 2x+3y=12 | 2x+4y=12 | 2x+5y=12 | 2x+6y=12 | 2x+7y=12 | 2x+8y=12 | 2x+9y=12 | 2x+10y=12
3x+1ly=12 | 3x+2y=12 | 3x+4y=12 | 3x+5y=12 | 3x+6y=12 | 3x+7y=12 | 3x+8y=12 | 3x+9y=12 | 3x+10y=12
Ax+1y=12 | 4x+2y=12 | 4x+3y=12 | 4x+5y=12 | 4x+6y=12 | 4x+7y=12 | 4x+8y=12 | 4x+9y=12 | 4x+10y=12
5x+1y=12 | 5x+2y=12 | 5x+3y=12 | 5x+4y=12 | 5x+6y=12 | 5x+7y=12

6x+1y=12 | 6x+2y=12 | 6x+3y=12 | 6x+4y=12 | 6x+5y=12 | 6x+7y=12
Tx+1ly=12 | 7x+2y=12 | 7x+3y=12 | 7x+4y=12 | 7x+5y=12 | 7x+6y=12 ‘
8x+1y=12 | 8x+2y=12 | 8x+3y=12 | 8x+4y=12 | 8x+5y=12 | 8x+6y=12 | 8x+7y=12 ‘
Ox+1y=12 | 9x+2y=12 | 9x+3y=12 | 9x+4y=12 | 9x+5y=12 | 9x+6y=12 | 9x+7y=12 | 9x+8y=12 ‘
10x+1y=12 | 10x+2y=12 | 10x+3y=12 | 10x+4y=12 | 10x+5y=12 | 10x+6y=12 | 10x+7y=12 | 10x+8y=12 | 10x+9y=12

Tabela 4 — Tabela das equacfes de soma 12.
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Lembrar as equacdes obtidas em cada situacdochagar a equacdo ax+by=c. E,
entdo, na definicdo de equagéo diofantina.

Em ambos os casos de soma 15:

ax+by=15
Na tabela de soma 12:

ax+by=12
Consideremos um@ Z :

ax+by =c

2.1.4 Interpretacdo geométrica da equacao na exparentacao

Aplicar a Folha 5 das atividades para exemplifcaepresentacdo de uma equacao
linear no plano cartesiano e para dar as equagiesteadas nas tabelas de soma 15 e 12
uma visualizacdo geomeétrica. Isso também auxilie® conclusdes sobre a existéncia da

solucédo de uma equacéao diofantina linear e a solgeéal.

. IRSTIFUTD FEOERAL DF EDUCACAD, OEMON & TECROLOGIA SUL-MID-GIANDENSE Anélises mriori
CIKAT - Coorduradcrs de MI::rl:‘;:::‘.“““lu.~“”.WIw
NOME COMPLETO A Folha 5 , Figura 5 ao lado, foi
FOLHA S .
aplicada em sala de aula com o
Como representarias no plano cartesiano a equagdo  Intuito de verificar 0S
2x+4y=157? .
conhecimentos dos alunos em
relacdo a representacdo geomeétrica
E a equagao x+3y=15? de uma equacado linear. Também,

Figura 5 — Folha 5 das atividades . apurar se o0s alunos conseguem
relacionar a solucdo de uma
equacdo diofantina aos pares
ordenados com ambas coordenadas

inteiras.

Evidenciar que buscar a solucdo da equag&eby=c equivale a procurar pares
ordenados de ambas coordenadas inteiras que sejatospda reta. Para a primeira e a

terceira equacdes, que sdo do jogo e cuja soldcéioljamos observado que seria possivel
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sob as condicdes do jogo, conseguimos infinitosepasrdenados cujas coordenadas
pertencem a Z, o que de fato indica que a equagd@ntna possui solugédo para casos de
infinitos baralhos.

Porém, observar que a segunda equacao foi umaugasap tinha solucdo sob as
condicdes do jogo e, ainda, mesmo sem as condi@@syo, em Z ela ndo possui solucao;
por isso, temos a indicagao de que esta equacBmtina ndo possui solucao.

Observar aqui a diferenciacdo das equacfes queoamtente foram marcadas com
“*” para as ndo marcadas. Deixar clara a distindggouma solucdo nos naturais e uma
solug&o nos inteiros. Mostrar esta situacéo indicaque as solu¢des do primeiro quadrante
do plano cartesiano equivalem a solugdes nos mstoraseja, as encontradas no jogo. E, por
outro lado, as demais solucdes, sdo alguns dosgdet ambas as coordenadas inteiras dos
outros quadrantes, que equivalem as solucdes eneéaissaria a notacdo, uma vez que nao
apareceram no jogo.

Considerar as seguintes equacgoes e alguns de@®os pdicados:

1) x+3y=15 e sua representacdo no plano cartestanéorme grafico da Figura 6.

[= (=] (3¢ Graphmatica - Untitied LEX)

File Edt Wiew Options Tools Calcuus Help

DEEHESR Vi YY¥YX A4l &AL x B

v ] sl 8

4

70 0,25 =10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 18 20

12,5 25 | 7 >

At poink (0, 13, -6,43)

/4 Iniciar. ¢ € § & reswane [ 8l pratica_10[Modode... Graphmatica- Untted | ) babek W, & zl;‘“‘ OIS )

Figura 6 — Grafico referente a equagéo x+3y=15.



2) 2x+4y=15 e sua representacao no plano cartestantorme Figura 7.

& Graphmatica - Untitled
File Edit View Options Tools Calculus Help

DBEESD Vi YUYX RABE A~ B

¥ a8l al
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a0 238
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8,5 0.5
0 % a0 0,75
a5 1.0
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At point (4,98, 0,17)

i Iniciar. €& © | & MESTRADO ) pratica_10 [Modo de 5 Graphmatica - Untitled | G tabel:

Figura 7 — Grafico referente a equagdo 2x+4y=15.

3) 3x+6y=15 e sua representacao no plano cartesrajeFigura 8.

3< | W[5 Graphmatica - Untitled

Fie Edt Vien Options Tools Colulus Help

DSE&®R v VY X AR kLA BE

< 2

At poirt (2,11, 0,51)

‘d Iniciar. £ ® G [ vesmrane

Figura 8 — Grafico referente a equagdo 3x+6y=15.

Aplicar a Folha 6 .
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IRSTIFUTD FEDERAL B8 LouCag i,
CIMAT = Coardunasors de Cibsclas || I
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NOME COMPLETO:

FOLHA 6

Represents no plano cartesians as equagbes abai
o3 pontos cujas coordenadas sio inteiras (marque

@) 1+3y=5

a) T+iy=15

b) 1r+6y=15

f) x+ly=6

Quais equagdes diofantinas tén
solucdo em N?

O que as equagbes “c" e “d”
tém em comum? Sabes o que

podemos chama-las?

Figura 9 — Folha 6 das atividades .
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Andlises griori

No final do quarto dia de atividades,
entreguei a Folha 6 , Figura 9 ao lado,
para os alunos fazerem em casa. Esta
Folha também foi utilizada no sexto
dia. A partir das analises da Folha 5,
~em que os alunos mostraram n&o
saber representar geometricamente
uma equacado linear, foi necessario
mostrar como isso pode ser feito. Com
esta Folha, espero que os alunos
reforcem o que feito em aula e que
comecem a ficar atentos para as
solucbes das equacdes. Para isso, esta
atividade é composta por seis
exercicios para representar as
equagbes no plano cartesiano e
identificar os pontos de ambas as
coordenadas inteiras, alem de duas
questdes que tratam sobre as solucbes

de uma equacao.

2.1.5 Divisor, Divisor Comum e MDC na experimentaga

Aplicar a Folha 7 das atividades e resgatar anigéo de divisor.

- IREHITUTE FESERAL S EDUCAT A, CIENCA £ TECROLOGLA S 1D GRANSENSE
it - i 4  visaa Twcrmtsias

FOLHA T

1. Considere o nimero 10.
1.1 Cite um divisor de 10

1.2 Cite todos os divisores de 10
2. Como definirias divisor de um nimero inteiro?

Figura 10 — Folha 7 das atividades .

Analises ariori

A Folha 7 , Figura 10 ao lado, foi aplicada
em sala de aula para averiguar o0s
conhecimentos dos alunos sobre divisores.

Preocupamo-nos em perguntar se os alunos



44

sabiam o que é o divisor de um numero e
definir, para ndo corrermos o risco de eles
nao terem este conceito construido. As duas
primeiras perguntas tém a funcdo de

encaminha-los para a definigéo.

Aplicar a Folha 8 das atividades e resgatar aiéid de divisor comum e MDC.

Anélises goriori

IRSTITUTE §EDERAL DE EDUCACRS, MDA | TECNOLOGIA S9.-HI0-DRARDENSL

CINAT = Cozrdunadaria de Dl ds Matures, Matendtcs o sues Teoologes

MATERMA TICA
Frafh Baoce

MOME COMPIFTC

FOLHA S
Considere o5 numeros 16 e 20

I}) Cote indos os divisores da 14§

1) Crie mdos os divisores da 20

3} Qruats os divisores conmns de 16 e 207

4) Qraal o maior dos divisorss comuns d= 14§ 2 207

4.1 Sabes come se chama o maior dos divisores coonms de 16 e 207
Como

Figura 11 — Folha 8 das atividades .

No quinto dia, a Folha 8 , Figura 11,
foi aplicada em sala de aula como
continuidade do que foi feito na
atividade anterior — Folha 7. Com
esta tarefa, procuramos reforcar a
identificacdo dos divisores de um
namero, questionamos para verificar
se o0s alunos compreendem o que séo
divisores comuns e 0 que € O
“MDC” — maximo divisor comum,
gue serdo utilizados de apoio para as

atividades seguintes.

Calcular o MDC utilizando a tabela de soma 15,capla Folha 9 das atividades .

Analisar a tabela da Folha 9 e discutir as regga$d Folha, para intuir o teorema que
trata de quando uma equacdo diofantina tem solec&oncluir a Folha, enunciando o
teorema: Sejana, b, c] Z coma e b ndo ambos nulos e seja D = MRC). Entdo, a

equacdoax + by = ctem solucdo em Z se e somente se D digide
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IRSTITUTE FEDLRAL DE EBUCACLD, CENGA | TRENOLOGIA SUL NI GRARDINSE Ané.l iSeS mrlorl

CINAT - Coordmnadons de Crbacien du Matunm, Mitenitics v i Teonclogia
MATEMATICE
Frof Batcs

NOME COMPLETD: A Folha 9 , Figura 12 ao lado, foi
FOLHA 2

_ aplicada no sexto dia. Nas tarefas

Escreva o MDC entre 95 mimesos das careas do jozo de soma 15 abamo. (coloque o
MDC lozo abarmo da equacao - na celula da mbela) . ..
anteriores, retomamos divisor e

=T [Tl [ a1 | 1o =0 | il [ T =l | 1m0 [ 1=l | I =10

MDC. Com o estudo dos exercicios

T Av=lY Irth=lY Ir#=1%

- 13

da Folha, esperamos que os alunos

relacionem estes conteldos com as

b1l _ izt

equacgdes diofantinas para

. procurarmos afirmar quando uma
equacdo diofantina tem solucbes

) inteiras, embora a  situacao
Dada uma equagae am+ov=c, de acordo com o observado na tabels e na perpunta acima,
quands pedes afitrar gue & possivel resolver 2 equagdo em M7

considerada seja a do jogo de soma
15, onde trabalhamos com solucdes
Figura 12 — Folha 9 das atividades naturais. Vamos usar esta situacédo
para que, aos poucos, 0s alunos
consigam encontrar solugdes nos

inteiros.

Observar que, na situacao do jogo, além de termosndicdo do teorema, temos
também a limitacdo da solucéo ser em N.
Aplicar a Folha 10 das atividades e chamar atemgfia o célculo do MDC de

nameros grandes.

Analises ariori

A Folha 10, Figura 13, foi aplicada no sexto dateriormente, os alunos foram solicitados
a calcular MDC para pequenos numeros. Agora pediguas mostrem como fazem para
calcular o MDC para nameros grandes. Pretendemogencer os alunos de que precisamos
de um método que nos permita calcular o MDC entisguer nimeros sem depender da

fatoragcdo em primos.
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IRSTIPUTO FEDERAL B EDUCATAS, MO | TECNOLOMA SUS IO GIARSENSE
CINAT - Coardunasaris de Cncla de Maturacs, Mstmnition m suan Tecrslogies
MATERATICN
Froft s

HICME COMPIETC

FOLHA 1D

1) Comsidere os nameros & calcale o MDC deles:

3 el

2) O que podes
concluir sobre a
maneira como
calculas MDC a
medida que foi
g 0903220 resolvendo 0s

exercicios anteriores?

d) Gell

£ 1351elT8

Figura 13 — Folha 10 das atividades .

2.1.6 Divisao euclidiana na experimentacao

Apos o preenchimento da Folha 10 em que, provaveémeos alunos terdo
dificuldade de calcular o MDC, introduzir a novarmaaa para este calculo. Procurar mostrar
para os alunos que esta é uma maneira sistematichter o resultado. Resolver os seguintes

exemplos, até que os alunos compreendam o procetdireeplicar a Folha 11 das atividades

Anédlises aoriori

No 7° dia, a Folha 11, Figura 14, foi entregueaosos para resolverem em casa, mas
ela foi terminada em aula devido as duvidas qugirsun no atendimento extraclasse. Com
isso, no 8° dia, o assunto foi retomado, os alueosinaram de preencher a Folha e a
entregaram. Nosso objetivo é averiguar se os alentederam como calcular o MDC entre
dois nameros via algoritmo de Euclides e se eleseperam que ele é mais eficaz que o até

entdo adotado..
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e IRSTIFLIPS EDERAL D EDUCAZAD, CIENESA | TECRILOGIA S0 RIO-BRARDIENSE
= - b iinn Tecraingias

MATEMATICA

Fraft B

NOME COMPIFTO:

FOLHA L]

1) Considere o5 nomeras e calcle o MDVWC deles:

ap led

2) O que podes
concluir sobre a
NOVA maneira de
dy Xefn calcular MDC se
comparares com o
método  utilizado
anteriormente?

g 42933

£ 133028140

Figura 14 — Folha 11 das atividades .

Sabemos que MDC(10, 6) = 2, MDC (6, 4) = 2, MDC %= 2 e também que na
divisdo de 10 por 6, obtemos resto 4, ou seja, I®*A. E na divisdo de 6 por 4, obtemos
resto 2, ou seja, 6x4+2.

Neste caso, o MDC(10, 6) € igual ao MDC entred6geie € o resto da divisdo de 10
por 6. E 0o MDC(6, 4) é igual ao MDC entre 4 e 2 gueresto da divisdo de 6 por 4. Isso vale
em geral e este procedimento é conhecido como ifigorde Euclides para o calculo do
MDC. Este método garante que podemos trocar o Milie €ois numeroa e b pelo MDC

entre o menor deles e o resto da divisdo do mailormenor.

Exemplos
1) MDC(120, 23)=?

120=5.23+5, entdo MDC(120, 23) = MDC(23, 5)
23=415+3, entdio MDC(23, 5)= MDC(5,3)
5=1,3+2, entdio MDC(5,3)=MDC(3, 2)

3=112+1, entdio MDC(3, 2) =MDC(2,1)

2=211+0, entdio MDC(2,1)=MDC(1,0) =1

Assim, MDC(120, 23)=MDC(23,5)=MDC(5,3)= MDC(3,2)=MI¥2,1)= MDC(1,0)=1
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2) MDC(1262, 31)=?

1262=4031+22, entdo MDC(1262, 31) = MDC(31, 22)

31=1122+9, entdo MDC(31, 22) = MDC(22, 9)

22=2,9+4, entdo MDC(22, 9) = MDC(9, 4)

9=214+1, entdo MDC(9, 4) = MDC(4, 1)=1

Assim, MDC(1262, 31) = MDC(31, 22)=MDC(22,9)=MDC{$MDC(4,1)=1

3) MDC(126, 24)=?

126=524+6, entdo MDC(126, 24)= MDC(24,6)
24=4,6+0, entdo MDC(24,6)= MDC(6,0)=6

Assim, MDC(126, 24)= MDC(24,6)=MDC(6,0)= 6

4) MDC(2990,3220)="

3220=12990+230, entdo MDC(2990,3220)=MDC(2990,230)
2990=13230+0, entdo MDC(2990,230)= MDC(230,0)=230

Assim, MDC(2990,3220)=MDC(2990,230)= MDC(230,0)=230

5) MDC(18,6)=?

18= 3.6+0, entdo MDC(18,6)= MDC( 6,0)=6

2.1.7 Teorema de Bézout na experimentacao

Lembrar que cada escrita feita para calcular o MD@na combinacao linear. Assim,

escrever o MDC como combinacgéo linear dos nimenesl@dos. Associar a escrita do

MDC como combinacdo linear a uma equacado diofanimzar e indicar uma solucéo.

Quando aparecer esta associacdo, em uma equagda obtjogo, comparar a solucao
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encontrada anteriormente com a de agora para comqgEnsar sobre as outras solugdes de
uma equagao.

Resolver os exemplos a seguir para os alunos eremcd procedimento.

1) MDC(9,2)=1

Dividindo 9 por 2, obtemos resto 1 que é o MDC(9, 2
9= 412+1, entdo 1=9-2; deste modo, ja escrevemos 1 =MDC(9,2) como caaghio linear
de 9 e 2, ou seja, 1x@)+21(-4).

Desta combinacdo podemos gerar a equacgdo diofalwtide2y e, assim, j4 temos

uma solucédo, que é x=1 e y=-4.

2) MDC (1,3) = 1

Dividindo 3 por 1, obtemos resto 0 e o MDC (3, 1>®(1,0)=1.
3=113+0, como 1=11+0, substituindo 0=34B em 1=11+0, temos 1=01+(3-113) e entédo
1=3+1 (-2); deste modo, ja escrevemos 1 =MDC(1,3) coamlinacédo linear de 1 e 3, ou
seja, 1=3(1)+11(-2).

Multiplicando por 15 esta combinagéo, ou seja, 1583)+11(-30), podemos gerar a
equacdao diofantina do jogo 15=3x+y e, assim,j@ogeuma solucéo, que é x=15e y=-30.

Como na situacdo do jogo encontramos outra solwt@onar atencédo para o fato de

que isto sugere que busquemos as outras soluc@esadequacao.

3) MDC (120,23) = 1

No exemplo 1 da utilizacdo do algoritmo de Euclidsdculamos o MDC(120, 23) =
1, usando as seguintes igualdades: 120355, 23=45+3, 5=13+2, 3=12+1.

Agora isolaremos o0s restos destas igualdades: 5512%) 3=23-45, 2=5-13,
1=3-112, para substituirmos na ultima igualdade, cujtoréso MDC.

Em 1=3-1 2 substituimos a igualdade 2=5b3le temos 1=3-1(5-113)=312-115.

Em 1=32-1.5 substituimos 3=231%6 e temos 1=(234)12-115 =23,2-9.5.

Em 1=232-915 substituimos 5=120+23 e temos 1=22-91(120-523) =
23147+120 (-9).

Assim, escrevemos 1=MDC(120, 23) como combinag#ali de 23 e 120.
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Desta combinacgéao linear, podemos gerar a equagfantina 1=23x+120y e, assim,
ja temos uma solucao, que é x=47 e y=-9.

Aplicar a Folha 12 das atividades .

IRSTITUTD FEDERAL DE DUCACAD, OENDA L TRCNOLOGIA S-RI0-GiARDINSE An él ISeS m riorl

CINAT - Coardunagoris de Cinclas da Matunecs, Matemitics v suas Teoeloghe
FAATERATICA
Prof s

NCME COMPIETO: No 8° e no 9° dia, foi trabalhada em aula a
FOLHA 12

escrita do MDC como combinacao linear

1) Considere os mameros, o MDC deles (calcnlado anferiormente) e escreve o MDD
como combinacio near destes nomeras:

dos numeros dados. A Folha 12 , Figura
15, foi entregue aos alunos no 8° dia

a) 2e4

como tarefa para casa. Quando
b) 1e7

entregaram a resolucdo no 9° dia, néo
c) 3e4

apresentaram muitas davidas. Queremos
d) 20e80 B

verificar se 0s alunos conseguem escrever
e) 429e33

o MDC como combinacdo linear de
f) 1530 e 8140

Figura 15 — Folha 12 das atividades . numeros dados.

2.1.8 Solugéo de uma equacgao na experimentacao

Utilizar a visualizacdo geométrica como aliada pmi@nstrucdo do teorema apds os
exemplos. Observar os pontos em que ambas as oadate sdo inteiras e generalizar as
solugbes. Depois, quando os alunos estiverem dosvéesta situagdo, procurar as solucoes

de forma algébrica.
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1) Consideremos a equacao x+3y=15 e sua repre@entas; plano cartesiano, conforme
figura 16.

=]
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File Edit Miew Options Tools Caloulus Help

DEeE&ER v VWYX QR kLS B

]
= &l &
1,5 3.0 I~
2,0 2,75
25 2,5
3,0 2,25 4
EX 2,0
40 1,75
45 1.5 2
50 1,25
55 1,0
5,0 0,75 ) *
8.5 0.5
70 038 0§ -8 5 4 2 f 2 4 & 5 10 1z 13 18 20
75 0
80 0,28 2
&5 0,5
9,0 0,75
as 10 .
10,0 1,25
10,5 1.5
11,0 1,78
11,5 2,0 -6
12,0 2,25 a
12,5 25 ~| 3 0 3

At point (0,13, -6,43)

Lo a7y - 5 - — w
/4 Iniciar £ € G | mesTRADD | T pratica_10[Modode., [ Graphmatica - Untiled | B tabela -

Figura 16 — Gréfico referente a equacao x+3y=15.

Verificar se a equacgao possui solugcdo em Z

MDC(1,3)=1, 1 divide 15, entédo a equacéo posdudo em Z

Escrever MDC(1, 3) como combinacéo linearde 1 e 3

1=3+1(-2)

Multiplicar a combinacéo linear por 15

1115=3115+1 (-2) 115
15=3115+1 (-30)

Associar a equacao dada e indicar uma solucéo

Xo= -30, =15

Escrever a solucédo geral

1°) Solugéo geral a partir da solucao particulda @nalise geométrica
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Considerar os pares ordenados com ambas as cadedeimteiras e questionar 0s
alunos sobre o comportamentoxdey. Observar que, nesse exemplo, quando os valonres de

aumentam em 3 unidades e og/ddiminuem em 1 unidade, ou seja,

X=-30+3t
y=15-t
thz

2°) Solucgéo geral a partir da solucdo particulda @scrita algébrica

15=3115+11 (-30)
15=3115 -3 1it+31 11t +11 (-30)
15=3(15-t)+1(-30+3t)
x=-30+3
y=15-t
tiZz

2) Consideremos a equacdo 2x+9y=7 e sua repredentax; plano cartesiano, conforme
figura 17.

File Edt View Options Took Calcubs Help

HE®R vi ¥o¥X Q& At rh BHE

y LT |

o =
< > . ]

Figura 17 — Gréfico referente a equacao 2x+9y=7.

Verificar se a equacgao possui solugcdo em Z

MDC(2,9)=1, 1 divide 7, entdo a equacao possuicsa em Z
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Escrever MDC(2, 9) como combinacao linear de 2 e 9

1=91(1)+21(-4)

Multiplicar a combinacéo linear por 7

117=9171 (1)+2171(-4)
7=91 (7)+21(-28)

Associar a equacao dada e indicar uma solugéo

Xo=-28,Yo=7

Escrever a solucao geral

1°) Solucao geral a partir da solucao particulda @nalise geométrica

Considerar os pares ordenados com ambas as cadedeimteiras e questionar 0s
alunos sobre o que esta acontecendo xem. Observar que, nesse exemplo, os valores de

aumentam em 9 unidades e og/ddiminuem em 2 unidades, ou seja,

X=-28+06t
y=7-2t
tdz

2°) Solucéo geral a partir da solucdo particulda @scrita algébrica

7=91(7)+21(-28)
7=91(7) -9121t +9121t +21(-28)
7=91(7-2t)+21 (-28+9t)
X =-28+9t
y=7-2t
t0z
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3) Consideremos a equagédo 3x+6y=15 e sua repagéenho plano cartesiano, de acordo

com a Figura 18.

Graphmatica - Untitled
File Edit View Options Tools Calculus  Help

S v ¥Y¥X a4l ALl BE

< |

Ak point (2,11, 0,51)
i3 Iniciar. 7~ € G | = mEsTRADO | 2 pratica_i0[Modade., [ Graphmatica - Unted | 2l kabela - Microsoft Wo., Q:)-E_‘” % ML B 2500

Figura 18 — Grafico referente a equagdo 3x+6y=15.

Verificar se a equagao possui solugdo em Z

MDC(6,3)=3, 3 divide 15, entédo a equacédo posducdo em Z

Escrever MDC(3, 6) como combinacéo linear de 3 e 6

3=31(-1)+61(1)

Multiplicar a combinacéo linear por 5

315=3151(-1)+6151(1)
15=3/(-5)+61(5)

Associar a equacao dada e indicar uma solugéo

Xo=-5, Yo=5
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Escrever a solugéo geral

1°) Solucéo geral a partir da solucéo particulda enalise geométrica

Considerar os pares ordenados com ambas as cadedeiteiras e questionar 0s
alunos sobre o comportamento dee y. Observar que, nesse exemplo, os valorex de

aumentam em 2 unidades e og/diéminuem em 1 unidade, ou seja,

X=-5+2t
y=5-t
tadZz

2°) Solucgéo geral a partir da solucdo particulda escrita algébrica
3=31(-1)+61(1)

X=-5+2t
1=11(-1)+21(2) 5t

y=o-
5=11(-5) +1i121t-1121t +21(5) t07

5=11(-5+2t) +2 (5-t)

OBS.: Neste exemplo, consideramos a comparacaofagdo da combinacao linear com a
equacgao equivalentet2y=5.

4) Consideremos a equacao 120x+23y=150 e sua egpaedo no plano cartesiano, conforme
Figura 19 e 20.

(5] Graphmatica - Untitled
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Figura 19 — Gréfico referente a equacao 120x+239=15
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Equation(s): Eguationis): Equation(s):
120+23y=140 120x+23y=150 120+23y=140

X 13 3 b3 X ¥

-7.0 430435 -1.0 11,7391 21,00 10204325

-6,0 37,8261 0 65217 220/ -1022609

-5,0 316087 1.0 1,3043 230/ 1134723

-4.0 27,2913 2,0 -3,813 240/ 1126357

-30 2117238 3.0 -9,1304 250 -123,913

-2,0 16,9565 4,0 -14,2478 260/ 1291304

-1,0 11,7391 5.0 -19,5662 27,0] 13432478

a 65217 6,0 -24,7826 280/ -139,5652

1,0 1,3043 I 7.0 -20,0 I 290/ 1447826

20 -3,813 8.0 -35,2174 e} -140,0

30 -9,1304 8,0 -40,4348 Aol 1552174

4,0 -14,2478 10,0 -46,6522 310/ -160,4348

5,0 -19,5662 11,0 -50,2696 330/ -1656522

6,0 -24,7826 12,0 66,087 340/ 1702696

70 -30,0 13,0 -61,3043 350 -176,087

14,0 -66,5217 36,0/ -181,3043

- 4

A €] HR 1130

Figura 20 — Solucdes da equacdo 120x+ 23y=150.

Verificar se a equacgao possui solugcdo em Z

MDC(23,120)=1, 1 divide 150, entdo a equagédo passucao em Z

Escrever o MDC(120, 23) como combinacdo linear2zel 23

1=-91120+4723

Multiplicar a combinagéo linear por 150

11150=-91501120+47150.23

150=-1350120+705023

1201 (-1350)+705023 = 150

Associar a equacao dada e indicar uma solucéo

Xo=-1350, y=7050
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Escrever a solucao geral

1°) Solucao geral a partir da solucao particulda @nalise geométrica

Considerar os pares ordenados com ambas as codadeimdeiras e questionar o0s
alunos sobre o comportamentoxdey. Nesse exemplo, a visualizacdo geométrica ndo é ta
imediata, mas, trabalhando com uma escala adegéadessivel observar que os valorexde

aumentam em 23 unidades e oy déminuem em 120 unidades, ou seja,

x = —1350+ 23
y =7050-12Q
t0z

2°) Solucéo geral a partir da solucdo particulda e@scrita algébrica

1201 (-1350)+705023 = 150
1201 (-1350)+12023t-120.23t+7050 23 = 150
1201 (-1350+23t)+7050(23-120t) = 150

x = —1350+ 23
y =7050-12Q
t0z

Generalizando os exemplos anteriores, obtemos qgsgelugdo geral da equacao
ax+by=c, a partir da solugdo particuldx,,y, , pode ser expressa pok=X,+bt e
y=y,—at, comt UZ.

De fato, da mesma maneira que nos exemplos, partedx,, y, ) como solugéo
inicial, sempre que substituirmos na equacao algteremos:

C = ax, + by, = ax, + abt—bat+ by, = a(x, +bt) +b(y, —at) .
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2.1.9 Resolugéo de uma equacao do jogo

Considerar uma das equacdes do jogo

X+4y=15

Verificar se a equacgao possui solugcdo em Z

MDC( 1,4) = 1, 1 divide 15, entédo a equacéo possiicdo em Z

Escrever o MDC(1, 4) como combinacéo linear de 1e 4

4=114+0 -> 0=4-14
0=(3+1)-14
0=3+1-14
114-3=1
11(-3)+41(1)=1

Multiplicar a combinacéo linear por 15 e associagaa¢ao dada e indicar uma solucao

11151(-3)+41151(1)=15
11(-45)+41(15)=15
X, =—45ey, =15

A solucédo geral da equacd@x+by=c, a partir da solugéo particuldx,,y, € da escrita

algébrica

X =X, + bt X=-45+4t=>0
ax+by=ciy=y,—at x+4y=15 y=15-t>0
toz tiz
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Fazerx > Oe y=0, pois representa quantidade de cartas.

X=-45+4t=0 y=15-t=0
4t=>45 1=>-15
t>11,25 t<15

11,25t<15

Como a resolucéo da inequacao 12515 € nos inteiros, ela torna-se equivalente a

12<t<15, ou seja

t=12 t=13 t=14 t=15
X=—-45+ 412=3 {x=-45+413=7 {x=-45+414=11{x=-45+ 415=15
y=15-12=3 y=15-13=2 y=15-14=1 y=15-15=0

Consideremos outra equacgao do jogo

2x+4y=15.

Verificar se a equagao possui solugdo em Z

MDC( 2,4) = 2, 2 ndo divide 15, entdo a equacaopusui solucdo em Z

Aplicar a Folha 13 das atividades .

Anédlises aoriori

A Folha 13, Figura 21, aplicada em aula no 12%di#icara se os alunos conseguem
encontrar as solu¢cdes de uma equacéao diofantmagta, se identificam quando uma
equacao tem, ou ndo, solugdes inteiras e se carseigzer a representacdo geometrica das
situacOes colocadas. Além disso, para averiguas séunos utilizam a teoria de equacoes

diofantinas para resolver um problema de aplicacao.
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® IRS FITLFTD FEOERAL DE EDUCACAD, OENCE E TECROLOGIA SUn-RIC-GRARDENS
ClhAT - Coordunaderss de Déeclas da Naturera, Matemdtics » suas Tecneloglas

T L

HOME COMPLETCD:

FAATERA A
Praf Mawa

FOLHA 13

Para cada equacgdo abaixo verifique se ha solucéase, exista,
calcule-a na forma algébrica e verifique o reswltamhalisando o

grafico da equagdo. Apresente os calculos,

bem camo

justificativa para a equacao ter (ou ndo) solu§&onecessario use

o verso da Folha.

a) x+5y=15 b) - 4x + 8y =12

4)+2y=5

Os alunos da turma de quimica do 1° semestre dé @O1FSul
decidiram fazer um moletom da turma. A malharia eond
encomendaram solicitou que o pagamento final féeite apenas
com as notas de R$50 e de R$100. Sabendo que atemm2b
alunos, que todos quiseram o moletom e que cadaustou R$

48,00, determine:

a) A equagdo que modela esta situacéo

b) A solucdo da equacao

c) Arepresentacdo no plano cartesiano

Figura 21 — Folha 13 das atividades .

Aplicar a Folha 14 das atividades .

IRSTITLITE FEDERAL OF EDUCACAD, CHENDA | TECNOLDGIA SUS-RID-GRANDENSE
CIRAT = Coordmnadiris de Cibmeias da Matutars, Matendticn @ suss Teerelogia

uuuuuuu
MATERATICS

Folha 14

ROME CORMPLETO: CURS TUHSAR:

DAaTA WAl OA: 1,0 MNOTA:

D& que mansiras podemos comprar
sedos de dais & de cingo reais, de modo g

gastar cem reais?

a} Escreva o egquacio ediga se el
tem solugda, justificanda.

b} Razolva o equacho e repredents - o genmetricaments. (spresente tadod o4
coulos)

Figura 22 — Folha 14 das atividades .

Anélises goriori

A Folha 14 , Figura 22, foi

aplicada em aula no dia em que
os alunos fizeram a prova de final
da etapa. Foi opcional, teve valor
extra de um ponto e foi

combinada com os alunos

previamente. O objetivo deste
trabalho € verificar se, mesmo
depois de alguns dias, eles se
sentem motivados a resolver um
problema com a teoria de
equacdes diofantinas e, também,

se lembram como fazer isto.
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2.2 RELATO DA EXPERIMENTACAO

A primeira atitude tomada foi pedir autorizacdocaomrdenador da matematica e a
supervisao pedagodgica do Instituto Federal SulRi@adense para que a pratica pudesse ser
realizada em uma das minhas turmas (Apendice An @aoncordancia deles, na semana
que antecedeu a pratica em sala de aula, expbmsealunos o que faria: que aplicaria uma
série de atividades desenvolvidas em aula e ei@scfara casa - como habitual, que a
participacdo deles teria o peso de um trabalhoaior\8,0 e que, ainda sobre o assunto
especifico de equacdes diofantinas, seriam colgcqdestdes na prova final da etapa (uma
etapa equivale a metade do semestre), visto qokicés de equacdes € conteldo previsto na
etapa.

Os alunos se mostraram bastante empolgados quaticqpe trouxessem, para a
semana seguinte, baralho de cartas, lapis de cgizode cera nas cores: amarelo, verde e
vermelho e régua para utilizarmos nas atividadesaliinei com eles que os periodos vagos
no horéario da turma, que sdo 2 de 45 minutos deateira, seriam utilizados conforme a
necessidade de desenvolver as atividades e delagidas duvidas.

Solicitei que levassem para casa um termo de comssTio para ser assinado pelos
pais/responsaveis (Apendice A), visto que as dalasn registradas através de filmagem e
que o material seria usado para fins académicoqgde-me a disposicdo, no horario de
atendimento aos alunos — tempo/horario duranteriogeletivo que os alunos podem sanar
suas duvidas — para qualquer esclarecimento apsnm&kveis sobre o que seria desenvolvido

em aula e da importancia de suas gravacoes.

1° DIA — 2 periodos cada um de 45 minutos

OBJETIVO DA AULA:

Jogar “escova diofantina” de acordo com as regressantadas.
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ATIVIDADES UTILIZADAS

FOLHA 1
. INSTITUTO FEDERAL DE EDUCA(;AO, CIENCIA E TECNOLOGIA SUL-RIO-GRANDENSE
CINAT — Coordenadoria de Ciéncias da Natureza, Mateatica e suas Tecnologias
INSTITUTO FEDERAL MATE MATI CA
Prof2 Bianca
NOME COMPLETO: FOLHA 1

ESCOVA DIOFANTINA
REGRAS DO JOGO:

Material necessario

1 baralho comum
Retire do baralho as Figuras (rei, dama e valets) gliatro naipes e também os coringas.
Agora estas com um baralho de 40 cartas compostguatro sequéncias de As a 10.

Descricao

Embaralhe as cartas e distribua 3 para cada jogatlma as proximas 4 cartas e coloque-as
no centro da mesa desviradas. O monte restamste ge lado.

O primeiro a jogar deve procurar uma carta em sé@i@ que somada a uma das cartas
da mesa dé um total de 1RATENCAO: poderdo ser utilizados no maximo 2 numeros
diferentes)

O jogador coloca a sua frente as cartas pegas sa, i@&sim como a carta de sua mao
que permitiu a soma de 15, com a face voltada pareo. Caso ele n&do consiga pegar
nenhuma carta da mesa, deve simplesmente destanmaesa uma das cartas de sua méao. Se
0 jogador conseguir pegar todas as cartas restaatasesa de uma unica vez o jogador fez
umaescova diofantinaAo colocar na sua frente as cartas pegas, ekr@eolocar uma delas
com a face voltada para cima e perpendicular ademms cartas voltadas para baixo. Sera o
sinal de que ele fez umescova diofantinaPara cadascova diofantindeita, 0 mesmo
procedimento devera ser repetido.

Quando os jogadores tiverem utilizado suas 3 cawas® nova mao de 3 cartas é
distribuida, utilizando o monte que havia sido pad# lado. A partida prossegue da mesma
maneira até que o monte de cartas termine. Aia& detontabilizacdo dos pontos.

Contabilizacdo dos pontos:

Cadaescova diofantingale 1 ponto

Os pontos conquistados por cada jogador (ou egsfe)anotados em uma Folha, as cartas
sdo embaralhadas e uma nova mao tem inicio, aentémha qual os pontos sdo novamente
somados. Vence a partida quem atingir 5 pontos.
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FOLHA 2
. INSTITUTO FEDERAL DE EDUCA(;AO, CIENCIA E TECNOLOGIA SUL-RIO-GRANDENSE
CINAT — Coordenadoria de Ciéncias da Natureza, Mateatica e suas Tecnologias
INSTITUTO FEDERAL MATEMATI CA
Prof2 Bianca
NOME COMPLETO: FOLHA 2

REGISTRO DAS JOGADAS

12 CARTA | QUANTIDADE | 22 CARTA | QUANTIDADE FAZER A
DA 12 CARTA DA 22 CARTA SOMA
(REGISTRAR)

RELATO:

Comeco explicando o que fariamos, falo da impoi#édo trabalho para mim e que a
minha expectativa é que para eles também sejaategrvalor. Este inicio foi dificil para
mim, pois, além do desconforto de a aula ser geavasituacdo nova para mim, sabia que era
0 inicio de uma aposta pedagogica e que, por mgsadusca fosse avaliar sua viabilidade
para tal nivel de ensino, a vontade de querer fdaercerto era superior a qualquer aula
anteriormente ministrada. E foi com este sentimgacomecei os trabalhos.

Para minha surpresa, varios alunos, tdo empolgadosemana anterior com a
possibilidade de jogar carta na aula de matemastpeceram-se do baralho de cartas, o que
ndo foi impedimento, pois outros, mais motivadosyuxeram a mais. Entrego as regras do
jogo e noto que os alunos estdo um pouco encaisutamh a filmadora, tanto quanto eu!

Convido os alunos ao jogo, mas, de forma bastarile falo que o nosso obijetivo é
estudar um tipo de equacédo chamada diofantina.dbssavacao € para que os alunos fiquem

atentos a matematica, entendo que o jogo faz partestudo e ndo ao contrario. Procuro
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tomar o cuidado para que o jogo fique conectadeaxeldo e que ndo se torne o foco
principal.

Num contexto de jogo, a participacao ativa do sujgbbre o seu saber é valorizado
por pelo menos dois motivos. Um deles deve-se do @ oferecer uma
oportunidade para os estudantes estabeleceremelagda positiva com a aquisicdo
de conhecimento, pois conhecer passa a ser peocetnido real possibilidade. [...]
Outro motivo que justifica valorizar a participagdo sujeito na construcdo do seu
proprio saber é a possibilidade de desenvolver regiocinio. Os jogos sao
instrumentos para exercitar e estimular um agisgercom logica e critério,
condi¢des para jogar bem e ter um bom desempeiotaes(SILVA, KODAMA,
2004, p. 3).

Os alunos comecam a ler as regras, por espontamgade, e vamos discutindo e
simulando o jogo. Ressalto que ha uma quantidadénmaéde nameros diferentes de cartas,
que a soma 15 é bastante importante para a segue€que deverdo ser registradas na Folha 2
gue foi entregue a eles.

Neste momento, utilizo a simulagdo feita para eddicar o preenchimento das
jogadas na Folha. Os alunos sdo agrupados emde@s,ordo com a quantidade presente.

Nos grupos, os alunos ficam mais soltos e eu, tamhé esquecendo a filmadora aos
poucos, gracas a preocupacao e funcdo de profedsopmssibilitar um ambiente que os
alunos pensem — como normalmente tento fazer endsaula.

O jogo se mostrou um instrumento eficaz, a ativedimil acontecendo e os alunos, ao
mesmo tempo em que jogavam, faziam matematica, ceogerem as Orientacdes

Curriculares para o Ensino Médio:

A forma de trabalhar os conteldos deve sempre aigteg valor formativo no que
diz respeito ao desenvolvimento do pensamento nddion Isso significa colocar
os alunos em um processo de aprendizagem quezetmriaciocinio matematico —
nos aspectos de formular questdes, perguntar-se solexisténcia de solugéo,
estabelecer hipéteses e tirar conclusfes, apresexgaplos e contra- exemplos,
generalizar situagfes, abstrair regularidades,r cn@delos, argumentar com
fundamentacéo logico-dedutiva. (2006, p. 69)

Ao longo das jogadas, os alunos foram fazendo gstres, que terdo um papel
introdutorio fundamental para o estudo do contgirdposto. O certo ou errado nas atitudes
dos alunos ao jogarem a escova diofantina ndo rMgioitante perto das apropriadas,
convenientes e importantes escritas deles, bem cassuas discussoes.

O trabalho em grupo proporcionado pelo jogo pokigibique os alunos discutissem,
pensassem e questionassem as regras e as jogaiaslas pelos colegas e por eles préprios.

O interesse de um dos grupos, por exemplo, esiiavelaro em obter a soma 15 que, a cada
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jogada, eles respeitavam o tempo do colega e pamsawuma maneira de obter a soma,
mesmo que a jogada nao fosse para si préprio. digf®, assim como outros em que 0S
colegas se ajudaram, entendeu bem o espirito Wadades, ndo deixaram a competitividade
predominar e, sim, o querer fazer dar certo.

Observe, na Figura 23, que 0 grupo mostra suasigsgaem que isso tivesse sido
solicitado, para que os outros pudessem ver, canententender o que foi feito. Outra
situacao curiosa foi de um grupo que nao seguie@®s do jogo quanto a distribuicdo das

cartas e ordem das jogadas, mas cumpriu o quelfoitado a respeito do registro na Folha.

Figura 23 — Fotografia dos alunos mostrando sugesdjs.

Finalizo a aula recolhendo as Folhas com as jogad&sendo que, na proxima aula,
nossa discussao tera como base tais anotacdes.

2° DIA — 2 periodos cada um de 45 minutos

OBJETIVO DA AULA:

Definir combinacéo linear

RELATO:

Comeco escrevendo com os alunos o registro daglgsgque eles fizeram na aula
anterior, lembrando que a escrita foi feita de nrankem caracteristica: na Folha 2 , os
alunos fizeram o registro de acordo com a tabet dpie consistia em escrever a carta
utilizada e a quantidade e, a partir disso, areotama.
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Escrevo uma tabela no quadro, conforme a sepafatdma aula anterior dos grupos,
para observarem gquando aparecia nas jogadas akyuespecifico de cartas.

Para fazer o registro no quadro, pergunto se algumo conseguiu soma 15 com as
cartas “a4s” e “2” em especial para o grupo respaeig@or observar e registrar estas jogadas,
caso acontecessem, com este par de cartas. Esorep@mdro uma jogada qualquer com estas
cartas e fazemos a soma, os alunos rapidamentebpenca impossibilidade da soma 15.

“N&o tem como, conseguimos no maximo uma somadi2.im aluno. A partir desse
comentéario, exemplifico e chamo atencdo para atdgépo de cartas quando usamos um
baralho. Como temos a limitagdo de um baralhoaptwt4 cartas com o mesmo ndmero, a
soma 15, neste caso nao acontece. E, assim, famesdo registros com os pares “as” e “3”,

P

“és” e u4u, “ésn e 115”’ uésn e “6”, “é,s“ e u711’ uég e “8” e uasn e “9"' Conforme a Figura 24.

W, S
Figura 24 — Fotografia do registro das jogadasusmlp.

Aparece uma jogada em que a soma 15 foi possimelasocartas “as” e “5”, porém
com uma quantidade zero da carta “4s”. Com issgutimos o significado dos conectivos
e/ou e consideramos que tinhamos 3 possibilidadgseasar no par de cartas “a4s” e “5”:
jogadas somente com “a4s”, somente com “5” e conuas ao mesmo tempo. Assim, a Unica
gue resultou em soma 15 foi com a exclusividadeatta “5” e para a escrita, registro da
jogada, bastou utilizar a quantidade zero parata tas”.

Apés o registro no quadro das jogadas, introduareacdo das quantidades de cartas
“as” e “2” sem a limitacdo do baralho e entdo esmmeos a primeira equacao, 1x+2y=15, a
partir da discussao feita somente com as jogadaaldnos.

Ainda, surgiu a possibilidade de tomar somente dasacartas. Um aluno observou
que: “ndo conseguimos, mesmo sem a limitagdo daHmgrpegar somente carta “2” , porque
2 é par’. Esta foi a primeira ideia que surgiu derglo se consegue, ou ndo, soma 15 de

forma mais genérica.
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A partir da equacdo introduzida, os alunos comegg@®rceber que néo sé a limitagdo
de baralhos impede soma 15 que e que ha outragdatmas ainda ndo conseguem ir além
disto.

Com a ideia da equacdo para as cartas “as” e Sreeemos as equacdes para as
cartas “4s” e “3”, “4s” e “4”, “4s” e "5”, “4s” eB”, “a4s” e “7”, “as’ e “8”, “as" e “9" e “a4s” e
“10”. Pergunto aos alunos se eles conseguem pensautras equagdes, mas eles ficam um
pouco dispersos e entendem como se eu estivesgginferdo uma equacao Ccujos
coeficientes ddo soma 15; por isso, mostro a tatmetatodas as possibilidades de equacdes

para o jogo, conforme a Figura 25.

IS Ixedy=18 1asSy= 15 Ix0Gy=15 IxtTyalS Ixe8y=15 1xa9y= 18 1ye oy
3ym1S 2xdy=15 248y~ 15 2xtby=1S In+Tyul$ 2xeBy=15 2x+9y15 2 10y
2y 18 Ixady=15 3xtSy=15 Ixeby=15 It Ty=18 IntBy =18 Iustye 8 s iy

2y 1S Axtdys1S dxiSyelS dxiby=18 dxsTyo) S dxeBy =15 AnoGye 18 due iy S
2ywIS; Sx o315 Sxtdyw1S, Sxr0ysIS SxtTysI§] SxeRy=15 Suibhy-1S Sx+hily
#2518 O3y 1S Ouedy 18 6xeSy=15 bt Ty« | S1GKTRYTTE On e y=1% Bus 10y s

I 2ye 180 7x 03y 18 Ty« 151 Txe8y=15 Tattiy=18 TutBya 18 TaeOy=18 Txt 10y~ 14

W2y 1S Bxedy=15 Bxrdys1$ BxeSy=18 Bxtby=|§ Ruely=15 Sxely=15 Bas lOy=1¢

2918 Oxedy=18 Oxtdy 18 OxeSy=18 Oxsby=18 9ueTy- 15 9xtsy=15 Ixellyals

H0xHLy=15 10xo2y 15 [0xe3ym 1S 10xedy =18 |Ox+8y= 15 10006y =15 10x+ Ty =18 1008y 1§ 10Ky =2

Figura 25 — Fotografia da tabela com as equagd®¢syd.

De imediato, a pergunta que surgiu foi a respedoxde y serem negativos. Para
alguns, parecia um guestionamento um tanto absmdoanto outros lembraram que estas
equacOes eram situacdes do jogo e, portanto, dexgm ser positivos. Este momento serviu
para lembrar de onde obtemos as equacdes e, tammbém,um elemento motivador para
extensao dos inteiros, que sera feita mais tarde.

Na tabela colada no quadro, comegamos a colorandi@relo a situacdo em que a
equacao ja foi pensada anteriormente, como, pangbe 1x+2y=15 e 2x+1y=15. Ambas as
equac0es utilizam as cartas “a4s” e “2”.

Surgiu uma questao dos alunos: “da para resolverequacdo com duas incégnitas?”
No ensino fundamental, quando estudam sistemasnalgrofessores costumam dizer
erroneamente que “...para resolver uma equacadodt@s incognitas precisamos de outra
equacdo...”. Confirmando isso, Costa concluiu rsapmsquisa esta situacdo entre os docentes

“Durante as entrevistas, alguns professores citaracessidade de mais de uma equacéao ou
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mais restricbes para resolverem o0s problemas.” 7(200. 115). As orientacdes
complementares aos PCN'’s recomendam que o estuelpudedes possa ser feito de maneira
mais significativa: “Com relacdo a algebra, ha aindestudo de equacdes polinomiais [...].
Uma abordagem mais qualitativa e profunda devefata dentro da parte flexivel do
curriculo, como opcéo especifica de cada escda0q, p. 122)

Aproveitei o momento para lembrar que um dos olgstdas atividades é que, dada
uma equacao com duas incognitas, queremos sapendss as perguntas: Essa equacao tem
solugdo inteiras? Quais sdo as solugcbes? Os aldicasam pensando sobre os
guestionamentos e 0s deixamos como uma grandedqueesta ser respondida até o final das
atividades.

Utilizando a ocasido, procuro dar um tratamentdiigizo ao estudo de equacdes,
conforme sugestdes das Orientacdes Educacionaispl@mentares aos Parametros
Curriculares Nacionais ndo enfatizando os calcutuss analisando se uma equacéo linear
tem solugdes inteiras.

Continuando a analise da tabela, entrego uma tgiska cada aluno e peco que
pintem de verde as equacfes que tiveram soluc&overchelho as que néo tiveram solucéo,
ainda pensando nas situagfes do jogo, ou seja, ymasaquantidade finita de baralhos.
Solicito que comecem olhando pelas linhas e questeehham pintado a situacao repetida de

amarelo, conforme Figura 26.

Figura 26 — Fotografia dos alunos colorem a tadfetaequacfes do jogo.

Os alunos tiveram certa dificuldade para coloriatzela, pensando nas equacdes que
tém solucédo; porém dois alunos na turma conseguicaluir para a situacao do jogo e suas

equacdes que “quando for multiplicado por dois masg@ares ndo vai dar certo”, ou seja,
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observaram que as equacdes com coeficientes paoaendio como resultar em soma 15, do
que ja haviam desconfiado antes para a situagatlidar um namero de carta par.

A tabela teve como funcao provocar os alunos awamucdes para as equacdes que
ndo tinham aparecido no jogo, ou seja, potencialzgue Oliveira (2006) constatou como a
Unica forma de abordagem pelos livros didaticos ‘fidsolucdo proposta pelos autores,
privilegiou-se o método de tentativa e erro.” ($).9

E Costa (2007) sobre a estratégia dos professoessbdra os professores
entrevistados afirmassem trabalhar com problemamatematica discreta modelaveis via
equacao diofantina linear, nenhum deles deu inslidéotrabalhar com seus alunos utilizando
conhecimentos das propriedades dessas equacOedegoata se as mesmas tém solugéo e
quais seriam essas solucdes”.

Esta situacdo, com tantas equacfes, buscou com@nedunos que a tentativa ndo €
uma maneira eficiente para resolucao das equacoes.

Pedi que os alunos colassem a tabela no cadepawaedirimir as davidas, corrigimos
no quadro colorindo a tabela grande. Esse momeaitanéio confuso, pois os alunos ja
estavam bastante agitados por estarem no finallda@que dificultou a minha concentracéo
e a deles.

Com a ideia de conseguirmos soma 15 para difersitteszdes, defino combinacéo
linear de inteiros, com coeficientes inteiros, atipaa igualdade 11+712=15 e de forma
genéricaac+tbd=N, buscando deixar claro que conseguimos varias inagneée escrever o

namero 15 e, portanto, ndo, necessariamentehd=N é escrito de maneira Unica.
3° DIA — 1 periodo de 45 minutos
OBJETIVO DA AULA:

Construir a equacao que modela o jogo.
Ampliar as possibilidades de solu¢do da equacéao.
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ATIVIDADES UTILIZADAS

FOLHA 3
. INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA SUL-RIO-GRANDENSE
CINAT — Coordenadoria de Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias
INSTITUTO FEDERAL MATEMAT|CA
Prof Bianca
NOME COMPLETO: FOLHA 3

QUESTAO:

Observe as possibilidades de soma, conforme o quadvisto em aula. Agora pense nas
possibilidades que resultam em soma igual a 15 pamama quantidade qualquer de
baralhos.

1x+2y=15 1x+3y=15 1x+4y=15 1x+5y=15 1x+6y=1% 1Ix+I$= | 1x+8y=15 1x+9y=15 1x+10y=1
2x+1y=15 2x+3y=15 2x+4y=15 2x+5y=15| 2x+6y=1% 2x+I%= | 2x+8y=15 2x+9y=15 2x+10y=1
3x+1ly=15 3x+2y=15 3x+4y=15 3x+5y=15| 3x+6y=1% 3x+I%= | 3x+8y=15 3x+9y=15 3x+10y=1
4x+1y=15 4x+2y=15 4x+3y=15 4x+5y=15| 4x+6y=1% 4Ax+T%= | 4x+8y=15 4x+9y=15 4x+10y=1
5x+1y=15 5x+2y=15 5x+3y=15 5x+4y=15| 5x+6y=1% 5x+I%= | 5x+8y=15 5x+9y=15 5x+10y=1
6x+1y=15 6x+2y=15 6x+3y=15 6x+4y=15 6x+5y=1% 6x+I%= | 6x+8y=15 6x+9y=15 6x+10y=1
7x+1y=15 7x+2y=15 7x+3y=15 7x+4y=15 7x+5y=1% Tx+@%= | 7x+8y=15 7x+9y=15 7x+10y=1
8x+1y=15 8x+2y=15 8x+3y=15 8x+4y=15| 8x+5y=1% 8x+@&$= | 8x+7y=15 8x+9y=15 8x+10y=1
9x+1y=15 9x+2y=15 9x+3y=15 9x+4y=15| 9x+5y=1% Ox+@%= | 9x+7y=15 9x+8y=15 9x+10y=1
10x+1y=15| 10x+2y=15 10x+3y=15 10x+4y=15 10x+5y={150x46y=15| 10x+7y=15 10x+8y=1% 10x+9y=1

Da mesma forma que na tabela de aula, identifique:

o1 Or o Oor—OrOr—Or—Or—or o

Situacao ja considerada
Ha solucdo

I N&o héa solugéo

Consegues identificar alguma caracteristica nestagjuacoes que permite que
consigamos solucao? Qual?

Como resolverias a equagao+12y=15, sendo x,¥1N

Como resolverias a equagao+12y=15, sendo x,¥1Z
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FOLHA 4
. INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA  SUL-RIO-GRANDENSE
CINAT - Coordenadoria de Ciéncias da Natureza, Matmética e suas Tecnologias
MATEMATICA
INSTITUTO FEDERAL Profa Bianca
NOME COMPLETO: FOLHA 4
Exercicio

Montar uma tabela com soma 12 e fazer a mesmasargle foi feita na de soma 15.

Da mesma forma que na tabela de aula, identifique:

Situacao ja considerada
Héa solucao

I N3o ha solugdo

Escrever a equacéo que modela este jogo:

Consegues identificar alguma caracteristica nestagjuacdes que permite que
consigamos solucao? Qual?

Como resolverias a equagao+13y=12, sendo x,¥1N

Como resolverias a equagao+13y=12, sendo x,¥1Z

RELATO:

Comeco a aula retomando a tabela e chamando atgragd as possibilidades de
jogadas. Assim, lembro que, com a carta “as” erta ¢a”, montamos a equacac+Ry=15,
ondex é a quantidade de cartas “a§’é a quantidade de cartas “2". Também com as cartas

“4s” e “3” obtemos a equacax#3y=15 e, assim por diante, para todos os pares tEsaar
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entdo, construimos a equacar+by=15 ondex € a quantidade de cartag’“e y é a
guantidade de cartab™

Adotamos a ideia de Monteiro (2010, p.4), quandtirpas de combinacdes lineares
para construir a equacao que modela o jogo, gabedste “As equacdes diofantinas lineares
se encontram na fronteira entre a algebra e aig@aiéfAssim, a equacdo que modela o jogo
“escova diofantina” foi obtida de forma que nadvesise estabelecida a indissociabilidade da
aritmética e da algebra.

Seguindo, os alunos fazem o mesmo que na auldcanéen que coloriram a tabela.
Porém, a limitacdo da quantidade de baralhos foada, entdo, por exemplo, para a jogada
com as cartas “as” e “2”, em que nao se conseguigsl5 pela restricdo de 1 baralho, ou

“wA

seja, havia disponibilidade de no maximo 4 cartatjb “as” e “2”, a soma seria no maximo
12, agora esta soma 15 € possivel.

Solicito que eles fagam esta tarefa de forma iddiad, para poder verificar se eles
estdo compreendendo o que esta sendo feito atéetegt@ Esta observacéo foi feita com
bastante rigor, porque eles costumam realizar aguatividades juntos, o0 que na maioria das
vezes € proveitoso; porém, nesse momento, o iseesra de perceber o que cada aluno tinha
desenvolvido sem a interferéncia de outro.

Para colorir a nova tabela, uma aluna tem a ideiaagtoveitar a tabela da aula
anterior, sem a restricdo na quantidade de barallths: “posso analisar s6 as que pintei de
vermelho” — veja Figura 27, ou seja, ela entendeel as equacdes que ja tinham solucéo
continuariam as tendo, restava verificar se asnfigetinham solucdo anteriormente, agora,
sem a limitacdo, tém. “O conhecimento prévio dosn@s, tema que tem mobilizado
educadores, especialmente nas Ultimas duas déoadaarticularmente relevante para o
aprendizado cientifico e matematico.” (PCNEM, 2006_2). Isso se confirma com o que a
aluna colocou anteriormente, as atividades reagg@ieviamente nas atividades propostas ja

passaram a fazer parte da sua rede de conhecimento.
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Figura 27 — Fotografia de uma aluna fazendo a aoagdo entre as atividades.

Para o preenchimento da Folha 3 , momento em disiteioque os alunos fizessem
sozinhos, eles se mostraram bastante apreensivis®guros. Solicitei que escrevessem da
forma como estavam pensando, que ndo se preocopaseeos termos.

Solicitei que registrassem o que tinham como reapaes maneira como o entendiam,
mesmo que a forma nédo fosse a da simbologia matam@étas ressaltei a importancia de que
escrevessem suas ideias. Devido a grande dificelldad tiveram em responder as perguntas
da Folha, o tempo da aula ndo foi suficiente, neaslhi o material e disse que olharia até

onde tinham conseguido fazer e entreguei as atigglda Folha 4 para realizarem em casa.

4° DIA — 2 periodos cada um de 45 minutos

OBJETIVO DA AULA:
Definir equacao diofantina linear

Representar geometricamente algumas solugdes @equracao diofantina linear
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ATIVIDADES UTILIZADAS:

FOLHA 5

INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA  SUL-RIO-GRANDENSE
CINAT — Coordenadoria de Ciéncias da Natureza, Mateatica e suas Tecnologias
MATEMATICA

INSTITUTO FEDERAL Prof2 Bianca

NOME COMPLETO: FOLHA 5

Como representarias no plano cartesiano a equacas-2y=157?

E a equacao x+3y=157?

FOLHA 6

INSTITUTO FEDERAL DE EDUCACAO, CIENCIA E TECNOLOGIA SUL-RIO-GRANDENSE
CINAT — Coordenadoria de Ciéncias da Natureza, Mat@atica e suas Tecnologias
MATEMATICA

INSTITUTO FEDERAL Prof2 Bianca

NOME COMPLETO: FOLHA 6

Represente no plano cartesiano as equacdes abaixgeando possivel, identifique os
pontos cujas coordenadas séo inteiras (marque o p@ncom uma outra cor).

a) x+4y=15 b) 2x+6y=15
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e) 2x+4y=12 f) x+2y=6

Quais equacgdes diofantinas tém solucdo em N?

O que as equacles “c” e “d” ttm em comum? Sabes agpodemos chama-las?

RELATO:

Comeco a aula devolvendo a Folha da aula antederog alunos ndo conseguiram
terminar de preencher no tempo previsto e dou miastempo para eles terminarem de
responder as perguntas da Folha. Neste moments,uma vez, uma aluna pergunta o que
significam os simbolos N e Z. Noto que eles néo idam o conteldo de conjuntos
numéricos e escrevo no quadro o que eles denotam.

Lembro a equacéo construida na aula antexetby=15 e comeco a perguntar das
equacles que encontraram para soma 12, confornfe FBolde exercicios para casa e
questiono sobre a solugédo destas equacdes e obtemgsacad@x+by=12, que modela a
situagéo da Folha.

Considero um “c” inteiro qualquer e montamos aa€qo geneéricax+by=c e, assim,
defino equacado diofantina linear. Explico que, @ipale agora, de posse da definicdo da
equacao, nosso interesse passam a ser as incogratgse entrego uma Folha para eles
responderem, 0 que causou um alvoroco em aula.ed@va Folha 5 assustam-se, pois

poucos lembravam plano cartesiano e outros ndartirdstudado esse conteudo.
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Como notei que os alunos estavam em duvida, lenolonei brincadeira infantil com
cordas em que duas pessoas seguram a corda eesldgarentes e outra passa por baixo da
corda e entdo a brincadeira consiste em ir baixanmdmrda, assim comecei a falar na
representacdo geométrica da equacéo linear, a gartiois pontos. Como o clima em aula
tinha ficado tenso, pois estavam com dificuldadesizei como estratégia o exemplo da
brincadeira para suavizar o ambiente e propicintendimento da representacdo geométrica
da equacao linear.

Com isso, falo que a nossa equagd®y=15 corresponde a uma reta no plano
cartesiano e que, como na brincadeira usamos sE®§s, para representar a equacgao no
plano, precisamos de dois pontos. Assim, marcarasspbntos no plano e tragcamos a reta.
Lembro que esta equacdo era uma das equacdesode fuee uma das solucdes era ndo pegar

HA

nenhuma carta “as” e cinco cartas “3”, consideraqumpodiamos ter infinitos baralhos.
Solicito que eles marquem o0s pontos sobre a rgts @oordenadas sdo, ambas,
inteiras. Depois de um tempo, escrevo no quadrdpome Figura 28, e chamo atengéo sobre
a diferenca de termos para uma solucdo naturategranda equacdo considerada. Ainda
lembro que os primeiros pontos marcados, no prongiradrante, que correspondem as
solugbes naturais da equagao, sao as situacogsdasam ter aparecido para a situagao do

jogo com infinitos baralhos.

. e |
Figura 28 — Fotografia da marcacao dos pontosrd@s coordenadas inteiras.

Entrego para os alunos uma tabela com os parenaumtde que sdo solucdo da
equacgao e enfatizo que, no plano cartesiano, coimseg ver algumas solugdes, bem como

na tabela.
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Mostro a representacdo da equacao 2x+4y=15 e lequaona situacdo do jogo, eles
ja tinham percebido que essa jogada era imposdfrdgBo, de posse da reta no plano
cartesiano e da tabela com os pares ordenadodjricamos” esta situacdo, notando que a
reta ndo passa por pontos de ambas as coordermddaas; mesmo para a situacdo de
infinitos baralhos.

Ainda, mostro a representacdo da equacdo 3x+6y=dbaunos j& demonstram ter
conseguido fazer a representacao. Questiono sajuandidade de solucéo inteiras e naturais.

Por fim, entrego a Folha 6 de exercicios para pasaentregarem na proxima aula.
5° DIA — 1 periodo de 45 minutos

OBJETIVO DA AULA:
Definir divisor de um ndmero

Definir divisor comum e maximo divisor comum (MDC)

ATIVIDADES UTILIZADAS:

FOLHA 7
. INSTITUTO FEDERAL DE EDUCA(;AO, CIENCIA E TECNOLOGIA SUL-RIO-GRANDENSE
CINAT - Coordenadoria de Ciéncias da Natureza, Mateatica e suas Tecnologias
MATEMATICA
INSTITUTO FEDERAL Prof? Bianca
NOME COMPLETO: FOLHA 7

1. Considere o nimero 10.

1.1 Cite um divisor de 10

1.2 Cite todos os divisores de 10

2. Como definirias divisor de um ndmero inteiro?
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FOLHA 8
INSTITUTO FEDERAL DE EDUCA(;AO, CIENCIA E TECNOLOGIA SUL-RIO-GRANDENSE
CINAT — Coordenadoria de Ciéncias da Natureza, Mateatica e suas Tecnologias
MATEMATICA
INSTITUTO FEDERAL Prof2 Bianca
NOME COMPLETO: FOLHA 8

Considere os numeros 16 e 20.
1) Cite todos os divisores de 16
2) Cite todos os divisores de 20
3) Quais os divisores comuns de 16 e 20?
4) Qual o maior dos divisores comuns de 16 e 20?

4.1) Sabes como se chama o maior dos divisoraar®de 16 e 20? Como?

RELATO:

Comeco recolhendo a atividade para casa e os aped®m uma aula de duvidas.
Combinamos que a proxima ficaria reservada pargupéas deles, peco que eles preencham
a Folha 7 e recolho-as. Discutimos as questddsottea e alguns alunos ficam inseguros,
pois nao tinham clareza do que é definir algo, @mmaque bastaria um exemplo, entdo houve
um debate sobre a diferenca entre definicao e eweguapa definir divisor.

Este debate evidenciou as formacbes desiguais ldossa uma vez que eles séo
oriundos de diferentes escolas de ensino fundaisatadade, mas proporcionou o resgate e
o aprofundamento dos conceitos, o que é corrobopatio PCN (2000, p.9): “O Ensino
Médio passa a ter a caracteristica da terminalidadgue significa assegurar a todos os
cidadaos a oportunidade de consolidar e aprofuasl@monhecimentos adquiridos no Ensino
Fundamental”. Ficando claro que o formato de aeito fatravés de discussdes, estimula o
debate e, com isso, oportuniza o crescimento de a@lacdo.

Entrego a Folha 8 para eles completarem, recaha&scutimos as respostas e
definimos divisor comum e maximo divisor comum. fam preenchimento das Folhas
quanto as discussdes delas transcorreram tran@uitamOs alunos realizaram as atividades e

as trocas sobre as Folhas sem duvidas.
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O Unico episddio destoante foi o de um aluno questipnou a definicdo de divisor,
por pensar que podemos aceitar um racional comeodivSeus colegas imediatamente se

mobilizaram para convencé-lo de que isso nao fédo.

6° DIA — 2 periodos cada um de 45 minutos

OBJETIVO DA AULA:

Esclarecer as duvidas das aulas anteriores

Calcular MDC conforme lembram

Instigar os alunos a pensarem sobre a relacdo eniiHDC dos coeficientes da

equacao e o seu resultado

ATIVIDADES UTILIZADAS:

FOLHA 9
. INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA  SUL-RIO-GRANDENSE
CINAT - Coordenadoria de Ciéncias da Natureza, Matmética e suas Tecnologias
MATEMATICA
INSTITUTO FEDERAL Prof® Bianca
NOME COMPLETO: FOLHA 9

Escreva o MDC entre os numeros das cartas do jpgoma 15 abaixo. (coloque o MDC
logo abaixo da equagédo - na célula da tabela)

1x+2y=15 | 1x+3y=15 | 1x+4y=15 | Ix+5y=15 | 1x+6y=15 | 1x+7y=15 | 1x+8y=15 | 1x+9y=15 | 1x+10y=15

2x+3y=15 2x+5y=15 2x+7y=15 2x+9y=15

3x+4y=15 | 3x+by=15 | 3x+6y=15 | 3x+7y=15 | 3x+8y=15 | 3x+9y=15 | 3x+10y=15

4x+5y=15 4Ax+7y=15 4x+9y=15

5x+6y=15 | 5x+7y=15 | 5x+8y=15 | 5x+9y=15 | 5x+10y=15

Quais sao situacdes em que o MDC é divisor de 15?
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Dada uma equagao ax+by=c, de acordo com o0 obsemadabela e na pergunta acima,
guando podes afirmar que € possivel resolver acdquam N?

FOLHA 10

INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA  SUL-RIO-GRANDENSE
CINAT — Coordenadoria de Ciéncias da Natureza, Mateética e suas Tecnologias
MATEMATICA

HEIGHDEM Prof2 Bianca

NOME COMPLETO: FOLHA 10

1) Considere os numeros e calcule o MDC deles:
a) 2eb5

b) 1e3
c) 3eb6
d) 6¢e18
e) 2990 e 3220

f) 1351 e 278
2) O que podes concluir sobre a maneira como calasl MDC a medida que foi

resolvendo os exercicios anteriores?

RELATO:

A aula inicia com os alunos preenchendo a Folheddforme a Figura 29.

Figura 29 — Fotografia do preenchimento da Folha 9.
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Perguntei se todos ja tinham pintado a tabela®ilealo o MDC para que, antes que
iniciassem a responder as perguntas, conferissesmagsultados. Combinamos que nas
correcdes das equacdes que eles tivessem pintacermdelho e que ndo tinham solucao no
jogo, seria introduzido um asterisco.

Uma aluna percebeu que havia uma relagéo entre © i3 coeficientes da equacgéo
e o valor da equacao. E ainda disse que “as egua&pdajue da para dividir o numero pelo
MDC séo as que tém solucéo no jogo”.

Apos discutirmos a parte da tabela da Folha 9|ur®a responderam as perguntas da
Folha e a entregaram. Isto foi feito para que asnad conseguissem “ldentificar
regularidades em situacfes semelhantes para estabeégras, algoritmos e propriedades”
(Parametros Curriculares Nacionais “Mais”, 2002,1p).

Esta Folha foi a primeira que fortemente exigiu dasios uma atencdo no que se
refere a fazer uma conexao entre a equacao dadaese obtém a partir dela, desta forma os
alunos podem desenvolver o que sugere os Param€trogculares Nacionais “Mais”
anteriormente citado. As perguntas tinham o intdégorovocar que procurassem um padréo
para as equacgdes que tinham solucao e outro pgreasio tinham.

Depois, reservo a aula para as duvidas que apamnecdg esta parte das atividades e
exercicio das Folhas, conforme o tratado na aukrian E eles pedem que eu corrija a Folha
6, que aborda a representacdo geométrica de algohgdes da equacéo dada.

Como os alunos se mostraram novamente desconfisr&verelacdo a representacéo
geométrica, este momento da aula demorou bastarseqpe o entendimento da solugédo de
uma equacéo ficasse claro e fizesse sentido, Bz&éineos a discussdo definindo equacdes
equivalentes.

Entrego a Folha 10 para eles preencherem. Asdpsesatam do célculo do MDC, e
também peco que eles mostrem como calculam o MD& mameros grandes. Eles ficam
confusos e dizem: “sei que tem um jeito de fazeas mao lembro” e “acho que tem um
método bem mais rapido, s6 que ndo lembro” e, aiftissde a 52 série que ndo vejo esta

matéria, mas sei que tem um jeito facil de calcistar’.
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Figura 30 — Fotografia da utilizacéo da calculadora

Vale dizer que os alunos desta escola podem utidiziculadora nas disciplinas de
matematica, veja Figura 30, “Considerando a Matemjtara a Tecnologia, deve-se pensar
na formacédo que capacita para o uso de calculadgtailhas eletronicas, dois instrumentos
de trabalho bastante corriqueiros nos dias de "ho{@rientagcbes Educacionais
Complementares aos Parametros Curriculares NasioB806, p.87). Este tema um tanto
polémico, “uso ou ndo da calculadora”, ndo fazedid nosso estudo, pois o objetivo da
atividade estava claro e os alunos estavam muefus no que deveriam fazer e entender da
atividade.

A aula termina comigo lembrando o que tem que eigs hia proxima aula a respeito
do fechamento das ideias do calculo do MDC e deigaestdo sobre a relagdo do MDC com

as solucdes das equacOes da tabela da aula anterior

7° DIA — 1 periodo de 45 minutos

OBJETIVO DA AULA:
Chegar ao teorema que afirma se uma equacéao dnafdimear tem (ou néo) solucdes
inteiras

Calcular o MDC através do Algoritmo de Euclides
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ATIVIDADES UTILIZADAS:

FOLHA 11
. ' INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA  SUL-RIO-GRANDENSE
s CINAT — Coordenadoria de Ciéncias da Natureza, Mat@atica e suas Tecnologias
‘iNSTII'Lr'I'DFEBERAL MATEMATICA
SUL-RIO-GRANDENSE Prof2 Bianca
NOME COMPLETO: FOLHA 11

1) Considere os numeros e calcule o MDC deles:
a) 2e4
b) 1e7
c) 3e4
d) 20e 80
e) 429 e 33

f) 1530 e 8140
2) O que podes concluir sobre a NOVA maneira de ltalar MDC se comparares com o

método utilizado anteriormente?

RELATO:
Comeco a aula com a tabela da aula anterior caladguadro, na qual os alunos

utilizaram para calcular o MDC entre os coeficisrdas incognitas x e y, veja Figura 31.

Figura 31 — Fotografia do célculo do MDC na talelgogo “Escova Diofantina”.
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Pintamos as equac¢des que nao tinham solugdo no paga infinitos baralhos, e
colocamos um asterisco na equagdo 4x+9y=15, ps® @€sa Unica equacao que ndo tem
ambos coeficientes pares e ndo tem solucdo natued,tem solucéo inteira. Observe na
fotografia 9 que consideramos parte da tabela giaacées, excluindo as outras equacdes que
recairiam nesta mesma situacao.

Observamos que as equacdes que ndo estdo em werapedisentam o MDC de seus
coeficientes sendo 1, 3 ou 5. Pergunto se elesegaimam observar alguma relacdo destes
nameros com as equacdes e uma aluna diz que “sadodivisores de 15”.

Para finalizar esta discussédo, lembro que, nascéqeada tabela, buscavamos
solugdes naturais, pois x e y estavam relacionadpsantidade de cartas e que, mesmo que
tirassemos a restricdo de solucdes positivas, taglauacfes em vermelho, exceto a com
asterisco, continuariam sem solucao inteira. Vigie, a equacdo com asterisco nao tem
solucéo natural, mas tem solugéo inteira.

Construo com os alunos o teorema que afirma quanud equacgdo diofantina tem
solucéo inteira para uma situacdo qualquer e néd@sie a do jogo, a partir das conclusées
observadas na tabela de equacdes e MDC.

Neste momento, retomo a duvida das primeiras @ollae a obrigatoriedade de se ter
outra equacéo para que eles percebam que quariciissele buscar as solugdes inteiras de
uma equacao do tipax+by=c, com coeficientes inteiros, isto jA& ndo é necéss&aliento
que, de posse de uma equacédo com coeficiente®tf podemos afirmar se esta equacao
tem ou ndo solucdo inteira. E discutimos que chegam um primeiro resultado de
reconhecer se uma equacao tem solugcdo inteira,amda ndo sabemos quais sdo estas
solugdes.

Lembro a dltima Folha respondida na aula antedbreso célculo do MDC em que o0s
nameros foram aumentando e em que alguns foramdiicam ddvida sobre o resultado do
MDC. Digo que o préximo passo é termos a garargigalculo do MDC para nos ajudar a
obter as solugbes das equagdes, quando existirem.

Assim, proponho o calculo do MDC (23, 120), mas alomo “salta” e diz que “é
obvio que é 1", entdo peco que ele explique e iglécdmo 23 é primo e 120 nao é divisivel
por 23 entdo o que divide os dois é 1". Digo quexplicacdo dele esta perfeita e que
resolveremos como se nao lembrassemos que 23 é, m@%o isto ocorra para algum outro
namero. Entdo, comeco a resolver pelo algoritmd&ddides e rapidamente eles entendem

que basta repetir o processo. Uma aluna, querezdo idto diz “e assim sucessivamente”,
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expressao que ao longo das aulas eles foram cdlocgnando ja tinham entendido a
argumentacao.

Entrego a Folha 11 para eles resolverem em casa.

8° DIA — 2 periodos cada um de 45 minutos

OBJETIVO DA AULA:

Reforcar o calculo do MDC pelo Algoritmo de Euekd

Escrever o MDC como combinacao linear dos nimeresleidos

Associar uma equacgdo a combinacao linear obtida

Escrever uma solucdo comparando a combinacado kn@@quacdo associada a ela
Utilizar o teorema da aula anterior que diz se aaego diofantina tem (ou nao)
solugdes inteiras

Escrever o MDC dos coeficientes de uma equacaoaada combinacao linear deles

Encontrar uma solugcéo de uma equacao dada

RELATO:

Comeco a aula comentando que alguns alunos merpraou no atendimento para
resolver a Folha do MDC que eles levaram para dasplico que ainda vamos resolver
alguns e depois eles poderiam refazer a Folha 11 .

Calculamos o MDC (18, 6) usando as ideias da autieriar e 0 MDC(2990, 3220),
gue era um exercicio resolvido anteriormente, ol @les deveriam resolver com seus
conhecimentos prévios e no qual eles ficaram corntasdavidas. Apds a resolucdo destes,
os alunos disseram nao ter mais davidas.

Chamo atencao para o fato de que o método de Esdi@ficaz para encontrar MDC
mesmo entre nimeros grandes, sem utilizar a fatoraq primos. Reescrevemos as divisdes,
Figura 32, e, com isso, retomo o0 conceito de coagdia linear, que foi um pouco demorado,
mostrando que cada divisdo do algoritmo de Euclobesesponde a uma combinacao linear

dos numeros envolvidos.
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MDC (2990, o-z_w') =7

(2390) — R th J
B ':i? i_’j;d' A0 = 4. 4890 4 f,:

Figura 32 — Fotografia da utilizagdo do Algoritm®Euclides.

Reservo um tempo para eles terminarem de preeacketha 11, que levaram para
casa e peco que esses calculos aparecam em pebs om@nexercicio, ou sempre que eles
tiverem duvida sobre o MDC.

Passamos entéo a escrever o MDC como combinagr.liBxplico que usaremos o
algoritmo do célculo do MDC para conseguir estarisc Fazemos o exemplo de
MDC(2,9)=1 e montamos uma equacao a partir da auaghd linear. Comento que a
combinacédo linear e o0 MDC nos ajudaram a encontra solucdo da equacao e que agora

temos de buscar as outras (veja Figura 33).

Mpc(9,)=1 A
Eavunin 1" Came oA MOL0e ﬂmtmu
:i I ) AP ‘3 e Q.

o = 9= §aH

G e Sphid

Zp §-4a=A1

Figura 33 — Fotografia da solucao da equacéo askoa combinacéo linear.

Faco outro exemplo: escrevemos o MDC(3220, 299@=28no combinacgéao linear
MDC.
Resolvemos, ainda, a situacdo em que o MDC n&ecpamediatamente na diviséo,

escrevemos MDC(3,6)=3, conforme Figura 34, como Boatdo linear de 3 e 6. Entédo
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expliquei que deveriamos escrever o resto da @divsino combinagdo linear e usar esta

escrita. Novamente associei a combinagéo linearaaquacao.

‘—?—:) Q)=.:JO_+O

ol

d—j& O: 6 "\5

Figura 34 — Fotografia da correcéo da solucdo dagip associada a combinacéo linear.

Peco que escrevam o MDC(18, 6) como combinacéaarlideles e depois corrijo no
guadro. Eles perguntam o que deverdo fazer se smudoeros for negativo.
Um aluno me chama e diz que escreveu a combinagr kde outra maneira. Ainda,

as orientacdes curriculares indicam um caminho @stetipo de situacéo vivenciada.

Ao organizar uma atividade pratica, o professoredealorizar o processo, explorar
os fenbmenos e analisar os resultados sob varpgdn Caso os resultados obtidos
sejam diferentes dos esperados, deve aproveiiéwagdo para discutir o processo
de producao cientifica. Ou seja, possibilitar amalvivenciar as etapas do método
cientifico. (Orientagdes Curriculares para o Enditéalio, 2006, p 31)

Discutimos a combinacao linear obtida pelo aluneschndo aproveitar todas as
producdes dos alunos. Esta situacdo ilustra o gsealmos seguir, seguindo as sugestfes das
Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio.

Assim, montamos a equacao com a combinacéo lineafizpmos e verificamos se a
solucdo dele é solucdo da equagdo que encontrdfiz@snos: vamos constatar se o par
ordenado (1, -2) é solugdo da equacawt+@p=6. Substituindo na equacgdo 18(1)+6(-2)=6,
portanto o par € solucdo da equacéao, veja esdacaedio na Figura 35. Esta situacéo facilita
0 questionamento das demais solucdes e aprovaitantento para reafirmar que devemos de

procurar todas as soluc¢des da equacéo.
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36+0

»0=148-3.G6 |

Figura 35 — Fotografia da verificacdo da solug&matrada por um aluno.

Até aqui resolvemos os exemplos em que eram dagissndmeros, calculamos o
MDC entre eles, escrevemos o MDC como combinagéalti destes nUmeros, montamos
uma equacao e obtivemos uma solucéo desta equdigiioque faremos agora 0 processo
inverso, ou seja, vamos partir de uma equacao.

Dada a equacdox#2y=2, digo que a primeira questdo € ver se esta aquegn
solucéo inteira. Entdo pergunto o MDC dos coefteigmas incognitas e observamos que ele
€ divisor de 2, resultado da equacdo. Concluimesagequacédo dada tem solucéo inteira.
Partimos para busca de uma solucéo, escrevemo®€ (¥,2)) como combinacéo linear de
2 e 4 e encontramos uma solugéo inteira da equadiey=-1.

Deixo de tarefa para casa a equacd®y3l para eles encontrarem uma solugéo

inteira.
9° DIA — 2 periodos cada um de 45 minutos

OBJETIVO DA AULA:

Reforcar o calculo do MDC como combinacéo linedreeas nimeros dados.
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ATIVIDADES UTILIZADAS:

FOLHA 12
. INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA  SUL-RIO-GRANDENSE
CINAT — Coordenadoria de Ciéncias da Natureza, Mateatica e suas Tecnologias
MATEMATICA
INSTITUTO FEDERAL Prof2 Bianca
NOME COMPLETO: FOLHA 12

1) Considere os numeros, o MDC deles (calculado &niormente) e escreve o MDC
como combinacéo linear destes numeros:

a) 2e4
b) 1e7
c) 3e4
d) 20 e 80
e) 429 e 33

f) 1530 e 8140

RELATO:

Comeco a aula perguntando se eles tinham feitdi@tado na aula anterior, que era
obter uma solucéo para a equacéao 3x+y=1. Pecogjgaeoconseguiram fazé-lo, entreguem
sua resolucao e corrijo no quadro para a toda tuseguindo 0s mesmos passos utilizados na
aula anterior para obter a solucdo da equacgao 42+2y

Utilizamos a combinacédo linear feita anteriormendte3: (1)+11(-2), multiplicamos
por 15 para obter 15 como combinacéo linear d& & ebtivemos a igualdade 15 =15+1
(-30). Associamos a essa combinacgéo linear a equacéy=15, que era uma equacgéo que
surgiu na fase em que os alunos jogaram a “escavantina”. Lembro que uma situagéo
para infinitos baralhos é pegar 5 cartas de nurBeeonenhuma carta “as” e que tinhamos
comentado esse fato naquela situacdo. Comparamomlbinacéo linear com a equacao e
vimos que uma solucdo da equacao é x=15 e y=-3Bals, uma vez, questionei sobre como
encontrar todas as solug¢des. Digo que ainda teraa®fdrcar a escrita das combinagdes

lineares e que, na préxima semana, Nos preocuparern essa outra questao.



90

Coloco no quadro a situagdo MDC(120, 23) e os alupolam dizendo que ja
resolveram, mas digo que queremos escrever o MD® combinacgéo linear.

Explico que partiremos da igualdade em que o “tésto e que isolaremos os restos
de cada igualdade até chegarmos a igualdade esonitagiz na cor branca, conforme consta
no plano em 2.1.6. Explico que faremos muitas oatdigo para tomarem cuidado para néo
se perderem nas contas. Vejo que eles ficam umoposeguros e digo, entdo, que vamos
fazer um exemplo para eles visualizarem o que datando.

Comecamos a buscar a escrita do MDC(1262, 31) ammbinacao linear de 1262 e
31. Surgiu algo inusitado, pois eu sempre me efsiigualdades pelas cores, e um aluno era
dalténico e eu ndo sabia, enfim, uma situacao eras@. A sorte € que o aluno tem muita
facilidade e isso em nada atrapalhou seu apreralizads, se eu soubesse do fato desde o
inicio, tomaria mais cuidado. A turma ja sabia @jssas ndo foi um problema para o aluno
pois 0s outros nao constrangem o colega.

No meio do exemplo, fagco uma pausa para que o®®lpossam copiar e, também,
para eles irem olhando o procedimento e irem-sélifainando com eles. E quando uma
aluna me chama para mostrar que, enquanto eu escrewquadro, ela estava fazendo o
exercicio sozinha e me mostrou todo seu desenvehtimm que estava impecavel.

Esta aula foi ministrada bem devagar para que wsoalse familiarizassem com o
algoritmo e, ao mesmo tempo, para que fosse possirem da aula tranquilos, percebendo
que a resolucdo € possivel, mesmo com tantos edJdohdstando utilizar um procedimento
adequado.

Entreguei uma tarefa, Folha 12 , para fazerem ea e&ntregar na préxima aula.

10° DIA — 1 periodo de 45 minutos

OBJETIVO DA AULA:

Encontrar uma solugéo de uma equacéao diofantinassee por tentativa e erro

RELATO:

Comeco perguntando sobre a Folha 12 que levaraar@solver em casa e se tiveram
davida. No geral, eles disseram que conseguiraer fazirei algumas didvidas particulares.
Discutimos como conferir se a combinacéo lineaavesterta, bastando multiplicar, somar e

ver se resultou no MDC.
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Consideramos a equacdo 120x+23y=150 e verificame®lg possui solu¢des inteiras
pelo teorema estudado. Utlizamos o resultado dé anterior e da escrita do
MDC(23,120)=1 como combinacao linear de 23 e 120ltiplicamos a combinacéo linear

por 150 e encontramos uma solucéo da equacacdkigejea 36.

- : ) ioco )= |
Undinemey o LOUO e Qf) HOCATRA v
|

Figura 36 — Fotografia da obtencao de uma soluedmdacado diofantina.

Os alunos ndo mostraram dificuldade para entendepassos executados para a
obtencdo de uma solucédo. Por isso, consideramosquagdo do jogo x+3y=15 e pedi que
eles seguissem 0s mesmo passos do exemplo anEsparei um tempo para eles resolverem
e entreguei papel quadriculado para eles fazermprasentacdo geomeétrica da equacao e de

suas solucdes. A aula terminou e a atividade fpara eles terminarem em casa.

11° DIA — 2 periodos cada um de 45 minutos

OBJETIVO DA AULA:

Encontrar a solugéo geral de uma equacao diofalmiear
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ATIVIDADE UTILIZADA:

FOLHA 13
. INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA  SUL-RIO-GRANDENSE
CINAT — Coordenadoria de Ciéncias da Natureza, Mateatica e suas Tecnologias
INSTITUTO FEDERAL MATE MATI CA
Profa Bianca
NOME COMPLETO: FOLHA 13

Para cada equacao abaixo verifique se ha solucaotéira e, caso exista, calcule-a na
forma algébrica e verifique o resultado, analisand® grafico da equagéo. Apresente os
calculos, bem como a justificativa para a equacaet (ou ndo) solucdo. Se necessario use
o verso da Folha.

a) x+by=15
b) - 4x + 8y =12
C)4x+2y=5

Os alunos da turma de quimica do 1° semestre de @®1FSul decidiram fazer um moletom
da turma. A malharia onde encomendaram solicit@iaipagamento final fosse feito apenas
com as notas de R$50 e de R$100. Sabendo que a teimm25 alunos, que todos quiseram o
moletom e que cada um custou R$ 48,00, determine:

a) A equacédo que modela esta situacéo b) A solug&mdacao

c) A representacdo no plano cartesiano.
4
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RELATO:

Comeco a aula retomando a equacB®y=15, cuja representacdo geométrica foi feita
no 4° dia e na aula anterior tinha ficado para elentrarem uma solucdo. Além disso,
lembrei os alunos que, junto da representacao geoméo 4° dia, eles colaram no caderno
uma tabela com as coordenadas dos pontos que @a@rtenreta.

Para buscar outras solucbes da equagéBy=15, partimos da representacéo
geométrica e pegamos 0S pontos cujas coordenadaansdas inteiras. Anotamos numa
tabela no quadro e observamos que as solu¢deg pacsaumentando de 3 em 3 e pavdo

diminuindo de 1 em 1, conforme Figura 37.

Figura 37 — Fotografia da analise geométrica panatcucdo da solucéo geralxde

Ainda para a mesma equacao, utilizamos a solugécegcontramos na aula anterior
que éx=-30 ey=15. A partir desta solucdo e utilizando o obsewnvads pares ordenados
anteriores, escrevemos algumas solucdes seguiifesgndo a ideia de aumentar 3 para 0s
valores dex e diminuir 1 para os valores geconforme fotos.

Um dos objetivos dos PCNEM (2000, p. 42) para a@iplisa de matemética é
“reconhecer representacdes equivalentes de um mesmeeito, relacionando procedimentos
associados as diferentes representacfes”. Condegiabuscamos comparar a representacao
geométrica com a algébrica para chegar a conclssiige as solugbes da equacado diofantina
linear dada, notamos que a solug&eld0 ficou fixa e fomos variando a quantidade dd&,
chegamos que=-30+3t, t1Z sé&o todos os valores g@a solucdo da equac&e3y =15.

Pedi que fizessem 0 mesmo para encontrar todadug®es dgg. Com isso, obtém-se

a solucéo geral da equacao dada.
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Figura 38- Alunos fazem a andlise geométrica para consirdéa?solugéo geral de

Rapidamente, uma aluna me chamou para mostrar dirmuee feito, Figura 38, e
estava corretissimo. Além da aluna de ter tidaciaitiva, ela se mostrou segura ao terminar a
solicitacdo que fiz, isto foi positivo, visto quia sempre se mostrou bastante dependente do
professor para resolver exercicios e chegar a wsbes proprias, porém desta vez
compreendeu e fez questdo de mostrar seu progresso.

Ao corrigirmos a solucao geral payaexpliquei, por comparacdo, que utilizavamos o
mesmo “t” inteiro relacionando que a quantidadendmero -1 era mesma quantidade do
namero 3 que usamos em X. Assim, chegamos que 3157 .

Partimos para uma nova equacdo 3x+6y=15, da qualur®s também tinham a
representacdo geomeétrica e uma solucdo x=-5 e ytzamos o mesmo procedimento

anterior e encontramos x=-5+2t e y=5-1t, veja Fagk8.

€ Ama M‘Ru(}(m' .

Figura 39 — Fotografia da analise geométrica de@quagdo para construcéo da solugao geral ge x e

Apds encontrar todas as solu¢cdes dos dois exempbosando como base a
representacdo geométrica e uma solucao encontrpdeiada combinacéo linear do MDC,
verificamos se estas solucfes tinham alguma relaa@oos coeficientes dados.

Para a equacgacr3y =15, obtivemos=-30+3t ey=15-1t e para a equacag+dy=15,
obtivemosx=-5+2t ey=5-1t. Observamos os coeficientes xd@ y na primeira equacao e
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vimos que o 3, coeficiente geaparece na solugcdo deomo coeficiente de t e que o oposto
de 1, coeficiente de aparece na solugdo yeomo coeficiente de t.

Para a segunda equacao, vimos que isso ndo é imgaianeiro pegamos a equacao
equivalente x+2y=5 e da mesma forma vimos queco&fjciente de y, aparece na solucao de
x como coeficiente de t e que o0 1, coeficiente ,dgparece 0 seu oposto na solugao de y como

coeficiente de t (veja representacgdo feita por almaa na Figura 40).

Figura 40 — Fotografia da representacdo geomédditzapela aluna.

Assim, concluimos que, dada uma equag&eby=c, com mdcg, b=1, a solucao
geral ser&=xptbt ey = yp—at com t inteiro, ondey ey, € uma solucao inicial.

Consideramos a equacao £2P3y=150 e solicitei a representacdo geomeétrica.

m-:,ﬂz.:,‘. 180

oy (0%

= e A0 o9 -
1= xe o3 lowyo)

Figura 41 —Fotografia da representacdo geométaaxdacdo 126 23y=150.

Perguntei se eles tinham conseguido, atravésptasentacdo geométrica, conforme
Figura 41, visualizar alguma solu¢cdo. Um aluno atrom x=2 e y=1. Substituimos na
equacao e vimos que nao era solucdo e encontranososaesua representacao geométrica, ou
seja, 0 ponto ndo pertencia a reta. Usei 0 exempata os alunos perceberem que s a
representacdo geomeétrica ndo € suficiente paraamoos a solucdo geral, que precisavamos
encontra-la algebricamente, pois nem sempre a ggoméos indica uma solucdo, para
obtermos as outras, como conseguimos observapresentacao anterior.

Escrevemos a solucao geral para a equacaoer22@3-150, analisando os coeficientes
e chegamos &=-1350+23t ey=7050-120t, mas um aluno ficou em duvida sobre qual
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coeficiente usar. Entdo aproveitei 0 momento pateoduzir a maneira de encontrar as
solugbes algebricamente (veja fotografia 22), quesiste em utilizar a solugéo particular
obtida através da escrita do MDC como combinag#atidos nimeros envolvidos,

x, =-1350 e y, = 7050

substituir na equacéo dada,
1201(-1350)+ 237050 = 150
somar e subtrair os coeficientes das incognitasiptichdos por um inteiro “t”,
1201(-1350)+12023t-120 23t+23. 7050 = 150
e, por fim, colocar em evidéncia um de cada verpe$icientes das incognitas.
1201 (-1350+23t)+23(7050-120t) = 150

O que aparece nos parénteses é a expressao gesaluizbes dr e dey, veja Figura 42.

lotfidy=180  Gonn:
i =- E‘E}O

Aok + ﬂ."b% =160
yn - 1080

:|a'o.%{aao) + Q%,Q—om) =150

=~A2R0+IM N oo (4250) + Jao 3T — 129,035 + 3, (105
y J A0S ——— 2o

l

o(—13&0+&3&) 137)\[\% k) <

Figura 42 — Fotografia da solucdo da equacas#28=150 de forma algébrica.

Entrego a Folha 13 de exercicios para fazerem ea. da decidimos utilizar a

proxima aula para resolver mais alguns exemplos.
12° DIA — 2 periodos cada um de 45 minutos

OBJETIVO DA AULA:

Encontrar as solucdes de equacdes diofantinasdisiea
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ATIVIDADE UTILIZADA:

FOLHA 14
e
[ I 8 INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA  SUL-RIO-GRANDENSE
[0 CINAT — Coordenadoria de Ciéncias da Natureza, Matmatica e suas Tecnologias
i i ] I!NS.TITII.ITI'C? FEDERAL MATEMATICA
Folha 14
NOME COMPLETO: CURSO/TURMA:
DATA: VALOR: 1.0 NOTA:

De que maneiras podemos comprar selos de
Brasil20ll . dois e de cinco reais, de modo a gastar cem
; reais?

a) Escreva a equacao e diga se ela tem
solucgdo, justificando.

BRASIL 2011 Fonte:
http://www.correios.com.br/selos/selos_postaistse2011/selos2011.cfm

8

b) Resolva a equacéo e represente - a
geometricamente. (apresente todos os
calculos)

Itaipu Binacional: integrando Brasil e Paraguai

RELATO:

Comeco procurando as solugbes da equag&@y27. Utilizamos a combinacao linear
do MDC (2,9)=1 feita anteriormente 1=9.1+2.(-4) leteonos 7=9.7+2.(-28), assim uma
solucéo particular &,=-28 ey,=7 e escrevemos a solucdo geral usando as ideiaslaa

passada=-28+% ey=7-2, comt inteiro, conforme Figura 43.

Figura 43 — Fotografia do encontro da solucédo giralma equacao apos a conclusédo genérica.
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Um aluno perguntou como faria as escolhas para_embrei que ele € um nimero
inteiro e tomamog4=2 e encontramog=-10 ey=3 e retomei que, se pegassemos otjtro
inteiro, teriamos outra solucéo.

Retomamos a equacdo da aula antexeBy=15 e a solucdo geral encontrada,
x=-30+3 e y=154, para unt inteiro. Lembrei que esta é equa¢do que aparergogo, mas
gue, no jogot ndo pode ser qualquer inteiro. Procuro aqui fadechamento e relacdo com a
parte inicial das atividades — 0 jogo “escova ditife”, em conformidade ao que diz Silva e

Kodama:

[...]enquanto recurso didatico, os jogos matematigpodem dar efetivas
contribuicbes ao processo de ensino-aprendizagemrmatamatica, auxiliando o
trabalho do professor, que tém em suas maos unscedidatico que lhe permite o
trabalho com diversos conteddos, de acordo conaaescessidade, podendo tornar
0 seu planejamento mais dindmico e atrativo, aléen contribuir para a
aprendizagem dos alunos, que se sentem mais mogivaadprender matematica e
podem construir seus conhecimentos de uma forma mtgrativa e prazerosa,
encontrando nas aulas de matematica a oportunidkdeadquirir saberes,
desenvolver habilidades de resolucao de probledesooperacdo e trabalho em
equipe. (2004, p. 12)

Com o intuito de levar os alunos a perceberem aitépcia da parte inicial, deixo
claro que voltamos na situacdo do jogo para umatmlaale qualquer de baralhos, sabemos
gue X representa a quantidade da carta “ay’ @ quantidade da carta 3 e que uma dessas
guantidades tem que ser positiva ou zero. Assim30+3>0 e y=154>0, portanto
10<t<15.

Pedi que eles escolhessem umde acordo com a condicdo encontrada para
verificarmos se a solucdo que encontrarmos foi atlErana representacdo geométrica feita
anteriormente.

Escolhemos, também, um valor pafara do intervalo encontrade7 e encontramos
x=-9 ey=8 para reforcarmos a diferenca entre esta solsgéisolucdo da equacdo, mas nao

ser uma solucao para o jogo, veja Figura 44.

t= 13 k=4

e =30+ 0= ~0013929 X= ~Aordt=-20+a1:-9

A9=13 =9, ‘jr In-t=¢

{_ ‘i' :1) ( } ﬁ,’)

A
>

Figura 44 — Fotografia das substituices de valpaea “t”.
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A seguir, pedi que sentassem em duplas para cang@etolha 14. Ao completar a

Folha, os alunos foram muito dedicados, discutirastante e poucos pediam minha ajuda.

Figura 45, 46 e 47 — Fotografia dos alunos resolvetividade final.

As fotos mostram a concentragao e a seriedade nerdesempenharam o fechamento
das aulas sobre equacfes diofantinas linearesfandst a maneira como atuaram durante as

atividades, mostrando que estdo abertos ao questd@dotalmente previsto no curriculo.

2.3 ANALISE DOS DADOS OBTIDOSA POSTERIORI

Nesta secdo, discutimos os dados coletados naimepeacdo. Apresentamos as
analises gosterioripara cada atividade desenvolvida, que aparecephano das atividades
(secéo 2.1) e relato (secao 2.2).

Nas analises posteriori,examinamos a aplicacdo do planejamento que fizgras
as aulas e as atividades realizadas pelos aluaos.0B dados coletados, consideramos, além
das Folhas das atividades, nossas observacfesowatedas aulas, através dos comentarios
dos alunos e das aulas que foram gravadas, a @istiraes conforme a necessidade.
Também, foram estas analises que indicaram o querideser revisto nas atividades da

sequéncia didatica do Apéndice B.

Analises da Folha 1

Analises gosteriori

Durante a leitura da Folha 1 feita pelos alunoslepperceber que eles comecaram a
interagir com a atividade que estava sendo propdsiiguns nunca tinham jogado o

tradicional jogo “escova” e, por isso, levaram ntaimpo para entender como funcionava o
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jogo que estava sendo apresentado como “escovantdid”. Fizemos uma simulacéo das
jogadas para que ficasse mais visivel como funaiojoyo e uns colegas foram ajudando os
outros, tornando este momento produtivo. A leitlaa regras fez com que os alunos ficassem
atentos e deu oportunidade para discutirem sofjte@stavam entendendo. Assim, os alunos
demonstraram que entenderam o funcionamento do gogeu objetivo. A perguntas que
surgiram, néo se difere muito das que aparecemjogonfora da sala de aula, tais como: Se
eu ndo somar 15, o que faco? Fico com todas asague tenho ou descarto a alguma? Essas

questdes fomos simulando e resolvendo com o jogaipulamos.

Analises da Folha 2

Analises gposteriori

O registro das jogadas foi feito de forma individyemrém os alunos foram ajudando
uns aos outros. Todos os alunos fizeram os regidtie cartas, suas quantidades e a soma de
forma correta, embora alguns grupos tenham apeeterde forma separada cada nova
rodada, ficando mais claro quando terminava umangecava outra rodada do jogo. Embora
0s registros do grupo 7, estejam corretos, eles se@oiram as regras do jogo “escova
diofantina”. Os alunos que estavam trabalhandoengagoo, fizeram os registros solicitados,
mas nao mostraram preocupagdo em seguir as rdguahéem, esse grupo foi o Unico que

nao fez o registro especifico para cada grupo.

Analises da Folha 3

Analises gosteriori

Os alunos levaram bastante tempo para fazer edke.FPor isso, no quarto dia,
reservei mais um tempo para terminarem. Considerarguestéo se o aluno “percebeu bem”,
se ele intuiu que ambos o0s coeficientes ndo podenpaes para a equacao ter solucéo;
“percebeu a ideia”, se relacionar algumas das &gsacom coeficientes pares, ou associou
apenas um coeficiente para a equacao nao ter edhteira ou natural ou “ndo percebeu” se
nao conseguiu perceber a importancia dos coefesepara a equacdo ter (ou ndo) solucéo

inteira ou natural.



101

Obtivemos o0 seguinte resultado para a primeiratoeda Folha 3 e a resposta de dois
alunos constam na Figura 48:
9 alunos “perceberam bem”
4 alunos “perceberam a ideia”

8 alunos “nao perceberam”

Consegues identificar alguma caracteristica nestas equagdes que permite que consigamos solugio?

al?  £y; 2
Qual? oA o RACASE Qo 4On ;,nu.\xk,. (S SN\ SV SRSV }4\‘“‘;\\

ML ASAS S & WONNIAD S S, S SR> Mous NARONN_A {
OO AMOA 00, Nl ABL LT 5 XTade

RO R

Consegues identificar alguma caracteristica nestas equag¢des que permite que consigamos solugio?

Qual? Ve Ve o

228 o woreguin Urmdakan oL Jadda WBle arrasnine, amaik Fapdo €
BemnBinen o e, , Avm BB e cralmnanes , ax uu%wou;zx Nis)'s
1,3 ¢, © AOD 'b:,{jﬁ)\ f&w&l)) WL N waw 1)

Figura 48 — Resposta da primeira questdo da Foltzl& por dois alunos.

Os comentarios dos alunos, conforme figura anteindica o que a maioria da turma
buscou expressar. Os registros dos alunos sugergamegtavam no caminho para a
compreensao do teorema.

Para a segunda questdo, observei como elesraheg@asolucdo da equacdo. Todos
os alunos utilizaram o método de tentativa e efeambém todos os 21 alunos presentes
tiveram o cuidado com x e y serem naturais. PoBdas respostas se diferenciaram, pois nao
apenas testaram os valores para x e y, mas dauou#irsolucdo dada, conforme Figura 49,

que, embora ndo seja completa, foi mais critica.

Como resolverias a equagio: x+!12v=15 wndo vy € N

) o podkaie L P N o A Qe d e P~ coles Dua pon

WUV & [SEY C + D, H .
i \ (\w D X DS e Aan XN e 0 Aon~ C{w 5\:‘/”—\\’“’“’\} = (1S Y

Figura 49 — Resposta da segunda questdo da Fdbda3por um aluno.

Sobre a terceira questdo da terceira Folha, poéddservar que novamente todos os
alunos utilizaram tentativa e erro. Porém, 14 aduftwsam claros na diferenciacdo xie y
comparando com a questdo anterior. Explicaram gasesa situagdo, 0s numems y
poderiam ser negativos, conforme resposta dadadgsralunos e apresentada na Figura 50.

Sete alunos nao distinguiram a solucao naturahtgéra.
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Como resolverias a equa¢ao: x+12v=15 sendo vy € Z
S Xs 5
3 SN { X S5
Nrpesassing B o © s
S \f&,w\ > 8 (
) 3 VAA
O 3
{ 1 R
o ) .
c
Como resolverias a equagdo: x+12y=13 scndo vy € Z
2 of -~ Ve « C . r ~ " " ~
fu Winie e X € uguds o -9 ¢ Y cuqual o 27 Tnaa %“/,’/M)m/

o@klﬁff‘“\?@’\ Wolaohday wuliord® g radenartsy e

Figura 50 — Resposta dada por dois alunos paraeire questédo da Folha 3.

Consideramos que as 2 Ultimas questdes devem kmradas mais adiante. Esta

correcao esta presente no Apéndice B, pois forarngdiscutidas.

Analises da Folha 4

Analises gosteriori

Para construcdo da tabela, veja uma tabela eetrpgu um aluno na Figura 51.
Separei 0s alunos em quatro niveis, considerei‘“gorstrucdo perfeita’ para as tabelas que
nao continham nenhum erro tanto nas equacdes guastondicadas por ter ou nao ter
solucdo no jogo; “construgcdo com poucos erros” pargabelas em que indicaram a maioria
das equacgbes que tém ou ndo tém solucao no jofyorda correta; “construcdo com muitos
erros” para as tabelas em que indicaram a minasaedquacdes que tém ou ndo tém solucéo
no jogo de forma correta e “ndo construiu” pardadelas em que nao foram indicadas as
equacgOes que tém ou nao tém solucdo no jogo. Cdenodfsar, obtivemos o seguinte
resultado para a construcéo da tabela:

14 alunos apresentaram “construcao perfeita”
5 alunos apresentaram “constru¢do com poucos erros”
1 aluno apresentou “constru¢do com muitos erros”

2 alunos se encaixaram no nivel “ndo construiu”
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Montar uma tabela com soma 12 e fazer a mesma anilise que foi feita na de soma 15.

AL

Y. N2

Y AL

Y L 4 AL

Y9 +2Y PR IR. AL

ot e ¥ JY AT5 Y S 22
Qe+ 4V A0+ LY Bl % v, A2
Rre+ {YB A +odY 3. t5Y A
O 1Y et AY 9 TS5y AL
\oe+ A¥No e+ Aone L&Y hotT SYllo ey 1o

Nao hd solugio

Figura 51 — Tabela, da Folha 4, entregue por umoalu

A primeira questédo da Folha solicitava a equac¢éongodelava o jogo:
3 alunos indicaram a equacéo e explicaram o quéfisaya cada variavel
12 alunos indicaram a equacao, mas nao explicargne gignificava cada variavel
2 alunos apresentaram um exemplo de equagao

5 alunos néo responderam a questéo

Os 12 alunos que ndo indicaram o que significaa caariavel, embora tenham
modelado corretamente a situacdo do jogo, mostréattaade habito dos alunos no registro
algébrico, o que pode ser um dos motivos da ddadeé que aparecem na escola. Uma vez
gue nao feito isso, o registro da variavel, a caapsdo do que o proprio aluno esta fazendo
fica mais dificil.

A préxima questdo pergunta se as equagfes quegnosslucdo apresentam alguma
caracteristica. A maioria dos alunos percebeu gisteeuma relacdo entre os coeficientes e o
resultado da equacao e alguns alunos conseguiranligacdo com divisores, citaram o fato
de o numero 12 ser divisivel pelos coeficientesbam ndo tenham feito relagdo com o

MDC, veja as respostas dadas por dois alunos naeFug.

Consegucs identificar alguma caracteristica nestas <~qu~1(;ms que permite que consigamos sulug{m ?

Qual? Birny | o e Gt L 9 0w k. semorndd Jor clusiutd pels -
Moo \cla 15 OGS UG ofomoll fen Trpost covn wm Jron \Q“C&o& o> ole

>
A L SxET= )
Consegues identificar alguma caracterntlca nestas equacgdes que permite que conugqmos solu¢ao?

Qual? 6&««\)@’1 Qua Qnsurstt & Muyanss 1,2 .3 Z« sule & \Y)L/X\«\;\)Z Movot 1258

Notorro Quonde L. € mbmany o 1® th & P o o do & codo. :Kn&xm
%m @,\/&?\X 12

Figura 52 — Resposta dada por dois alunos pargumda questdo da Folha 4.
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As duas ultimas questBes pretendiam instigar osoalla pensar nas solucbes das
equacles dadas, assim como as ultimas questdedidaF Os alunos ndo mostraram nova
estratégia para buscar as solugdes, veja a resgexdsapor dois alunos nas Figuras 53 e 54.
Utilizaram novamente tentativa e erro, porém algusiagularidades apareceram:

- trés alunos escreveram sobre as outras posaitéligdde solugbes em Z, cada um

registrou da sua maneira, mas os trés mostrarararqaederam a ideia

Como resolverias a equag¢iio: x+13y=12, sendo x.y € N

Como resolverias a equacio: x+13y=12 sendox.y € Z

Figura 53 — Resposta de um aluno para as duaséltjumestdes da Folha 4.

Como resolverias a equagao: x+13y=12, sendo vy € N

Como resolverias a equagiio: x+13v=12 sndoxv € Z

Figura 54 — QOutra resposta dada por um aluno Eagdai@s Ultimas questdes da Folha 4.

- quatro alunos confundiram o coeficiente da intdgly” da equacéo x+13y=12 com
0 “12”; ndo pensaram que Yy poderia ser zero e m@iss@ue a equacdo ndo tem solucdo
natural. Quando, porém, a solucéo pode ser int@raseguiram determina-la.

Observamos que a “troca” de 15 por 12 ndo geroiwragmempecilhos e foi um meio
dos alunos reforcarem o que ja tinham feito e uraaeina de estimuld-los a pensar em novas
possibilidades. Ficou evidente que a maioria diesos ainda ndo busca outras solugdes para
a equacao e consideramos que as duas Ultimas gsidstam feitas, nas atividades, muito
cedo. Mostraram que utilizam o método de tentatiwaro, conforme indicou a investigacao
de Oliveira (2006).
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Analises da Folha 5

Analises gposteriori

Tanto a aplicacdo desta Folha foi tumultuada quandiagndstico do que realmente
os alunos sabem sobre representacdo de reta no qdatesiano. Em relacdo a primeira
questao, que trata da representacdo da equacag=6t4oi possivel perceber que os alunos
nao sabem representar uma equacéo linear no pai@siano e, mesmo que tenham estudado
o tema algum dia, ndo foi significativo para grantkoria. A Unica relagdo que fizeram foi
com vetores, que estudaram na fisica e ndo gamantér estudado este conteudo.

A segunda questdo também trata da representacawetyera de uma equacédo do 1°
grau. Porém a equacao diofantina considerada, X#53ytem solucdes inteiras, diferente da
primeira questao.

Na analise inicial da primeira questdo, pensei @solucdo gerada pelas respostas
fosse oriunda de o fato da equacgédo ndo possuigc&@vinteira, mas a analise mais cuidadosa
indica que néo foi este 0 motivo, mas, sim, qukinas, de fato, ndo sabem que a equacédo do
tipo ax+by=c representa no plano uma reta.

O retorno da segunda questdo s6 afirma a anaiitsedieteriormente e as respostas
indicaram que a situacao exige que a representig@ona equacao no plano cartesiano seja

trabalhada para dar continuidade as atividades.

Analises da Folha 6

Analises gposteriori

No primeiro exercicio, que tratava da equacdo %18y a maioria dos alunos fez a
representacao correta no plano cartesiano. Apefiasrdm errada a representacao da reta e a
marcagdo dos pontos. Os outros 20 alunos que ardraga tarefa, cometeram erros na
marcacdo dos pontos de ambas as coordenadassni2as vinte alunos, seis apresentaram
tudo correto, os outros quatorze alunos cometergmmmados seguintes erros, quanto a
marcacdo dos pontos: ndo marcaram alguns pontoségueolucdo da equacdo, marcaram
pontos que ndo sao solucdo da equacdo, emborartearhas as coordenadas inteiras ou

marcaram pontos cujas coordenadas ndo sao ambesasnt A resolugdo correta
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(desconsiderando os pontos auxiliares marcadosxwoxge dada por um aluno aparece na
Figura 55 a seguir.

a) x+4y=15

A T I T B )

e

K x4 D15 H=15

o :
O fzx!

w=0 Ox &y =1\D Q=S
0)3,%5) \&"‘? g 235 (©5;0)

Figura 55 — Representacdo geométrica da equagdek%4 algumas solugdes no plano cartesiano: sespe

um aluna para a questéo a da Folha 6.

O segundo exercicio solicitava a equacgéo 2x+6yAlBaioria dos 22 alunos fez a
representacao geométrica correta, porém, na mar@igs pontos, cometeram 0S mesmos
erros da questdo anterior, com um agravante: eesteicio, foi possivel observar a falta de
precisdo ao tracarem a reta a mao, mesmo utilizamdoinstrumento como régua ou
esquadro, o que prejudicou a visualizacdo. Talegz iateressante, apos este exercicio, levar
impressa a representacdo feita em algum softwareté mesmo propor que o0s alunos o
facam para que esta situacao seja corrigida.

O terceiro e 0 quarto exercicios, os alunos raaimgraticamente da mesma maneira,
com excecao de dois alunos que fizeram certa agepracdo do terceiro e errada a do quarto
exercicio. A maioria representou os dois exercid®gorma correta e marcou os pontos de
ambas coordenadas inteiras errados, o que refootseavacao feita ao final da analise do
segundo exercicio.

Apenas um aluno resolveu o quinto e 0 sexto exesctmmpletamente errado, todos
os outros fizeram a representacdo geométrica eoidesstes, trés ndo marcaram os pontos de
ambas as coordenadas inteiras, oito marcaram apdgass destes pontos e dez alunos
marcaram todos os pontos possiveis no plano cantediado de ambas coordenadas inteiras.

Logo apoOs os exercicios, fazemos duas perguntagtimeira trata das equacgdes

diofantinas que possuem soluc¢des naturais. Preteslebservar se 0os alunos conseguem
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fazer a associagdo dos pontos marcados como sslulg®® equacdes diofantinas dadas.
Somente o segundo exercicio ndo possuia solucamhatapenas um aluno a indicou; quatro

alunos ndo conseguiram fazer a relacéo algébrimav@eica; dois destes explicitaram isso e

dois sugeriram ter ficado confusos. Nove alunosed&n corretamente que as equacdes A, C,
D e F possuem solucdo natural e seis alunos deraspasta incompleta, sem incluir todas as

equacdes, mas ndo citaram a B como néo ter solned@sis.

A outra questéo pretendia comparar duas equacesreamos estimular os alunos a
observar as suas iguais solugcbes e, consequentemeegmos pontos no plano cartesiano,
bem como lembrar que as equacdes séo equival&sasspostas indicaram que os alunos
nao lembravam ou ndo compreendiam o significaddedeacées equivalentes”. Mesmo
assim, a maioria conseguiu relaciona-las. Um almdm respondeu, um respondem
incorretamente, um ndo soube responder — expli@gtole dois ndo conseguiram generalizar,
apenas observaram os dois pontos necesséariosrpeaa & reta. Cinco alunos indicaram a

proporcionalidade das equagdes, conforme a esitiis desses alunos na Figura 56.

O que as equacdes “c” e “d” tém em comum? Sabes o que podemos chama-las?

) que as equacdes “c” e “d

» A <
/ tém em comum? Sabes o que podemos chama-las?

Figura 56 — Resposta dada por dois alunos as dirassiquestdes da Folha 6.

Onze alunos falaram sobre os mesmos valores deg,xum aluno relatou as duas
propriedades citadas.

Diante dos avancos dos alunos, apresentados ao ldmgdesenvolvimento desta
tarefa, foi possivel perceber que é importantéieelj mesmo que alguns conceitos ndo sejam
conhecidos dos alunos, utilizar a interpretacdomgica associada a algébrica para a

compreensdao das solucdes das equacdes diofantinas.
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Analises da Folha 7

Analises gosteriori

A primeira questdo, que solicitava que os aluntsssgem um divisor de 10, foi
respondida de forma correta por 22 dos 23 aluneseptes. Na segunda, que requeria todos
os divisores: um dos alunos apresentou todos @sod®s; quatorze citaram sO 0s positivos:
um aluno mencionou s6 0s positivos e esqueceu @miom; dois alunos citaram somente
0S positivos, porém incluiram o namero zero; unm@lconfundiu-se e anotou os multiplos de
10; dois escreveram que sao todos naturais e uno @lonsiderou alguns racionais como
divisores de 10.

Quando foram perguntados sobre a definicdo deativilez alunos deram indicios de
saber a definicdo. Considerei que tinham esta igiegado, pelo menos, enunciavam que se
tratava de um inteiro e que o resto da divisdo pélmero dado tem de ser zero. Veja as

palavras de dois alunos que tentaram apresentdmécéo na Figura 57.

2. Como definirias divisor de um ndmero inteiro?

JAL e

2. Como definirias divisor de um nimero inteiro?

'C \ Unv Burs

|

f\:,‘- / Ll‘,

N
| ) - | P
N aS (3:0:) L)l} jo oo 11}1,»[ LA ) v AT 1‘.14///11) v :/JJJ

Figura 57 — Definicdo de divisor, segundo dois atun

Os outros 13 alunos nédo conseguiram explicitaeiida definicdo de divisor.
Com isso, foi possivel observar que precisavansmitir as respostas para que fosse
possivel os alunos perceberem que tinham maisodéss bem como comecar a ensina-los

como construir uma definicdo, para que pudesseer eedefinicdo dada na Folha.
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Analises da Folha 8

Analises gposteriori

Como alguns alunos mostraram nado indicar todosdiessores de um numero,
conforme analisamos na Folha 7, esta Folha pretiazéelos pensar nas discussoes feitas e
rever esta questdo. Os resultados foram positiamaioria dos alunos aproveitou o que foi
dito sobre a Folha 7 e reconsiderou respondendfordea correta as questbes sobre os
divisores desta Folha. A dificuldade dos alunosFotha 7 estava em indicar todos os
divisores de um numero. Eles apenas citavam algund® todos, o que foi sanado depois das
discussbes, conforme mostraram na resolucédo destlades da Folha 8.

Os alunos apresentaram, no geral, ter ideia desodicomum e MDC. O caso mais
delicado, como sugere a Figura 58, foi do aluno agrescentou como divisor um numero
racional e, ndo inteiro, e, mesmo apos as discas&olha anterior, continuou com a ideia
errada. Eu e os seus colegas tentamos mostra@quaasentido um racional, ndo inteiro, ser
um divisor, mas ele ndo estava mais conseguind@m@@ander o que tentdvamos falar o que
resultou 0s mesmos erros no preenchimento dedta.Fol

‘Cansidere os numeros 16 e 20.

1) Cite todos os divisores de 16

N 1298

>

Figura 58 — Resposta da questdo 1 e 2 da Folha 8.

Fora este caso, apenas foi necessario ressaltasééq dos negativos também serem
divisores. Acreditamos que os conhecimentos aptas$es pelos alunos e as corregbes que
foram feitas nas discussfes foram suficientes marandamento das atividades que

necessitariam este tema como pré-requisito.
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Analises da Folha 9

Analises gposteriori

A primeira atividade da Folha 9 solicita que osinak calculem o MDC dos
coeficientes das equacdes encontradas no jogonda ¥8, veja a atividade entregue por um
aluno na Figura 59. Quinze alunos calcularam camente todos os MDC’s, seis alunos
calcularam errado pelo menos um MDC entre os deefes das equagdes e todos os alunos
gue cometeram este erro foi em MDC que resultavaramralor diferente de um e um aluno
indicou dois numeros como sendo o MDC. Ainda, @dickado que os alunos pintassem de
vermelho as equacfes que nédo tinham solucdo para $6. Apenas trés alunos fizeram
corretamente, ou seja, ndo pintaram equacfes queinfiam solugcbes no jogo, todos os
outros dezenove alunos pintaram alguma equacabripzesolucao.

1°) Pinte de vermelho as equagdes em que ndo foi possivel soma 15, para uma quantidade qualquer de
baralho.

2°) Calcule 0 MDC entre os nimeros das cartas (coeficientes das incognitas x e y) do jogo de soma 15.
Coloque 0 MDC logo abaixo da equagdo - na c€lula da tabela.

Figura 59 — Tabela da Folha 9.

Quando finalizaram, corrigimos a tabela das equsapéea que pudessem responder as
proximas questdes, veja duas respostas na FigurBddtanto, as respostas dos alunos sdo
baseadas na tabela corrigida. Quando perguntamas ga equagbes em que o MDC é
divisor de 15, apenas 5 ndo conseguiram generadizapresentaram alguns exemplos e
dezessete alunos estabeleceram alguma relacameviidE€ e o nimero 15. Destes, quatorze
alunos explicitaram os nameros 1, 3 e 5 e trésoalassociaram as equacdo em que foi

possivel soma 15.
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Quais sio situacoes em que o MDC € divisor de 157
Ooord s ™MDHC 2 .w,i.\,cjk Q\ A p % |

Quais sao situacoes em que o MDC ¢ divisor de 157?

’;.;

Figura 60 — Respostas dada por dois alunos paimaifa questao da Folha 9.

A seguir, consideramos uma equac¢ao ax+by=15 e peEngos quando esta equacéo
tem solucdo em N e sete alunos conseguiram conelupelo menos deram a ideia, que sera

guando o MDC entre a e b for divisor de 15.

Dada uma equagio ax+by=15, de acordo com o0 observado na tabela e na pergunta acima, quando podes

afirmar que € possivel resolver a equacao em N?

Figura 61 — Resposta do aluno para a segunda quisstolha 9.

Na Figura 61, o aluno observa que a equacdo nasdkmao em N e € uma excecao
ao que aconteceu com as equacdes cujo MDC dosienddis dividem 15. Esta situagao
ocorre devido ao fato de que a equacao 4x+9y=15smocdo em Z e ndo em N, que foi
discutido depois que os alunos entregaram as Folhas

A Ultima questdo da Folha considera ax+by=c e pgegguando a equacdo tem
solucdo em N. Oito alunos responderam corretameete& quando o MDC de a e b for

divisor de c, veja Figura 62.

. , r
Dada uma equacio ax+by=c, de acordo com o observado na tabela ¢ na pergunta acima, quando podes

afirmar que € possivel resolver a equagdao em N?

Y Qugonds & MIC 2D W0 o 7Y gt AT deTh | poc gy

, . A : - PR g
XA Yl Ramory) A — & /\/ Aty 22 o M) C UG Ay

Dada uma equacio ax+by=c, de acordo com 0 observado na tabela e na pergunta acima, quando podes
afirmar que € possivel resolver a equagdo em N?

Figura 62 — Resposta dada por dois alunos pargumda questdo da Folha 9.



112

Quatorze alunos ndo conseguiram dar sinais de quaneiquacao tera solucdo. Estes
nao conseguiram generalizar a situacdo que foidablarnas questdes anteriores. Os alunos
mostraram ainda ter dificuldade de fazer afirmag@eséricas, assim como em atividades
anteriores ndo sabiam definir um determinado ctmc®las isso se justifica, uma vez que
ndo € uma pratica usual em sala de aula e, tanfmmmao ter sido muito solicitado a eles.
Acreditamos que criar este habito leva tempo. Embao tenham fechado completamente as
ideias, indicaram varias sugestdes corretas, magmogeneralizar, em relacdo as equacdes
que possuem solucdo em Z. Concluimos, também,alngztseja mais interessante colocar

esta pergunta mais adiante, proposta que sergoremta ao Apéndice B.

Analises da Folha 10

Analises gposteriori

Com o primeiro exercicio, buscavamos ver como asaa calculam o MDC entre
dois numeros. Primeiro, preocupamo-nos com o métsdoo e foi possivel computar que
nove alunos utilizam a decomposi¢cao em primos, Fajara 63. Seis alunos analisaram os
conjuntos dos divisores e tomaram o maior divimnem e seis alunos ndo mostraram como
obtiveram o MDC. Veja os calculos de dois alunosquma usou o primeiro método citado e
outro que usou o segundo. Nenhum dos alunos queaugscrita por conjunto de divisores
encontrou o MDC entre os maiores niumeros da Fdhaos nove que utilizaram o método

de decomposicdo em primos, trés conseguiram redoldes os MDC'’s solicitados.

e) 2990 e 3220 I

Figura 63 — Resposta dada por um aluno para afguéstda Folha 10.

A segunda pergunta, embora genérica demais, anmefmmos nas atividades do
Apéndice B. Solicitava que os alunos classificasesmDC'’s calculados. Pretendia fazer os

alunos questionarem a maneira como estavam cattuamDC. Quatro alunos indicaram a
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possibilidade da existéncia de outra maneira daulzalo MDC, principalmente para nUmeros
grandes, veja as respostas na Figura 64.

2) O que podes concluir sobre a maneira como calculas MDC a medida que foi resolvendo os

exercicios anteriores?

2) O que podes concluir sobre a maneira como calculas MDC a medida que foi resolvendo os

exercicios anteriores?

2) O que podes concluir sobre a maneira como calculas MDC a medida que foi resolvendo os

exercicios anteriores? {

2) O que podes concluir sobre a maneira como calculas MDC a medida que foi resolvendo os

exercicios anteriores?

Figura 64 — Resposta dada pelos alunos para adseguestéo da Folha 10.

Quatro alunos nao responderam a pergunta, onzesahetataram os calculos feitos
nos itens anteriores, sem emitir juizo sobre talsubos e um aluno escreveu que nao
entendeu.

Apesar de a maioria nao ter registrado sobre armddiouldade encontrada para obter
0 MDC entre 2990 e 3320 e, também, entre 1351 ¢ péRebemos na realizacdo da
atividade que isto aconteceu e que muitos alunogegtaram sobre a incerteza do resultado
encontrado, o que abre o caminho para introduz#élculo do MDC entre dois numeros pelo

algoritmo de Euclides.

Analises da Folha 11

Analises gosteriori

A primeira questéo requer que os alunos calculesei® MDC’s entre dois numeros,
utilizando o algoritmo de Euclides. Os seis paresndmeros foram propostos utilizando
como base a Folha anterior, em que os alunos asdeul o MDC sem o algoritmo de
Euclides.
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Dezesseis alunos fizeram todos os seis MDC'’s @nette com o método ensinado;
trés alunos erraram apenas um dos seis MDC'’s. @adzometeu um erro diferente e em um
exercicio diferente; um deles indicou o MDC comadgeo quociente da divisdo; o outro
indicou o numero 1 sem que este aparecesse nas@uas e 0 outro apresentou o MDC
entre zero e dez como sendo zero. Trés alunos eametdois ou trés erros. Veja um destes,

na Figura 65, como um dos alunos citados anterisienandicou o quociente como o
resultado do MDC.

d) 20e 80 Lo { 0.20) =1

s}

e) 429e 3’ e [
moc (H2.9-33) = MDY plaas 5

Figura 65 — Resolucéo das questdes “d” e “e” daddll.

A segunda pergunta da Folha solicitava que osoaldessem sua opinido sobre “o
novo meétodo” — algoritmo de Euclides, comparandanco método que usavam
anteriormente, como o mostrado na Folha 10. Foniom& a resposta dos alunos que
consideraram o método facil de entender e usareepagsaram a ter a garantia sobre os
resultados encontrados. A seguir, na Figura 6Gatsvras de dois alunos que mostram a

posicdo dos alunos quanto ao algoritmo de Euclides.

2) O que podes concluir sobre a NOVA maneira de calcular MDC se comparares com o método
utilizado anteriormente?

2) O que podes concluir sobre a NOVA maneira de calcular MDC se comparares com o método

utilizado anteriormente?
/

/g-/ /Q)(/r\/w ('{“/ﬂ/‘.ﬁ/} %({Ul], 4 ’f/\“a/na)

Figura 66 — Respostas dada por dois alunos da daguestdo da Folha 11.

Os calculos feitos pelos alunos, bem como suasd®s sobre o algoritmo de Euclides

foram importantes nesta etapa das atividades,fpioéggo novo para eles e conseguiram ter
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sucesso, tanto na aprendizagem quanto na exedtle&ose mostraram a vontade e seguros
com o método o que é fundamental para os préxirassgs, em que a estrutura do MDC sera
usada para retomar a escrita como combinacdo liksséa parte das atividades se tornou
motivadora para o andamento das aulas, jA queuossamostraram uma posicao positiva e

segura para o conteldo, indicado pelos comentéoin® 0s anteriormente apresentados.

Analises da Folha 12

Analises gposteriori

Ao comecar a fazer as analises desta Folha e icavsgexercicios, fiqguei um pouco
apreensiva, pois ndo conseguia, diante de tantos@s, enxergar o resultado como um todo.
Sabemos que esta tarefa ndo € facil, pois envdimilos bastante extensos, requerendo
destreza algébrica bastante desenvolvida.

Senti a necessidade de fazer uma analise bastaatgitgtiva. Para isso, com o
grafico 1, podemos ver como foi o desempenho dasoal ao resolverem os MDC'’s

propostos na Folha 12.

Escrita do MIDC como combinacao linear

=
o
T

M certo

W errado

Numerade alunos
=]

nao fez ou ndo terminou

a b c d e f

Questdo da folha 12

Gréfico 1 — Analise da escrita do MDC como combémalinear.

Depois deste primeiro olhar, foi mais facil percelgeie os alunos cometeram
basicamente dois erros. Primeiro, foi possivel oaseque a maioria dos alunos entendeu o
procedimento da escrita, embora, nem sempre, teahseguido terminar efetivamente a
combinagéo solicitada. Veja a escrita do alunoFigura 67, que fez as cinco primeiras

questdes corretas e ndo conseguiu terminar a ultima
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f) 1530 ¢ 8140

Figura 67 — Resposta da questdo “f” da Folha 12.

O comentario do aluno indica uma caracteristicded#yso de escrita e que também
apareceu nas questdes de outros alunos. A diferengar isso mostramos este, se da pelo
fato de o aluno perceber que tem algo errado. Eanbao tenha terminado, notou que se
havia se atrapalhado nas contas e s6 é possivghrclae tal conclusdo quem de fato
compreende o que esta fazendo.

Alguns alunos escreveram uma combinacao linear, mdasdos numeros dados, de
quaisquer outros numeros, o que nao sera Util seabdas solucdes das equacdes, mas mostra

gue ja conseguem articular o calculo.

Analises da Folha 13

Analises gosteriori

Para a primeira equacdo x+5y=15 todos os alunosegoiram identificar que a
equacado possui solucdes inteiras; dezenove alumiigaram corretamente através do
teorema que trata de uma equacao diofantina terndmy solucdes e trés alunos nao
escreveram sobre isso, mas buscaram as solu¢c@am Encontradas trés escritas diferentes e
corretas:

Um aluno encontrou x=-5+5t, y=4-t. Ele encontrouausolucdo por tentativa e
montou a solucado geral, outro chegou a x=10+5t;ty=bkcrevendo diretamente o 15 como
combinagédo linear de 1 e 5 e uma aluna n&o conseguarever 15 como combinacéo linear.
Dezenove alunos escreveram o MDC entre 1 e 5 coomobioacdo linear e depois
multiplicaram por 15 e encontraram a solucdo gerab0+5t, y=15-t. Destes, quatro alunos

confundiram-se e deram as solu¢des invertidaselg. x
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Isso mostrou que os alunos estavam procurando udo mprio de encontrar as
solucdes e que ndo copiaram uns dos outros, aléefalear que os alunos perceberam que
nenhuma maneira foi dita como Unica e nem impaata gue eles seguissem.

A segunda equacao proposta foi -4x+8y=12. Um algoasiderou a equacao
equivalente —x+2y=3 e chegou a x=-1+2t, y=1+t, ponédo indicou como encontrou a
solugéo particular (-1,1). Parece, pelas suastascque foi por tentativa. Este mesmo aluno
ja tinha feito isso na equacdo anterior. Esse aldeononstra que compreendeu
completamente a ideia, ou seja, que basta obtersofugdo inicial para determinar todas e
que em casos simples a escrita do MDC como coménagear pode ser descartada.

Quatro alunos encontraram x=3+8t, y=3+4t, atrawsgtrita de 4 como combinacdo
linear de 8 e -4 e apdés multiplicaram por 3. Ddimas obtiveram, através de -4 como
combinacéo linear de 8 e -4 e a multiplicacdo Bpr=-9+8t, y=-3+4t.

Cinco alunos encontraram x=3+2t, y=3+t; trés dedesaram a equacao equivalente —
x+2y=3 a escrita de 1 como combinac¢dao linear del2eemultiplicaram por 3. Os outros dois
escreveram 4 como combinacéo linear de 4 e -8 gptizdram por 3.

Nas respostas da questdo b, quatro alunos esaredecamo combinacéo linear de 4
e 8, mas escolheram as solugbes particularesratasr Outros dois alunos escreveram a
mesma combinagdo linear, porém multiplicaram porel@utros dois confundiram-se nas
multiplicagdes por 3 na combinacdo. Também, um aalemrou ao escrever 12 como
combinacéo linear de 4 e 8.

Dos alunos que entregaram a representacao geanéascduas primeiras equacoes,
dezessete fizeram as duas corretas; um fez asedwaas e dois alunos fizeram a segunda
errada.

Para a terceira equacao 4x+2y=5, apenas dois alurszaram a solucdo geral sem
antes verificar se a equacado possui solu¢desastelfodos os outros alunos calcularam o
MDC entre 4 e 2 e perceberam que ele ndo divid@noero 5. Assim, conseguiram justificar
que a equacao nao possui solucdes inteiras.

O dultimo exercicio da Folha consiste em um problema que os alunos tém de
montar a equacao, encontrar a solucao e reprelsentéaplano cartesiano. Apenas um aluno
nao montou corretamente a equacao: ele se esqdecuultiplicar o preco de cada moletom
pelo nimero de alunos.

Cinco alunos montaram a equacéo, mas nao consegeireontrar a solucédo geral de

forma correta: ou escreveram errada a combinac@arliou ndo consideraram a equacao
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equivalente para obter os coeficientesxdey. Dezesseis alunos obtiveram seus resultados
conforme a tabela 5.

N° de| Equacdo e Combinacdx da solucdgy da solucda Parametrot

alunos| linear considerada geral geral

1 Nao fez 15¢ -6-2t t>-15

1 5«+100y=1200 1oa 12-5a Nao fez
1200=50(0)+100(12)

1 5Q«+100y=1200 -24+10Q 24-5Q 0,24<t<0,48
1200=50(-24)+100(24)

2 x+2y=12 -24+2 244 12<t<24
1200=50(-24)+100(24)

2 x+y=12 24+ -24-2 N&o fez
24=2(24)+1(-24)

6 5x+100y=1200 -24+10Q 24-5Q Nao fez
1200=50(-24)+100(24)

Tabela 5 — Andlise das respostas dadas pelos glan@s Ultima questdo da Folha 13.

A diversidade de resolugdes corretas mostra qualwsos buscaram um método
proprio de resolucdo, ndo se atendo a formulaggson

Em relacdo a representacdo geométrica desta equaggitas um aluno ndo a fez e
todos os outros fizeram-na de forma correta, embena todos tenham encontrado a solucéo
da equacao. Observamos que nenhum aluno usoueseaf@acdo geomeétrica para conferir ou
questionar as solucdes encontradas na forma aigédbievido a isso, no Apéndice B,
solicitaremos que eles fagam esta comparacéao.

Vejo o saldo desta atividade como positivo, poisalsios trabalharam bastante e
mostraram, através das escritas, que compreendemn® se resolve uma equacao
diofantina. Um ponto a destacar € que alguns nézeperam que a solucdo do problema nao
poderia ser qualquer inteiro e, sim, teria quenséural. Atribuo esta situacdo ndo somente ao
fato de ndo questionarem seus resultados, mas mansbé@sta situacdo ter sido pouco

trabalhada em aula e ao tempo de execucao quejaee esgotando.
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Analises da Folha 14

Analises gposteriori

Dos vinte e quatro alunos presentes, um aluno edtou responder a nenhuma das
questdes e outro ndo respondeu a primeira. Doalndo conseguiram montar a equacao
que modelava a situacdo dada, quatro indicaramaaggacado tem solucao inteira, mas nao
utilizaram a teoria estudada e dezesseis alunbgasam que a equacdo tem solugcéo usando
o teorema adequado. Veja uma destas respostagura BB.

a) Escreva a equacao e diga se ela tem solugao,
justificando.

(22 5,

Figura 68 — Resposta da questao “a” da Folha 14.

Para a segunda, desenvolvida por 24 alunos, giavdrda solucdo da equacao, trés
alunos néo responderam, dois ndo terminaram, ahowos fizeram a combinacéo linear
errada, dois inverteram os valores de x e y da;8olparticular, um usou os coeficientes de t
errados e quatro o fizeram por tentativa. Destes,escreveu a solucdo geral e, ainda,

obtivemos o seguinte resultado, conforme colocamadsbela 6.

N° de| Equagdo e Combinacdx da solugday da solugda Parametrot
alunos| linear geral geral
4 2x+5y=100 -200+5t 100-2t Dois indicaram,
100=5 (100)+2 (-200) incorretamente,
20<t<40
2 2x+5y=100 300+5t -100+5t Nao fez
100=5 (-100)+2 (300)
1 5x+2y=100 100+2t -200-5t N&o fez
100=2 (-200)+5 (100)

Tabela 6 — Andlise das respostas dadas pelos glan@s segunda questao da Folha 14.
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Sete alunos nao fizeram a representacdo geométésan fizeram errada e quatorze a
fizeram de forma correta.

Cabe lembrar que, além de este trabalho ser opcaladoi realizado juntamente com
uma prova que envolvia outros contetdos. Mesmanassparte realizada mostra que o que
foi desenvolvido nas aulas sobre equacfes diofitioi bem compreendido, j& que a
maioria resolveu as equacdes de forma correta.

As analises feitas ajudaram tanto para a compreatsanvestigacao, quanto para a
melhoria da prépria proposta de ensino apresenfaddanto, considerando os acertos e
falhas apresentados e diagnosticados durante ai@xpa de ensino, reformulamos as
atividades e as exibimos no Apéndice B.
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CONSIDERACOES FINAIS

Nesta secdo, trazemos 0 que percebemos ao lontpo idesstigacéo, cujo foco foi
analisar a viabilidade da insercdo do estudo degps diofantinas lineares em uma turma
regular do ensino médio. No decorrer do estudo afdedido de equacgbes diofantinas, na
preparacdo e aplicacdo das atividades, bem commamento das andlises, notamos que
situacOes ndo previstas apareceram, sejam elaslagda aos assuntos que foram vistos ou
revistos ou, também, no que diz respeito ao corapmmto tanto dos alunos quanto da
mestranda.

Como as aulas ndo sao feitas s6 de conteudos, tamabgém, da relacdo que se
estabelece entre o professor e 0 aluno, aparecalaproximacdo pessoal que perdura e que
foi diferente das ja vivenciadas pela mestrandacaradicdo de professora. Abordar este
conteudo foi benéfico para a mestranda, que descanbh tema. Isso oportunizou o estudo de
um novo tépico com certo rigor matematico, alénpaide pratica de pensar como propor sua
inclusdo no ensino médio, como pode ser visto néndjce B.

Planejar a proposta e discutir os resultados dararpntacao reforcaram o quanto sao
ricos 0s momentos de troca de ideias com outraepsof e como seria bom para o ensino em
geral e, em particular para o de matematica, ggaiessores participassem de debates deste
tipo.

Esta experiéncia nos mostrou que uma aula bemnacgaalém de economizar tempo
em sala de aula, faz com que o seu objetivo figaes wlaro para o aluno, tornando a aula
mais inteligente e motivadora para ambos. Tambénguwou a maneira de ser professora da
mestranda, que ficou mais atenta para os acontetwmelas aulas como um todo e nédo
apenas no momento da aplicacdo da sequéncia did@iomovendo até mesmo mais
questionamentos sobre como trabalha muitos dosa®pila matematica, despertados ao
explicar a nova maneira de calcular o MDC.

Nossa proposta foi de construir conceitos com asaca. Para isso, utilizamos as
situacOes criadas e as inusitadas, que apareciaaul@ansomo um processo investigativo. Isto
se deu através de exemplos predefinidos no plaeagiao e pelos que surgiam em aula, bem
como nas discussdes que nasciam deste process@oilp®ssivel porque nos dispusemos a
respeitar o tempo necessario para compreensaolulnssaentendendo que este caminho,
embora demorado, € o mais adequado para o aprdadiza

A proposta de iniciar a experiéncia didatica por @go que nomeamos “escova

diofantina” mostrou-se positiva, pois, além de édar os alunos a proposta de uma forma
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lidica, conduziu-os para a compreensao de comhriagar, para a construcdo de equacoes
e suas possiveis solugdes. Isso mostrou que umpgode ser uma ferramenta bastante
apropriada para a sala de aula, quando bem esiroter com o professor tendo a clareza da
matematica que deseja fazer dele emergir.

Conduzimos toda a sequéncia didatica, fazendo cam as alunos tivessem a
oportunidade de obter resultados a partir de uinaatle realizada. Procuramos nao impor
conceitos, mas trabalhamos de modo que os alupnassém convencidos de fatos para
fazerem suas proprias conclusdes. Na aplicacaogdo por exemplo, os alunos preencheram
uma tabela com as jogadas e, a partir delas e idagsdbes que apareceram quando eles
relatavam suas jogadas, definimos combinacgéo leeanstruimos a equagdo que modelava
0 jogo, introduzindo, deste modo, nosso tema: équdipfantina linear.

Passamos a examinar se 0s alunos sabiam repregeptaetricamente a equacao
ax+by=c e eles demonstraram, através dos exercicios €isiasssdes, ter muitas davidas.
Porém, no decorrer das aulas, eles mostraramperaip esta dificuldade, até mesmo porque
utilizaram, com facilidade, a representacdo geaoétpara concluir o teorema sobre a
solucéo geral de uma equacao diofantina linedn peEisteriormente.

Precisdvamos, também, que os alunos lembrassemnesitos de divisor, divisor
comum e de MDC para concluirem o teorema que tratguando uma equacao diofantina
linear tem solucdo inteira. Examinamos isso atradas atividades propostas e dos
guestionamentos e eles mostraram nao ter dificakjagimbora ndo tenham expressado com
clareza as definicdes.

Os alunos ja tinham analisado as equacdes queotégdse inteira através do jogo e da
representacdo geométrica. Retomamos a tabela dgprg eles indicarem o MDC entre os
coeficientes das equacbes e, assim, além de atelassuntos ja conhecidos por eles a
proposta da sequéncia didatica, comecamos a ihakiz-pensar na relacdo entre o MDC, o
resultado da equacédo e quando uma equagao ten@igohigira. Os poucos alunos que nao
indicaram a ideia do teorema através da atividadstnaram ficar convencidos com as
discussdes, 0 que promoveu a enunciacdo do teoRarmas atividades seguintes, os alunos
utilizaram este resultado com muita naturalidadesamtindo, assim, a compreensdo do
teorema.

Queriamos que os alunos entendessem que a forma caloulavam o MDC nem
sempre era efetiva. Para eles perceberem isstvidgade que solicitava este célculo buscou
questionar 0 que acontecia, no que se refere cultifide de obter o MDC entre numeros

grandes e, sem maiores problemas, eles desejaramawa maneira. Destacamos, assim, que
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0 estudo sobre equacbes diofantinas lineares opooty também, uma renovacdo e o
amadurecimento de diversos conteldos ja vistosspalonos, principalmente acerca do
MDC. Isso aconteceu através deste confronto entreeira como calculavam e a nova
técnica apresentada, que foi bem aceita e compdzepelos alunos.

De posse da nova maneira para calcular o MDC, pessa utiliz-la para construir
algumas equagbes diofantinas lineares e obter whgd® da equacgdo construida, o que
permitiu que retomassemos o foco de obter as sedugé uma equacédo. Aproveitando 0s
calculos do MDC, passamos a escrevé-lo como comdinBnear dos nimeros envolvidos.
Os alunos acompanharam muito bem os diversos oalayle a escrita do MDC como
combinacao linear exige. Escolhemos cuidadosantenéxemplos e exercicios nas aulas em
que eram executados muitos célculos para que asosalpudessem compreender o
procedimento sem se intimidarem com o seu tamaphando tiveram duvidas, procuraram o
atendimento extraclasse, bem como dirimir as d@vata aula e, aparentemente, tudo ficou
sanado.

Retomamos a representacdo geomeétrica da equagi@giaar a solucao particular.
Destacamos a maneira como dirigimos os alunosrawesca solucdo geral da equacao; para
fugir do artificio algébrico, buscamos uma ass@ageométrica e, através da representacao
de algumas solu¢cdes da equagdo no plano cartesrataralmente, foi detectado o
comportamento das abscissas e ordenadas da sgeigiale uma equacao diofantina linear
especifica.

Observamos que esta abordagem € vantajosa, paisutas procedimento de
generalizagdo bastante natural e esta transicanégeco — algébrica, que foi utilizada em
sala de aula, é prevista nos PCN +:

Traduzir uma situacdo dada em determinada lingugggma outra; por exemplo,
transformar situacdes dadas em linguagem discursiva esquemas, tabelas,
gréficos, desenhos, férmulas ou equacBes matematicace-versa, assim como
transformar as linguagens mais especificas umasonfias, como tabelas em
gréaficos ou equacdes (2006, p. 114).

Nosso objetivo principal, quando pensamos nas &utlasque seria interessante de os
alunos apreenderem, foi de fazer com que elesrfosmen orientados para resolver uma
equacao diofantina linear. Porém, a experiéncianmosjue revisitar contetidos, aproveitando
0 que os alunos ja dominam e, a partir dai, coinginyos conceitos pode ser uma maneira
motivadora de captar os alunos para as aulas,izaholo-os e, também, favorece a pratica

docente, que passa a ser mais desafiadora.
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Escolhemos trabalhar o tema no primeiro ano danensiédio, mas, ao finalizarmos
as analises, comegcamos a pensar em outras paksiesi de insercdo na escola. E ficamos
curiosas de saber: o que teria acontecido se ¢én@ss aplicado o tema no ensino
fundamental? Serd que os alunos realmente sao romapara receber este assunto?
Comecamos a imaginar, também, como seria usasegte&ncia para alunos numa fase final
do ensino médio: sera que eles também ndo gostdaaesgatar e reutilizar tantas coisas que
ja aprenderam e que podem ter ficado perdidas?

Enfim, deixamos o desafio! Temos a esperanca de ogi®s alunos tenham a
oportunidade de se deparar com este topico da raatarnque indica ser capaz de dar muitos
frutos e que também é de interesse de outros pnagrde pos-graduacao.

Nossa experiéncia indicou que os alunos abracanampesta de estudar as equacdes
diofantinas lineares e, através das andlises demlaales e das aulas, mostraram que
compreenderam o contetdo e que ficam interessamtopomtos que nao estao diretamente
previstos no curriculo. Por esta sequéncia diddgc sido bem sucedida, esperamos que
outras pessoas possam aproveita-la, utilizandoéndipe B, e melhora-la com o intuito de

aprimorar os proprios toépicos da matematica.
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APENDICE A - DOCUMENTOS
Termo de Consentimento

Eu, , responsavel pelo (a)

aluno (a) , da turma

20111.QUI_IL.1AM declaro, por meio deste termo que o (a) alunopéjicipe de toda a
pesquisa “Equacbes diofantinas no ensino médiotrdesdvida pela professora Bianca
Herreira Capilheira, que € a professora de matemédf turma e efetiva do Instituto Federal
Sul-Rio-Grandense, sob a orientagdo da profesagisa IRodriguez Doering - Universidade
Federal do Rio Grande do Sul.

Para o desenvolvimento desta investigacao as seitde ministradas no matutino, no horério
das aulas de matematica e serao realizadas awtas Brs dias: 28/04/2011 e 05/05/2011 no

horario vago da turma que é das 10h45min as 12ml5mi

Este trabalho, previamente autorizado pelo IFSarh §lmado e fotografado, tem o objetivo
académico de analisar o processo ensino/aprendizdgeequacdes diofantinas lineares no
ensino médio, que utiliza diversos contetados doinengundamental, fortalecendo e
justificando o estudo destes topicos neste niveparte integrante das avaliacfes da 12 etapa

do semestre tendo peso 2.

Qualquer duvida podera ser esclarecida pela paidianca nas tercas-feiras as 16h na

Coordenadoria de Matematica, pessoalmente ou @efone (53)21231000.

Professora Bianca Herreira Capilheira

Responsével pelo aluno

Pelotas, de de 2011.
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Termo de autorizacao

Eu, Bianca Herreira Capilheira professora de matieméo Instituto Federal Sul-Rio-
Grandense do Campus Pelotas, solicito autorizagha pealizar a pesquisa “Equacdes
diofantinas no ensino médio” na turma 20111.QUAM] Esta pratica € parte da dissertacao
que estd sob orientacdo da professora Luisa Redrigwering — PPGEM/Universidade
Federal do Rio Grande do Sul.

Para o desenvolvimento desta investigacdo as setds ministradas no matutino, no
horario das aulas de matematica e serdo realizaglas extras nos dias: 28/04/2011 e
05/05/2011 no horario vago da turma que € das X0m&s 12h15min.

Este trabalho serd filmado e fotografado e tewbjetivo académico de analisar o
processo ensino/aprendizagem de equacdes diofaiitieares no ensino médio, que utiliza
diversos contetdos do ensino fundamental, fortattwe justificando o estudo destes topicos

neste nivel e é parte integrante das avaliac6&3 e@mpa do semestre tendo peso 2.

Professora Bianca Herreira Capilheira

Odair Antonio Noskoski
Coordenador da Matematica



129

APENDICE B — PROPOSTA DE SEQUENCIA DE ATIVIDADES PARA SALA DE
AULA

A seguir, apresentamos uma sequéncia didaticaadevipara que o leitor possa
utilizar em sala de aula, sendo este o produtasseidacéo.

Neste sentido, partimos das atividades aplicadas sata de aula durante a
experimentacdo e construimos um roteiro com asdaties reformuladas e renumeradas.
Partindo do que foi feito em sala de aula e dofquebservado nas analises, rearranjamos a
proposta, procurando melhora-la para utilizacdo sata de aula. Tornamos este roteiro
pratico indicando a parte conceitual e o que faofquando da experimentacdo, para que o
leitor busque-o conforme sua necessidade no caapdissertacdo. Além do roteiro, fica a
sugestdo de o professor promover uma discussaocpdeaatividade com os alunos, bem
como na correcdo dos exercicios, onde sugerimderax@s diversas maneiras de apresentar

as resolugoes.

ROTEIRO

0. Estudar a teoria das equacgdes diofantinas na $egl.3
1. Jogo “Escova Diofantina”

Aplicar Folha |

Aplicar Folha Il

2. Combinacéo linear

Usar as escritas da Folha Il para definir combiodici&ar, veja na secdo 2.1.2.

3. Equacéao Diofantina

Construir a tabela da Folha Il e Aplicar Folha Il

Aplicar Folha IV.

Aplicar Folha V.

Usar as equacdes das Folhas lll, IV e V para defpguiacéo diofantina, veja na secéo 2.1.3.

4. Representacdo geomeétrica da equacao
Se necessario, fazer uma revisdo breve sobre esmyiacdo geomeétrica da equacado ax+by =

c. Fazer varios exemplos, veja na se¢éo 2.1.4.
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Aplicar Folha VI

5. Divisor, Divisor Comum e MDC
Aplicar Folha VII

Aplicar Folha VIII

6. Algoritmo de Euclides

Aplicar Folha IX. Usar a tabela da Folha para cocee os alunos de que os divisores
comuns de a e b (a > b) sdo os mesmos que de testooda divisdo de a por b e, que,
portanto, o MDC também é o mesmo.

Introduzir a algoritmo de Euclides através dos elesda secao 2.1.6.

Aplicar Folha X

Aplicar Folha XI

7. Teorema de Bézout

Introduzir Teorema de Bézout e associar a combinkgé&ar a uma equacao, ver na secao
2.1.7.

Aplicar Folha XIlI

8. Solucéo de uma equagao

Construir o teorema que trata da solucdo gerahteequacédo diofantina, ver secao 2.1.8.
Aplicar Folha XIII

Aplicar Folha XIV

9. Equacéao do jogo

Solugdes de uma equacéao do jogo, ver secao 2.1.9.

10. Outro problema envolvendo equacgdes diofantinas
Aplicar a Folha XV
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NOME COMPLETO: FOLHA |

ESCOVA DIOFANTINA
REGRAS DO JOGO:

Material necessario

1 baralho comum
Retire do baralho as Figuras (rei, dama e valets) gliatro naipes e também os curingas.
Agora tens um baralho de 40 cartas composto pdraysequéncias de As a 10.

Descricao

Embaralhe as cartas e distribua 3 para cada jogatlma as proximas 4 cartas e coloque-as
no centro da mesa mostrando os nimeros. O maitate € posto de lado.

O objetivo é jogar uma carta de modo que a sonsedo/alor com o valor de uma ou
mais cartas da mesa dé 15, utilizando no maxim®ddores de carta diferentes.

O jogador coloca a sua frente as cartas retiradanaba, assim como a carta de sua
mao que permitiu a soma de 15, com a face voltada lpaixo. Caso ele ndo consiga pegar
nenhuma carta da mesa, deve simplesmente destanaesa uma das cartas de sua méao e o
jogo prossegue. Se o jogador conseguir pegar @xlaartas restantes na mesa de uma uUnica
vez, o0 jogador fez umascova diofantinaAo colocar na sua frente as cartas retiradas, ele
devera colocar uma delas com a face voltada para ei perpendicular ao monte de cartas
voltadas para baixo. Sera o sinal de que ele fexagstova diofantina este procedimento
devera ser repetido para cafzova diofantindeita.

Quando os jogadores tiverem utilizado suas 3 Gadiax® nova mao de 3 cartas é
distribuida, utilizando o monte que havia sido pai# lado. A partida prossegue da mesma
maneira até que o monte de cartas termine. Ai& deiontabilizacdo dos pontos.

Contabilizacdo dos pontos:

Cadaescova diofantin@ale 1 ponto.

Os pontos conquistados por cada jogador (ou eqgsfgee)rnotados em uma Folha, as cartas
sdo embaralhadas e uma nova mao tem inicio, adntéla qual os pontos sdo novamente
somados. Vence a partida quem atingir 5 pontos.
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FOLHA II

REGISTRO DAS JOGADAS

12 QUANTIDADE 22 QUANTIDADE FAZER A SOMA (REGISTRAR)
CARTA DA 18 CARTA CARTA DA 23 CARTA (quantidade 13carta).(valor dal3carta)
+
(quantidade 22carta).(valor da 22 carta)
Exemplo 4 2 7 1 4(2) + 1(7)
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NOME COMPLETO: FOLHA Il

A tabela abaixo, que foi construida anteriormenteapresenta as equacfes que modelam
0 jogo “escova diofantina”, onde x € a quantidade a primeira carta indicada e y a
quantidade da segunda carta.

1) Verifica que existem duas equacfes para cada pde cartas e pinta a primeira delas
de amarelo, seguindo pelas linhas da tabela.

2) Pinta de vermelho as equacdes que nao tém sologide verde as que tém solucao.

1%

1x+2y=15 1x+3y=15 1x+4y=15 1x+5y=15 1x+6y=1% Ix+I$= | 1x+8y=15 1x+9y=15 1x+10y=1b
2x+1y=15 2x+3y=15 2x+4y=15 2x+5y=15 2x+6y=1% 2x+1I%= | 2x+8y=15 2x+9y=15 2x+10y=15
3x+1ly=15 3x+2y=15 3x+4y=15 3x+5y=15| 3x+6y=1% 3x+I%= | 3x+8y=15 3x+9y=15 3x+10y=15
4Ax+1y=15 4x+2y=15 4x+3y=15 4x+5y=15] 4x+6y=1% Ax+T%= | 4x+8y=15 4x+9y=15 4x+10y=15%
5x+1y=15 5x+2y=15 5x+3y=15 5x+4y=15 5x+6y=1% 5x+I%= | 5x+8y=15 5x+9y=15 5x+10y=15%
6x+1y=15 6x+2y=15 6x+3y=15 6x+4y=15 6x+5y=1% 6x+I%= | 6x+8y=15 6x+9y=15 6x+10y=15
7x+1y=15 7x+2y=15 7x+3y=15 7x+4y=15 7x+5y=1% Tx+@$= | 7x+8y=15 7x+9y=15 7x+10y=15
8x+1y=15 8x+2y=15 8x+3y=15 8x+4y=15| 8x+5y=1% 8x+@$= | 8x+7y=15 8x+9y=15 8x+10y=15
Ix+1ly=15 9Ix+2y=15 9x+3y=15 Ix+4y=15 9x+5y=14% Ix+@$= | Ix+7y=15 9x+8y=15 9x+10y=15%
10x+1y=15| 10x+2y=15 10x+3y=1p 10x+4y=15 10x+5y=[L50x46y=15| 10x+7y=15  10x+8y=1% 10x+9y=1

1%

1%

1%

1%

1%

1%

1%

[&]
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NOME COMPLETO: FOLHA IV

A tabela abaixo apresenta as equacdes que modelanpgo “escova diofantina”, agora
para infinitos baralhos, onde x € a quantidade da mmeira carta indicada e y a
quantidade da segunda carta.

1) Assim como na tabela anterior, existem duas eqg@es para cada par de cartas. Pinta
a primeira delas de amarelo, seguindo pelas linhaka tabela.

2) Pinta de vermelho as equacdes que ndo tém sologé de verde as que tém solucéao.
Lembra que agora temos infinitos baralhos!

1%

1x+2y=15 1x+3y=15 1x+4y=15 1x+5y=15 1x+6y=1% Ix+I$= | 1x+8y=15 1x+9y=15 1x+10y=1b
2x+1y=15 2x+3y=15 2x+4y=15 2x+5y=15 2x+6y=1% 2x+1I%= | 2x+8y=15 2x+9y=15 2x+10y=15
3x+1ly=15 3x+2y=15 3x+4y=15 3x+5y=15] 3x+6y=1% 3x+I%= | 3x+8y=15 3x+9y=15 3x+10y=15
4Ax+1y=15 4x+2y=15 4x+3y=15 4x+5y=15] 4x+6y=1% Ax+T%= | 4x+8y=15 4x+9y=15 4x+10y=15%
5x+1y=15 5x+2y=15 5x+3y=15 5x+4y=15 5x+6y=14% 5x+I%= | 5x+8y=15 5x+9y=15 5x+10y=15
6x+1y=15 6x+2y=15 6x+3y=15 6x+4y=15 6x+5y=1% 6x+I%= | 6x+8y=15 6x+9y=15 6x+10y=15
7x+1y=15 7x+2y=15 7x+3y=15 7x+4y=15 7x+5y=1% Tx+@$= | 7x+8y=15 7x+9y=15 7x+10y=15
8x+1ly=15 8x+2y=15 8x+3y=15 8x+4y=15| 8x+5y=1% 8x+@$= | 8x+7y=15 8x+9y=15 8x+10y=15
Ix+1ly=15 9Ix+2y=15 9x+3y=15 Ix+4y=15 9x+5y=14% Ix+@%= | Ix+7y=15 9x+8y=15 9x+10y=15%
10x+1y=15| 10x+2y=15 10x+3y=1p 10x+4y=15 10x+5y=[L50x46y=15| 10x+7y=15 10x+8y=1% 10x+9y=1

1%

1%

1%

1%

1%

1%

1%

[&]

1) Se comparares esta tabela com a da Folha & fageom que algumas equagdes da tabela
da Folha 3 figuem com outra cor nesta tabela?

2) Por que a equacéao 4x+2y=15 continua sem solucao?

3) Analisa as equac¢des que ndo tém solucdo. Caesédgntificar alguma caracteristica nas
equagdes em que ndo conseguimos solugdo? Qual?
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NOME COMPLETO: FOLHA V

Constroi uma tabela com as equacgfes que modelam ovo jogo “escova diofantina”
para soma 12com infinitos baralhos, onde x € a quantidade darpneira carta indicada e
y a quantidade da segunda carta.

1) Assim como nas tabelas anteriores, existem duaquacfes para cada par de cartas.
Pinta a primeira delas de amarelo, seguindo pelasmhas da tabela.

2) Pinta de vermelho as equacdes que nao tém sologide verde as que tem solucao.

1) Escreva a equagao que modela este jogo.

2) Por que a equacéao 5x+10y=12 nao tem solucéao?

3) Analisa as equac¢des que ndo tém solucdo. Caesédgntificar alguma caracteristica nas
equacdes em que ndo conseguimos solugcdo? Qual?

4) Se x, y1Z, serd que a equagao 5x+8y=12 tem solucdo?
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NOME COMPLETO: FOLHA VI

1) Representa no plano cartesiano as equacoes almaix

2) Identifica, caso existam, todos os pontos cujaordenadas sdo ambas inteiras
(marca o ponto com uma outra cor) no reticulado dad.

3) Para cada equacdo que possui pontos com ambascasrdenadas inteiras, apresenta
uma listagem em forma de tabela colocando a coordada x na primeira coluna e a
coordenada y, correspondente, na segunda coluna.

4) Qual a relacao entre as retas que possuem pontasm ambas as coordenadas inteiras,
exceto a letra “e”, e as equacdes pintadas nas téede verde ou vermelho?
a) 5x+10y=12

------------------------------------------------------------------------------------

------------ |'"r"v"1'":"'r"r"1"'\"'r"r"v"'\'":"'r"r'"\"'w"'r""'1"':"]Ly

b) 4x+2y=15
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c) 5x+8y
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Sabes como cham

?

A

Compara as tabelas feitas no item 3 para os ei@ ¢’ e “e”. O que as equagdes “d” e “e”
tém em comum



NOME COMPLETO:

1) Considera o numero 10.

1.1 Cita um divisor de 10

1.2 Cita todos os divisores de 10

2) Qual a definicdo de divisor de um namero int&iro

3) Quiais os divisores comuns de 16 e 20?

4) Qual o maior dos divisores comuns de 16 e 20?

5) O que é MDC?

FOLHA VII
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NOME COMPLETO: FOLHA VI

1) Considera os nameros e calcule o MDC entre eles:

a) 2eb5

b) 6e18

c) 2990 e 3220

d) 1351 e 278

2) Classifica o calculo dos MDC'’s como féacil, médidificil.



NOME COMPLETO:

Determina os divisores comuns entre
a) 48 e 30

b) 30 e 18

c)18e 12

d)12e6

4) Determina o MDC para cada par de niumeros do3tem

5) Completa a tabela.

FOLHA IX

141

Divisores comuns

MDC

Resto da divisao

48 e 30

30e 18

18e 12

12e6
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NOME COMPLETO: FOLHA X

1) Considera os numeros e calcule o MDC entre etes)do o algoritmo de Euclides.

a) 3e4

b) 20 e 80

c) 429 e 33

d) 1530 e 8140

2) Compara a NOVA maneira de calcular MDC com o mi&do utilizado anteriormente.
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NOME COMPLETO: FOLHA Xl

A tabela abaixo mostra o resultado da Folha 4.ewsco MDC entre o valor das cartas do
jogo de soma 15, ou seja, o MDC entre os coefiegede x e y. (coloca o MDC logo abaixo
da equacao - na célula da tabela)

1) Relacionando com o MDC calculado, quais as gitesem que a equacao ax+by=15:

a) possui solugéo inteira? b) n&o possui solug@ra?

2) Trocando 15 por um valor c inteiro, quando aag§o ax+by=c,:

a) possui solugéo? b) ndo possui solugao?
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NOME COMPLETO: FOLHA XIlI

Calculamos, na Folha 9, o MDC entre cada par de mieros abaixo.

1) Escreve o MDC como combinacéo linear destes nimeros
2) Associa a combinacgao linear encontrada a uma equagdiofantina
3) Obtém uma solucao particular

a) 3e4

b) 20 e 80

c) 429 e 33

d) 1530 e 8140
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NOME COMPLETO: FOLHA Xl

Escreve a solucéo geral das equacdes (da Folha@hx+8y=15, d) 2x+4y=12 e e) x+2y=6,
utilizando a listagem das soluc¢des feita na Folha 6
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NOME COMPLETO: FOLHA XIV

Para cada equacao,

1) verifica se ha solucao e justifica tua resposta,

2) determina, caso exista, uma solucéo iniciala &0, se necessario, usa a escrita do MDC
como combinacao linear dos coeficientes de x e y,

3) encontra a solugéo geral algebricamente,

4) faze a representacdo geométrica e indica toslalacdes com ambas as coordenadas
inteiras e

5) verifica se todos os pontos encontrados no &esatisfazem a solucdo geral encontrada em
3.

a) x+5y=15

b) - 4x + 8y =12



147

C)4x+2y=5

Resolva o seguinte problema:

Os alunos da turma de quimica do 1° semestre de @®1FSul decidiram fazer um moletom
com emblema da turma. A malharia que fara o sesficitou que o pagamento final fosse
feito apenas com notas de R$50 ou/e de R$100. 8almpre a turma tem 25 alunos, que
todos quiseram um moletom e que cada um custoBR® Adetermina:

b) A equacado que modela esta situacao
c) A solucao geral da equacéao

d) A representacdo no plano cartesiano.
.

e) Analisa todas as solugfes e indique a que utilim@@or quantidade de notas.

f) E se forem utilizados os dois tipos de notas pgragamento, qual a que utiliza a
menor quantidade de notas?
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NOME COMPLETO: FOLHA XV

Deseja — se gastar exatamente R$100, comprandodeR$2,00 e R$5,00.

a) Considerax a quantidade de cédulas de
Brasil20ll . R$2,00 ey de R$5,00. Escreve a
equacao que modela o problema.

BRASIL 2011

H
H

b) Verifica se a solugcdo do itera tem
solucéo e justifique.

Itaipu Binacional: integrando Brasil e Paraguai

Fonte:http://www.correios.com.br/selos/selos_postaistse?011/selos2011.cfm

c) Determina a solucao geral.

d) Representa a equacao geometricamente.

e) Determina todas as maneiras de efetuar essa compra.



