
Universidade Federal do Rio Grande do Sul
Instituto de Matemática
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Resumo

Nesta tese definimos a aplicação de Gauss de uma hipersurf́ıcie orientada

imersa em uma variedade homogênea munida de uma métrica Riemanniana inva-

riante. Nosso principal objetivo é estender para este contexto alguns resultados

conhecidos sobre a aplicação de Gauss de uma hipersuperf́ıcie de curvatura média

constante do espaço Euclidiano, como o teorema de Ruh-Vilm que relaciona a har-

monicidade da aplicação de Gauss e a constância da curvatura média, o teorema de

Hoffman-Osserman-Schoen o qual caracteriza o plano e o cilindro como as únicas

superf́ıcies completas de curvatura média constante cujas imagens pela aplicação de

Gauss estão contidas em um hemisfério da esfera.

Abstract

In this thesis we define a Gauss map of an orientable hypersurface in a

homogeneous manifold with an invariant Riemannian metric. Our main objective

is to extend to this setting some results on the Gauss map of a constant mean

curvature hypersurface of an Euclidean space, as Ruh-Vilm’s theorem relating the

harmonicity of the Gauss map and the constancy of the mean curvature, Hoffman-

Osserman-Schoen’s theorem characterizing the plane and the circular cylinder as the

only complete constant mean curvature surfaces whose Gauss image is contained in

a hemisphere of the sphere.
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Introdução

Um dos resultados mais interessantes da teoria das hipersuperf́ıcies de curva-

tura média constante no espaço Euclidiano, devido a Ruh-Vilms ([RV]), estabelece

que uma hipersuperf́ıcie deste espaço tem curvatura média constante se, e somen-

te se, a aplicação de Gauss da hipersuperf́ıcie é harmônica. Muitas investigações

têm sido feitas procurando obter-se um resultado similar a este para hipersuperf́ıces

de curvatura média constante em espaços mais gerais, notadamente nos espaços

simplesmente conexos de curvatura seccional constante, e, de fato, muito tem sido

obtido, mas quase que somente em espaços de curvatura não positiva, principal-

mente no espaço hiperbólico. Não temos conhecimento de resultados similares em

espaços de curvatura positiva, mesmo em esferas (estamos nos referindo a resultados

envolvendo extensões da aplicação de Gauss, já que resultados de outro tipo, mas

bastante relacionados ao tema acima, existem muitos (veja, por exemplo, [AKMU])).

Nesta tese trabalhamos no problema acima citado, ou seja, o de estender a

definição de aplicação de Gauss para hipersuperf́ıcies de espaços mais gerais e de es-

tabelecer uma equivalência entre a harmonicidade desta aplicação e a constância da

curvatura média da hipersuperf́ıcie. Obtivemos então uma extensão do teorema de

Ruh-Vilms para o caso em que o espaço ambiente é uma variedade homogênea mu-

nida de uma métrica Riemanniana invariante, dita métrica homogênea. Pudemos

então obter, a partir deste teorema, diversos resultados novos sobre as hipersu-

perf́ıcies de curvatura média constante. Entre eles, obtivemos uma extensão de um

resultado conhecido de Hoffman-Osserman-Schoen ( enunciamos abaixo tal resulta-

do.)

A seguir enunciamos os teoremas que foram estendidos na tese:

a) Teorema de Ruh-Vilms: Uma hipersuperf́ıcie em Rn tem curvatura média

constante se e somente se a aplicaçãode Gauss da hipersuperf́ıcie é harmônica.
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b) Teorema de Hoffman-Osserman-Schoen: Se a imagem da aplicação de Gauss

de uma superf́ıcie completa de curvatura média constante em R3 está contida num

hemisfério fechado da esfera, a superf́ıcie é um plano ou um cilindro circular.

O primeiro dos teoremas acima é demonstrado em [RV] (Teorema e Corolário 1

de [RV]). O Teorema de Hoffman-Osserman-Schoen é dado em [HOS]. Uma gene-

ralização deses teoremas para o caso de hipersuperf́ıcies de grupos de Lie munidos

de métrica bi-invariante foi obtida recentemente em [EFFR].

Vamos apresentar agora uma breve descrição da tese. Nas preliminares intro-

duzimos as notações e estabelecemos os resultados básicos utilizados, quais sejam,

submersões Riemannianas, variedades homogêneas e ações de grupos de Lie em va-

riedades. Vejamos algumas dessas notações. Sejam G um grupo de Lie munido

de métrica bi-invariante, H um subgrupo de Lie de G. Suponhamos dim H = k e

dim G = n + k + 1. No quociente de classes residuais à esquerda G/H vamos con-

siderar uma métrica Riemanniana de tal modo que a projeção π : G → G/H seja

uma submersão Riemanniana. Denotamos por G a álgebra de Lie de G, por H a

álgebra de Lie de H, e por Sn+k a esfera unitária centrada na origem de G. Ainda,

denotamos por M uma hipersuperf́ıcie orientável em G/H orientada por um campo

normal unitário η.

No Caṕıtulo 2, introduzimos a aplicação de Gauss N : M → Sn+k de M.

Essa aplicação é definida tomando-se o levantamento horizontal η̃ de η para G
seguido pela translação à direita de η̃ para o elemento identidade de G, isto é,

a translação à direita de η̃ para G. Observamos que para o espaço Euclidiano,

considerando G = Rn e H = {e}, N coincide com a aplicação de Gauss usual de M.

Mais geralmente, N coincide com a aplicação de Gauss definida nos artigos [R1] e

[EFFR] para hipersuperf́ıcies de um grupo de Lie G munido de métrica invariante

à esquerda (novamente, tomando H = {e}).

No terceiro caṕıtulo estudamos a aplicação N em hipersuperf́ıcies imersas com

curvatura média constante em G/H. O principal resultado obtido é a extensão do

Teorema de Ruh-Vilms citado acima cuja demonstração é conseqüencia imediata da

seguinte fórmula para o Laplaciano da aplicação N :

∆N(z) = −nΓz(gradH(z))−
(
‖B‖2 +

∥∥Bi
∥∥2

+ (n+ k) Ric
(
l−1
x (η(z))

))
N(z) (1)
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onde H é a curvatura média de M e B é a segunda forma fundamental de M (damos

a definição de Γz no Caṕıtulo 2, e a de Bi no Caṕıtulo 3). Observamos que (1) é

uma extensão da fórmula

∆N = − gradH − ||B||2N . (2)

válida para o caso Euclidiano (ver [RV]).

Como uma aplicação da extensão do Teorema de Ruh-Vilms, para o caso em

que G/H tem dimensão 3, obtivemos uma caracterização das superf́ıcies de curva-

tura média constante imersas conformemente em G/H em termos de uma forma

quadrática associada a derivada da aplicação N .

No Caṕıtulo 4 estudamos a imagem pela aplicação de Gauss de hipersuperf́ıcies

de curvatura média constante em G/H. Uma extensão do teorema de Hoffman-

Osserman-Schoen é obtida (Teorema 4.6). Para os demais resultados vamos preci-

sar da seguinte definição. Um subespaço vetorial de co-dimensão 1 de G separa G
em duas componentes conexas; o fecho de qualquer dessas componentes é chamado

um semi-espaço de G e a interseção destes com Sn+k é uma semi-esfera, denota-

da por Sn+k
+ . Dado l ∈ N, uma (1/2l)− esfera Sn+k,l de Sn+k é a interseção de

l semi-esferas linearmente independentes (Sn+k
1 )+, ..., (Sn+k

l )+ de Sn+k (isto é, os

vetores normais aos semi-espaços contendo ∂(Sn+k
i )+ são linearmente independen-

tes). Demonstramos o seguinte teorema o qual generaliza parcialmente o teorema

de Hoffman-Osserman-Schoen:

Teorema: Seja M hipersuperf́ıcie compacta de curvatura média constante de

G/H e N : M → Sn+k a aplicação de Gauss de M. Suponhamos que ou M não é

totalmente geodésica ou ||Bi|| > 0 ( damos no Caṕıtulo 2 a definição de Bi ) ou que

a curvatura de Ricci de G é positiva. Dado l ∈ N, seja

Sn+k,l =
l⋂

i=1

(Sn+k
i )+

uma (1/2l)− esfera Sn+k. As seguintes alternativas são equivalentes:

i)

N(M) ⊂ Sn+k,l
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ii)

N(M) ⊂
l⋂

i=1

∂
(
Sn+k

i

)
+

iii)

K := ger


(

l⋂
i=1

∂
(
Sn+k

i

)
+

)⊥
é uma subalgebra de Lie de G e M é invariante pelo subgrupo de Lie K de G cuja

álgebra de Lie é K.

Segue do resultado acima que quando l ≥ n, M é variedade extrinsecamente

homogenênea (isto é, existe um subgrupo de Lie de isometrias de G/H agindo tran-

sitivamente em M). Se M é somente completa então um resultado similar acontece

quando dim(G/H) = 3. Para mencionar uma aplicação mais expĺıcita vamos con-

siderar uma superf́ıcie completa, orientável imersa com curvatura média constante

em S3 = SO(4)/SO(3) e suponhamos que a imagem da aplicação de Gauss

N : M → S5 ⊂ so(4)

está contida em um hemisfério S5
+ de S5. Segue-se dos resultados desta tese que,

a menos de isometria de S3, M é invariante por um subgrupo a um parâmetro de

isometrias {φα
t }t∈R de S3 da forma

φα
t =


cos t sin t 0 0

− sin t cos t 0 0

0 0 cosαt sinαt

0 0 − sinαt cosαt


para algum α ∈ R. Em particular, se α = 1 então M é invariante pela ação de

Hopf de S3 e é posśıvel provar que M é um toro de Clifford. Se α = 0 então M é

uma superf́ıcie de revolução em S3 (superf́ıcies de revolução com curvatura média

constante são descritos explicitamente em um sistema de coordenadas especial, ver

[FR] ou [R3]).

Finalmente, demonstramos nesse caṕıtulo o seguinte critério de estabilidade para

domı́nios: Se D é um domı́nio de uma supef́ıcie M de curvatura média constante em
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G/H (dim (G/H) = 3) tal que N(D) está contido em um semi-espaço de G, então

D é estável.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Inicialmente vamos fixar algumas notações. Sejam G um grupo de Lie cone-

xo munido de uma métrica bi-invariante 〈 , 〉 e ∇̃ a conexão Riemanniana em G
determinada por 〈 , 〉. A álgebra de Lie de G será denotada G. Dado x ∈ G, as

aplicações

Lx, Rx : G → G

definidas por

Lx(y) = xy,

e

Rx(y) = yx

são chamadas, respectivamente, translação à esquerda e translação à direita em G.

Observamos que tais aplicações são difeomorfismos. Como usual,

exp : G → G

é a aplicação exponencial de Lie. Dados g ∈ G, e X ∈ G, temos as aplicações

Adg, adX : G → G

definidas por

Adg = d(R−1
g ◦ Lg)e
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e

adX(Y ) = [X, Y ].

Observamos que

adX(Y ) =
d

dt
{Adexp X(Y )}t=0,

e que Adg é isomorfismo de grupo de Lie e uma isometria.

Lembramos que se X, Y, Z são campos de vetores invariantes à esquerda (à

direita) de G, então ∇̃ e o tensor de curvatura R em G são dados por

∇̃XY =
1

2
[X, Y ]

e

R(X, Y )Z =
1

4
[[X, Y ], Z].

Temos também a seguinte identidade 〈[X,Y ], Z〉 = −〈[Z, Y ], X〉 . O tensor de Ricci

de G é dado por

Ric(u, v) = trace(X 7→ R(u,X)v)

=
n+k+1∑

i=1

〈R(u,Ej)v, Ej〉 ,

onde {Ej} é uma base ortonormal de vetores tangentes à G. A curvatura de Ricci

de G na direção de u é Ric(u) = Ric(u, u).

O próximo teorema é o Corolário 3 de [FS].

Teorema 1.1 (Doris Fischer-Colbrie, Richard Schoen): Seja D o disco unitário

munido de uma métrica Riemanniana tal que D é variedade Riemanniana completa.

Seja K a curvatura Gaussiana de D. Se a ≥ 1 e P é função não-negativa, então

não existe solução positiva (equivalentemente negativa) g, em D, de

∆g − aKg + Pg = 0.

Vejamos os principais resultados sobre submersão Riemanniana, variedades ho-

mogêneas e ações de grupos de Lie em variedades.
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1.1 Submersões Riemannianas

Definição 1.2 Sejam M
n+k

, Mn variedades Riemannianas. Uma aplicação sobre-

jetiva π : M → M é uma submersão Riemanniana se

1. Para todo x ∈M, dπx : TxM
n+k → Tπ(x)M

n tem posto n.

2. Por 1), para todo z ∈ M, π−1(z) é uma subvariedade de M . Dados z ∈ M e

x ∈ π−1(z) tem-se que

lx := dπx

∣∣∣Tx(π−1(z))⊥ : Tx

(
π−1(z)

)⊥ → TzM

é uma isometria, onde Tx (π−1(z))
⊥

é o complemento ortogonal de Tx(π
−1(z))

em TxM .

As subvariedades π−1(z), com z ∈ M , são chamadas fibras de M . Observamos

que para x ∈ π−1(z),

TxM = Txπ
−1(z)⊕ Tx

(
π−1(z)

)⊥
.

Se u ∈ TxM, escrevemos

u = uv + uh

sendo que uv ∈ Txπ
−1(z) é chamada a componente vertical de u e uh ∈ Tx (π−1(z))

⊥
a

componente horizontal. Se o vetor u ∈ Txπ
−1(z) ( respectivamente, u ∈ Tx (π−1(z))

⊥
)

ele é chamado vetor vertical (respectivamente, vetor horizontal). Um campo de ve-

tores X em M é dito vertical (respectivamente, horizontal) se X(x) é vetor vertical

(respectivamente, vetor horizontal) para todo x ∈ M. Denotemos por X (M) e por

X (M) os espaços de campos de vetores C∞ em M e em M . Dado X ∈ X (M),

denotamos por X
v

o campo vertical em M definido em x ∈M como a componente

vertical de X(x), e por X
h

o campo horizontal em M dado em x ∈ M como a

componente horizontal de X(x).

Seja π : M → M submersão Riemanniana. Vejamos como se relacionam as

respectivas conexões Riemannianas ∇, ∇ de M e M . Sejam X,Y ∈ X (M), con-

sideremos os campos X̃, Ỹ ∈ X (M) definidos por X̃(x) = l−1
x (X(π(x))) Ỹ (x) =

3



l−1
x (Y (π(x))), x ∈M e [ , ] é o colchete de Lie de M . Então

∇X̃ Ỹ (x) = l−1
x (∇XY (π(x))) +

1

2

[
X̃, Ỹ

]v
(x).

Para a prova ver [O]. Pode-se mostrar também que
[
X̃, Ỹ

]v
(x) depende apenas de

X̃(x), Ỹ (x).

1.2 Variedades homogêneas

Sejam G um grupo de Lie, H um subgrupo de Lie compacto de G. Seja

G/H = {xH =Lx(H) : x ∈ G}

o conjunto das classes residuais à esquerda de H. Consideremos a aplicação

π : G → G
H

,

π(x) = xH

dita projeção canônica de G em G/H. A próxima proposição estabelece que G/H é

uma variedade diferenciável. A demonstração pode ser vista em [F].

Proposição 1.3 Na notação acima, G/H tem uma única estrutura de variedade

diferenciável tal que

1. π é C∞,

2. Existem seções locais diferenciáveis de G/H em G, isto é, se xH ∈ G/H, existe

uma vizinhança W de xH e uma aplicação diferenciável τ : W → G tal que

π ◦ τ = idW .

Definição 1.4 Variedades da forma G/H como na proposição anterior são chama-

das variedades homogêneas.

Consideremos agora G grupo de Lie munido de métrica bi-invariante 〈 , 〉 . Vamos

introduzir em uma variedade homogênea G/H uma métrica Riemanniana, denotada
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também por 〈 , 〉 , induzida pela projeção canônica

π : G → G
H

,

π(x) = xH

como segue. Dado z ∈ G/H, seja x ∈ π−1(z). Definimos um produto interno 〈 , 〉
em Tz(G/H) de forma que

lx := dπx

∣∣∣Tx(π−1(z))⊥ : Tx

(
π−1(z)

)⊥ → Tz

(
G
H

)

é uma isometria linear, onde Tx (π−1(z))
⊥

é o complemento ortogonal de Tx(π
−1(z))

em TxG. Temos que 〈 , 〉 , está bem definida em Tz (G /H) e estabelece uma métrica

Riemanniana em G/H, dita métrica homogênea. Segue que

〈u, v〉z =
〈
l−1
x (u), l−1

x ( v)
〉

x
.

Observamos que a métrica homogênea em G /H torna a projeção π : G → G/H
uma submersão Riemanniana. Assim,

∇̃X̃ Ỹ (x) = l−1
x (∇XY (π(x))) +

1

2

[
X̃, Ỹ

]v
(x) (1.1)

onde X, Y ∈ X (G/H), e X̃, Ỹ ∈ X (G) são definidos por X̃(x) = l−1
x (X(π(x))),

Ỹ (x) = l−1
x (Y (π(x))), x ∈ G e [ , ] é o colchete de Lie de G.

1.3 Ações de grupos de Lie em variedades

Uma maneira equivalente de abordar as variedades homogêneas é dada pela teoria

das ações de grupos de Lie em variedades diferenciáveis.

Definição 1.5 Seja M variedade diferenciável, G um grupo de Lie. Uma ação de

G em M é uma aplicação C∞ ψ : G×M →M satisfazendo

1. ψ(e, x) = x, para todo x ∈M, onde e é o elemento unidade de G,

2. ψ (h, ψ (g, x)) = ψ (hg, x) , para todo h, g ∈ G, x ∈M .
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Vamos anotar simplesmente ψ (g, x) = g.x. Se ψ : G ×M → M é uma ação de

G em M dizemos que G age em M .

Por exemplo, a aplicação

ψ : G×G/H → G/H

ψ(g, xH) = (gx)H

é uma ação do grupo de Lie G na variedade homogênea G/H. Mais geralmente,

sendo K ⊂ G subgrupo de Lie de G, a aplicação

φ : K×G/H → G/H

φ (k, xH) = (kx) H

é uma ação do grupo de Lie K na variedade homogênea G/H.
Um exemplo importante é a ação de Hopf. Sejam M = S2n+1 ⊂ R2n+2 a esfera

unitária, G = S1, a ação de Hopf é a aplicação

S1 × S2n+1 → S2n+1

(
eiθ, x

)
→


cos θ sen θ

−sen θ cos θ

...

cos θ sen θ

−sen θ cos θ




x1

x2

...

x2n+1

x2n+2

 , θ ∈ R.

Uma ação chama-se efetiva se g.x = x para todo x ∈ M implica g = e. Uma

ação é dita livre se g.x = x para algum x ∈M implica g = e. Uma ação é transitiva

se existe x0 ∈M tal que

M = {gx0 : g ∈ G} .

Neste caso, diz-se que G age transitivamente emM. Temos que uma ação é transitiva

se e somente se dados quaisquer x1, x2 ∈ M existe g ∈ G tal que x1 = gx2. Por

exemplo, a ação de G em G/H, (g, xH) → (gx)H, é transitiva.

Definição 1.6 Sejam M variedade diferenciável, G um grupo de Lie e ψ : G×M →
M uma ação de G em M. Dado x ∈M definem-se
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1. A órbita de x

Gx = {gx : g ∈ G} .

2. O subgrupo de isotropia de x

Gx = {g ∈ G : gx = x} .

Observamos que uma ação ψ : G ×M → M é transitiva se e somente se todas

as órbitas Gx coincidem com M .

A próxima proposição relaciona ações de grupos de Lie em variedades com as

variedades homogêneas.

Proposição 1.7 Sejam M variedade diferenciável, G um grupo de Lie e ψ : G ×
M → M uma ação transitiva de G em M. Então M é difeomorfa a G/H, onde H
é o subgrupo de isotropia de algum (qualquer) x em M .

Consideremos, agora, M uma variedade Riemanniana. Seja ISO(M) o grupo de

isometrias de M. Temos que ISO(M) é um grupo de Lie. Se a ação de ISO(M) em

M dada por

ISO(M)×M → M

(g, x) → g(x)

é transitiva dizemos que M é variedade Riemanniana homogênea.

Para a variedade homogênea G/H munida da métrica homogênea a ação de G em

G/H dada acima, (g, xH) → (gx)H, é uma ação transitiva por isometrias. Podemos,

então, considerar G como um subgrupo de Lie do grupo de isometrias de G/H como

segue

g(xH)=(gx)H

ou

g(π(x))= π(Rx(g)). (1.2)

Também precisaremos do conceito de variedade homogênea a dois pontos.

Definição 1.8 Sejam M uma variedade Riemanniana e d : M×M → R a distância
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definida em M. M é dita homogênea a dois pontos se para quaisquer dois pares de

pontos p1, p2 ∈M, q1, q2 ∈M satisfazendo d(p1, p2) = d(q1, q2) existe uma isometria

g de M tal que g(p1) = q1 e g(p2) = q2.

1.4 Campos de Killing em G/H

Seja a variedade homogênea G/H munida da métrica homogênea 〈 , 〉 . Sendo que

podemos considerar, como vimos acima, G ⊂ ISO(G/H), qualquer vetor w ∈ G
define em G/H um campo de Killing, o qual denotamos ζ(w), como

ζ(w)(z) =
d

dt
(exp tw)(z)

∣∣∣∣
t=0

, z ∈ G/H.

Agora, dado z ∈ G/H e x ∈ π−1(z), temos, usando (1.2)

ζ(w)(z) =
d

dt
(exp tw)(z)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(exp tw)(π(x))

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
π(Rx(exp tw))

∣∣∣∣
t=0

= dπx(d(Rx)e(w)),

isto é,

ζ(w)(z) = dπx(d(Rx)e(w)). (1.3)

Pode-se demonstrar o seguinte

Lema 1.9 ζ : G → X (G/H), w 7→ ζ(w), é um monomorfismo de álgebras de Lie.
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Caṕıtulo 2

A aplicação de Gauss de uma

hipersuperf́ıcie em G/H

Sejam G um grupo de Lie munido de uma métrica bi-invariante 〈 , 〉, H um

subgrupo de Lie compacto de G. Suponhamos dim H = k e dim G = n + k +

1. Inicialmente vamos introduzir uma “translação” Γ em G/H. Dado z ∈ G/H,
definimos a aplicação

Γz : Tz

(
G
H

)
→ G

dada por

Γz(u) := d(Rx)
−1
x (l−1

x (u)), (2.1)

onde x ∈ π−1(z). A proposição seguinte mostra que Γz está bem definida e preserva

a métrica.

Proposição 2.1 A aplicação Γz está bem definida, isto é, (2.1) não depende de

x ∈ π−1(z). Além disso, Γz : Tz(G/H) → G é linear e preserva a métrica.

Demonstração. Consideremos x, y ∈ π−1(z) e u ∈ Tz(G/H). Seja h ∈ H tal

que x = yh. Temos obviamente que d(Rh)y(Tyπ
−1(z)) = Txπ

−1(z) e, como Rh é

uma isometria, d(Rh)y(Tyπ
−1(z)⊥) = Txπ

−1(z)⊥. Segue dáı que d (Rh)y (l−1
x (u)) ∈

9



(Txπ
−1(z))

⊥
. Observando que

lx

(
d (Rh)y (l−1

y (u))
)

= d (π ◦Rh)y (l−1
y (u))

= dπy(l
−1
y (u)) = u = dπx(l

−1
x (u)),

obtemos d (Rh)y (l−1
y (u)) = l−1

x (u). Logo,

d (Rx)
−1
x (l−1

x (u)) = d (Rx−1)x (d (Rh)y (l−1
y (u)))

= d (Rx−1 ◦Rh)y (l−1
y (u))

= d (Ry−1)
y
(l−1

y (u)),

provando que Γz está bem definida. Além disso, Γz é obviamente linear e, sendo lx

e R−1
x isometrias, Γz preserva a métrica, o que conclui a demonstração.

Definição 2.2 Seja M hipersuperf́ıcie orientável de G/H. Seja η campo unitário

normal a M em G/H. Definimos a aplicação de Gauss N de M

N : Mn → Sn+k ⊂ TeG

por

N(z) = Γz(η(z)).

Seja M̃ = π−1(M) (observe M̃ pode não ser conexo se H não o for). Temos que

M̃ é hipersuperf́ıcie orientável de G.Dado o campo η unitário normal a M, seja η̃ o

campo unitário em M̃ definido por

η̃(x) = l−1
x (η(π(x)).

Lema 2.3 O campo η̃ definido acima é unitário normal a M̃ .

Demonstração. De fato, sejam x ∈ M̃ , v ∈ Tx M̃ e z = π(x) ∈M. Como

Tx M̃ =
(
Tx π

−1(z)
)
⊕ S
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onde

S ⊂ Tx

(
π−1(z)

)⊥
e

lx(S) = TzM ,

segue que, se v ∈ Tx π
−1(z),

〈η̃(x), v〉x = 0

porque η̃(x) ∈ (Tx π
−1(z))

⊥
, e se v ∈ S, sendo lx uma isometria,

〈η̃(x), v〉x = 〈lx(η̃(x)), lx(v)〉 = 〈η(z), lx(v) 〉 = 0,

como queŕıamos.

Consideremos agora a aplicação normal de Gauss Ñ de M̃ em G em relação ao

campo η̃ normal à hipersuperf́ıcie M̃ dado acima (ver [EFFR] ou [R1])

Ñ : M̃ → Sn+k ⊂ TeG

Ñ(x) = d
(
R−1

x

)
x
(η̃(x)) .

Temos

N(z) = Γz(η(z)) = d(Rx)
−1
x (η̃(x)) = Ñ(x)

para todo z ∈M e para todo x ∈ π−1(z).

2.1 Uma famı́lia de exemplos

Seja K ⊂ G subgrupo de Lie compacto e K sua álgebra de Lie. Consideremos

a ação de K em G/H por isometrias, k(xH) = (kx) H. Vamos supor que as órbitas

de K de dimensão máxima têm co-dimensão 1 em G/H.

Seja g ∈ G tal que

Mg := K(gH) := {(kg) H | k ∈ K}

é uma órbita de co-dimensão 1 de K. Então Mg é uma hipersuperf́ıcie mergulhada

compacta orientável de G/H.
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Lema 2.4 O subespaço vetorial Adkg(H) + K tem co-dimensão 1 em G, para todo

k ∈ K.

Demonstração. Considere M̃g := π−1(Mg). Então M̃g é uma hipersuperf́ıcie mer-

gulhada de G. Notemos que

M̃g = {kgh | k ∈ K, h ∈ H}

e segue que, dado x ∈ M̃g,

Tx(M̃g) = d(Lx)e(H) + d(Rx)e(K)

e então

d(R−1
x )x(Tx(M̃g)) = Adx(H) +K (2.2)

é subespaço vetorial de codimensão 1 de G. Como um elemento genérico x de M̃g é

da forma x = kgh, temos

Adx(H) = (Adk ◦ Adg ◦ Adh)(H) = Adkg(H)

e dáı

Adkg(H) +K = d(R−1
x )x(Tx(M̃g))

é subespaço vetorial de co-dimensão 1 de G, como queŕıamos.

Podemos demonstrar agora:

Proposição 2.5 Seja N0 = N(gH), onde

N : Mg → Sn+k

é a aplicação de Gauss de Mg. Então

N(kgH) = Adk(N0),

para todo k ∈ K.

Demonstração. Seja η campo unitário normal a Mg definindo a aplicação de Gauss

N de Mg. Dado z ∈ Mg, z = kgH, escolhemos x ∈ M̃g = π−1(M), x = kgh (então
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π(x) = z). Notemos então que l−1
x (η(z)) é ortogonal a Tx(M̃g) e dáı, por definição

de N ,

N(kgH) = N(z) = d(R−1
x )x(l

−1
x (η(z)))

é ortogonal a

d(R−1
x )x(Tx(M̃g)) = Adkg(H) +K.

Em particular, N0 = N(gH) é ortogonal a Adg(H) + K. Portanto, Adk(N0) é orto-

gonal a

Adk(Adg(H) +K) = Adkg(H) + Adk(K)

= Adkg(H) +K

e temos que N(kgH) e Adk(N0) são ambos ortogonais a Adkg(H) + K. Como, pelo

lema anterior,

dim(Adkg(H) +K) = dimG − 1

temos

N(z) = N(kgH) = ±Adk(N0).

Por continuidade, sendo, em k = e, N(gH) = N0 = Ade(N0), temos

N(kgH) = Adk(N0).

como queŕıamos.

Observação 2.6 Vemos da demonstração da Proposição 2.5 que o vetor N0 dado

no enunciado pode ser determinado facilmente pela condição de ser ortogonal ao

subespaço de co-dimensão 1 Adg(H) +K de G.

O próximo resultado caracteriza subgrupos do grupo de isometrias de uma hiper-

superf́ıcie de G/H em termos da aplicação de Gauss. Esta proposição é importante

para a caracterização das hipersuperf́ıcies de curvatura média constante dada no

Caṕıtulo 4.

Proposição 2.7 Seja M uma hipersuperf́ıcie orientável de G/H e seja N : M → G
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a aplicação de Gauss de M. Então,

K := N(M)⊥ = {w ∈ G | 〈w, v〉 = 0, ∀v ∈ N(M)}

é uma subalgebra de Lie de G e M é invariante pelo subgrupo de Lie de G cuja

álgebra de Lie é K. Em particular, se

dimK = n = dim(G/H)− 1,

M é uma subvariedade extrinsecamente homogenênea de G/H. Reciprocamente, se

M é invariante por um subgrupo de Lie K de G, então K ⊂ N(M)⊥, onde K é a

álgebra de Lie de K.

Primeiramente, vamos provar um lema:

Lema 2.8 Se w ∈ N(z)⊥ então ζ(w)(z) ∈ TzM .

Demonstração. Se w ∈ N(z)⊥ então

0 = 〈w,N(z)〉 =
〈
d(Rx)ew, l

−1
x (η(z))

〉
=
〈
dπx(d(Rx)e)w, dπx(l

−1
x (η(z)))

〉
= 〈ζ(w)(z), η(z)〉

e dáı, ζ(w)(z) ∈ TzM .

Demonstração. (da Proposição 2.7) Sejam v, w ∈ N(M)⊥. Segue pelo Lema 2.8

que ζ(v) e ζ(w) são campos de vetores em M e dáı [ζ(v), ζ(w)] é campo de vetores

em M. Sendo ζ um homomorfismo de álgebras de Lie ζ([v, w]) = [ζ(v), ζ(w)]. Então,

dado z ∈M ,

0 = 〈ζ([v, w]), η(z)〉 = 〈Γz(ζ([v, w])),Γz(η(z))〉

=
〈
d(R−1

x )x(l
−1
x (dπx(d(Rx)e([v, w])))), N(z)

〉
=
〈
d(R−1

x )x(d(Rx)e([v, w])h), d(R−1
x )x(l

−1
x (η(z)))

〉
=
〈
(d(Rx)e([v, w]))h, l−1

x (η(z))
〉

=
〈
d(Rx)e([v, w]), l−1

x (η(z))
〉

=
〈
[v, w], d(R−1

x )xl
−1
x (η(z))

〉
= 〈[v, w], N(z)〉 .
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Como z é arbitrário, [v, w] ∈ N(M)⊥, provando que N(M)⊥ é subálgebra de Lie de

G. Agora, a prova de que M é invariante pelo subgrupo de Lie de G cuja álgebra de

Lie é K decorre do fato de que ζ(w) é tangente a M para todo w ∈ N(M)⊥ = K.
Reciprocamente, se M é K− invariante então, dado w ∈ K, segue que ζ(w) é campo

de vetores em M e dáı 〈ζ(v), η〉 = 0 em M. Como acima,

0 = 〈ζ(v), η〉 = 〈Γz(ζ(w)),Γz(η)〉 = 〈w,N(z)〉

provando que K ⊂ N(M)⊥, como queŕıamos.
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Caṕıtulo 3

A harmonicidade da aplicação de

Gauss e a curvatura média

Nosso principal objetivo neste caṕıtulo é estender o Teorema de Ruh-Vilms

para hipersuperf́ıcies de uma variedade homogênea munida com métrica homogênea.

Lembramos que em Rn o Teorema de Ruh-Vilms é um corolário imediato da fórmula:

∆N = − gradH − ||B||2N . (3.1)

Esta fórmula foi estendida para hipersuperf́ıcies de um grupo de Lie em [EFFR]

e, mais geralmente, usando campos de Killing, para uma variedade Riemanniana

Killing paralelizával (ver [FR]). Nosso objetivo agora é estender (3.1) para uma

variedade homogênea usando a aplicação de Gauss definida aqui. Primeiramente,

vamos lembrar e provar alguns fatos básicos.

3.1 A extensão do Teorema de Ruh-Vilms

Sejam G, H e G/H como definidos no Caṕıtulo 2 e seja M uma hipersuperf́ıcie

orientável imersa em G/H. Considere a aplicação de Gauss N : M → Sn+k ⊂ G.

Seja

{e1, e2, ..., en+k+1} ⊂ G
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base ortonormal de G, e escreva, para z ∈M ,

N(z) :=
n+k+1∑

i=1

ni(z)ei.

O Laplaciano de N é definido por

∆N :=
n+k+1∑

i=1

∆ni ei,

onde ∆ni é o Laplaciano usual da função ni : M → R na métrica de M induzida

pela imersão de M em G/H, e N é harmônica se e somente se

∆Sn+kN = (∆N)> = 0,

onde ( )> denota a projeção ortogonal de G em T Sn+k (ver [ES]).

Vamos precisar do seguinte lema:

Lema 3.1 Seja M uma hipersuperf́ıcie em G/H e seja M̃ = π−1(M). Seja f : M →
R uma função diferenciável e considere

f̃ = f ◦ π : M̃ → R.

Então

∆M̃ f̃ = (∆Mf) ◦ π.

Demonstração. Escolhemos x0 ∈ M̃ e seja z0 = π(x0). Seja {Ei} , i = 1, ..., n,

referencial geodésico em uma vizinhança V de z0 em M . Consideremos W = π−1(V )

e definimos Ẽi em W , por

Ẽi(x) = l−1
x (Ei(π(x)), i = 1, ..., n.

Seja ei, i = n + 1, ..., n + k, base ortonormal de H e seja Ẽi campo invariante à

esquerda em G tal que Ẽi(e) = ei. Temos que

∇̃Ẽi
Ẽi =

1

2
[Ẽi, Ẽi] = 0, i = n+ 1, ..., n+ k
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e que {Ẽi}n+k
i=1 é base é base ortonormal de TxM̃ para x ∈ W .

Pela definição de Laplaciano

∆M̃ f̃(x0) =
n+k∑
i=1

〈
∇̃Ẽi

grad f̃ , Ẽi

〉
.

Como

Ẽi(f̃)(x) = Ẽi(f ◦ π)(x) = d (f ◦ π)x (Ẽi(x)) = dfπ(x)(dπx(Ẽi(x))

e, sendo dπx(Ẽi(x)) = 0 para i = n + 1, ..., n + k, temos dfπ(x)(dπx(Ẽi(x))) = 0,

i = n + 1, ..., n + k. Além disso, dπx(Ẽi(x))) = Ei(π(x)) para i = 1, ..., n e então

Ẽi(f̃)(x) = Ei(f)(π(x)), i = 1, ..., n. Portanto,

grad f̃(x) =
n+k∑
i=1

Ẽi(f̃)(x)Ẽi(x) =
n∑

i=1

Ei(f)(π(x))Ẽi(x)

e então

grad f̃(x) = l−1
x (grad f(π(x))). (3.2)

Além disso, para i = n+ 1, ..., n+ k,〈
∇̃Ẽi

grad f̃ , Ẽi

〉
= Ẽi

〈
grad f̃ , Ẽi

〉
−
〈
grad f̃ , ∇̃Ẽi

Ẽi

〉
= 0.

Logo,

∆M̃ f̃ (x0) =
n∑

i=1

〈
∇̃Ẽi

grad f̃ , Ẽi

〉
=

n∑
i=1

〈
l−1
x (∇Ei

grad f), Ẽi

〉
+

1

2

n∑
i=1

〈
[Ẽi, grad f̃ ]v, Ẽi

〉
=

n∑
i=1

〈∇Ei
grad f, Ei〉 = ∆Mf (π(x0)),

o que completa a demonstração.

Para o que segue precisamos introduzir um invariante algébrico/geométrico de
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M em G/H. Dado z ∈M, definimos

Bi
z(u) =

1√
2
(adN(z)(Γz(u)))

v, u ∈ TzM

sendo ()v a projeção ortogonal em H.

Lema 3.2 Seja M uma hipersuperf́ıcie em G/H e seja M̃ = π−1(M).Denotemos

por ||B|| (||B̃||) a norma da segunda forma fundamental B (B̃) de M (M̃) em G/H
(G), H (H̃) a curvatura média de M (M̃) e gradH (grad H̃) o gradiente de H (H̃)

com relação ao campo normal η (η̃ = l−1
x η), dim G =n + k + 1, dim H = k. Então

(i) H̃(x) = n
n+k

H (z) para todo z ∈M e x ∈ π−1(z),

(ii) grad H̃(x) = n
n+k

l−1
x (gradH (z)) para todo z ∈M e x ∈ π−1(z),

(iii) ||B̃|| =
√
||B||2 + ||Bi||2.

Demonstração. Escolhemos z ∈ M e x ∈ π−1(z). Seja Ei(z), i = 1, ..., n,

base ortonormal de TzM e definimos Ẽi(x) = l−1
x (Ei(z)), i = 1, ..., n. Sejam Ẽi,

i = n+1, ..., n+ k, campos de vetores invariantes à esquerda em G tais que Ẽi(x) ∈
TxM̃ e {Ẽi(x)}, i = 1, ..., n + k é base ortonormal de TxM̃. Note que, sendo M̃

H−invariante, Ẽi é campo de vetores em M̃ para i = n + 1, ..., n + k. Já vimos

também que η̃ é campo unitário normal a M̃. Segue que, para i, j = n+ 1, ..., n+ k,〈
∇̃Ẽi

η̃(x), Ẽj(x)
〉

= −
〈
∇̃Ẽi

Ẽj (x), η̃(x)
〉

= −1

2

〈
η̃(x), [Ẽi, Ẽj]

〉
= 0

pois [Ẽi, Ẽj] é campo de vetores em M̃.

Vamos demonstrar (i). Por definição de curvatura média, temos:

H̃(x) =
1

n+ k

n+k∑
i=1

〈
∇̃Ẽi

Ẽi (x), η̃(x)
〉

=
1

n+ k

n∑
i=1

〈
∇̃Ẽi

Ẽi (x), η̃(x)
〉

=
1

n+ k

(
n∑

i=1

〈
l−1
x (∇Ei

Ei (z)) +
1

2

([
Ẽi, Ẽi

]
(x)
)v

, η̃(x)

〉)

=
1

n+ k

n∑
i=1

〈
l−1
x (∇Ei

Ei (z)), l
−1
x (η(z))

〉
=

1

n+ k

n∑
i=1

〈∇Ei
Ei (z), η(z)〉 =

n

n+ k
H(z).
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A prova de (ii) segue de (i) e de (3.2). Falta mostrar (iii). De fato, como vimos

acima, 〈
∇̃Ẽi

η̃(x), Ẽj(x)
〉

= 0

se i, j ∈ {n+ 1, ..., n+ k}. Além disso,

n∑
i,j=1

〈
∇̃Ẽi

η̃(x), Ẽj(x)
〉2

=
n∑

i, j=1

〈
l−1
x (∇Ei

η(z)) +
1

2

([
Ẽi, η̃

]
(x)
)v

, Ẽj(x)

〉2

=
n∑

i, j=1

〈
l−1
x (∇Ei

η(z)), l−1
x (Ej(z))

〉2
=

n∑
i, j=1

〈∇Ei
η, Ej〉2 = ||B||2.

Suponhamos que i ∈ {1, ..., n} e j ∈ {n+ 1, ..., n+ k}. Temos, sendo Ẽj um campo

de vetores em M̃ , 〈
∇̃Ẽi

η̃(x), Ẽj(x)
〉

= −
〈
η̃(x), ∇̃Ẽi

Ẽj(x)
〉

Seja Fl = d(L−1
x )x(Ẽl), l = 1, ..., n+ k. Então〈

∇̃Ẽi
η̃(x), Ẽj(x)

〉
= −

〈
η̃(x), ∇̃d(Lx)e(Fi)d(Lx)e(Fj)

〉
= −1

2
〈η̃(x), [d(Lx)e(Fi), d(Lx)e(Fj)](x)〉

= −1

2

〈
N(π(x)), d(R−1

x )x([d(Lx)e(Fj), d(Lx)e(Fj)](x))
〉

= −1

2
〈N(π(x)), [Adx(Fi), Adx(Fj)](x))〉

= −1

2
〈[N(π(x), Adx(Fi)], Adx(Fj)〉

= −1

2

〈
adN(π(x)(Adx(Fi)), Adx(Fj)

〉
.

Notamos que

Adx(Fl) = d(R−1
x )xd(Lx)e(d(L

−1
x )x(Ẽl)

= d(R−1
x )x(Ẽl)
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e então, se l = i,

Adx(Fl) = Adx(Fi) = Γz(Ei).

Temos então 〈
∇̃Ẽi

η̃(x), Ẽj(x)
〉

= −1

2

〈
adN(π(x)(Γz(Ei)), Adx(Fj)

〉
.

Além disso,

{Adx(Fj)} = {d(R−1
x )x(Ẽj)}, j = n+ 1, ..., n+ k

é base ortonormal de H. Segue, em particular, que

〈
∇̃Ẽi

η̃(x), Ẽj(x)
〉

= −
√

2

2

〈
Bi

z(Ei), d(R
−1
x )x(Ẽj)

〉
e portanto ∑

i, j

〈
∇̃Ẽi

η̃(x), Ẽj(x)
〉2

=
1

2
||Bi

z||2,

sendo que no somatório i varia em {1, ..., n} e j em {n+ 1, ..., n+ k}. Logo,

||B̃(x)||2 =
n+k∑
i,j=1

〈
∇̃Ẽi

η̃(x), Ẽj(x)
〉2

=
n∑

i,j=1

〈
∇̃Ẽi

η̃(x), Ẽj(x)
〉2

+
n+k∑

i,j=n+1

〈
∇̃Ẽi

η̃(x), Ẽj(x)
〉2

+2
∑
i, j

〈
∇̃Ẽi

η̃(x), Ẽj(x)
〉2

= ||B||2 + ||Bi||2,

onde no último somatório i varia em {1, ..., n} e j em {n+1, ..., n+k}, o que conclui

a demonstração.

Lembremos que o tensor de Ricci de G é dado por

Ric(u, v) = trace(X 7→ R̃(u,X)v)

=
n+k+1∑

i=1

〈
R̃(u,Ej)v, Ej

〉
,
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onde {Ej} é uma base ortonormal dos vetores tangentes de G. A curvatura de Ricci

de G na direção de u é Ric(u) = Ric(u, u).

Vamos obter agora a fórmula que relaciona o Laplaciano da aplicação N com a

geometria da hipersuperf́ıcie M.

Teorema 3.3 Seja M uma hipersuperf́ıcie orientável de G/H, e seja N : M → Sn+k

a aplicação de Gauss de M. Então,

∆N(z) = −nΓz(gradH(z))−
(
‖B‖2 +

∥∥Bi
∥∥2

+ (n+ k) Ric
(
l−1
x (η(z))

))
N(z)

(3.3)

para todo z ∈ M e x ∈ π−1(z), onde η é um campo unitário normal a M e

Ric (l−1
x (η(z))) é a curvatura de Ricci de G na direção de l−1

x (η(z)).

Demonstração. Seja como antes η̃ = l−1
x (η). Já demonstramos que η̃ é um

campo unitário normal a M̃ = π−1(M). Seja

Ñ : M̃ → Sn+k

a aplicação de Gauss de M̃, isto é,

Ñ(x) = d(R−1
x )x(η̃(x)).

Observamos, primeiramente, que se z = π(x),

∆MN (z) = ∆M̃Ñ (x). (3.4)

De fato, temos que

N(z) = Ñ(x).

Então, se ei, i = 1. ..., n+ k + 1, é uma base ortonormal de G, escrevendo

N (z) =
n+k+1∑

i=1

ni(z)ei

e

Ñ(x) =
n+k+1∑

i=1

ñi(x)ei
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temos ñi(x) = ni(z) = (ni ◦ π)(x), onde x ∈ π−1(z). Pelo Lema 3.1, temos

∆M̃ ñi (x) = (∆Mni) ◦ π (x)

= ∆Mni (z),

provando (3.4). Segue pelo Teorema 1 de [EFFR] que

∆M̃Ñ(x) = − (n+ k) d
(
R−1

x

)
x

(
grad H̃(x)

)
−
(
||B̃||2 + (n+ k) Ric(η̃(x))

)
Ñ(x)

e então, aplicando o Lema 3.2, obtemos

∆N (z) = − (n+ k) d
(
R−1

x

)
x

(
n

n+ k
l−1
x (gradH (z))

)
−
(
||B̃||2 + (n+ k) Ric(η̃(x))

)
N(z)

= −nΓz(gradH(z))−
(
‖B‖2 +

∥∥Bi
∥∥2

+ (n+ k) Ric(l−1
x (η(z)))

)
N(z)

como queŕıamos.

O Teorema 3.3 tem a seguinte aplicação à teoria das hipersuperf́ıcies de curvatura

média constante:

Corolário 3.4 Seja M uma hipersuperf́ıcie orientável em G/H e N : M → G a

aplicação de Gauss de M. Então as seguintes alternativas são equivalentes:

(i) M tem curvatura média constante

(ii) N : Mn → Sn+k é harmônica

(iii) N satisfaz a equação

∆N (z) = −
(
||B||2 + ||Bi||2 + (n+ k) Ric(l−1

x (η(z)))
)
N(z). (3.5)

Nos casos mais comuns G tem curvatura de Ricci constante, fato que ocorre se

a forma de Cartan-Killing de G é negativa definida, como mostramos abaixo. A

forma de Cartan-Killing é negativa definida, por exemplo, quando G é compacto e

tem centro finito.
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Lema 3.5 Suponhamos que a forma de Cartan-Killing de G é negativa definida.

Então, qualquer métrica bi-invariante 〈 , 〉 satisfaz

Ric (u, v) =
1

4
〈u, v〉

onde u e v são vetores tangentes em G. Em particular, G tem curvatura de Ricci

constante Ric = 1/4.

Demonstração. Consideremos a forma de Cartan-Killing B sobre a álgebra de

Lie G, isto é,

B(u, v) = tr (adu ◦ adv) , u, v ∈ G

a qual supomos negativa definida. Consideremos qualquer métrica bi-invariante 〈 , 〉
em G e seja Ej, j = 1, ..., n+k+1 base ortonormal de G com em relação à tal métrica.

Dados x ∈ G e u, v ∈ G, temos

Ric (u, v) =
n+k+1∑

j=1

〈R(u,Ej)v, Ej〉 =
1

4

n+k+1∑
j=1

〈[[u,Ej] , v] , Ej〉 (3.6)

= −1

4

n+k+1∑
j=1

〈[Ej, v] , [u,Ej]〉 =
1

4

n+k+1∑
j=1

〈[Ej, v] , [Ej, u]〉

=
1

4

n+k+1∑
j=1

〈
adEj

(v), adEj
(u)
〉

= −1

4

n+k+1∑
j=1

〈(
adEj

)2
(v), u

〉
= −1

4

〈
n+k+1∑

j=1

(
adEj

)2
(v), u

〉
,

onde na terceira e sexta igualdades usamos que adX é anti-simétrica com relação a

〈 , 〉 , isto é,

〈adX(u), v〉 = −〈adX(v), u〉 .

Considerando a transformação linear simétrica

T :=
n+k+1∑

j=1

(
adEj

)2
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obtemos, para todo u, v ∈ G

〈T (u), v〉 =

〈
n+k+1∑

j=1

(
adEj

)2
(u), v

〉
= −

n+k+1∑
j=1

〈
adEj

(u), adEj
(v)
〉

= −
n+k+1∑

j=1

〈adu(Ej), adv(Ej)〉 =
n+k+1∑

j=1

〈Ej, adu ◦ adv(Ej)〉

= tr( adu ◦ adv) = B(u, v).

Agora, sendo −B positiva definda, considerando uma base ui de G, i = 1, ..., n+k+1,

ortonormal com relação a −B, obtemos 〈T (ui), uj〉 = −δij e dáı T = −I, onde I

denota a idetidade em G. Segue de (3.6) que

Ric (u, v) =
1

4
〈u, v〉 ,

como queŕıamos.

Segue então do Teorema 3.3 e do lema precedente:

Corolário 3.6 Nas mesmas hipóteses do Teorema 3.3, suponhamos também que a

forma de Cartan-Killing de G seja negativa definida. Então

∆N(z) = −nΓz(gradH(z))−
(
‖B‖2 +

∥∥Bi
∥∥2

+
1

4
(n+ k)

)
N(z).

3.2 Formas quadráticas holomorfas e curvatura

média

Consideremos agora dim (G/H) = 3. Para uma aplicação interessante do Corolário

3.4 vamos associar uma forma quadrática à derivada da aplicação N .

Seja z ∈M, temos

dNz : TzM → TN(z)Sn+k = {N(z)}⊥ ⊂ G.
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Definição 3.7 Dado z ∈M, temos definida a forma bilinear

N∗ (〈 , 〉) : TzM × TzM → R

N∗ (〈 , 〉) (u, v) = 〈dNz(u), dNz(v)〉 .

e sua extensão bilinear a C

σ : TzM
C × TzM

C → C

σ(u+ iv, z + iw) = 〈dNz(u), dNz(z)〉 − 〈dNz(v), dNz(w)〉

+ (〈dNz(u), dNz(w)〉+ 〈dNz(v), dNz(z)〉) i

onde TzM
C = {u+ iv : u, v ∈ TzM} é o complexificado de TzM .

Demonstração. Consideremos a forma quadrática associada a N∗ (〈 , 〉)

(N∗)2,0 (〈 , 〉) : TzM → R

N∗ (〈 , 〉) (u )

= 〈dNz(u), dNz(u)〉

e sua extensão a C

(N∗)2,0 : TzM
C → C

(N∗)2,0(u+ iv) = 〈dNz(u), dNz(u)〉 − 〈dNz(v), dNz(v)〉

+ (〈dNz(u), dNz(v)〉+ 〈dNz(v), dNz(u)〉) i

= |dNz(u)|2 − |dNz(v)|2 + 2i 〈dNz(u), dNz(v)〉 .

Provamos no Corolário 3.4 que N é harmônica se, e somente se M tem curvatura

média constante. Temos então, para o caso dim (G/H) = 3 (ver §10 de [EL]):

Teorema 3.8 Seja M uma superf́ıcie de Riemann orientável imersa conformemente

em G/H. Então M tem curvatura média constante se, e somente se, (N∗)2,0 é forma

quadrática holomorfa.
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Caṕıtulo 4

A imagem pela aplicação de Gauss

de hipersuperf́ıcies de curvatura

média constante

Vejamos novamente a definição de (1/2l)-esfera mencionada na introdução. Um

subespaço de co-dimensão um da álgebra de Lie G separa-a em duas componentes

conexas; o fecho de qualquer dessas componentes é chamado um semi-espaço de G
e sua intersecção com Sn+k é uma semi-esfera, denotada por Sn+k

+ . Dado l ∈ N,
uma (1/2l)− esfera Sn+k,l de Sn+k é a interseçção de l semi-esferas linearmente

independentes (Sn+k
1 )+, ..., (Sn+k

l )+, de Sn+k (semi-esferas linearmente independentes

significa aqui que os vetores normais aos semi-espaços ∂(Sn+k
i )+ são linearmente

independentes).

O próximo resultado é uma extensão do Corolário 3 de [EFFR]. Continuamos

usando as mesmas notações do caṕıtulo anterior.

Teorema 4.1 Seja M uma hipersuperf́ıcie compacta de curvatura média constante

de G/H e N : M → Sn+k a aplicação de Gauss de M. Suponhamos que ou M não

é totalmente geodésica ou ||Bi|| > 0 ou Ric > 0. Dado l ∈ N, seja

Sn+k,l =
l⋂

i=1

(Sn+k
i )+

uma (1/2l)− esfera de Sn+k. Então, as seguintes alternativas são equivalentes:
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i)

N(M) ⊂ Sn+k,l

ii)

N(M) ⊂
l⋂

i=1

∂
(
Sn+k

i

)
+

iii)

K := ger


(

l⋂
i=1

∂
(
Sn+k

i

)
+

)⊥
é subálgebra de Lie de G e M é invariante pelo subgrupo de Lie K de G cuja álgebra

de Lie é K.

Demonstração. Primeiramente vamos provar que (i) implica (ii). Dado i, temos

N(M) ⊂ Hi, onde Hi é o semi-espaço de G tal que
(
Sn+k

i

)
+

= Hi ∩ Sn+k. Então,

existe v ∈ Sn+k ortogonal a ∂Hi tal que

〈N(z), v〉 ≤ 0

para todo z ∈M . Usando (3.5), e considerando que Ric ≥ 0, obtemos

∆ 〈N, v〉 = 〈∆N, v〉 = −
(
‖B‖2 + ||Bi||+ (n+ k) Ric(l−1

x (η(z)))
)
〈N(z), v〉 ≥ 0

e então 〈N, v〉 é uma função subharmônica definida na variedade compacta M. Segue

que 〈N, v〉 é constante e então ∆ 〈N, v〉 = 0. Portanto, sendo ou ||B|| > 0, ou

||Bi|| > 0, ou Ric(l−1
x (η(z))) > 0, temos 〈N, v〉 = 0 e dáı N(M) ⊂ ∂Hi, o que

prova a implicação (i) → (ii). A implicação (iii) → (ii) segue da Proposição 2.7 e a

implicação (ii) → (i) é óbvia.

Observação 4.2 Se M é totalmente geodésica, ||Bi|| = 0, e Ric(l−1
x (η(z))) = 0, o

teorema é falso. Planos em R3 são contra-exemplos para o teorema.

Corolário 4.3 Seja M uma hipersuperf́ıcie compacta de curvatura média constante

de G/H e N : M → Sn+k a aplicação de Gauss de M. Suponhamos que ou M não é
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totalmente geodésica ou ||Bi|| > 0 ou Ric > 0. Seja Sn+k
l uma (1/2l)-esfera de Sn+k.

Suponhamos ademais que l ≥ n e

N(M) ⊂ Sn+k
l .

Então M é subvariedade extrinsecamente homogênea de G/H ( dim(G/H) = n+1).

Para investigar se uma hipersuperf́ıcie compacta de curvatura média constante

M é invariante por um dado subgrupo de Lie de isometrias podemos fazer uso do

seguinte resultado:

Corolário 4.4 Seja M hipersuperf́ıcie compacta de curvatura média constante de

G/H e N : M → Sn+k a aplicação de Gauss de M. Suponhamos que ou M não é

totalmente geodésica ou ||Bi|| > 0, ou Ric > 0. Seja K um subgrupo de Lie de G de

dimensão l e K a álgebra de Lie de K. Seja M o complemento ortogonal de K em

G. Sejam
(
Sn+k

1

)
+
, ...,

(
Sn+k

l

)
+
l semi-esferas de Sn+k tais que M∩Sn+k ⊂

(
Sn+k

i

)
+
,

i = 1, ..., l, isto é,

M∩ Sn+k =
l⋂

i=1

∂
(
Sn+k

i

)
+

.

Então temos: M é K-invariante se e somente se

N(M) ⊂
l⋂

i=1

(
Sn+k

i

)
+

.

Corolário 4.5 Suponhamos que G/H é uma variedade homogênea a dois pontos

(com G = ISO(G/H)). Seja M hipersuperf́ıcie compacta de curvatura média cons-

tante de G/H e N : M → Sn+k a aplicação de Gauss de M. Seja M o complemento

ortogonal da álgebra de Lie H de H em G. Sejam
(
Sn+k

1

)
+
, ...,

(
Sn+k

l

)
+
l semi-esferas

de Sn+k tais que M∩Sn+k ⊂
(
Sn+k

i

)
+
, i = 1, ..., l. Então

N(M) ⊂
l⋂

i=1

(
Sn+k

i

)
+

se e somente se M é uma esfera geodésica.

Demonstração. É suficiente observar que em um espaço homogêneo a dois pontos
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o subgrupo de isotropia H de G age transitivamente nas esferas geodésicas do espaço

e então aplicar o Corolário 4.4.

O próximo resultado é a extensão do Teorema de Hoffman-Osserman-Schoen para

as variedades homogêneas munidas de métrica homogênea para o caso de superf́ıcies

completas.

Teorema 4.6 Suponhamos que dim (G/H) = 3. Seja M superf́ıcie completa de cur-

vatura média constante de G/H e N : M → S2+k a aplicação de Gauss de M. Su-

ponhamos que ou Ric > 0 ou ||Bi|| > 0 ou M não é totalmente geodésica. Então

N(M) está contida em um hemisfério da esfera unitária em G se e somente se M é

invariante por um subgrupo a um parâmetro de isometrias de G/H.

Demonstração. Se M é invariante por um subgrupo a um parâmetro de isometrias

de G/H determinado por X ∈ G então N(M) está contido em um hemisfério cujo

hiperplano do bordo é ortogonal a X. A outra implicação segue do Corolário 2 de

[FR], pois dado w ∈ N(M)⊥, ζ(w) é campo de Killing de G/H tal que

f(z) := 〈ζ(w)(z), η(z)〉

não muda de sinal em M ; entretanto, por completude, vamos dar os detalhes da

demonstração. Primeiro observamos que a demonstração é de fato, essencialmente,

a mesma que a do Teorema 1 de [HOS]. Seja (M̂, π) o recobrimento universal de M.

Suponhamos que M̂ é o disco e vamos considerar f ≤ 0. Então, notando que

f(z) = 〈w,N(z)〉

obtemos de (3.5)

∆f = 〈w,∆N〉 (4.1)

= −(‖B‖2 +
∥∥Bi

∥∥2
+ (n+ k) Ric(l−1

x (η(z))))f ≥ 0

e então f é subharmônica. Portanto, se f = 0 em algum ponto de M então, pelo

prinćıpio do máximo, f ≡ 0 e dáı M é invariante por ζ(w). Mas não é dif́ıcil ver que

isto implica M homeomorfa ao cilindro, toro ou uma esfera e então não é recoberta
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pelo disco, uma contradição. Então f < 0. Observamos que, pela equação de Gauss,

||B||2 = 4H2 − 2(K − K̃) (4.2)

onde K é a curvatura de Gauss de M e K̃ a curvatura seccional de G/H no plano

tangente de M. Da segunda igualdade em (4.1) e de (4.2) obtemos

∆f − 2Kf + (
∥∥Bi

∥∥2
+ (n+ k) Ric(l−1

x (η(z))) + 2K̃ + 4H2)f = 0. (4.3)

Entretanto (4.3) contradiz o Corolário 3 de [FS] o qual estabelece que quando K é a

curvatura de Gauss de uma métrica conforme completa no disco unitário não existe

solução negativa da equação (4.3) se

∥∥Bi
∥∥2

+ (n+ k) Ric(l−1
x (η(z))) + 2K̃ + 4H2 ≥ 0

(observamos que K̃ ≥ 0 e Ric ≥ 0). Segue então que M̂ é a esfera ou o plano,

provando a afirmação estabelecida acima. Temos então que f ◦ π é subharmônica e

limitada em R2; portanto f ◦ π e então f é constante. Assim ∆f = 0 e dáı

(‖B‖2 +
∥∥Bi

∥∥2
+ (n+ k) Ric(l−1

x (η(z))))f = 0.

A conclusão da demonstração é agora imediata.

Uma aplicação do teorema precedente no caso especial

S3 =
SO(4)

S0(3)

dá o seguinte resultado. Lembramos que a álgebra Lie so(4) de SO(4) é dada pelas

matrizes 4 × 4 Z satisfazendo Zt = −Z. Podemos considerar em so(4) a forma de

Cartan-Killing

〈X, Y 〉 =
1

4
tr(XY t)

X, Y ∈ so(4), porém o resultado é independente da métrica bi-invariante considera-

da.

Dado α ∈ R, seja {φα
t }t∈R o subgrupo a um parâmetro de isometrias de S3
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definido por

φα
t =


cos t sin t 0 0

− sin t cos t 0 0

0 0 cosαt sinαt

0 0 − sinαt cosαt

 .

Corolário 4.7 Seja M superf́ıcie orientável completa imersa com curvatura média

constante em S3 = SO(4)/SO(3) com aplicação de Gauss N : M → S5. Então

N(M) ⊂ S5
+ se, e somente se, a menos de isometria de S3, M é φa

t - invariante para

algum α ∈ R.

Demonstração. Uma direção é óbvia. Para a outra, observamos que o Teorema

4.6 implica M invariante por um subgrupo φt de isometrias de S3 o qual pode ser

escrito como

φt = exp(tX)

para algum vetor não-nulo X ∈ so(4). Pelo Teorema do toro maximal, existem

δ, ε ∈ R e g ∈ SO(4) tais que

AdgX =


0 δ 0 0

−δ 0 0 0

0 0 0 ε

0 0 −ε 0

 .

Sem perda de generalidade, podemos supor que δ 6= 0 e então que a subálgebra de

Lie gerada por AdgX é a mesma que a gerada por

Xα =


0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 α

0 0 −α 0

 , (4.4)

cujo subgrupo de Lie associado é φα
t . Segue que M é congruente a g(M) e g(M) é

φα
t -invariante, como queŕıamos.
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Lembremos que a superf́ıcie T de S3 dada por

T =

{
(x, y, z, w) : x2 + y2 =

1

2
e z2 + w2 =

1

2

}
é chamada toro de Clifford. Pode-se mostrar que o toro de Clifford é superf́ıcie

mı́nima de S3. Uma questão aberta no estudo das superf́ıcies mı́nimas na esfera S3

é a existência ou não de toros mı́nimos mergulhados em S3 além do toro de Clifford.

B. Lawson conjecturou que a resposta é não. Podemos aplicar o corolário acima

para obter a seguinte caracterização do toro de Clifford bem como das superf́ıcies

de revolução.

Observamos que φ0
t é um subgrupo a um parâmetro rotacional de isometrias de

S3 e que φ1
t é a ação de Hopf. Dado α ∈ R, denotamos por S5

α a semi-esfera de S5

em so(4) cujo bordo é ortogonal a Xα.

Corolário 4.8 Seja M superf́ıcie orientável completa imersa com curvatura média

constante em S3 = SO(4)/SO(3) e seja N : M → S5 a aplicação de Gauss de M.

Então:

a) se, a menos de isometria de S3, N(M) ⊂ S5
1, então M é um toro de Clifford

b) se, a menos de isometria de S3, N(M) ⊂ S5
0, então M é superf́ıcie de revolução.

Para a prova do item a) do corolário precedente usamos o fato que uma superf́ıcie

completa de curvatura média constante em S3 invariante pela ação de Hopf é um

toro de Clifford. Isso não é dif́ıcil de provar usando um argumento da chamada

geometria equivariante (ver a demonstração do Teorema 4 de [EFFR]).

Observação 4.9 Uma breve descrição das superf́ıcies de revolução com cmc em S3

é dada em [FR].

Finalmente, temos o seguinte critério de estabilidade para domı́nios (ver refe-

rências [BdoC1], [BdoC2] e [FS] para o conceito e principais fatos sobre estabilidade

em hipersuperf́ıcies).

Teorema 4.10 Suponhamos dim (G/H) = 3 e seja M superf́ıcie de curvatura média

constante em G/H. Seja D ⊂ M um domı́nio tal que D ⊂ int(M ), onde denota
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o interior de M. Se N(D), a imagem esférica de D, está contida num hemisfério

aberto da esfera unitária em G, então D é estável.

Demonstração. Pelo Corolário 3.4 temos

∆Nj(z) = −
(
||B||2 + ||Bi||2 + (n+ k) Ric(l−1

x (η(z)))
)
Nj(z), j = 1, 2, 3

onde N = N1e1+N2e2+N3e3, sendo {e1, e2, e3} base ortomormal de G. Como N(D)

está contida num hemisfério podemos supor que N1 |D > 0. Então, pelo Corolário 1

de [FS], λ1(D) ≥ 0 onde λ1(D) é o primeiro autovalor do operador Laplaciano sobre

D. Vamos mostrar que λ1(D) > 0. Como D ⊂ int(M ) existe um domı́nio D′ ⊂ M

tal que D ⊂ D′, D′\D 6= φ e N1 |D′ > 0. Novamente pelo Corolário 1 de [FS],

λ1(D
′) ≥ 0. Mas, pelo Lema de [FS], λ1(D

′) < λ1(D) e então λ1(D) > 0, provando

o teorema.
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