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Resumo

Nesta tese definimos a aplicagao de Gauss de uma hipersurficie orientada
imersa em uma variedade homogénea munida de uma métrica Riemanniana inva-
riante. Nosso principal objetivo é estender para este contexto alguns resultados
conhecidos sobre a aplicacao de Gauss de uma hipersuperficie de curvatura média
constante do espaco Euclidiano, como o teorema de Ruh-Vilm que relaciona a har-
monicidade da aplicacao de Gauss e a constancia da curvatura média, o teorema de
Hoffman-Osserman-Schoen o qual caracteriza o plano e o cilindro como as tnicas
superficies completas de curvatura média constante cujas imagens pela aplicacao de

Gauss estao contidas em um hemisfério da esfera.

Abstract

In this thesis we define a Gauss map of an orientable hypersurface in a
homogeneous manifold with an invariant Riemannian metric. Our main objective
is to extend to this setting some results on the Gauss map of a constant mean
curvature hypersurface of an Euclidean space, as Ruh-Vilm’s theorem relating the
harmonicity of the Gauss map and the constancy of the mean curvature, Hoffman-
Osserman-Schoen’s theorem characterizing the plane and the circular cylinder as the
only complete constant mean curvature surfaces whose Gauss image is contained in

a hemisphere of the sphere.
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Introducao

Um dos resultados mais interessantes da teoria das hipersuperficies de curva-
tura média constante no espago Euclidiano, devido a Ruh-Vilms ([RV]), estabelece
que uma hipersuperficie deste espaco tem curvatura média constante se, e somen-
te se, a aplicacao de Gauss da hipersuperficie é harmonica. Muitas investigacoes
tém sido feitas procurando obter-se um resultado similar a este para hipersuperfices
de curvatura média constante em espagos mais gerais, notadamente nos espacos
simplesmente conexos de curvatura seccional constante, e, de fato, muito tem sido
obtido, mas quase que somente em espacos de curvatura nao positiva, principal-
mente no espago hiperbdlico. Nao temos conhecimento de resultados similares em
espagos de curvatura positiva, mesmo em esferas (estamos nos referindo a resultados
envolvendo extensoes da aplicacao de Gauss, ja que resultados de outro tipo, mas
bastante relacionados ao tema acima, existem muitos (veja, por exemplo, [AKMU])).

Nesta tese trabalhamos no problema acima citado, ou seja, o de estender a
definicao de aplicagao de Gauss para hipersuperficies de espacos mais gerais e de es-
tabelecer uma equivaléncia entre a harmonicidade desta aplicacao e a constancia da
curvatura média da hipersuperficie. Obtivemos entao uma extensao do teorema de
Ruh-Vilms para o caso em que o espago ambiente é uma variedade homogénea mu-
nida de uma métrica Riemanniana invariante, dita métrica homogénea. Pudemos
entao obter, a partir deste teorema, diversos resultados novos sobre as hipersu-
perficies de curvatura média constante. Entre eles, obtivemos uma extensao de um
resultado conhecido de Hoffman-Osserman-Schoen ( enunciamos abaixo tal resulta-
do.)

A seguir enunciamos os teoremas que foram estendidos na tese:

a) Teorema de Ruh-Vilms: Uma hipersuperficie em R" tem curvatura média

constante se e somente se a aplicagaode Gauss da hipersuperficie ¢ harmonica.

vil



b) Teorema de Hoffman-Osserman-Schoen: Se a imagem da aplicacao de Gauss
de uma superficie completa de curvatura média constante em R? estd contida num

hemisfério fechado da esfera, a superficie é um plano ou um cilindro circular.

O primeiro dos teoremas acima é demonstrado em [RV] (Teorema e Corolario 1
de [RV]). O Teorema de Hoffman-Osserman-Schoen é dado em [HOS]. Uma gene-
ralizacao deses teoremas para o caso de hipersuperficies de grupos de Lie munidos

de métrica bi-invariante foi obtida recentemente em [EFFR].

Vamos apresentar agora uma breve descricao da tese. Nas preliminares intro-
duzimos as notagoes e estabelecemos os resultados basicos utilizados, quais sejam,
submersoes Riemannianas, variedades homogéneas e acoes de grupos de Lie em va-
riedades. Vejamos algumas dessas notagoes. Sejam G um grupo de Lie munido
de métrica bi-invariante, H um subgrupo de Lie de G. Suponhamos dimH = k e
dimG = n+ k + 1. No quociente de classes residuais a esquerda G/H vamos con-
siderar uma métrica Riemanniana de tal modo que a projegao 7 : G — G/H seja
uma submersao Riemanniana. Denotamos por G a algebra de Lie de G, por ‘H a
algebra de Lie de H, e por S"* a esfera unitaria centrada na origem de G. Ainda,
denotamos por M uma hipersuperficie orientédvel em G/H orientada por um campo

normal unitario 7.

No Capitulo 2, introduzimos a aplicacdo de Gauss N : M — S de M.
Essa aplicacao é definida tomando-se o levantamento horizontal 77 de n para G
seguido pela translacao a direita de 7) para o elemento identidade de G, isto é,
a translagdo a direita de 17 para G. Observamos que para o espago Fuclidiano,
considerando G = R" e H = {e}, N coincide com a aplicacao de Gauss usual de M.
Mais geralmente, N coincide com a aplicagao de Gauss definida nos artigos [R1] e
[EFFR]| para hipersuperficies de um grupo de Lie G munido de métrica invariante

a esquerda (novamente, tomando H = {e}).

No terceiro capitulo estudamos a aplicacao N em hipersuperficies imersas com
curvatura média constante em G/H. O principal resultado obtido é a extensao do
Teorema de Ruh-Vilms citado acima cuja demonstracao é conseqiiencia imediata da

seguinte formula para o Laplaciano da aplicacao N:
il12 . _
AN(z) = =nTx(grad H(z)) — (IBI” + | B + (0 + k) Rie (1, (n(=)) ) N(z) (1)
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onde H ¢ a curvatura média de M e B é a segunda forma fundamental de M (damos
a definicao de T', no Capitulo 2, e a de B® no Capitulo 3). Observamos que (1) é

uma extensao da formula
AN = —grad H — || B|]>N. (2)

vélida para o caso Euclidiano (ver [RV]).

Como uma aplicacao da extensao do Teorema de Ruh-Vilms, para o caso em
que G/H tem dimensdo 3, obtivemos uma caracterizacao das superficies de curva-
tura média constante imersas conformemente em G/H em termos de uma forma

quadratica associada a derivada da aplicagao N.

No Capitulo 4 estudamos a imagem pela aplicagao de Gauss de hipersuperficies
de curvatura média constante em G/H. Uma extensdo do teorema de Hoffman-
Osserman-Schoen é obtida (Teorema 4.6). Para os demais resultados vamos preci-
sar da seguinte definicao. Um subespaco vetorial de co-dimensao 1 de G separa G
em duas componentes conexas; o fecho de qualquer dessas componentes é chamado
um semi-espaco de G e a intersecio destes com S"t* é uma semi-esfera, denota-
da por S"™*. Dado I € N, uma (1/2))— esfera S"**! de S"** ¢ a intersegio de
| semi-esferas linearmente independentes (S7™),, ..., (S%), de S"** (isto §, os
vetores normais aos semi-espacos contendo 9(S!*), sdo linearmente independen-
tes). Demonstramos o seguinte teorema o qual generaliza parcialmente o teorema

de Hoffman-Osserman-Schoen:

Teorema: Seja M hipersuperficie compacta de curvatura média constante de
G/H e N : M — S"** q aplicagdo de Gauss de M. Suponhamos que ou M nao é
totalmente geodésica ou ||B*|| > 0 ( damos no Capitulo 2 a defini¢ao de B*) ou que

a curvatura de Ricci de G € positiva. Dado | € N, seja

l
Sn—i—k,l _ m(S;H_k)-I—

=1

uma (1/2Y)— esfera S"T*. As sequintes alternativas sao equivalentes:

i)
N(M) C Sn+k,l
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iii)
. i
K := ger (ﬂ 0 (S?+k)+>
i=1

¢ uma subalgebra de Lie de G e M ¢ invariante pelo subgrupo de Lie K de G cuja
dalgebra de Lie € K.

Segue do resultado acima que quando [ > n, M é variedade extrinsecamente
homogenénea (isto é, existe um subgrupo de Lie de isometrias de G/H agindo tran-
sitivamente em M). Se M é somente completa entdao um resultado similar acontece
quando dim(G/H) = 3. Para mencionar uma aplicacdo mais explicita vamos con-
siderar uma superficie completa, orientavel imersa com curvatura média constante

em S? = SO(4)/S0O(3) e suponhamos que a imagem da aplicagao de Gauss
N:M —S°C so(4)

estd contida em um hemisfério S%. de S°. Segue-se dos resultados desta tese que,
a menos de isometria de S, M ¢é invariante por um subgrupo a um parametro de

isometrias {¢f }icr de S da forma

cost sint 0 0

o | —sint cost 0 0
o = 0 0 cosat sinat
0 0 —sinat cosat

para algum o € R. Em particular, se « = 1 entao M ¢ invariante pela acao de
Hopf de S? e é possivel provar que M ¢é um toro de Clifford. Se o = 0 entao M é
uma superficie de revolugao em S* (superficies de revolucio com curvatura média
constante sao descritos explicitamente em um sistema de coordenadas especial, ver
[FR] ou [R3]).

Finalmente, demonstramos nesse capitulo o seguinte critério de estabilidade para

dominios: Se D é um dominio de uma supeficie M de curvatura média constante em



G/H (dim (G/H) = 3) tal que N (D) esté contido em um semi-espago de G, entao

D é estével.
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Capitulo 1

Preliminares

Inicialmente vamos fixar algumas notagoes. Sejam Gum grupo de Lie cone-
xo0 munido de uma métrica bi-invariante (, ) e V a conexdao Riemanniana em G

determinada por (, ). A algebra de Lie de G sera denotada G. Dado = € G, as

aplicagoes
L,,R,:G—-G
definidas por
La(y) = zy,
e
Ra(y) = yx

sao chamadas, respectivamente, translacao a esquerda e translacao a direita em G.

Observamos que tais aplicagoes sao difeomorfismos. Como usual,
exp: G —G
é a aplicagao exponencial de Lie. Dados g € G, e X € G, temos as aplicagoes
Adgy, adx : G — G

definidas por
Ady = d(R," o Ly).
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adx (Y) = [X,Y].

Observamos que
d
CldX(Y) = E{Adepr(Y>}t=07

e que Ad, ¢ isomorfismo de grupo de Lie e uma isometria.

Lembramos que se X, Y, Z sdo campos de vetores invariantes a esquerda (a

direita) de G, entao V e o tensor de curvatura R em G sao dados por

~ 1
VxY = S[X.Y]

R(X,Y)Z = %[[x, Y], Z].

Temos também a seguinte identidade ([X,Y], Z) = — ([Z, Y], X) . O tensor de Ricci
de G é dado por

Ric(u,v) = trace(X — R(u, X)v)
ntk+1

= Z (R(u, Ej)v, Ej)

i=1
onde {£;} é uma base ortonormal de vetores tangentes a G. A curvatura de Ricci
de G na dire¢do de u é Ric(u) = Ric(u, u).

O préximo teorema é o Corolario 3 de [FS].

Teorema 1.1 (Doris Fischer-Colbrie, Richard Schoen): Seja D o disco unitdrio
munido de uma métrica Riemanniana tal que D € variedade Riemanniana completa.
Seja K a curvatura Gaussiana de D. Se a > 1 e P € fun¢ao ndao-negativa, entao

nao eziste solugao positiva (equivalentemente negativa) g, em D, de
Ag—aKg+ Pg=0.

Vejamos os principais resultados sobre submersao Riemanniana, variedades ho-

mogéneas e acoes de grupos de Lie em variedades.
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1.1 Submersoes Riemannianas

Definicao 1.2 Sejam Mn+k, M™ variedades Riemannianas. Uma aplicagao sobre-

jetiva m : M — M é uma submersao Riemanniana se

1. Para todo xz € M, dr, : Txﬂn+k — Tr(eyM™ tem posto n.

2. Por 1), para todo z € M, 77!(2) é uma subvariedade de M. Dados z € M e

r € 7 1(z) tem-se que
l, :=dm, Ty(r-1(2)* - T, (W_l(z))J' — T.M

é uma isometria, onde T}, (7~'(2))" é o complemento ortogonal de T, (7~ 1(z))
em T, M.

As subvariedades 77%(z), com z € M, sdo chamadas fibras de M. Observamos

que para z € 7 (),

Se u € T, M, escrevemos

w=u"+u"

sendo que u® € T,m!(2) é chamada a componente vertical de u e u” € T, (71(2))" a
componente horizontal. Se o vetor u € T,7(2) ( respectivamente, u € T}, (7 1(2))")
ele é chamado vetor vertical (respectivamente, vetor horizontal). Um campo de ve-
tores X em M é dito vertical (respectivamente, horizontal) se X () é vetor vertical
(respectivamente, vetor horizontal) para todo x € M. Denotemos por X' (M) e por
X (M) os espacos de campos de vetores C* em M e em M. Dado X € X (M),
denotamos por X o campo vertical em M definido em z € M como a componente
vertical de X(z), e por X" o campo horizontal em M dado em x € M como a
componente horizontal de X (z).

Seja m : M — M submersao Riemanniana. Vejamos como se relacionam as
respectivas conexoes Riemannianas V, V de M e M. Sejam X,Y € X (M), con-
sideremos os campos X,Y € X(M) definidos por X(z) = ;XX (n(z))) Y (z) =

3



IZ4Y (n(2))), x € M e[, ] é o colchete de Lie de M. Entao

ViV () = 1, (VY (n(@) + 5 [, 7] (@)

(x) depende apenas de

| I
<

Para a prova ver [O]. Pode-se mostrar também que [)? Y

X(z),Y(z).

1.2 Variedades homogéneas

Sejam G um grupo de Lie, H um subgrupo de Lie compacto de G. Seja
G/H = {zH =L,(H) : x € G}

o conjunto das classes residuais a esquerda de H. Consideremos a aplicacao

dita projecao canodnica de G em G/H. A préxima proposigao estabelece que G/H é

uma variedade diferencidavel. A demonstragao pode ser vista em [F].

Proposicao 1.3 Na notagio acima, G/H tem uma unica estrutura de variedade

diferencidvel tal que
1. mé C,

2. Existem segoes locais diferenciaveis de G/H em G, isto é, se zH € G/H, existe
uma vizinhanca W de xzH e uma aplicacao diferencidvel 7 : W — G tal que

ToT =1idy.

Defini¢ao 1.4 Variedades da forma G/H como na proposi¢ao anterior sao chama-

das variedades homogéneas.

Consideremos agora G grupo de Lie munido de métrica bi-invariante (, ). Vamos

introduzir em uma variedade homogeénea G/H uma métrica Riemanniana, denotada
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também por (, ), induzida pela projegao canonica
G
™ : G— =

H
m(x) = zH

como segue. Dado 2z € G/H, seja z € m!(z). Definimos um produto interno (, )
em 7T,(G/H) de forma que

G
l, :=dm, Tt T, (7T_1(z))L — T, <ﬁ)

é uma isometria linear, onde T}, (7~(2))" é 0 complemento ortogonal de T}, (7~!(z))
em T, G. Temos que (, ), esta bem definida em 7, (G / H) e estabelece uma métrica

Riemanniana em G/H, dita métrica homogénea. Segue que

(u, v), = (" (W), I;'(v)),.

Observamos que a métrica homogénea em G /H torna a projecao 7 : G — G/H

uma submersao Riemanniana. Assim,
1r~ ~7v
Ve (@) = 7 (VY (n(@)) + 5 |X. V] (@) (1.1)

onde X,Y € X(G/H), ¢ X,Y € X(G) sao definidos por X(z) = I;1(X(x(z))),
Y(z) = I71(Y (x(x))), 2 € G e [, ] é o colchete de Lie de G.

1.3 Acoes de grupos de Lie em variedades

Uma maneira equivalente de abordar as variedades homogéneas é dada pela teoria

das acoes de grupos de Lie em variedades diferenciaveis.

Definicao 1.5 Seja M variedade diferenciavel, G um grupo de Lie. Uma acao de
G em M ¢é uma aplicagao C* ¢ : G x M — M satisfazendo

1. ¢¥(e, x) = x, para todo x € M, onde e é o elemento unidade de G,

2. Y (h, ¢ (g, x)) = (hg, x),para todo h, g € G, x € M.
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Vamos anotar simplesmente ¢ (g, ) = g.x. Se ¢ : G x M — M é uma agao de
G em M dizemos que G age em M.

Por exemplo, a aplicacao

v : GxG/H— G/H
Y(g, 2H) = (gz)H

é uma acao do grupo de Lie G na variedade homogénea G/H. Mais geralmente,

sendo K C G subgrupo de Lie de G, a aplicacao

o : KxG/H— G/H
¢ (k, zH) = (kx)H

é uma agao do grupo de Lie K na variedade homogénea G/H.
Um exemplo importante é a acao de Hopf. Sejam M = S?*! C R?"*2 4 esfera

unitaria, G = S', a acdo de Hopf é a aplicacio

Sl % S2n+1 s SZn-i-l

cosf senf 1
—senf cost To
(eie, :1:) — , 0eR.
cosf senf Toni1
—senf cosf Tont2

Uma acao chama-se efetiva se g.x = x para todo x € M implica g = e. Uma
acao ¢ dita livre se g.x = x para algum x € M implica g = e. Uma acao é transitiva
se existe xog € M tal que

M ={gxo: g€ G}.

Neste caso, diz-se que G age transitivamente em M. Temos que uma agao € transitiva
se e somente se dados quaisquer z,, vo € M existe g € G tal que z; = gx,. Por

exemplo, a acdo de G em G/H, (g, zH) — (gz)H, é transitiva.

Definigao 1.6 Sejam M variedade diferenciavel, G um grupo de Liece v : GXx M —
M uma acao de G em M. Dado x € M definem-se



1. A érbita de z
Gz ={gzr: g € G}.

2. O subgrupo de isotropia de x

G, ={9€G:gx=1x}.

Observamos que uma acao ¥ : G x M — M é transitiva se e somente se todas
as Orbitas Gz coincidem com M.
A préxima proposicao relaciona acoes de grupos de Lie em variedades com as

variedades homogéneas.

Proposicao 1.7 Sejam M wariedade diferencidavel, G um grupo de Lie e ¢ : G X
M — M uma agao transitiva de G em M. Entdo M ¢é difeomorfa a G/H, onde H

¢ o subgrupo de isotropia de algum (qualquer) x em M.

Consideremos, agora, M uma variedade Riemanniana. Seja ISO(M) o grupo de
isometrias de M. Temos que ISO(M) é um grupo de Lie. Se a acao de ISO(M) em
M dada por

ISOM)x M — M
(9.9) = g(x)
é transitiva dizemos que M é variedade Riemanniana homogeénea.
Para a variedade homogénea G /H munida da métrica homogénea a agao de G em
G/H dada acima, (g, zH) — (gz)H, é uma agao transitiva por isometrias. Podemos,
entao, considerar G como um subgrupo de Lie do grupo de isometrias de G/H como

segue
g(xH)=(gz)H

ou
g(m(x))=m(Ra(g))- (1.2)
Também precisaremos do conceito de variedade homogénea a dois pontos.

Definicao 1.8 Sejam M uma variedade Riemanniana e d : M x M — R a distancia
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definida em M. M é dita homogénea a dois pontos se para quaisquer dois pares de

pontos py, p2 € M, q1,q2 € M satisfazendo d(py, p2) = d(q1, g2) existe uma isometria

g de M tal que g(p1) = ¢1 € g(p2) = ¢2.

1.4 Campos de Killing em G/H

Seja a variedade homogénea G/H munida da métrica homogénea (, ). Sendo que

podemos considerar, como vimos acima, G C ISO(G/H), qualquer vetor w € G

define em G/H um campo de Killing, o qual denotamos ¢(w), como

, z € G/H.

t=0

Cw)() = e i)

Agora, dado z € G/H e z € 7 !(2), temos, usando (1.2)

C)() = S exptu)(z)

t=0

- )

t=0

= %W(RI(GXP tw))

= dﬂ'x(d(Rm)e(w))a

t=0

isto é,
C(w)(z) = dmp(d(Ry)e(w)).

Pode-se demonstrar o seguinte

(1.3)

Lema 1.9 (: G — X(G/H), w — ((w), € um monomorfismo de dlgebras de Lie.



Capitulo 2

A aplicacao de Gauss de uma

hipersuperficie em G/H

Sejam G um grupo de Lie munido de uma métrica bi-invariante (,), H um
subgrupo de Lie compacto de G. Suponhamos dimH = k£ e dimG = n + k +
1. Inicialmente vamos introduzir uma “translacao” I' em G/H. Dado z € G/H,

definimos a aplicacao

G

dada por
La(u) = d(R,); (17 (), (2.1)

onde x € 771(2). A proposicao seguinte mostra que I', estd bem definida e preserva

a métrica.

Proposicao 2.1 A aplicagao T, estd bem definida, isto é, (2.1) nao depende de

xr € m1(2). Além disso, T, : T,(G/H) — G € linear e preserva a métrica.

Demonstragao. Consideremos x,y € 7 (z) e u € T.(G/H). Seja h € H tal
que z = yh. Temos obviamente que d(Ry),(T,m(z)) = T,m '(z) e, como R é
uma isometria, d(Rp),(T,m " (2)") = Tpm~"(2)*. Segue daf que d (Ry), (I, (u)) €
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(T,7~1(z))". Observando que

L (4 (R, (1 @) = d(xo R, ()
= dm, (I, (v) = u = dr, (15" (u)),

obtemos d (Ry,), (I, (v)) = I, (u). Logo,

d(Ry)," (I (u))

d(Ry-1), (d(Rp), (I, (u)))
d(R.1 0 Ry), (I, (u))
d

(Ry=1),, (1" (w)),

provando que I', estd bem definida. Além disso, I', é obviamente linear e, sendo [,

e R isometrias, ', preserva a métrica, o que conclui a demonstragao. .

Defini¢ao 2.2 Seja M hipersuperficie orientédvel de G/H. Seja n campo unitario
normal a M em G/H. Definimos a aplicacao de Gauss N de M

N:M"— S cT.G

por

Seja M = 7Y (M) (observe M pode néo ser conexo se H nao o for). Temos que
M é hipersuperficie orientavel de G. Dado o campo 7 unitario normal a M, seja 7 o

campo unitario em M definido por
(@) =1, (n(n(z)).

Lema 2.3 O campo n definido acima € unitdrio normal a M.

Demonstracao. De fato, sejam x € M, veET, Mez= m(x) € M. Como

T,M= (T, '(z)) &S
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onde

ScT;, (7T_1(z))L e
lo(5) = T-M,

segue que, se v € T, (),
(n(x), v), =0

porque 7(z) € (T, 7'(2))", ¢ se v € S, sendo [, uma isometria,

como queriamos. .
Consideremos agora a aplicagao normal de Gauss N de M em G em relacao ao

campo 7 normal & hipersuperficic M dado acima (ver [EFFR] ou [R1])

N:M%S”MCTeG
N(z) =d(R;"), (i(x)).

Temos

para todo z € M e para todo = € 7 !(z).

2.1 Uma familia de exemplos

Seja K C G subgrupo de Lie compacto e K sua édlgebra de Lie. Consideremos
a agdo de K em G/H por isometrias, k(zH) = (kx) H. Vamos supor que as érbitas
de K de dimensao maxima tém co-dimensao 1 em G/H.

Seja g € G tal que
My = K(gH) := {(kg) H |k € K}

¢ uma orbita de co-dimensao 1 de K. Entao M, é uma hipersuperficie mergulhada

compacta orientavel de G/H.
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Lema 2.4 O subespaco vetorial Adyy(H) + K tem co-dimensao 1 em G, para todo
k e K.

Demonstragao. Considere ]T/[/g =7 1(M,). Entao Mg ¢ uma hipersuperficie mer-

gulhada de G. Notemos que
M, = {kgh |k € K, h € H}

e segue que, dado x € Mg,

e entao

d(R;"),(To(M,)) = Ad.(H) + K (2.2)

¢ subespaco vetorial de codimensao 1 de G. Como um elemento genérico x de M, ¢

da forma x = kgh, temos
Ad,(H) = (Ady o Ad, o Ady)(H) = Adyy(H)

e dai
Adig(H) + K = d(R,;")(T(M,))

é subespaco vetorial de co-dimensao 1 de G, como queriamos.

Podemos demonstrar agora:
Proposigao 2.5 Seja Ny = N(gH), onde
N : My — S™*
¢ a aplicacao de Gauss de M,. Entao
N(kgH) = Ady(No),

para todo k € K.

Demonstracao. Seja 7 campo unitario normal a M, definindo a aplicacao de Gauss
N de M,. Dado z € M,, z = kgH, escolhemos = € M, = 7*(M), z = kgh (entao
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m(z) = z). Notemos entdao que I '(n(z)) é ortogonal a TI(ZT/[/Q) e dai, por definigao

N(kgH) = N(z) = d(R; ")z (15" (n(2)))

é ortogonal a

d(R;V)o(To(M,)) = Adyy(H) + K.

€T

Em particular, Ny = N(gH) ¢ ortogonal a Ad,(H) + K. Portanto, Ady(Ny) é orto-

gonal a

Ady(Ady(H) + K) = Adyy(H) + Ady(K)
= Adyy(H) + K

e temos que N(kgH) e Ady(Ny) sdo ambos ortogonais a Ady,(H) + K. Como, pelo
lema anterior,

dim(Adyy(H) + K) = dim G — 1

temos

N(2) = N(kgH) = +£Ady(Ny).

Por continuidade, sendo, em k = e, N(gH) = Ny = Ad.(Np), temos
N(kgH) = Ady(Ny).

como queriamos. .

Observacao 2.6 Vemos da demonstragao da Proposicao 2.5 que o vetor Ny dado
no enunciado pode ser determinado facilmente pela condigao de ser ortogonal ao
subespaco de co-dimensdo 1 Ad,(H) + K de G.

O proximo resultado caracteriza subgrupos do grupo de isometrias de uma hiper-
superficie de G/H em termos da aplicacao de Gauss. Esta proposigao é importante
para a caracterizacao das hipersuperficies de curvatura média constante dada no
Capitulo 4.

Proposicao 2.7 Seja M uma hipersuperficie orientavel de G/H e seja N : M — G
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a aplicagao de Gauss de M. Entao,
K:=NM*»={weg |(wv)=0, Yo N(M)}

¢ uma subalgebra de Lie de G e M € invariante pelo subgrupo de Lie de G cuja

dalgebra de Lie é IC. Em particular, se
dim K =n = dim(G/H) — 1,

M € uma subvariedade extrinsecamente homogenénea de G/H. Reciprocamente, se
M ¢ invariante por um subgrupo de Lie K de G, entao K C N(M)*, onde K € a
algebra de Lie de K.

Primeiramente, vamos provar um lema:

Lema 2.8 Se w € N(2)* entdo ((w)(z) € T.M.

Demonstragao. Se w € N(z)* entao

0= (w,N(2)) = (d(Ra)ew, I, (n(2)))
= (dmo(d(Rs)e)w, dro (1" (n(2)))) = (C(w)(2), n(2))

e dai, ((w)(z) € T.M. .
Demonstragao. (da Proposicao 2.7) Sejam v, w € N(M)*. Segue pelo Lema 2.8
que ¢(v) e ((w) sao campos de vetores em M e dai [((v),((w)] é campo de vetores
em M. Sendo ¢ um homomorfismo de dlgebras de Lie {([v, w]) = [¢(v), ((w)]. Entao,
dado z € M,
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Como z é arbitrério, [v, w] € N(M)*, provando que N(M)* é subdlgebra de Lie de
G. Agora, a prova de que M é invariante pelo subgrupo de Lie de G cuja algebra de
Lie é K decorre do fato de que ((w) é tangente a M para todo w € N(M)+ = K.
Reciprocamente, se M é K— invariante entao, dado w € K, segue que ((w) é campo

de vetores em M e dai ((v),n) =0 em M. Como acima,

0= (C(v),n) = (T=(¢(w)), T=(n)) = (w, N(2))

provando que K C N(M)*, como querfamos.
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Capitulo 3

A harmonicidade da aplicacao de

Gauss e a curvatura meédia

Nosso principal objetivo neste capitulo é estender o Teorema de Ruh-Vilms
para hipersuperficies de uma variedade homogénea munida com métrica homogénea.

Lembramos que em R™ o Teorema de Ruh-Vilms é um coroléario imediato da férmula:
AN = —grad H — || B||*N. (3.1)

Esta férmula foi estendida para hipersuperficies de um grupo de Lie em [EFFR]
e, mais geralmente, usando campos de Killing, para uma variedade Riemanniana
Killing paralelizaval (ver [FR]). Nosso objetivo agora é estender (3.1) para uma
variedade homogénea usando a aplicagao de Gauss definida aqui. Primeiramente,

vamos lembrar e provar alguns fatos basicos.

3.1 A extensao do Teorema de Ruh-Vilms

Sejam G, H e G/H como definidos no Capitulo 2 e seja M uma hipersuperficie
orientdvel imersa em G/H. Considere a aplicagao de Gauss N : M — S"** C G.
Seja

{e1, €2, oy €ngip1} CG
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base ortonormal de G, e escreva, para z € M,

n+k+1

N(z) := Z n;(z)e;.

i=1
O Laplaciano de N é definido por

n+k+1

AN = 2{: Z&nieh
i=1

onde An; é o Laplaciano usual da funcao n; : M — R na métrica de M induzida

pela imersao de M em G/H, e N é harmonica se e somente se
AgnseN = (AN)" =0,

onde ()" denota a projecéo ortogonal de G em T S™* (ver [ES]).

Vamos precisar do seguinte lema:

Lema 3.1 Seja M uma hipersuperficie em G/H e seja M = 71 (M). Seja f : M —

R uma funcao diferencidvel e considere

f=f om: M — R

Entao
Ayf=(Auf)or.

Demonstracao. Escolhemos xg € M e seja zo = m(xo). Seja {E;},i=1,...,n,
referencial geodésico em uma vizinhanga V' de 25 em M. Consideremos W = 7~ (V)

e definimos E em W, por

Ei(x) = ;Y (Ei(n(x)), i=1, ..., n.

Seja e;, i = n+ 1,...,n + k, base ortonormal de H e seja E campo invariante a

esquerda em G tal que E(e) = ¢;. Temos que

I

V@ilﬂ :ii[ﬁh,ﬁk]::o, t=n+1,..,n+k
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e que {E}fj{“ é base é base ortonormal de T,M para z € W.

Pela definicao de Laplaciano

n+k
Aﬁf(azo) = Z <€E grad f, EZ> :

i=1
Como

E(f)(x) = Ei(f o m)(x) = d (f o m), (Ei(x)) = dfn(e)(dma( Ei(x))

e, sendo dr,(Ey(z)) = 0 para i = n+ 1,...,n + k, temos dfw(x)(dm(ﬁi(x))) =0,

i=n+1,..,n+k Além disso, dr.(F;(x))) = E;(n(z)) para i = 1,...,n e entdo
E{(f)(z) = Ei(f)(x(z)), i = 1, ...,n. Portanto,

e entao

grad f(z) =1, (grad (7 (x))). (3.2)

Além disso, parai=n-+1,...,n+k,
<%§ gradeF,vaz‘> — E <grad 7, E> — <gradf, %E“E> =0.

Logo,

AyFleo) =3 (T rad /LB

1

7
n

(Vs grad £),B.) + 5 ([Borad /', )

1 i=1

<VEz grad fv EZ) = AMf (ﬂ(ﬂfg)),

M-

7

M-

=1

o que completa a demonstragao. .

Para o que segue precisamos introduzir um invariante algébrico/geométrico de
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M em G/H. Dado z € M, definimos

Bl ) = —=(odyio(I-(u))", ue T.M

sendo ()" a projegao ortogonal em H.

Lema 3.2 Seja M uma hipersuperficie em G/H e seja M = 71 (M). Denotemos
por ||B|| (I|Bl|) @ norma da sequnda forma fundamental B (B) de M (M) em G/H
(G), H (H) a curvatura média de M (M) e grad H (grad H) o gradiente de H (H)
com relagdo ao campo normal n (7 = I;'n), dimG =n + k + 1,dimH = k. Entao
(i) H(z) = e H (2) para todo 2z € M e x € 1 1(2),

(ii) grad H(z) = —2-1-(grad H (2)) para todo z € M e z € 7~ 4(z),

T ontk'x

(iii) || BI| = VI BII” + [| B>

Demonstragao. Escolhemos 2 € M e x € 7 1(2).Seja Ei(2), i = 1,..., n,
base ortonormal de T.M e definimos E;(z) = I;'(Ey(2)), i = 1, ...,n. Sejam F;,
t=n+1,...,n+k, campos de vetores invariantes a esquerda em G tais que E(x) €
T.M e {E(x)}, i =1,...,n+ k é base ortonormal de T,M. Note que, sendo M
H—invariante, E é campo de vetores em M parat =n+1,...n + k. J& vimos

também que 77 é campo unitario normal a M. Segue que, parat,7 =n+1,...,n+k,
-~ - _ 1/ —
(Vi) Ei@)) = = (V5 E (@), ii@)) = =5 (i), [Bi, Ej}) = 0

pois [E, Ev]] é campo de vetores em M.

Vamos demonstrar (i). Por defini¢do de curvatura média, temos:

()= —— > (V5E (@), 7(0)) = —— (V& B (@) i)
- an <1x1(szEl )+ ([B E] @) ’ﬁ(w>>>
- L :1 (1T B (), 12 (1(2))
- S (Ve B (). 1(2) = ()



A prova de (ii) segue de (i) e de (3.2). Falta mostrar (iii). De fato, como vimos

acima,

(Vi) Byw)) =0

sei, j€{n+1,...,n+k} Além disso,

> (Fpiita Bi@) = 3 <Z;l<vEm<z>> + 5 ([B] <x>)”ﬁ§<x>>2

i,j=1 ,7=1
= Z (I (Ven(2), 157 (B(2)))”

1,7=1

i,j=1

Suponhamos que i € {1,...,n} e j € {n+1,..,n+ k}. Temos, sendo Ej um campo

de vetores em M,

Seja F} = d(L;1).(E), l=1,...,n + k. Entao

(@), Ve, d(La)e(Fy) )

=N =N =N =N =~

Notamos que
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e entao, se [ = 1,

Temos entao
<6E’ﬁ(x>7 fE:(I)> = —% <adN(7r(g;)(Fz<Ei))7 Adr(ﬂ» :

Além disso,
{Ad,(F;)} = {d(R;")o(Ej)}, j=n+1,..,n+k

é base ortonormal de H. Segue, em particular, que

(F5(0). Eyw)) = -2 (BL(E) d(R 1))

e portanto
~ — 2 1, .
S (Vgiita) Eitw)) = 5lIBIIP,
2¥]

sendo que no somatério ¢ varia em {1,....,n} e j em {n+1,...,n + k}. Logo,

n+k

IB@IP = Y (F5i). Bw)

= > (Fpi@ B@) + Y (S B@)

ij=1 ij=n+1
~ — 2
+2)° <VE.?7(1‘), Ej($)>
i7j
= [|BIP +|IB|?,
onde no dltimo somatdrio ¢ varia em {1,...,n} e jem {n+1,...,n+k}, o que conclui
a demonstracao. .

Lembremos que o tensor de Ricci de G é dado por

Ric(u, v) = trace(X — R(u, X )v)
ntk+1

= Z <§(U,Ej)U,Ej>,

=1
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onde {£;} é uma base ortonormal dos vetores tangentes de G. A curvatura de Ricci
de G na dire¢ao de u é Ric(u) = Ric(u, u).
Vamos obter agora a féormula que relaciona o Laplaciano da aplicacao N com a

geometria da hipersuperficie M.

Teorema 3.3 Seja M uma hipersuperficie orientdvel de G/H, e seja N : M — Stk
a aplicagao de Gauss de M. Entao,

ill2 . _
AN(2) = —nl.(grad H(2)) = (IBI” + | B'|]* + (n + k) Ric (1, (n(2))) ) N(2)
(3.3)
para todo z € M e x € 7 (2), onde n é um campo unitdrio normal a M e

Ric (I;1(n(2))) € a curvatura de Ricci de G na diregao de 71 (n(z)).

Demonstragao. Seja como antes 77 = [;'(n). J& demonstramos que 7 é um

campo unitério normal a M = 7~1(M). Seja
N:M — S

a aplicacao de Gauss de M, isto é,

Observamos, primeiramente, que se z = 7(x),

AN (z) = AN (). (3.4)
De fato, temos que
N(z) = N(x)
Entao, se e;, 1 =1...., n+ k+ 1, é uma base ortonormal de G, escrevendo
n+k+1

N(z2)= > ni(2)e;

i=1



temos 7;(x) = n;(z) = (n; o m)(z), onde z € 771(2). Pelo Lema 3.1, temos

Agng (x) = (Aymn;) o ()
= Ay, (2),

provando (3.4). Segue pelo Teorema 1 de [EFFR] que
AgN(@) = = (n+ k) d (R;"), (grad H(x)) = (I1BIF + (n + k) Ric(ij(x)) ) N(z)

e entao, aplicando o Lema 3.2, obtemos

AN (z) = — (n+ k) d (R, "), (n i - (grad H (z)))

= (I1BIE + (0 + k) Ricii()) ) N(2)

= —nl.(grad H(2)) = (IBI” + || B'|]* + (n + k) Ric(t;" (1(2))) ) N(2)

como queriamos. .
O Teorema 3.3 tem a seguinte aplicacao a teoria das hipersuperficies de curvatura

média constante:

Corolario 3.4 Seja M wuma hipersuperficie orientdvel em G/H e N : M — G a

aplicagao de Gauss de M. Entao as sequintes alternativas sao equivalentes:

(i) M tem curvatura média constante
(i) N : M™ — S"** ¢ harménica

(iii) N satisfaz a equagdo
AN (z) = = (IIBIP +[|B'[|* + (n + k) Ric(I;" (n(2)))) N(=2). (3.5)

Nos casos mais comuns G tem curvatura de Ricci constante, fato que ocorre se
a forma de Cartan-Killing de G é negativa definida, como mostramos abaixo. A
forma de Cartan-Killing é negativa definida, por exemplo, quando G é compacto e

tem centro finito.
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Lema 3.5 Suponhamos que a forma de Cartan-Killing de G ¢ negativa definida.

Entao, qualquer métrica bi-invariante (, ) satisfaz
, 1
Ric (u, v) = 1 (u, v)

onde u e v sao vetores tangentes em G. Em particular, G tem curvatura de Ricci
constante Ric = 1/4.

Demonstracgao. Consideremos a forma de Cartan-Killing B sobre a algebra de
Lie G, isto é,
B(u,v) =tr(ad, o ad,), u,v € G

a qual supomos negativa definida. Consideremos qualquer métrica bi-invariante (, )

em G eseja F;, j = 1,...,n+k+1 base ortonormal de G com em relacao a tal métrica.

Dados x € G e u,v € G, temos

Ric(u,v) = Y (Rlw B, )= >l Byl o], ) (3.
=1 Y (Bl W ED = Y (5], (B
1 n+k+1 1 ntk+1 9
=3 2 oy o)ty 10) = =3 37 (o) (). )
(e

onde na terceira e sexta igualdades usamos que adx ¢ anti-simétrica com relacao a
(, ), isto é,
(adx (u),v) = — (adx(v),u) .
Considerando a transformacao linear simétrica
n+k+1
2
T := E (adEj)

j=1
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obtemos, para todo u, v € G

(T'(u), v) = < ' (adEj)Q (u),v> = — Z (adg,(u), adg, (v))
= . (ad.(Ej), ady(E;)) = Z (Ej,ad, o ad,(Ej))

Agora, sendo — B positiva definda, considerando uma base u; de G, i =1, ..., n+k+1,
ortonormal com relacdo a —B, obtemos (T'(u;), u;) = —6;; e dai T'= —I, onde [

denota a idetidade em G. Segue de (3.6) que
) 1
Ric (u, v) = 1 (u,v),

como queriamos. .

Segue entao do Teorema 3.3 e do lema precedente:

Corolario 3.6 Nas mesmas hipoteses do Teorema 3.3, suponhamos também que a

forma de Cartan-Killing de G seja negativa definida. Entao

AN(z2) = —nI',(grad H(2)) — (||B||2 + ||BZH2 + % (n+ k)) N(z).

3.2 Formas quadraticas holomorfas e curvatura
média

Consideremos agora dim (G/H) = 3. Para uma aplica¢ao interessante do Corolério

3.4 vamos associar uma forma quadratica a derivada da aplicacao N.

Seja z € M, temos
AN, : T.M — Ty, S™™* = {N(2)}" C G.
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Definicao 3.7 Dado z € M, temos definida a forma bilinear

N*((,)): .M x T.M — R
N*((,)) (u, v) = (dN.(u), dN.(v)) .

e sua extensao bilinear a C

o:T,M®xT,M®— C
o(u+1iv, z 4+ iw) = (dN,(u), dN,(z)) — (dN,(v), dN,(w))
+ ((dN=(u), dN-(w)) + (dN:(v), dN.(2)))

onde T,M® = {u+iv:u, v € T,M} é o complexificado de T, M.

Demonstragao. Consideremos a forma quadratica associada a N*((,))

(N9 ((,))): T.M — R

N () ()
= (dN.(u), dN.(u))

e sua extensao a C

(N*)20 . T,MC - C

(N*)22(u 4 iv) = (dN.(u), dN.(u)) — (dN.(v), dN,(v))
(AN (w), AN (0)) + (AN (), AN (w)) i
= |dN.(w)]* = [dN.(0)[* + 2i (AN (u), AN.(v)) .

Provamos no Corolario 3.4 que N é harmonica se, e somente se M tem curvatura

média constante. Temos entdo, para o caso dim (G/H) = 3 (ver §10 de [EL)):

Teorema 3.8 Seja M uma superficie de Riemann orientdavel imersa conformemente

em G/H. Entdo M tem curvatura média constante se, e somente se, (N*)*0 ¢ forma
quadratica holomorfa.
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Capitulo 4

A imagem pela aplicacao de Gauss
de hipersuperficies de curvatura

meédia constante

Vejamos novamente a definigao de (1/2!)-esfera mencionada na introdugao. Um
subespago de co-dimensao um da algebra de Lie G separa-a em duas componentes
conexas; o fecho de qualquer dessas componentes é chamado um semi-espaco de G
e sua interseccdo com S"** é uma semi-esfera, denotada por ST“]“ . Dado | € N,
uma (1/2)— esfera S"*%! de S"** & a interseccao de | semi-esferas linearmente
independentes (S7%),, ..., (S!**), | de S"** (semi-esferas linearmente independentes
significa aqui que os vetores normais aos semi-espagos 8(S?+k)+ sao linearmente
independentes).

O préximo resultado é uma extensao do Corolario 3 de [EFFR]. Continuamos

usando as mesmas notacoes do capitulo anterior.

Teorema 4.1 Seja M uma hipersuperficie compacta de curvatura média constante
de G/H e N : M — S"** q aplicagdo de Gauss de M. Suponhamos que ou M ndo
¢ totalmente geodésica ou ||B*|| > 0 ou Ric > 0. Dado | € N, seja

l
Sn—l—k,l _ m(S?—kk)_’_
1=1

uma (1/2Y)— esfera de S™**. Entado, as sequintes alternativas sao equivalentes:
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ii)

if)
l L
K = ger <ﬂ 9] (SZ“’“)Jr)
i=1

é subalgebra de Lie de G e M é invariante pelo subgrupo de Lie K de G cuja algebra

de Lie ¢é K.

Demonstragao. Primeiramente vamos provar que (i) implica (ii). Dado 7, temos
N(M) C H;, onde H; é o semi-espago de G tal que (S?”“)Jr = H; N S™**. Entao,

existe v € S"** ortogonal a 9H; tal que
(N(2),v) <0
para todo z € M. Usando (3.5), e considerando que Ric > 0, obtemos
A(N,v) = (AN, v) = — (| BI” + [|B|| + (n + k) Ric(l;* (1(2)))) (N(2),v) = 0

e entao (N, v) é uma fungao subharmonica definida na variedade compacta M. Segue
que (N,v) é constante e entao A (N,v) = 0. Portanto, sendo ou ||B|| > 0, ou
||Bi|] > 0, ou Ric(l;*(n(z))) > 0, temos (N,v) = 0 e dai N(M) C 0H;, o que
prova a implicac¢ao (i) — (ii). A implicagao (iii) — (ii) segue da Proposi¢ao 2.7 e a

implicagao (ii) — (i) é ébvia. m

Observagao 4.2 Se M é totalmente geodésica, ||B’|| = 0, e Ric(I;! (n(z))) =0, o

teorema ¢é falso. Planos em R3 sdo contra-exemplos para o teorema.

Corolario 4.3 Seja M uma hipersuperficie compacta de curvatura média constante
de G/H e N : M — S™"* a aplicacio de Gauss de M. Suponhamos que ou M ndo é
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totalmente geodésica ou ||B'|| > 0 ou Ric > 0. Seja S} uma (1/2!)-esfera de S**.

Suponhamos ademais que | > n e
N(M) C S+,

Entao M ¢ subvariedade extrinsecamente homogénea de G/H (dim(G/H) =n+1).

Para investigar se uma hipersuperficie compacta de curvatura média constante
M é invariante por um dado subgrupo de Lie de isometrias podemos fazer uso do

seguinte resultado:

Corolario 4.4 Seja M hipersuperficie compacta de curvatura média constante de
G/H e N : M — S"™* q aplicagdo de Gauss de M. Suponhamos que ou M ndo é
totalmente geodésica ou ||B'|| > 0, ou Ric > 0. Seja K um subgrupo de Lie de G de
dimensao | e K a dlgebra de Lie de K. Seja M o complemento ortogonal de KC em
Gg. Sejam (S;‘+k)+ eees (S?+k)+ [ semi-esferas de S*** tais que MNS™F C (S?’Lk)

1=1,...,1, isto €,

+ Y

l
M NS = ﬂla (S7*), .

Entao temos: M ¢é K-invariante se e somente se
l
+k
N(M) c () (Si), .
i=1

Corolario 4.5 Suponhamos que G/H ¢é uma variedade homogénea a dois pontos
(com G = ISO(G/H)). Seja M hipersuperficie compacta de curvatura média cons-
tante de G/H e N : M — S"** a aplicagcdo de Gauss de M. Seja M o complemento
ortogonal da dlgebra de Lie H de H em G. Sejam (S’f““)
de S"** tais que MNS™TE C (SPHF)

L (S?+k)+ [ semi-esferas

Lo b= 1,...,1. Entao

N C (Y81,

se e somente se M € uma esfera geodésica.

Demonstragao. E suficiente observar que em um espago homogéneo a dois pontos
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o subgrupo de isotropia H de G age transitivamente nas esferas geodésicas do espaco
e entao aplicar o Corolério 4.4. m

O préximo resultado é a extensao do Teorema de Hoffman-Osserman-Schoen para
as variedades homogéneas munidas de métrica homogénea para o caso de superficies

completas.

Teorema 4.6 Suponhamos que dim (G/H) = 3. Seja M superficie completa de cur-
vatura média constante de G/H e N : M — S*** q aplicagdo de Gauss de M. Su-
ponhamos que ou Ric > 0 ou ||B'|| > 0 ou M nao é totalmente geodésica. Entdo
N(M) estd contida em um hemisfério da esfera unitdiria em G se e somente se M é

invariante por um subgrupo a um parametro de isometrias de G/H.

Demonstragao. Se M é invariante por um subgrupo a um parametro de isometrias
de G/H determinado por X € G entao N (M) esta contido em um hemisfério cujo
hiperplano do bordo é ortogonal a X. A outra implicacao segue do Coroléario 2 de
[FR], pois dado w € N(M)*, {(w) é campo de Killing de G/H tal que

nao muda de sinal em M entretanto, por completude, vamos dar os detalhes da
demonstracao. Primeiro observamos que a demonstragao é de fato, essencialmente,
a mesma que a do Teorema 1 de [HOS]. Seja (]\/4\ , ) 0 recobrimento universal de M.

Suponhamos que M é o disco e vamos considerar f < 0. Entao, notando que

f(z) = (w, N(z))
obtemos de (3.5)

Af = {(w,AN) (4.1)
il12 . _
= —(IBI* + | B[] + (n+ k) Ric(l;" (n(2))f = 0
e entao f é subharmonica. Portanto, se f = 0 em algum ponto de M entao, pelo

principio do maximo, f = 0 e dai M é invariante por ((w). Mas nao é dificil ver que

isto implica M homeomortfa ao cilindro, toro ou uma esfera e entao nao é recoberta
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pelo disco, uma contradicao. Entao f < 0. Observamos que, pela equacao de Gauss,
|B||? = 4H? — 2(K — K) (4.2)

onde K ¢ a curvatura de Gauss de M e K a curvatura seccional de G/H no plano

tangente de M. Da segunda igualdade em (4.1) e de (4.2) obtemos
Af =2K [+ (|B|]® + (n + k) Ric(l;* (n(2))) + 2K + 4H?) f = 0. (4.3)

Entretanto (4.3) contradiz o Corolario 3 de [FS] o qual estabelece que quando K ¢é a
curvatura de Gauss de uma métrica conforme completa no disco unitario nao existe

solugao negativa da equagao (4.3) se
1B + (n + k) Ric(t;* (n(2))) + 2K + 4H? > 0

(observamos que K > 0 e Ric > 0). Segue entao que M é a esfera ou o plano,
provando a afirmagao estabelecida acima. Temos entao que f o é subharmonica e

limitada em R?; portanto f o7 e entdao f é constante. Assim Af =0 e daf
2 il12 . _
(IBIFF + [|B'[] + (n + &) Ric(i7" (n(2)) f = 0.
A conclusao da demonstragao é agora imediata.

Uma aplicacao do teorema precedente no caso especial

S0(3)
dé o seguinte resultado. Lembramos que a dlgebra Lie s0(4) de SO(4) é dada pelas
matrizes 4 x 4 Z satisfazendo Z' = —Z. Podemos considerar em so0(4) a forma de
Cartan-Killing

(X,Y) = iw(xyt)

X,Y € s0(4), porém o resultado é independente da métrica bi-invariante considera-

da.

Dado a € R, seja {¢}}ier 0 subgrupo a um parametro de isometrias de S?
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definido por

cost sint 0 0

o | —sint cost 0 0
o= 0 0 cosat sinat
0 0 —sinat cosat

Corolario 4.7 Seja M superficie orientdvel completa imersa com curvatura média
constante em S* = SO(4)/SO(3) com aplicagio de Gauss N : M — S°. FEntao
N(M) C Si se, e somente se, a menos de isometria de S*, M € ¢¢- invariante para

algum o € R.

Demonstracao. Uma direcao é 6bvia. Para a outra, observamos que o Teorema
4.6 implica M invariante por um subgrupo ¢, de isometrias de S* o qual pode ser

escrito como

¢, = exp(tX)

para algum vetor nao-nulo X € so(4). Pelo Teorema do toro maximal, existem
d,e € Rege SO(4) tais que

AdyX =

>
o O O o>
S m O O

—&

Sem perda de generalidade, podemos supor que d # 0 e entdao que a subalgebra de

Lie gerada por Ad,X é a mesma que a gerada por

0 1 0 0
-1 0 0 O
X, = , (4.4)
0 0 0 «
0 0 —a 0

cujo subgrupo de Lie associado é ¢;'. Segue que M ¢ congruente a g(M) e g(M) é

¢y -invariante, como querfamos.
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Lembremos que a superficie T de S* dada por

T:{(x, Y, 2, w):x2+y2=%ez2+w2:%}
¢ chamada toro de Clifford. Pode-se mostrar que o toro de Clifford é superficie
minima de S®. Uma questdo aberta no estudo das superficies minimas na esfera S3
é a existéncia ou nao de toros minimos mergulhados em S? além do toro de Clifford.
B. Lawson conjecturou que a resposta é nao. Podemos aplicar o corolario acima
para obter a seguinte caracterizacao do toro de Clifford bem como das superficies
de revolucao.

Observamos que gb? ¢ um subgrupo a um parametro rotacional de isometrias de
S% e que ¢, é a acdo de Hopf. Dado a € R, denotamos por S? a semi-esfera de S°

em so(4) cujo bordo é ortogonal a X,.

Corolario 4.8 Seja M superficie orientdvel completa imersa com curvatura média
constante em S* = SO(4)/SO(3) e seja N : M — S° a aplica¢io de Gauss de M.

Entao:

a) se, a menos de isometria de S*, N(M) C S}, entao M ¢é um toro de Clifford

b) se, a menos de isometria de S*, N(M) C Sj, entao M é superficie de revolugao.

Para a prova do item a) do corolario precedente usamos o fato que uma superficie
completa de curvatura média constante em S? invariante pela acao de Hopf é um
toro de Clifford. Isso nao ¢é dificil de provar usando um argumento da chamada

geometria equivariante (ver a demonstracao do Teorema 4 de [EFFR]).

Observacao 4.9 Uma breve descricao das superficies de revolucao com cmc em S*
¢ dada em [FR].

Finalmente, temos o seguinte critério de estabilidade para dominios (ver refe-
réncias [BdoCl1], [BdoC2] e [F'S] para o conceito e principais fatos sobre estabilidade

em hipersuperficies).

Teorema 4.10 Suponhamos dim (G/H) = 3 e seja M superficie de curvatura média
constante em G/H. Seja D C M um dominio tal que D C int(M ), onde denota
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o interior de M. Se N(D), a imagem esférica de D, estd contida num hemisfério

aberto da esfera unitaria em G, entao D ¢é estavel.

Demonstragao. Pelo Corolario 3.4 temos

AN;(z) = = (I1BI + [IB'|I* + (n + k) Ric(L; " (1(2)))) Nj(2), j =1, 2, 3
onde N = Niej+ Naes+ N3es, sendo {ey, eo, e3} base ortomormal de G. Como N(E)
estd contida num hemisfério podemos supor que Ny |5 > 0. Entao, pelo Corolério 1
de [FS], A\i(D) > 0 onde A\;(D) é o primeiro autovalor do operador Laplaciano sobre
D. Vamos mostrar que A;(D) > 0. Como D C int(M ) existe um dominio D' C M
tal que D C D', D'\D # ¢ e Ny|p > 0. Novamente pelo Coroldrio 1 de [FS],

A1 (D) > 0. Mas, pelo Lema de [FS], A\j(D’) < A{(D) e entao A(D) > 0, provando

o teorema. .
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