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Resumo

Apesar da dgua ser o liquido mais comum na natureza, suas caracteristicas ainda nao
estao totalmente explicadas. A relagao entre a forma do potencial intermolecular efetivo
que representa as interacoes presentes na agua, as varias anomalias existentes na agua e a
possivel existéncia de dupla criticalidade ainda é uma questao em aberto.

Recentemente descobriu-se que a agua apresenta, além de anomalias termodinamicas,
anomalia na difusao translacional e rotacional. Mostrou-se que para um modelo SPC/E para
agua estas anomalias dinamicas estao conectadas com a temperatura de maxima densidade
(TMD) e que as anomalias dinamicas ocupam uma regiadao maior que a TMD no diagrama
de fases p ws. T.

Nesta dissertacao investigamos a relacao entre a anomalia na densidade e a anomalia
na difusao translacional da dgua em um modelo onde as moléculas interagem através de
um potencial que contém duas fontes de interacao: uma isotrépica atrativa do tipo van der
Waals, v, e uma direcional, u, que pode ser nula ou repulsiva. Reproduzimos o diagrama
de fases pressao vs. temperatura aonde a anomalia na densidade e a dupla criticalidade se
fazem presente. Mostramos que este sistema apresenta anomalia na difusao translacional e
que esta se encontra na mesma regiao do diagrama de fases pressao vs. temperatura em que
a TMD estd presente. Diferentemente do que ocorre para dgua SPC/E, a regiao de anomalia
na difusao translacional ocupa um espaco menor, encontrando-se na parte interna da TMD.
Sugerimos que a discretizacao do potencial afeta mais fortemente a anomalia dinamica do

que a termodinamica e que leva a um encolhimento na regiao de anomalia na difusao.



Abstract

Although water is unibiquos in nature, its characteristics are not well understood. The
relation between the shape of the efective intermolecular potential that represents the inte-
ractions present in water, the various anomalies and a possible existence of double criticality
is still an open question.

Recently it was found that water besides the thermodynamics anomalies, also exhibits
rotational and translational diffusion anomalous behavior. It was shown that for SPC/E
water these dynamic anomalies are connected with the temperature of maximum density
(TMD) and that the dynamic anomalies appear at the p vs. T phase diagram in a region
outside the TMD.

In this work we investigate the relation between the density anomaly and the translati-
onal diffusion anomaly of water, in a model where the particles interact through a potential
with two kinds of interactions: an atractive van der Waals like interection, v, and a directi-
onal repulsive interection, u. The pressure vs. temperature phase diagram was reproduced
showing the presence of density anomaly and double criticality. We show that this model
exhibits anomalous behavior in the region of the pressure vs. temperature phase diagram
inside the region where the TMD is present. We suggest that this effect is due to the
fact that the shape of the potential affects more strongly the dynamics anomalies than the

thermodynamic anomalies.
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Capitulo 1

Introducao

A 4gua ¢é a substancia mais abundante no nosso planeta, sendo indispensavel a nossa
vida e, por esse motivo, uma das mais estudadas atualmente. Muitas de suas propriedades
ainda nao sao completamente entendidas, propiciando o surgimento de muitos modelos
matematicos que tentam descrever suas propriedades e responder as questoes ainda em
aberto [1] - [7]. A dgua possui cerca de quarenta anomalias diferentes, e em decorréncia de
algumas destas anomalias é possivel a existéncia de vida em nosso planeta. Acredita-se que
as anomalias presentes na agua estejam ligadas a sua estrutura molecular [2] [3].

A molécula da agua é uma das menores moléculas existente na natureza, sendo formada
por dois atomos de hidrogénio que se ligam ao oxigénio através de uma ligacao covalente,
conforme a Figura (1.1). Cada molécula de dgua tem quatro vizinhos com os quais se liga
através de pontes de hidrogénio, formando uma extensa rede de ligacoes. Uma ponte de
hidrogeénio se forma entre duas moléculas de dgua quando temos um atomo de hidrogénio

entre dois d&tomos de oxigénio, conforme Figura (1.2), formando uma ponte entre eles.

Fig. 1.1: Molécula de dgua com duas ligagoes covalentes e duas pontes de hidrogénio [2].

A energia de ligagdo em uma molécula de dgua é, aproximadamente, 492%J/mol. Além
disso, cada atomo de hidrogénio apresenta uma forga atrativa de 23.3%J/mol em relagdo ao
oxigenio de uma molécula vizinha a temperatura ambiente. Vale ressaltar que a energia de

ligacao de uma molécula de dgua é igual a 10 vezes a energia média das flutuagoes térmicas.
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Igualmente, a energia de uma ponte de hidrogénio é superior a energia de interacao de van
de Waals entre as moléculas, que é, aproximadamente, 5.5%/mol. Isto explica o porqué da
agua ser liquida a temperatura ambiente enquanto que outras moléculas, como Oy e Ns,
onde as interacoes intermoleculares sao de van der Waals, que nao apresentam pontes de

hidrogénio, estarem no estado gasoso em condi¢oes normais de temperatura e pressao.

Fig. 1.2: Ponte de hidrogénio entre duas moléculas de dgua.
O hidrogénio (branco) atua como uma ponte entre os dois oxigénios (pretos), com uma

distincia caracteristica de ponte 1.88A4 [2].

Em uma ligacao covalente, a distancia entre os dtomos de hidrogénio e oxigénio ¢é de
0.96A, enquanto que a distancia entre 4tomos em uma ponte de hidrogénio é de 1.88A. O
angulo entre OHO é de 12° (Figura (1.2)), o que permite que cada oxigénio faga duas ligagoes
covalentes com o hidrogénio e duas pontes de hidrogénio (Figura (1.3)). As moléculas
de dgua formam uma rede de conexoes infinita, devido as pontes de hidrogénio formadas
entre as moléculas. Essas pontes causam a juncao de pequenos grupos de quatro moléculas
chamadas tetrameros, que por sua vez se juntam para formar os octameros biciclicos, Figura
(1.4).

Existem duas configuragoes possiveis para as moléculas que formam os octameros biciclicos:
as moléculas podem formar uma estrutura mais densa e com entropia orientacional maior
(Figura (1.4), estrutura A) e uma outra estrutura menos densa e mais organizada estrutural-
mente (Figura (1.4), estrutura B). Uma molécula de dgua pode estar em uma configuracao
A em relacao a alguns vizinhos e no estado B em relagdo a outros. A interacdao entre os
octameros pode ser modelada pelo potencial mostrado na Figura (1.5).

No potencial ilustrado na Fig (1.5), o minimo em (a) representa as interagoes sem ponte
de hidrogénio que possuem densidade maior que as configuragoes do estado de energia (b),
onde sao contabilizadas as contribuicoes das pontes de hidrogénio.

No minimo local (a), o sistema encontra-se num estado metaestdvel de alta densidade
(estrutura A na Fig.(1.4)), podendo passar para o minimo absoluto (b) com menor densi-
dade (estrutura B na Fig.(1.4)) se ganhar energia suficiente para ultrapassar a barreira de
energia entre os minimos. Para exemplificar essa situacao, considere uma garrafa de agua,

em sua forma liquida, a uma temperatura abaixo da temperatura de solidificacao. Este é
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Fig. 1.3: Estrutura tetraédrica resultante das pontes de hidrogénio entre as moléculas de
dgua [2].

um estado metaestavel em relacao ao gelo, ao agitar a garrafa, cedemos energia ao sistema
e este passa para o estado gelo de menor energia.

Os octameros biciclicos podem ainda juntar-se para formar estruturas mais complexas,
como os conjuntos icosaédricos que podem se interligar com outros através do espago (Figura
(1.6)). A estrutura icosaédrica também pode ser formada por uma mistura de pentameros
ciclicos e decameros triciclicos, mostrados na Figura (1.7). O conjunto dessas estruturas
pode formar uma rede dinamica com estruturas abertas que podem ser condensadas ou de
baixa densidade, conforme Figura (1.6). A existéncia dessas duas estruturas estd associada
ao potencial de duas escalas de comprimento ilustrado na Fig.(1.5). Como conseqiiéncia da

formacao desta rede dinamica a agua apresenta um diagrama de fases bem rico.

(g-vof

Fig. 1.4: Octameros biciclicos.
A estrutura A € mais densa em relacao a estrutura B por formar menos pontes de hidrogénio

com seus vizinhos [2].
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A Figura (1.8) mostra o diagrama de fases esquemético da dgua, pressao vs. temperatura
[2]. No ponto marcado com “x”, a dgua encontra-se a pressao de 1atm e temperatura de
273 K, ou seja, em sua forma liquida podendo solidificar se a temperatura baixar de 273 K ou
passar para o estado gasoso se sua temperatura exceder 373 K, mantendo a pressao fixa. O
diagrama p — T ilustra a fase gasosa a baixas pressoes, a fase de fluido a altas temperaturas,
a fase liquida a pressoes e temperaturas intermediarias e uma série de fases sélidas a baixas
temperaturas. As linhas solidas no diagrama representam as linhas de coexisténcia entre
quaisquer duas fases. A baixas pressoes, a medida que baixamos a temperatura mantendo
a pressao constante, a agua passa da fase de vapor para a fase sélida. A altas pressoes,
a medida que aumenta a temperatura da agua, mantendo a pressao constante, ha uma
transicao entre a fase solida e a fase liquida. A pressoes intermedidrias e altas temperaturas,
ha uma transicao entre a fase gasosa e a liquida. Esta linha de coexisténcia encerra-se em

um ponto critico em p, = 227 atm e T, = 374°C.

+
U(r)

r—»

Fig. 1.5: Potencial entre tetrameros.
O minimo local a representa a energia de interacao entre moléculas que nao formam pon-
tes de hidrogénio, enquanto que o minimo local b representa a energia de interacao entre

moléculas que formam pontes de hidrogénio [2].

Um ponto critico é um ponto no qual as propriedades de duas fases se tornam indis-
tingiifveis, havendo uma transicao continua entre elas se houver uma variacao em pressao
ou temperatura. As trés linhas de coexisténcia sélida-liquida, sélida-gasosa e gasosa-liquida
se encontram no ponto triplo localizado em T, = 273.16 K e p, = 0.006037 atm. As fases
marcadas em romanos de [ até X[ referem-se as diferentes estruturas da fase gelo. Na
fase solida temos ainda o gelo cibico e o hexagonal, sendo o gelo ciibico metaestavel em
relacao ao hexagonal. As diferentes configuragoes de gelo reforcam a idéia de competicao
entre interacoes que formam ou nao as pontes de hidrogeénio.

Muitos modelos hipotéticos ja foram propostos na tentativa de descrever a estrutura da
agua através de simulacoes computacionais. Nenhum desses modelos consegue reproduzir

exatamente o comportamento real, mas cada um deles consegue reproduzir um panorama
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geral. Dentre os muitos modelos existentes, podemos citar os mais utilizados SPC [8],
SPC/E [9] [10] e TIP5P [2] [11] . Basicamente a diferenca entre eles estd na maneira como
as interacoes de ponte de hidrogeénio e os angulos entre as pontes e os atomos de oxigénio sao
representados. Esses modelos sao capazes de reproduzir algumas das anomalias presentes
na agua. O SPC/E é capaz de reproduzir a maioria das propriedades da dgua, no entanto

subestima as temperaturas nas quais elas ocorrem. Ja o SPC superestima as temperaturas.

Fig. 1.6: Agrupamentos icosaédricos.
A figura da esquerda representa a estrutura icosaédrica de menor densidade, enquanto que

a da direita representa a estrutura condensada [2].

Fig. 1.7: Estruturas formadas por moléculas de dgua.

Da esquerda para direita: pentamero ciclico, octamero biciclico e decamero triciclico [2].

Dentre as anomalias presentes na agua, a da densidade é a mais facil de ser percebida. Os
liquidos usuais contraem quando a temperatura diminui, enquanto que na agua, a pressao
atmosférica, isso ocorre apenas para 1" > 4°C. Para T' < 4°C a densidade da dgua diminui,
possuindo um méximo em 4°C (Figura (1.9)). Esse é o motivo pelo qual uma garrafa de
agua colocada no congelador, pode estourar quando a agua passa para a fase solida. Este
comportamento anomalo da densidade também ¢é responsavel pelo congelamento apenas da
superficie dos lagos em regioes muito frias do planeta. Como o gelo tem menor densidade

que a agua a 4°C, ele flutua e forma uma camada isolante entre a agua no fundo dos lagos
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Fig. 1.8: Diagrama de fases da dgua p x T.
Além das tradicionais fases liquida, solida e gasosa, o diagrama apresenta as onze fases do
gelo [2].

e o exterior, fazendo com que nem toda agua congele e preservando, assim, a vida aquatica.
Variando-se a pressao, a dgua apresenta uma outra temperatura para a anomalia na den-
sidade, formando uma linha de temperatura de maxima densidade (TMD) no diagrama de
pressao vs. temperatura.

Outra anomalia presente na agua é na compressibilidade a temperatura constante, k.
A compressibilidade isotérmica é a fungao resposta do volume por particula, 6V =V — (V)
quando hd uma variacao na pressao do sistema, dp Além disso, x, estd relacionada a cor-
relagao nas flutuagoes em V', ou seja, ky o< ((6V)?). Em um liquido normal, a medida que
a temperatura diminui, a compressibilidade isotérmica diminui. Isso porque para baixas
temperaturas as flutuagoes no volume por particula do fluido devem diminuir. A compres-
sibilidade isotérmica da agua apresenta um comportamento andémalo, quando comparada
a de outros liquidos, pois possui um valor duas vezes maior que o normal e a partir de
46°C aumenta consideravelmente seu valor a medida que a temperatura diminui (Figura
(1.10)). Esse comportamento pode ser explicado pela formagao de pequenos aglomerados

de moléculas a medida que a temperatura diminui. Cada molécula desse aglomerado se
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arranja de maneira a formar quatro pontes de hidrogénio com as moléculas vizinhas, re-
sultando em uma estrutura mais organizada e aberta, com um volume local maior que a
média da rede, ou seja, 0V > 0. Quanto menor a temperatura maior o tamanho e o niimero
de aglomerados presentes na dgua. Por causa dessas estruturas a flutuacao no volume por
particula <(5V)2> aumenta, resultando em um comportamento anomalo da compressibili-

dade isotérmica, ilustrado na Figura (1.10) [12].

Temperature °C

Fig. 1.9: Densidade da dgua em func¢do da temperatura.

A densidade apresenta um mdzimo em T = 4°C e 18/cm® [2].

O calor especifico da agua a pressao constante, c,, também apresenta um comportamento
anomalo quando comparado com outros fluidos. O calor especifico é a funcao resposta da
entropia por particula, §S = S — (S), para uma variagdo de temperatura, d7. O calor
especifico esté relacionado as flutuagdes de entropia ¢, o< ((65)?). Em um fluido “normal”
o calor especifico diminui a medida que a temperatura diminui. O calor especifico da
agua além de assumir um valor maior que os outros fluidos, a partir de 36°C aumenta
com a diminuigdo da temperatura (Figura (1.11)). Este comportamento anomalo do calor
especifico também pode ser explicado a partir da formacao dos aglomerados de moléculas.
Havendo a formagao desses blocos de moléculas em estruturas mais abertas e organizadas,
ha uma mistura de aglomerados mais densos e outros menos densos, gerando uma entropia
adicional de mistura. Neste sentido, 65 é uma quantidade negativa que cresce em médulo
a medida que a temperatura diminui e, conseqiientemente, ((§5)?) cresce para T < 36 °C.
Como o sistema passa de uma forma a outra, isso acarreta mais flutuacoes na energia e um
aumento no calor especifico [12].

O coeficiente de expansao térmica da agua, «,, que mede a resposta 0V do volume por
particula do sistema frente uma variacao de temperatura 07, esta relacionado a correlacao
das flutuagoes do volume e da entropia, através da relagao o, o< (0V45). Quando compa-

rado com outros liquidos, a compressibilidade isotérmica da agua apresenta um valor cerca
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Ky

Fig. 1.10: Compressibilidade isotérmica da dgua em func¢ao da temperatura.
A linha pontilhada representa o comportamento de fluidos normais, enquanto a linha solida
reproduz o comportamento da compressibilidade isotérmica da dgua. A temperatura T, é a

temperatura de congelamento da dgua [12].

de trés vezes menor e quando passa por 4°C, vindo de temperaturas mais altas, torna-
se negativa (Figura (1.12)). A explicagdo para este comportamento anémalo novamente
estd na formagao dos aglomerados de moléculas a medida que a temperatura da agua di-
minui. Os aglomerados de moléculas tém a propriedade de ter uma entropia local menor
que média, ou seja, 45 = S — (S) < 0, e um volume local maior que o médio do sistema,
OV =V —(V) > 0. Quando juntamos a contribui¢ao dessas duas propriedades (6V 45, o re-
sultado macroscépico é uma funcao resposta menor quando comparada com outros liquidos,

inclusive assumindo valores negativos ao passar os 4°C [12].

[<(58)%>]

........
------------

Fig. 1.11: Clalor especifico da agua em funcao da temperatura.
A linha pontilhada representa o comportamento normal enquanto que a linha solida repre-
senta o comportamento do calor especifico da dgua. A temperatura T,, € a temperatura de

congelamento da dgua [12].
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Além das anomalias nas funcoes termodinamicas, a dgua também apresenta anomalias
dinamicas, dentre as quais podemos citar o comportamento anomalo da auto difusao da
agua. O movimento das moléculas pode ser dividido em dois tipos, translacional e rotacional,
e na agua, ambos apresentam comportamento andémalo quando comparados com outros
liquidos.

Em um fluido considerado normal, o coeficiente de difusao, D, obtido através da medida

do desvio quadratico médio do deslocamento das particulas
(Ar*) = 4Dt | (1.1)

(aqui ilustrado no caso bidimensional) aumenta a medida que a densidade do sistema dimi-
nui, o que é esperado visto que é mais facil mover-se em um sistema pouco denso. No caso
da agua, o coeficiente de difusao translacional apresenta um maximo em um certo valor de
densidade pp,,,.(T) e, diminuindo a densidade do sistema, o coeficiente de difusao diminui
até atingir um valor minimo em p, . (7') para depois comecar a subir novamente (Figura
(1.13)). Este comportamento foi observado em agua SPC/E (Figura (1.14)) [13]- [15].

O que leva a este comportamento anomalo entre p,,.. (1) e pp,_. (T)? A medida que a
densidade aumenta a partir de p, ., o nimero médio de vizinhos de cada molécula passa
de 4 para 5 ou 6. A presenca destas moléculas intersticiais que compartilham as pontes de
hidrogénio, enfraquece as ligacoes por ponte de hidrogénio, tornando mais facil o movimento
difusivo das moléculas de dgua [16]- [18].

As densidades de méxima e minima difusividade correspondem pressoes de maxima e
minima difusividade pp,..(T) e pp . (T') respectivamente. Mostrou-se para agua SPC/E
que as linhas de maxima e minima difusividade envolvem a linha da temperatura de maxima

densidade (Figura (1.15)) [15]- [18].

tp b [<avase]

Fig. 1.12: Coeficiente de expansao térmica da dgua em fun¢ao da temperatura.
A linha pontilhada reproduz o comportamento esperado nos liquidos normais e a linha solida

reproduz o comportamento do coeficiente de expansdo térmica da dgua [12].



Capitulo 1. Introdugao 11

D

Fig. 1.13: Coeficiente de difusio da dgua em func¢ao da densidade.
A linha pontilhada representa o comportamento dos liquidos considerados normais enquanto

que a linha solida representa o comportamento da difusao da dgua.

O tempo de difusao rotacional é calculado através da funcao de correlagao rotacional

Ce(t) = (Pi(e(t) - €(0))) (1.2)

onde P, é o polinémio de Legendre de ordem [ e e(t) é o vetor que descreve o momento de
dipolo da molécula. O tempo de difusao rotacional, 7, corresponde ao tempo necessario para
que C,(t) decaia a 1/e do seu valor inicial, e é obtido ajustando C,(t) via uma funcao expo-
nencial, normal ou estirada. Em liquidos normais as particulas giram mais rapidamente a
medida que a densidade diminui, portanto, o tempo de difusao rotacional 7 diminui a medida
que a densidade do liquido diminui. No caso da agua, em baixas temperaturas, diminuindo

o tempo de

nin

a densidade a partir de uma densidade p, ., quando o sistema tem 7 = 7,
difusao aumenta até o sistema atingir uma densidade p = p,... < p,, ., onde T = T,,,.
Para p < p,,... o tempo de difusao diminui com a densidade como em um fluido normal
(Figura (1.16)) [13] [16] [17]. Para dgua SPC/E, o produto D x 7 ¢, aproximadamente,
uma constante que independe da densidade e temperatura do sistema (Figura (1.17)) [13].
O fato deste produto ser constante é surpreendente porque as relagoes de Debye-Stokes e
Debye-Stokes-Einstein (cujo produto resulta em uma constante) nao sao validas para auto
difusao de agua e nao deveriam ser validas para baixas temperaturas. Este fato possivel-
mente provém da direcionalidade das ligacoes de ponte de hidrogénio presentes na dgua,
que impoem um acoplamento entre os movimentos de translacao e rotacao das moléculas.
Como mencionado no inicio deste capitulo, as anomalias da agua, particularmente a
da densidade, estao associadas a preseca de duas estruturas, uma mais aberta de baixa
densidade e uma fechada de alta densidade (ver Figura(1.6)). A presenca destas duas

estruturas e das iniimeras anomalias indicam que algo interessante pode estar ocorrendo com



Capitulo 1. Introdugao 12

a agua em seu estado metaestavel a baixas temperaturas. No entanto, investigar esta regiao
experimentalmente nao é trivial. Para Ty < —38°C, onde Ty é a temperatura de nucleagao
homogénea, a 4gua metaestavel entra na regiao de nuclea¢ao homogénea (também conhecida
como “terra de ninguém”) onde simplesmente cristaliza. Para T, < —123.15°C, no entanto,
observa-se a presenca de agua em uma forma superviscosa. Esta dgua apresenta, para T <
T, duas fases amorfas, uma de baixa densidade (chamada LDA), e outra de alta densidade
(chamada HDA) [19]. Foi igualmente observada uma transicao de fase de primeira ordem
entre estas fases [20]. A presenca de duas fases amorfas a baixissimas temperaturas e das
diferentes anomalias levou a investigacao sobre singularidades nas func¢oes termodinamicas
na regiao da “terra de ninguém”

D10 St s )

0.2 -

p g fem’)

Fig. 1.14: Anomalia na difusio translacional para diferentes temperaturas (Agua SCP/E).
O coeficiente de difusao translacional apresenta um minimo em baizas densidades, passando

por um mdzimo em altas densidades, o que caracteriza um comportamento anémalo [14).

Primeiramente, Angell [21] observou que fazendo o grafico da compressibilidade (ilus-
trado na Figura (1.10)) em uma escala logaritmica, com (n|T — 228|, um comportamento de
lei de poténcia surge. Uma série de experimentos foram realizados na fronteira Ty, tentando
compreender a natureza da lei de poténcia [22] [23] [24] e sua conex@o com as fases amorfas
LDL e HDL [25]. Inspirados nos resultados experimentais, ha trés hipdteses para explicar as
anomalias e o comportamento de lei de poténcia presente em quantidades termodinamicas

da agua:

e Hipdtese da estabilidade limite: a pressao da linha espinodal diminui ao resfriar o
fluido, torna-se negativa e, apds passar por um minimo, aumenta seu valor entrando
na regiao de pressoes positivas em temperaturas muito baixas na regiao do diagrama de
fases. Esse comportamento levaria a uma linha de singularidades na regiao de pressao

positiva e, conseqlientemente, o comportamento anomalo das fungoes termodinamicas
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Fig. 1.15: Regiao de anomalia na densidade e na difusdo translacional (Agua SPC/E).
A regiao de anomalia na densidade € limitada pelas linhas de mdzimo (linha superior) e

minimo (linha inferior) da difusao translacional [16].
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Fig. 1.16: Anomalia na difusdo rotacional para diferentes temperaturas (/[gua SPC/E).

O coeficiente de difusao rotacional apresenta um mdzximo em baixas densidades, diminuindo

seu valor até um minimo em altas densidades [14].

ao se resfriar o fluido na regiao anémala é devido a proximidade da espinodal reentrante
[22] [26].
e Hipdtese do ponto critico: propoe um novo ponto critico no final da linha de transicao

de primeira ordem que separa duas fases liquidas de diferentes densidades. O au-
mento anomalo do calor especifico e da compressibilidade térmica sao interpretadas

em termos desse novo ponto critico [19] [27]- [32].
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Fig. 1.17: Produto D X T.
A linha continua representa o produto D X T para dagua SPC/E. As linhas pontilhadas

representam anomalias na difusao translacional [13].

e Hipdtese da singularidade livre: propoe que nao ha divergéncia nas fungoes termo-
dinamicas préximo da regiao anomala, as funcoes termodinamicas crescem ao baixar

a temperatura mas continuam finitas, atingindo um valor maximo. [33] [34] [35]

Recentemente mostrou-se que a espinodal nao é reentrante [36], logo a primeira hipétese
estd descartada. A existéncia de um segundo ponto critico entre essas duas fases, é consis-
tente com os experimentos de Angell [21]- [24] e Bellissent-Funel [25] [37].

Recentemente resultados experimentais mostram que agua superfria apresenta uma transicao
dindmica do tipo fragil - forte (fragile - strong). Esta transi¢ao dinamica estd associada a
presenga de uma linha de Widom (continuagao analitica de uma linha de primeira ordem).
Este experimento em conjunto com sua explicacao tedrica sao uma comprovacao decisiva
da existéncia de duas fases liquida para a dgua e de um segundo ponto critico [38] [39].
Além disso, a hipétese do segundo ponto critico tem sido explorada computacionalmente.
Modelos computacionais possuem a vantagem de ser possivel realizar simulagoes na “terra
de ninguém”, bastando excluir configuracoes cristalinas.

Recentemente descobriu-se através de simulagoes do modelo SPC/E que a difusdo da
dgua apresenta um comportamento anoémalo [36]. Posteriormente, tal comportamento foi
comprovado experimentalmente [40].

Acredita-se que a anomalia na difusao estd ligada a anomalia na densidade. Utilizando

o SPC/E, que reproduz anomalia na densidade, Netz et al. [13] encontraram anomalia na
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difusdo da dgua SPC/E super resfriada em pressoes negativas, tanto na difusao rotacional
quanto na difusao translacional. Foi proposto que as anomalias na difusao sao devidas a
duas caracteristicas estruturais da agua: a distribuicao do nimero de pontes de hidrogénio
entre moléculas e a porcentagem de moléculas com um certo ntimero de vizinhos.

Debenedetti [15] mostrou para a dgua SPC/E que as anomalias na difus@o translacional
e rotacional estao ligadas a anomalia na densidade e ao comportamento estrutural da agua.

Prielmeier et al. [40] mediram experimentalmente os coeficientes de difusio rotacional e
translacional da dgua no estado super resfriado e a pressao de 300MPa e observaram um com-
portamento anomalo nos dois coeficientes de difusao (translacional e rotacional). Observou-
se que o processo de difusao rotacional é muito mais afetado por variacoes de pressao que o
processo de difusao translacional, devido a estrutura tetraédrica que as moléculas de agua
preferem formar a baixos valores de temperatura e pressao. Ja o processo de difusao trans-
lacional é muito mais influenciado por variagoes de temperatura e densidade do sistema.

Seria possivel explicar as anomalias da agua através de modelos simples? Uma das
primeiras tentativas neste sentido foi realizada por Hemmer e Stell [41] que propuseram
um modelo tipo rampa repulsiva. A presenca de duas distancias repulsivas, ou seja, duas
escalas de interagao foi amplamente explorada em modelos continuos [42]- [48] como em uma
rede cristalina [33] [49]- [55]. Observa-se que, sob certas condigoes alguns destes modelos
apresentam anomalia na densidade e, que, ao incluir-se um termo atrativo, um segundo
ponto critico surge em alguns casos. Observa-se que a existéncia na anomalia na densidade
nao implica a presenca de um segundo ponto critico e vice-versa. Infelizmente ainda nao
existe uma prescricao que estabeleca exatamente qual deve ser a forma do potencial de
duas escalas para que a anomalia na densidade apareca ou qual deve ser a relagao entre a
presenca da anomalia na densidade e de um segundo ponto critico. Além do comportamento
termodinamico, é necessario verificar que potencial de duas escalas apresentam as anomalias
dinamicas da agua. Recentemente mostrou-se que um modelo de duas escalas tipo rampa
apresenta anomalia na difusao translacional [41]- [44] [48] [56] [57]. Netz et al. mostraram
igualmente que este modelo apresenta anomalia na difusao rotacional. O modelo estudado
por Netz et al. nao apresenta anisotropia espacial, logo o produto D X 7 nao é uma constante
independente da temperatura, confirmando a hipdtese de que a constancia de D x 7 para
dgua tem base na direcionalidade das interagoes da dgua [49].

Nesta dissertacao iremos testar a hipétese de que as anomalias na densidade e na di-
fusao translacional estao relacionadas a presenca de duas escalas de interagao e que as duas
anomalias se relacionam através da imposicao de direcionalidade nas ligacoes. Para tanto,
iremos estudar a termodinamica e a dinamica de um modelo de gés de rede com interagoes
direcionais que representam as pontes de hidrogénio. Este modelo sera estudado via si-

mulacao Monte Carlo e andlise em T' = 0. Iremos encontrar o diagrama de fases pressao
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vs. temperatura e a dependéncia da constante de difusao com a densidade. Da andlise do
comportamento da densidade com a temperatura a pressao constante iremos mostrar que
este sistema apresenta anomalia na densidade, ou seja, a uma pressao constante, baixando a
temperatura, a densidade aumenta apresentando um méximo em 7, (p) similar & presente
na agua.

Igualmente iremos mostrar que o coeficiente de difusao para baixas temperaturas apre-
senta um maximo em uma densidade p,,_ . (7') ao baixarmos a densidade. Se a densidade de-
crescer ainda mais a difusdo apresenta um minimo em uma densidade p, = (T') < pp,...(T).
As densidades p, . (T) € pp,,..(T') correspondem as pressoes p, . e pp,... , respectivamente.
As linhas formadas pela pressao de minima, p, ., e maxima, pp,,,,, difusividade para di-
ferentes temperaturas serao comparadas com a linha de temperatura de maxima densidade
para diferentes pressoes. Destas comparacoes seremos capazes de estabelecer uma relagao
entre os modelos de duas escalas como utilizado neste estudo e modelos computacionais
para a agua. Apesar da confirmacao para dgua metaestavel, o polimorfismo liquido e a
coexisténcia entre duas fases liquidas também pode vir a existir em outros liquidos associa-
tivos ou nao-associativos. Como exemplo podemos citar os metais liquidos [58], silica [59],
fésforo [60] [61] e grafite [62].

No Capitulo 2 apresentamos o modelo utilizado no desenvolvimento desta dissertacao,
no Capitulo 3 introduzimos as nogoes de simulagao Monte Carlo necessarias ao estudo desta
dissertagao. No Capitulo 4 apresentamos os resultados termodinamicos do modelo, tal como
diagrama de fases pressao vs. temperatura e potencial quimico vs. temperatura, obtidos
via simulacao Monte Carlo. No Capitulo 5 a teoria para obter o coeficiente de difusao
translacional é apresentada assim como os resultados para o nosso modelo sao mostrados.

As conclusoes encerram esta dissertagao no Capitulo 6.



Capitulo 2

O Modelo

2.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos o modelo utilizado nesta dissertacao, introduzido primeira-
mente por Henriques e Barbosa [52] [53]. O modelo descreve, em duas dimensoes, um sistema
de particulas que interagem através de um potencial que contém um termo isotrépico atra-
tivo, v, do tipo “van de Waals”, e um direcional, u, que pode ser nulo ou repulsivo. Este
modelo tem por objetivo representar a anomalia na densidade presente na agua. Juntamente
com o modelo, apresentaremos os diagramas de fase pressao vs. temperatura e potencial

quimico vs. temperatura para T = 0

2.2 Descricao do Modelo

Considere uma rede triangular, Figura (2.1), na qual os sitios podem ou nao estar ocupa-
dos por moléculas. Cada sitio 7 é representado por duas varidveis: uma variavel de ocupagao,
0;, e uma variavel de braco, 7F. A varidvel de ocupacao assume o valor o; = 0 quando o sitio
1 estd desocupado, e 0; = 1, quando o mesmo esta ocupado por uma particula, nao sendo
permitida dupla ocupacao nos sitios. A varidvel de braco 7F representa a possibilidade de
formacao de uma ponte de hidrogénio de uma dada particula com as particulas vizinhas,
onde 7 representa o indice da particula e k o indice da variavel de brago. As interacoes de
ponte sao representadas da seguinte maneira: cada molécula possui seis bracos, dentre os
quais quatro sdo as varidveis térmicas do gelo e assumem o valor 7 = +1 e dois bragos sdo

inertes, assumindo o valor 7/ = 0.

Uma ligacdo se forma quando um braco assume o valor 7F = 1, braco doador, e o
brago do sitio vizinho assume o valor 7‘j7 ~*F = —1, braco receptor, com a regra k + | =

7, conforme a Figura (2.2). Conseqiientemente, uma ponte de hidrogénio serd formada

quando o produto entre as variaveis de braco de duas moléculas vizinhas for igual a TZ-ijl- =

—1. Os bragos inertes assumem o valor 7¥ = 0 e nunca formam pontes, sendo sempre
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Fig. 2.1: Rede Triangular.

Os circulos brancos representam sitios desocupados, enquanto que os circulos pretos repre-

sentam os sitios ocupados.

diagonalmente opostos para reproduzir a simetria existente nas ligacoes entre moléculas de
agua (Figura (2.3)). Como nao hé restrigdes quanto a posicdo dos bragos ligantes, cada
molécula pode assumir dezoito configuragoes (Figura (2.4)). Neste estudo vamos considerar

que as moléculas interagem apenas com os seis primeiros vizinhos.

4 5

Fig. 2.2: Regra de interacao entre bracos vizinhos.

A soma entre os indices da varidvel de braco do sitio central e a varidvel de brago de seus

vizinhos deve ser 7.

Chamamos de x o eixo das linhas e y o eixo das colunas, de maneira que o sitio (z,y)
tem como primeiros vizinhos os sitios (z;y—1), (z;y+1), (z—1;y), (x+1;y), (x—1;y—1)
e (x+1;y + 1), conforme Figura (2.5).
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Fig. 2.3: Varidveis de Brago.
Os bragos inertes, TF = 0, sdo sempre diagonalmente opostos para representar a simetria

existente nas ligacoes de ponte de hidrogénio.

O Hamiltoniano do sistema é dado por:

*

H = (—v + 2u) Z 00 +u Z 0i0; Z Z [(1 — Tiijl») TikTJl»] (2.1)
(4,9 l

6

(i.3) k=1

onde v € a interacao de van der Waals, u é a interacao de ponte de hidrogeénio, a soma em [
limita-se apenas ao brago que aponta para o sitio e obedece a regra k+1 = 7 e o simbolo ( )
denota soma entre primeiros vizinhos. A primeira soma na equagao acima, para u > v/2,
representa um caroco duro atenuado. Note que para que duas moléculas formem ponte, é

necessario que o produto entre as variaveis de brago seja TikT]l- =

—1. Quando duas moléculas
nao formam ponte, o segundo termo da Eq.(2.1) é nulo e o sistema é penalizado, aumentando
sua energia de um fator 2u, ou seja, a energia desta ligacdo tem a forma e¥ = —v+2u. Caso

a particula faga uma ponte com sua vizinha, a segunda soma na Eq.(2.1) cancela o segundo

termo da primeira soma de maneira que a energia de interacao entre esses bragos assume o

valor ef = —v. Resumindo, tem-se que
e ¢f = —v para pares de bracos ligantes (7)1} = —1);
e ¢F = —v + 2u para pares de bragos nio ligantes (Tiijl- =0,1).

Conseqlientemente podemos pensar que v atua como uma interagao “tipo” van de Waals
enquanto 2u atua como um caroco duro atenuado.
Para sistemas com ntimero de particulas variavel, deve-se trabalhar no ensemble Grande

Canonico e, no calculo da funcao de grande particdo, introduz-se o fator e’V#, onde pu é
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Fig. 2.4: Dezoito estados de brago acessiveis a cada molécula.

o potencial quimico. Por simplicidade, pode-se generalizar o Hamiltoniano incluindo esse
fator na Eq.(2.1), que assume a forma

H =H—pN |,
ou seja,
6 *
H = (—v+2u) Z 0i0; +u Z 0i0; Z Z [(1- TikT]l-) TikTﬂ — Z o (2.2)
(i.5) (i.5) k=1 1 i

que passaremos a denominar de Hamiltoniano. Novamente nesta expressao soma-se apenas
a contribuicao dos vizinhos préoximos, com excecao do tltimo termo no qual deve-se somar
sobre todos os sitios da rede, pois todas as particulas contribuem com o termo de potencial
quimico.

Usaremos condigoes de contorno periddicas, de maneira que os sitios da coluna 1 intera-
gem com os sitios da coluna L e vice-versa. O mesmo ¢é valido para as linhas. Dessa forma,
o sitio (L; L) tem como vizinhos: (L; L —1), (L;1), (L—1;L—1), (L—-1;1),(L—1;L) e
(1; L).

Para calcular as relacoes termodinamicas do modelo, deve-se levar em conta apenas a

Eq.(2.2), referente a sua energia interna. Pode-se, entao, definir o grande potencial como

&= (H)—-TS (2.3)

onde

(H) = <H> _uN=E—uN . (2.4)
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Fig. 2.5: Os vizinhos do sitio (z,y) na rede triangular.

2.3 As Diferentes Fases do Sistema em T=0

Para encontrar as diferentes fases do sistema ¢é conveniente inicialmente considerar o
comportamento do sistema para T = 0, o que também ¢é valido para temperaturas proximas

de zero. Neste caso, o potencial grande canonico tem a forma

@(TzO)z(H):<ﬂ>—uN:E—uN . (2.5)

Para calcular a energia interna do sistema em suas diferentes fases, desenha-se uma rede
triangular com N sitios. Apds, contam-se as interacoes de cada sitio com seus seis primeiros
vizinhos e divide-se pelo ntimero de sitios na rede. A contribuicao do potencial quimico é
dada pela divisao do ntimero de sitios ocupados pelo nimero total de sitios na rede.

Para potenciais quimicos elevados é energeticamente favoravel para o sistema ter a rede
cheia. A competicao entre as forgas atrativas e o potencial tipo carogo duro atenuado
permite a formacao de duas estruturas na rede: uma mais compacta, e portanto mais densa,
e outra mais aberta e menos densa. Isto ocorre pois a formacgao de pontes de hidrogénio
é energeticamente favoravel para o sistema, e, portanto, devemos procurar por fases que
permitam que cada particula forme quatro pontes. Existem duas fases que satisfazem essa

exigéncia. Sao elas:

e Liquido de Alta Densidade (LAD): é o estado no qual todos os sitios da rede estao
ocupados (Figura (2.6)). Em uma rede triangular com N sitios ocupados, ha 3N
interacoes de van der Waals entre vizinhos proximos. As interagoes de ponte nao sao
totalmente satisfeitas, visto que cada sitio pode formar apenas 4 pontes, o que fornece

duas pontes por sitio. Logo, hd N interacoes de ponte nao satisfeitas, ou seja, N
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penalizacoes por nao formar ponte com o sitio vizinho. Portanto, o termo de energia

livre por sitio é dado por

E
€LAD = %‘D = —3v+2u ,
aonde . p = <7:£> . O grande potencial por sitio tem a forma
LAD
d
LAD — ?\}4[) =—-3v+2u— Mo (26)

Fig. 2.6: Liquido de Alta Densidade.
Todos os sitios da rede estao ocupados, mas cada molécula faz pontes de hidrogénio com
apenas quatro de seus seis vizinhos ocupados, as setas representam as interacoes de ponte

de hidrogénio.

e Liquido de Baixa Densidade (LBD): é o estado no qual % da rede esta ocupada por
moléculas (Figura (2.7)). Neste caso, ha somente 2N possiveis interagoes de van der
Waals por sitio. Todas as particulas formam quatro pontes, e como nao existem
particulas vizinhas nao formando ponte de hidrogénio, nao ha termo de punicao, 2u.

Portanto o termo de energia livre por sitio é dado por

LBD N 5V
aonde Erpp = <7—~£> . O grande potencial por sitio assume a forma
LBD
O295) 3 3
= = —Zu—"p . 2.7
OLBD N 2U 4M ( )

Para potenciais quimicos muito baixos a rede fica vazia, como em um gas de rede tradi-

cional, portanto deve existir uma fase gasosa.



Capitulo 2. O Modelo 23

/9\7’;@\7’

ﬂ’mﬂ ot

%Q%

Fig. 2.7: Liquido de Baiza Densidade.
da rede sao sitios ocupados. Cada sitio ocupado faz quatro ligagoes do tipo ponte de

3
4
hidrogénio, representadas por setas, com as unicas quatro moléculas vizinhas ocupadas.

e Gas: é o estado no qual todos os sitios estao desocupados (Figura (2.8)). Neste caso

nao ha interacoes entre vizinhos e por isso a energia total é nula
€gas — 0 )

e o grande potencial por sitio é igualmente nulo

(b as
b =

S SO
5o 8@

=0 . (2.8)

gj

Fig. 2.8: Gas

Na fase gasosa todos os sitios da rede estao desocupados.

2.3.1 Propriedades da Rede no Estado Fundamental

Agora que as fases do sistema estao estabelecidas, devemos analisar o comportamento
do sistema para T"'=0e com v =1 e u = 1, que sao os parametros utilizados neste estudo.

No caso do potencial quimico positivo e elevado, u — 400, a fase de menor energia ¢ a fase
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liquido de alta densidade e, portanto, esta é a fase mais estavel. A medida que o potencial
quimico diminui, as interagoes repulsivas tornam-se relevantes e a fase de liquido de alta
densidade pode deixar de ser a mais estavel, podendo ocorrer uma transicao de fase. Como
o potencial quimico ainda é elevado, a nova fase do sistema deve ser ainda razoavelmente
compacta, ou seja, a fase de liquido de baixa densidade.

Para que o sistema passe da fase liquido de alta densidade para a fase liquido de baixa
densidade é necessario que o grande potencial por sitio da fase de baixa densidade seja

menor que o grande potencial por sitio da fase de alta densidade, ou seja,

¢Bp < PrAD -

Substituindo pelas Eqs.(2.6) e (2.7),

3 3
_§U_Z’u< =30+ 2u—p
de onde se obtém a condicao
< —6v+8u (2.9)

para que a fase de liquido de baixa densidade seja a fase mais estavel. Portanto, em 7" = 0

e

p1 = —6v 4 8u (2.10)

ocorre a transicao entre a fase de liquido de alta densidade e o liquido de baixa densidade.
Este é o potencial quimico de coexisténcia entre as fases liquido de alta densidade e liquido
de baixa densidade em 7" = 0.

Baixando ainda mais o potencial quimico, para p < 0, torna-se favoravel que o sistema
fique vazio e outra transicao de fase ocorre. Esta é a transicao entre as fases liquido de
baixa densidade e gas. Para que isso ocorra é necessario que o grande potencial por sitio da
fase gasosa seja menor que o grande potencial por sitio da fase liquido de baixa densidade,

ou seja,

®gas < PLBD -

Comparando as Eqgs.(2.7) e (2.8), obtém-se a condi¢ao

< —2v . (2.11)

e em
po = —2v (2.12)
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ocorre a transicao de fase entre o liquido de baixa densidade e a fase gas. Este é o potencial
quimico da coexisténcia entre a fase gasosa e liquido de baixa densidade em T = 0.

Pode-se entao, resumir as fases do sistema em funcao do potencial quimico conforme a
Tabela (2.1) e a Figura (2.9).

> —6v+ 8u fase liquido de alta densidade

—6v + 8u > pu > —2v | fase liquido de baixa densidade

B < —2v fase gas

Tab. 2.1: Fases do Sistema - Potencial Quimico

LAD
-6v+8u @

LBD

Fig. 2.9: Potencial quimico de cada fase do sistema em T=0.

Agora vamos calcular o intervalo de pressoes para o qual cada uma destas fases torna-se
a mais estavel, bem como a pressao de coexisténcia entre cada uma das fases do sistema.
Para obter o comportamento da pressao a partir do potencial quimico e da temperatura,

usa-se a equacao de Gibbs-Duhem,
SdT'—Vdp+ Ndp =0 . (2.13)
Para uma temperatura fixa (7" = 0),

Vdp = Ndu (2.14)

p b\
/ dp:/ —du . (2.15)
Po Ho 4

Iniciando pela fase gas, na qual a pressao é nula, é evidente que na linha de coexisténcia

ou

entre a fase gas e a fase liquido de baixa densidade a pressao também é nula. No caso de



Capitulo 2. O Modelo 26

coexisténcia entre as fases de liquido de baixa e alta densidade deve-se integrar sob a regiao
de estabilidade da fase liquido de baixa densidade, ou seja, —6v + 8u > p > —2v. Usando
p=2e Py=0na Eq.(2.15), obtemos

PLBD 3 —6v+8u
/ dp = — / du
0 4 —2v

Prep = =30 + 6u . (2.16)

Entao, em T' = 0 a coexisténcia entre as fases liquido de baixa densidade e a fase liquido
de alta densidade ocorre para a pressao p = —3v + 6u. Novamente é possivel resumir as
fases do sistema em funcao da pressao de cada fase, conforme a Tabela (2.2) e na Figura
(2.10).

p > —3v + 6u fase liquido de alta densidade
—3v + 6u > p > 0 | fase liquido de baixa densidade

p=20 fase gas

Tab. 2.2: Fases do Sistema - Pressao

LAD

-3v+6u @

LBD

Gas

Fig. 2.10: Pressao de cada fase do sistema em T=0.

2.4 Resumo

Neste capitulo introduzimos o modelo utilizado nesta dissertacao para descrever um
sistema onde as particulas interagem através de um potencial repulsivo tipo caro¢o duro

atenuado e através de graus de liberdades orientacionais. Cada particula é representada
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por uma variavel de ocupagao e por uma variavel de brago que representa as interacoes de
ponte de hidrogénio.

O sistema ¢é descrito pelo hamiltoniano

6 *
H=(—v+2u) Z 00 +u ZUin Z Z [(1=7r) 7] — Z g (2.17)
(i,5) (i,5) k=1 1 i

onde v representa a interagao de van der Waals, u representa a interacao de ponte e o termo
de potencial quimico determina a variacao do nimero de particulas na rede. Estudamos o
sistema no estado fundamental, 7' = 0. Vimos que o sistema apresenta tres fases distintas:
liquido de alta densidade, liquido de baixa densidade e gas. As fases de liquido de alta
densidade e de baixa densidade coexistem, em T'= 0, em p; = —6v 4+ 8u e p; = —3v + 6u;

as fases liquido de baixa densidade e gés coexistem, em T'= 0, em py = —2v e ps = 0.



Capitulo 3

Método Monte Carlo

3.1 Introducao

Neste capitulo, iremos introduzir conceitos basicos sobre o método de simulagao Monte
Carlo e sua conexao com principios da Mecanica Estatistica. Uma visao geral dos algoritmos
utilizados na simulacao das propriedades estaticas e dinamicas do sistema sera igualmente

apresentada.

3.2 A Mecanica Estatistica

A teoria da Mecanica Estatistica produz uma descrigao macroscopica termodinamica
dos sistemas fisicos a partir de uma distribuicao de probabilidades das particulas do sistema
se encontrarem em um conjunto de estados {v}. Supondo-se um sistema de particulas em
contato com um reservatorio de temperatura e de particulas em um estado inicial «, é
permitido que o sistema passe a uma configuracao v, com uma certa probabilidade. Se a

taxa de transicao entre os estados a e v é dada por

R(a—v) , (3.1)
a probabilidade do sistema passar de um estado qualquer para um estado v é dada por:
> wat)R(a —v) (3.2)

onde a soma em « ocorre sobre todos os estados que o sistema pode assumir, w, € a
probabilidade do sistema estar em um estado inicial & em um certo instante de tempo e

obedece a condi¢ao de normalizacgao:

D walt)y =1 (3.3)
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entre a taxa de transicao de um estado v para um estado « vezes a probabilidade do sistema
a, ou seja

A variagao temporal da probabilidade do sistema estar no estado «, é dada pela diferenca

dw,,

estar no estado v e a taxa de transicao de a para v vezes a probabilidade de estar no estado
At

Y wtR(—a)=> wt)R(a—v) .
A Eq.(3.4) é conhecida como Equa¢ao Mestra e descreve a evolugao temporal de uma dis-
tribuicao de probabilidades.

(3.4)
O equilibrio térmico é alcancado quando a probabilidade do sistema estar em um certo
estado « for independente do tempo, ou seja,

dw,,
— =0 .
dt

Esta expressao é sempre satisfeita no limite de tempos muito grandes. Logo a probabilidade
de ocupacao no equilibrio pode ser definida como:

(3.5)

Do = tlim wa(t)

Como o sistema é estudado no ensemble grande canonico no qual o sistema estd em

contato com um reservatorio térmico a temperatura T, juntamente com um reservatério de
Pa =

(3.6)
particulas a potencial quimico u, a probabilidade de ocupagao no equilibrio é dada por:

&

[1]] —

—B(Ea—pNa)

(3.7)

onde E, é a energia do estado «, 8 = 1/kgT (onde kg é a constante de Boltzmann), p é o
potencial quimico e N, é o niimero de particulas no estado «.
A constante de normalizacao =, definida como a funcao de grande particao, é dada por:

E — —B(Ea—pNa)
Za: e

através da relacao:

(3.8)

Dentro desta distribuicao de probabilidades o valor esperado de uma grandeza é calculado
ou

<A> = Z paAa

(3.9)
(A)

Za Aae—ﬁ(Ea_NNa)
TS e ABauN)

(3.10)
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3.3 A Simulacao

O método de Monte Carlo (MC) permite calcular o valor esperado dos observaveis ter-
modinamicos. Em Mecanica Estatistica, este valor esperado é calculado usando a Eq.(3.9),
somando sobre todos os possiveis estados do sistema. No entanto, isto nao é computacional-
mente viavel, devido ao ntimero astronomico de configuracoes. Porém, podemos encontrar
uma aproximagao para o valor médio, Eq.(3.10), da varidvel de interesse, utilizando apenas
as configuracoes mais provaveis. O método MC tem por finalidade encontrar esses estados
mais provaveis ao sistema, tornando o calculo do observavel acessivel computacionalmente.

Para encontrar as configuragdes mais provaveis selecionamos varios estados ao acaso,
um determinado estado « sera aceito para formar o conjunto de estados com uma certa pro-
babilidade P,. Este processo de sorteio e aceite é repetido até completarmos o conjunto de
estados relacionados com M elementos. A partir deste conjunto de estados possiveis, encon-
tramos que a probabilidade de encontrarmos o sistema numa configuragao o; (i = 1,--- , M)
¢é dada pela regra de Bayes:
na_ile_ﬁ(Eai _NN%')

I, =
b >y n;.le_ﬁ(Eai_“N“i)

(3.11)

que obedece a normalizacao

> I, =1. (3.12)

Agora é possivel descobrir a média das medidas da varidvel A dada pela soma sobre M
«o; estados selecionados com uma probabilidade I',,, ou seja, o valor médio do observavel A

¢é dado por:

_ sz\il Aam;ile_ﬁ(Eai—uNai)

Au
>y Wa_-le_ﬁ(Eai_uNaJ

(3.13)

Os estados que realmente sao relevantes ao sistema (e que devem fazer parte do conjunto
de M estados) e que sao relevantes no célculo do observavel A devem ser escolhidos de
maneira que extremizem a probabilidade I',, e, portanto, a energia grande potencial do

sistema. O extremo de Iy, ocorre para:

1
Na; = Ee_ﬁ(Eai_uNai) . (314)

—

Neste caso, a Eq.(3.13) pode ser escrita como:

1 M
Aw =57 ;Aai (3.15)
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que é a estimativa do valor de A no equilibrio térmico pelo método MC.

Para realizar o processo de sorteio e aceite dos estados para nosso sistema utilizamos
o Processo Markoviano, que define a passagem do sistema em um estado « para outro v,
R(ov — v), através da probabilidade P(a — v), tal que:

(a) P(a — v) é invariante no tempo;
(b) P(aw — v) depende apenas dos estados « e v, sem considerar outros estados passa-
dos;

(c) P(a — v) é normalizada, ou seja,

Y Pla—v)=1; (3.16)

(d) P(aw — ) # 0, ou seja, a probabilidade do sistema continuar no estado « é nao

nula.

Se usarmos os processos Markovianos repetidas vezes teremos uma cadeia Markoviana
de estados. A razao para usarmos a cadeia Markoviana nas simulagoes MC é o fato dela
permitir que, partindo de um estado a qualquer chegar-se a um estado v qualquer, ao
aplicarmos o processo probabilistico repetidas vezes.

Ainda é necessario que mais uma condicao seja satisfeita para que a cadeia Markoviana
satisfaga a distribui¢ao proposta pela Eq.(3.7).

A partir da equagao mestra, Eq.(3.4), podemos calcular a probabilidade de encontrarmos
o sistema no estado o no tempo (t+1). Usando a Eq.(3.4) em sua forma discreta, obtemos
que a probabilidade de o sistema encontrar-se no estado a num tempo (¢ + 1) depende da

probabilidade de se encontrar em outros estados via

(lét++11 Z’Ra—>ywy Z’RV—>awa( ), (3.17)

sendo R(a — v) e R(v — «) as taxas de transi¢ao entre estados v e v. Simplificando a
equacao acima, obtemos

a(t+1) ZRa—u/wl, Zﬂuﬁawa()+
+ZP (o = v)wal(t) (3.18)

onde usamos a Eq.(3.16). Se os processos de transicao forem Markovianos obedecendo as
regras (a)-(d), as taxas de transicao R(o — 1) serao idénticas as probabilidades P(a — v),

ou seja,
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R(v—a) = Plv—a). (3.19)

Neste caso, como P(a — v) = P(v — «), a Eq.(3.18) assume a forma:

walt+1) =) Pla = v)w,(t) . (3.20)

A Eq.(3.20) pode ser escrita na forma matricial, com w, um dos elementos do vetor

probabilidade de encontrar o sistema em um dado estado:

wt+1)=P-w(t) . (3.21)

No limite termodinamico o produto de matrizes apresenta a forma

w(o0o) =P - w(oo) (3.22)

que, usando a Eq.(3.6), pode ser escrito em termos da probabilidade de ocupacao no

equilibrio, ou seja,

Pa= Y pPv—a). (3.23)

Esta equagao é solugao da Eq.(3.20) no limite ¢ — oo . No entanto é possivel que o
processo como descrito acima recaia em um equilibrio dinamico que alterne entre varios

estados. Note que iterando o processo Markoviano varias vezes , obtemos

w(t+n) = P-P-P..... P -w(t)

— P".w(t) (3.24)

que no limite termodinamico resulta

w(oo) =P" - wi(t) (3.25)

o que nao define um estado especifico, mas um ciclo limite de ordem n. Se escolhermos as
probabilidades de transi¢ao segundo a regra da Eq.(3.22) garantimos que a cadeia Marko-
viana tera uma distribuicao de probabilidades p, mas podera igualmente ter ciclos limites.
Para garantir a unicidade da distribuicao de probabilidades, temos que impor uma condi¢ao
que inviabilize o ciclo sem alterar as propriedades (a)-(d) do processo Markoviano. Isso é

obtido usando a expressao
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paP(a—v)=p,P(v— «) (3.26)

ao invés de somente a Eq.(3.22). A Eq.(3.26) é conhecida como balango detalhado.

Note que se somarmos sobre todos os estados a dois lados da Eq.(3.26) e se usarmos
a Eq.(3.16), obtemos a Eq.(3.21) com p, = w(oo). Neste sentido, a condi¢ao Eq.(3.26),
obedece & equagao mestra e aos principios (a)-(d) exigidos pelo processo Markoviano para
produzir a fungao de distribuicao desejada.

Substituindo a Eq.(3.7) na Eq.(3.26), obtemos uma relagao entre as probabilidades de

transicao e a distribuicao dos estados dada por:

Pla—=v) _ Pr_ (BN~ (BapNa)] (3.27)
Plv—a) pa
Esta regra determina as regras de sorteio e aceitagao do método Monte Carlo.

Neste trabalho usamos o algoritmo de Metrépolis que procura otimizar as taxas de
transicao para que a cadeia Markoviana seja gerada o mais rapido possivel. Isso ocorre se
tomarmos a maior taxa de transigdo entre P(a — v) e P(v — «) igual a 1, ajustando a
outra através da Eq.(3.27). Deste modo, temos que a probabilidade de transi¢ao de um

estado o para um estado v é dada por:

e PR seH, —H, >0

(3.28)
1 seH, —H, <0

P(a—>y):{

onde H, o =E, o — N, o e AH =H, — H, . Esta equagao nos mostra quais devem ser as
taxas de transicao entre os estados para que tenhamos um conjunto com os estados mais
relevantes para o nosso problema, gerados por um processo Markoviano e que satisfazem a
distribui¢ao de probabilidades dada pela Eq.(3.7). A selecao de estados para o célculo das
medidas dos observaveis de interesse deve ser feita somente apds a equilibracao do sistema,
ou seja, quando satisfizermos a Eq.(3.5). Além do sistema estar equilibrado, é importante
garantir que as M medidas usadas para calcular o valor médio, estejam descorrelacionadas.

A Eq.(3.27) considera que quanto menor a energia de um sistema fisico, maior é a
sua estabilidade, pois ela sempre aceita transi¢oes para estados com energia menor que a
anterior. Quando a variacdo de energia é positiva, existe uma probabilidade e #2" dessa
transicao ser aceita. Esta probabilidade nao nula inclui no problema as flutuacoes térmicas,
notando que a probabilidade de uma transicao aumenta com a temperatura do sistema, ja
que as particulas na rede ficam mais agitadas e tendem a nao passar para o estado de menor
energia.

Quando um programa calcula o valor da variavel de interesse, sempre ha um erro inerente

ao processo. Pode-se separar os erros em duas classes: erros estatisticos e erros sistematicos.
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Os erros estatisticos sao provenientes do processo de medida e sao impossiveis de serem
eliminados. Apesar disso, é possivel minimiza-los e estimar o quanto as medidas sao fiéis.
Os erros sistematicos sao provenientes do procedimento do programa, como por exemplo,
nao equilibrar o sistema antes de iniciar as medidas.

No método Monte Carlo, a principal fonte de erro estatistico na medida vem das flu-
tuacoes do observavel entre um passo MC e o proximo. O erro estatistico associado a

densidade, por exemplo, é obtido através de:

7=\ 3y ()~ (0 (3.20

onde M é o nimero de medidas descorrelacionadas e p é a densidade do sistema.

3.4 Algoritmo para o Gas de Rede

3.4.1 Calculo das Propriedades Termodinamicas

A partir de agora, iremos aplicar o algoritmo de Metrépolis para o modelo de gas de rede
em uma rede triangular que introduzimos no capitulo anterior. Partimos do Hamiltoniano

proposto na Eq.(2.2), dado por:

6

H = (—v+2u) Z 0i0; + 2u Z 0i0;j Z (1- TikT]l-) Tiij?_k —
(i) (ij)

k=1
—1y o (3.30)
i
aonde H = (H) —pu> 0 =E —pY, 0s.

A simulacao é feita em uma rede triangular de L? sitios representada por uma matriz
Lz L e seus elementos sao os oy, com condi¢oes de contorno periddicas. Todas as simulagoes
foram feitas com os parametros u = v = 1.

Primeiramente, o sistema € inicializado e um certo niimero de particulas sao colocadas na
rede. Para cada particula sorteia-se, de maneira aleatéria, uma orientagao para os bracos.
Posteriormente, o sistema é equilibrado da seguinte maneira: os sitios da rede, identificados
pelo indice i, sao visitados um a um e se inicialmente estiver ocupado, ele é esvaziado e
calcula-se a variacao de energia por sitio AH que é gerada por essa operacao, através da
equagao:

AH = AH —Tv In(18) , (3.31)

onde T = k;T/v e
A,]:{ = €yazio — Ccheio — K
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¢é a variacao do grande potencial local, que leva em conta apenas a interacao entre o sitio ¢
e seus seis vizinhos proximos. O fator In(18) entra para compensar o fato de que, quando
retiramos uma particula do sistema ela estda em qualquer um dos dezoito estados possiveis,
e quando inserimos uma particula na rede ela se encontra em um estado de brago especifico
dentre os dezoito possiveis. Este termo é necessario para que o balanco detalhado nao seja
violado. Se AH < 0, a operacao de mudanca de estado é confirmada e o sitio é esvaziado,
caso contrario o programa gera um numero aleatério no intervalo [0,1) e se este for menor
que exp|—BAH] o sitio é esvaziado. Se nenhuma das duas tentativas satisfizer as exigéncias,
o sitio permanece cheio e no mesmo estado de brago.

Se o sitio ¢ estiver vazio, o programa troca o estado de ocupagao para o; = 1 e escolhe,
de maneira aleatoéria, uma dentre as dezoito possiveis orientagoes de brago para a particula.

Novamente calculamos a variacao de energia através da equacao:
AH = AH +Tv In(18) | (3.32)

onde

AH = €cheio — Cvazio T M -

As regras de aceite ou nao da operagao sao as mesmas do item anterior. Caso uma delas
seja satisfeita o sitio fica cheio, caso contrario permanece vazio.

Apés varrer algumas vezes a rede, teremos equilibrado o sistema.

Mas, como saber quando isso ocorre? Um possivel critério é quando o valor do observavel
de interesse (a energia do sistema por exemplo) nao variar mais no tempo ou entao oscilar
em torno de um valor médio. Este valor médio é dependente da temperatura e do potencial
quimico no qual o sistema se encontra. Na simulacao o processo de equilibracao pode ser
visualizado através da evolucao temporal dos observaveis energia e densidade. O tempo é
medido em passos de Monte Carlo, ou seja, cada vez que a rede é varrida e todos os sitios
da rede foram atualizados, o tempo aumenta de um passo MC.

Para ilustrar o processo de equilibracao do modelo utilizado neste estudo, simulamos o
sistema em uma rede 50x50 para temperaturas 7 = 0.525, 0.625, 0.725, 0.825 e um potencial
quimico t = 0 e 7 = 3, onde i = pu/v. Em todos os graficos mostramos o comportamento
médio do sistema, onde a média foi realizada sobre dez amostras. Cada amostra significa
que o processo de visitar todos os sitios, a cada passo MC, foi realizado a partir de diferentes
configuragoes inicias. A Figura (3.1) mostra a energia por particula do sistema em funcao
do tempo MC para os valores de temperaturas citados acima e potencial quimico u = 3.
Para T = 0.825 a energia por particula equilibra em 3340 passos MC com uma valor de
energia oscilando em torno de € ~ —2.95, onde € = e/v. Para T = 0.725 a energia por
particula equilibra em 1740 passos MC, oscilando em torno de € ~ —3.05. Para T = 0.625

a energia por particula equilibra em 2830 passos MC, oscilando em torno de € ~ —3.17.
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Finalmente, para T = 0.525 a energia por particula equilibra em 8100 passos MC, oscilando
em torno de € ~ —3.3. Medimos a densidade de particulas na rede, ou seja, o nimero
de sitios ocupados dividido pelo ntimero total de sitios, para os mesmos parametros da
Fig.(3.2). Neste caso, observa-se as curvas muito proximas, ou seja, para todos os valores
de temperatura simulados, o sistema converge para uma mesmo valor de densidade de
particulas na rede. Para melhor visualizagao a Figura (3.2) mostra apenas o processo de
equilibracao para T = 0.825, onde a densidade de particulas na rede equilibra em 570 passos

MC e oscila em torno de p ~ 0.97.

-1

Il Il Il Il
(0] 2000 4000 6000 8000 10000

Fig. 3.1: Energia média por particula - Rede 50x 50
Grdfico da energia por particula em funcao do tempo, medido em passos de MC' para uma
rede 50x50. O potencial quimico do sistema € i1 = 3 e as temperatura sao, de cima para

baizo, T = 0.825,0.725, 0.625 ¢ 0.525.

A Figura (3.3) mostra o processo de equilibragao da energia por particula do sistema
para um valor de potencial quimico 77 = 0 e para as mesmas temperaturas utilizadas anteri-
ormente. Para uma temperatura 7 = 0.825 a energia por particula equilibra em 670 passos
MC, com uma energia de equilibrio € ~ —1.49. Para T = 0.725 a energia por particula equi-
libra em 498 passos MC, assumindo uma energia de equilibrio € ~ —1.6. Em T = 0.625 a
energia por particula equilibra em 1900 passos MC com uma energia de equilibrio € ~ —1.83
e para T = 0.525 o tempo de equilibracdo é 2500 passos MC com uma energia de equilibrio
e ~ —1.96. Como no caso anterior, a densidade de particulas do sistema para todas as
temperaturas converge para o mesmo valor, p ~ 0.9. A Figura (3.4) mostra o tempo de
equilibracdo da densidade de particulas para T = 0.525, que equilibra em 180 passos MC.

Uma vez o sistema equilibrado, podemos realizar as medidas das variaveis de interesse.
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Fig. 3.2: Densidade média de particulas na rede - Rede 50x 50
Grdfico da densidade de particulas na rede em func¢ao do tempo, medido em passos de MC

para uma rede 50x50. O potencial quimico € i = 3 e a temperatura T = 0.825.

Como devemos utilizar configuracoes independentes nestas medidas, devemos esperar, entre
duas medidas simultaneas, pelo menos 7 passos de MC, onde 7 é o tempo necessario para
que o conjunto de parametros utilizados se descorrelacionem.

Para obtermos o tempo de correlacao 7 consideramos o tempo que a funcao de autocor-
relagdo x(t) entre dois tempos diferentes, digamos ¢ e t’, necessita para decair a 1/e do seu
valor inicial.

A funcao de autocorrelacao para a densidade, por exemplo, é calculada a partir da

equagao:

1 tmaz_t
x(t) = PE— Z p()p(t' +1) —
max V=0
max =0 max =0

Essa expressao mede o quanto a rede estd correlacionada num instante ¢ + ¢ em relacao
ao tempo anterior t’: quanto menor for o valor de x(t), mais descorrelacionada estard a
rede. Para garantir que duas medidas sejam descorrelacionadas, costuma-se usar o intervalo

entre uma medida e outra igual a duas vezes o tempo de correlagao, ou seja, igual a 27.
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Fig. 3.3: Energia média por particula - Rede 50x 50
Grdfico da energia por particula na rede em funcdao do tempo, medido em passos de MC
para uma rede 50x50. O potencial quimico do sistema é i = 0 e as temperaturas sao as

mesmas utilizadas no Fig.(3.2).

3.4.2 Calculo das Propriedades Dinamicas

Iremos medir o deslocamento das particulas em funcao do tempo e, a partir desta medida,
calcular o comportamento da constante de difusao em fungao da densidade.

Com o sistema equilibrado iniciamos o processo difusivo das particulas na rede. O
programa varre a rede de maneira aleatéria n vezes, onde n é o niimero de particulas na
rede. Em cada tentativa de movimento, o programa escolhe uma particula na rede e a tenta
mover, sendo que a mesma particula pode vir a ser escolhida novamente nas outras n — 1
tentativas de movimento, visto que o sorteio é aleatério.

Apos sortear a particula, o programa escolhe uma das seis possiveis direcoes de movi-
mento. Apenas movimentos para sitios vizinhos sao permitidos, logo a particula nao executa
movimentos para grandes distancias.

Escolhida a direcao de movimento, o programa testa a ocupacao do sitio. Se o sitio
escolhido para a particula mover-se estiver vazio, o programa move a particula, conservando
seu estado de braco, e calcula a variacdo de energia, AH que esse movimento causou. Se
AH < 0, o movimento é aceito e a matriz de posicoes é atualizada. Se AH > 0, com uma
probabilidade e 2" o movimento é aceito. Caso contrario, a particula volta ao seu sitio
de origem e o programa sorteia outra particula e inicia o mesmo processo. Por outro lado,
se o sitio vizinho escolhido para que a particula se mova estiver ocupado, o movimento é

rejeitado e outra particula na rede é sorteada.
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Fig. 3.4: Densidade média de particulas na rede - Rede 50x 50
Grdfico da densidade de particulas na rede em fungao do tempo, medido em passos de MC
para uma rede 50x50. O potencial quimico do sistema é i = 0 e a temperatura do sistema
¢T =0.525.

O processo de sorteio é repetido n vezes a cada passo MC, onde n é o numero de
particulas na rede. Ao final de cada passo MC, o programa calcula o deslocamento das
particulas em relagao a posicao inicial.

A média do deslocamento quadratico das particulas é calculado através da relacao

1 n
2 2
(Ar)) = => " frit) = r(0)* (3.34)

n <
=1

onde ( ) denota a média sobre amostras, ou seja, para uma determinada temperatura e
potencial quimico sao feitas varias simulagdes (no minimo 150 amostras) e no final obte-
mos um comportamento médio do deslocamento das particulas. O coeficiente de difusao
translacional é obtido a partir desta equacao e a partir da relagao de Einstein para tempos

grandes
(Ar?(t)) = 4Dt | (3.35)

onde o fator 4 aparece pois o nosso sistema é bidimensional. Conseqiientemente, a partir

da inclinacdo da reta ilustrada na Figura (3.5), obtemos a constante de difusdo D.

3.5 Resumo

Neste Capitulo introduzimos os conceitos basicos sobre simulacao Monte Carlo e a teoria
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Fig. 3.5: Deslocamento quadrdtico médio em funcdao do tempo MC

Média sobre 150 amostras, com um potencial quimico i = —1.5 e temperatura T = 0.725

necessaria ao calculo das grandezas fisicas de interesse. Exploramos o algoritmo utilizado
na simulacao das propriedades estaticas e dinamicas do modelo introduzido no Capitulo
2. A partir dos resultados de simulagao, construiremos o diagrama de fases do modelo no

Capitulo 4 e os resultados sobre a dinamica serao apresentados no Capitulo 5.



Capitulo 4

Diagrama de Fases do Modelo

4.1 Introducao

Neste Capitulo iremos construir o diagrama de fases potencial quimico vs. temperatura
e pressao vs. temperatura, do modelo apresentado no Capitulo 2. Vamos reproduzir os
resultados originais obtidos por Henriques et al [52] [53]. As simulagdes mostram a presenca
de trés fases, conforme previsto no Capitulo 2, e de duas transi¢oes de fases de primeira
ordem terminando em dois pontos criticos. Os resultados indicam igualmente a presenga

da anomalia da densidade.

4.2 Transicoes de Fase do Sistema

A fim de investigar as propriedades termodinamicas do sistema para uma temperatura
T # 0, realizamos simulacoes para redes 10x10, 20x20 e 50x50, fazendo uma varredura em
temperatura e potencial quimico. Variar o tamanho da rede é necessario para verificar o
efeito de tamanho finito. Para verificar o quanto os efeitos de tamanho de rede afetam o
diagrama de fase p x T, realizamos simulagoes para L=10,20,50. Observamos que os resul-
tados para a densidade vs. potencial quimico nao se modificam para diferentes valores de L.
Iremos, portanto, utilizar uma rede 10x10 nas simulagoes, pois isso reduz consideravelmente
o custo computacional sem afetar a fisica do problema.

Para investigar o diagrama de fases do modelo, simulagdes em varias temperaturas e
potenciais quimicos foram realizadas, por simplicidade usamos u/v = 1. Para uma tempe-
ratura fixa, ao variarmos o potencial quimico, observamos duas transicoes de fase do sistema,
da seguinte forma: iniciamos a simulacao com um potencial quimico baixo o suficiente para
que o sistema encontre-se na fase gas, com p = 0. O potencial quimico é elevado a uma
taxa An = 0.0025/MCS até ocorrer uma transicao entre a fase gasosa, p = 0, e a fase
liquido de baixa densidade, com p = 0.75. Esta fase apresenta duas pontes de hidrogénio

por molécula. Essa transi¢ao ocorre para —2.5 < 1 < —2.15, dependendo da temperatura
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em que o sistema se encontra.

Aumentando mais o potencial quimico, outra transicao ocorre, dessa vez entre as fases
liquido de baixa densidade, p = 0.75, e a fase liquido de alta densidade, com p = 1, no
intervalo 1.5 < @ < 3.17. A fase de liquido de alta densidade também apresenta duas
pontes de hidrogénio por molécula.

Repetindo o processo para varias temperaturas, observa-se que a transi¢ao de primeira
ordem gas-liquido de baixa densidade ocorre em um intervalo de temperaturas 0 < T <
0.45. Esta transicao de primeira ordem termina em um ponto critico em T,, = 0.45. A
transicao de primeira ordem liquido de baixa densidade e liquido de alta densidade ocorre
para 0 < T < 0.65, terminando em um ponto critico T, = 0.65.

Para uma temperatura T = 0.4, (Figura (4.1)), e variando o potencial entre —15 < i <
10 vemos que o sistema apresenta trés fases bem definidas, conforme a previsao tedrica. A
transicao entre as fases géas e liquido de baixa densidade ocorre em 77 ~ —2.15, e entre as
fases liquido de baixa densidade e liquido de alta densidade ocorre em 1 ~ 2.9. Note que as

transicoes ocorrem de maneira abrupta, indicando que as transig¢oes sao de primeira ordem.

11

0.7 -

03 r ]

-20 -10 — 0 10

Fig. 4.1: Transicao de Fase - Rede 10x10.
Transiciao de primeira ordem para wma temperatura T = 0.4. As trés fases do sistema

podem ser facilmente identificadas.
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Aumentando a temperatura do sistema, 7 = 0.5, e fazendo uma varredura em potencial
quimico entre —15 < i < 10, observa-se uma transicao suave entre as fases gas e liquido de
baixa densidade, enquanto que entre as fases liquido de baixa densidade e liquido de alta
densidade a transigdo ocorre em 1 ~ 1.6 (Figura (4.2)). Resultados similares podem ser

observados para temperaturas maiores (ver Figuras (4.3) e (4.4)).

1.1 : : . ,

0.7 -

03 -

-20 -10 — 0 10

Fig. 4.2: Transi¢ao de Fase - Rede 10x 10.
Transicao de fases para uma temperatura T=0.5. As transicoes de fase de primeira ordem

ainda sao bem definidas.

A partir de T = 0.7 a transicio entre as fases do sistema, ou seja, gas/liquido de baixa
densidade e liquido de baixa densidade/liquido de alta densidade, torna-se suave (Figura
(4.5)).

Para se certificar que as variacoes abruptas na densidade do sistema consistem em
transicoes de primeira ordem, procuramos ver se o sistema apresenta histerese. Portanto,
simulamos o sistema partindo de potencial quimico baixo, quando o sistema encontra-se na
fase gas com p = 0, e aumentamos o potencial quimico do sistema até atingir a fase liquido
de alta densidade, onde p = 1. Posteriormente, partimos de potencial quimico alto, quando
o sistema se encontra na fase liquido de alta densidade com p = 1, e baixamos o potencial
quimico até o sistema atingir a fase gasosa, com p = 0. Nos dois casos o potencial quimico

foi variado com uma taxa An = 0.0025/MCS. Quando as duas curvas sao plotadas no
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Fig. 4.3: Transicao de Fase - Rede 10x10.
Transicao de fase para uma temperatura T = 0.6. Conforme a temperatura do sistema
aumenta, a passagem entre a fase gas e a fase liquido de baiza densidade torna-se mais

suave.

mesmo grafico, notamos a presenca de histerese no sistema, ou seja, as transi¢coes nao ocor-
rem exatamente no mesmo valor de potencial quimico 71 (Figuras (4.6) e (4.7)). A presenga
de histerese é outra indicagao de que as transicoes entre fases sao de primeira ordem. A
Figura (4.6) mostra que a histerese entre a transi¢ao entre as fases liquido de baixa e alta
densidade é bem maior que a histerese entre a transicao entre as fases gas e liquido de baixa
densidade. Na Figura (4.7) se observa que a histerese da transigao entre as fases liquido de
alta e baixa densidade torna-se mais estreita a medida que a temperatura aumenta. Isso
se deve ao fato de que, a medida que a temperatura do sistema aumenta, a transicao de

primeira ordem entre as fases desaparece.

4.3 Diagrama de Fases

Para construir os diagramas de fases potencial gimico vs. temperatura do sistema, para

uma rede 10x10, reunimos as informacgoes obtidas nas simulacoes da secao anterior. A
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Fig. 4.4: Transicao de Fase - Rede 10x10.

Transicdo de fase para uma temperatura T = 0.625. Conforme a temperatura do sistema

aumenta, a passagem entre a fase gas e a fase liquido de baiza densidade torna-se mais

suave.

construcao do diagrama i x T é imediata, bastando tomar os valores de 77 de transicao para

cada temperatura dos graficos anteriores. Tal diagrama pode ser visto na Figura (4.8).

Para obtermos o diagrama de fases pressao vs. temperatura, p x T, devemos integrar

computacionalmente a relagdo Gibbs-Duhem (Eq.(2.13)), ou seja, integrando
SdT'—Vdp+ Ndp =0,

para uma temperatura fixa, obtemos

P K
/ dp = / pdp
0 H=HKmin
o
p= / pdp .
Hmin

(4.1)

(4.2)

(4.3)

Fazemos entao, uma simulagao partindo de @ = 1,,,,, que € um valor muito negativo

de potencial quimico no qual p =~ 0 e p = 0 sao boas aproximagoes. Variamos o potencial

quimico muito lentamente, integrando o lado direito, e obtendo p = p(p). A Figura (4.9)
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Fig. 4.5: Transicao de Fase - Rede 10x10.
Transicao de fase para uma temperatura T=0.7. Nesta temperatura nao mais observa-se

transicao de fase de primeira ordem .

ilustra a pressao vs. densidade para diversos valores de temperatura. Com base nessa figura
se obtém o diagrama de fase pressao vs. temperatura, Figura (4.10). Da figura (4.9) ainda
se obtém que, para densidades proximas a p = 0.75, ao fixarmos a pressao, a densidade
aumenta com a diminuicao da temperatura até um valor maximo, para depois comecar
a diminuir em temperaturas mais baixas. Este comportamento estd ilustrado na Figura
(4.11). A localizagao da linha de temperatura de maxima densidade, TMD, encontra-se
igualmente ilustrada no diagrama de fases pressao vs. temperatura, como mostra a Figura
(4.10).

A TMD obtida neste modelo assemelha-se a presente no modelo SPC/E [9] [10]. Cabe
ressaltar que a posicao do segundo ponto critico é sensivel a razao u/v. Ao diminuir-se a
razao u/v, a linha de coexisténcia LBD /LLAD diminui e aproxima-se da linha de coexisténcia
entre as fases LBD/Géas. Em u/v = 1/2 a fase de LAD desaparece (ver Figura (4.12)) [53].

A anomalia na densidades encontra-se na vizinhanga do segundo ponto critico.
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Fig. 4.6: Histerese.

Grdfico da densidade em func¢ao do potencial quimico. Vemos a presenca de histerese no

sistema, principalmente entre as fases liquido de alta densidade e liquido de baiza densidade,
A histerese entre as fases gas e liquido de baixa densidade é mostrada no canto superior do

grdfico. A temperatura do sistema é T = 0.4.

4.4 Resumo

Neste Capitulo reproduzimos o diagrama de fases de potencial quimico vs. temperatura
e pressao vs. temperatura para um modelo para dgua [52] que apresenta anomalia na

densidade e dois pontos criticos.
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Fig. 4.7: Histerese.
Grdfico da densidade em funcao do potencial quimico. Vemos a presenca de histerese no
sistema apenas entre as fases liquido de alta densidade e liquido de baira densidade. A

temperatura do sistema é T = 0.5.
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Fig. 4.8: Diagrama de fases i x T.
A linha de coexisténcia entre as fases gds e liquido de baixa densidade é representada pelos
circulos, enquanto que a linha de coexisténcia entre as fases liquido de baira densidade e
liquido de alta densidade € representada pelos quadrados. Os pontos em T=0 foram obtidos

da teoria.
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Fig. 4.9: Pressao vs. densidade para diferentes valores de temperatura.
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Fig. 4.10: Diagrama de Fasesp x T.

0,8

As estrelas representam a regiao de anomalia na densidade, chamada TMD (temperatura

de mdzxima densidade). Os quadrados brnacos representam a linha de coezisténcia entres

as fases gds/liquido de baiza densidade e os quadrados pretos representam a linha de coe-

zisténcia entre as fases liquido de baiza densidade/liquido de alta densidade. Os pontos c e

¢’ sao dois pontos criticos.
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Fig. 4.11: Diagrama de fases densidade vs. temperatura para valores fixos de pressao,

tlustrando a anomalia na densidade.
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Fig. 4.12: Diagrama de fases p x T para diferentes razoes entre u/v.
Quanto menor a razao entre w/v, menor a linha de coezisténcia entre as fases liquido de
alta e baiza densidade [53].



Capitulo 5

Difusao

5.1 Introducao

Neste capitulo iremos introduzir os conceitos de difusao translacional e rotacional, ob-
tendo a equacao que descrever o processo de difusao translacional a partir da teoria de
Einstein, da equagao de Langevin e da equacao de Fokker-Planck. Iremos igualmente ob-
ter a equacao que descreve o comportamento da difusao rotacional. No final deste Capitulo
apresentaremos os resultados originais desta dissertacao: o comportamento do coeficiente de
difusao translacional em funcao da temperatura e da densidade para o modelo introduzido

no Capitulo 2.

5.2 Difusao Translacional e o Movimento Browniano

A teoria dos processos difusivos estd intimamente relacionada ao Movimento Browniano,
que é o nome que se da para movimentos irregulares de particulas suspensas em um meio
fluido. A primeira observacao deste tipo de movimento foi feita pelo botéanico Robert
Brown em 1828, quando o mesmo investigava os processos de fertilizagao na espécie Clarkia
pulchella. Ele notou que o movimento do pélen suspenso em agua era aleatorio. Inicialmente
Brown acreditou que este movimento era uma particularidade das células sexuais masculinas
das plantas.

Estudos posteriores revelaram que Brown nao estava correto quanto a natureza do mo-
vimento, pois esse tipo de movimento ocorre nao apenas com particulas organicas, como
também com particulas de fumaca, pedacos de vidro e granito. A origem deste movimento foi
inicialmente atribuida as correntes convectivas do fluido. Em 1877 observou-se que quanto
maior a temperatura, mais rapido era o movimento das particulas, o que levou os cientistas

a concluirem que o movimento era devido a energia térmica do meio liquido. A idéia de
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que as moléculas do liquido estao em constante movimento, colidindo uma com as outras
de maneira aleatéria levou Einstein, em 1905, a formular uma teoria sobre o movimento
Browniano.

A andlise do movimento Browniano pode ser feita através das equacoes de Langevin e
Fokker-Planck e ainda através da relacao fenomenolégica de Einstein como veremos a seguir.
Com base neste formalismo, iremos calcular o coeficiente de difusao do modelo estudado
nesta dissertacao e testar a presenca de anomalia no comportamento do coeficiente de difusao

com a densidade.

5.2.1 Equacao de Difusao de Einstein

O artigo de Einstein de 1905 sobre o Movimento Browniano foi essencial para a funda-
mentagao do atomismo moderno. A explicacao de Einstein para o fenémeno é baseada em
duas hipéteses fundamentais:

(a) O movimento randomico das particulas é causado pelos choques freqiientes entre
estas e as moléculas do liquido no qual estao suspensas;

(b) O ntmero de moléculas ¢é tao grande e seu movimento é tao complicado que seu
efeito sobre as particulas sé pode ser descrito de maneira probabilistica.

Para simplificar a formulacao do problema, Einstein considerou que as particulas suspen-
sas executam movimentos independentes entre si e se moviam apenas em uma dimensao.
Vale notar que essa formalucao é valida quando a particula teste é muito maior que as
moléculas do fluido no qual esta em suspensao. O movimento que uma determinada particula
executa a cada instante de tempo independe do movimento anterior. Esta aproximagao é
valida para intervalos de tempo 7 nao muito pequenos. Conseqiientemente, faz-se necessario
que intervalo de tempo 7 seja muito pequeno se comparado com o tempo de observacao, mas
grande o suficiente para que o movimento em diferentes intervalos 7 sejam independentes.

Se tomamos N particulas suspensas no liquido, a cada intervalo de tempo 7 cada
particula (as quais indicaremos pelo indice i) ird se deslocar uma quantidade A;. Den-
tre as N particulas, uma fracao dN ira efetuar um deslocamento compreendido dentro
do intervalo [A; A 4+ dA] durante o intervalo de tempo 7 referente a um passo. Podemos

expressar este nimero como:

dN = N¢ (A) dA (5.1)

onde ¢(A) é a distribuicao de deslocamentos das N particulas em um intervalo de tempo,

com a normalizacao:



Capitulo 5. Difusao 56

/ " iAG(A) =1 (5.2)

oo

Na auséncia de forgas externas, espera-se que a distribuicao de deslocamentos seja
simétrica, ou seja, ¢ (A) = ¢ (—A). Pode-se mostrar que a distribui¢ao de passos de tama-
nho varidvel A que tem igual probabilidade para valores positivos e negativos leva a uma
distribuicao gaussiana. No caso particular do movimento Browniano, quando N ¢é muito
grande, ¢(A) é uma gaussiana bem acentuada e centrada em A = 0, visto que grandes
deslocamentos s@o eventos raros (veja Apéndice A).

Vamos agora obter uma equacao para a evolucao temporal do deslocamento das particulas.
Seja P(x,t)dz a fragdo de particulas que se encontram no intervalo [z, x + dz| no instante

t. A conservacao do nimero total de particulas implica

/ e Plat) = 1 (5.3)

oo
para todo tempo ¢t. Combinando a distribui¢ao de deslocamentos, ¢(A), com P(z,t), obtém-
se uma equacao que descreve a evolugao temporal de P(x,t). Durante o intervalo de tempo
7 de um passo as particulas se deslocam segundo a distribuicao de deslocamentos ¢(A).
Algumas particulas que estao dentro do intervalo desejado [z, z + dz|, em um tempo ¢, irdo
deixé-lo, enquanto outras entrarao ou permanecerao neste intervalo em um tempo ¢ + 7.
A equacao de evolucao deve levar em conta o balanco entre essas trés situacoes. Entao, a
fragao de particulas que se encontram em [z, x + dz| no instante de tempo t + 7 é dada por
P(z,t+ 7)dz, onde:

0

P(x,t+7)=/+wp(x—A,t)¢(A)dA+/ Pla+ A DO(—A)IA . (5.4)

Na expressao acima, ¢(A) é a probabilidade da particula se mover A em um intervalo de
tempo 7, de maneira similar ¢(—A), e P(z + A, t) é a fragdo de particulas que no instante
t estd na posicao = + A, de maneira similar P(x — A, ¢). Somando-se o produto destas
duas probabilidades sobre todos os deslocamentos A, obtém-se a fragao de particulas que
em t + 7 encontram-se entre x e x + dx. Como a distribuicao de deslocamentos é simétrica,

d(—A) = ¢(A), é possivel reescrever a expressao

Pla,t +7) = /m Pla+ A 1)o(A) dA (5.5)

—0o0
O préximo passo consiste em expandir a Eq.(5.5) em uma série de Taylor para valores
pequenos de 7. Visto que o tempo total de observagao é muito maior do que o intervalo
de tempo entre duas observagoes, 7 < t, pode-se expandir o lado esquerdo da Eq.(5.5) da

forma:
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OP(x,t)
ot

onde os termos de segunda ordem em 7 foram desprezados. Como ¢(A) é uma fungao

P(z,t+7) ~ P(x,t) + 7+ O(T%) (5.6)

centrada em torno de A = 0 e decai rapidamente a zero, apenas valores pequenos de A irao
contribuir no célculo da integral na Eq.(5.5). Neste caso, pode-se expandir P(x + A,t) em
torno de A = 0, obtendo-se

OP(z,t) O*P(x,t) A? 3

A L — A .
Ee t—52 5 + O(A”) (5.7)
onde termos de O (A?) foram desprezados.

Substituindo as Eqs.(5.6) e (5.7) na Eq.(5.5) obtém-se:

P(x+ A,t) = P(z,t) +

P(x,t) + 0Pz, t>¢ = /_+OO dA [P(:B, t) + 8P(§i’t)A + 82];;” ') %2} P(A)

e e}

~ Plat) /_ " aasa) + 28 a(i’t) /_ NN

(e e}

O?P(z,t) [t A?
s /_ arS-6(a) (5.8)

[e.e]

o0

Usando o fato de ¢(A) ser simétrica e normalizada, obtém-se:

T 53 IAT6(A) (5.9)

Para uma dada distribuicao ¢(A), a integral da Eq.(5.9) é uma constante

OP(x,t)  0°P(x,1) /+°° A?

[e.9]

B 1 +o00 A2
D=1 /_ AAS-6(A) (5.10)

oo

denominada constante de difusao. Neste caso reescreve-se a Eq.(5.9) como:

OP(x,t) D O*P(x,t)
o Ox?

onde D mede a largura da distribuicao de passos em cada tempo de observacao 7. Qual

(5.11)

seria o significado fisico microscopico de D? Para responder a esta pergunta faz-se necessario
usar a equacao de Langevin que fornecera o significado de D como funcao de correlacao de
velocidades e a equacao de Fokker-Planck que fornecera o significado de D em funcao da
correlagao de posigoes.
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5.2.2 Difusao Translacional, Equacao de Langevin e Equacao de
Fokker-Planck

E possivel fazer uma conexao entre a constante de difusao definida pelas Eqgs.(5.10) e
(5.11) e a correlagao entre velocidades.

No movimento Browniano observa-se que a velocidade da particula teste, varia de uma
forma descontinua, através de mudancgas descorrelacionadas. Se uma particula teste tem
velocidade v, isto significa que sobre ela ha mais colisoes em uma direcao do que nas ou-
tras. Neste caso, a probabilidade da velocidade mudar em v em um intervalo de tempo
AT depende da velocidade instantanea v, mas nao depende das velocidades anteriores. Isto
¢ consistente com a distribuicdo P(z,t) usada na Eq.(5.11), onde P(x,t) s6 depende das
posigoes das particulas z + A em um tempo ¢ — 7, mas nao em tempos anteriores. Con-
seqilentemente, pode-se dizer que o movimento Browniano é um processo de Markov.

Qual a origem dessas mudancas aleatérias de velocidade? Entre duas observacoes su-
cessivas, a particula teste sofre varias mudancas no valor da velocidade o que implica que o
tempo entre uma observacao e a seguinte ¢ maior que o tempo de correlacao entre velocida-
des. Note que se a distribuicao de velocidades é Markoviana, a de deslocamentos e tempos
também o sao.

Para dar uma idéia mais quantitativa da distribuicao de velocidades do movimento

Browniano, é necessario analisar a equacao de movimento da particula teste

mo = F(t) + f(t) (5.12)

onde m é a massa da particula teste, v sua velocidade, F(t) representa as forcas externas
atuando sob a particula teste e f(t) as forgas produzidas por colisoes da particula teste com
as particulas do fluido.

O movimento da particula teste se caracteriza por:

1 - Colisoes das particulas do fluido com a particula teste, produzindo friccao que a
desacelera;

2 - Como as colisoes sao aleatorias, ha uma aleatoriedade no movimento.

No caso do movimento Browniano, onde as forgas externas sao irrelevantes, o primeiro

termo da Eq.(5.12) pode ser desprezado e obtém-se

mo = f(t) . (5.13)

Se a massa da particula teste for muito maior do que a das particulas do fluido, podemos
supor que o fluido tem um tempo de relaxacao mais rapido do que o da particula teste e
que, portanto, as particulas do fluido estao em equilibrio. Neste caso, podemos descrever a

forga produzida pelas colisdes entre a particula teste e as particulas do fluido da forma:
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f{t) = —yv+£(1) - (5.14)

Na expressao acima, a contribuicao das colisoes entre a particula teste e as particulas do
fluido esta separada em dois termos. O primeiro, —yv, corresponde ao excesso de choques
em uma dire¢ao que provoca o surgimento de uma velocidade v. O segundo termo ¢é o ruido

e leva em conta a aleatoriedade dos choques e é dado por:

() =0, (5.15)

(€(DE(t)) =To(t 1), (5.16)

ou seja, a aleatoriedade dos choques nao favorece nenhum valor de forca, e estes sao tem-

poralmente descorrelacionados, respectivamente.
Substituindo a Eq.(5.14) na Eq.(5.13), obtém-se:

d
md—: = —yv +£(t) (5.17)

que ¢ a Equacao de Langevin.

Uma solucao possivel para a equagao acima ¢é

v(t) = u(t)e '

Substituindo a expressao acima na Eq.(5.17), obtemos

do(t) _ _xpdu(t) Cap_ 0 §(t)
ey —u(t)ae m —_Ev(t)+ﬁ . (5.18)

Se em t = 0 temos que v(0) = vy, Eq.(5.18) pode ser escrita na forma

1 t ’yt/
o(t) = e m |:U0 + —/ §(t/)67dt/] . (5.19)
mJo
Quando tomamos a média de Eq.(5.19), obtemos

~yt

(v(t)) = voe™ ™ . (5.20)

De maneira similar, a correlacao entre a velocidade da particula teste em dois tempos

diferentes é dada por

(wtye(t)) = e Fo(t — 1) + T [1 e 6 ) (5.21)
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Para tempos grandes, ¢ — 00, temos que o primeiro e o ultimo termos do lado direito

da Eq.(5.21) se anulam, obtendo-se

I'm

(v(t)(t)) = 55(15 —t)
(1)) = 1;—7: | (5.22)

A teoria de equiparticao de energia implica que para cada grau de liberdade ha %l{:BT,
portanto a energia cinética média da particula teste em uma dimensao é dada por:

(V*(t)) = kel (5.23)

m
Comparando a Eq.(5.22) e a Eq.(5.23), obtém-se que a constante I relativa a correlagao

na parte aleatéria é dada por:

2’)/]€BT
pum— m2 .

r

(5.24)

Tendo relacionado a flutuacao na velocidade e a constante I', é possivel igualmente

relaciond-la com a flutuacao no deslocamento da particula teste. Para tanto basta calcular:

du(t)

mx(t)w = max(t) o =m o — i%(t)
mx(t)dfi—gf) = —yz(t)z(t) + z(t)E(t) . (5.25)

A aleatoriedade na velocidade nao esta correlacionada com o deslocamento da particula,

portanto
(z(t)€(t) =0 . (5.26)

Neste caso, o valor médio da Eq.(5.25) fornece

m (a5 = = i)

m<W—i’2(t)> = —y{z(t)z(t)) . (5.27)

Usando novamente a equiparticao da energia , obtém-se em uma dimensao

m(i*(t)) = kgT . (5.28)
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Substituindo a Eq.(5.28) na Eq.(5.27) tem-se que

mw = kT — (z(D)i(t)) . (5.20)

Se integramos a Eq.(5.29) entre 0 e ¢, obtém-se

at k’BT

(z(t)2(t)) = Ce™m + . (5.30)

Se no instante inicial ¢ = 0, colocamos todas as particulas em uma posigao z(0) = 0, a
Eq.(5.30) fornece

c—_BL 5.31
: (5:31)

e, conseqiientemente, a Eq.(5.30) assume a forma

sy kBT
(@00 === (1-e77) (5.32)

Integrando-se ,
iy = 57O (539

obtém-se

t 2( 4! t y
1/ d<SL’ (t ))dt/ _ ]{;B_T |:1 _ 6_%:| dt’
0

2 at' v Jo
(22(t)) = %;BT [t + % (e - 1)} . (5.34)

O movimento da particula teste apresenta dois regimes temporais, o primeiro dito

balistico e o segundo regime difusivo. No limite ¢ < % temos

Eﬂ )

2(¢)) = 5.35
(1)) = 2 (5.3)
No limite ¢ > % temos

2kpT

(a?(t)) = =2t = 2Dt (5.36)
v

de onde definimos a constante D T

D= (5.37)
v

e identificamos como a constante de difusao.

A generalizacao da Eq. (5.35) para duas dimensoes ¢ obtido de maneira direta. Através
do teorema da equiparticao de energia, sabe-se que cada grau de liberdade contribui com
um termo %kBT. Entao, se o movimento da particula teste em direcoes diferentes é inde-

pendente, cada grau de liberdade ird contribuir com um fator kgT'/m, obtendo
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2kgT
2 B~ 2
t))y =——1t" . 5.38
(r3a(t)) - (5.38)
De maneira similar para trés dimensoes, obtém-se
3kgT
(rha(t)) = ——1* . (5.39)

No regime difusivo a mesma generalizacao para duas e trés dimensoes através do mesmo
argumento utilizado para generalizar a Eq.(5.35). Neste caso, cada grau de liberdade da

particula teste ira contribuir com um fator 2Dt e entao para duas dimensoes obtemos

(r3q(t)) = 4Dt (5.40)
e em trés dimensoes

(r34(t)) = 6Dt . (5.41)

Pode-se também relacionar a constante de difusao D com a viscosidade do fluido, que é
mais facil de ser medido do que o coeficiente de atrito entre a particula teste e as moléculas
do fluido. Stokes considerou um problema bem particular no qual a particula teste é vista

como uma esfera e obteve a relagao [69]:

¢ =6mnR (5.42)

onde n é a constante de viscosidade do fluido e R ¢é o raio da particula teste.

Através da relacao de Einstein

(D = kgT (5.43)

pode-se relacionar a constante de difusao com a viscosidade do fluido através de [69]

kgT
D= . 5.44
6™ R ( )

Desta forma relacionamos a constante de difusao D, que mede a flutuagao na velocidade

dos choques, com a constante de atrito v e com a viscosidade 7).

E possivel associar a constante de difusdo com a funcio de correlacao (r(0)r(t)). Para
tanto faz-se necessario introduzir a equacao de Fokker-Planck e relaciona-la a equacgao de
difusdo (ver Apéndice B).

Para obter a relagao Eq.(5.40), em trés dimensdes, a partir da Equacao de Fokker-Planck,

devemos calcular a correlagao do deslocamento da particula teste a partir da expressao

((r(t) — £(0))?) = / &r (x(t) — r(0)? P (r,t) . (5.45)
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Multiplicando a Eq.(5.11), ou de forma equivalente a Eq.(B.11), por (r(t) — r(O))2 e

integrando em trés dimensoes, obtém-se

gt/d3 (r(t) — D/d3 N2V2P (r,t) | (5.46)

ou seja, usando a Eq.(5.45)

= ((x(t) — r(0))%) = D/d3 )2 V2P (r,t) . (5.47)

Aplicando o Teorema de Green

/d3r (u(r)Vu(r) — v(r)VZu(r)) = /da (u(r)Vo(r) — v(r)Vu(r)) (5.48)
a Eq.(5.45), onde usa-se

u(r) = (r(t) —r(0))’

v(r) = P(r,t) ,
obtém-se
/ &t (u(r)V?u(r) — o(r)Vu(r)) = D / FrP (v, ) V2 (x(t) —2(0))° . (5.49)
Pois P (r,t) deve ir a zero no infinito. Entao obtém-se
%( ) —1(0)%) = D/d3rP V2 (r(t) —r(0))? (5.50)
V2 (r(t) —r(0))* =6 , (5.51)
5, ) .
a«r(t) —r(0))") = 6D/d rP(r,t)
%«r(t) “r0)) = 6D . (5.52)

Integrando a Eq.(5.52), obtemos a famosa relagao de Einstein

{(r(t) —(0))*) = 6Dt , (5.53)

para tres dimensoes e
((r(t) — r(0))?) = 4Dt (5.54)

para duas dimensoes.
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5.3 Resultados de Simulacao

Nesta secao vamos apresentar os resultados originais desta dissertagao, ou seja, o calculo
do coeficiente de difusao translacional do modelo introduzido no Capitulo 2. Para tanto,
calculamos, via simulagdo, a correlagao de deslocamentos, ((r(t) —r(0))?) das particulas na
rede e obtemos o coeficiente de difusao através da Eq.(5.54). Para cada valor de temperatura
e potencial quimico estudado, cerca de 150 simulacoes foram realizadas, ou seja, obtivemos
150 amostras do sistema para cada temperatura e potencial quimico fixos utilizados. Este
nimero de amostras garante que o erro no calculo do coeficiente de difusao seja do tamanho
do simbolo que usamos para representar a difusao das particulas do sistema. Os valores de
temperatura e potencial quimico para o estudo da difusao foram escolhidos na regiao do
diagrama de fases pressao vs. temperatura aonde a anomalia na densidade se faz presente.

As simulagoes foram, entao, realizadas no intervalo de potencial quimico —4 < 7 < 2,
e para temperaturas T = 0.725,0.75,0.775,0.8. Para cada valor de potencial quimico e
temperatura, o sistema é equilibrado e os parametros fixados, conforme descrito no Capitulo
3. Apds a etapa de equilibracao, o processo de mover as particulas € iniciado, e neste processo
o numero de particulas na rede mantém-se fixo. Para cada amostra calculamos a correlacao

de deslocamentos

Ar? = (r(t) — 7(0))? .

Ap0s realizamos as médias sobre todas as amostras, ou seja, calculamos o deslocamento

quadratico médio através da relacao

(Ar?) = ((r(t) = r(0))?) .
A inclinagao do gréfico de
log(Ar?) vs. log t

fornece a constante de difusdo translacional adimensional D = tp;cDa™"', onde tyc é o
tempo medido em passos de Monte Carlo e a = 1 é o parametro de rede.

O fato de estudarmos a constante de difusao adimensional, que independe do tempo ;¢
e do parametro de rede a, se justifica por estarmos interessados apenas em compreender
o comportamento difusivo de maneira qualitativa. Nosso objetivo primordial é verificar se
a difusao translacional do modelo estudado possui comportamento similar ao apresentado
pela dgua SPC/E [13]. Vamos, portanto, verificar se na regido onde existe a anomalia na
densidade nosso modelo apresenta uma diminuicao da difus@o com a diminuicao da densi-
dade seguida por um aumento da mesma e se este comportamento localiza-se na vizinhanca
da regiao do diagrama de fases pressao vs. temperatura onde a anomalia na densidade se

faz presente.
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Para verificar se fora da regiao de anomalia na densidade o sistema reproduz o compor-
tamento usualmente esperado da difusao, simulamos o movimento de duas particulas em
uma rede 10x10. Nestas condicoes, espera-se encontrar apenas o regime difusivo, ou seja,
que o deslocamento quadratico médio varie linearmente com o tempo. Neste caso, o coefi-
ciente de difusao assume o valor D = 1. A Figura (5.1) mostra que esse comportamento é

representado perfeitamente pelo modelo estudado.

3e+05

2e+05+ 8

<Ar2>

1le+05 .

0 le+05 2e+05 3e+05

Fig. 5.1: Deslocamento quadrdtico de duas particulas na rede.
Com duas particulas na rede, o deslocamento quadrdtico escala linearmente com o tempo,
medido em passos de Monte Carlo, o tamanho da rede ¢ 10 x 10, a temperatura do sistema

¢T = 0.8, e o potencial quimico i = —6.

Realizamos simulagoes na regiao onde se espera um comportamento difusivo usual, em
potenciais quimicos baixos ou, equivalentemente, baixas densidades. Neste caso, observa-se
que as particulas difundem facilmente pela rede, e a constante de difusao assume valores
elevados, D > 0.047, que crescem com a diminuicdo da densidade. Para T = 0.8, este
comportamento persiste até p < 0.28. Para densidades abaixo deste valor, o coeficiente de
difusdo translacional, D, aumenta com a diminuicdo da densidade de particulas na rede,
como podemos ver na Figura (5.2), e que corresponde ao comportamento usual para fluidos

simples.
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Fig. 5.2: Variacao do coeficiente de difusao com a densidade - T' = 0.8.
Para uma temperatura fiza o coeficiente de difusao aumenta com a diminui¢cao da densidade.

Neste grafico foram realizadas médias sobre 150 amostras.

Para densidades muito baixas, p < 0.28, as particulas apresentam apenas o regime
difusivo, aqui mostrado na Figura (5.2) para varios valores de densidade. Em particular, a
Figura (5.3) ilustra um caso particular com potencial quimico 7 = —3, densidade p = 0.28
e temperatura 7' = 0.8, no qual o regime inercial ndo aparece. Neste grafico o coeficiente
de difusdao assume o valor D = 0.047.

Para potenciais quimico elevados, o deslocamento quadratico médio das particulas apre-
senta dois regimes de movimento: um inicial chamado inercial, ocorrendo em tempos curtos,
e um segundo difusivo, ocorrendo em tempos longos. A Figura (5.4) ilustra o caso para po-
tencial quimico 77 = 1.5, densidade p = 0.9 e temperatura 7' = 0.8, aonde estes dois regimes
aparecem. Note que a reta muda de inclinacao em log t > 10%2. Neste caso, o coeficiente de
difusdo (correspondente apenas ao segundo regime), calculado através da Eq.(5.54), assume
o valor D = 0.00018.

Quando o movimento das particulas apresentarem os dois regimes, inercial e difusivo,
devemos descartar a parte inicial de movimento e utilizar apenas a parte que corresponde
ao regime difusivo no cédlculo do coeficiente de difusao.

O coeficiente de difusdao em funcio da densidade para temperatura T = 0.8, obtido
através das Figs. (5.2)-(5.4) e usando outras simulagdes nao ilustradas aqui, é mostrado

em detalhes nas Figuras (5.5) e (5.6). Na Figura (5.5) vemos que o coeficiente de difusao
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Fig. 5.3: Deslocamento quadrdtico médio em funcao do tempo MC - T = 0.8.
O deslocamento quadrdtico médio das particulas em fungao do tempo apresenta um compor-
tamento linear, indicando a presenca apenas do regime difusivo. Neste grafico o potencial

quimico € i = —3, a densidade de particulas na rede é p = 0.28.

diminui a medida que a densidade de particulas na rede aumenta. Este é o comportamento
esperado em fluidos usuais. Ampliando a regiao de altas densidades, (Figura (5.6)), ne-
nhuma anomalia no coeficiente de difusao foi observada. A medida que a densidade do
sistema aumenta, o coeficiente de difusao diminui, nao possuindo nenhuma inversao no seu
comportamento.

Tendo em vista que nada de anémalo foi encontrado no coeficiente de difusdao em 7' = 0.8,
resolvemos ampliar o espaco de investigacao em temperatura. Estudamos o comportamento
do coeficiente de difusao em temperaturas mais baixas, que situam-se antes da TMD no
diagrama de fases.

O deslocamento quadréatico médio como funcao do tempo MC para varias densidades e
para T = 0.775 é mostrado na Figura (5.7). Para melhor visualizacao, a Figura (5.7) mostra
apenas os deslocamentos quadraticos médios para baixas densidades, onde a anomalia no
coeficiente de difusao ainda nao é observada. Para altas densidades, ou seja, na regiao
de anomalia na difusao, a distancia entre as linhas do deslocamento quadratico médio em
funcao do tempo torna-se muito pequena, dificultando a visualizacao no grafico, e, por este
motivo, nao é ilustrado aqui. A partir da Figura (5.7), mais os dados de altas densidades,

obtemos o coeficiente de difusao para diferentes densidades através da Eq.(5.54), conforme
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Fig. 5.4: Deslocamento quadrdtico médio em funcao do tempo MC - T = 0.8.
Neste grdfico vemos a presenca de dois regimes no movimento das particulas: para tempos
curtos, temos a presenca do regime inercial, a sequnda parte do grdfico apresenta um com-
portamento linear representando o regime difusivo. Neste grdafico o potencial quimico vale

= 1.5, a densidade de particulas na rede é p = 0.89.

visto nas Figuras (5.8) e (5.9). A Figura (5.8) mostra o coeficiente de difusdo em funcao
da densidade do sistema e, a principio, nenhum comportamento anomalo é observado. No
entanto, quando olhamos a regiao de altas densidades com maior detalhe, Figura (5.9),
uma inversao no coeficiente de difusao aparece. Partindo de altas densidades, podemos ver
que o coeficiente de difusao apresenta um méximo em pp, .. = 0.84 e assumindo um valor
D,... = 0.000179. Diminuindo a densidade do sistema, o coeficiente de difusdo apresenta
= (.75 e assume o valor D, .. = 0.0001315.

O deslocamento quadratico médio como funcio do tempo para T’ = 0.75 e alguns valores

um minimo em pp, ;.
de densidade pode ser visto na Figura (5.10). Novamente, o coeficiente de difusdo em funcao
da densidade é obtido através da inclinagao das retas na Figura (5.10) e através da Eq.(5.54).
A Figura (5.11) apresenta o coeficiente de difusao em fun¢ao da densidade de particulas na
rede, para varias densidades. Investigando a regiao de altas densidades, o comportamento
anomalo da difusdo aparece, conforme a Figura (5.12) mostra. Neste caso, o coeficiente de
difusao apresenta o mesmo comportamento sigmoidal anterior, apresentando um minimo
em baixas densidades, pp, . = 0.72, onde D assume o valor D,,,, = 0.000049. Este minimo

é seguido por um maximo em altas densidades, pp, .. = 0.85, e onde o coeficiente de difusao
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Fig. 5.5: Coeficiente de difusio em funcao da densidade - T = 0.8.
Nesta temperatura o coeficiente de difusao apresenta um comportamento similar aos fluidos

normais. Conforme a densidade do sistema aumenta, a difusao das particulas diminui.

assume o valor D,,,, = 0.00011. Nesta temperatura, observa-se que o minimo e o maximo
no coeficiente de difusdo sdo mais pronunciados em relacio aos encontrados em 7' = 0.775.

Para uma temperatura 7' = 0.725, o deslocamento quadratico médio das particulas em
fungao do tempo pode ser visto na Figura (5.13). Para melhor visualizagao, somente alguns
valores de densidade sao mostrados nesta figura. A partir da inclinacao das retas na Figura
(5.13) e através da Eq.(5.54) calculamos o coeficiente de difusdao, D, para todos os valores
de densidade estudados, conforme as Figuras (5.14) e (5.15). A Figura (5.15) ilustra o
coeficiente de difusao em funcao da densidade na regiao de altas densidades. Novamente
observou-se um comportamento anomalo para o coeficiente de difusao, apresentando um
= (.74, e com um valor D,,,, = 0.0000056, e em

seguida um maximo em altas densidades, pp, .. = 0.89, com um valor D,... = 0.000061.

minimo em baixas densidades, pp, .
Para todas as temperaturas de anomalia na difusao translacional calculamos a pressao
via relagdo Gibbs-Duhem, Eq.(2.13), e, para cada temperatura, usamos apenas os valores

de densidade e pressao que correspondem ao maximo, pp,.. € Pp e ao minimo na

max )
difusividade, pp,.,., € P, . . Apds fizemos um gréfico de pressao vs. temperatura com
0s maximos e minimos do coeficiente de difusao, bem como a linha de temperatura de
maxima densidade, TMD, para verificar se as duas anomalias se encontram na mesma

regiao do diagrama de fases pressao vs. temperatura, conforme ilustrado na Figura (5.16).
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Fig. 5.6: Coeficiente de difusio em funcao da densidade - T = 0.8.
Nenhum comportamento anomalo da difusdo foi observado na regidao de altas densidades

nesta temperatura.

O diagrama de fases completo pressao vs. temperatura do modelo esta representado na
Figura (5.17).

A Fig.(5.16) mostra a linha de temperatura de méxima densidade juntamente com a linha
de minimo (inferior) e maximo (superior) na difusividade. Vemos que esse comportamento
difere do encontrado para dgua SPC/E (Fig.(1.15)) [17], no qual as linhas de maximo e
minimo da difusividade sao externas a TMD. Esta diferenca estrutural se deve ao fato de o
potencial empregado no modelo SPC/E ser continuo e apresentar duas escalas de interac¢ao
com uma passagem continua entre as duas escalas (for¢a continua) enquanto que no nosso
modelo a passagem entre uma escala e outra ocorre de maneira abrupta.

Recentemente foi levantada a hipdtese de que a anomalia na densidade estd associada
a presenga de um potencial de duas distancias (escalas) de interacao [50]- [53] [70]. Esta
hipétese se baseia no fato do potencial efetivo da agua apresentar duas escalas representadas
pelas distancias de interagao van der Waals e pontes de hidrogénio. Varios potenciais
estudados na literatura [41] [42] [45] [48] corroboram esta hipétese. De forma similar, foi
sugerido que a anomalia na densidade esta ligada a anomalia no coeficiente de difusao, ou
seja, que a localizagao da TMD e das linhas de maximo e minimo na difusividade estao
conectadas. FKEsta sugestao foi testada em uma série de potenciais continuos com duas
escalas [15] [49] [57] [70] [71].
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Fig. 5.7: Variagcao do coeficiente de difusao com a densidade - T' = 0.775.
Para uma temperatura fiza e para baizas densidades, o coeficiente de difusao aumenta com
a diminuicao da densidade.
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Fig. 5.8: Coeficiente de difusio em funcao da densidade - T = 0.775.

O coeficiente de difusdo translacional nao apresenta, aparentemente, nenhuma anomalia.
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Fig. 5.9: Coeficiente de difusao em func¢ao da densidade - T = 0.775.
Na regidgo de altas densidades observa-se um comportamento anomalo da difusao, com um

minimo em baixas densidades sequido por um mdximo em densidades mais altas.
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Fig. 5.10: Variacdo do coeficiente de difusdo com a densidade - T = 0.75.

Para baizas densidades, o coeficiente de difusao aumenta com a diminuicao da densidade.



Capitulo 5. Difusao 73

0.19

0.14 - :

D 0.09 i

0.04 - :

_0.01 L 1 L 1 L 1 L 1 n
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 5.11: Constante de difusio em funcao da densidade - T = 0.75.
A principio nenhum comportamento anomalo € observado para o coeficiente de difusao. E

necessario fazer uma ampliagao da regiago de altas densidades.

Qual das anomalias engloba uma regiao maior do diagrama de fases? No caso da agua
SPC/E a linha de temperatura de mdaxima densidade é interna as linhas de méaximo e
minimo da difusividade (ver Fig.(1.15)). O mesmo ocorre para potenciais continuos de duas
escalas caracterizada por uma passagem suave entre uma escala e outra [57] [70] [71], como
ilustrado nas Figuras (5.18) e (5.19). No entanto, Netz et al. [49] estudando um modelo de
moléculas que interagem através de um potencial tipo rampa (ilustrado na Figura(5.20)),
discretizado em 18 ”degraus”de igual tamanho encontraram um comportamento similar ao
nosso ao analisar a regiao da TMD no plano pressao ws. temperatura. No trabalho de
Netz et al., foram analisadas tanto a anomalia na densidade quanto a anomalia na difusao
translacional e qual a dependéncia entre a discretizacao do potencial e a forma estrutural da
regiao de anomalias. Eles verificaram que, para um potencial discretizado em 18 degraus,
similar ao potencial empregado nesta dissertacao, a regiao de anomalia difusiva encontra-se
dentro da regiao de anomalia na densidade (Figura (5.21)). Para um potencial discretizado
em 144 degraus, a regiao de anomalia na difusao translacional encontra-se fora da regiao
da TMD [57]. O potencial de 144 degraus estudado por Kumar et al. [57] ¢, na verdade,
uma rampa continua, portanto nao é surpreendente que as anomalias se comportem como
no caso de um potencial continuo tipo rampa [42].

Por que este comportamento difere tanto para diferentes discretizacoes? Na verdade,
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Fig. 5.12: Coeficiente de difusao em funcao da densidade - T = 0.75
Na regiao de alta densidade, a constante de difusdo apresenta o mesmo comportamento
anémalo observado para T = 0.775, no entanto o minimo e o mdzrimo da difusio sGo mais

pronunciados.

a anomalia na densidade, conforme mostrado por Netz et al. [49], ndo é sensivel a como
o sistema passa de uma distancia de interacao menor para uma maior, mas a dinamica é
extremamente sensivel ao fato do potencial ser continuo ou discreto, ou seja, como se da
a passagem entre uma escala e outra. Para que as particulas apresentem um aumento na
difusividade a medida que a densidade aumenta, elas devem se arranjar localmente de forma
a passarem de uma escala para outra sem que muita energia seja necessaria. Este é o caso do
potencial com 144 degraus, ou do potencial continuo do tipo ilustrado na Figura (5.18) ou
entao um potencial tipo rampa ilustrado na Figura (5.19), mas certamente nao corresponde
ao caso do potencial discretizado em 18 degraus como o estudado por Netz et al. e nem ao
potencial estudado nesta dissertacao.

A Figura (5.22) representa qualitativamente o potencial descrito no Capitulo 2. Quando
a rede esta cheia, ou seja, o sistenlm encontra-se na fase liquido de alta densidade, a distancia
entre as particulas é d,.p = p.ip = 1, que corresponde ao poco da Fig. (5.22). Quando
o sistema enlcontra-se na fase liquido de baixa densidade, a distancia entre as particulas
é disp = prop = 2/ V3, 0 que corresponde ao ombro. A energia, ou equivalentemente, o
potencial de interacao neste dois casos é e/v = 1.15 para dpap © e/v = 1 para d;sp. No

nosso potencial, como no caso do de 18 degraus, passar de uma escala para outra requer uma
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energia que, neste caso, é igual a e/v = 0.15, 0 que nao é um processo continuo, dificultando
desta forma, o sistema se ajustar e passar localmente de uma fase para outra.
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Fig. 5.13: Variacao do coeficiente de difusao com a densidade - T' = 0.725.
Em baizas densidades o coeficiente de difusao aumenta com a diminui¢ao da densidade do

sistema.

5.4 Resumo

Neste Capitulo estudamos a teoria que descreve os processos difusivos através de trés
teorias diferentes: equacao de difusao de Einstein, equagao de Langevin e equacao de Fokker-
Planck. Em cada uma delas obtivemos uma equacao que descreve a difusao translacional,
conectando a constante de difusao translacional com propriedades microscépicas do sistema,
tal como viscosidade do fluido, 7, e coeficiente de atrito, -, entre a particula teste e as
moléculas do fluido.

Vimos que a difusao rotacional pode ser analisada a partir da funcao de autocorrelagao
rotacional, e encontramos uma expressao derivada da equagao de difusao de Fokker-Planck.

Os resultados de simulacao mostraram que o modelo estudado nesta dissertacao repro-
duz a anomalia na difusao presente na dgua. No intervalo de temperaturas estudadas, a
anomalia na difusdo foi observada para os valores de temperaturas 7 = 0.775,0.75 e 0.725,
que correspondem a uma regiao interior a regiao de anomalia na densidade (TMD). Este

comportamento é inverso ao observado na dgua SPC/E [16] no qual o potencial de duas
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Fig. 5.14: Coeficiente de difusio em funcio da densidade - T = 0.725.
O coeficiente de difusao diminui com a densidade até um valor p = 0.69.
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Fig. 5.15: Coeficiente de difusdo em funcio da densidade - T = 0.725.

Ampliando a regiao de alta densidade, a anomalia no coeficiente de difusdo aparece.
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Fig. 5.16: Localizagao da regiao de anomalia na difusividade no diagrama de fases pressao
vs. temperatura.
As estrelas correspondem a linha de anomalia na densidade, os circulos a linha de minimo

na difusividade e os quadrados correspondem a linha de mdzximo na difusividade.
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Fig. 5.17: Diagrama pressao vs. temperatura com as fases do sistema, anomalia na den-

sidade e anomalia na difusdo translacional.
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Fig. 5.18: Potencial continuo de duas escalas [71].
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Fig. 5.19: Potencial continuo de duas escalas tipo rampa [42].
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Fig. 5.21: Regiao de anomalia na difusividade e temperatura de mdxima densidade para
um potencial tipo rampa para um potencial discretizado em dezoito degraus [49].
A regiao de anomalia na difusividade (linha pontilhada) é interna a regidao de anomalia na

densidade (linha continua).
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Fig. 5.22: Potencial efetivo vs. distancia intermolecular do modelo estudado [53].
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escalas é continuo, mas é similar ao observado em um modelo para moléculas que interagem

através de um potencial de duas escalas, porém discreto [49].



Capitulo 6

Conclusoes

Nesta dissertacao estudamos um modelo simples de gés de rede em duas dimensoes
onde as particulas interagem através de um potencial de duas escalas, com a finalidade de
testar duas coisas: se este potencial apresenta anomalia na difusao translacional e se esta
se relaciona com a presenca da anomalia na densidade.

Com o objetivo de testar esta hipdtese, introduzimos no Capitulo 2 o modelo utilizado
neste estudo. As particulas dispostas em uma rede triangular interagem através de duas
formas: uma interacao repulsiva e direcional, u, e outra atrativa, do tipo van der Waals, v.
Neste modelo é permitido apenas interagoes entre primeiros vizinhos e a energia de interagao

entre as particulas pode ser representada através do seguinte Hamiltoniano:

6

H=(—v+2u) Z 005 +u Z 0,0 Z (1 =7 79) el 7F] = Z o . (6.1)
(,3) i

(1.4 k=1

Na Eq.(6.1) o parametro v refere-se a interagao de van der Waals, atrativa, o parametro
u representa a interacao de ponte de hidrogénio entre particulas vizinhas, repulsivo, e o
termo linear em potencial quimico, u, permite controlar o niimero de particulas na rede.

Uma anélise em temperatura zero mostra que o sistema apresenta duas fases liquidas. A
exigéncia de que as particulas na rede formem as quatro pontes por sitio que sao permitidas,
é satisfeita por duas fases: liquido de alta densidade e de baixa densidade. Para potenciais
quimico altos, a fase mais estavel é a fase liquido de alta densidade, p = 1, com cada sitio
formando quatro pontes com seus vizinhos e com uma energia por sitio e = —3v + 2u.
Baixando o potencial quimico ocorre uma transicao de fases e a fase mais estavel do sistema
é a fase liquido de baixa densidade, p = 0.75, com cada sitio formando quatro pontes com
seus vizinhos e energia por sitio e = —2v. Para potenciais quimicos ainda mais baixos, o
sistema esvazia como um gés de rede normal e o sistema passa a fase géas, p = 0 e energia
por sitio e = 0.

No Capitulo 3 uma revisao sobre o método Monte Carlo e seu uso para o estudo do

comportamento termodinamico e dinamico é apresentada.
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No Capitulo 4 reproduzimos o diagrama de fases obtido por Henriques et al. [52] para este
modelo através de simulagoes, para varias temperaturas e potenciais quimicos. O sistema
apresenta trés fases distintas e duas transicoes de primeira ordem. As linhas de coexisténcia
terminam em dois pontos criticos. Os dados de temperatura e potenciais quimicos simulados
foram reunidos em um diagrama de fases mostrado na Fig.(4.8).

Integrando os dados de potencial quimico e temperatura via relacao Gibbs-Duhem,
Eq.(2.13), obtivemos o diagrama de fases densidade vs. temperatura para valores fixos
de pressao, ilustrado na Fig.(4.11). Neste caso vemos que a densidade, ao variar a tempe-
ratura a pressao constante, apresenta um maximo, caracterizando a anomalia na densidade
ou TMD.

A partir desses dados o diagrama de fases pressao vs. temperatura foi montado, conforme
ilustrado na Fig.(4.10), onde aparece as pressoes de coexisténcia entre cada fase juntamente
com a linha de anomalia na densidade, TMD.

O Capitulo 5 corresponde a parte original desta dissertacao. Nele a teoria necessaria ao
calculo da constante de difusao foi apresentada, assim como os resultados de simulacao para
a parte dinamica do modelo. As simulacoes foram realizadas em temperaturas préximas
a regiao de anomalia na densidade para verificar se essas duas anomalias encontram-se na
mesma regiao do diagrama de fases pressao vs. temperatura.

Vimos que a difusao translacional apresenta comportamento anomalo para os valores de
temperatura 7 = 0.775, T = 0.75 e T = 0.725, apresentando um méaximo no coeficiente
de difusdo em altas densidades seguido por um minimo em D a baixas densidades. Para

T = 0.775 o coeficiente de difusao apresenta um maximo em uma densidade pp,,,, = 0.84
= 0.75

e a constante de difusdo assume o valor D,,;,, = 0.0001315. Para T = 0.75 o méaximo

e assume o valor D,,,, = 0.000179. O minimo na difusividade ocorre em PD,in
na difusividade ocorre em pp, . = 0.85 com um valor D,,q, = 0.00011, enquanto que o

minimo ocorre em pp, . = 0.72 e a constante de difusdo assume o valor D,,;, = 0.000049.

min
Em T = 0.725 o maximo da constante de difusio ocorre em uma densidade pp,,,, = 0.89
e assume o valor D,,,. = 0.000061. O minimo ocorre em Pp,... = 0.74 e a constante de
difusdo assume o valor D,,., = 0.0000056.

Para verificar em que regiao do diagrama de fases pressao vs. temperatura a anomalia
na difusao translacional se encontra, as pressoes de maximo e minimo da difusividade foram
calculadas via integracao Gibbs-Duhem. Apds, os dados foram colocados em um gréfico
juntamente com a linha de anomalia temperatura de maxima densidade, Fig.(5.16), onde
verificou-se que as duas anomalias se encontram na mesma regiao do diagrama de fases, o
que reforga a idéia de que as duas anomalias sao conectadas.

No entanto, diferentemente dos resultados encontrados para dgua SPC/E, onde a regiao

de anomalia na difusao translacional é externa a regiao de anomalia na densidade [13], nosso
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modelo apresenta uma regiao de anomalia na difusao translacional que é interna a regiao de
anomalia na densidade. Isso se deve ao fato do potencial de interacao entre as particulas do
gés de rede ser um potencial de duas escalas e discreto, conforme ilustrado na Fig.(5.18).
Resultados similares foram encontrados em um modelo de moléculas que interagem através
de um potencial tipo rampa com uma discretizacao de 18 degraus [49].

Este fato reforca a nossa teoria de que a discretizacao do potencial afeta o comportamento
dinamico de maneira mais acentuada. Isto se deve ao fato de que a anomalia na difusao
depende de rearranjos locais que se tornam mais faceis se a passagem entre uma escala de
interacao e outra for continua.

Futuramente pretendemos estudar o comportamento da difusao rotacional para o mesmo
modelo estudado nesta dissertacao e extender o modelo para trés dimensoes. Esperamos
que, como no caso das moléculas interagindo através de um potencial do tipo rampa com
uma discretizacao em dezoito degraus [70], a anomalia na difusao rotacional se localize no
diagrama de fases pressao vs. temperatura em uma regiao interna a de temperatura de

méxima densidade.



Apéndice A

Limite Gaussiano da Distribuicao
Para o Problema do Caminho

Aleatorio

Neste apéndice mostramos que a distribuicao de probabilidades do caminho aleatério
para um numero grande de passos é uma distribuicao gaussiana.

Os passos no caminho aleatério sao independentes, e por isso, a probabilidade de uma
determinada seqiiéncia de passos é obtida através do produto das probabilidades de cada
passo. Apds N passos de comprimento s;, com probabilidade w(s;)ds;, a probabilidade da

particula se encontrar entre x e x + dx é dada por

P(z;N) = / -~-/w(31)d51...w(sNdsN (A.1)
r<s1+s2+-+SN

onde
N
T = Z s, (A.2)
j=1

e as integrais variam de —oo até +00 com as restri¢oes impostas.

Através da funcao delta de Dirac podemos escrever a equacao anterior na forma

PNy = [ [ sy w(sy)dsdid x—isj . (A.3)
[2] (x)

i=1

Utilizando a representacao integral da fungao delta de Dirac, a Eq.(A.3) pode ser rees-

crita na forma

1 +oo +o0 " N
P(a;N) = o / / w(s1)dst - - w(sy)dsydke *Z55] - (ALg)
ou entao
1 +o0o +o00 ) ) N
P(z;N) = e / - / w(sy)dsy - - - w(sy)dsydke *TekXizrsi (A.5)
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Na Eq.(A.5) a integragdo nas varidveis s ...sy pode ser fatorada em N integrais de

forma que

Pz N) = % / T o) e eak | (A.6)

—0o0

onde w(k) é a transformada de Fourrier de w(s) e tem a forma

(k) = /_ - e*sw(s)ds . (A7)

o0

O limite Gaussiano da distribuigao de probabilidades P(x; V) é obtido no limite N — oo.

Como @(k) possui o fator e que decai a zero muito rapidamente, @(k) assume valores
consideraveis apenas na vizinhangas de k = 0. Desta maneira é possivel expandir (k) na

forma

olk) = /_ " s () ds

o0

2
_ 1+z’k<s>—%k‘2<s2) | (A8)

_ /_+°Ow(s) {1 4 iks — 227 + (9(/&)} ds

o0

Portanto, podemos escrever

RN = M
= eop | [ik(s) + 34 (92 - ()] | - (A9)
Substituindo a Eq.(A.9) na Eq.(A.6), obtemos
P(z) = % /_ :O e~ erp [N [zk<s> + %k2((As)2>H dk . (A.10)

A Eq.(A.10) é uma integral gaussiana e tem como resultado

2
P(z) = (2m0?) exp [—%] ; (A.11)
onde u = N{s) e 0> = N{(As)). Desta maneira, demonstramos que a distribugao de

probabilidades do caminho aleatoério tende a uma distribuicao gaussiana quando o nimero

de passos é muito grande (N — 00).



Apéndice B
Equacao de Fokker-Planck

Neste apéndice mostramos a conexao entre a Equacao de Fokker-Planck e a Equacao de
difusao.

A equagao de Fokker-Planck descreve a evolucao temporal de uma distribuicao de proba-
bilidades. Podemos obter a equacao de Fokker-Planck, fazendo uma aproximacgao a equagao

mestra,

% = /{W(wlx’)P(a:’,t) — W (2'|2)P(x,t)} da’ (B.1)

onde W (z|z') é a taxa de transigao entre estados inicial 2’ e final = , ¢ P(x,t) é a probabi-
lidade da particula estar em uma determinada posi¢ao no instante de tempo t.

A aproximacao feita na equacao mestra é considerar que a taxa de transicao de um estado
a outro W (x|z") depende apenas do tamanho do passo r e do ponto inicial de partida do

sistema, ou seja,

W(z|z') =W (2;r) | (B.2)

onde |r| = |x — 2/|. Fazendo essa aproximagao, a Eq.(B.1) pode ser reescrita na forma

OP(x,t)

wh - / (W (s 1) P t) — W ) P, 1)) da’

= /W(x —r;r)P(x —r,t)dr — P(x,t) / W (x;—r)dr . (B.3)

Como apenas pequenos passos ocorrem, W (x';r) apresenta um pico em fungao de r
centrado em zero, e varia lentamente com 2’. Considerando que haja um pequeno valor §

que representa a largura da distribuicao de probabilidades, tal que

W(a';r) =0 para |r| >0 (B.4)
W(a" + Az;r) ~ W(a';7) para |Az| < . (B.5)
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Se apenas pequenos passos ocorrem, é razodvel assumir que P(x,t) varie lentamente com
x. Neste caso, é possivel fazer uma expansao de Taylor na primeira integral do lado direito
da Eq.(B.3),

% — P(x,t)/W(x;r)dr—/T% {W(x;r)P(x,t)}dT—i—
1 [ 5,0 _ .
+ 579 {W(z;7)P(x,t)} dr — P(x,t) /W(x, —r)dr . (B.6)

Como a taxa de transicao entre estados é uma funcao simétrica em r, o primeiro e o

ultimo termo da Eq.(B.6) se cancelam e obtém-se a equagao de Fokker-Planck

oP(x,t) 0 1 9?
o o {ar(z) Pz, 1)} + 2922 {as(2)P(x, 1)} (B.7)
onde os coeficientes a;(z) sao definidos como
+oo
ai(z) = / VW (2 r) dr (B.8)

Partindo da equacao de Fokker-Planck pode-se obter a relagao fenomenologica de Eins-
tein. A equacao de Fokker-Planck para o movimento Browniano pode ser obtida a partir
da Eq.(B.7). No caso do movimento Browniano, os coeficientes a1(x) e as(x) assumem os

valores

ar(z) = /7’ W(x;r)dr=20, (B.9)
pois a fun¢do W (x,r) é uma fungao simétrica e
as(z) = /7"2 W(x;r)dr = cte = D (B.10)

conforme na Eq.(5.10).

Neste caso a Eq.(B.7) assume a forma

ot 02

Note que a equagao acima ¢ a mesma equagao para difusao obtida anteriormente,
Eq.(5.11).

OP(x,t) D6‘2P(x,t) ‘ (B.11)
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