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RESUMO

Neste trabalho, uma solugao para um problema de transporte de néutrons bidi-
mensional em geometria cartesiana é proposta, a partir de métodos nodais. Neste
contexto, equagoes unidimensionais sao geradas através do processo de integragao
do problema multidimensional. Introduzindo grandezas médias, no método aqui
proposto, a integragao é feita em todo o dominio onde o problema esta definido de
forma que nenhum processo iterativo entre nodos é necessaria. O método ADO é
usado para desenvolver solucoes analiticas em ordenadas discretas para as equagoes
unidimensionais integradas, de forma que as soluc¢oes finais sao analiticas em ter-
mos das varidveis espaciais. A aproximacao ADO, juntamente com um esquema de
quadratura simétrica, resulta em uma significante reducao da ordem dos problemas
de autovalores associados comparativamente a outras abordagens existentes na li-
teratura. Relagoes gerais entre os fluxos desconhecidos nas fronteiras e as solugoes
elementares dos problemas homogéneos sao introduzidas como equacoes auxiliares.
Os resultados numéricos obtidos e comparados com resultados de problemas classicos
disponiveis demonstram a viabilidade da formulacao que é também eficiente do ponto

de vista computacional.
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ABSTRACT

In this work, a solution for a two-dimensional neutron transport problem in
cartesian geometry is proposed, on the basis of nodal schemes. In this context,
one-dimensional equations are generated by an integration process of the multidi-
mensional problem. Introducing averaged quantities, on the method proposed here,
the integration is performed for the whole domain where the problem is defined
such that no iterative procedure between nodes is needed. The ADO method is used
to develop analytical discrete ordinates solution for the one-dimensional integrated
equations, such that final solutions are analytical in terms of the spatial variables.
The ADO approach along with a level symmetric quadrature scheme, lead to a sig-
nificant order reduction of the associated eigenvalues problems compared to other
approaches available in the literature. General relations between the unknown fluxes
at the boundary and the elementary solutions of the homogeneous problems are in-
troduced as auxiliary equations. The numerical results obtained and compared with
available results of classical problems demonstrate the viability of the formulation

which is also efficient on the computational point of view.



1 INTRODUCAO

Atualmente, é grande o volume de pesquisa e de trabalhos publicados a respeito
da Equagao de Boltzmann (BE) ou de sua versao linear (LBE), também chamada
de equacgao de transporte. O motivo a que se deve tal interesse nestas equacgoes
¢ a sua aplicabilidade em problemas realisticos, como por exemplo, na area nu-
clear, para o estudo de reatores [33] e blindagem [74]; em nanotecnologia, para o
estudo de microfluidos [72] e escoamentos em microestruturas [5, 48, 54]; em estu-
dos aerodinamicos [70]; simulagoes de fenomenos acisticos [37, 55] e até mesmo na

fabricagdo de materiais ceramicos [28].

Incialmente desenvolvida por Ludwig Boltzmann no final do século XIX, durante
seus estudos em teoria cinética dos gases [16], a BE é uma equacao integro-diferencial
que descreve quantitativamente a distribuicao espacial, direcional, energética e tem-

poral das particulas em meios materiais [34].

Apesar de existir na literatura muitos estudos relativos a BE propriamente dita
[45, 59, 60, 68, 69], bem como resultados tedricos estabelecidos para o seu tratamento
[22, 23, 24], sua resolugao é complexa, com existéncia de solugdes analiticas apenas

em casos idealizados [21].

Por esta razao muitos pesquisadores tém se empenhado em propor métodos de
solucao desta equacgao. Estudos mais detalhados sobre a derivacao e propriedades
da BE podem ser encontrados, por exemplo, nos livros de Cercignani [23, 25] e

Duderstadt [33], bem como aspectos de existéncia e solugao geral da equagao [26].

Com relacao a equagao de transporte propriamente dita, os métodos de solucao
em geral podem ter um enfoque probabilistico (como no caso do método de Monte
Carlo [74]) ou deterministico, que corresponde desde as formulagbes puramente

numéricas (caso do método de Elementos Finitos [76]) até os métodos considerados



mistos (caso do método ADO [10]), onde se consegue tratar as varidveis espaciais

de forma analitica.

No campo deterministico, as abordagens que mais se destacam sao as baseadas
no método de ordenadas discretas. O grande volume de publicagoes com base neste
método deve-se a sua versatilidade em resolver nao sé problemas unidimensionais
e nodais em teoria de transporte [1, 29, 38, 40, 47] como também aplicagdes na

dindmica de gases rarefeitos (RGD) [48, 52, 53].

A versao original do método de ordenadas discretas, introduzida na década de
40 por Wick [78] na resolugao de problemas de transporte de néutrons e, posterior-
mente, utilizada nos anos 50 por Chandrasekhar [27] em seus estudos de transferéncia
radiativa, baseia-se na aproximacao da integral angular do termo de espalhamento
da LBE por uma quadratura numérica, transformando a equacao integro-diferencial
em um sistema de equacoes diferenciais, cujo tratamento pode ser feito através de

abordagens numéricas e analiticas.

Dentre as abordagens numéricas mais recentes, pode-se destacar os chamados
métodos nodais. Estes métodos sao comumente utilizados na resolucao de problemas
multidimensionais onde, através da integracao em cada uma das variaveis espaciais,
decompoe-se o sistema de equagoes diferenciais parciais (obtido da discretizagao da

integral angular) em sistemas de equagoes diferenciais ordindrias [3, 4, 6, 12].

Nos métodos nodais, em geral, além da integracao transversal, costuma-se fazer
também uma discretizacao das varidveis espaciais [30], buscando fazer uso de malhas
que melhorem a eficiéencia e a precisao dos resultados. Estes métodos podem ser
divididos em dois grupos: os métodos nodais polinomiais e os métodos espectronodais

[13].

Nos métodos nodais polinomiais, uma expansao polinomial de baixa ordem é
introduzida tanto para o fluxo angular ao longo das faces da célula da grade espacial

(termo de fuga transversal) quanto para o fluxo angular médio no interior desta



célula espacial (termo de fonte de espalhamento). A identificacdo do método nodal
depende do tipo de aproximagcao: por exemplo, CCN para o método nodal constante-
constante [75], onde tanto o termo de fuga quanto o termo de fonte sdo aproximados
por constantes; LLN para o método nodal linear-linear [31], onde tanto o termo de

fonte quanto o termo de fuga sao aproximados por polinomios de primeiro grau.

Ja os métodos espectronodais, desenvolvidos por Barros e Larsen na década de
90 [11], tem uma vantagem com rela¢ao aos métodos nodais tradicionais pois os ter-
mos referentes a fonte sao tratados de forma explicita, introduzindo aproximacgoes
apenas para os termos de fuga transversal. Na literatura, os métodos espectron-
odais também sao classificados de acordo com a aproximacgao do termo de fuga:
SGF-CN para o método espectronodal constante [2, 12] e SGF-LN para o método

espectronodal linear [50].

Contudo, a principal limitacao dos métodos nodais tradicionais é o fato de
se trabalhar com grandezas médias, dificultando a avaliacao de fluxos escalares de
néutrons em pontos especificos, fazendo com que sejam necessarias técnicas de inter-
polacdo ou, em casos mais extremos, um refinamento da malha computacional [30].
Outro fator importante a ser considerado é o fato dos métodos nodais utilizarem

esquemas iterativos, significando um custo computacional mais elevado.

Para o tratamento analitico das equagoes em ordenadas discretas, existem algu-
mas dificuldades numéricas inerentes como, por exemplo, o fato de ser necesséario o
calculo de constantes de separagao vinculados as raizes de polinomios caracteristicos.
Para contornar este problema, novas formulacoes tém sido propostas, dentre elas,
encontra-se uma versao analitica do método de ordenadas discretas (método ADO

[10]) e 0 método LTSy [73].

No caso multidimensional, o método LTSy [15, 80] pode ser associado aos
métodos nodais a partir da integragao transversal das equagoes em ordenadas dis-

cretas. Os sistemas de EDO’s obtidos desta integracao sao reduzidos a sistemas



algébricos através do uso da transformada de Laplace. Este procedimento fornece
solugbes analiticas na variavel espacial contudo, de acordo com [15], sua obtencao

envolve o calculo da inversa de matrizes mal-condicionadas.

O método ADO, proposto por Barichello e Siewert [10], apresenta algumas
caracteristicas que o tornam mais atrativo do ponto de vista computacional, por
exemplo, por possibilitar o uso de esquemas de quadratura mais arbitrérios (do tipo
half-range), pela determinacao das constantes de separagao através de um problema
de autovalores de ordem reduzida e pela solucao ser escrita de forma analitica na

variavel espacial.

O método ADO também tem se mostrado uma ferramenta muito 1til na resolu-
¢ao de problemas em RGD [79], principalmente pela possibilidade de se construir
solugoes de forma unificadas para diferentes modelos cinéticos, como por exemplo os
modelos BGK [8], S [17, 57, 64], Gross-Jackson [39, 51] e MRS [37, 48]. Resultados
satisfatorios também foram encontrados na resolugao de problemas como o do fluxo
de Poiseuille, “creep” térmico e fluxo de Couette e salto de temperatura baseados
no modelo CES [58, 62], o problema de deslizamento viscoso com a aplica¢do do
modelo CLF [19, 20, 56] e de problemas de misturas de gases baseados no modelo
de McCormack [35, 63, 65, 66]. Destaca-se também o uso do método ADO na
resolugao de problemas de fluxo associados a diferentes condigoes de contorno [41, 42]
e problemas relacionados a BE propriamente dita, sem a aplicacao de equagoes

modelo [59, 61].

Com base na performance que o método ADO tem mostrado na resolucao
de problemas unidimensionais, onde foram obtidas solucoes precisas, analiticas na
variavel espacial, utilizando codigos de facil implementacao e a um baixo custo com-
putacional, procurou-se com este trabalho extender a sua aplicabilidade a problemas

multidimensionais.



Mesmo com a existéncia de cédigos numéricos voltados para este tipo de pro-
blema, existe uma demanda muito grande por métodos mais eficientes, de carater
analitico, que proponham alternativas para o tratamento de dificuldades intrinsecas
da LBE. Do ponto de vista computacional, através de expressoes analiticas consegue-

se reduzir o tempo de execucao das rotinas e ajuda na validacao dos codigos numéricos.

A versatilidade do método ADO, podendo ser associado aos métodos nodais e
a capacidade de adaptacao a diferentes esquemas de quadratura multidimensionais
ja existentes na literatura [44], motivaram o inicio deste trabalho, baseando-se na

equacao de transporte de néutrons.

Para isto, escolheu-se trabalhar com problemas bidimensionais tidos como
classicos na literatura, chamados de problemas de fonte fixa, onde considerou-se
que o meio material é ndo-multiplicativo e o espalhamento é isotrépico [71, 77].
Optou-se por esta classe de problemas por ja existirem resultados na literatura ge-
rados através de algumas abordagens e que servirao para a validagao do método

proposto aqui.

Em resumo, a abordagem proposta neste trabalho se enquadra na classe de
métodos espectronodais para o tratamento de problemas de transporte de néutrons,
uma vez que apenas o termo chamado de fuga transversal, relacionado aos fluxos
angulares desconhecidos na fronteira do dominio, é aproximado. E para esta classe
de problemas, comparativamente a abordagens disponiveis na literatura, contribui
significativamente do ponto de vista da formulagao matematica e computacional,
uma vez que: as equacoes auxiliares sao definidas de forma geral, os problemas
de autovalores associados sao de ordem reduzida a metade do que usualmente é
considerado, reduzindo o tempo computacional e preservando a analiticidade na

variavel espacial.

Sendo assim, no capitulo 2 faz-se uma apresentagao da classe de problemas

que sera resolvida, onde é apresentada a discretizacao para a variavel angular e sao



obtidas as equacoes nodais nas variaveis x e y. No capitulo 3, desenvolve-se a solugao
homogénea das equagoes nodais dos dois problemas unidimensionais. Neste capitulo
também é mostrado que, com a escolha adequada da ordem das diregoes, é possivel

montar problemas de autovalores de tamanho reduzido.

Devido ao aparecimento de fluxos angulares definidos nas fronteiras do dominio
e que sao desconhecidos nas diregbes nao-incidentes (o que costuma ocorrer nos
métodos nodais devido ao processo de integragao), propoe-se no capitulo 4 a apro-
ximagao destes termos através de equacgoes auxiliares, escritas em termos das auto-
funcoes e das constantes de separacao do problema homogéneo. Busca-se desta forma
que estas expansoes propostas aqui, sejam mais gerais e nao utilizem parametros
baseados em estimativas, podendo melhorar a representacao dos fluxos nos con-

tornos e assim, contribuir para a obtencao de resultados mais precisos.

No capitulo 5, tendo em vista que estas aproximacoes dos termos referentes aos
contornos foram agrupados com o termo fonte, uma proposta de solugao particular
é desenvolvida através das fungoes de Green [9]. O acoplamento entre os dois pro-
blemas unidimensionais se da apenas no sistema em que sao obtidos os coeficientes

das solucoes homogéneas e das aproximacoes dos contornos.

Os resultados numéricos gerados no estudo de trés problemas teste sao apre-

sentados no capitulo 6 e, no capitulo 7, algumas consideracoes finais sao feitas.

Neste trabalho, também foram incluidos dois apéndices, sendo que o primeiro
trata do esquema de quadratura utilizado para a discretizacao da varidvel angular.
O Apéndice B corresponde a uma extensao do que foi trabalhado em Cabrera [18] e

Barichello et al [7], afim de obter resultados para um dos problemas discutidos em

Watanabe e Maynard [77].



2 EQUACAO DE TRANSPORTE
BIDIMENSIONAL EM ORDENADAS
DISCRETAS

Buscando desenvolver uma formulagao matematica para o tratamento da classe
de problemas proposta neste trabalho, faz-se o uso de técnicas utilizadas na abor-

dagem analitica do método de ordenadas discretas ADO.

Para isso, parte-se da equacao de transporte bidimensional, na qual faz-se o uso
de uma quadratura multidimensional aplicada a varidvel angular. Esta discretizagao

é feita de forma que certas propriedades de simetria sejam satisfeitas.

2.1 Formulacao matematica

Segundo Cabrera [18] e Duderstadt [33], um problema de transporte bidimen-
sional, em geometria cartesiana, com espalhamento isotropico e um grupo de energia,
em regime estacionario, pode ser representado por

0 0 N
,u%\I/(r,ﬂ) + na—y\lf(r,ﬂ) + o (r)¥(r,Q) = Q(r) + o4(r) /S U(r,Q)d, (2.1)

onde r = (x,y) representa o vetor posicao espacial, @ = (u,n) corresponde ao
vetor diregao de propagagao das particulas, o.(r) e o4(r) s@o, respectivamente, as
segoes de choque macroscépicas total e de espalhamento (nas préoximas equagoes,
a dependéncia espacial das secoes de choque é omitida por serem constantes para
todos os problemas teste escolhidos) e Q(r) representa uma fonte isotrépica. O
termo S que aparece na integral representa a regiao em que as diregoes estao sendo
integradas (como este trabalho trata de problemas bidimensionais, S representa o

circulo unitario). A versdo completa desta equacao pode ser vista em Lewis e Miller

[44].



Baseado nesta equacao, pretende-se trabalhar com problemas com dominio
ilustrado pela Figura 2.1, sendo que o dominio delimitado pelo retangulo [—b, b] x
[—d, d], interior a este retangulo hd um retangulo menor [—a, a] X [—¢, ¢|, onde existe

uma fonte Q(r). Os fluxos angulares ¥ (r,{2), nas dire¢oes incidentes, sdo conhecidos.

U(z,d,Q")
y
rd
—~ c. —~
5 : L&
j_h ________ i J____E____(} ________ T j
‘;5—'/ (,i =
d‘
U (x, —d,2")

Figura 2.1: Geometria dos problemas bidimensionais.

Pressupondo que nao ha nenhuma contribuicao externa para o fluxo de néutrons
no interior do dominio, usa-se o que se pode chamar de condicoes de contorno do

tipo vacuo, ou seja, todos fluxos angulares incidentes sao nulos. Assim

U(z, —d,

b
DO

no
w

U(—b,y, Q"

Do
~

)
U(z,d, Q")
)
)

~~
—_  ~—  ~—

(b, y, Q"

no
ot

onde " representa estas direcoes incidentes.

2.2 Discretizacao das direcoes

Uma vez definido o problema com que pretende-se trabalhar, a versao em orde-

nadas discretas da equagao (2.1) depende basicamente da discretiza¢do do conjunto



de diregoes Q = (u,n). Esta discretizagao é feita a partir do uso de uma quadratura
numérica que aproxima o termo integral por um somatério, relacionando um nimero

finito de diregoes discretas Qy = (g, 7%) & pesos wy, ou seja

/S\P(T,Q/)dﬂ’ ~ > wpl(r, Q). (2.6)

Segundo Kock e Becker [43], a precisao desta quadratura dependerd do nimero
de direcoes discretas empregadas, dos pesos, de como sao escolhidos e da relacao
que ha entre eles. Embora a escolha da quadratura possa ser arbitraria, restricoes
as direcoes € e pesos wy podem ser feitas de forma que certas propriedades de

simetria possam ser satisfeitas.

De acordo com Lewis e Miller [44], outro fator importante para a simetria de
uma quadratura é a sua invariancia de rotacao das diregoes discretas ao redor do
centro da esfera unitaria (no caso tridimensional) ou do centro do circulo unitario
(no caso bidimensional). Dentre os tipos de quadraturas, pode-se citar a Quadratura
Simétrica de Nivel (também chamada de quadratura Sy), em que as diregoes sao

invariantes sob qualquer rotagao de 7/2 em torno do centro da esfera unitéria.

Ainda segundo Lewis e Miller [44], as ordenadas discretas da quadratura Sy sao
dispostas em niveis (como na Figura 2.2), totalizando N(N + 2) dire¢oes discretas

na esfera unitéria e, consequentemente, N (N + 2)/8 dire¢oes em cada octante.

Figura 2.2: Quadratura simétrica de nivel Sy para o caso tridimensional, usando
N=4,6 ¢ 8.

Outra propriedade da quadratura Sy ¢ a de que, em geometrias cartesianas,

o mesmo conjunto de direcoes e pesos também pode ser usado em problemas bidi-
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mensionais (como na Figura 2.3), bastando desconsiderar a terceira componente do
vetor direcao [44]. Ao desprezar esta terceira coordenada, o nimero de diregoes

passa a ser de N (N + 2)/2 no disco unitério.

Figura 2.3: Quadratura simétrica de nivel Sy para o caso bidimensional, usando
N=4,6 e 8.

2.3 Problema de ordenadas discretas

Para a discretizagao da equacao (2.1), fez-se o uso da quadratura Sy tabelada
em Lewis e Miller [44] (também disponivel no Apéndice A) onde o conjunto de
diregoes discretas sdo representadas por €; = (u;,1n;), com p;,n; € [—1,1], para

i=1,...,MeM=N(N +2)/2.

Sendo assim, a versao em ordenadas discretas da equagao (2.1) é dada por

0 0 oy o
—U(r Q, —U(r.Q, U(r Q) = == U(r.Q). 2.
MZ@:L‘ (r, 2) + may (r, Q) + oW (r, Q) Q(T) + 4 ; Wy, (1", k) ( 7)

Vale lembrar que os pesos wy, (associados as diregoes Qy = (ux, nx)) foram obtidos

na literatura ja normalizados, ou seja, para cada quadrante tem-se

d wp =1 (2.8)

Por esta razao, como o termo integral da equagao (2.1) representa a integragao sob os

quatro quadrantes, o fator 1/4 deve aparecer multiplicando o somatério da equagao

(2.7).
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Uma vez obtida a versdo em ordenadas discretas da equagao (2.1), o préximo
passo é o desenvolvimento de uma técnica para resolver este problema com base no
método ADO. Contudo, como este método foi primeiramente desenvolvido para a
resolugao de problemas unidimensionais, a equacao (2.7) precisa ser convertida nas
chamadas equacoes nodais integradas transversalmente, que sao na verdade versoes

da equagao (2.7) integradas nas varidveis espaciais = e y.

Dessa forma, multiplica-se a equacao (2.7) por 1/2d e a integra-se em y €
[—d, d], resultando um sistema de equagoes diferenciais ordinérias envolvendo fluxos

angulares médios V¥, cuja dependéncia espacial é apenas na varidvel
d i
i (2, Q) + ;771 (U2, d, Q) — U(w, —d, Q)] + 010, (z, Q) =
b M
Qo)+ F L), (29)

parat=1,..., M, sendo

(2, Q) = 2—1d/_d\11(r,9i)dy (2.10)
d
Qy(z) = 2—1d/dQ(T)dy- (2.11)

De forma equivalente, multiplica-se a equagao (2.7) por 1/2b e a integra-se em
x € [=b,b], resultando também em um sistema de equagoes diferenciais ordindrias

em termos de fluxos angulares médios W,, que dependem apenas da variavel espacial

Y

d i
Th'd—y‘l’m(%ﬂi) + % (W(b,y, Q) — VU (=b,y, Q)] + 0V, (y, Q) =

M
Quly) + 2 D wilaly. @), (2.12)
k=1

também parai=1,..., M, com

b

U, (y, Q) = % / U (r, Q) dz (2.13)

—b
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b
Q) = 3 [ @i (2.1)

Nas equagoes (2.9) e (2.12) nota-se que, devido a integragao, além dos fluxos
angulares médios, aparecem termos relacionados a fronteira. Segundo a defini¢ao das
condicoes de contorno, estes termos sao conhecidos apenas nas direcoes incidentes.
Dessa forma, os sistemas passam a ter mais incognitas do que equacoes, fazendo

com que equagoes auxiliares sejam necessarias.

Como serd visto no capitulo 4, estas equagoes auxiliares estao relacionadas a

representacao da solugao dos problemas unidimensionais nos contornos.

2.4 Equacao nodal: integracao em y

Diferente de outros trabalhos que tratam das equacao em ordenadas discretas
como as equagoes (2.9) e (2.12), procurou-se aqui ordenar os pesos e diregoes da
quadratura Sy. O padrao escolhido foi o de considerar que, para i = 1,...,M/2,
os vetores 2; representassem as direcoes de entrada do fluxo em uma determinada
fronteira e que os vetores €;,57/2 representassem as direcoes de saida do fluxo na
fronteira oposta. Dessa forma, conseguiu-se subdividir cada uma das equagoes ((2.9)

e (2.12)) em duas.

Assim, no caso do problema integrado em vy, ordenou-se as direcoes de forma
que para ¢ = 1,...,M/2, tenha-se Q; = (1;,7;) € Qiynry2 = (—p5,7;). Com isto, a

equagao (2.9) passou a ser representada por

d Up
ﬂi%qjy(xvgi) + 2_d [\If(:b’, d> Ql) - \Ij<x7 _dv QZ)] +

+ o0, (2, ) = Q,(z) + UZ > wp [0, (2, Q) + Wy (@, Qusaz)] (2.15)
k=1
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e
d T
- Mi%qu(xani+M/2> + 2 [‘I’($7 d,Qirny2) — V(, _d7Qi+M/2)] +
M2
O-S

+ 01y (2, Qivaryz) = Qy(2) + D wp [y (2, Q) + Uy (2, Qarpo)], (2.16)
k=1

para i = 1,...,M/2. A relevancia da escolha desta ordenagao das diregoes ficard

mais evidente no decorrer do trabalho.

H

04 0B 08

Figura 2.4: Conjunto de direcoes S; ordenado de forma apropriada para a equagao
nodal integrada em y.

Além disso, como parte da metodologia desenvolvida aqui (diferente do proposto
por Barichello et al [6]), os termos referentes a fronteira que surgem da integracgao

da equagao (2.9) é incorporado a fonte, resultando em

d
Mi%‘;[}y(x, QZ) + O't‘;[/y(,f, Qz) =

k=1
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e
d
— HiT dx vy (z, Qz+M/2) + 0¥, (, Qz+M/2)
i
= {Qy(x) T 94 [‘I’(CU; d, Qi+M/2) - ‘I’(CL‘, _dJQi-i-M/Q)] } +
M2
+ =2 Zwk (2, Q) + Wy (2, Qe arp)] - (2.18)
Ou ainda
d
m%\lfy(x,ﬂi) + o0y (2,Q) =
. M2
= Qy(z, ) + Z > wi [ Uy (2, Q) + Uy (2, Qusrrp)] (2.19)
k=1
e
d
— HiT dr vy (z, Qz+M/2) + 0¥, (z, QH-M/Q)
M/2
= Q (:c QH_M/Q + — Zwk x Qk) + ¥ (LL’ Qk+M/2)i| , (220)
parai=1,..., M/2 se for considerado
Q. ) = Q@) = - [¥(a,d. Q) — U, ~d, Q). (2.21)
@y<x79i+M/2) Qy(r) — ;]d [\Ij(x d QH-M/?) W(x, —d, Qi+M/2>] . (2:22)
As equagoes (2.19) e (2.20) sao as equagdes nodais do problema integrado em
Y.

2.5 Equacao nodal: integracao em

Da mesma forma que para o problema integrado em ¥, reordenando as diregoes

do problema integrado em = de forma que, para i = 1,...,M/2, tenha-se Q; =
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(i mi) € Qiynrj2 = (1s, —1n;), consegue-se subdividir a equacao (2.12) em

d i
md—y\l’x(yﬂ i) + % (Wb, y, Q) — U (=b,y, Q)] + 0V, (y, Q) =

Us
Zwk (4, ) + Vs (yvﬂk+M/2)} (2.23)

& (Wb, y, Qicnrs2) — U(=b,y, Qiyary2) | +00 0 (v, Qisarye) =

d
_nid_y\l/x<y7ﬂz+M/2) %

(2.24)

’H.
05 06 0.4 0 2 04 0B 08

Figura 2.5: Conjunto de direcoes S; ordenado de forma apropriada para a equagao
nodal integrada em x.

Neste ponto um certo cuidado precisa ser tomado uma vez que, apesar de ter sido
usada a mesma notacao e os pontos e pesos da quadratura utilizada serem os mesmos
para os problemas integrados em z e em y, isto nao significa que a direcao €2; de um
problema corresponda a direcao €2; do outro problema. Isto se deve ao fato de cada
problema unidimensional utilizar um ordenamento diferente (ver Figuras 2.4 e 2.5).
Apesar disto representar um aumento na dificuldade na implementacao, contribuira

na obtencao da solugao homogénea.
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Agrupando os termos referentes aos contornos com o termo fonte nas equagoes

(2.23) e (2.24) e considerando

A Hi
@x(yaﬂi+M/2) = Q.(y) — g; (U(b,y, Qirnr2) — U(=b,y, Qiynp2)],  (2.26)
obtem-se, para i = 1,..., M/2, as equacdes nodais do problema integrado em z

d
md—y%(y,ﬂi) + o0V, (y, ) =

M/2
+_Zwk (U Q) + Uay, Quyarsa)]  (2:27)

d
- ,rhd_yqu(ya QiJrM/?) + gt\ljw(y’ Qi+M/2) -

M2

= Qu(y, Qir a2 +—Zwk 20, Q) + oy, Qparn)] - (2.28)

Obtidas estas equagoes nodais integradas, o préoximo passo é a resolugao dos
problemas unidimensionais. Nos préximos capitulos, uma proposta de resolucao das
partes homogénea e particular destes problemas é feita, bem como o tratamento das

condigoes de contorno nas direcoes em que os fluxos angulares sao desconhecidos.
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3 SOLUCAO HOMOGENEA DOS
PROBLEMAS NODAIS

No capitulo anterior, a partir da equacao de transporte bidimensional, conseguiu-
se gerar problemas unidimensionais, possibilitando o uso do método ADO para sua
resolucao. As solu¢oes homogéneas obtidas através deste método sao construidas em
termos de constantes de separacao e autofuncoes, definidas através de expressoes en-

volvendo autovalores e autovetores.

3.1 Problema nodal integrado em y

Para resolver a parte homogénea das equagoes (2.19) e (2.20), propoe-se que as
solugoes tenham a forma
T, (2, Q) = @, (v, Q;)e /", (3.1)
onde v serd a constante de separac@o associada a autofungao @, (v, Q).

Assim, substituindo a equagado (3.1) nas equagoes (2.19) e (2.20) (sem o termo

fonte) obtém-se

1
— ;,U/iq)y(y, Qz) + O't(I)y(V7 Qz) =
M/2
Os
= Z Wy, [(I)y<l/, Qk) -+ (I)y<V, Qk—&-M/?)} (32)
k=1
€
1
;Miq’y(% Qiyrry2) + 00Dy (v, Qi ary2) =
M/2
Os
= 2 Wk [®y (v, Qi) + Py (v, Qiingy2)] (3.3)
k=1

parai=1,...,M/2.
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Baseado nas equacoes (3.2) e (3.3), verifica-se que a solugdo do problema ho-
mogeéneo passa a depender basicamente de resolver um problema de autovalores.

Dessa forma, se for considerado

U (1, ) = B, (1.2) + B, (1, Qi ), (3.4)
V, (1, ) = @, (1, Q) — @, (v, Qi 110), (3.5)

soma-se as equagoes (3.2) e (3.3), resultando em uma equacao que relaciona U, e V,

M/2
1 Os
== piVy (v, ) + Uy (v, Q) = ; w, U, (v, Q), (3.6)

para i = 1,...,M/2. Por outro lado, subtraindo a equacao (3.2) da equacao (3.3),
também considerando as equagoes (3.4) e (3.5), obtém-se outra de relacao entre U,

eV,

Vo, ) = ~20 (0, 0), (3.7)

VOt
Com estas duas expressoes que relacionam U, e V,, substitui-se a equac@o (3.7) na

equagao (3.6), resultando em um problema de autovalores da forma

M/2

1 o? 050}
Uy, ) = EUy(y,Qi) ~ 5 > wly (v, ), (3.8)
i i k=1
para i = 1,...,M/2. A equacdo (3.8) também pode ser representada na forma
matricial
D, — AU, =AU, (3.9)

onde U, representa um vetor de dimensao M /2 cujas componentes sao Uy, (v,;) e

os autovalores sdao da forma
Ay = —. (3.10)

As matrizes da equacado (3.9) sdo definidas como

Dy:diag{<%)2,(%>2,..., (MZ/Q)Z} (3.11)
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010 Wk
2
241

Ay (i k) = , (3.12)

parai=1,...,.M/2ek=1,...,M/2.
Resolvido o problema de autovalores e determinadas as M /2 constantes de

separacao v;, usa-se as equacoes (3.4) e (3.5) para definir as autofungoes do problema

homogéneo

D, (v, ) = 5 [Uy(vy, ) + Vy (v, )], (3.13)

|HI\D|P—‘

D, (vj, Qisnry2) = 5 [Uy (v, ) — Vi (v, Q)] (3.14)

2

Com isto, observa-se que a partir de um problema que envolvia M equacoes, chega-se
a um problema de autovalores de dimensao M /2 x M /2. Isto ocorre pois o rearranjo
das direcgoes feito no capitulo 2 contribuiu para a construcao de um problema de
autovalores menor que fornece as constantes de separagao aos pares (+v;). Esta
técnica passa a ser mais relevante quando se trabalha com um nimero de direcoes

muito grande.

Considerando apenas os valores v; positivos, a solugao homogénea fica escrita

na forma
M/2
Uh(z, Q) ZA D, (v, Q)e” O 4 A e ®y (v, Qiarge)e” O (3.15)
€
M/2
VP (2, Qisargn) = Y Ay (v, Qigarge)e” T 4 Ag o ®y (v, Qi)e 07/ (3.16)
j=1

parai=1,..., M/2.

3.2 Problema nodal integrado em =«

Seguindo o mesmo procedimento utilizado no problema integrado em y, propoe-

se que a solucdo da parte homogénea das equagoes (2.27) e (2.28) também tenha a
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forma
\Dx<y7ﬂz) = (I)x('Y,Qi)e_y/’V’ (317)
onde v serd a constante de separacao associada a autofungao @, (v, Q).

Assim, substitui-se a equacao (3.17) nas partes homogéneas das equagoes (2.27)

e (2.28), resultando em

1
- ;niq)x(%ﬂi) + 0P, (7, Q) =

M/2
O‘S
= 7D W [P (7, Q) + P (7, Ritaa/2)] (3.18)
=1
(§]
1
;niq}x(%ﬂi—i—Mﬂ) + 0P (7, Qi nry2) =
5 M2
= ZS wi [P (7, Q) + o (v, Qirarf)] (3.19)
=1

parai=1,..., M/2.

Como pode ser visto nas equagoes (3.18) e (3.19), novamente a solugdo do problema
homogéneo esta vinculado a resolugao de um problema de autovalores. Dessa forma,

considerando

soma-se e subtrai-se as equagoes (3.18) e (3.19), resultando em duas expressoes que

relacionam U, com V,

M/2
1 O
_;mvx(%ﬂi) + 0yUs (7, 82) = ) Z wrUs (7, ) (3.22)
k=1

1n;
Vi (7, Q) = ;Y”—Um,nn. (3.23)

t
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Agora, substituindo a equagao (3.23) na equagao (3.22), obtém-se o problema de

autovalores na forma

1 o? lo e oz
(] 3 k=1

parai=1,..., M/2.
A equagao (3.24) também pode ser expressa em uma forma matricial, dada por
D, — AU, = \U,, (3.25)

onde U, serd um vetor de dimensao M/2, cujas componentes sao U,(7,€};) e as

constantes de separacao sao obtidas através da relagao
Ap = —. (3.26)

As matrizes envolvidas sao definidas por

AN A
Dx:diag{(—t> ,(—t) e
m 2

(77;/2 ) 2} (3.27)

(3.28)

parai=1,...,M/2ek=1,...,M/2.

Determinados os autovalores e, consequentemente, as a constantes de separacao

7v;, usa-se as equagoes (3.20) e (3.21) para definir as autofuncoes do problema ho-

mogeneo
1
1
Do (V55 Qignry2) = B Uz (7, ) — Vi (s, )] . (3.30)

Novamente, devido ao rearranjo das direcoes feito no capitulo 2, foi possivel obter um

problema de autovalores de dimensao M /2 partindo de um sistema de M equagoes.
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Além disso, por causa da forma com que o problema de autovalores foi construido,

as constantes de separagao também sao obtidas aos pares (£7;).

Assim, considerando apenas os valores 7; positivos, a solugao homogénea do
problema integrado em x é dada por

M2
Vh(y, Q) = Bi®a(v;, Q) 5 4 By an®a (15, Qicaryp)e 0 (3.31)
j=1

M/2
Ut (y, Qisny2) = Z B;i®, (v, Qisarje)e ™ 4 Biyy @y (v, Q)e ™0/ (3.32)

i=1

parai=1,..., M/2.

Resolvidos os problemas de autovalores e obtidas as expressoes para as solugoes
homogeéneas, o préoximo passo sera obter as solucoes particulares. Contudo, uma vez
que as fontes dos problemas nodais possuem termos referentes a fronteira que nao sao
conhecidos em todas as direcoes discretas, passou a ser necessario o uso de equagoes

auxiliares para representar as condigoes de contorno nas diregoes nao-incidentes.



23

4 FLUXOS NO CONTORNO: EXPANSAO
EM AUTOFUNCOES

Como foi visto anteriormente, no processo de obtencao das equacoes nodais
integradas, surgiram termos referentes aos contornos que s6 sao conhecidos nas
direcoes incidentes. Para contornar este problema, existem na literatura algumas
propostas de aproximacao dos fluxos angulares nas dire¢oes nao-incidentes, dentre

elas, as apresentadas por Biasotto [15], Barichello et al [6] e Cabrera [18].

Em Barichello et al [6], considerou-se que os fluxos angulares no contorno eram

proporcionais aos fluxos angulares médios, ou seja,

U(z,d, Q) = K10, (z,Q,), (4.1)
U(z, —d, Q) = Ko, (z,Q)), (4.2)
U(b,y, Q) = LW, (y, ), (4.3)
U(—=b,y, Q) = LoV, (y, ). (4.4)

Com o uso destas expressoes, estes termos aproximados sao incorporados a
porcao homogénea do problema e, consequentemente, tem uma certa contribuicao no
problema de autovalores e na obtencao das constantes de separagao. A formulacgao
do método ADO usando estas aproximacoes pode ser vista no Apéndice B, onde

faz-se uma extensao do trabalho de Cabrera [18].

Contudo, a defini¢ao a priori destes coeficientes de proporcionalidade tornou-se
inconveniente, principalmente pelo fato de ser atribuido um mesmo fator a varias

direcoes.

No caso da formulacdo apresentada por Biasotto [15], seguiu-se os trabalhos de
Mello [46] e Zabadal [80], onde é proposto que os termos referentes aos contornos

sejam agrupados com a fonte e, com base em conceitos fisicos, aproxima-se os fluxos
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angulares nao-incidentes por funcoes exponenciais, tais que

U(x,0,Q;) = Fesomi,

— —~ ~—~ ~—~
" f =

D ot
~— ~— ~— ~—

\IJ(LC, da Qz) = H’ieisign(m))\za

\I](Ov Y, QZ) - Gie_Sign(m)Aya

N
\]

U(b,y, Q) = Lie 59y 4.8
onde
: I p=>0
sign(p) = : (4.9)
-1 pu<0

A chamada constante de decaimento A\ que aparece nas equagoes (4.5) a (4.8) é
definida a prior: através de expressoes especificas, associadas a parametros que

caracterizam o meio.

J& na abordagem proposta por Cabrera [18], os elementos relativos aos con-
tornos também sao incorporados a fonte e, nas dire¢oes nao-incidentes, aproximou-se

os fluxos angulares por constantes dependentes apenas da diregao, ou seja,

U(z,d,Q;) = H, (4.10)
U(z, —d, Q) = F), (4.11)
T(—b,y, Q) = G, (4.12)

U(b,y, Q) = I,. (4.13)

Com estas aproximacoes, foram obtidas expressoes para as solugoes particulares
que, juntamente com a formulacao das solugoes homogéneas, consegue-se construir
um sistema no qual todos os coeficientes sao determinados. A principal vantagem
desta abordagem ¢ a de nao haver necessidade de determinar empiricamente quais-

quer parametros.

Assim, a partir das técnicas apresentadas acima, o procedimento adotado aqui

foi o de, além de incorporar os termos referentes aos contornos a fonte, aproximar
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estes termos nas dire¢oes desconhecidas por funcoes do tipo exponenciais, tendo em

vista a forma geral conhecida das solugdes unidimensionais de transporte.

As aproximagoes escolhidas sao da forma

\IJ(ZE, —d, Qz) =
M/2
= Z {Ec®y (i, Qi)™ O 4 By njo®y (i, Qisagje)e” O/} (4.14)

\I](Ia _daﬂiJrM/Q) =
M/2
= Z {Ek Vk, Z+M/2)6_(b+m)/yk + Ek+M/2CI)y(l/k,Qi)e_(b_m)/yk} s (415)

U(z,d,Q;) =
M/2
= Z {Fk l/k, (b+m)/uk + Fk+M/2q)y(Vk,Qi+M/2>€_(b_m)/yk} (416)

\I/(,ZC, da Qi+M/2) =
M/2
= Z {Fu®y (i, Qigarje)e” O 4 By njn®y (i, Qi)e™ =9/} (4.17)

para o problema nodal integrado em y e

\Ij(_b7 Y, Qz) =
M/2
= Z {Gr®a( i, D 4 G2 @ (Y, Qisarg)e (d_y)/%} , (4.18)

\If(—b7 Y, Qi-‘rM/?) =
M/2

= Z {Gr®s (Y, Qi nryo)e™ T+ Gy o ®@u (e, Qi) WY1 (4.19)
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\I/(b, Yy, Ql) =
M2
= Z {Hi @y (v, Qe T L @y (Y, Q¢+M/2)€_(d_y)/%} (4.20)
k=1

‘I’(ba Y, QH—M/2) =
M/2

= Z {Hkq)x(’}/kaQi+M/2)€7(d+y)/7k + Hk+M/2(I)x(7kaQz’)ei(diy)/%} ., (4.21)
k=1

para o problema nodal integrado em .

Este tipo de aproximacao, baseada em expansoes em termos das constantes de
separagao e autofuncoes do problema homogéneo, foi empregada pois acredita-se
que, utilizando uma forma mais geral, consegue-se uma melhor representacao dos
fluxos nos contornos. Outro ponto importante é que, seguindo esta metodologia,
nenhum parametro terd de ser definido a priori. Porém, isto resulta na construgao

de um sistema mais complexo para a determinacao dos coeficientes.

Por fim, definidas as equagoes auxiliares para o tratamento dos contornos nas
diregoes desconhecidas e conhecendo os fluxos nas diregoes incidentes, o préximo

passo serd encontrar as expressoes para as solugoes particulares.
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5 SOLUCAO PARTICULAR

Para determinar as solucoes particulares dos problemas nodais unidimensionais,
utilizou-se a formulagao apresentada por Barichello et al [9], adaptada a metodologia

desenvolvida aqui, considerando o caso de autovalores repetidos.

5.1 Caracterizagao dos termos fonte

Buscando fazer uma validacao do método ADO que esta sendo proposto neste
trabalho, procurou-se resolver alguns problemas ditos cldssicos na literatura por
ja terem sido resolvidos através de outras abordagens. Nos problemas escolhidos,
algumas caracteristicas sao comuns como, por exemplo, fonte constante isotrépica e

condigoes de contorno de incidéncia do tipo vacuo. Sendo assim, considera-se

Ole.y) = 1 ,paraz € |—a,a] ey € [—c ] (5.)

0 , caso contrario

€
Uz, d, Q) =0, i=M/4+1,...,M/2 e i=3M/4+1,....M, (52)
Uz, —d, Q) =0, i=1,... M/4 e i=DM/2+1,... 3M/4, (5.3)
by, Q) =0, i=M/MA+1,... M/2 e i=3M/A+1,....M, (5.4)
U(=b,y, Q) =0, i=1,...,M/4 e i=DM/2+1,...,3M/4. (5.5)

Novamente, vale lembrar que as direcoes €2; referentes ao problema integrado em
y nao correspondem necessariamente as mesmas direcoes 2; usadas no problema

integrado em .

Partindo da equacao (5.1), utiliza-se as equagdes (2.11) e (2.14), resultando em

0y(x) = c/d , paraz € [—a,dq] (56)

0 , caso contrario
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0uly) = a/b , paray € [—c, (] . (5.7

0 , caso contrario
Além disso, lembrando que as equagoes (4.14) a (4.17) s@o usadas nas equagoes
(2.21) e (2.22), juntamente com as condigdes (5.2) e (5.3), obtém-se como termo
fonte para o problema integrado em y

Q. ) = Q) - ;’C'lx

M/2
X Z {Fe®y (v, Qi)e™ % 1 By no®y (i, Qigagp)e™ 0} (5.8)

Q@ Qi) = Q) + TH

M2
X Z {Ew®, (i, Qiinrza)e” O 4+ By arjo @y (v, Qigangga)e O (5.9)

Qul, Qusarpp) = Q) = 35

M/2
X Z {Fk l/k, Z+M/2)e—(b+m)/uk + Fk+M/2q)y(l/k,Qi>€_(b_$)/yk} s (510)

@y<x7Qz’+3M/4> = Qy(z) + m;;” X

M/2
X Z {Ev®, (v, Qianra)e” T+ By o ®y (v, Qiarga)e” O/} 0 (5.11)

para i = 1,..., M/4. De forma equivalente, usando as equagoes (4.18) a (4.21) nas
equagoes (2.25) e (2.26), juntamente com as condigoes (5.4) e (5.5), chega-se ao
termo fonte do problema integrado em x

5y, 0) = Ouly) —
Quly ) = Quly) — 51

M2

x Z {Hk (Y, Q2 )e™ @9/ 4 Hy /o ®a (v, iy arja)e (dfy)/'m} . (5.12)
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@x(y>Qi+M/4) = Qa(y) + %

M2
X Z {G®, (v, 2+M/4)€7(d+y)/% + Gk+M/2‘I)x(’Yk,Qi+3M/4)€7(d7y)/%} , (5.13)

Qu(y, iy nrs2) = Quly) — %x

M/2
X Z {Hk (Vks z+M/2)€_(d+y)/w" + Hk+M/2(I)x(7k>Qi)e_(d_y)/%} , (5.14)

@x(y>Qi+3M/4> = Q.(y) + %X

M2
X Z {Gr® (i, Qianya) e T 4 Grng o @ (Y, Qigarya)e T/} (5.15)

parai=1,..., M/4.

Definidos os termos fonte, o proximo passo sera a deducao das solucoes parti-

culares.

5.2 Solugao particular via funcao de Green

Seguindo Barichello et al [9], escolheu-se mostrar apenas o desenvolvimento da
solugao particular para o problema integrado em vy, pois o procedimento usado para
o problema integrado em x é andlogo. Sendo assim, considerando G(z,€; : 7,€,)
como sendo o fluxo angular de néutrons em (z,€;) vindo de 7 com direcao €, a

funcao de Green é definida como sendo a solugao de

uidic:(x,ni :7.Q) + 0 G, Q7 Q) =
X

M/2

=0(x —7)0ia + % Zwk (G2, : 7,Q0) + Gz, Qe - 7,0)]  (5.16)
k=1
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d
- Mi@G(l‘,QHMm 7, Q0) + 01G(@, Qinyo 1 7,80a) =

M/2

(5(37 — T) i+M/2, + — Zwk :C Qk - T, Qa) + G($7Qk+M/2 -7 Qa):| ’ (517>

ondei=1,....M/2ea=1,...,M, 7 € [-bb] e Q, € {;}. Os termos 6(z —7) e

i o 580, respectivamente, a fungao delta de Dirac e o delta de Kronecker.

Assim, quando x = 7 e Q; = Q, (que corresponde ao local da fonte) existe
uma descontinuidade (ou salto). Esta condicdo de salto pode ser obtida através da

integracao das equagoes (5.16) ¢ (5.17) em x € (T — €, 7 + €).
Feito isto, as condigoes de salto sao dadas por

i lin% {G(t+¢6,2;:7,0,) —G(T —6,Q; : 7,Q,)} = dian (5.18)

— i lli% {G(T + €7Qi+M/2 T, Qa) — G(T — 679i+M/2 T, Qa)} = 5i+M/2,aa (519)
parai=1,...,.M/2ea=1,..., M.

Combinando estas condicoes de salto com as solucoes da equagao homogénea
obtida no capitulo 3, é possivel construir a funcao de Green. Lembrando que as
constantes de separacao foram obtidas aos pares (£v;), de forma que as autofuncoes
®(v;,€;) estao relacionadas as constantes de separagao positivas e ®(v;, ;4 11/2) sao
referentes as constantes de separagao negativas, propoe-se que a funcao de Green
seja expressa como

M2

Gz, Q7. Q) = Y Aja®y (v, Qe x> 7, (5.20)

M/2
G(x7Qi+M/2 2T, Qa) = ZAj,aq)y(yjaQiJrM/Z)e_(x_T)/Vja r>T (521)

Jj=1
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€
M/2
Gz, Q7 ZAMWM (v, Qiyarja)e T v <1, (5.22)
M/2
G(z, Qg2 0 7, Q) ZA]JFM/QQ (vj,S)e oy <o (5.23)

parai=1,...,.M/2ea=1,...,M.

Entéao, substituindo as equagoes (5.20) a (5.23) nas equagoes (5.18) e (5.19) e

fazendo € — 0, encontra-se

M/2
pi > {A5a®y (1, Q) + Ajinry2a®y (v, Qisarf2) } = bia (5.24)
(]
M/2
—p1i Y {Aja®y (v, Qipare) + Ajinrj2a®y (v, )} = Givarjp0 (5.25)
=1

Apartir do sistema descrito pelas equagoes (5.24) e (5.25), consegue-se deter-
minar os coeficientes A;,. Em Barichello et al [9] usou-se propriedades de ortogo-
nalidade para encontrar expressoes que definem os termos A;,. Contudo, nos casos
estudados neste trabalho, pela ocorréncia de constantes de separacao repetidas, nao
é possivel usar a ortogonalidade das autofungoes. A saida encontrada foi calcular

A, o numericamente.

Durante a montagem do sistema, verificou-se que as componentes A; , podem
ser obtidas através da seguinte matriz em blocos
—1

Al | [ 20 [0 s (5.20

[Ajr20] [ 1@y (v, Qisnrg)] [y (v, )]
parai=1,....M/2, j=1,... . M/2ea=1,..., M. Apesar da equagao (5.26) ter
sido escrita com a notagao de inversa, A, foram obtidas através da resolucao de

sistemas lineares.



Determinadas as componentes A;,, pode-se estimar as equacoes (5.20)

e expressar a solugao particular do problema integrado em y como

M2
MACRY Z {Aj(@)Py (v, Qi) + Ajinryo(2) Py (1), Qivagy2) }
e
M2
\ij ilZ' Q1+M/2 Z{A V]> 1+M/2)+A]+M/2( )q)y(yjaﬂi)}>
onde
e (M
Ai(z) = / {Z Qy (T, Qa)Ajﬂ} e~ @ Vigr
—b —
e
AJ+M/2 / {Z Qy(1,) J+M/2a} —(r=2)/v; ..
No caso do problema integrado em z, também ter-se-ia
M2
U (y,Q Z {B;(y)®:(7;, ) + Bjiary2(y) P (v, Qisarsa) }
e
M2
‘1’ z+M/2 Z {B %, 1+M/2) + B]+M/2(y)‘1>x(%‘, Qz)}

como solugao particular, onde

y (M
50 [ {3 00, b
- a=1

Bjimy2(y / {Z Qx(7,80) ]+M/2,a}6_(7—_y)/wd7_
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A (5.23)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

e cujas componentes B;, sao determinadas através da matriz em blocos dada por

-1

[Bj.a] 1D (75, €2)] (1@ (V7. Qisriy2)]
[Bj+M/27a] [—niq)x(’Yj,QiJrMﬂ)] [_Uiq)x<7j79i)]

(5.35)
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parat=1,...,M/2,j=1,..., M/2ea=1,..., M. Apesar da notagao de inversa
utilizada na equacao (5.35), Bj, também foram obtidos através da resolucao de

sistemas lineares.

Uma vez definidas as expressoes para as solugoes homogéneas e particulares, a

solucao geral dos problemas pode ser escrita na forma

U, (2, Q) = Ui (a, Q) + WP (2,9, (5.36)

parat=1,..., M.

Contudo, nota-se que tanto nas expressoes para a solu¢ao homogeénea quanto
nas parcelas da fonte que contém as aproximacoes dos contornos, aparecem coefi-
cientes que ainda nao foram determinados. Estes coeficientes sao obtidos a partir
de um sistema montado usando as condi¢oes de contorno conhecidas e relacionando

a solugao geral com as aproximacgoes dos contornos.

5.3 Calculo dos coeficientes

Para determinar os 6M coeficientes necessarios para expressar completamente
as solugoes dos problemas integrados, monta-se um sistema em que sao usadas as
condigbes de contorno de incidéncia dadas pelas equagoes (5.2) a (5.5), as apro-
ximagoes dos contornos definidas nas equagoes (4.14) a (4.21), e a relacdo que ha
entre estas aproximacoes dos contornos e as solucoes dos problemas integrados nestes

contornos.

E apenas nesta etapa do processo em que ha o acoplamento dos problemas
integrados nas varidveis z e y e, por este motivo, alguns cuidados sao necessarios,

como por exemplo, o uso tanto das aproximagoes dos contornos quanto das condigoes
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de contorno de incidéncia em suas formas integradas e o cuidado com a associagao
das direcoes €2; entre os 2 problemas. Esta associacao pode ser melhor vista na

Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Relacao entre as diregoes €2; usadas nos problemas integrados.

Problema integrado em y  Problema integrado em =z
i=1,...,M/4 1=1,...,M/4
i=M/4+1,...,M/2 i=M/241,...,3M/4
i=M/2+1,...,3M/4 i=M/4+1,...,M/2
i=3M/4+1,....M i1=3M/4+1,...,M

Para trabalhar com as condigoes de contorno de incidéncia, é necessario té-las
escritas na forma integrada. Sendo assim, multiplica-se as equagoes (5.2) e (5.3) por

1/2b e integra-se em x € [—b, b], resultando em

U, (d, Q) =0, i=M/M4+1,..., M/2ei=3M/4+1,..., M, (5.38)

U, (—d, Q) =0, i=1,...,M/dei=DM/2+1,...,3M/4. (5.39)

Também multiplica-se as equagoes (5.4) e (5.5) por 1/2d e integra-se em y € [—d, d],
obtendo

U,(0,Q) =0, i=M/4+1,...,M/2ei=3M/4A+1,....M (5.40)

U, (=b,Q) =0, i=1,... M/dei=M/2+1,. .. 3M/A. (5.41)

O mesmo precisa ser feito com relagao as aproximacoes dos contornos pois,
nas direcoes de incidéncia, as aproximacoes dos contornos precisam ser iguais as

condigoes de incidéncia. Assim, a versao integrada das equagoes (4.14) a (4.21) sao

Vo (—d, €)=
1 M/2
= — Z UVl (1 — 672b/yk) {Ekq)y(yk,92> + Ek+M/2(I)y<Vk79i+M/2>} y (542)

20
k=1



—2b/uk> {Ek

v (1= e 2/7) {Fo,

Vo (d, Qiyriy2) =
| M2

= % Z 4% (1 — G_Qb/yk> {Fk
k=1

\ij(_b7 Ql) =
| M2

=5 Z% (1 _ 6_2d/’Yk) {Gk:

k=1

\I’y(—l% Qi+M/2) =
M/2

dzwk 20 Gy,
U, (0,9;) =

M/2

= a2 (1) (B,

‘I’y((% Qi+M/2) =
M/2

(Vs Qiynry2) + Epgnr2®y (v, € )} ;

(U, ) + Frsna2 @y (Vi Qinay2) }

Dy (Vies Qiyrry2) + Fk+M/2(I)y(Vk7Qi)} )

Do (e, ) + Grgar/o P (e, Qi)

(Vs Qi nry2) + GroaroPa (e, Q) }

(Vs Q) + Hina 2P (i, Qisary2) }

1
Z% (L — e 2Y%) LH @, (v, Qisarg2) + Hionrjo®u (7, ) }

35

(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)

(5.49)
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parai=1,...,M/2.

Agora, relacionando as equagoes (5.38) a (5.41) com as equagoes (5.42) a (5.49)

chegamos a

M2

Z Vi (1 — 67%/”’“) {Ekq)y<l/k,ﬂl) + Ek+M/2q)y(Vk79i+M/2)} == 0, (550)
k=1
M/2

> v (L= /) {Er®y (v, Qisarg) + Brsaro®y (v, Q) } =0, (5.51)

k=1

§ _ o 2b/uk . . -
Yy
Uy, (1 e ) {chb (Vk791+M/4) + Fk+M/2(I)y(Vk,Qz+3M/4)} 0, (552)

Z v (1= e 2") { Fu®y (i, Qisanaga) + Frrnajo®y (v, Qisarsa) } =0, (5.53)

M2
Z% (1 — e 2¥) {Gr @y (7, ) + Grparso®@e (i, Qisarse) } =0, (5.54)

k=1
M/2

Z% (1—e 2d”’“) {Gr®u (Vi Qizrtj2) + Grrnr2®u(, )} =0, (5.55)

M/2
> v (1= e72) {Hy@o (1, Qisnrya) + Hionr 2@ (s Qicsngya) } =0, (5.56)

M2
nyk (1—e Qd/%) {He®, (v, Qivsnya) + Hirnrg2o®o (v, Qisarja) } =0, (5.57)

parai=1,..., M/4.

As equagdes (5.50) a (5.57) correspondem as primeiras 2M das 6M equagoes
necessarias para este sistema estar bem definido. As outras 4M equagoes vém da
associagao entre as equagoes (4.14) a (4.21) (na forma integrada) e a solugao geral

dos problemas integrados, ou seja,

{0h(=0, Q) + T2(—b, Q) } = T, (~b, ), (5.58)
{00, Q) + U200, Q) } = T, (b,Q), (5.59)
[Uh(—d, Q) + W2 (—d, Q) } = U, (—d, ), (5.60)
{Uh(d, Q) + 92(d, )} = T,.(d, ), (5.61)
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parai =1,..., M, lembrando que nas equagoes acima deve-se seguir a Tabela 5.1 no
momento de associar as dire¢oes dos problemas integrados em z e em y. A notagao
U foi utilizada nas equagdes (5.58) a (5.61) na representacio das aproximacoes dos
contornos afim de evitar uma associagao equivocada com a solucao geral das equagoes

nodais.

Resolvendo o sistema descrito pelas equagdes (5.50) a (5.61), encontram-se os
6M coeficientes necessarios para a completa representagao das solucoes das equacoes

nodais integrados, possibilitando o calculo de algumas quantidades de interesse.
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6 RESULTADOS NUMERICOS

Nos capitulos anteriores, uma abordagem baseada no método ADO foi apre-
sentada para a resolugao de alguns problemas classicos de transporte de néutrons
em geometria bidimensional, onde foram consideradas as aproximagoes dadas pelas
equagoes (4.14) a (4.21) para tratar dos termos referentes aos contornos nas diregdes

nao-incidentes.

Afim de validar o método proposto aqui, considerou-se os seguintes problemas

teste:

e PROBLEMA 1: apresentado por Tsai e Loyalka [71], considerando como dominio
a regiao [—1,1] x [=1,1], contendo uma fonte Q(z,y) = 1 em [—0.52,0.52] X
[—0.52,0.52]. Comparou-se resultados para o fluzo escalar de néutrons considerando

1

uma secao de choque total fixada em o, = 1.0cm™" e se¢oes de choque de espalha-

mento o = 0.05ecm™t, 0, = 0.1em™ e 0, = 0.5cm L.

e PROBLEMA 2: baseado no trabalho de Watanabe e Maynard [77], também
analisou-se a fuga de néutrons em uma regiao em que b = d = 2cm, a = ¢ = lem,

com fonte isotrépica Q(x,y) = 1, utilizando o; = 0.75cm ™! e o, = 0.5em ™1,

e PROBLEMA 3: abordado por Biasotto [15], onde se considera um dominio em
que b = d = 20cm, e um termo fonte Q(z,y) = 1 localizada no interior do quadrado
[—1,1] x [-1,1]. Analisou-se a fuga de néutrons para a se¢ao de choque total fixada
em o, = 1.0cm™! e secoes de choque de espalhamento o, = 0.1cm™!, o, = 0.5em ™!

e oy = 0.99cm ™.

Nestes trés problemas verificou-se a influéncia dos valores de /N na convergéncia

dos resultados e o comportamento da solucao para diferentes valores de o,.
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6.1 Descricao geral

Para a construcao da solucao em ordenadas discretas, definiu-se primeiramente o
esquema de quadratura para a discretizacao da variavel angular. Como mencionado
anteriormente, escolheu-se a quadratura simétrica de nivel Sy devido a sua ampla
utilizagao em problemas de transporte multidimensionais e por ja haver um grande
estudo a seu respeito. Em Lewis e Miller [44], as quadraturas Sy sao apresentadas

para diferentes valores de IV e estao disponiveis no Anexo A deste trabalho.

Uma vez definido o esquema de quadratura, a implementacao da solucao dos
problemas nodais unidimensionais foi feita em linguagem FORTRAN, utilizando
subrotinas dos pacotes EISPACK [67](subrotina RG para o cdlculo das autofungoes
e constantes de separagao) e LINPACK [32](subrotinas DGECO e DGESL para a

resolugao dos sistemas lineares).

Vale lembrar que, devido as ordenagoes das diregoes estabelecidas no capitulo 2,
conseguiu-se obter M constantes de separagao e M autofungoes associadas a partir
de matrizes de dimensao M /2. Também foram utilizadas expressoes mais gerais
para representar os termos nos contornos, buscando uma melhor representacao dos
fluxos angulares nas diregoes nao-incidentes sem a utilizagao de nenhum parametro
definido a priori. Além disso, destaca-se que as solugoes gerais das equagoes nodais

sao analiticas na variaveis espaciais.

Outro aspecto importante a salientar é que neste trabalho os problemas foram
tratados considerando o dominio todo, enquanto que nas referéncias [15, 71, 77] é
usado apenas 1/4 do dominio e sao utilizadas condigoes de contorno reflexivas nas

faces que coincidem com os eixos x e y.

Obtidas as solugoes para as equacoes nodais em z e em gy, o proximo passo ¢é

avaliar as quantidades de interesse.
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6.2 Quantidades de interesse

Em muitas aplicagoes, o estudo dos aspectos fisicos nao é feito diretamente
através do fluxo angular, mas sim utilizando outras grandezas obtidas a partir dele

como, por exemplo, o fluxo escalar e a fuga de neéutrons.

Segundo Lewis e Miller [44], o fluxo escalar de néutrons é definido como

o(r) = /S U(r, Q)dQ. (6.1)

Contudo, na formulacao proposta neste trabalho, o problema bidimensional é
decomposto em problemas unidimensionais em termos de fluxos angulares médios.
Portanto, os fluxos escalares também serao expressos em termos destas médias.

Sendo assim, as expressoes para os fluxos escalares sao

| M2
Z wk U (y, Q) + W (y7Qk+m/2)} (6.2)
| M2
Zwk (2, Q) + Uy (2, Qpimy2)] - (6.3)

Outra quantidade que pode ser obtida a partir do fluxo angular é a fuga de

néutrons. Esta quantidade é determinada a partir da densidade angular de corrente
Jjr, Q) =Q-¥(r, Q) (6.4)
e da corrente liquida de néutrons
Jr) = /S i(r. Q). (6.5)

No caso da classe de problemas que foram estudados aqui, a corrente liquida de

néutrons também pode ser representada, conforme a Figura 6.1, como

r)=> {Jir)-J ()}, (6.6)

U=x,y
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onde

JH(r) = /s e, U(r,Q)dQ (6.7)

J, (r)= /s e, - ¥ (r,Q)dQ, (6.8)

sendo S e 9, respectivamente, os campos de diregoes que apontam para fora e

"Il_r;'— ey
I
R g
—Jﬂ | _f?_ —l :
————— Sisd:ama- - - - 1
— s JT ! JF
g ! ]
1
_ M —J.‘

Figura 6.1: Esquema das diregoes das correntes liquidas resultantes.

para dentro do sistema e e,, para u = x e u = y, 0s vetores da base canonica. No
caso do método ADO desenvolvido aqui, os campos S; e S dependem do problema

unidimensional de que se esta tratando.

Com estas observacoes, uma vez que a fuga de neéutrons é a porcao da corrente
liquida relativa as direcoes que apontam para fora do sistema e que as solugoes
obtidas para os fluxos angulares sao em termos de médias nas variaveis espaciais,
obtém-se as seguintes equacgoes para as fugas parciais

M/4
1
Jo(y) = 1 Z/sz' [‘If(bw,ﬂi) + ‘I’(ba%QHM/z)] (6.9)
i=1

M/4
1
i=1
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Vale lembrar que os indices i apresentados nas equagoes (6.9) e (6.10) sao refe-
rentes apenas as direcoes que apontam para fora do sistema para cada problema

unidimensional.

Contudo, os resultados apresentados por Watanabe e Maynard [77] e por
Biasotto [15] correspondem a fuga de néutrons por uma regiao e nao localmente.
No caso do PROBLEMA 2, a regiao correspondente é [0,2] x [0, 2], enquanto que
no PROBLEMA 3, a fuga ocorre em [16,20] x [16,20]. Entao, para determinar a
fuga nestas regioes, integra-se as fugas parciais representadas pelas equacgoes (6.9) e

(6.10) nos intervalos indicados, resultando em

1 2
i=1 0
€
M/4 )
1
i=1 0
para o PROBLEMA 2 e
1 M/ 20
i=1 16
€
1 M/ 20
; 16

para o PROBLEMA 3.

Por fim, obtidas as expressoes para as fugas parciais, a fuga de néutrons usando

a quadratura Sy ¢é definida como

In = Jp + Jy (6.15)

6.3 Resultados para o PROBLEMA 1

Seguindo o problema descrito em Tsai e Loyalka [71], gerou-se uma série de

resultados para posterior comparagao.
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Tabela 6.1: Fluxo escalar ¢(x), para o, = 0.5.

r N=2 N=4 N=6 N=8 N=12 N=16

0 0.3476 0.4315 0.4584 0.4711 0.4769 0.4766
0.1 0.3438 0.4257 0.4520 0.4648 0.4711 0.4713
0.2 0.3322 0.4081 0.4327 0.4454 0.4531 0.4545
0.3 0.3129 0.3782 0.3995 0.4114 0.4208 0.4241
0.4 0.2857 0.3354 0.3507 0.3603 0.3700 0.3750
0.5 0.2504 0.2786 0.2840 0.2880 0.2939 0.2983
0.6 0.2117 0.2164 0.2098 0.2058 0.2042 0.2054
0.7 0.1799 0.1679 0.1530 0.1433 0.1363  0.1357
0.8 0.1552 0.1338 0.1144 0.1009 0.0884  0.0840
0.9 0.1378 0.1157 0.0974 0.0837 0.0683 0.0596
1.0 0.1281 0.1167 0.1096 0.1057 0.1030 0.1024

Na Tabela 6.1 observa-se uma convergéncia do fluxo escalar ¢(x) conforme o

valor de N aumenta, conseguindo fixar até trés digitos se comparados os fluxos

escalaresem N =12 e N = 16.

a)

0,50
045 o
0,40 o
0,35 o
0,30

0,25

Fluxo escalar

0,20

—a— N=2
—8— N=4
N=6
9’43’\ e m:f‘z
4/./0/'\0\.\4 4 N=16
2

/

//‘K

0,15 4

0,10 A

0,05 4

Fluxo escalar

/ \\_
03 / ,/'/./VH\'\'\ \

,./' '\,\\,
1 \)
?s.;if"/ \"E:\g?

Figura 6.2: Perfis de fluxo escalar considerando a) s = 0.5; b) N = 16.

Ja na Figura 6.2 ¢é possivel verificar o comportamento do fluxo escalar ¢(x)

fixando alguns parametros e fazendo N variar (Figura 6.2.a) ou o variar (Figura

6.2.b). Nesta figura, consegue-se visualizar tanto a convergéncia dos fluxos escalares

quanto a simetria. A simetria dos fluxos escalares se da devido a simetria do pro-

blema, ou seja, além dos fluxos escalares ¢(x) e ¢(y) serem iguais, também sao

simétricos em torno da origem.
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Fazendo uma comparagao com a literatura, tem-se uma idéia de que (depen-
dendo do caso) a convergéncia parece ser mais lenta se comparado com outros
métodos, indicando talvez a necessidade do uso de mais pontos de quadratura ou
de outros esquemas de quadratura. Pelas Tabelas 6.2 a 6.4 se verificou, no entanto,
uma concordancia de um a dois digitos com a literatura, que é o mesmo grau de

concordancia existente entre os proprios resultados da literatura para os diferentes

métodos.
Tabela 6.2: Fluxos escalares ¢(z), para x = 0.5.
o, Loyalka [71]  TWOTRAN-II [71] ADO Cabrera [18]
N =5,7,9,11,15 N =4,8,16 N =2,4,6,8,12,16 N =2.4,6,8,12,16
0.359604 0.337412 0.2504 0.3588
0.358422 0.337707 0.2786 0.3890
0.50 0.357414 0.339794 0.2840 0.3924
0.356678 - 0.2880 0.3936
0.355885 - 0.2939 0.3945
- - 0.2983 0.3952
0.258802 0.239483 0.1866 0.2427
0.259150 0.241676 0.2019 0.2557
0.10 0.259131 0.244032 0.2048 0.2570
0.259030 - 0.2073 0.2576
0.258906 - 0.2115 0.2584
- - 0.2147 0.2591
0.250097 0.231102 0.1809 0.2332
0.250569 0.233421 0.1952 0.2451
0.05 0.250636 0.235787 0.1978 0.2463
0.250591 - 0.2003 0.2469
0.250529 - 0.2043 0.2476
- - 0.2075 0.2483

Outro ponto importante a ser salientado é que nas Tabelas 6.2 a 6.4 estao
sendo comparados resultados gerados através de trés métodos com abordagens bem
distintas: Tsai e Loyalka [71] usam a equacdo integral de transporte para gerar os
resultados, enquanto que no cédigo TWOTRAN-II os fluxos escalares sao obtidos
através de métodos puramente numéricos. Além do método ADO ser um método
nodal, o tratamento do problema é feito através de problemas unidimensionais em
termos de médias, enquanto que os outros dois métodos trabalham diretamente com

o problema bidimensional. Além disso, a abordagem proposta aqui considera



Tabela 6.3: Fluxos escalares ¢(z), para x = 0.7.

o Loyalka [71]  TWOTRAN-II [71] ADO Cabrera [18]
N =5,7,9,11,15 N =4,8,16 N =24,6,812,16 N =2,4,6,8,12,16
0.149801 0.157320 0.1799 0.2717
0.139050 0.139581 0.1679 0.2702
0.50 0.138539 0.133426 0.1530 0.2632
0.138460 - 0.1433 0.2582
0.137048 - 0.1363 0.2534
- - 0.1357 0.2511
0.093601 0.100591 0.1273 0.1741
0.083932 0.085131 0.1113 0.1634
0.10 0.083759 0.078914 0.0990 0.1563
0.083911 - 0.0914 0.1518
0.082774 - 0.0859 0.1475
- - 0.0855 0.1455
0.088990 0.095914 0.1226 0.1662
0.079448 0.080662 0.1064 0.1551
0.05 0.079301 0.074448 0.0944 0.1481
0.079469 - 0.0870 0.1437
0.078362 - 0.0817 0.1394
- - 0.0813 0.1374

Tabela 6.4: Fluxos escalares ¢(zx), para x = 0.98.

Os Loyalka [71] TWOTRAN-II [71] ADO Cabrera [18]
N =5,7,9,11,15 N =4,8,16 N =2,4,6,812,16 N =2,4,6,8,12,16
0.054250 0.045536 0.1294 0.1758
0.053812 0.048085 0.1147 0.1567
0.50 0.053558 0.052366 0.1043 0.1492
0.053442 - 0.0971 0.1458
0.053413 - 0.0893 0.1441
- - 0.0848 0.1439
0.032577 0.025670 0.0917 0.1082
0.032669 0.028969 0.0764 0.08961
0.10 0.032655 0.032432 0.0684 0.08392
0.032637 - 0.0633 0.08149
0.032622 - 0.0580 0.08040
- - 0.0548 0.08039
0.030823 0.023777 0.0883 0.1028
0.030952 0.027299 0.0731 0.08449
0.05 0.030956 0.030798 0.0654 0.07899
0.030945 - 0.0605 0.07666
0.030931 - 0.0554 0.07564

- - 0.0523 0.07564
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o dominio todo, enquanto que a literatura utiliza apenas uma parte do dominio

fazendo uso de condicoes de contorno reflexivas.

Com base nos resultados obtidos por Cabrera [18], em que o método ADO
¢ associado a aproximagoes constantes para os termos de fuga, observa-se bons
resultados para r = 0.5. Contudo, a medida em que o valor de x aumenta, as
aproximacoes exponenciais propostas aqui se mostram mais eficientes. De qualquer
forma, os resultados obtidos por Cabrera [18] ainda sao considerados preliminares e

em fase de verificacao computacional.

6.4 Resultados para o PROBLEMA 2

Para este problema, Watanabe e Maynard [77] apresentam resultados obtidos
através do método de Cones Discretos e do método MCNP (Monte Carlo N-Particle
Transport Code). A diferenga entre estes métodos é que o método de Monte Carlo
faz uma abordagem estatistica do problema, diferente do enfoque deterministico dos

métodos ADO e Cones Discretos.

Tabela 6.5: Fuga de néutrons Jy para o PROBLEMA 2, para o; = 0.75 e 0, = 0.5.

MCNP [77] ADO

(£0.16%) N =2,4,6,8,12,16
0.40101 0.4669
- 0.4205
- 0.4169
- 0.4163
- 0.4162
- 0.4162

Na Tabela 6.5, na coluna referente ao método ADO, consegue-se ter uma nogao
de convergéncia conforme o valor de N aumenta. Em particular, comparando os
resultados para N = 12 e N = 16, observa-se a fixacao de quatro digitos. Em
comparagao com a literatura, conseguiu-se uma concordancia de um digito com

o resultado obtido através do método MCNP. A obtensao de uma concordancia
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maior pode implicar no estudo mais aprofundado com relacao as quadraturas e na

utilizagao de outras aproximagcao para os fluxos no contorno.

6.5 Resultados para o PROBLEMA 3

Baseado na descrigao do problema feita por Biasotto [15] também gerou-se uma

série de resultados buscando a validagao do cédigo e do método.

Tabela 6.6: Fuga de néutrons Jy obtida pelo método ADO para o PROBLEMA 3,
para diferentes valores de o, e IV.
N 05s=0.1 0s=05 o05=0.99

4 0.1377(-9) 0.3731(-8) 0.6782(-1)
6 0.2609(-9) 0.4318(-8) 0.6736(-1)
8 0.3101(-9) 0.4516(-8) 0.6713(-1)
12 0.3172(-9) 0.4504(-8) 0.6695(-1)
16  0.3166(-9) 0.4494(-8) 0.6686(-1)

Na Tabela 6.6 pode-se observar uma convergéncia dos resultados para a fuga

de néutrons para cada valor de o, escolhido.

Em relagao as Tabelas 6.7 e 6.8, observa-se uma dificuldade de encontrar digitos
de concordancia entre os resultados obtidos na literatura para os diferentes métodos
e, em alguns casos, nem mesmo a ordem dos resultados é a mesma, sendo muito
dificil fazer um comparativo. Outro fato importante relativo a estes resultados é
que, além de terem sido gerados através de diferentes formulagoes, alguns sé podem
ser encontrados para baixos esquemas de quadratura (N = 4). Observa-se que
para efeitos de comparacao com a literatura, de acordo com a definicao apresentada
por Biasotto [15] para fuga de néutrons, os resultados gerados pelo método ADO
mostrados nas Tabelas 6.7 a 6.10 foram obtidos multiplicando as equagoes (6.13) e

(6.14) por 4.
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Tabela 6.7: Fuga de néutrons Jy do PROBLEMA 3, para o, = 0.5 e N = 4.

Método Parametros Jn

LN(8G4) [46] - 0.1178(-11)
LTS42D [80] - 0.4700(-11)
SGF-ExpN(4G4)[46] Oa 0.1280(-11)
SGF-ExpN(4G4)[46] Lt 0.1369(-11)
SGF-ExpN(4G4)[46] 1/p(A) 0.1340(-11)
LTS,42D-Diag [15] - 0.3141(-5)
LTS,2D-DiagExp [15] Oq 0.2497(-11)
Método ADO [18] - 0.8612(-9)
Método ADO - 0.3731(-8)

Tabela 6.8: Fuga de néutrons Jy do PROBLEMA 3, para 0, = 0.99 e N = 4.

Método Parametros Jn

LN(4G4) [46] - 0.4154(-2)
LTS,42D [80] - 0.4800(-2)
CCN(4G4)[46] - 0.1143(-1)
SGF-ExpN(2G4)[46] Oq 0.4181(-2)
SGF-ExpN(2G4)[46] L1 0.4212(-2)
SGF-ExpN(2G4)[46] 1/p(A) 0.4229(-2)
LTS,42D-Diag [15] - 0.2467(-3)
LTS,2D-DiagExp [15] Oq 0.1177(-1)
Método ADO [18] - 0.3162(-1)
Método ADO - 0.6782(-1)

No que diz respeito ao método ADO, conseguiu-se resultados mais satisfatérios
para o caso de o, = 0.99. Usando o, = 0.5, obteve-se fugas com valores inter-

mediarios entre o método LTSy-Diag e os demais.

Com relacao ao método LTSy-Diag, cuja formulagao também envolve apro-
ximagoes das condigoes de contorno em termos dos autovalores e autovetores do
problema homogéneo, o método ADO se mostrou mais eficiente, fornecendo re-
sultados a um baixo custo computacional, mesmo em situacoes de baixa absor¢ao

(04 = 0.01).

Comparando os resultados obtidos aqui com os gerados por Cabrera [18], a
ordem dos valores difere pouco (se comparado com as demais abordagens), mesmo

com a utilizacao de diferentes aproximacoes para os fluxos nos contornos. Nao cabe
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aqui a comparagao com os resultados obtidos em Cabrera [18] para o caso do uso dos
parametros de proporcionalidade, pois estes parametros foram definidos de forma a
gerar resultados comparaveis com a literatura. Além disso, a determinacao destes
parametros ¢ uma limitacao desta formulacao por serem determinados empirica-

mente.

Tabela 6.9: Fuga de néutrons Jy para o PROBLEMA 3, para g, = 0.5.
N LISy2D DiagExp [15] ADO _ ADO [18]
A JIN Jn Jn
Ta 0.2497(- 0.3731(-8) 0.8612(-9)
4 L' 0.1422(-
1/p(A)  0.3597(-
Ta 0.2147(-
6 L' 0.9122(-
1/p(A)  0.3410(-
Tu 0.1489(-
(-
(-
(-
(-
(

0.4318(-8)  0.9968(-9)

1)
0)
1)
1)
1)
1) - -
1)
1)
1)
1)
1)
1)

0.4516(-8)  0.1057(-8)
8 L' 02883 - -
1/p(A)  0.1863
a 0.1417
12 L' 02735
1/p(A)  0.1825 -
- 0.4494(-8)  0.1058(-8)

16 - - - -

1
1
1
1
1
1
1
1
1 _ -
11)  0.4504(-8) 0.1058(-8)
1 - -

1

Na comparacao com os demais métodos, do ponto de vista computacional, o
fato de nao depender de parametros heuristicamente definidos, bem como nao fazer
uso de métodos iterativos e fornecer solucoes analiticas nas varidveis espaciais a
um baixo custo computacional, sao pontos fortes do método ADQO, incentivando o

aprimoramento desta metodologia.

Nas Tabelas 6.9 e 6.10 também encontrou-se problemas na comparacao dos
resultados com relacao a digitos significativos e, até mesmo com relagao a ordem
dos resultados. De modo geral, tem-se a impressao de que a convergéncia da for-
mulacao proposta aqui é mais lenta uma vez que conseguiu-se fixar apenas um digito

utilizando quadraturas Sy até N = 16. Também observa-se que, seguindo a for-



20

Tabela 6.10: Fuga de néutrons Jy para o PROBLEMA 3, para o, = 0.99.

N LTSy2D-DiagExp [15]

ADO  ADO [1§]

A I Jn Jn
Ta 0.1177(-1)  0.6782(-1) 0.3162(-1)
4 L 0.3531(-1) - -
1/p(A)  0.1208(-1) - -
Oq 0.5478(-2)  0.6736(-1) 0.3126(-1)
6 Lt 0.5289(-2) - -
1/p(A)  0.6777(-2) - -
Ta 0.4145(-2)  0.6713(-1) 0.3634(-1)
8 Lt 0.4530(-2) - -
1/p(A)  0.4429(-2) - -
Ta 0.4141(-2)  0.6695(-1) 0.4358(-1)
12 Lt 0.4257(-2) - -
1/p(A)  0.4330(-2)

16 -

0.6686(-1) 0.4078(-1)

mulacao apresentada no Apéndice B, é possivel gerar resultados comparaveis com a

literatura, apesar da necessidade de pré-definir certos parametros.

Apesar de se ter trés versoes do problema, todos os resultados foram gerados

com o mesmo cédigo. Assim, o tempo de processamento em qualquer um dos casos

¢ o mesmo, sendo inferior a dez minutos em um computador Core 2 Duo 1.8GHz

com 2Gb de memdéria RAM e inferior a 2 minutos em um MacBook.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Ao final deste trabalho, verifica-se a possibilidade do uso do método ADO aliado
as equacoes nodais como uma boa alternativa na abordagem de problemas bidimen-

sionais de transporte de particulas.

Durante o desenvolvimento do método, algumas etapas importantes foram
atingidas. A primeira delas, refere-se ao uso das quadraturas simétricas de nivel
Sn, associadas ao método ADO, que resultaram na construcao de equacoes unidi-
mensionais, cujo problema de autovalores possui metade da dimensao do problema
originalmente obtido através de outras formulagoes baseadas no método de orde-

nadas discretas.

Outro aspecto importante, relativo a construcao das solucoes a partir das
funcoes de Green, foi trabalhar com autovalores repetidos, onde desenvolveu-se uma
estratégia para a construcao destas solucoes particulares a partir de matrizes bem
condicionadas, fornecendo solucoes para diferentes versoes do problema seguindo a

mesma formulacao.

Dentre os aspectos computacionais, destaca-se a auséncia de esquemas itera-
tivos, fazendo com que o custo computacional seja reduzido. A geracao de problemas
de autovalores de dimensao menor também contribui neste sentido, principalmente
no caso de valores de N mais elevados. E mesmo com o aumento da complexidade na

associacao das direcoes entre os dois problemas, o método é de facil implementagao.

Outro ponto a ser destacado é a utilizacao de aproximacoes mais gerais nos con-
tornos. Diferente do trabalho de Barichello et al [6] (em que uma série de parametros
precisavam ser atribuidos a priori), ndo houve a necessidade de pré-definir quaisquer
parametros. Em contrapartida, obteve-se um sistema mais complexo para a deter-

minagao dos coeficientes das solucoes dos dois problemas unidimensionais.
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A utilizacao de solucoes particulares através das fungoes de Green, bem como
o uso de expressoes mais gerais para a representacao dos contornos, propiciam a
abordagem de problemas mais gerais, onde tanto a fonte quanto as condigoes de

contorno de incidéncia nao precisam ser necessariamente constantes.

Apesar de observada uma boa convergéncia entre os resultados obtidos aqui e
uma concordancia de até dois digitos com a literatura a um tempo computacional
relativamente baixo, acredita-se que um estudo mais abrangente com relagao as
quadraturas pode ser adequado. O cédigo computacional precisa, além disso, passar
por mais testes. Dessa forma, nao se pode considerar que o que foi apresentado
aqui em termos de resultados numeéricos tem carater conclusivo, incentivando a

continuidade deste trabalho.

Sendo assim, considera-se que os objetivos deste trabalho foram atingidos, uma
vez que estabeleceu-se solugoes analiticas através do método ADO e foram obtidos
resultados para diferentes versoes de um problema bidimensional. Para isto, duas
abordagens foram consideradas: uma primeira referente ao periodo da qualificagao
(Barichello et al [6, 7], Prolo Filho et al [49]) usando uma aproximacao dos con-
tornos em termos do fluxo angular médio; e uma segunda, mais geral nesta etapa
complementar. Em ambas abordagens, através de cédigos faceis de implementar,

conseguiu-se resultados comparaveis com a literatura a baixo custo computacional.
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Apéndice A QUADRATURA ANGULAR
COM SIMETRIA DE NiVEL
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Neste anexo, baseado em Lewis e Miller [44], colocou-se a disposicao as tabelas

referentes as quadraturas simétricas de nivel Sy tridimensional, bem como esquemas

que localizam os pontos e os pesos destas quadraturas.

Tabela A.1: Quadraturas simétricas de nivel Sy referente ao primeiro octante.

Esquema i

Hi

i

&i

Wy

So 1

Sy

W DN =

Se

ST W N

Ss

© 00 O Uk W -

[
o

0.5773502

0.3500212
0.3500212
0.8688903

0.2666355
0.2666355
0.6815075
0.2666355
0.6815075
0.9261807

0.2182179
0.2182179
0.5773503
0.2182179
0.5773503
0.7867958
0.2182179
0.5773503
0.7867958
0.9511897

0.5773502

0.3500212
0.8688903
0.3500212

0.2666355
0.6815075
0.2666355
0.9261807
0.6815075
0.2666355

0.2182179
0.5773503
0.2182179
0.7867958
0.5773503
0.2182179
0.9511897
0.7867958
0.5773503
0.2182179

0.5773502

0.8688903
0.3500212
0.3500212

0.9261807
0.6815075
0.6815075
0.2666355
0.2666355
0.2666355

0.9511897
0.7867958
0.7867958
0.5773503
0.5773503
0.5773503
0.2182179
0.2182179
0.2182179
0.2182179

1.0000000

0.3333333
0.3333333
0.3333333

0.1761263
0.1572071
0.1572071
0.1761263
0.1572071
0.1761263

0.1209877
0.0907407
0.0907407
0.0907407
0.0925926
0.0907407
0.1209877
0.0907407
0.0907407
0.1209877

Vale lembrar que para uma aproximagao Sy, existem N/2 valores distintos ar-

ranjados de forma que em cada octante existam N (N +2)/8 diregdes. Além disso, as

quadraturas Sy s@o invariantes sob qualquer rota¢ao de 7/2 em torno do centro da

esfera, fazendo com que a representacao de um determinado octante seja o mesmo

apresentado aqui mudando apenas os sinais das coordenadas.



Tabela A.2: Continuagao da Tabela A.1.

Esquema

Hi

i

&i

w;

S12

i
1
2
3
4
5
6
7
8

9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

0 O Ui Wi

0.1672126
0.1672126
0.4595476
0.1672126
0.4595476
0.6280191
0.1672126
0.4595476
0.6280191
0.7600210
0.1672126
0.4595476
0.6280191
0.7600210
0.8722706
0.1672126
0.4595476
0.6280191
0.7600210
0.8722706
0.9716377

0.1389568
0.1389568
0.3922893
0.1389568
0.3922893
0.5370966
0.1389568
0.3922893
0.5370966
0.6504264
0.1389568
0.3922893
0.5370966
0.6504264
0.7467506
0.1389568
0.3922893
0.5370966
0.6504264
0.7467506
0.8319966
0.1389568
0.3922893
0.5370966
0.6504264

0.1672126
0.4595476
0.1672126
0.6280191
0.4595476
0.1672126
0.7600210
0.6280191
0.4595476
0.1672126
0.8722706
0.7600210
0.6280191
0.4595476
0.1672126
0.9716377
0.8722706
0.7600210
0.6280191
0.4595476
0.1672126

0.1389568
0.3922893
0.1389568
0.5370966
0.3922893
0.1389568
0.6504264
0.5370966
0.3922893
0.1389568
0.7467506
0.6504264
0.5370966
0.3922893
0.1389568
0.8319966
0.7467506
0.6504264
0.5370966
0.3922893
0.1389568
0.9092855
0.8319966
0.7467506
0.6504264

0.9716377
0.8722706
0.8722706
0.7600210
0.7600210
0.7600210
0.6280191
0.6280191
0.6280191
0.6280191
0.4595476
0.4595476
0.4595476
0.4595476
0.4595476
0.1672126
0.1672126
0.1672126
0.1672126
0.1672126
0.1672126

0.9805009
0.9092855
0.9092855
0.8319966
0.8319966
0.8319966
0.7467506
0.7467506
0.7467506
0.7467506
0.6504264
0.6504264
0.6504264
0.6504264
0.6504264
0.5370966
0.5370966
0.5370966
0.5370966
0.5370966
0.5370966
0.3922893
0.3922893
0.3922893
0.3922893

0.0707626
0.0558811
0.0558811
0.0373377
0.0502819
0.0373377
0.0373377
0.0258513
0.0258513
0.0373377
0.0558811
0.0502819
0.0258513
0.0502819
0.0558811
0.0707626
0.0558811
0.0373377
0.0373377
0.0558811
0.0707626

0.0489872
0.0413296
0.0413296
0.0212326
0.0360486
0.0212326
0.0256207
0.0144589
0.0144589
0.0256207
0.0256207
0.0344958
0.0085179
0.0344958
0.0256207
0.0212326
0.0144589
0.0085179
0.0085179
0.0144589
0.0212326
0.0413296
0.0360486
0.0144589
0.0344958
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Tabela A.3: Continuagao da Tabela A.2.

Esquema

i

Hi

i

&i

Wy

26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36

0.7467506
0.8319966
0.9092855
0.1389568
0.3922893
0.5370966
0.6504264
0.7467506
0.8319966
0.9092855
0.9805009

0.5370966
0.3922893
0.1389568
0.9805009
0.9092855
0.8319966
0.7467506
0.6504264
0.5370966
0.3922893
0.1389568

0.3922893
0.3922893
0.3922893
0.1389568
0.1389568
0.1389568
0.1389568
0.1389568
0.1389568
0.1389568
0.1389568

0.0144589
0.0360486
0.0413296
0.0489872
0.0413296
0.0212326
0.0256207
0.0256207
0.0212326
0.0413296
0.0489872
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Figura A.1: Arranjo das direcGes e pesos para as quadraturas Ss, S4 e Sg.
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Figura A.2: Arranjo das direcOes e pesos para as quadraturas Sg, S12 € Sis.
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Apéndice B EQUACOES NODALIS:
APROXIMACAO POR FLUXOS
MEDIOS

Como etapa preliminar para o desenvolvimento da formulacao proposta aqui,
seguiu-se o trabalho de Cabrera [18] onde, através da reprodugao do procedimento,
foi possivel checar as equacoes e, com a implementacao, conseguiu-se obter os mes-

mos resultados numéricos.

Esta verificacao foi importante, no sentido de validar o c6digo computacional e
os resultados. Através dela, além da publicagao [7], também foi possivel extender
a formulacao para a resolucao de outro problema-teste, o qual foi apresentado no

exame de qualificagao.

Sendo assim, este apéndice sera dedicado a resolucao do problema proposto
por Watanabe e Maynard [77], seguindo a formulagao apresentada em [18], onde
as condicoes de contorno nas dire¢oes nao-incidentes sao consideradas proporcionais

aos fluxos médios.

Dessa forma, parte-se das equagoes em ordenadas discretas integradas nas vari-

aveis espaciais y e x, sendo
Ly )+ T (e, d, Q) — W, —d, Q)] +
del‘ y\ L, 864 2d Ty Gy k4 xz, y 8 ag

+ oW, (2, D) = Qy2) + 223wy [ (2, Q) + Uy (2, Qsnrje)]  (B.1)

d

- Mz‘%wy(%ﬂiﬂwm) - [\I’(x, d,Qiny2) — V(z, _d’Q”M/?)] +

Y

+ 0 Vy (2, Qisnrge) = Qyla) + 1 D wp [y (2, Q) + Uy (2, Qnp)] . (B2)
k=1
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referentes as equacgoes (2.15) e (2.16) e
(g, ) + 5 (b Q) — Wby, Q)] + 0 Ty, ) =

Quly) + ; W, (y, ) (B.3)

d

—ﬁid—y‘l’x(y Qiyng2)+ [‘I’(b Y, Qinrg2) — U(=b,y, Qitnis2)]+00 Vo (y, Qisniy2) =

2b

M
H 2wl (B

com relagao as equagoes (2.23) e (2.24).

Como visto no capitulo 2, devido ao processo de integracao, surgem termos re-
ferentes aos contornos que s6 sao conhecidos nas direcoes incidentes, como mostram
as equagoes (5.2) a (5.5). No caso dos fluxos angulares nas diregdes nao-incidentes,
Cabrera [18] propos que estes termos fossem considerados proporcionais aos fluxos
angulares médios (como pode ser visto nas equagoes (4.1) a (4.4)), fazendo com que

as equagoes (B.1) e (B.2) sejam subdivididas, resultando em

U, (2,95) + (o + 1, K1) ¥y (2, Q) =
M/2
Zwk (7, Q) + Yy (2, Qe arpo)], (B5)

da
Hi dx

d

Ni+M/4%\I]y(x7Qi+M/4) + (0 — Miparyaks) Wy (2, Qigrrya) =
M2
Zwk (2, Q) + Uy (2, Qe arpo)], (B.6)
d
— Mi%\lly(xvﬂi-ﬁ-M/Q) + (o + K1) Uy (2, Qi nry2) =
M/2
= Q@) + 75 Y wn [0, (0, 2) + Uy (&, Qusarpa)] (BT)

k=1
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d
- /M‘+M/4%‘I’y(37; Qi+3M/4) + (Ut - 77i+M/4K2) \I]y(xaﬂi—i-iiM/zL) =
= Qy(r) + = > wi [Uy (2, Q) + Uy (2, Qsnrp)], (B
k=1
considerandoi = 1,..., M /4, K; = IA(l/Qd e Ky = [?Q/Qd, sendo I?l e [?2 parametros

estimados a priori.

Para o problema integrado em x, o uso das condicoes de contorno e das apro-
ximagoes referidas acima, faz com que as equagoes (B.3) e (B.4) também sejam

subdivididas, resultando em

d
— WU, (y, Q) + (0 + pilr) Va(y, Q) =

mdy
M2
k=1
d
ni+M/4@\Dx(yaQi+M/4> + (¢ — pirarjalo) oy, Qitaija) =
My
= Q.(y) + ZS Zwk (U (y, Q) + Vo (y, Qesary2) ], (B.10)
=1
d
— i o (y, Qiynrga) + (00 + piln) Vo (y, iy nry2)
M2
k=1

d
- 77i+M/4d—y‘I’x(y,Qz‘+3M/4) + (Ut - Mz’+M/4L2) \Ifm(y, Qi+3M/4) =

US Zwk (4, Q) + 0 (yan+M/2)] , (B.12)

ondei=1,...,M/4, L, = Zl/Qd e Ly = Eg/Qd, com El e EZ parametros também

estimados a priori.
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Diferente dos métodos nodais existentes na literatura [4, 12, 15], que acabam
dificultando o tratamento da fonte por somar a ela as aproximagcoes das condig¢oes de
contorno desconhecidas, a formulagao proposta por Cabrera [18] faz com que estes
termos referentes a fronteira possam ser tratados ainda no problema homogéneo,
sem acrescentar maiores dificuldades na resolucao pelo método ADO, bem como

facilitando a implementacao computacional.

Outro fato importante a ressaltar, com base nas equagoes (B.5) a (B.12), é o
desacoplamento dos sistemas, fazendo com que cada problema unidimensional possa

ser trabalhado separadamente.

Por este motivo, as proximas secoes serao dedicadas a resolucao das equagoes
nodais integradas em g, sendo andlogo o desenvolvimento para as equacoes na outra

varigvel.

B.1 Solugcao homogénea

Para as equagoes (B.5) a (B.8), propde-se que a solugdo homogénea tenha

mesma forma da equacao (3.1). Com isto, obtém-se o seguinte sistema algébrico

— B (0,0 + (00 + 1K) By (1, Q) =

v

M/2

= 253w [0, (1, Q) + By (v, Qusaryz)] . (B13)
k=1

- %Q)y(% Qi+M/4) + (Ut - 77i+M/4K2) P, (v, Qi+M/4> =

M/2

- UZ wy, [ @y (v, ) + Oy (v, Qusary2)] . (B.14)
k=1

Hi

U q’y(’/u Qi+M/2) + (o¢ +ni K1) q)y<yu Qi+M/2) =

= 2N wi [, (v, Q) + Py (v, Qignrfz)]  (B.15)
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e
#H;VM P, (v, Qi+3M/4> + (Ut - Th‘+M/4K2) P, (v, Qi+3M/4) =
M/2
Os

k=1

parai=1,..., M/4.

Baseado nas Egs. (B.13) a (B.16), nota-se que novamente a solugao do problema
homogéneo passa a depender basicamente de resolver um problema de autovalores,
onde v representa os autovalores e ®(v,);) seus respectivos autovetores. Nota-se
também que as constantes provenientes da aproximacao dos contornos contribuirao
para a obtencao destes autovalores e autovetores. Assim, considerando as expressoes
(3.4) e (3.5), soma-se as equagoes (B.13) e (B.15), bem como as equagoes (B.14) e

(B.16), resultando em um sistema que depende de U, e V,

M2
V, (1, Q) = : (00 + 1K) U, ; Z Z U, (v, ) (B.17)
e
v
Vy(V, Qi+M/4) = (Ut - 77i+M/4K2) Uy(M Qi+M/4)_
Hi+M /4

M/2
Uy(v,Q), (B.18
2:uz+M/4 Z k )
com ¢ = 1,...,M/4. Por outro lado, se forem subtraidas as equagoes (B.15) de

(B.13) e (B.16) de (B.14), ainda considerando as equagdes (3.4) e (3.5), obtém-se

também as expressoes

U, (v, Q) = : (00 + 0 K1) V,, (1, ), (B.19)
14
Uy(V, Qi+M/4) = (CTt - 77i+M/4K2) ‘@(V, Qi+M/4)7 (B-QO)
Hi+n/4

comi=1,...,M/4.
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Finalmente, substituindo as equagoes (B.19) e (B.20) em (B.17) e (B.18), chega-

se no problema de autovalores

M/2
1 O
AU, (v, Q) = p (o0 + 1K) U, (v, ) — e (o0 +m:1) Y wpUy (v, Q) (B.21)
i i k=1
e
1 2
/\yUy(Va Qi+M/4) = Iug / (Ut - 77i+M/4K2) Uy(V7 Qi+M/4)_
i+M/4
M/2
O-S
_ 5 5 (O’t — 7]i+M/4K2) ZwkUy(u, Qk), <B22)
Hiyarya k=1
ondei=1,....,M/4e
1

O problema de autovalores definido pelas equagdes (B.21) e (B.22), também

pode ser representados na forma matricial

D, — A)JU, = AU, (B.24)
onde
. 1 2 1 2
D, = diag{ — (o: + mK1)" ..., —— (00 + najak)”,
M1 g4
1 2 1 2

3 (00 — maryai K)oy —— (00 — M Ko) (B.25)

Har/a+1 a2

e as componentes de A, sdo dadas por

O W; .
o zugj(at“‘mKl), i=1,...,M/4
A= oy - (B.26)
o0 (o0 —miky),  i=M/4+1,...,M/2

para j =1,...,M/2.

Uma vez resolvido o problema de autovalores e determinadas as M /2 constan-

tes de separagao v;, usa-se as equagoes (3.13) e (3.14) para definir as autofungoes
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e entao escrever a solucao homogénea. Note que, apesar do problema de autovalo-
res ser definido por mais de uma sentenca, possui o mesmo formato do problema
de autovalores descrito pela equacao (3.9) e, devido a mesma escolha do ordena-
mento das diregoes feita no capitulo 2, também consegue-se montar um problema

de autovalores reduzido.

Para escrever a solucao homogénea, considerou-se apenas os valores positivos
v; e, baseado em Garcia et al [36], definiu-se as solugdes homogénea como

M/2
‘IIZk(xaQ) = Z [A; @ (v, Q)= @b/ Bj’kq)y(,/j’QHM/Q)e—(bk—x)/w} , (B.27)

7j=1
N
Uy (2, Qivaryo) Z Aj @y (v;, Qigarje)e” T 4 B, (v, Q)e O 0)/vi] (B.28)
J=1
para i = 1,..., M/2, © € [bp_1,bx], com —b < b1 < by, < b e k sendo o niimero
de subdivisées que se pretende fazer do dominio [-b,b], A; e Bj representam os
coeficientes da solugao relativos ao intervalo £ e a constante de separacao v;. No
caso de dividir o dominio em trés partes (portanto k£ = 3), a subdivisdo do dominio

estd a ilustrada na Figura B.1

(2)

cid

(1)

Figura B.1: Representagao das subdivisoes da solucao no dominio.

B.2 Solucao particular

Afim de completar a resolucao do problema unidimensional, é necesséaria a de-
terminacao das solugoes particulares para as Egs. (B.5) a (B.8). Sendo assim,
considerando que a fonte Q(x,y) é dada pela equagao (5.1) e que versao integrada

desta fonte é representada pela equagao (5.7), propoe-se que a solucao particular
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seja da forma
\I!Zk(ﬂz) = Cip, (B.29)

comi=1,...,M e k indica a qual intervalo a solucao particular se refere. Substi-

tuindo a equagao (B.29) nas equagoes (B.5) a (B.8), obtém-se o sistema
o M
(o0 + Kimi)Cig — Zs ij [Ci + Ciantzn] = Qylx),  (B.30)
j=1

M/2
Os
(00 — Konigniya) Cipmaja — 7 2 Wi [Cik + Cipnjon] = Qy(z), (B.31)
j=1
M/2
0
(o + K1ni)Cinryon — 1 w; [Cj,k + Oj+M/2,k} = Qy(z), (B.32)
j=1
M/2
0
(01 — Konitarya)Civsnrjan — 72 Wi [Cin + Chintjar] = Qylx), (B.33)
=1

parai=1,..., M/4.

Resolvido o sistema e determinados os coeficientes C; 5, o préoximo passo ¢ es-
crever a solucao geral do problema unidimensional integrado na variavel y e com
ela, juntamente com as condigoes de contorno dadas pelas equagoes (5.4) e (5.5),
montar um sistema para a obtencao dos coeficientes das solucoes homogéneas para

cada subdivisdao do dominio.

B.3 Solucao geral do problema integrado em y

Considerando que o problema é definido pelas equagdes (B.5) a (B.8) e usando
a versao integrada das condigoes (5.4) e (5.5), a solugao geral do problema pode ser

escrita na forma
Uy, Q) = Wh (2,Q) + O | (2,9). (B.34)

Considerando as caracteristicas do problema proposto por Watanabe e Maynard
[77], o intervalo [—b,b] ¢ dividido em trés subintervalos como ilustrado na Figura

B.1, onde associa-se os indices £ = 1,2 e 3 intervalos abaixo



e Intervalo 1: [ag, a;] = [—b, —al;
e Intervalo 2: [ay, as] = [—a,al;

e Intervalo 3: [ag, as] = [a, b].
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Esta separacao do dominio em intervalos permite que se defina as solucoes gerais

para cada regido. Assim, considerando as equagoes (B.27), (B.28) e (B.29), para

i=1,...,M/2, tem-se

M/2
\I]y71($a9i) = Z [Aj 1P (V]7Q ) _(x+b)/Vg+

J=1

+B;12,(v;, Qi+M/2)€(a+x>/Vj] +Cin,

\ijl z Ql+M/2 ]1(I> Vi, 1+M/2) (oc+b)/uj+

Mz

Jj=1

_|_B]1<I) (ijﬂ) (a—i—x /w] +CZ+M/217

quando x estiver na regiao 1;

S

/2
\ij,2($79i) = |:A]72®y(yj7Qz)e_(x+a)/yj+

1

<.
Il

+Bj2®y (v, Qi+M/2)€_(a_$)/Vj] +Ci 2,

—(z+a)/v; +

Mz

‘Ifyz z Q'L+M/2 ]2@ Vj, z+M/2)

Jj=1

+Bj2®y (v, Q)e” (a~w /VJ] + Ciyny2,2s

quando x estiver na regiao 2, e

M/2
Wy, Q) = > [AaPy (v, Qe 4

j=1

+B;30, (v, Quarge)e” I 4 O,

(B.35)

(B.36)

(B.37)

(B.38)

(B.39)
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—(eta)/v;

Mz

\ij, X Ql+M/2 ]3® vy, 1+M/2)

Jj=1

+Bj,3q)y(ijﬂi)€ (b= /V]] +Cz+M/2 3, (B40)

quando x estiver na regiao 3.

Em particular, devido ao tipo de fonte do problema, C;; = C;3 = 0.

B.4 Coeficientes da solugao homogénea

Para definir completamente as solugdes descritas pelas equagoes (B.35) a (B.40),

é necesséario determinar os coeficientes referentes a solugdo homogénea (A, e By

parak =1,2,3ej=1,...,M/2). Como parte das condi¢oes necessarias, tem-se as
versoes integradas das equagodes (5.4) e (5.5)

U, (=b,9;) =0, i=1,...,M/2, (B.41)

U, (0,Q;) =0, i=M/2+1,...,M, (B.42)

resultando nas primeiras M equagoes do sistema

M2
D Ay (15, Q) + Bia®y (v, Qipagge)e” 7 =0, (B.43)
M2
> Aa®y (v, Qisarp)e T 4 B3y (v, Q) = 0, (B.44)
j=1

para i = 1,...,M/2. As outras 2M equagoes necessarias sao obtidas através de

condigoes de continuidade impostas na fronteira entre as regioes 1, 2 e 3. Estas
condicoes de continuidade consistem em estabelecer que o fluxo que sai de uma
regiao em uma direcao ¢ ¢é igual ao fluxo que entra na outra regiao nesta mesma
dire¢do i. Em consideragao a isto, para i = 1,..., M/2, tem-se

M/2
D @y (v, Q) [Ajae M — Ajo] +

+ q)y(l/j, Qi+M/2) [Bj,1 — Bj726_2a/yjj| = Ci’g, (B45)
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M/2
D @y (v, Qisnrg) [Ajae 7 — Ajo] +
j=1

+ O, (v,;) [Bj,l — Bj,2€_2a/yj} = Citmy22, (B.46)

M/2
Z (I)y(yja Qz) [Aj,g — Aj72ef2a/1’j} +
7j=1

+ Oy (v, Qisarpe) [Bise 9" = Bjo| = Cia, (BAT)

M/2

Z (I)y(yja Qi+M/2) [Aj73 - Aj72672“/”1’} +

Jj=1

+ q)y<1/j79i) [Bj}gei(bia)/uj — BJ 2:| = Ci+M/2,2- <B48)

)

Assim, as equagoes (B.43) a (B.48) formam um sistema de tamanho 3M x 3M,
do qual sao extraidos os 3M coeficientes da solucao homogénea, ficando a solucao
completamente definida, possibilitando o calculo das quantidades de interesse men-

cionadas no capitulo 6.

B.5 Problema teste

Como extensao do trabalho de Cabrera [18], fez-se a implementa¢ao do método
descrito acima para o problema proposto por Watanabe e Maynard [77], onde
utilizou-se os parametros definidos a priori como K = IA(l = [?2 = Zl = Zz,

gerando os resultados apresentados na Tabela B.1.

Com os resultados apresentados na Tabela (B.1), observa-se que os resultados
tendem a convergir para cada escolha de K, conseguindo uma média de 2 digitos
de concordancia. Além disso, conseguiu-se encontrar um valor para o K de forma a

reproduzir o resultado obtido na literatura com cinco digitos de concordancia.

Contudo, apesar do cédigo gerar estes resultados em poucos segundos e os sis-

temas envolvidos serem bem condicionados, esta formulacao possui algumas limita-
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Tabela B.1: Fuga de néutrons Jy o PROBLEMA 2 usando o; = 0.75 e o, = 0.5.

N

K=03 K=031579 K =0.32

2

0 O >~

— =
(@200 \V]

0.43708 0.45789 0.46340
0.39941 0.41850 0.42356
0.39101 0.40974 0.41471

0.38694 0.40550 0.41042
0.38389 0.40233 0.40722
0.38263 0.40101 0.40589

MCNP [77] = 0.40101 £ 0.16%

¢oes como, por exemplo, a necessidade de definir a prior: o valor dos parametros

K’s e L’s, e a restricao de varias diregoes a um mesmo fator.



