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RESUMO

Neste trabalho apresentamos os resultados de consisténcia e normalidade assintotica para
o estimador de maxima verossimilhanca de uma Cadeia de Markov ergodica. Além disso apre-
sentaremos os Modelos de Mistura de Distribuicao Independente e um dos casos de Modelos
de Mistura Dependente: os Modelos Ocultos de Markov. Estimaremos os parametros destes
modelos a partir do método da maxima verossimilhanca e abordaremos o critério de selecao
através do calculo do AIC e BIC.



ABSTRACT

This paper presents the results of consistency and asymptotic normality for the maximum
likelihood estimator of the ergodic Markov chain. In addition we present the Independent
Mixture Models and one case of Dependent Mixture Models: the Hidden Markov Models. We
estimate the parameters of these models from the maximum likelihood method and discuss the
selection criteria by calculating the AIC and BIC.
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Capitulo 1

Introducao

Quando uma sequéncia de dados observaveis nos é apresentada podemos pressupor quais
modelos seriam mais adequados a eles. Neste trabalho abordaremos trés tipos de modelagem
de dados: Cadeias de Markov, Modelo de Mistura de Distribuicoes Independente e Modelo
Oculto de Markov (Hidden Markov Model).

Para que a teoria proposta por este trabalho seja apresentada de forma clara,x precisaremos
conhecer uma série de conceitos relacionados ao estudo de processos estocasticos, em especial,
as Cadeias de Markov a tempo discreto. Neste trabalho, nossa preocupacao com estes pré-
requisitos é traduzida na série de definicoes, propriedades e teoremas que serao apresentados
logo de inicio ao leitor. Desta forma pretendemos possibilitar ao leitor clareza com relacao
aos assuntos que serao tratados apos esta abordagem inicial e, se possivel, fazer com que o
mesmo nao sinta a necessidade de buscar em outras bibliografias esclarecimentos para eventuais
duvidas que possam surgir durante a leitura deste trabalho. A seguir, tentaremos explicar de
forma breve uma importante relacao entre as probabilidades de transicao de uma Cadeia de
Markov e o Método de Maxima Verossimilhanca.

Relacionaremos Inferéncia Estatistica e Processos Estocasticos a partir da possibilidade de
estimarmos as probabilidades de transicao de uma Cadeia de Markov finita & tempo discreto
através do Método de Méaxima Verossimilhanca. Devemos, no entanto, atentarmos para o fato
de que este método seja adequado a uma realizacdo (caminho) que obedece a propriedade
markoviana. Isto é, precisamos lembrar que na realizacao de uma Cadeia de Markov “o estado
atual depende unica e exclusivamente do estado imediatamente anterior”, o leitor interessado
em saber como ¢ feita esta contextualizacao pode consultar a Equagao 2.4 na pagina 12. Uma
abordagem inicial sobre este assunto ¢ feita em Atuncar (2009, pag. 44-55), no qual é apresen-
tado o estimador de maxima verossimilhanga para as probabilidades de transigao.

Atuncar (2009) também estima a distribui¢do invariante através da Lei Forte dos Grandes
Nuameros. A consisténcia de tal estimador é provada em Guttorp (1995), onde também é
provada a sua normalidade assintotica. Uma abordagem rigorosa sobre Inferéncia Estocastica,
aplicagao das ideias da Inferéncia Estatistica em Processos Estocasticos, é feita em Billingsley
(1961). Além de provar as propriedades, consisténcia e normalidade assintotica dos estimadores
Billingsley (1961), também apresenta algumas aplicagGes para processos discretos e continuos.

Além da modelagem de dados através da Cadeia de Markov, também apresentaremos os
Modelos de Mistura de Distribuicoes, uma das motivacoes para a utilizacao de tais modelos
reside no fato de que quando tentamos adequar um modelo estatistico & um conjunto de dados



amostrais partindo do pressuposto de que a sequéncia em questao é proveniente de uma tnica
distribuicao, ocorre em muitos casos superdispersao, isto é, ocorre uma grande disparidade
entre a variancia amostral e a variancia do modelo, chamada variancia teorica.

O Modelo de Mistura de Distribuigoes surge entao como uma alternativa valiosa na tentativa
de solucionar tal problema, uma vez que a partir da hipotese de que existam subpopulacoes den-
tro de uma populagao geral, conseguimos diminuir consideravelmente a superdispersao. Cada
uma dessas subpopulagbes sdo representadas por uma quantidade finita (neste trabalho abor-
daremos o caso finito) de distribui¢bes componentes. Se as variaveis aleatorias com relagio as
quais as distribuicoes componentes estao associadas forem consideradas independentes entre
si, entao estaremos modelando o conjunto de dados pelo chamado Modelo de Mistura de Dis-
tribuicoes Independente. Se para estas mesmas variaveis aleatorias for considerada uma relacao
de dependéncia (relagao esta que podera ser indicada pela fungio de autocorrelacido amostral),
entao trabalharemos com um dos casos de Modelo de Mistura de Distribuicoes Dependente: o
Modelo Oculto de Markov. E importante destacar que, neste trabalho, utilizaremos, especifi-
camente as distribuicoes componentes do tipo Poisson.

Um Modelo de Mistura de Distribuicoes Independente, caso finito, consiste na combinagao
linear de fungbes densidade (ou massa) de probabilidade, neste trabalho apresentaremos uma
combinagao linear de fungoes que obedecem a uma distribuicao do tipo Poisson. Cada uma
dessas funcoes possui um parametro, a ser estimado através do Método de Maxima Verossi-
milhanca. Tais parametros serdo estimados por rotinas implementadas em ambiente R. A uti-
lizacao do Modelo de Mistura de Distribui¢oes Independente pressupoe que os dados amostrais
possuem independéncia entre si. Porém, algumas vezes, a fungao de autocorrelagdo amostral
nos indica dependéncia. O que nos sugere o uso de um modelo de mistura dependente, um
destes modelos ¢ o Modelo Oculto de Markov.

O Modelo Oculto de Markov consiste em estimar, a partir dos dados amostrais, as pro-
babilidades de transicao e a distribuicao inicial da Cadeia de Markov, que supostamente é o
processo gerador dos dados amostrais. Assim um Modelo Oculto de Markov é composto por
uma parte observavel (amostra) e uma parte nao observavel (processo gerador), a qual neste
caso, supoe-se ser uma Cadeia de Markov. Estimaremos os parametros das distribui¢oes com-
ponentes e as probabilidades de transicoes pelo Método de Méaxima Verossimilhanca, também
através de rotinas implementadas em ambiente R.

Quanto as propriedades assintoticas de um estimador de méxima verossimilhanca para um
Modelo Oculto de Markov, podemos citar Baum e Petrie (1966) que prova a consisténcia e a
normalidade assintotica em um conjunto de estados finito. Leurox (1992), estabelece a con-
sisténcia de forma geral, Bickel e Ritov (1996), provam a normalidade assintotica local e Rydén
(1994) que propoe uma nova classe de estimadores e prova a normalidade assintética sob certas
condicoes de regularidade.

A primeira secao do Capitulo 2, tem por objetivo, estabelecer os conceitos iniciais sobre
Cadeias de Markov. A maior parte desta secao possui como base teodrica duas referéncias: Nor-
ris (2004) e Karlin e Taylor (1975). Excetuando-se as Defini¢oes: 2.5, 2.6 e 2.8; as quais foram
obtidas de Zucchini e MacDonald (2009). Além disso, foram obtidos de Guttorp (1995): Teo-
rema 2.3, Definigao 2.23, Teorema 2.5 e Teorema 2.6. Guttorp (1995) foi a principal referéncia
para a producao da segunda secao do Capitulo 2.

No Capitulo 3, apresentaremos o Modelo de Mistura de Distribuicoes Independente do tipo
Poisson, caso finito, algumas de suas propriedades e a estimativa de seus parametros usando o



ambiente R.

No Capitulo 4, apresentaremos o Modelo Oculto de Markov do tipo Poisson, caso finito,
referenciaremos algumas das propriedades de seu estimador de maxima verossimilhanca e esti-
maremos seus parametros utilizando o ambiente R.

Em ambos os Capitulos, 3 e 4, usa-se o ambiente R para obter as estimativas dos parametros
dadas a partir da maximizacao numérica da Funcao de Verossimilhanca. Para o exemplo 3.2
utiliza-se o programa MMIX e para o exemplo 4.3 utiliza-se uma série de programas obtidos de
Zucchini e MacDonald (2009). Também aborda-se brevemente, um método de selegdo baseado
no célculo do AIC e BIC.

No Capitulo 5, os dados Old Faithful Geyser (ver Zucchini e MacDonald, 1997) serao mo-
delados pela Cadeia de Markov, pelo Modelo de Mistura de Distribuicoes Independente e pelo
Modelo Oculto de Markov. A selecao do “melhor” modelo, sera feita a partir do calculo do AIC
e BIC, ver Zucchini e MacDonald (2009).



Capitulo 2

Cadela de Markov: conceiltos 1niciais e
inferéncia estocastica

O objetivo deste capitulo é apresentar definicoes e propriedades sobre Cadeia de Markov,
necessarias no decorrer do trabalho. Além disso, apresentaremos alguns resultados relacionados
a inferéncia estocastica: os estimadores de maxima verossimilhanca para as probabilidades
de transicao e algumas de suas propriedades, tais como sua consisténcia e sua distribuicao
assintotica.

2.1 Definicoes e Propriedades

Nesta secao apresentaremos algumas defini¢oes e teoremas relacionados a Cadeia de Markov
como a Propriedade de Markov e o Teorema Ergddico. O leitor interessado em maiores detalhes
pode consultar Norris (2004) e Karlin e Taylor (1975). A seguir apresentamos a defini¢do de
um processo estocastico.

Definigao 2.1. Um Processo Estocdstico ¢ uma familia de variaveis aleatorias (X;),.,, no qual
todas as variaveis aleatorias estao definidas no mesmo espaco de probabilidade (2,4, P), sendo
T # @ um conjunto de indices, €2 0 espago amostral, A a classe de eventos aleatérios (o-algebra)
e P: A—[0,1] a medida de probabilidade.

Se o conjunto dos indices T" for um subconjunto de R, ou mesmo o proprio R, diz-se que
o Processo Estocéstico é a tempo continuo. Se T for finito ou enumerével, por exemplo, T' =
1,---.n, T =7 ouT = N, obtemos um Processo Estocéastico a tempo discreto, o qual sera o
alvo de nosso estudo.

Notagao: neste trabalho consideraremos T'=N = {0,1,2,--- }.

Para que a Cadeia de Markov fique bem definida ¢é indispensavel estabelecer claramente
o que significa a propriedade markoviana. O embasamento tedérico daqui até a definicao da
Cadeia de Markov propriamente dita foi obtido de Norris (2004, paginas 1 e 2).

Dizemos que um Processo Estocastico é markoviano se satisfaz a seguinte propriedade. A
Defini¢ao 2.2 a seguir foi apresentada por Norris (2004).

Definicao 2.2. Seja (X;)ien, um Processo Estocdstico, & tempo discreto. Dizemos que este
processo satisfaz a propriedade de Markov se



]P)(Xt—H = fL’t+1|Xt =24, Xp 1 =X 1, Xy 2 =T 9, , Xog = 1’0) = ]P(Xt—i-l = $t+1‘Xt = ﬂUt),
em que T;yq,- - ,xo sao denominados os estados do processo.

Denominamos P(X; 1 = 41| Xy = x;) de probabilidade de transicdo do estado z; para o
estado x; 1. A probabilidade de transicao é comumente denotada por:

Paioy = P( X1 = 11| Xy = 1),

A seguir, definimos a matriz estocéstica de uma Cadeia de Markov, cujas entradas sao suas
probabilidades de transicao.

Definicao 2.3. Seja (X;);eny um Processo Estocéstico com espago de estados S. Seja P uma
matriz em que cada elemento ¢ da forma p,, = P(X;yy = y| Xy = z), z,y € 5. Isto é, a
r—ésima linha da matriz ¢ a distribuigdo de probabilidade condicional dos valores de [X;;; = y]
sob a condigao [X; = z|. As quantidades p,, satisfazem 0 < p,, < 1, paratodo z, y € S e
ZyGS Pzy = 1. Assim P é chamada matriz linha-estocdstica. Especificamente neste trabalho,
chamamos P apenas matriz estocdstica.

Para que um processos estocéstico (X;),.y seja uma Cadeia de Markov a seguinte Defini¢ao
deve ser satisfeita.

Defini¢ao 2.4. Seja (X;);en um Processo Estocastico com espaco de estado S. Seja A = (A, :
z € S) uma medida de de probabilidade em S. O Processo Estocéstico (X;)ieny ¢ uma Cadeia
de Markov com distribuicao inicial A se

i) Xy tem distribuicdo A. Isto é A\, = P(X, = x) para todo = € S;

ii) (Xy),cy satisfaz a Definicao 2.2.

Denotamos uma Cadeia de Markov com matriz de transicao P e distribuicao inicial A por
Markov(X ,P).

A Definicao 2.4, por si s6, nao é uma ferramenta 1til em grande parte das demonstragoes.
O teorema a seguir é considerado uma segunda Definicao para a Cadeia de Markov e foi apre-
sentado em Norris (2004, pagina 2).

Teorema 2.1. Um processo estocdstico a tempo discreto (X;),oy € Markov(X /P) se, e somente
se, para todo (x1,-+- ,xN) €S

]P)(XO = Tg," " 7XN = xN) = )‘ﬂﬁapxoﬂﬁl o Pen_qane

A seguir apresentamos o Teorema 2.2 (ver Norris, 2004). Este reforca a ideia de que uma
Cadeia de Markov possui a propriedade de perda de memoria, isto é, o estado atual depende
exclusivamente do estado imediatamente anterior.

Notacdo: 0, = (05 : y € 5), para todo x € S, em que 0, é dado por

5 — 1, sex =1y;
W0, sex £y,



Teorema 2.2. Seja (Xi)ieny Markov(A, P). Entdo, condicionada em X, = x , (Xpin)nen €
Markov(d,,P) e independente das varidveis aleatorias Xo, -+, Xp.

A seguir definimos um vetor de probabilidade w de mesma dimensao do espacgo de estados.
Aqui consideraremos a dimensao do espago de estados finita (ver Zucchini e MacDonald, 2009).

Definicao 2.5. Seja S = {1,--- ,m}, o espacgo de estados de uma Cadeia de Markov. Definimos
o vetor de probabilidade uw por

A partir da Definicao 2.5 temos que o vetor de probabilidade u satisfaz o seguinte resultado

ut)P = O PX,=2)pa.-, Y P(Xy = 2)pom)

= ) PXi=2,Xpp=1),--- Y PX,=2,X,11 =m))
= (E;(Xt—i-l =1), - P(Xpy1 = m;;: u(t+1). (2.1)

A equagao (2.1) apresenta uma relagdo de recorréncia. Isto ¢ se conhecermos a distribuicao
inicial ©(0) da Cadeia de Markov e sua matriz de transi¢do P, entdo podemos encontrar w(t+1)
a partir da seguinte expressao.

u(t +1) = u(0)P,

onde P! representa a matriz P multiplicada por ela mesma t + 1 vezes.
A seguir definimos Cadeias de Markov homogéneas e Cadeias de Markov estacionarias. Ver
Zucchini e MacDonald (2009, p. 18).

Definicao 2.6. Seja (X;)ieny Markov(X, P) com espaco de estados S. Diremos que esta Cadeia
de Markov é homogénea se para x, y € Set, s € N, P(X;, s = y| X = x) independe de s. Ou
seja

P(Xers = ylX, = 2) = B(X, = y|X, = 2) = P(X; = y|Xo = 7) = p{)

Ty

Uma notacao comum para indicar o retorno a um estado x apo6s t passos, em uma cadeia
homogénea, é dada por:

P(Xiys =2[Xs =2) =P(X; = 2| X =7) = p(t)

Trr

Antes de definirmos a Cadeia de Markov estacionaria definiremos a distribuigao estacionéria.

Definicao 2.7. Seja A = (\, : © € S) um vetor satisfazendo A, > 0, para todo x € S e
Y ses Ae = 1. Dizemos que A ¢ uma distribuicdo estaciondria se

AP = A

A seguir definimos a Cadeia de Markov estacionaria. A qual obedece uma condicao adicional
com relacao a cadeia homogénea.



Definigao 2.8. Seja (X;)ieny Markov(A, P) homogénea (ver Defini¢ao 2.6). Se além disso sua
distribuicao inicial u(0) = A for estacionéaria, isto é AP = A, entao diremos que esta Cadeia de
Markov é uma Cadeia de Markov estaciondria.

E possivel definir relacio e classe de equivaléncia para o espaco de estados de uma Cadeia
de Markov. Apresentaremos algumas definicoes relacionadas a esta questao.

Definicao 2.9. Dizemos que o estado x é levado a y e escrevemos x — y se:

P,(X; = y para algum ¢ > 0) > 0.

A seguinte relacao de equivaléncia é de grande relevancia para uma maior compreensao em
demonstragoes futuras.

Definicao 2.10. Dizemos que x se comunica com y € eSCrevemos T <>y, Se T — y e y — .

A prova de que a relacdo acima é, de fato, uma relacao de equivaléncia pode ser obtida em
Norris (2004, pagina 10). A seguir definimos classe comunicante.

Definicao 2.11. Um conjunto que possui apenas estados que se comunicam ¢ dito uma classe
comunicante.

A seguir definimos classe fechada.

Definicao 2.12. Uma classe comunicante F' é chamada de classe fechada se satisfaz a seguinte
condigao:

re Fex—y,entao y € F.
Sequencialmente definimos Cadeia de Markov irredutivel.

Defini¢ao 2.13. Seja (X;)ien Markov(A, P) com espaco de estados S. Dizemos que (X;)en €
uma Cadeia de Markov irredutivel se todos os seus estados se comunicam. Isto é se S é uma
classe fechada.

Em seguida trataremos da propriedade de recorréncia e transiéncia de um estado pertencente
ao espaco de estados de uma Cadeia de Markov.

Definicao 2.14. Dizemos que um estado x é recorrente se

P(X,, = x para um namero infinitos de n’s) = 1.
Definicao 2.15. Dizemos que um estado = é transiente se

P(X,, = z para um numero infinitos de n’s) = 0.

O Teorema 2.3 nos auxiliard na demonstracao da consisténcia dos estimadores das proba-
bilidades de transi¢ao. Maiores detalhes ver Guttorp (1995, pag. 59).



Teorema 2.3. Seja (X;)ien uma Cadeia de Markov com espago de estado S. Seja St o conjunto
de seus estados transientes e S, o conjunto de seus estados recorrentes, nos temos que se S € o
espago de estados, entao S = Sy ® S, e S, = XC; em que C; sao classes disjuntas e fechadas.
Os sinats & e X sao utilizados para indicar uniao disjunta.

Demonstracdo. Seja x € S, defina C = {y € S, : © — y}. Pela recorréncia p§;2 > () para

uma infinidade de t's, entao x € C.

Nos primeiro mostraremos que C' é classe, isto é se y € C' e z € C, entao y < z. Pela
recorréncia junto a definicao de C' temos que x <> y e x <> z, entao y < 2.

Agora veremos que C' é fechada, isto é se y € C e y — 2z, entao z € C. Pela recorréncia
de y e pelo fato de y € C', temos, respectivamente, que y — 2 -y — zex — y — z. O que
respectivamente mostra que z é recorrente e x — z, ou seja z € C.

Por ultimo concluiremos que XC; é uniao disjunta. Para isto, considere C' e D classes
fechadas contidas em S, tais que 3 x € C'N D. Tome y € C. Uma vez que C é classe z <> v,
isto mais o fato de D ser fechado nos da que y € D. Assim concluimos que C' C D. De modo
analogo pode-se mostrar que D C C. Ou seja, C' = D. 0

A seguir, definimos o tempo de primeira passagem e o tempo de parada os quais sao impor-
tantes na demonstragao das propriedades dos estimadores de verossimilhanca das probabilidades
de transigao.

Definicao 2.16. Definimos o Tempo de Primeira Passagem ao estado x € S como T =

min{t > 0 : X; = z} e o tempo de r-ésima passagem ao estado r € S como T = min{t >

T X, = x}
A seguir a definicdo do tempo de parada para uma Cadeia de Markov.

Definicao 2.17. Seja (X;)ieny Markov(A, P). Uma variavel aleatoria T : Q@ — {0,1,2---}
¢ um Tempo de Parada se o evento [T = t] depende somente de Xy, X7, X, -+, X; para
t=0,1,2,--.

Para compreendermos melhor este conceito vejamos os seguintes exemplos.

Exemplo 2.1. O tempo de absor¢io HA(w) = inf{n > 0: X,(w) € A}, em que w € Qe A
é um subconjunto do espaco de estados, € um tempo de parada, pois dado t € N o evento
[H4 = t] depende apenas de X, X1, Xo, -+ , X;.

Exemplo 2.2. O tempo de dltima saida S*(w) = maz{n > 0 : X,(w) € A}, em que w €
2 e A & um subconjunto do espaco de estados, nao é um tempo de parada, pois dado t € N o
evento [H4 = t] depende de X, X;,1, X140, - - -

A seguir definimos o tempo médio de recorréncia.
Definigao 2.18. O Tempo Médio de recorréncia é definido como p, = >~ tp;(f;.

Note que p, > 0. Se além disso, o tempo médio de recorréncia for finito temos a seguinte
definicao.

Definigao 2.19. Dizemos que um estado é Recorrente Positivo se ele é recorrente e p, < 0o.
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A seguir definimos estado aperiodico e Cadeia de Markov aperiddica, ver Norris (2004,
pagina 40).

Definicao 2.20. Seja (X;):eny Markov(A, P) com espago de estados S. Dizemos que z € S ¢é
um estado aperiodico se p, > 0 para todo ¢ suficientemente grande. Se todo estado x € S for
aperiodico, entdo (X;)ien sera chamada Cadeia de Markov aperiddica.

A seguir definimos Cadeia de Markov Ergodica.

Definicao 2.21. Uma Cadeia de Markov é dita Ergodica se for irredutivel, aperiddica e todos
os seus estados forem recorrentes positivos.

Para definirmos o limite da probabilidade de ocupacgao necessitamos inicialmente definir o
numero de visitas a algum estado x € S.

Definigao 2.22. Definimos o nimero de visitas ao estado v € S em t € N passos como

No(t) = 3 1(X =),

em que

)1, se Xy =
[(Xk_$>_{ 0, se Xy # .

Seja (X;)ien uma Cadeia de Markov com espagco de estados S e x € S um estado qualquer.
Segundo Guttorp (1995) o limite da probabilidade de ocupagio é a proporgao do “tempo gasto”
no estado x ao longo dos infinitos passos. A seguir definimos o limite da probabilidade de
ocupacao.

N (t)
(),

Definicao 2.23. O limite da probabilidade de ocupacao é definido como lim;_,

O Teorema 2.4 a seguir apresenta a Propriedade Forte de Markov, maiores detalhes ver
Norris (2004, pag. 20).

Teorema 2.4. (Propriedade Forte de Markov): Suponha que (X;)ien seja Markov(A,P) e seja
T um tempo de parada de (Xi)ien. (Xrit)ten, condicionada em [T < oo] e [Xp = x, €
Markov(é,,P) e independente de Xy, X1, ..., X;.

Lema 2.1. Para r = 2,3,..., T — "™V condicionada em TV < oo e independente de
{(Xp:m < T DVe
P(T") — 70D =T < 00) = P (Ty, = t).

Assim,
Ex(Ty) - T:]ET_I)) = Z tP. (T, =1t) = Z L‘Pﬁ = M-
t=0 t=0
Maiores detalhes ver Norris(2004, pagina 25).
O teorema a seguir trata da distribuicao estacionaria de uma Cadeia de Markov irredutivel e
com estados recorrentes positivos. A sua demonstracao pode ser encontrada em Guttorp (1995,

pag. 37)
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Teorema 2.5. Uma Cadeia de Markov irredutivel possui distribuicdo estaciondria se, e somente
se, for recorrente positiva. A distribuicio estaciondria é unica e dada por m, = u;*.

A seguir apresentamos, o Teorema Ergodico para Cadeia de Markov. Maiores detalhes ver
Guttorp (1995).

Teorema 2.6. (Teorema Ergddico). O limite da probabilidade de ocupacgao (ver Defini¢ao 2.23)
de uma cadeia ergodica é Miz = m, (com probabilidade 1).

Demonstracao. Suponha que a cadeia comece em z. Sejam ngl),ngQ), ... 0S sucessivos
tempos de passagem da cadeia pelo estado z. Entao, pelo Lema 2.1, ngl), 952) — Tél),Tf’) —
Tf), ... sao independentes e identicamente distribuidas, com distribuicao pg(fgz Além disso,
[y = E(T;,ET) - T:,ST‘”) = > tpl) < oo, pois todos os estados sdo recorrentes positivos.
Pela Lei Forte dos Grandes Nimeros temos, com probabilidade 1, que

@ -+ (1 T @ Y T
lim = lim
r—00 T r—oo T

= Hg,

por outro lado também vale

ngNx(t)) <t< ngNw(t)'*‘l)‘

Além disso, N, (t) — oo quando t — oo uma vez que o estado x é revisitado infinitas vezes,
entao

No(t) _ Na(t) 1
P GO B (2:2)
com probabilidade 1, e
N (t)+1 _ N.(t)+1 1
H+1 (]5 20:) B (2.3)
t T " Ha

com probabilidade 1.
Assim, de (2.2) e (2.3), temos

Pelo Teorema 2.5 temos que /%I = T,. 0

2.2 Verossimilhanca para Cadeias de Markov

Nesta secao iremos estabelecer alguns conceitos sobre Inferéncia Estocastica isto é, a uti-
lizagdo de conceitos da Inferéncia Estatistica em Processos Estocasticos. Inicialmente estabe-
leceremos a definicao de funcdo de verossimilhanca para variaveis aleatorias independentes e
identicamente distribuidas (ver Rohatgi, 1976).

Posteriormente sua definicao sera modificada para o caso de dependéncia encontrado em uma
Cadeia de Markov. Isto é, na Cadeia de Markov sabe-se que “o futuro depende do presente” tanto
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esta relacao de dependéncia quanto a Propriedade markoviana serao levadas em consideragao
na definicao da funcao de verossimilhanca para a Cadeia de Markowv.

A partir da funcao de verossimilhanca para a Cadeia de Markov obteremos, com base
em Atuncar (2009), capitulo 3 o Estimador de Méaxima Verossimilhan¢a para uma Cadeia
de Markov ergédica de primeira ordem. Cabe a observacao de que a “Cadeia de Markov Forte-
mente Ergodica” (ver Atuncar 2009, pagina 3) neste trabalho é denominada “Cadeia de Markov
Ergodica”.

Além disso apresentaremos a consisténcia do Estimador de Maxima Verossimilhanca para
a Cadeia de Markov e o fim desta secao sera discutido o seu comportamento assintético.

A seguir definimos a funcao de verossimilhanca para variaveis aleatorias independentes.

Definicao 2.24. Seja (X))}, uma amostra aleatoria, isto ¢, varidveis aleatoria independentes
e identicamente distribuidas com funcao massa de probabilidade ou funcao densidade de proba-
bilidade f(z;,0)t=1,--- ,nem que @ = (04, -- ,0;). Definimos a Fun¢ao de Verossimilhanga
L(8,x) como

L(0,z) = f(,0) = [ ] fx.(2:,0).

Note que a fung¢ao de verossimilhan¢a é uma fungdo de @ supondo ® = (xy1, - ,z,) co-
nhecido. O Estimador de Mdzima Verossimilhanca serd o valor 6(x) que maximiza a funcdo
L(6,x).

Deste ponto em diante consideramos (X;);eny uma Cadeia de Markov com espaco de estados
S={0,1,---,M}, M € N finito. Observe que

P(Xt = %‘thl = Tg—1,""" 7X0 = 370) = ]P<Xt = xt’thl = mtfl)-

Assim nao poderemos utilizar diretamente a Definicao 2.24, uma vez que nesta definicao a
funcao ¢ obtida a partir de uma amostra aleatoéria.

A seguir apresentaremos a definicdo de funcao de verossimilhanca para Cadeia de Markov
segundo Atuncar (2009, capitulo 3).

Considere & = (9,1, -+ ,x;) € S uma realizacdo de tamanho ¢t + 1, ¢ € N finito, de uma
Cadeia de Markov. Definimos @ = (poo, - ,pmm), a funcdo de verossimilhanga, denotada
L(6,x), é dada por

L(0,x) = L((poo,--s pyvnr)s (215, 21)) = P(Xo = 20, Xy = 21, Xo = 19, ..., Xy = 1)
]P)(XO = .Z'o)IP)(Xl = $1|X0 = Qjo)P(Xt == xt’Xt—l = TLt—1y ey XO == Z‘Q)
= ]P)(XU = ZL‘Q)]P)(Xl = ZB1|X0 = [Eo)]P)(Xt = CL’t|Xt_1 = xt—l)

M
= )\1’0~pxoac1'px1x2‘px2x3'-'pxt,1$t = /\:Eo H pf;;yv (24)
z,y=0

em que A\, = P(Xo = ), psy representa a probabilidade de transicdo do estado z para o
estado y, em um passo, e t,, representa o nimero de transicoes do estado x para o estado y,
em um passo.

A jgualdade (2.4) é valida. Para garantirmos isto precisamos observar primeiramente que,
fixados ',y consecutivos, ha um agrupamento dos fatores p,, que aparecem do lado esquerdo,
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isto ¢ mantemos a base (comum) e somamos os expoentes. Esta soma é exatamente o valor t,,.
Agora, fixando a nossa atencao para o lado direito da mesma igualdade, é possivel observar
que se a escolha, no produtério, for de valores x y sequenmals que nao aparecem na sequéncia
amostral. Entao t;, = 0, e, consequentemente, pmy = pwy 1. E importante observar também
que p,, nao pode ser nulo. De fato isto serd garantido ao definirmos, mais adiante, o espaco de
estados observados.

O Estimador de Mdzima Verossimilhanca para 0 é definido como é(w) = mgbe(G,zc).

Note que maximizar L(6,x) é o mesmo que maximizar £(0,d,x) = log L(0,x). Aplicando o
logaritmo na expressao que aparece do lado direito da igualdade (2.4) temos

£(6,d8,x) =log L(0,x) = log(\ Z tay 108(Day ),

z,y=0

para tal utilizaremos o método de Lagrange (ver observagao 2.1).

Observacao 2.1. O método de Lagrange baseia-se na igualdade entre o gradiente V() de
uma fung¢ao f, com o gradiente Vg(-) de sua fungao restricdo g, multiplicada por um fator real
a. Ou seja: um ponto P é um ponto critico de f se 3 a real tal que

Vf(P)=aVg(P).
ueremos estimar os (M + 1)? parametros
Q ( p
Poo Pom

0 =
Pmo Pym
da funcao £(0,x).

Isto é, temos uma fungao £(0,4,x), de (M +1)? variaveis, a qual pode ser maximizada para
cada @, pelo Método de Lagrange, usando como restri¢ao Zé\io Pzy — 1 = 0. Assim queremos

encontrar u tal que para todo y € {0,1,--- , M},
0£0,) (X, opey—1) 0£(0,)
= , ou seja —— = al.
apxy apﬂ?y apacy

1
Assim a=t,,—, logo apy, =t,,, entao Z ozpzyzz tzy, OU SEja Q1 mey:tm, desta formaa=t,,
p _ _ —

Ty

em que t, representa o nimero de visitas ao estado .
Sendo S o espago de estados, S = {x € S :t, > 1} é chamado espaco de estados observado.
Se z,y € 9, entao o Estimador de Maxima Verossimilhanca, denotado por pg,, ¢ dado por

oy

LDy = tuy, OU S€jA Dyy = T (2.5)

Note que se o espaco de estados é finito, entao S também o é.
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Exemplo 2.3. (Zuchini e Macdonald 2009, pagina 20)

Considere uma Cadeia de Markov com espagco de estados S = {1,2,3} e com uma realizagdo
(caminho) 2332111112 3132332122 3232332222 3132332212 3232132232 3132332223 3232331232
3232331222 3232132123 3132332121.

Para esta realizacao temos:

t, = 18, 1, =41, t3 = 40,
ti1 =4, t12 =17, 113 =06,
to1r = 8, tog = 10, tog = 24,
t31 = 6, t3o = 24, t33 = 10.

Os estimadores das probabilidades de transicao sao dados por:

S 2 E U 57 SN ST
pll_—t1—1’p12_—t1—1’p13_t1—17
ot tap . tog
P21 = E, P22 = g, P23 = g>
oty Mz o tag
P31 = E: P32 = g, P33 = E

Note que para os estimadores das probabilidades de transi¢ao p;;, j—1, 2,3 diminui-se em
uma unidade o denominador, fizemos isso para garantir que p1; + p12 + p13 = 1, esta técnica é
aplicada para o tltimo estado da realizagao. Para uma realizacao de tamanho suficientemente
grande é indiferente usar t, ou t, — 1 no denominador do iltimo estado z.

Logo os valores estimados para as probabilidades de transicao sao dados por:

. _4 R _7 . _6
P11 = 17 D12 = 17 P13 = 17
. _8 . _10 . _24
P21 = 427p22_ 42,]723— 427
. 6 _24 . _10
p31—4O,P32—407P33—4O

Estabelecidos os estimadores para as probabilidades de transicao, o proximo passo é verificar
as propriedades de consisténcia e normalidade assint6tica dos mesmos.

Proposicao 2.1. Seja (X;);en uma Cadeia de Markov com parte observada S e matriz de
transicao estimada por P na qual os elementos Pzy sa0 dados pela expressao 2.5 da pagina 13.
(X}1)ien tem uma classe de estados transientes, e precisamente uma classe fechada Sp de estados
recorrentes. Aqui P representa a “matriz de transicao" formada pelos estimadores acima.

Demonstragao. Seja m € N. Se x,, € S e z,,y € S, entao t,,, > 1 et, , > 1, sendo assim
se m < m/’ saindo de z,,, em algum momento, chegaremos em x,,. Ou seja: x,, — T,y sempre
que m < m'. Seja z,,, o primeiro estado recorrente. Construa S, da seguinte forma: todo

T, tal que m < mg, ndo pertence ao conjunto S,. Como z,,, é recorrente, ptxmoarmo > ( para
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uma infinidade de t's. Por esta razao e pelo que foi discutido no inicio deste paragrafo temos
qUE Ty > Tmgtk, Para todo inteiro nao negativo k. Entdo, definindo S, = {@pg, Tmg, s --or Tt}
temos que S, é fechado e também irredutivel, assim pelo teorema 2.3 da pagina 9 temos que

ST:S—SP. O]

A seguir definimos a Cadeia de Passos. O Lema 2.1 estabelece sua ergodicidade. Estes
resultados serao importantes na demonstracao do Teorema 2.7 da pagina 17.

Definicao 2.25. Seja (X;);eny uma Cadeia de Markov. Defina (Y})ien, a Cadeia de Passos, por
Y, = (XtaXH-l)‘

Lema 2.1. A Cadeia de Passos (ver Definicao 2.25) (Y;)ieny ¢ uma Cadeia de Markov com
espaco de estados

S ={(z,y) € S* : psy > 0}

distribuicao inicial pg dada por
25()(1', y) = p0<x)pmy- (26)

As entradas da matriz de transicio P = (Puwz.zy) 520 dadas por Py oy = I(z = 2)pay. Além disso
se (Xi)ien € ergodica e pg = 7, entdo (Y;)ien € também ergodica com distribuigao estacionaria
inicial 7 dada por 7(x,y) = TyPyy-

Demonstracao. Temos que verificar que

P(Y;f = ("Evy)D/t—l = (wlvzl)v 7Yb = (wt’zt)) = I(JZ = Zl).pﬂ?y = P(}/t = (:L‘,y)|Y;5_1 = (whzl))?

ou seja, devemos mostrar que a Cadeia de Passos satisfaz a propriedade markoviana. Primeira-
mente note que

P(Y: = (z,9)[Yie1 = (w1, 21), ., Yo = (wr, 21))
=P(Xi1 =y, Xi =2/ Xy = 21, X4y = wi, Xyog = 29, -+, Xo = wy)
=R X1 =y|Xi=x X, =2, X1 =wy, - - - Xo=w) A X, =x|X; =21, X1 =wy, - . Xg=wy)

=R X =yl Xi=2, Xi=2)RA X, =2|X; =21, X; 1 =w, Xy 1 =29)

=1(z = 21)P(Xp1 = y| Xy = 2) = I(x = 21)pyy-

Por outro lado temos que
P(Y: = (z,9)[Yi1 = (w1, 21))
=P(Xi1 =y, Xy = 2| Xy = 21, Xy 1 = wy)
=R X =yl Xi=2X; =2, X, 1=w)) A X, =2|X; =2, X, 1 =wn)
=R X =y|Xi=z, Xi=2)R X, =2|X; =2, X;_1=wn)
=1(x = 21)P(Xpp1 = y| Xy =) = I(x = 21)pay-

Note que a combinacao dos dois resultados acima nos garante a propriedade markoviana.
Para obtermos a distribuicao inicial da Cadeia de Passos percebemos que
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po(z,y) =P(Yo = (,y)) = P(Xo =1z X\ =y)
= P(Xo =2)P(X; = y|Xo =) = po(x)pay-

Portanto a Cadeia de Passos satisfaz a propriedade markoviana e

Po(,y) = po()pay, para todo (z,y) € S.

Supondo (X;)ieny uma Cadeia de Markov ergodica com pe = 7, temos que po(r) = P(X, =
r) = my. Assim, sejam (z,y) € S quaisquer e denote 7(z,y) = P(Yy = (z,y)) a distribui¢ao
inicial da Cadeia de Passos (Y})en, entao

T(z,y) =Py = (z,y)) =P(Xo =2, X1 =y) =P(Xo = 2)P(X; = y|Xo =) = TuDay-

Verificamos que se 7, ,) = TPz € a distribuicdo estacionaria da Cadeia de Passos (Y;):en-
Para isso, temos que verificar se

Z Zfr(w, 2)Pweay = T(x,y) V (z,y) € S.

weS zeS
De fato,

Z Z ﬁ-(w7 Z)ﬁwz,a:y == Z Z W(w)pwzf(x = Z)pxy

weS z€S weS zeS
=S e Y I = 2y
weS z€S
= 7, ZI(I = 2)Day
zeS
= Z I(ZL’ - Z)ﬂ-szyﬂ-xpa:y = ﬁ‘(I, y)
z€eS

Além disso,

S w ) = 33 ey = Yoy — L

yeS z€S yeS zeS yeS

A seguir utilizando a definicao de Cadeia de Passos e o Teorema Ergoddico, serd demonstrado
a consisténcia forte para o estimador P. A notacdo P, (t) representard o estimador de maxima
verossimilhanca para a probabilidade de transi¢ao p,, baseada em uma realiza¢ao de tamanho
t. Além disso utilizaremos a seguinte notacao alternativa

tey _ Nay(t)

p:(:y:_:

o N, (t)

para a equacao 2.5 da pagina 13. Onde
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t t

No(t) =) I(Xp =), e Ny (t) = > I(Xp = 2)](Xp1 = y)

k=1 k=1

Teorema 2.7. Seja (X;)ien uma Cadeia de Markov ergddica e S seu espago de estados. Entao,
Dzy — Dzy com probabilidade 1, quando t — 0o, para todo x,y € S, independentemente de
sua distribuicao inicial.

Demonstracdo. Sejam z,y € S tais que p,, = P(X;_1 = z|X; = y) = 0. Entdo t,,, que
representa o nimero de transi¢oes do estado x para o estado y, em um passo, é zero. Logo
P(p.y(t) = 0) = 1. Portanto, necessitamos considerar (z, y) € S. Seja

Noy(t) = S I(Ye = (),
k=1

o nimero de transicoes do estado x para o estado y numa realizacao de tamanho t.
Pelo Lema 2.1 e pelo Teorema Ergodico (Teorema 2.6) temos que (Y;)ien € ergodica e

1 .
;ny(t) — 7(2,Y) = TyDay,
com probabilidade 1. Ou seja,

1 : . Nay (1)
tliglo ZNmy (t) = TxPaxy, sendo assim Z(tllglo T) - Z TxPxy
yeS y€S
. Ny (t) o N()
, logo }H?OZ — =T ou seja tll)rgo . = T
yes
E consequentemente
Nay(t) ¢t Lo Naylt) s s
Jim = ol Moy isto & lim N,() Py, entao lim py, = pq,
com probabilidade 1. O

A seguir, apresentamos a Definicdo de uma variavel aleatéria W™ baseada no m-ésimo
tempo de retorno a um estado x € S. A partir de W™ sera construida Qay(t). A partir de
Quy(t) sera construido o vetor @Q,(t). O Lema 2.2 trata da distribuicao de tais vetores, bem
como sua relagao de independéncia. Maiores detalhes ver Guttorp(1995, pag. 62 e 63).

Definicdo 2.26. Seja W™ = X\ poms
retorno ao estado z, e escrevemos

m € N, a entrada do primeiro estado ap6s o m-ésimo

[tﬂw]

Quy(t) =) I(W™ =y)

e finalmente defina o vetor

Q:(t) = (Quy(t),y € 5), para cada x € S.
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Para que esta definicao fique mais clara. Consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo 2.4. Considere a seguinte realizacao de uma Cadeia de Markov a trés estados, ver a

tabela a seguir, com distribuicao estacionaria dada por m = (é, }1, 12) Encontre Q12(21).

1223|1123 (3|3/1 {1 (112}2 2,33 [3|3]|1]1
11213456789 |1011 12|13 /1415|116 |17 |18 |19 |20 21

Tabela 2.1: realizacao de uma Cadeia de Markov a trés estados, a primeira linha representa
a realizacao da Cadeia e a segunda linha o tempo no qual cada estado ocorre

Utilizando Wx( = X1+T m), m € N e Qxy( ) Z[th ( m) = y) temos que

[213] 7
Qu(2l) = > I(W™ =2)=>" I(W
m=1 m=1

= JWY =2) 4+ 1(W® =2) + [W® =2) + (W = 2)
HIWP =2) 4+ T = 2) + W = 2)

= [(X1+T1(1> =2) +I(X1+T2> =2) +I(X1+T =2)+ (X
+I(X1+T1(5> =2)+ I(XHTl(ﬁ) =2)+ I(X1+T1<7> =2)

= I(Xs=24+I1(Xe=2)+I(X11=2)+ (X153 =2)
+I(X13=2)+ (X1 =2) + (X9 = 2)

— 0+140+0+14+0+0.

1+ = 2)

Assim Q12(21) =2

O lema 2.2 a seguir trata da independéncia e da distribui¢do dos vetores @, (t), para z € S.

Lema 2.2. Os vetores Q,(t), em que x € S sdo independentes tendo distribui¢do multinomial
com amostra de tamanho [t7,].

Demonstracao. Primeiramente verificamos que ngm) sao independentes com ]P’(ngm) =
Y) = Day. Pela Propriedade Forte de Markov, temos que

P(X = y|T™ < 00) = P(X Y[ Xy = 2, T < 00) = pay-

1+7im L™ =

Também, pela Propriedade Forte de Markov, (Xt+T“”))t€N ¢ independente de Xo, -+, X ) (ver

Teorema 2.4). Assim, temos que ngm), com x € S, sao independentes. Note que, definido ),
temos que, para algum y € S, ](W;,Em) =y) = 1.
Vale também: P(I(WE™ =) = 1) = P(WS™ = y) = p,,. Consequentemente,

[tma]

Iyl(Wém» =ki)= [tm/]f 1)

([tma] — 1)k Vo

m=1

onde k; é um natural ndo nulo menor que [t7,].
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Analogamente,

o] o]
Py Ly (W) = ki, Yy L, (W) = k)
m=1 m=1

(] — ) er! 0 ([tm,] — ey — heo) Vol T ™%~ ([tma] — hor — k)Tl
Como estamos trabalhando com realizagoes de tamanho ¢ finito, [tm,] é finito. Portanto,

repetindo o procedimento anterior uma quantidade finita de vezes obtemos

[t7r,]! pi’}yl . p’;;}n

kil k!

P(Qu(t) = (K1, -+, ky)) = ,onde > Ky = [tm,] e ZyEszy = 1.

O que mostra que @,(t) tem distribuicio multinomial. O Teorema 2.4 garante a inde-
pendéncia entre as variaveis X qpm, m € N. Como Q.(t), x € S sao fungdes de X pms
m € Ne X, ,m, m € N sdo independentes entre si, entao Q.(t), = € S sao independentes
entre si. 0

O Teorema 2.8 a seguir, apresenta a normalidade assintética dos estimadores de maxima
verossimilhanca das probabilidades de transicao de uma Cadeia de Markov.

Teorema 2.8. Seja (X;)en uma Cadeia de Markov Ergddica. Entdo, independente da dis-
tribuicao inicial, para todo x,y € S,

[NG (]2 (Pay (1) = Day) —2 N0, pay (1 — pay))

Demonstracao. Uma vez que =

Nz (t)

— 1, temos que

IO ] = [30] 7 (Vo 0) iy No(0)] =
[ tEWEl (Nl’y(t) _pr Nx(t) )] N [Nacy(t) _p:cglyNac(t)]‘
N, ()2 (tms)2 (tmy)>

Assim basta mostrar que

Na:y(t)(t_ ];xlyN:v(t) _4, N0, pay (1 = pay))- (2.7)

Assumiremos as seguintes aproximacoes e posteriormente mostraremos que, de fato, elas
sao adequadas.



Assim trocando N, (t) por Qu,(t) e Ny(t) por [tm,] em (2.7) temos que mostrar

QI 1) = PayltTz| a
y( ) ly[ ] LN N(O,pzy(l —ny))'
(tmy)2

Para mostrar esta convergéncia usamos o Teorema Central do Limite (ver James 2008,
pagina 241). Uma vez que Q,,(t) ¢ a soma de binomiais independentes, E[Q,(t)] = [t7]pay €

Var[Quy(t)] = [tma]pay(l — pay), 0 Teorema Central do Limite nos garante que

Quy(t) = ElQuy®] a1y

Var[Qay(t)]
Entao,
sz (t) - [tﬂx]pxy d
— N(0,1).
\/[tﬂx]pxy(l — Pay)
Equivalentemente

tﬂ-m Pz d
NS Pos 4y A0, puy(1 = pay))-
VI tm Pay(1 = Day)

Qxy(t> : [t?x]pwy N(0, Pay (1 — Day))-

Precisamos mostrar ainda que estas aproximacoes sao adequadas, no sentido de que

Dessa forma

Dt:m)%(mya)—zv()pxy Quy(t) + [tma]pey) — 0.

Para z,y € S fixados, seja Z,, = I( m) Y) — Doy, m €N, eseja S, =30
sao iid (ver Guttorp 1995, pagina 63) e a média de cada uma delas é dada por

L. As Z,)s

E(Zp) = E(I(W™ =y) = pyy) = EUW™ =y)) = E(py)
[Wm(m) Y| — Py = P XTI(m)—i-l y] — Pay
= IED[X = ’XT£m> - SL’] — Pzy = Pey — Py = 0.

Assim, concluimos que as Z,,’s sio iid com média zero. Chame 0? = Var(Z,) e K = E(Z,)

Também temos

Nz(t) Nz(t)

Snu) = D Zms 1810 6 Sy, = D (LW = j) = puy)
m=1 m=1
[trz] [tmx]

Stm,) = D Zm, 0w seja Syr,y = > (IWI™ =) = pry).
m=1 m=1

Entao,
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Dy = (tm,) 7 (Nuy(t) — No(t)pay — Quy (1) + [tm]pay) =

B Nz (t) Nz(t) [tma] [tme]
(tr) T (Y IWE =) =3 poy = O TWI =) =3 pyy)) =
m=1 m=1 m=1 m=1

» Nz (t) [tme]
(tm) = (Y (LW = y) = pay) = Y _(T(WE = y) — ) =
m=1 m=1

(t72) 2 (Sna(t) — Siera])-
Dado r € R temos, pela Lei de , (ver James 2008, pagina 17):

P(IDi| > &) = B(Di| > € [No(t) — [tm,]| < 1) + P(D)| > €, [No(t) — [tm,]] > r12) <

P(IDi] > €, [No(t) = [tm]] < 712) + B(IN, (1) = [tm,]] > rt2),

no qual, a ultima desigualdade é valida, pois para quaisquer eventos A e B temos

P(ANB) <P(A).

Note que

P(|Dy| > €, |No(t) — [tm,]| < vt7) = P(|ID,| > € | [No(t) — [tm,]| < rt2)B(|IN,(¢) — [tm,]| < rt2)

Analisemos P(|Dy| > € | [Ny (t) — [tm,]] < rt2).

P(|Ds| > € | [Ny (t) — [tm,]| < rt2) = P(|Dy|* > €* | [ No(t) — [tm]| < rt2) <

1 1
6—4E(\Dtl4 | [N(t) = [tme]] < rt2).

A relagao acima é valida pela Desigualdade de Tchebychev, James (2008, pagina 125)
Além disso, pela definicao de Dy

1 1 1 1
LBD | 1N, 0) = [, < 7t) = S B = Sema) | 1N2(0) = ] < i),

Uma vez que Sy, — Sir,] ¢ a soma de |m — [tm,] + 1| parcelas Zi, noés temos, usando
E(S 4oy Ze)* = tE(Zy)* + 3t(t — 1)[Var(Zy))* = tK + 3t(t — 1)o*, que

E(Sy — Sima))t = Im — [tm,] + 1K + 3|m — [tm,] + 1||m — [tm,]jo* <

(Jm — [tm,) + 1)K + 3(|m — [tr,] + 1)) |m — [tm,]|o*. (2.8)
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Fazendo m = N,(t), usando |N,(t) — [tm,]| < rt2, juntamente com a desigualdade triangular
temos que |N,(t) — [tm,] + 1| < [No(t) — [tm]| + 1 < rtz + 1. Continuando a desenvolver a
desigualdade (2.8)

N

(rt2 + 1)K + 3(rt? + 1)rt2o? <
(rtz + DK + 3(rtz + 1)(rtz + 1)o* <

(rtz + 1)K + 3(rtz + 1)20*,

Assim,

(rtz + 1)K + 3(rtz 4+ 1)%0*
edt2m?

P(ID/| > €) < B(IN, () — [tm,]] < rt4) + PN, (1) — [tm.]] > rt?)
Pelo Teorema 2.6, temos que, dado € > 0, 3, com probabilidade 1, ¢, € N tal que |N,(t) —
[tm,]| < et, Vt > 1.
Entdo, fazendo r = €t?, temos que, com probabilidade zero, |N,(t) — [tme]| > rtz, Yt > 1.
E consequentemente, com probabilidade 1, | N, (t) — [tm,]| < rtz, Vt > t.
Assim P(|Dy| > ¢) — 0 quando t — . O
A seguir, apresentamos um exemplo envolvendo a disposicao entre vogais e consoantes em
um texto no idioma russo.

Exemplo 2.5. (Guttorp 1995, pagina 64). Consideremos um texto russo com 20000 caracteres.
Neste texto é analizado cada caracter (vogal ou consoante) e o caracter subsequente (vogal ou
consoante). Os dados sdo apresentados a seguir:

Proxima é vogal | Proxima é consoante | Total

Vogal 1106 7532 8638
Consoante 7533 3829 11362
Total 8639 11361 20000

Defina

¥ 0, seat—ésima letra é vogal;
t — st .
1, se a t—ésima letra é consoante.

Logo a matriz de transicao ¢ dada por

D — ( 2200 2201 > 7
P10 P11

no qual
4o 7533
=10 1999 663,
o= " 11361~
oty 7532
o 1992 g79.
Por =5 " T %639~

P =1—po=0,337.
Poo = 1 — po1 = 0, 128.
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Capitulo 3

Modelo de Mistura de Distribuicoes
Independente

Supor que um conjunto de dados amostrais ¢ proveniente de uma tnica populacao, gera em
muitos casos, superdispersao, ou seja, ocorre uma grande disparidade entre a variancia teorica
(calculada a partir do modelo) e a variancia amostral (calculada a partir da sequéncia amostral).
Pressupor a existéncia de subpopulacoes dentro de uma populagao geral, pode minimizar tal
disparidade e é ai que reside a principal motivacao no uso dos Modelos de Mistura de Dis-
tribuicoes. A seguir, apresentaremos um breve histérico, obtido a partir de um levantamento
bibliografico feito no decorrer deste trabalho.

Segundo McLachlan e Peel (2000, pagina 35), a historia dos modelos de mistura finita
remonta a mais de um século com Pearson (1894), cujos modelos sdo baseados em uma mistura
de duas compontentes normais univariadas. A possibilidade de estabelecer um modelo a partir
de distribui¢oes componentes, foi apresentada de forma implicita nos trabalhos de Quetelet
(1846, 1852) e mencionado de forma explicita por Galton (1869); veja também Stigler (1986,
capitulo 10).

Uma abordagem interessante com relagao a primeira referéncia a mistura de populagoes
pode ser obtida, com maiores detalhes, em Billard (1997), segundo a qual uma das teorias de
Falkner (1892) baseava-se na variacao dos precos de determinados produtos ou servigos que
ocorria durante o ano. Para isto, considerava-se discriminadamente os gastos médios de uma
populacao em determinados produtos ou servigos, somando-se estas médias, estabelecia-se o
total de gastos, ao qual era atribuido 100% e consequente, a média de gastos para cada um
dos produtos ou servicos era escrito como um percentual deste valor. Isto é, estabelecia-se
qual o nivel de participacao de um determinado gasto no todo. Acompanhava-se a variacao
destes gastos percentuais durante um ano e calculava-se o aumento ou diminuicao do valor
total. Calculo este que forneceu a base para o que chamamos hoje de Indice de Precos ao
Consumidor.

Falkner baseava-se no calculo separado, a partir da variacao de precos de produtos ou
servigos, de diversas médias (média entre o maior e menor valor, média de pregos diarios, mé-
dia dos precos na abertura de cada trimestre,...) porém, nao considerava a diferenca entre o
poder aquisitivo de cada individuo. Holmes (1892), considerou que a simples comparacao entre
médias de preco de produtos ou servicos era inadequada, uma vez que deveria ser considerada
a disparidade de riqueza entre as pessoas, introduzindo assim o Conceito de Mistura de Popu-
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lacoes. Ou seja, a populacao era subdividida de acordo com o padrao de vida dos individuos e
calculava-se esse indice anual separadamente.

Este capitulo, ird formalizar conceitos com relagao a um dos casos de modelos de mistura
finita, o Modelo de Mistura de Distribuicoes Independente, e a estimacao de seus parametros,
através da maximizacao da funcao de verossimilhanca.

Definicoes e Notagoes.

O Modelo de Mistura de Distribui¢oes Independente, segundo Zuchini e Macdonald (2009,
pagina 6), consiste de um numero finito m de distribui¢bes componentes associando-se para
cada uma dessas distribuicoes um valor 0 < §; < 1, 1 <7 < m, denominadas as probabilidades
de mistura, restritas & condigdo > " 0; = 1. A seguir, apresentamos a defini¢do formal dos
modelos de mistura de distribui¢ao independente.

Defini¢ao 3.1. Sejam Y7, --- Y, variaveis aleatorias independentes, todas continuas (ou dis-
cretas), definidas no mesmo espaco de probabilidade (€, A, P), com respectivas fungdes densi-
dade (ou massa) de probabilidade, fi(z),---, fm(z) associadas a respectivas probabilidades de
mistura: 0 < ¢; <1, i=1,--- ,m. Sob a condi¢do > |"d; = 1. A variavel aleatoria X satisfaz
o Modelo de Mistura de Distribuigoes Independente se sua fungao densidade (ou massa) de
probabilidade satisfaz a equacao:

fx(x) = Z 8ifi(x), (3.1)

em que m é o numero de distribuicoes envolvidas.

Na Proposicao 3.1 a seguir, verificamos que o modelo de distribuicao independente satisfaz
as propriedades de uma funcao de densidade (ou massa) de probabilidade.

Proposicao 3.1. O Modelo de Mistura de Distribuicoes Independente, ver Definicao 3.1, sa-
tisfaz as condi¢bes para uma func¢do densidade (ou massa) de probabilidade.

Demonstracao. Sejam Yi,---,Y,, variaveis aleatorias com funcao densidade (ou massa) de
probabilidade f;(+), com suporte A;, parai = 1,--- ;m, e X uma variavel aleatoria com funcao
densidade (ou massa) de probabilidade satisfazendo a equagao 3.1. Entao o suporte de fx(:) é
dado por A = U" | A;. Considerando Y7, ---,Y,, varidveis aleatorias discretas temos que:
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€A rcA i=1
= > 0h@) A+ -+ ) Snfu(@)
€A TEAmM

Considerando Y7, - - - ,Y,, variaveis aleatorias continuas temos que:

/Afx(x)dm = Agéifi(a:)dw

_ g/Aéifi(x)dx
_ Aélfl(x)dx+---—I—/ACSmfm(x)dx

= filz)dz + -+ 0, fm(z)dx
Ay

Am

+ o1 / filz)dz + -+ o fm(z)dx
A-Ay

A_ A77L

J/

-~

0
S R S

Além disso fx(-), dada pela equagao 3.1, é definida como a combinagdo linear de fungao
densidade (ou massa) de probabilidade f;(-), com coeficientes lineares 0 < ¢; < 1,para i =
L,---,m. Entdo fx(-) > 0. Portanto fx(-) satisfaz as propriedades de func¢do densidade de
probabilidade ou fungao massa de probabilidade. O
Observacao 3.1. Caso Yi, - ,Y,, sejam varidveis aleatorias discretas, temos que:

fx(@)=P(X =2) =) P(X =z|C =i)P(C =),

i=1

em que

1, com probabilidade 61 =1 — >, &;;
2, com probabilidade 0y =1 — &, — > "5 &

m, com probabilidade §,, = 1 — Z:Sl 5;.
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A Proposicao 3.2 a seguir apresenta o valor esperado de uma variével aleatoria X que segue
o Modelo de Mistura de Distribui¢coes Independente, ver Definicao 3.1.

Proposicao 3.2. Seja X uma variavel aleatoria que segue o Modelo de Mistura de Distribuicoes
Independente, ver Definicao 3.1, entao o valor esperado de X ¢é dado por:

m

E(X) =) &E(Y)), (3.2)

=1

no qual Yi,--- Y, sao variaveis aleatorias independentes.

Demonstragao. Seja Yi,---,Y,, satisfazendo a Definigao 3.1 e suponha que E|Y;| < oo,
para todo i = 1,--- ,m. Seja f;(-) a funcdo massa de probabilidade ou fun¢ao densidade de
probabilidade da variavel aleatoria Y;, com suporte A;, para cada i = 1,--- ;m. Entao fx(zx)
tem suporte A = ;" A;.

Se Yy, .-+ ,Y,, sao variaveis aleatorias discretas, entao

E(X) =Y afx(z) = Y abifi(x) 4+ Y 26 fm(z)

€A z€EA z€EA
= 0 ) wfi@) O ) afm(e
TC€A TEA,

= HEY))+ 4+ 0,E(Y)
=1

Se Yi,---,Y,, sao variaveis aleatorias continuas, entao,
E(X) = /Axfx(x)dx = / xi&fz(x)da:
= Za / o fi(x
_ 51/Axf1(:c)d:c T 5m/A:cfm(:c)d:c

= 51/Alel(x)dx+---—|—5m/Amxfm(x)dx
+ 6 /AA1 :Efl(x)dx—i—---—kém/AAm xfm(x)de

~
0

= Xm: §E(Y;
=1
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Observacao 3.2. Denotaremos N* = {1,2,3,4,5,--- }.

A Proposicao 3.3 a seguir, apresenta o k-ésimo momento de uma variavel aleatoria que segue
o Modelo de Mistura de Distribui¢coes Independente, ver Definicao 3.1.

Proposicao 3.3. Seja X uma variavel aleatoria que segue o Modelo de Mistura de Distribuicoes
Independente, ver Defini¢ao 3.1.Suponha E|Y}| < oo, onde k € N* fixo. Entao

m

E(X*) =Y 6B

=1

Demonstracao. Segue a demonstracao da Proposicio 3.2 substituindo X por X*. U

Proposicao 3.4. Seja X uma Varidvel Aleatoria que segue o Modelo de Mistura de Dis-
tribuicoes Independente, ver Definicao 3.1, entao a variancia de X é dada por:

m m—1 m
Var(X) =Y 6Var(Y))+ > > §,0(EY; — EY;)?, (3.3)
i=1 J=1 i=j+1

onde m > 2

Demonstracao. Prova por inducao em m. Primeiramente vamos verificar que a expressao
(3.3) vale para m = 2. Pelas Proposi¢oes 3.1 e 3.3, temos que:

Var(X) = 6E(Y?) + 6E(YD) = [H1E(Y) + 6:E(Ys)]”
= 51E(Y12)+52E(Y22)—52E2(Y1)—25152 (Y1) E(Yz) — 63 E%(Y2)
= §GE(Y?) + &HE(YY) — 6101 E* (Y1) — 2010, E (Y1) E(Yz) — 826, E2(Y3)
= OEY?) + 6E(Y]) = 01(1 = 6) E* (V1) — 2610, E(Y1) E(Ya) — 62(1 — 01) E*(Y2)
= OB(YY) +6E(Y]) — 0 E* (Y1) + 010 5%(Y1) — 2010, (Y1) B(Y>)

—6,E%(Ys) + 620, E*(Y3)

= 51 (B(Y?) — B* (V1)) + 62( E(Y5) — E*(Y2)) 4 6162(E* (Y1)
—2E(Y1)E(Ys) + E*(Y3))

= 6 Var(Y1) + 0,Var(Ys) + 616:(E(Y1) — E(Y2))?.

Suponhamos que a igualdade é valida para algum m = k, k € N. Isto é, suponha que existe
um k, natural, tal que para toda variavel aleatoria X que segue um modelo de mistura de

distribuicoes a £ componentes vale

k k—1 k
Var(X) =Y 6Var(Y) + ) > 6;6(EY; — EY;)%.
=1

j=1 i=j+1

Suponha agora que X seja uma varidvel aleatéria que segue um Modelo de Mistura de
Distribuicoes Independente a k + 1 componentes. Devemos mostrar que
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k+1 k+1

k
Var(X) =Y 6Var(Y;)+ > Y 8;6,(EY; — EY;)”.

=1 i=j+1

Pelas Proposicoes 3.1 e 3.3 temos que

k+1 k+1 2
Var(X) =) 6EY - (Z 5Z-EYZ-> .
=1 =1

Entao

k k 2
Var(z) = 0 BY2, + > 6EY? — (6k+1EYk+1 +) @E}g—)
=1 =1

Desenvolvendo o quadrado da soma e usando o fato Zf:ll d; = 1 temos

k k k 2
Var(X) = 6 BY2, + Y 0GEY? = 68, By — 2051 Bt Y GEY; — (Z 5ZEYZ-)
=1

i=1 i=1

k k 2
= o BYZ, = Opn(L— 01—+ — 0) E*Yin + Y GEY? — (Z 5Z-EY,»>
i=1 i=1
—2010, 1 EY1EY) 1 — 200051 EYoEY i1 — - -+ — 2000, 1 EY EY 1.
Consequentemente

k k 2
Var(X) = 6en BV — 0pn XY + ) GEY] — (Z 6ZEYZ->
=1 =1
+010311 E*Yier1 + 620k 1 E* Y1 + 030541 E*Yip1 + - + 030511 E* Vi
—2010k 11 EY1EY) 11 — 2020511 EYo EY)py — - — 2030311 EY EY 41

Colocando 011 em evidéncia nas duas primeiras parcelas

k k 2
Var(X) = SpaVarYeo + Y GEY? — (Z 51-EYZ»>
=1

=1
+515k+1E2Yk+1 + 525k+1E2Yk+1 + 535k+1E2Yk:+1 + e+ 5k5k+1E2Yk+1
—2010k41 EY1 EY )11 — 209051 EYo EY ) — -+ - — 203051 EY, By 1.

28



Somando e subtraindo o valor dg44

k—1
Var(X) = dp1VarYe + Z SEY? + (0p + 631 EY2 — 011 EY}?

i=1

k—1 2
- (Z S EY; + (0 + Opy1)EY), — (5k+1EYk)

=1
+010511 E*Yier1 + 090k 11 E* Y1 + 030541 E*Yip1 + - + 030511 E* Vit
—2010k 1 EY1EY )1 — 2000341 EY2 Yy — - -+ — 2030341 Y, EY .

Desenvolvendo o quadrado da soma

k-1
VCLT(X) = 6k+1VarYk+1 + Z 51EY;2 + (619 + 6k+1)EYk2 - 5k+1EYk2

i=1

k—1 2 k—1
_ (Z 6 EY; + (0 + 5k+1)EYk> +2 (Z SEY; + (6 + 5,€+1)EY,€> 01 EYy,

=1 i=1
—0p 1 E*Yy + 810541 E* Y1 + 020511 E* Yyt + 030511 E* Y1 + -+ - 4 050k 11 E* Y
—2010p1 EY1EY)o 1 — 2000341 EY2 EY) oy — - -+ — 203031 EY, EY )y

Usando a hipoétese de indugao em

k-1 k—1 2
> GEY? 4 (0 + 0k EYY — (Z G EY; + (8 + 5k+1)EYk> ,
i=1 1=1

temos

k—1
Var(X) = SeaVarYeo + Y 6VarYi + (5 + 6p1)VarYy, — 6 EYY

=1

k-2 k-1 k—1
+D 03 50:(BY; = BY;)? + > 8:(6k + Gk41) (EY; — EY;)?

j=1 i=j+1 i=1
+010541 B Y1 + 020311 E*Yis1 + 03051 E* Y1 + -+ + 0401 B> Yo
26,6041 EYi EYjo1 — 262051 EYaEYsy — -+« — 2658001 EY2 EYjory

k—1
+2 <Z 8 EY; + 6,.EY; + 5k+1EYk> Op1 EYy — 02, B*Yy.

=1
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A seguir, completaremos quadrados e faremos algumas operagoes convenientes

k+1
Var(X) = Y &VarY; + dpaVarYy — 0 EYY

=1

k—2 k—1 k—1
+3° 3 §,6:(EY; — EY;) +Z(55kEY EY;)?
Jj=11i=j+1

k—1

+ 3 50kt (BY; — EY;)? + (510511 Vi1 + 02051 E*Yipr + - + 0051 BV

=1

—2010p- 1 EY1EY)p1 — 200031 EYo EY) oy — - -+ — 2030341 EY, EY) 4
+51(Sk+1E2Y1 + 62(5k+1E2Y'2 +---+ 5k5k+1E2Yk)
—010k 1 E?Y) — 02031 E*Yy — -+ — 8031 E*Yy

k—1
+2 (Z 5;EY; + 6,.EY; + 5k+1EYk> Op1 EYy — 07 BV,

=1

Expandindo a ultima parcela. Terminando o completamento de quadrados. Usando

S

-1 k—1 k— k
0;0{(EY; — EY;)” + ) 6:04(EY; — EY})? :ZZ (EY; — EY;)?

1 =1

-2

B

1 i=j

.
Il
I

e VarY), = EY? — E?Y}, segue que

k+1
Var(X) = ) _&iVarY; + 6,1 EY; — 6,1 EYy — 6,1 EYY

=1

k—1
+ Z Z 5;0,(EY; — EY;)? Z 0641 (EY; — EYi1)* + ) 6ibps1 (BY; — EY;)?
Jj=11i=75+1 i=1 i=1

—010k41 E7Yy — -+ — 01061 E*Y)1 — 00k E?Y,
+2810k 41 EVIEY), + + -+ + 2041041 EY3_1 EY), + 2036311 E?Y),

Novamente completando quadrados. Usando

k-1 k k—1 k+1
Z Z {(EY; — EY)) +Z§5k+1 (EY; = EYi1)* = > Y 6;0(EY; — EY;)
j=1 i=1 j=1i=j+1

e reduzindo os termos semelhantes temos que
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k+1 k—1 k+1

Var(z) = ZéVarY—l—Z Z §;0;( EY; — EY;)?

7=11i=354+1
k—1

+> 0041 (BY; — EVi)? + 046401 E*Yy — 6141 EY + 674, E*Y
=1

—(610k 1 E*Y1 4 - + G103 11 BV

—2010p 1 EY1EY), — -+ = 20,101 EY, 1 EY,

F0100 1 B2V + -+ 01031 B2YR)

+6168 1 E*Yy + - + S 10811 B Y.

Sendo assim

k+1 k—1 k+1
Var(X) = Za VarYi+ Y Y §,0(EY; — BY))? = 651 E?Y;,
Jj=1i=j+1
k—1

+ > 0ibk1 (EY; — EY3)? + 0u0p1 E*Y3 + 074, B2Y,
=1
k—1 k—1

= 561 (BY; — EVi)* + > 66141 E*Y;.
=1 =1

Colocando 9,1 em evidéncia nas parcelas que ndo sao acompanhadas por somatorio e
k—1
usando > " 01 =1 — py1 — 6

k+1 k—1 k+1
Var(X Z(SVarYJrZZéé (EY; — EY;)?
J=1li=j+1

—5k+1(1 — O — O 1) E?Yy 4 631 (1 — 6 — Opy1) E2Ys.

E entao
k+1 k—1 k+1
Var(X ZéVarY+ZZ§5 EY; — EY;)*.
Jj=11i=j+1

O

Como proximo passo, estamos interessados em estimar os parametros das distribuicoes das
varidveis aleatorias Y7, ---,Y,, e as probabilidades de mistura 01, --- ,d,,. Para isso, definimos
a funcao de verossimilhan¢a dos Modelos de Mistura de Distribuicoes Independente.

Definigao 3.2. Sejam « = (71, ,z,) uma sequéncia de observacoes de tamanho n. Seja
X uma variavel aleatoria com fungio densidade (ou massa) de probabilidade fx(x) seguindo o
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Modelo de Mistura de Distribuicoes Independente, ver Definicao 3.1, com @ € ©, onde © é o
espaco paramétrico. A funcao de verossimilhanca correspondente & sequéncia de observagoes é
dada por:

L(6,6,x) ﬁi&fl (xj,6:), (3.4)

7j=1 =1
em que 8 = (01, ---,0,,) é o vetor de parametros das distribui¢bes componentes e § =
(01, ,0m) € o vetor formado pelas probabilidades de mistura.

A seguir apresentamos um exemplo da funcao de verossimilhanca do Modelo de Misturas
de Distribuicoes Independente, ver Definicao 3.1, no qual as varidveis aleatorias possuem dis-
tribuicoes Poisson.

Exemplo 3.1. Seja Yy, - - -, Y, variaveis aleatorias independentes, em que Y; possui distribuicao
de Poisson com parametro );, para cada i = 1,--- ,m. A funcao de verossimilhanca de uma
variavel aleatoria X que segue o Modelo de Mistura de Distribuicoes Independente, ver Definicao
3.1, é dado por:

L(A, 6, ) _ﬁiaﬂ e

7j=1 =1
Considerando m = 1, temos que §; = 1 e que pi(z) = Afe _Al . Sendo assim:
n Afief)q
L()‘h X) = Hl le
Considerando m = 2, temos que d, = 1 — 91, e p1(x) = Aufzh, e que pa(x) = ’\JQLZ—TAQ Sendo
assim:
n )\Ez'e—)q >\$z —A2
L(A1, A2, 61,%) = [ [ (6 +(1-6)2—).

i=1
Definigao 3.3. O estimador de maxima verossimilhanga do vetor de parametros (6,4) ¢ o
vetor (0,90) que maximiza a fun¢do de verossimilhanca L(8,d, ) ou o logaritmo da func¢ao de
verossimilhanga, denotado por £(0,9,x) = log(L(8,4d,x)).

E possivel, para casos simples, escrever um codigo em R para calcular e maximizar a funcdo
de verossimilhan¢a de uma distribuigdo de mistura. No exemplo a seguir (ver Zucchini e
MacDonald 2009, p. 12) utilizamos o codigo MMIX da se¢ao A.1. Observe que o MMIX,
otimiza a funcao log L, porém sabemos que otimizar L é o mesmo que otimizar log L.

Exemplo 3.2. Considere um modelo de mistura de m distribuicoes independentes do tipo
Poisson, com respectivas médias A, --- ,\,,. Nossa sequéncia de observagoes, de tamanho
n = 107 serd baseada no registro dos tremores de terra de magnitude maior ou igual a sete
(7.0), no mundo, que ocorreram entre 1900-2006. Os dados sao apresentados no Apéndice A.2
na pagina 56. Vamos considerar um Modelo de Mistura de Distribuicoes Independente com
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m distribuicoes em que as variaveis aleatorias Y7,---,Y,, possuem distribuicao Poisson com
parametro A, para j = 1,--- ,m respectivamente.

A seguir a Tabela 3.1 contendo as estimativas obtidas a partir da maximizacao da fungao
de verossimilhanca com o programa MMIX utilizando o software R.

Modelo | p | ¢ 0; A —log L | Média | Variancia AIC BIC
m=1 |1]1 1 19,364 | 391,918 | 19,364 19,364 | 785,837 | 788,510
m=2 110,676 | 15,777 | 360,369 | 19,364 | 46,182 | 726,738 | 734,756
210,324 | 26,34
m=3 |5|1]0,278 | 12,736 | 356,848 | 19,364 | 51,169 | 723,697 | 737,061
210,593 | 19,785
3] 0,13 | 31,629
m=4 | 7/[1/0,093 | 10,584 | 356,733 | 19,364 | 51,638 | 727,467 | 746,177
210,354 | 15,528
310,437 | 20,969
410,116 | 32,079
Amostra 19,364 | 51,573

Tabela 3.1: Resultados obtidos para os modelos de mistura de distribuicoes independentes
para a amostra de tremores de terra. O ntmero de distribuicoes componentes consideradas é
m € {1,---,4}, p representa o numero de parametros a serem estimados, J;, para¢ =1,--- ,m,
as probabilidades de mistura e \; o parametro da distribui¢cao Poisson, para cadat=1,--- ,m.
Nas duas ultimas colunas apresentamos os valores dos critérios de selegao de modelos AIC e
BIC (ver Observagao 3.3 a seguir).

Observacao 3.3. Os Critérios de Selecao de Modelos satisfazem as seguintes equacoes

AIC = —2log L 4+ 2p

BIC = —2log L + plogT,

no qual p é o nimero de parametros a serem estimados, L(60,d, ) é a funcao de verossimilhanga
do modelo e T' é o niimero de observacoes. O modelo a ser selecionado, dito “melhor modelo”, é
o que possui menor AIC e BIC. Neste exemplo nao é possivel determiné-lo, utilizando os dois
critérios em conjunto, pois o menor AIC ocorre para m = 3 e o menor BIC ocorre para m = 2.
O que podemos fazer é escolher o critério de selecao mais adequado. Quando uma sequéncia de
dados amostrais apresentar mais de 100 observacoes o critério mais adequado é o BIC. Neste
caso estamos trabalhando com 107 observacoes, ver tabela A.1 na pagina 56. Assim iremos
selecionar o modelo de distribuicao indepente do tipo Poisson que utiliza 2 componentes.

A Figura 3.1 a seguir apresenta os graficos da fungao densidade de probabilidade de cada modelo
comparado ao histograma dos dados amostrais, m € {1, 2, 3,4}.
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Figura 3.1: Histograma da amostra de tremores de terra e suas respectivas fun¢oes densidades
de probabilidades dos modelos de mistura de distribui¢oes independente (ver Defini¢do 3.1).

(a) m=1; (b) m=2; (¢) m=3; (d) m = 4.

Zucchini e MacDonald (2009) observa que nao é considerado aqui, dependéncia entre os
dados amostrais. Assunto que serd detalhado no capitulo a seguir.
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Capitulo 4

Modelos Ocultos de Markov

No capitulo anterior utilizamos o Modelo de Mistura de Distribuicoes Independente para
modelagem dos dados “ntimero de tremores de terra com magnitude maiores ou iguais a 7
ocorridos entre os anos de 1900 e 20067, ver Apéndice A.2. Porém, como mostra o grafico
a seguir, estes dados sao correlacionados. O que nos sugere o uso de um modelo de mistura
dependente. Neste capitulo abordaremos um destes modelos: o Modelo Oculto de Markov.

Series x
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Figura 4.1: Série de tremores de terra: funcao de autocorrelacao amostral.

Este tipo de modelagem de dados pressupoe um processo gerador, markoviano, o qual esta
oculto do observador. Isto é, supoe-se que a sequéncia de observagoes fornecida é gerada por
um processo markoviano nao observavel (oculto). Para fixar esta ideia veja o exemplo a seguir.
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Exemplo 4.1. (Rabiner, 1989). Suponha que vocé estid em uma sala onde uma cortina o
impede de enxergar o que ocorre. Do outro lado da cortina ocorre o lancamento de uma ou
mais moedas. A pessoa responsavel por tal experimento nao contara a vocé o que exatamente
ocorre. Ou seja, ¢ feito um experimento oculto de lancamento de moedas. Suponha ainda
que lhe é fornecida uma sequéncia de caras e coroas: KKKCCKCCC--- KKCC, em que C
representa cara e K coroa.

Uma das formas de modelarmos esta situacao é considerar que ocorre o lancamento de uma
tinica moeda viciada. Neste caso se a probabilidade de ocorrer cara é dada por P(C'), temos o
seguinte diagrama para o processo markoviano gerador da sequéncia de observagoes.

PN

P(C) 1-B(C)

Note que o processo acima nao possui memoria. O que o caracteriza como um processo
markoviano degenerado, ou seja, o processo markoviano no qual o estado atual independe dos
outros estados.

A seguir, a formalizagao do Modelo Oculto de Markov.

Considerando (Z;)ien+ a sequéncia de dados amostrais, (X;)en+ uma Cadeia de Markov
a tempo discreto, estabelecemos a seguinte definigdo para o Modelo Oculto de Markov (ver
Zucchini e MacDonald, 2009).

Definicao 4.1. Um Modelo Oculto de Markov (Z;)ien+ satisfaz as seguintes equagoes

P(X, | X*Y) = P(X,| X;_1) (4.1)

P<Zt|Z(t71)7X(t)> = ]P)(Zt|Xt)7 (42)

em que t € N*, com ZW ={Z,--- , Z,} e X = {X,,---, X;} as historias do tempo 1 até o
tempo t.

Note que, quando (X;)en+ € conhecido, a distribuicao de (Z;);en+ depende somente do estado
atual X; e nao depende dos estados anteriores. Esta relacao pode ser representada através do
seguinte diagrama.
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Se a Cadeia de Markov (X;)ien+ possui um espago de estados S finito com m estados,
(Zt)ten+ € um Modelo Oculto de Markov com m estados. Neste trabalho consideramos espago
de estados finitos.

Notacao
Considerando um conjunto de observacoes discretas nos denotaremos, parax € {1,2,--- ,m},

fo(2) =P(Z, = 2| Xy = 2)

Isto é, f.(z) é a funcao densidade (ou massa) de probabilidade de X; se a Cadeia de Markov
estd no estado x no tempo t.

Na Secao 4.1 a seguir apresentamos as distribui¢coes marginais dos Modelos Ocultos de
Markov.

4.1 Distribuicoes Marginais

Nesta secao estamos interessados em encontrar as distribuigoes marginais do Modelo de
Markov Oculto (Z;)ien+- Vamos primeiramente, verificar para o caso univariado.

Observagao 4.1. Os valores (Z;)ien+ sd0 obtidos através da sequéncia de observacoes. Isto é
se o t—ésimo dado observado é z entao Z; = z.

Caso Univariado

Seja (X;)ien+ uma Cadeia de Markov com espago de estados S = {1,--- ,;m}, em que z €
{21, -+, 2} representa a sequéncia de observagoes fornecida. Defina u,(t) = P(X; = z) para
t=1,---,T, a x—ésima coordenada do vetor u(t) = (P(X; = 1),P(X; =2),--- ,P(X; = m)),
considere (X;)ien+ uma Cadeia de Markov com distribuicao inicial w(1) = (ui(1),- -+ ,un(1)) e
(Zt)ten um Modelo Oculto de Markov. Assim

m m

P(Zy=z2)=Y P(X;=a)P(Z =2|X, =2) =Y u,(t) f(2), (4.3)

x=1 =1

emquer e N 1<z <mezelR
A expressao (4.3) pode ser convenientemente reescrita na notac¢ao matricial
B(Z, = 2) = (w(t), -, um(t)) - | = w1,
0 fm(2) 1
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Utilizando a equacgdo u(t) = u(1)P""! da pagina 7 temos que
P(Z = z) = u(1)P"'D(2)1’

em que
D(z) = . (4.4)

A equacao se mantém para uma cadeia homogénea, e se além disso, a cadeia for estacionaria
temos

P(Z, = 2) =0D(2)1’

em que 9 ¢ a distribuicdo inicial, estacionéria, da Cadeia de Markov (X;);en+-
Caso Bivariado

Agora estabeleceremos uma expressao para a distribuicao marginal bivariada. Aqui também
consideraremos apenas o caso discreto.

P(Xe=24, Xork =Ttik, Zt =21, Zt1k = Zt4k)
= P(X0)P( Xk = 2| Xi = 2)P(Z; = 20| Xon = Toire, Xo = 1)
XP(Zy1r = ziak| Ze = 20, Xk = Toape, Xy = T4)
= P(Xy = 2)P(Xpyr = 2ok | Xy = 20)P(Zs = 2| Xy = 2)P(Ziih = 20| X = Tegw),  (4.5)

no qual a equacdo (4.5) vale pela Definigao 4.1. Assim

P(Zt:Z7 Zt+k:U) = ZZMXt =x,0y = 2, Xesk = Y, Lyy = U)

=1 y—l

= ZZP (Xi = 2)P(Z; = 2| X, = 2)
==l P(Xix = y| X = 2)P(Z41 = 0| Xpyr = v)

= > Z uy (t) fo (2)p, £y (0),

r=1 y=1

em que x,y € N1 < z,y <me z,v e R. Escrevendo a soma anterior como um produto de
matrizes temos

P(Z, = 2z, Zyox = v) = u(t)D(2)P*D(v)1, (4.6)

no qual D(z) ¢ dado na equagao (4.4) e P ¢ a matriz de transicdo da Cadeia de Markov

(Xt)rens
Se a Cadeia de Markov é estaciondria, a equacao (4.6) acima reduz-se a

P(Z, = 2, Zix = v) = D (2)P*D(v)1
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em que § é a distribuigdo estacionaria e inicial da Cadeia de Markov (X;)sens.
A seguir a expressao geral.

Expressao Geral para a Distribuicao Marginal

Dados {20, 21, 22, - - , 2} pertencentes ao Modelo oculto de Markov e
{o, 1,29, -, x1} pertencentes ao espago de estados da Cadeia de Markov (X;);en+, podemos
encontrar a expressao geral para distribuicao marginal, de dimensao n+1 com n € N* qualquer,

da seguite forma

P(Zt = 20, Zt+t1 = 21,

o Dty ety = %K) = E P(Xy = 0, Xeyty = 21,
z0, -, T ES
Xt+t1+---+tk =Ty, Lt = 2o, 7Zt+t1+---+tk = Zk)
= E P(Xt = xO)]P)(Xtthl = $1’Xt = l’g) cee
To, e,k ES

P<Xt+t1+---+tk = xk’Xt+t1+---+tk71 = xkfl) T

P(Zy = 20| Xy = 20) -+ - P(Zpyty gt = 20l Xty v, = )

= Z uxoptmloxlpétl?le o .pgfkkflwkfx(] (’ZO) T ka (Zk)

0, ,TEES
= Z uxofl‘o (Zo)p?wl fﬂﬁl (Zl)pthle te 'pii_la:kka (Zk)
o, ,LEES

= uD(z)P"D(z) - P*D(z)

Se a Cadeia de Markov é estaciondaria, a expressao geral para a distribuicdo marginal se
reduz a

P(Z = 20, Ziyt, = 21, Zivtr bty = %) = 0D (20) P D(21) - - - P*D (),

em que 4 é a distribuigao estacionaria e inicial da Cadeia de Markov (X;)ens.
Na Secao 4.2 a seguir, apresentamos o método de estimacao de maxima verossimilhanca
para os Modelos Ocultos de Markov.

4.2 Estimadores de Maxima Verossimilhanca

Nesta secao apresentamos os estimadores de méaxima verossimilhanca para os modelos ocul-
tos de Markov baseado em uma amostra de observacoes consecutivas (zy,--- , zr) de tamanho
T. Inicialmente apresentamos um exemplo (ver Zucchini e MacDonald (2009, p. 35)).
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Exemplo 4.2. Modelo Oculto de Markov Bernoulli a dois estados.
Considere um modelo Modelo Oculto de Markov Bernoulli a dois estados, com matriz de

transicao
-(11)

e espaco de estados S = {0,1} em que a distribui¢do estacionaria é dada por § = %(1,2) e
distribuicoes de estado dependente dada por

NN
W OO | =

P(Zt:Z|Xt:1) = =, ZES

Utilizando a Lei de Probabilidade Total e a Defini¢ao 4.1, podemos calcular P(Z; = 1, Z; =
1,Z3 = 1) como segue

P(Zy=1,Z,=1,Z5=1) = Y > Y P(Xi=2,Xo=y Xs=w,Z1=1,Z,=1,7Z3=1)
=1 y=1 w=1

2 2 2
= D ) D PXi=2)P(Xo=y| X1 =2)P(Xz=w|X,=y)
L=l e=l P2, =1 X =2)P(Zy =1 Xy =y)P(Z5=1|X3=k)

2

= 3 Gepappnfe () f, (1) fu(1).

2
z=1 y=1 w=1

A Tabela 4.1 a seguir apresenta os calculos parciais para a obtenc¢ao da probabiidade P(Z; =
1,Zy=1,73=1).

21y w0 | Pay | Py | o) | f,(3) | fu(1) | Produto
B
B e R
e e e e S R
T B L E—
T
e S
212125 1| 3% 1 1 1 s

Soma%

Tabela 4.1: Célculos dos valores P(X; =2, Xo =y, Xs=w,Z, =1,Zy=1,Z3 = 1), em que
z,y,w € {1,2}.
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Pela Tabela acima é visto que P(Z, = 1,2, =1,Z3=1) = %. E possivel notar ainda que o
maior elemento da tltima coluna é %.
Um Modelo Oculto de Markov nao é um Processo de Markov

Um Modelo Oculto Markov nao satisfaz, em geral, a propriedade de Markov. Apresentamos
um caso em que falha esta propriedade utilizando o Exemplo 4.2. Neste caso, sabemos que
P(Zy=1,Z,=1,Z3=1) = %. Usando a Lei de Probabilidade Total, com o auxilio da tabela

fornecida neste exemplo, podemos calcular o seguinte.

P(Zy=1) = 22:1@(22 = 1|X, = 2)P(X, = z)

r=1

2
11 2 5
— (D)6, = ==+ 12 = 2.
;f() 23376

Usando novamente a Lei de Probabilidade Total,

2 2
P(Zy=1Zy=1) = Y > P(X1=2,Xo=y,21=1,7Z,=1)

=1 y=1

= D ) P(Xy = 2)P(Xy = y|Xy = 2)P(Z = 1|21 = )P(Z, = 1| X5 = )

rz=1 y=1
2 2
=1 y=1
T |y |0z | Py | fo(1)| fy(1) | Produto
11111 T I T 1
e e  E—
212 3% 1 1 1 o1
Soma ;—Z
Assim,
17
P(Zi=1,Z1=1)= —.
< 1 s L1 ) 24
Analogamente,
17
P(22:1,Z3:1):ﬂ
Entao
P(Zy=1,Z,=1,Z,=1) 2 29
P(Zs=1|Z,=1,Z1=1) = . ’ — 48— =
(Zs =112, 1=1) P(Zy, =1,2; = 1) T34
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P(Zy=1,7Zs=1) i 17
P(Zy = 1) 520

Uma vez que 2 = P(Z3 = 1|1Z, = 1,2, = 1) # P(Z3 = 1|Z, = 1) = I, a propriedade
markoviana nao é satisfeita. A seguir apresentaremos a funcao de verossimilhanca para os
Modelos Ocultos de Markov.

Considere um Modelo Oculto de Markov com distribui¢ao inicial e uma sequéncia de
observacoes (z1,---,2r) € RT supostamente gerada por este modelo. Pode-se obter sua ve-
rossimilhanca a partir da proposicao a seguir. Note que Ly é fungao das probabilidades de
transicao p,, pertencentes a matriz de transicdo P da Cadeia de Markov (X;);en+, com espago
de estados S = {1,--- ,m} associada ao modelo e dos parametros relativos as fun¢oes densidade

(ou massa) de probabilidade componentes do Modelo Oculto de Markov (Z;)en-

Proposigao 4.1. Seja (X;)ien+ a Cadeia de Markov, com espago de estados S = {1,--- ,m},
associada ao Modelo Oculto de Markov (Z;)ien+. O qual é gerador da seguinte sequéncia
(21, ,27) € RT. Seja § ¢ a distribuigao inicial de (X;)ien+. A fun¢ao de verossimilhanca
L7(9,0,z) é dada por

L7(8,0,2) = 8D (2,)PD(22)PD(23) - PD(2r)1,

em que 1’ é a matriz coluna com m coordenadas “iguais a um”.
Se é for a distribuicao estacionaria, entao

Demonstracdo. Seja {Z; : t € N*} um Modelo Oculto de Markov e 21,29, -+, 2zr uma
sequéncia de observacoes geradas por este modelo. Aplicando a Lei de Probabilidade Total
junto com a definicao de Modelo Oculto de Markov, temos:

P(Zy =2, Zp=2p) = Z PXy =21, -, Xp=or,Z1 =2, ,Zr = 27)
Ty, ,xr=1
= Z ]P(X1=$1)P(X2=!E2P(1=I1)'"P(XszﬂXT—lsz—ﬂ
Ty, ,xr=1
! r X P(lezlLXlzl‘l)"-P(ZT:ZTLXTZZBT)

m

= Z = Oz Pxias *° 'prferfm (Zl) U fﬂcT (ZT)

- Z = 5931 fxl (Zl)paclwzfxz (ZQ) o 'pr—ll'foT (ZT)
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fi(z1) P11 Pim

— (51 5m) X
fm(Zl) Pmi1 Pmm
fl(Zz) y45! Pim
fm(Z2) Pm1 Pmm
fi(er) 1
fulr) )\ 1

= 0D(z1)PD(z) - -PD(zr)1.

Se § for a distribuicdo estacionéaria, entao, decorrendo diretamente do fato de que 6P = 4,
temos que

]P)(Zl = 21, ,ZT = ZT) = 6PD(21)PD(ZQ)PD(ZJ) T PD(ZT>1,

O
As propriedades assintoticas para o estimador de maxima verossimilhanca de um Modelo
Oculto de Markov sdo consideradas em Baum e Petrie (1966), Leurox (1992), Bickel e Ritov
(1996) e Rydén (1994). Baum e Petrie (1996) provam resultados de consisténcia e normalidade
assintotica destes estimadores para o caso no qual o modelo assume valores em um conjunto
de estados finito. Leurox (1997) estabelece a consisténcia de forma geral. Bickel e Ritov
(1996) estabelecem a normalidade assintotica local. Rydén (1994) propde uma nova classe de
estimadores e prova a normalidade assintdtica sob certas condicoes de regularidade.

4.3 Estimacao de Maxima Verossimilhanca: maximizacao
direta

Nos vimos que a fungao de verossimilhanga de um Modelo Oculto de Markov com m com-
ponentes é dada por:

LT = ]P(Zl = 21, ,ZT = ZT) = 6D(21>PD(22) e PD(ZT)ll,

em que d é a distribuigdo estacionéria (neste caso, P(X; = z) = d,), e D(z) uma matriz
diagonal m x m onde o z—ésimo elemento da diagonal é dado por P(Z, = z|X;, = z) =
fz(2). Estaremos interessados em estimar os parametros das fungoes densidade (ou massa) de
probabilidade f,(z),z € {1,---,m} e a distribui¢ao 4.

Nos podemos calcular Ly = a1’ recursivamente por:

aq = 5D(Zl)

oy = a1 PD(z), parat=2,3,--- T
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Se assumirmos a estacionariedade, isto ¢ § = 6P, entao a relagao recursiva seré dada por:

(10:5

a; = oy 1 PD(z), parat=2,3,--- . T.

Para estimar os parametros via maximizacao direta da funcao de verossimilhanca sera
utilizada a estratégia de Zucchini and MacDonald (2009). Esta usa o escalonamento do

vetor de probabilidades ay;. Defina para cada t = 0,1--- .7, o vetor ¢, = <t em que

wt?
— m ) — /
wr =2 imy (i) = o
Primeiramente, veremos algumas consequéncias das definicoes de ¢; e w;, assumindo &
distribuicao estacionaria. Observe que

wO:Ozo]_/:(s]_,: 1

$o =10

Wiy = Wi—1¢—1 By, em que B, = PP<Zt)' (4-7)

. o . T wi
Assim, Ly = wp = [[,, o

Da equagao 4.7 segue que

/
wy = wi—1¢—1 B 1.

E entao noés concluimos que

T w
t

Ly =wr=]]
Wt—1

t=1

T T
w /
log(Lr) = Y _log (wttl) = log(¢p—1Bi1"),
t=1 -

t=1

logo, queremos estimar os parametros das fungoes densidade (ou massa) de probabilidade
fz(2),x € {1,--- ,m} e a distribuicao 9.

O célculo de log Ly, logaritmo da Verossimilhanca pode ser resumido na forma de um
algoritmo. Note que P e P(z;) sdo matrizes m X m, v e ¢ sado vetores com m coordenadas, u
é um escalar, e [ é o escalar que acumula log L. Assumindo 4, distribuicao estacionaria.

Defina

6 —¢ppe)— I, parat=1,2,---,T

¢t_1PP<Zt) — v

/

vl — u
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l+logu —1

v
— = ¢
u

Retorne

O valor log( L) requisitado sera entao dado pelo valor final de I. Veja Zucchini e MacDonald
(2009, pagina 239-252) para a implementacao deste algoritmo em codigo R.

Maximizacao sujeita a restrigoes

Considerando o caso de um modelo oculto de Markov do tipo Poisson, as restri¢coes relevantes
820:
i) As médias A, nao podem ser negativas;
ii) As linhas da matriz P somam 1 e, além disso cada uma deve ser formada por elementos p,,
tais que 0 < p,, < 1. Veja Defini¢ao 2.3 na pégina 6.

Para estimar os parametros A, e p,, utilizaremos a func¢ao “nlm” a qual baseia-se em
parametros nao limitados. Sendo assim, é necessario estabelecer as seguintes transformacoes:

n. = log(A;), para as médias e

Tey = l0g (@> , para as probabilidades de transicao.

rxr

Para ilustrar esta situagao, consideremos o caso em que x,y € {1,2,3}. Neste caso define-se,
respectivamente o vetor e a matriz seguintes:

n= (7717 n2, 773) = (log >\17 lOg )\27 log )\3)

_ P12 P13
— Ti2 T13 » 1Og P11 1Og 511

— _ b21 _ b23

T - 721 723 10g p22 10g D22

T31 T2 log B2 log -

P32
p33
. .. -~ . .o~ 3

Note que os elementos da diagonal principal nao sao colocados, pois a restricao Y . _, pyy = 1,
torna desnecessario a estimacao de trés parametros. Uma vez que estimando, por exemplo pio e
P13, podemos obter a estimativa de piy por p11 = 1 —pi2 —pi3. Ay €pay sao chamados pardmetros
do processo, enquanto 7, e 7., sao chamados pardmetros de trabalho.

Para retornar aos parametros do processo utilizaremos as seguintes relagoes:

Ay =€,
1
rr — T ~— - €
b L3, €™
e’y
p:):y

- L4320, em

O leitor interessado na obtencao do resultado acima pode consultar Aitchison (1982).
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Assim, a estimagao dos parametros pode ser feita via maximizacao numérica da funcgao
de verossimilhanca. Porém existem alguns problemas que podem ocorrer neste calculo, por
exemplo “overflow”, isto é a Verossimilhanc¢a aproxima-se de zero rapidamente. A seguir sera
discutida algumas técnicas que contornam este problema.

Iniciando Valores para as Iteragoes

E possivel estabelecer funcdes em R que estimam os parametros de um Modelo Oculto de
Markov do tipo Poisson, estacionario a m componentes, veja Zucchini and Macdonald (2009,
pagina 239-252). Nesta mesma bibliografia, na pagina 50, h4 uma se¢do que nos mostra como
deve ser a inicializacao de valores para um Modelo Oculto de Markov de 2 e 3 componentes
sobre como iniciar os valores, para dois e trés componentes, nestes algoritmos.

Primeiramente o vetor de médias A: para o caso em que m = 2, faca a média amostral dos
valores observados e estabeleca valores proximos e equidistantes para esta média. Para o caso
em que m = 3, utilize como valores iniciais o quartil inferior, a mediana e o quartil superior
dos valores observados.

J& no caso das estimativas das probabilidades de transicao p,, utilize valores comuns (por
exemplo 0.01 ou 0.05), para os valores que nao estao na diagonal principal da matriz formada
pelas probabilidades de transicdo. A seguir, mostramos como estimar os parametros de um
Modelo Oculto de Markov, estacionario a 2 e a 3 componentes.

Exemplo 4.3. Utilizaremos os dados amostrais do exemplo 3.2 na pagina 32. Na secao A.3
mostramos como utilizar as funcoes que estimam os parametros de um modelo Modelo Oculto
de Markov do tipo Poisson com duas e trés componentes.

A Tabela 4.2 a seguir apresenta os valores calculados para —logLy e dos critérios de selecao
de modelos AIC e BIC para os Modelos Ocultos de Markov e modelos de mistura de distribuicoes
independente para m € {2,3,4}. Os valores sao comparados como na Tabela 3.1.

Modelo
Mistura Independente (m
Mistura Independente (m
Mistura Independente (m

(

(

—log Ly AIC | BIC

360,369 | 726,7 | 734,8
356,8489 | 723,7 | 737,1
356,7337 | T27,5 | 746,2
342,3183 | 692,6 | 703,3
329,4603 | 676,9 | 701

Modelo Oculto de Markov
Modelo Oculto de Markov

m

O | 1| Oy W =

2)
3)
4)
2)
3)

m

Tabela 4.2: valores dos critérios de selecao de modelos AIC e BIC e de —log Ly, para m €
2,3,4, em que k é o nimero de parametros a serem estimados.

Pelos critérios de selecao de modelos AIC e BIC o melhor modelo ajustado para os dados é
o Modelo Oculto de Markov com m = 3.
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A seguir os graficos das densidades dos Modelos Ocultos de Markov junto ao histograma
das observacoes.

Histogram of x
Histogram of x

0.0
I
0.10
I

o
a8
]

Dis nzity
o4 005
D= neity
a4 a0s

ooz
ooz

000

000

(a) (b)

Figura 4.2: Dados sobre tremores de terra: histograma comparado as densidades dos Modelos
Ocultos de Markov, estacionario, do tipo Poisson. (a) m = 2; (b) m = 3.
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Capitulo 5
Aplicacao

Neste capitulo apresentaremos uma aplicacao dos modelos de Cadeia de Markov, Capitulo
2. Modelo de Mistura de Distribuicoes Independente, Capitulo 3 e o modelo oculto de Markov,
Capitulo 4. Os dados apresentados nesta se¢io sao Old Faithful Geyser (ver Zucchini e Mac-
Donald 1997, p. 207), de tamanho n = 299, e sao apresentados na Tabela A.2 na pagina 57.
E importante observar que nesta bibliografia ndo sio utilizadas modelos de mistura do tipo
Poisson, mas modelos do tipo Binomial. Neste capitulo o nosso objetivo nao é encontrar o
"melhor modelo", mas sim aplicar as metodologias apresentadas no decorrer deste trabalho.

A amostra baseia-se no registro de 299 erupcoes sucessivas de uma antigo Geyser em ativi-
dade. O periodo de andlise estd compreendido entre os dias 1° e 15 de agosto de 1985. As
erupcoes de curta duracao sao denotadas por zero, e as erupcoes de longa duracao serao deno-
tadas por 1. Iremos apresentar os critérios de selecao de modelos AIC e BIC de cada modelo e
ao final iremos compara-los e escolheremos o modelo de menor AIC e BIC. Lembre que:

AIC = —2log L + 2p,

em que p é o namero de parametros a ser estimado. E que
BIC = —2log L +plogT,

em que 1" é o numero de observacoes.

A seguir a modelagem dos dados por Cadeia de Markov.
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Cadeia de Markov

Suponha que o conjunto de dados em questao seja uma realizagdo (caminho) de uma Cadeia
de Markov a dois estados, estacionaria. A partir dos estimadores de méaxima verossimilhanca
(ver equagao (2.5), p. 13) e da fun¢ao de Verossimilhanca L(0, x) = L((poo, --., Paar)s (T1, vy T1))
Lz, nyzo piyy da pagina 12, pode-se calcular o conjunto de dados apresentados na tabela a

seguir.

Tabela 5.1: estimativa dos parametros de um modelo baseado em uma Cadeia de Markov
estacionaria a dois estados

A seguir a modelagem dos dados pelo Modelo de Mistura de Distribuicoes Independente.

x

Ty | tey | ta Day p —log L AIC BIC
0/0] O | 105 0 2 | -135,2378175 | 274,475635 | 281,8765222
0| 1]104 | 105 | 0,99047619

110|105 (194 | 0,541237113

11| 89 | 194 | 0,458762887

Modelo de Mistura de Distribuicoes Independente

Supondo que o conjunto de dados em questao sao nao-correlacionados, utilizando o programa
MMIX da secdo A.1 obtemos as seguintes estimativas para uma mistura de distribuicoes do

tipo Poisson para m = 2,3 componentes.

Tabela 5.2: estimativa dos parametros para Modelos de Mistura de Distribuicoes Indepen-

m | 1 0; Ai p| —logL AIC BIC

2 | 1]0,443 | 0,648 | 3 | 277,922 | 557,843 | 561,543
2| 0,556 | 0,648

311 0 1,118 | 5 | 288,041 | 586,082 | 604,584
210,133 | 0,648
310,866 | 0,648

dente do tipo Poisson a duas e trés componentes.

A seguir a modelagem de dados pelo Modelo Oculto de Markov.
Modelo Oculto de Markov

Suponha que a sequéncia de dados observaveis é gerada por um processo oculto de Markov.
Pode-se, a partir das fungoes de Zucchini e MacDonald (2009, pagina 239-252), estimar os
parametros do modelo oculto de Markov para m = 2,3 componentes. Veja a seguinte tabela.

Tabela 5.3: estimativa dos parametros para Modelos Ocultos de Markov do tipo Poisson a
duas e a trés componentes.

ml|i|p| 01 A —logL | AIC BIC

2 11410545 ] 0,648 | 277,921 | 563,843 | 578,644
2 0,454 | 0,648

3 11(1910,244 | 0,648 | 277,921 | 573,843 | 607,147
2 0,355 | 0,648
3 0,400 | 0,648
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A Tabela a seguir faz um comparativo entre os trés modelos a partir dos valores do AIC e

BIC.
Modelo AIC BIC
Cadeia de Markov | 274,475 | 281,876
Mistura Independente a 2 componentes | 557,843 | 561,543
Mistura Independente a 3 componentes | 586,082 | 604,584
Modelo Oculto de Markov a 2 componentes | 563,843 | 578,644
Modelo Oculto de Markov a 3 componentes | 573,843 | 607,147

Tabela 5.4: comparacao entre os modelos a partir dos critérios de selegdo de modelos AIC e
BIC.

Note que o modelo a ser selecionado é o que pressupoe que os dados sao uma realizagao
(caminho) de uma Cadeia de Markov a dois estados, estacionaria. Uma vez que este, é o modelo
que possui menor AIC e BIC.
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Capitulo 6

Conclusoes

No Capitulo 2 apresentamos 0s conceitos iniciais sobre a teoria das Cadeias de Markov a
tempo discreto e espaco de estados finito. Além disso, apresentamos resultados relacionados a
inferéncia estocéstica, formalizamos uma série de conceitos e apresentamos a prova detalhada de
diversas proposicoes e Lemas. Apresentamos o estimador de verossimilhanca para uma Cadeia
de Markov e, para o caso em que esta é ergddica, discutimos a prova detalhada da consisténcia
e da normalidade assintotica de tal estimador.

No Capitulo 3 apresentamos o Modelo de Mistura de Distribuigoes Independente. Prova-
mos que a expressao que define o modelo de mistura satisfaz as propriedades de uma funcao
densidade (ou massa) de probabilidade. Apresentamos uma expressao geral para a variancia
de uma varidvel aleatoria com distribuicao de mistura independente. Estimamos os parametros
de tal modelo quando aplicado & modelagem dos registros de tremores de terra, apresentados
no Apéndice A.1.

No Capitulo 4 apresentamos os Modelos Ocultos de Markov, suas distribui¢oes marginais
e a estimacao de parametros pelo método da maxima verossimilhanca. Ao final deste capitulo
foi feita a selecao do "melhor modelo"através dos critérios de selecao de modelos AIC e BIC.
Comparados inclusive as modelagens feitas no Capitulo 3.

No Capitulo 5 apresentamos uma aplicacao que utiliza os trés tipos de modelagem abor-
dadas neste trabalho: Cadeia de Markov, Modelos de Mistura de Distribuicoes Independente
e Modelos Ocultos de Markov. Além disso escolhemos o modelo mais adequado utilizando os
critérios de selecao de modelos AIC e BIC.

Ao longo deste trabalho houve uma preocupacao em apresentar de forma clara e rigorosa
alguns resultados da teoria de Inferéncia Estocéstica e Distribui¢oes de Mistura. Além disso,
sempre que possivel, buscamos exemplos de aplicacao da teoria apresentada, muitas vezes,
valendo-se de programas produzidos a partir do ambiente R.
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Apéndice A

Neste apéndice iremos apresentar o programa MMIX, desenvolvidos no ambiente R. Os
dados amostrais que foram utilizados no decorrer do trabalho. E por ultimo veremos como
utilizar os codigos para estimar os parametros de um Modelo Oculto de Markov do tipo Poisson,
estacionario, a duas e a trés componentes.

A.1 Programa MMIX

Nesta secao seré apresentado o programa MMIX que foi utilizado para estimar os parametros

da funcao de verossimilhanga obtida para as distribui¢coes de mistura do exemplo 3.2 na pagina
32.

"MMIX"<-function(serie,m)

{ #Independent Mixture Models

#Poisson Distributions

tab<-list(serie=serie,m=m)

#START POINT

if (m==1){

tmp<-10

inf<-0

sup<-30

+

if (m==2){

tmp<-c(10,20,0.5)#diferentes nas 2 primeiras posigdes
inf<-¢(0,0,0)

sup<-c(30,30,1)

+

if (m==3){

tmp<-c(10,15,25,0.5,0.3)#diferentes nas 3 primeiras posigdes
inf<-¢(0,0,0,0,0)

sup<-c(40,40,40,1,1)

+

if (m==4){

tmp<-c(10,15,25,30,0.1,0.3,0.5)#diferentes nas 4 primeiras posigdes
inf<-¢(0,0,0,0,0,0,0)

sup<-c(40,40,40,40,1,1,1)

}

#Maximized Likelihood
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xp<-nlminb(start=tmp, obj=LIKEMMIXM, tab=tab,lower=inf,upper=sup)$parameters
Result (xp)

}

"LIKEMMIXM"<-function(x,tab)

{

#Likelihood Function

y<-tab$serie

n<-tab$m

if (m==1){plike<--sum(log((((x[1]) ~y)*exp(-x[1]))/factorial(y)))}
if (m==2){
plike<--sum(log(x[3]1*(((x[1])"y)*exp(-x[1]))/factorial(y)+
(1-x[8D) *(((x[2]) ~y)*exp(-x[2])) /factorial(y)))

}

if (m==3){
plike<--sum(log(x[4]1*(((x[1])~y)*exp(-x[1]))/factorial(y)+
x[6]*(((x[2])~y)*exp(-x[2]))/factorial(y)+
(1-x[4]-x[51)*(((x[3]) ~y) *exp(-x[3]))/factorial(y)))

}

if (m==4){
plike<--sum(log(x[5]1*(((x[1])~y)*exp(-x[1]))/factorial(y)+
x[6]1*(((x[2])~y)*exp(-x[2]))/factorial (y)+x[7]1*(((x[3])"y)
*exp(-x[3]1))/factorial(y)+
(1-x[5]-x[6]-x[7]1)*(((x[4])"y)*exp(-x[4]))/factorial(y)))
}

return(plike)

}

"LIKEMIXPLOT"<-

function(serie)

{

#Likelihood Function Plot
tab<-list(serie=serie)
lambdal<-seq(0,30,by=0.5)
lambda2<-seq(0,30,by=0.5)
t<-length(lambdal)
Like<-matrix(nrow=t~2,ncol=3)
k<-1

for(i in 1:t){

for(j in 1:t){
x<-c(lambdal[i],lambda2[j],0.6)
Like[k,]<-c(lambda1[i],lambda2[j],LIKEMMIX(x,tab))
k<-k+1

+

}
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return(Like)

+

"Result"<-

function(x)

{

#Result Return

m<- (length(x)+1)/2

if (m==1){

lambda<-x

delta<-1

media<-x

v<-X

+

if (m>=2){

lambda<-x[1:m]

delta<-c(x[(m+1) :length(x)],1-sum(x[(m+1) :length(x)]))
media<-sum(lambda*delta)
v<-sum(delta*(lambda+lambda~2)) - (media) "2

}

return(list(lambda=lambda,delta=delta,mean=media,var=v))

}

A.2 Dados Amostrais

Esta secao tem por objetivo apresentar alguns dos conjuntos de dados que foram utilizados
no decorrer do trabalho.

O conjunto de dados da Tabela A.1 foi obtido seguindo o seguinte procedimento: a cada ano,
entre 1900-2006, registrou-se quantos foram os tremores de terra, no planeta, de magnitudes
maiores ou iguais a sete (ver Zucchini e MacDonald 2009, pagina 12).

13114 8 |10 |16 26|32 27183236 |24 (22|23 |22 |18|25|21 |21 |14
8§ (111423 |18 |17 (192022 19|13 26|13 |14 22|24 |21 |22 |26 |21
23 124 |27 141 | 31|27 (3526|2836 39|21 |17 221719 |15 |34 |10 15
22 (18 |15 |20 (1522|1916 | 30|27 |29 23]20 |16 |21 21|25 |16 |18 |15
181411015 8 |15 6 |11 | 8 | 7 18|16 (13|12 |13 |20 15|16 |12 |18
15116 |13 | 15|16 | 11 | 11

Tabela A.1: Registro dos tremores de terra de magnitude maiores ou iguais a sete que ocor-
reram entre 1900-2006.

A Tabela A.2 nos fornece o registro de 299 erupcoes sucessivas de um antigo geyser em
atividade (ver Zucchini e MacDonald 1997, pagina 207). O periodo de analise esta compreendido
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entre os dias 1° e 15 de agosto de 1985. As erupc¢oes de curta duragao sao denotadas por zero,
e as longas por 1.

1jo(1j1jr,0(1}j1{0{1j011(0}1]|1
ojrjoy1(1j0{1jo0y1y0(1j0{1]11
1j1(0(1{01(0}1{0}1]01(0]1]0
i1jo0(1jojry0f1j0{1{o0j1r41(1}1]|1
ojrjo/1(0}j1{o0jry140(1j0{1|1|1
ojrjry1(1}1}0j1,1,140}1]0|1|0
1j0(1{0j1,0(1j0{1{0j1/0(1]0]|1
ojrjo;1(0}1{1j0y1/0(170{1]0|1
ojrjr,1(oj1j{1jry1ry1(1}j1{0|11
rj1j1jojry1y1j1{1{rj1ry0(1}j0]|1
ojrjo;1(o0j1j{ojry1ry1(1}j1{1j0/|1
ojrjo,1(0}j1{1jry041(0}1{0|1 |1
ojrjoy1(1}j1{1j0y140(170{1]0/|1
1j170}(1j0;1(0}1{1{0j1/1(0]1]|1
1/0j1{0}j1j0}1{0f1|j1j0}|1}]1]1/1
rj1j1jojryo0f1jof{1{rjry1j0j1j|1
ojrjr,1(o0j1{1joy1y0(1j1{1}j0/|1
ojrjry1(1}j1}j0j1 1,140} 1}0|1|0
1j1jo0}j1rjoy1(1}j1{1{1rj141{1}0]|1
ojrjoy1(0}1{0j14041(0}1|1|0

Tabela A.2: Antigo Geyser em Atividade.

A.3 Aplicacao de algoritmos para o Modelo Oculto de Markov

Vejamos como utilizar os codigos, desenvolvidos em ambiente R, para estimar os parametros
de um Modelo Oculto de Markov do tipo Poisson, estacionario, a duas e a trés componentes.
As fungoes utilizadas estao em Zucchini e MacDonald (2009, pagina 239).

Modelo Oculto de Markov do tipo Poisson com duas componentes
Inicialmente, estabeleca os seguintes valores.

m<-2
lambda<-c(18,22)
gamma<- matrix(c(0.99,0.01, 0.01,0.99), nrow = 2, ncol=2)

Carregue a fungdo pois.HMM.pn2pw e rode-a: pois.HMM.pn2pw(m,lambda,gamma) .
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Serad retornado: [1] 2.890372 3.091042 -4.595120 -4.595120

Escreva: parvect<-c(2.890372,3.091042,-4.595120,-4.595120) .

Defina o vetor x com os dados do exemplo 3.2 na pagina 32.
Carregue a fungdo pois.HMM.pw2pn, carregue a fungdo pois.HMM.mllk e rode-a:
pois.HMM.mllk(parvect,x,m). Serd retornado: [1] 369.5683.

Defina o vetor mllk<-369.5683, lambdaO<-lambda, gammaO<-gamma.

Carregue a fungdo pois.HMM.mle, e rode-a: pois.HMM.mle(x,m,lambda0,gamma0) .
Sera retornado:

$lambda
[1] 15.47223 26.12534

$gamma

[,1] [,2]
[1,] 0.9340403 0.06595975
[2,] 0.1285076 0.87149239

$delta
[1] 0.6608184 0.3391816

$code
NULL

$mllk
[1] 342.3183

$AIC
[1] 692.6365

$BIC
[1] 703.3278

Isto é, encontramos as seguintes estimativas

P 0.9340403 0.06595975
~\ 0.1285076 0.87149239

5:::016608184J13391816)

~

A = (15.47223,26.12534)
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Modelo Oculto de Markov do tipo Poisson com trés componentes
Seguindo os passos anteriores iniciando com os seguintes valores

m<-3
lambda<-c(14.75,23.5,32.25)
gamma<- matrix(c(0.9,0.05, 0.05,0.05,0.9,0.05,0.05,0.05,0.95), nrow = 3, ncol=3)

e fazendo algumas alteragoes convenientes chegamos as seguintes estimativas.

R 0.9546245 0.02444223 0.02093325
P = | 0.04976616 0.89936798 0.05086586
0 0.19664207 0.80335793

& = (0.4436,0.4045,0.1519)

~

A = (13.14573,19.72101, 29.71437)
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