Universidade Federal do Rio Grande do Sul
Instituto de Matematica

Programa de Pds-Graduacao em Matematica

Regularidade no infinito de variedades de
Hadamard e alguns problemas de Dirichlet
assintoticos

Tese de Doutorado

MIRIAM TELICHEVESKY

Porto Alegre, 27 de julho de 2012



Tese submetida por Miriam Telichevesky ! , como requisito parcial para
a obtencao do grau de Doutor em Ciéncia Matemética pelo Programa de
Poés-Graduagao em Matemética do Instituto de Matematica da Universidade

Federal do Rio Grande do Sul.

Professor Orientador:
Prof. Dr. Jaime Bruck Ripoll

Banca examinadora:
Prof. Dr. Jaime Bruck Ripoll (UFRGS, ORIENTADOR)
Prof. Dr. Leonardo Prange Bonorino (UFRGS)
Prof. Dr. Pedro Fusieger (UFSM)
Prof. Dr. Zhou Detang (UFF)

'Bolsista do Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq)



Agradecimentos

Quero dizer que sou grata a muita gente por estar concluindo essa etapa tao
importante que é o Doutorado. Peco desculpas antecipadamente a muitas
pessoas a quem devo muito, mas para nao me alongar optei por escrever aqui
apenas os agradecimentos a quem contribui de maneira mais direta durante
a elaboragao da tese. Entao comeco agradecendo de coracao a todos aqueles
que me ajudam a crescer, que me dao apoio, que acreditam em mim, que
torcem por mim, ou que simplesmente tornam meus dias mais alegres.

Mesmo assim, existem cinco pessoas que quero citar aqui e que nao es-
tiveram contribuindo de maneira direta com minha tese. Os dois primeiros
sao os professores Cydara Ripoll e Eduardo Brietzke.

Cydara e Eduardo, o que eu mais gosto de pensar quando penso em voces
é que muito do que eu sou hoje eu praticamente imito de voces, que sao
pessoas e profissionais incriveis. Obrigada por tudo que vocés sempre fizeram
por mim, pelo carinho, pelo cuidado, pela orientacao, pelos conselhos, pelos
abragos. Sempre serei grata por isso, e espero um dia poder retribuir; se nao
for para voces, vai ser para meus futuros alunos. Quero ser para eles o que
voceés foram para mim, esse é um dos meus objetivos de vida!

Também quero agradecer de maneira muito especial a duas novas amigas
que fiz durante o tempo de doutorado: as secretarias Rosane e Jéssica. Ro-
sane e Jéssica, desde muito tempo acho justo inclui-las aqui, porque voces
estavam (e estdo) sempre iluminando meu dia! Obrigada a vocés duas por
tantos momentos alegres e unicos!! E também obrigada por todo o apoio
burocratico.

E para encerrar essa parte de contribuicoes indiretas, agrade¢o ao meu
marido Gabriel Volkweis Leite, que cuida de mim, me ouve, acredita em mim,
e todo dia me faz crescer como pessoa. Obrigada, meu amor!

Agora dirijo meus agradecimentos aos que contribuiram diretamente com
meu trabalho. Ao professor Detang Zhou, por ter nos mostrado, em sua vinda
a Porto Alegre em 2010, varias questoes em desenvolvimento relacionadas
aos problemas de Dirichlet assintéticos, que nos ajudaram a ter problemas
de pesquisa para seguir em frente. Também agradeco por sua participacao

i



na minha banca, assim como agradeco ao professor Pedro Fusieger.

Por fim, me dirijo a equipe de Geometria—Analise Geométrica do Insti-
tuto de Matematica da UFRGS, que participa diaria e diretamente do meu
trabalho.

Alvaro e Pati: talvez eu nunca tenha agradecido, pelo menos nao em pa-
lavras, por tudo que vocés representam para mim. Nao sei o que seria dos
meus dias nesse doutorado sem a companhia de voces, que sempre me faz tao
bem. Isso inclui obviamente todas nossas aventuras em congressos, nas caro-
nas no Expresso Geometria, nos almogos e chimarroes, na hora da torrada e
do café com leite, na inauguracao da casa nova, na hora de cantar o hino do
Rio Grande do Sul subindo uma lomba na chuva em Buzios ou num onibus
em Manaus, nas idas a Rosane, nas contas com o tensor de curvatura, e até
nas cacacas! Voceés tornam meus dias essencialmente alegres, e eu me sindo
s6 sem voceés por perto! Eu tor¢o para que essa convivéncia que temos nunca
mude. As vezes me sindo como se fossémos amigos de infancia crescendo
juntos. Espero que a vida nos permita continuar assim, sempre tao liga-
dos como todo mundo nota. E Alvaro: Acho que és a pessoa mais parecida
comigo que conhecgo, temos o mesmo jeito de pensar em muitas situagoes in-
comuns do (nosso) cotidiano. Obrigada por tudo que sempre fizeste por mim
e comigo, principalmente no que diz respeito as nossas caracteristicas mais
“retardadas”... que s6 a gente entende. E Pati: Além de tudo ainda compar-
tilhamos o mesmo orientador e problemas de pesquisa envolvendo o bordo
assintotico, contas invertendo a tangente hiperbdlica, a métrica de Poincaré,
comparacoes do laplaciano e do hessiano... que com certeza seriam bem mais
complicadas se a gente nao soubesse que sempre podiamos consultar uma a
outra... obrigada por tudo, minha beste freundin!!

Leonardo: Bem vindo ao time! Junto a essas duas pessoas incriveis as
quais me dirigi acima e aquele ao qual me dirijo a seguir, és outra pessoa que,
participando do meu dia-a-dia, me da mais animo, alegria e vontade de fazer
muita matematica. Te agradeco muito por todo o apoio matematico durante
minha tese (incluindo as corregoes para a versao final!l) e principalmente
por estar sempre disposto a aprender coisas novas para participar de nossas
pesquisas. Também te agradeco por esses momentos especiais que como um
grupo de amigos nés cinco passamos nesses ultimos meses, e igualmente torgo
para que as coisas sejam sempre assim, desse jeito que nem tem como explicar
em palavras.

E deixei por tltimo aquele a quem mais devo agradecer! =

Jaime, obrigada por teres sempre acreditado em mim, vérias vezes muito
mais do que eu mesma acreditei. Obrigada por teres sempre me desafiado,

il



me propondo problemas dificeis, porque mesmo que a maioria deles ainda
esteja em aberto, posso através deles amadurecer muitas ideias. Obrigada
pelo carinho e companheirismo, que sao ingredientes na minha opiniao fun-
damentais para um bom ambiente de trabalho, coisa que conhecemos muito
bem gragas a teu jeito especial de ser. Obrigada por teres sempre nos tratado
como colegas e amigos, porque assim nunca tive duvidas quanto a te pergun-
tar alguma coisa ou dar uma ideia aparentemente maluca. Obrigada pelos
e-mails, torpedos e ligagoes interminaveis sempre que surgia algum problema
ou ideia (na maioria das vezes uma ideia). Obrigada por me apoiar em algu-
mas decisoes e me fazer mudar de rumo em muitas outras... ou seja, obrigada
por ter sido (e estar sendo) este friendly advisor, com todas as qualidades
matematicas de um orientador e todas as qualidades que tanto admiro do ser
humano que és. Obrigada por tudo mesmo, de coragao!

v



Resumo

Sejam M uma variedade de Hadamard com curvatura seccional K, <
—k? < 0 e O M sua fronteira assintética. Dizemos que M satisfaz a condicdo
de convexidade estrita se, dados x € 0, M e W C 0,,M aberto relativo
contendo z, existe um aberto Q C M de classe C? tais que x € Int (0,,Q) C W
e M\ Q é convexo. Provamos que a condigao de convexidade estrita implica
que M é regular no infinito com relagao ao operador

ot = div (45 v

definido no espaco de Sobolev W,SP(M), onde a € C'([0,+00)) satisfaz
a(0) = 0, d’(s) > 0 para todo s > 0, a(s) < C(s»"' + 1), Vs > 0, onde
C' > 0 é uma constante, e a(s) > s? para algum ¢ > 0 e para s = 0 e
supomos que é possivel resolver problemas de Dirichlet em bolas (compac-
tas) de M com dados continuos no bordo. Segue disto que sob a condigao
de convexidade estrita, os problemas de Dirichlet para equacao de hipersu-
perficie minima e para o p-laplaciano, p > 1, sao soluveis para qualquer dado
continuo prescrito no bordo assintético. Também provamos que se M é rota-
cionalmente simétrica ou se infg,,, Ky > —e**/R*™¢ R > R* para certos
R* e e > 0, entao M satisfaz a condicao de convexidade estrita.

Palavras-chave: Equacoes diferenciais parciais elipticas na forma diver-
gente; problema de Dirichlet assintético; variedades riemannianas de curva-
tura negativa.



Abstract

Let M be Hadamard manifold with sectional curvature K, < —k2, k >
0 and O,,M its asymptotic boundary. We say that M satisfies the strict
convexity condition if, given x € 0,,M and a relatively open subset W C
OsoM containing x, there exists a C? open subset  C M such that z €
Int (082) C W and M \ € is convex. We prove that the strict convexity
condition implies that M is regular at infinity relative to the operator

Qu] := div (“(l‘vvi"‘)vo ,

defined on the Sobolev space W,-? (M), where a € C" ([0, 00)) satisfies a(0) =
0,a’(s) > 0 for all s > 0, a(s) < C(s*t +1), Vs > 0, where C' > 0 is a
constant, and a(s) > s?, for some ¢ > 0 and for s ~ 0 and we suppose that it is
possible to solve Dirichlet problems on (compact) balls of M with continuous
boundary data. It follows that under the strict convexity condition, the
Dirichlet problems for the minimal hypersurface and the p-Laplacian, p > 1,
equations are solvable for any prescribed continuous asymptotic boundary
data. We also prove that if M is rotationally symmetric or if infp, Ky >
—e? R/ R¥2 R > R* for some R* and € > 0, then M satisfies the SC
condition.

Key-words: Elliptic partial differential equations on the divergence form;
asymptotic Dirichlet problem; Riemannian manifolds of negative curvature.
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Capitulo 1

Introducao

Seja M uma variedade riemanniana completa, simplesmente conexa e de
curvatura seccional negativa (abreviadamente, M é de Hadamard). Sejam
OsoM sua fronteira assintética e M sua compactificacio segundo a topologia
dos cones.

Dados Q@ um operador diferencial definido no espaco de Sobolev VVllof(M ),
onde p > 1, e uma fungao ¢ € C° (9, M), resolver o problema de Dirichlet
assintético para @ com dado no bordo ¢ significa encontrar u & VVliCp(M )N
Co (M) tal que Qu] = 0 em M (em algum sentido, que pode ser o sentido
fraco) e uls_ = . Abreviadamente, resolver o problema significa encontrar
u tal que

u e WP (M)nc® (M)
Qlu] =0em M (1.1)
Uloonr = .

De forma andaloga ao que é feito no caso de dominios compactos do R", in-
vestigamos a existéncia de solu¢ao para os problemas de Dirichlet assintéticos
da forma (1.1) utilizando o Método de Perron, que vincula a equacdo ao com-
portamento no bordo. O problema é que mesmo que a funcao u obtida com
o Método de Perron satisfaca Q[u] = 0, seu comportamento no bordo pode
nao ser o esperado. Para garantir que u se estenda continuamente e satisfaca
Ul = @, € importante que os pontos de 0, M sejam regulares, isto é, ad-
mitam barreiras superior e inferior para Q em vizinhancas arbitrariamente
pequenas.

Muitos trabalhos tém sido feitos nas tltimas trés décadas dando condigoes
suficientes para regularidade da fronteira assintética de M. Destacamos, en-
tre estes, o trabalho de H. Choi, [C], que prova que se M tem curvatura secci-
onal K); < —1 e satisfaz a condigao de vizinhangas conicas convexas (convex
conic neighborhood condition), entdo os pontos da fronteira assintética de M
sao regulares para o laplaciano. A prova usa a linearidade do laplaciano, e



por isso nao se estende para operadores mais gerais. No entanto, as ideias de
Choi nos motivam definir outra condi¢ao de convexidade, a saber, a condi¢ao
de converidade estrita:

Definicao 4.1.1. Dizemos que M satisfaz a condicao de convexidade estrita
se para qualquer © € OscM e qualquer W C Os M aberto contendo x, existe
Q C M aberto de classe C* tal que v € ITnt 0,,Q2 C W e M \ Q € convezo.

Mostramos que se M satisfaz a condicao de convexidade estrita, entao a
fronteira de M é regular para operadores Q na forma divergente satisfazendo
algumas propriedades (veja Secao 3.1). Como consequéncia, obtemos que
se M satisfaz tal condicao, entao ela admite solucao para os problemas de
Dirichlet (1.1) relacionados ao p-laplaciano e ao operador curvatura média,
em particular, e para operadores Q tais que o Método de Perron apresenta
solugao, em geral.

Organizamos o trabalho da seguinte maneira: no Capitulo 2, definimos
bordo assintético e compactificacao pela topologia dos cones de uma vari-
edade de Hadamard M e enunciamos algumas propriedades de conjuntos
convexos. No Capitulo 3 discutimos condigoes gerais acerca de @ e M para
que o problema de Dirichlet assintético tenha solucao em M. Ja no Capitulo
4, definimos condigao de convexidade estrita e enunciamos e mostramos os
resultados centrais. Por fim, no Capitulo 5, apresentamos duas classes de
variedades que satisfazem a condicao de convexidade estrita.



Capitulo 2

Preliminares geométricas

2.1 Fronteira assintotica e compactificacao da
variedade Hadamard M

Seja M uma variedade riemanniana Cartan-Hadamard, ou seja, M é com-
pleta, simplesmente conexa e com curvatura seccional Kjp; < 0. Seja d :
M x M — R a distancia riemanniana de M. Chamamos de raios geodésicos
as geodésicas v : [0, +00) — M com velocidade |y/| = 1. Dois raios geodésicos
71 € Yo sdo ditos assintdticos se existe C' > 0 tal que d (y1(t),72(t)) < C para
todo ¢ € [0, +00).

E facil ver que isto define uma relagao de equivaléncia no conjunto dos
raios geodésicos de M, e portanto estd bem definido o conjunto das classes
de equivaléncia via esta relagdo. Denotamos este conjunto por 0,.M, e a
classe a qual pertence o raio geodésico v é denotada por v(oc0). Ao conjunto
Oso M damos o nome de fronteira assintotica de M. Com esta construcao, é
possivel fazer uma compactificacao de M, como descrito a seguir.

Dados p,q € M, o Teorema de Hadamard garante que existe uma tnica
geodésica v com velocidade |y'| = 1 que liga p a q. Denotamos ao longo
do texto uma tal geodésica por 7,,. Da mesma forma, ¢ possivel mostrar
que se p € M e x € O,M, entao existe tinica geodésica, denotada por 7,,,
tal que v(0) = p e y(c0) = z (note que esta tltima igualdade faz sentido,
com a notagao previamente fixada). Para uma prova, veja [BO]. Com isso,
é possivel provar que todos os pontos de d,,M podem partir de um mesmo
ponto p € M. Desta forma, devido a unicidade anteriormente comentada,
tem-se que, para qualquer p € M fixado,

0o M = {7(c0) [7(0) = p}.

Cada raio geodésico v partindo de p estd unicamente determinado por
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7'(0), que é um elemento de S* C T, M, a esfera unitéria no espago tangente a
M em p: isto nos d4 uma correspondéncia biunivoca entre 0., M e S'. Como
exp, : T,M — M ¢é um difeomorfismo e T),M pode ser difeomorficamente
identificado com a bola unitdria B! C T,M, é natural nos perguntarmos se
existe alguma forma de induzir uma topologia em M U 0,,M que o torne
homeomorfo a B! = B! U S'. Isso é possivel com a chamada topologia dos
cones, para qual apresentamos uma base.

Para tal, denotamos por <((u, v) o angulo entre u,v € T,,M e para r > 0,
q € M, B,(q) é a bola geodésica de centro ¢ e raio r, ou seja, By(r) := {y €
M |d(q,y) < r}. Dados ¢ € M, a > 0 e v € S, chamamos de cone com
vértice q, eixo v e abertura o o conjunto

Cy(v, ) :={x € MU M|<(v,7,,(0) < a}

e de cone truncado com vértice q, eixo v, abertura o e raio r o conjunto da
forma

T,(v,a,r) == Cy(v,a) \ B,(q).

Fixado p, a topologia cuja base é constituida por todos os cones truncados
T,(v,a, 1) e pelas bolas abertas de M é a chamada topologia dos cones para
M U0, M. Denotamos por M o conjunto M Ud. M dotado desta topologia.
Prova-se que M é homeomorfo a B como desejado. Desta forma também
OsM é homeomorfo a S'. Para a demonstragao, veja a Secao 2 de [EO]. O
espaco topolégico M é chamado de compactificacdo de M via topologia dos
cones.

Por fim, dado S C M, a fronteira assintética de S é o conjunto 0,5 =
SNOsxM, onde S é o fecho de S em M, ou seja, na topologia dos cones.

Note que neste momento faz sentido perguntar quando uma funcao u :
M — R é continua e assume os valores de uma funcio ¢ : 0, M — R
continua no bordo assintético. Voltamos a tratar deste assunto em breve.

2.2 Conjuntos convexos

Um subconjunto S C M ¢é dito convexo se dados quaisquer dois pontos
p,q € S, o segmento da geodésica 7,, que os une estd contido em S. Um
aberto @ C M é dito de classe C? se é possivel parametrizar sua fronteira
utilizando cartas locais de classe C2.

Uma propriedade interessante dos conjuntos convexos é que a segunda
forma fundamental de sua fronteira, se orientada para dentro, é nao-negativa,
como prova H. Choi em [C].



Teorema 2.2.1 (Teoremas 4.1 e 4.2, [C]) Seja M uma variedade Car-
tan-Hadamard e S C M um subconjunto convexo com fronteira 05 de classe
C%. Seja n o campo normal a OS, unitdrio e orientado para dentro de S.
Entio S ¢ convero se e somente se (VxX,n) > 0 para todo X tangente a
dS. Além disso, exp : {—tn|t > 0} — M\ S é um difeomorfismo.

Com este resultado em maos, é possivel definir a funcio s : M \ S — R
por s(x) = d(x,0S), que é de classe C%. Vejamos a seguir que esta satisfaz
uma propriedade, bastante 1til na construgao de barreiras, gracas ao fato
que Ky < —k% <0.

Teorema 2.2.2 (Teorema 4.3 de [C]) Sejam M wuma variedade Cartan-
Hadamard de dimensao n com curvatura seccional K pr < k2 k>0,ScM
convezo e s : M\ S — R dada por s(z) = d(x,0S5). Entao

As > (n — 1)k tanh ks.



Capitulo 3

Condicoes de existéncia de
solucao para o problema de
Dirichlet assintético

3.1 Suposicgoes iniciais

As hipoteses a respeito do operador Q descritas nesta secao serao supostas
ao longo de todo o texto.

Seja p > 1. Consideramos no espago de Sobolev W'lif(M ) a equacao
diferencial

Qlu] := div (%VU) =0, (3.1)

onde a € C! ([0, +00)) satisfaz as propriedades
a(0) =0,d'(s) > 0Vs € (0, 400); (3.2)
3C > 0 tal que a(s) < C ("' +1),Vs € [0, +00); (3.3)
dg,d > 0 tais que a(s) > s7,Vs € [0, d]. (3.4)

Para U C M aberto, denotamos por W1IP(U) o subconjunto de W' (U)
das fungoes £ cujo suporte supp¢ := {z € M |{(x) # 0}, onde o fecho é
tomado em M, seja limitado e esteja contido em U.

Definicao 3.1.1 Sejam U C M aberto e Q operador satisfazendo (3.1)—
(3.4). Uma funcio u € W,oP(U) € dita solucdo (fraca) da equacio Q = 0
em U, e denotamos por Qlu] =0, se

/U <“(|‘VV;’DVU, vg> dz =0 (3.5)

para qualquer & € WIP(U).



Mostramos inicialmente que a integral na definicao acima tem sentido.
Note que usando a hipétese (3.3) a respeito da funcao a, temos que, se
uwe WP(M)e&eWhr(M),

loc

/M<%V“’V5> o < /Ma<|Vu|>|vg|d:c

g/ C (|VulP~' +1) |V¢|dx
M

=C |VulP~ | VE|de + O |VE|dz.
supp & supp §
A primeira parcela, aplicamos a Desigualdade de Holder, com p’ o expo-
ente conjugado a p, ou seja, o numero tal que 1/p+ 1/p’ = 1 (mais precisa-
mente, p’ = p/(p — 1)), obtendo

, 1/p 1/p
/ Vul|Ve|dr < (/ [Vuf? dm) </ |V§|pdm)
supp ¢ supp § supp §
(»-1)/p 1/p
= (/ |Vu|pdm) </ |V§|pdm> ,
supp & supp §

que ¢ finita pois |Vul?, |VE|P s@o localmente integraveis.
Quanto a segunda parcela, basta notar que a fungao constante igual a
1 também ¢é localmente integravel e aplicar o mesmo raciocinio. Assim, a
integral que define solucao de @ = 0 faz sentido no espago considerado, e
podemos prosseguir.
Supomos que para qualquer bola B CC M e para qualquer ¢ € C*(9B),
existe solucao do problema de Dirichlet
u € W,?(B) N C°(B)
Qlu] =0 (3.6)
U|aB =¢
e prosseguimos investigando quais condig¢oes sao necessarias em M e para o
operador Q para que o problema de Dirichlet assintético (1.1) seja soluvel,
ou seja, quando é possivel tomar limite para as bolas com raio tendendo a

infinito (e veremos que em certo sentido precisamos que M seja de fato uma
bola “redonda”).

3.2 0O Método de Perron

Para apresentar uma candidata a solu¢ao do problema de Dirichlet assintético
(1.1), utilizamos o Método de Perron. Talvez um dos maiores méritos deste
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método (veja por exemplo a Segao 2.8 de [GT]) seja o fato de que ele con-
segue determinar um candidato a solugao do problema sem se preocupar, a
principio, com o que acontece na fronteira. O que garante que a solugao as-
sume os valores desejados na fronteira é o fato que seus pontos sao regulares
para a EDP (veja maiores detalhes na Secao 3.3).

Comecamos definindo sub e supersolucoes e chamamos atencao para suas
propriedades importantes.

Definigao 3.2.1 Uma func¢io v € C°(M) ¢é dita uma supersolugao (resp.
subsolugao) para Q@ = 0 em M se, dado qualquer aberto limitado U C M e
dada uma solugdo u da equagdo em U, a condigio u < v (resp. u > v) em
oU implicar em w < v (resp. u > v) em todo U.

Como o problema de Dirichlet para Q é solivel em bolas, segue em parti-
cular que se B CC M é uma bola, v_ é subsolucao em B e v, é supersolugao
em B, com v_ < v, em 0B, entao v_ < vy em B. Com isso, é possivel
provar o resultado que segue, de forma andloga & Proposicao 2.5 de [C].

Proposicao 3.2.2 (Principio do Méaximo Assintético) Sejam o, ¥ sub
e supersolugao de Q =0 em M, respectivamente, tais que

limsup o(p) < liminf 3(p), Vo € 0., M.
p—x

p—T

Entao o <> em M.

Dem. Suponhamos por absurdo que Jp € M tal que o(p) = X(p) + 2¢, com
e > 0. Seja R := d(p,0), onde o é uma origem fixada de M.

Por hipétese, temos que para cada r € 0,,M, existe um cone truncado
aberto T'(x) = T,(7.,(0),d(x),r(x)) tal que o(q) < X(gq) + € para todo ¢ €
T(x). Podemos supor sem perda de generalidade que r(z) > R para todo
r € OxxM. Temos entdao que {T'(z);x € JxM} é uma cobertura aberta
de 0,.M, que é compacto. Logo podemos extrair uma subcobertura finita
indexada pelos pontos zi,...,x;. Seja r := max{r(z1),...,r(x;)}. Entdo
o(q) < X(q) + ¢ para todo ¢ € M \ B.(0), onde r > R, e assim temos que
o <Y +4eem dB,. Como o é subsolucao e X é supersolucao e B, é uma bola,
temos que 0 < ¥ + ¢ em B,, em particular, X(p) + 2e = o(p) < 3(p) + ¢,
gerando um absurdo! m

Dada ¢ € C%(0xM), definimos S, como sendo o conjunto das fungdes
o : M — R tais que
o é subsolucao de @ =0 em M,

para todo x € 0, M, vale que limsupo(p) < ¢(x). (3.8)

p—x



Observe que S, é nao vazio, pois a fungao constante inf ¢ pertence ao
conjunto. Além disso, o Principio do Maximo Assintético garante que a
funcao constante igual a sup ¢ satisfaz sup ¢ > o para qualquer o € S, o
que mostra que este é um conjunto superiormente limitado. Existe, portanto,
a funcao u : M — R, dita obtida pelo Método de Perron, dada por

u(z) :=sup{o(z)|o € S,}. (3.9)

3.3 Barreiras no infinito e regularidade

Quando u satisfaz QJu] = 0, a pergunta que segue é se ela resolve o problema
de Dirichlet (1.1). Isso nem sempre acontece. Por exemplo, para o caso
Q = A, o laplaciano classico, e para M = R", sabemos pelo Teorema de
Liouville que as unicas funcoes harmonicas limitadas globalmente definidas
sao as constantes. E possivel provar, também, que o Método de Perron
funciona em R"” para o laplaciano. Desta forma, qualquer dado nao constante
no bordo nao pode ser atingido por uma solugao de A = 0. Em outras
palavras, o problema de Dirichlet assint6tico (1.1) ndo tem soluc¢ao, a menos
que @ seja constante.

E preciso, portanto, algo mais na variedade M para que, caso u dada
pelo Método de Perron satisfaca Q[u] = 0, u seja também tal que sua ex-
tensao continua assuma os valores desejados no bordo assintético. Esta secao
destina-se a dar condicoes suficientes para que isso acontega.

3.3.1 Propriedades de sub e supersolucgoes

Os operadores de nosso interesse satisfazem Q[—u| = —Q[u]; desta forma,
se u é solucao de Q = 0, entao —u também o é. Assim, supersolugoes e
subsolucoes estao em correspondéncia biunivoca:

v é supersolugdo <= —uv é subsolucao.

Com esta observacao em mente, é possivel voltar nosso estudo apenas as
supersolucoes, obtendo informagoes a respeito de subsolucoes também.

As trés proposigoes que seguem nos fornecem candidatas naturais a su-
persolucoes de Q = 0.

Proposicao 3.3.1 Sejam U C M aberto e v € VVlicp(M) tal que, para qual-
quer £ € WIP(U) com € > 0, vale que

JE I
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Entao v € uma supersolugao para Q=0emU. Em particular, sev € C*(U)N
C°(U) satisfaz Qv] < 0 no sentido cldssico, entio v é uma supersolugdo para

O=0emU.

Dem. Sejam B CC U e u solugao de Q@ = 0 em B tal que v|gp > ulspp. A
mostrar: v > u em B. Como Qfu] = 0,

a(|Vul)

para toda £ € W!P(B).

Desta forma,

a(|Vul) a(|Vo|)
/B< vl Vu — Vol VU,V§>dac§0,

para toda £ € WHP(B),£ > 0. Isto vale, em particular, para £ = (u —v), =
max{u — v, 0}, a parte positiva de u — v, que em quase todo ponto satisfaz

Vu— Vv, seu>wv

Vo) = {

0, seu<w
Assim,
a(|Vul) a(|Vvl) >
———Vu— ——Vvu,Vu—- Vv )dr <O0. 3.10
RS Vo 310
Note que, por outro lado,
a(|Vul) a(|Vvl) _ a(|Vul)
< Yl Vu Vol Vo, Vu— Vv ) = a(|Vu|)|Vu| Yl (Vu, Vv)
— M<VU, V) + a(|Vo|)| V|

Vol
> a[Vul)|Vu| = a([Vu])|Vo|
— a(|Vo))[Vul + a([Vo])[ Vol
= (a(|Vu]) = a([Vo)) ([Vu] = [Vol),

onde a desigualdade acima é proveniente da desigualdade de Cauchy-Schwarz;
e como a é crescente, este ultimo produto é > 0. Desta forma, o integrando
em (3.10) é nao-negativo; como sua integral é nao positiva, segue que este
deve se anular em quase todo ponto, e portanto em quase todo ponto de B
vale que ou Vu = Vo, ou entao

a(|Vol)

a(|Vul)
= . 3.11
Yl Vu Vol Vo ( )
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Esta ultima igualdade implica, fazendo o produto interno com Vu e usando
o fato que a é estritamente crescente, que

a(| Vo)
Vol
= a(|Vul) < a(|Vo]) = [Vu| < |V,

a([Vu))[Vul =

(Vo, Vu) < a(|Vol])|Vul

e o raciocinio acima também ¢é valido trocando u por v, donde segue que
|Vu| = |Vu|, e portanto Vu = Vo (devido a (3.11)).

Desta forma, Vu = Vv em quase todo ponto de B, o que nos da que
(u — v)y é constante em quase todo ponto de B. Como (u — v), vale zero
em 0B, pois u|pp < v|sp, segue que (u—v); =0 q.t.p.. Desta forma, u < v
q.t.p. em B, como queriamos demonstrar.

Para a segunda parte, note que se Q[v] < 0, temos, para qualquer £ €
WP(B) com & > 0, a seguinte desiguldade:

. (a(|Vv])
/B div ( Vol Vv) Edr <0,

e integrando por partes, usando que £|sp = 0, temos

a(|Vvl)

VY 70, VEYdr > 0,
/Brwr( )

o que conclui a demonstracao. m

Proposicao 3.3.2 Se vy, vy sao supersolugoes de Q = 0, entao v dada por
v(p) := min{vy(p),ve(p)} também o é.

Dem. Segue imediatamente da definicao de supersolugao. De fato, se U C M
¢ aberto limitado e u é tal que Qu] = 0 em U, u < v em 90U, entdo em
particular u < vy e u < vy em U, e portantou <vieu<voem U. m

Proposicao 3.3.3 Sejam U,V abertos de M com V. C U. Suponha que
vy € CO(M) e vy € COU) sejam supersolugoes para @ = 0 em M e que
satisfacam

vy <vy emU\V

vy < vy em V.

Defina w : M — R por

v(z) sex e M\'V
w(z) = { vo(z) se x € V.

Entio w € C°(M) € supersolugio de Q =0 em M.
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Dem. Seja W aberto limitado de M e seja u € C2(W) N C°(W) solucdo de
Q =0 em W satisfazendo ulsw < w|sw. A mostrar: u < w em W.

Observe inicialmente que w é continua pois em 0V temos v; = vy. Ob-
serve também que se W C V ou W C M \ V, entdo nao hé o que fazer.

Note que pela definicdo de w, temos que w < v; em todo M. Entdo,
como vy € supersolucao, temos que u < v, em W. Resta mostar que u < vy
em WNV.

Defina S := 0V NWeT :=0(WNV)\S. Entao 9(WNV)=SUT.
Note que em S temos que v; = v, e portanto ja vale que u < vy. Ja em T,
temos por hipétese que v < w, mas w = uy em V e portanto em 7. Desta
forma, u < vy em (W NV) e como vy é supersolucao, vale que u < vy em
(WnNV). m

3.3.2 Barreiras e regularidade na fronteira assintética

Mesmo quando estamos trabalhando em conjuntos compactos, o método de
Perron se mostra eficaz na prova de existéncia de solucao dos problemas de
Dirichlet quando se supoe adicionalmente a existéncia de barreiras superior
e inferior nos pontos da fronteira.

Barreiras sao construidas, em geral, utilizando fungoes distancia aos pon-
tos na fronteira. Essas construgoes nao sao mais possiveis quando estamos
trabalhando com a fronteira assintética de M, que estd a uma distancia
infinita a qualquer um dos pontos interiores. Esta dificuldade técnica é a
principal razao pela qual se tem trabalhado intensamente em diversos pro-
blemas de Dirichlet assintéticos em variedades riemannianas, contornando a
dificuldade através de alguma construcao que substitua as barreiras usuais.

Definicao 3.3.4 Dados v € O, .M e Q0 C M tal que x € ponto interior de

002, uma barreira superior (resp. inferior) para Q relativa a x e  com
altura C' € uma fungao X € CO(M) (resp. o € C°(M)) tal que

(i) X € supersolugao (resp. o € subsolugao) para Q = 0;
(ii) X >0 (resp. 0 <0) elim,,, 3(p) =0 (resp. lim,_,, o(p) =0);
(iii) Xana = C (resp. Yo < —C),

onde o limite p — x, p € M, x € 0,,M, € tomado em termos da topologia
dos cones.

No contexto dos conjuntos limitados, pontos de fronteira que apresentem
barreiras sao chamados de pontos requlares. Pontos de nao diferenciabilidade
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na fronteira, como cuspides, podem ser impedimentos para a solucao de pro-
blemas de Dirichlet, como é o caso das fun¢oes harmonicas (veja discussao ao
fim da Secao 2.8 de [GT]). E até mesmo nao convexidade na fronteira pode
implicar nao existéncia, como é o que acontece para o caso do problema de
Dirichlet para a equac@o de hipersuperficie minima (por exemplo, veja [Ni],
Teorema 6). O que é provado no caso de dominios limitados é que se um
conjunto é tal que todos os pontos de sua fronteira sao regulares entao a
solugao obtida pelo método de Perron resolve o problema de Dirichlet (veja,
por exemplo, Teorema 2.14 de [GT]). Isso d4 motivo a seguinte definigao.

Definicao 3.3.5 A wvariedade riemanniana M ¢é dita regular no infinito com
respeito ao operador Q se, dados C' > 0, x € 0,oM e um aberto W C 0, c M
contendo x, existem ) C M tal que Ox € Int0s2 C W e barreiras superior
e inferior ¥, 0 : M — R relativas a x e ) com altura C'.

O Teorema que segue é uma adaptagdo do Teorema 2.7 de [C].

Teorema 3.3.6 Sejam M regular no infinito e ¢ € C°(0sM). Se a fungio
u obtida pelo Método de Perron, dada por (3.9), € solugdo de Q =0 em M,
entao u se estende continuamente a O, M € sua extensdo u satisfaz o,y =

@Y.

Dem. Fixamos x € 0,,M. Seja € > 0 dado. Como ¢ é continua, existe W C
OsoM aberto com x € W tal que |¢(y) — ¢(z)| < e para todo y € W. Seja
A =sup g, e tome C = 3A. Sejam Q C M aberto com x € Int0..2 C W e
> barreira superior em x relativa a 2 com altura C'.

Entao

w-(p) := p(x) —e —X(p)
é subsolugao de @ = 0. Afirmamos w_ € Sy, ou seja, que limsup,,_,, w_(p) <
e

©(y) para todo y € 0,,M. De fato, se y € 0.0QW, entdo p(x) —e < ¢(y)
como X(p) > 0, temos imediatamente que

w_(p) < ¢(y).
Se y € 0o M \ W, temos
lirfj;p w-(p) = p(x) —e — lirilj;lp w_(p)X(p) < p(x) — 24
< p(@) —osc(p) < (o) = ¢(y) — (z) = (y).

Assim, w_ € S,,.
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Definimos também

wy(p) = p(x) + &+ X(p),

que é uma supersolucao para Q = 0, e afirmamos que w, > o, para qualquer
o € S,. De fato, se y € W, temos que |p(z) —¢(y)| < € e como ¥ > 0, segue
imediatamente que wy (p) > ¢(y) para todo p. Ja se y € 0o M \ W, temos
liminf, ,, 3(p) > C e portanto

liminfw, (p) 2 ¢(z) + & +24 2 ¢(2) + ¢ + oy) — o) 2 @(y).

Por outro lado, dada qualquer o € S, vale por definicao que, para todo
Y € 0M, limsup,_,, o(p) < ¢(y). Pelo Principio do Méximo Assintético
(Proposigao 3.2.2), segue que wy > o para qualquer o € S,. Consequente-
mente, vale também que wy > u em M.

Deste modo, temos que w_ < u < w, e portanto p(zr) —e — ¥ < u <
o(x) + e+ X, o que nos da

lu —p(x)] <e+X.
Assim,

lim sup |u(p) — ¢(z)| < e + limsup X(p) = «.

p—T p—x

Como ¢ ¢é arbitrério, segue que u se estende continuamente a © em 0, M. m
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Capitulo 4

Resultados centrais

4.1 Condicao de convexidade estrita

Como vimos na Secao 3.3, regularidade no infinito implica em existéncia
de solucao para problemas de Dirichlet assintoticos. Sabendo que a funcao
obtida pelo método de Perron é solucao, resta-nos encontrar propriedades de
M que impliquem na regularidade no infinito.

No seu famoso trabalho [C]|, H. Choi define a “condigao de vizinhanca
conica convexa’ (convexr conic neighborhood condition) para M: M satisfaz
esta condicao se dados dois pontos distintos x e y de 0,,M, existem vizi-
nhancas (na topologia dos cones) de z e y de classe C%, convexas e disjuntas.
Neste mesmo trabalho, Choi prova que esta condigao, juntamente com a
hipdotese K < —1, é suficiente para a regularidade de M no infinito com
respeito ao operador laplaciano @ = A, e consequentemente para a solubili-
dade do problema de Dirichlet assintético (1.1) para qualquer dado no bordo
o € C%0sxM). Desde entao, muitos trabalhos concentram-se em mostrar
quais hipdteses acerca da variedade M implicam na condi¢ao de convexidade
acima descrita, como é o caso dos trabalhos de M. Anderson, [And], e A.
Borbély, [B1]. Também trabalhos de nao-existéncia concentram-se em ne-
gar a condi¢ao de Choi para mostrar que existem variedades com curvatura
Ky < —1 que nao admitem solucao para o problema de Dirichlet para o
laplaciano A, para algum dado no bordo, como é o caso dos trabalhos de A.
Ancona, [Anc], e A. Borbély, [B2].

A prova da existéncia de barreiras no infinito usando a condicao de con-
vexidade de Choi, no entanto, utiliza fortemente o fato que a equagao A =0
é linear, o que nao é o nosso caso. Desta forma, nao parece ser possivel adap-
tar, pelo menos diretamente, suas demonstragoes para o caso quase linear,
ou seja, a condicao de convexidade do Choi, do jeito que estd dada, nao nos
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serve diretamente.

Apesar disso, a principal ideia da condic¢ao de convexidade de Choi é que
o laplaciano da distancia s a um conjunto convexo é limitado inferiormente
por ktanh ks, se Ky, < —k?, conforme j4 visto aqui, no Teorema 2.2.2. Este
fato nos motiva a construir uma nova definicao de convexidade.

Definicao 4.1.1 Dizemos que M satisfaz a condi¢ao de convexidade estrita
se para qualquer x € 0o M e qualquer W C 0,. M aberto na topologia induzida
contendo x, existe Q C M aberto de classe C* tal que

02 C W, (4.1)
x € um ponto de interior de OS2 (4.2

M\ Q é um subconjunto convero de M.

Esta definicao significa, em certo sentido, que dado qualquer ponto = €
O M, é possivel “extrair” de M uma pequena vizinhanga em torno do ponto
x de modo que o que resta seja um conjunto convexo. Note que se M fosse um
conjunto limitado, esta definicao seria equivalente a de convexidade estrita.
Por exemplo, compare com uma bola no espago euclidiano, que ¢ estritamente
convexa: sempre ¢é possivel retirar um pequeno pedaco em torno de um dos
pontos da fronteira, de modo a obter um conjunto ainda convexo. Ja um
poligono convexo, como por exemplo um triangulo, nao tem essa propriedade,
embora seja convexo, pois nao é estritamente convexo.

Esta nova definicao de convexidade nos permite utilizar a funcao distancia
ao conjunto convexo em direcao ao ponto do infinito onde queremos construir
a barreira, ao contrario do que acontece com a prova de Choi. Essa “conve-
xidade para o outro lado” é bastante 1itil, e o teorema que segue mostra por
que.

Teorema 4.1.2 Se M ¢ uma variedade riemanniana completa, simplesmente
conexa, com curvatura seccional Ky < —k% k > 0 constante, que satisfaz a
condicao de convexidade estrita, entao M € reqular no infinito com respeito

a Q.

Dem. Sejam C' > 0, z e W dados. Note que como Q[—u] = —QJul, é
suficiente mostrar que existe uma barreira superior em x. Fazemos isso de
maneira construtiva. Primeiramente, definimos uma fungao g : [0, +00) — R,
cOmo a seguir.

Como a’ > 0, a funcdo a tem uma inversa a=* € C! ([0, «)), onde a =
supa < 4o00. Seja ¢ := a(2C), e defina

g(s) = / T (COSTC—%) dt (4.4)
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Vejamos inicialmente que ¢ estd bem definida. Como cosh' ™kt é decres-
cente e < 1, o tnico problema que pode ocorrer é a contribuicao excessiva
para integral do conjunto onde este valor é proximo a zero. No entanto, a
estimativa a(t) > t? em [0, 0] impede que isso aconteca. De fato, a(t) > t¢
implica que a™(t) < ta para t € [0,07]. Supondo sem perda de generalidade
que 6 < ¢, definimos y por

Cc

— =0.
cosh™ ! ky

Um tal y existe pois ¢/ cosh” ' k0 = ¢ > 6 e limy_, 400 ¢/ cosh” 'kt =0 < 6, ¢
evidentemente ¢/ cosh™ ! kt é uma funcao continua. Entao temos, para cada
s € (0, 400),

q(s) = [Ya ' (ccosh' " kt)dt + fy+oo a~'(ccosh' ™ kt)dt
<a(es)(y —s) + fy+°o(c cosh! ™" kt)%dt

k
q

< a~Y(es)y + (2)1 f;oo e T dt = aV(es)y + B < 100

q

e portanto g esta bem definida. Além disso,

lim g(s) > /01 a ! <;> dt > a~'(c) = 2C

s—0F cosh™ ! kt
e também
lim ¢(s) =0.
S$——+00

Agora compomos a fun¢ao g com uma funcao distancia apropriada. Uma
vez que M satisfaz a condicao de convexidade estrita, existe {2 C M aberto
de classe C? satisfazendo as propriedades (4.1)—(4.3). Defina

s:Q0—R
x +— dist(z, 092).

Pelos Teoremas 2.2.1 e 2.2.2, s é de classe C? e satisfaz As > ktanhks,
Vs > 0. Definimos v : Q@ — R por v(z) = g(s(z)). Entao

Vou(z) = ¢'(s(x))Vs(z) = —a~" (ccosh' " ks(z)) Vs

e portanto
V| = |¢'(s(z))] = a™" (ccosh' " ks(z)) ;

além disso, Vv/|Vuv| = —Vs. Combinando as expressoes acima, temos
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Q(v) =div (—a(|g'(s(x))]) Vs(x))
=div (—a (a7 (ccosh'"(ks(z)))) Vs(z))
=div (—ccosh' " (ks(z))Vs(z))
= — (1 —n)ckcosh™(ks(x))sinh(ks(z))(Vs(x), Vs(z))
— ccosh' " (ks(x))As(z)
<(n — 1)ck cosh™"(ks(x)) sinh(ks(z))
— (n — 1)ccosh' " (ks(z))k tanh(ks(x)) = 0.

onde na desigualdade utilizamos o Teorema 2.2.2.

De Q[v] < 0 obtemos, utilizando a Proposigao 3.3.1, que v é uma super-
solucao de @ = 0. A barreira em x entao pode ser definida da seguinte forma:
observe que existe Q' C Q tal que v < C em ', com ' C Q. Assim, através
da Proposicao 3.3.3 (tomando U = M\ , V = M \ Q, v; = min{C,v} e
vy = v), temos que X dada por

O sexe M\Q
%) = { min{v(z),C}, se x € (. (4.5)

é uma supersolucao para @ = 0 . Além disso, tem-se que ¥ > 0 e como
lim,,, v(p) = 0 para todo y € Intd€2, temos que lim, ,, ¥(p) = 0. Por fim,
por definigao tem-se X = C'em M\ ). Desta forma ¥ é uma barreira superior
para Q relativa a x e €2 e com altura C', o que conclui a demonstracao. m

Observacao 4.1.3 Observamos neste momento que a barreira construida
acima € mutatis mutandis a barreira que usualmente se usa para provar re-
gularidade com respeito ao operador M no caso de dominios compactos e
convezros do R™. De fato, se U C R™ é compacto e convexo, entao em cada
ponto x de OU existe uma esfera (possivelmente de raio infinito, ou seja,
um hiperplano) que tangencia OU em x. Uma barreira em x pode entao
ser construida considerando a distancia a uma esfera de mesmo centro e raio
um pouco menor (ou hiperplano paralelo), ou seja, a distancia a um conjunto
convero. Como no caso em que M é o ambiente nao faz sentido pensar em
esferas tangenciando os pontos de Osc M, a condicao de convexidade estrita
mostra-se ser um bom substitutivo para possibilitar a construcao de barreiras.

Teorema 4.1.4 Seja M Hadamard tal que Ky < —k? satisfazendo a con-
di¢io de convezidade estrita. Dada ¢ € C°(0scM), se a funcao obtida pelo
Método de Perron u :=sup S, (cf. (3.9)) € solucao de Q =0 em M, entdo
u se estende continuamente a O M e sua extensdo u satisfaz ﬂ|6OQM = .
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Dem. O Teorema 4.1.2 garante que paracadaC > 0, x € O, oM e W C 0o M
aberto contendo z existem barreiras superior e inferior para em z relativas a
W com altura C. O resultado segue entao do Teorema 3.3.6. m

4.2 Dois casos particulares

Esta Secao dedica-se a provar existéncia de solugao para o problema de Di-
richlet assintético (1.1) em dois casos particulares, a saber, quando Q é o
operador curvatura média e quando ¢ o p-laplaciano.

O operador M definido em C?(M) por

— div Vu
M{u] :=d (—m) (4.6)

representa a curvatura média do grafico da funcao u, a menos de sinal, que
depende da orientacao do campo normal ao grafico. Desta forma, encontrar
solucoes para a equagao M = 0 significa encontrar fungoes cujos graficos
tém curvatura média constante igual a zero, ou seja, os graficos sao hiper-
superficies minimas em M x R. As hipersuperficies minimas sao um objeto
classico de interesse para gedmetras, e seu estudo é a principal razao que nos
trouxe aos resultados aqui apresentados.

Embora seja mais comum trabalhar no espago das funcoes duas vezes
diferenciaveis, podemos aplicar a teoria anterior a respeito de sub e super-
solucoes no espaco de Sobolev T/Vlicl(]\/[ ) & equagao de hipersuperficie minima
M =0, e portanto as propriedades ja obtidas aqui neste contexto continuam
validas.

J& o p-laplaciano é o operador diferencial definido em I/Vlif(M ), dado por
L[] = div (|Vu['~*Vu) . (4.7)

A equagao L,[u] = 0 é a equagao de Euler-Lagrange associada a integral
variacional da p-energia dada por [, [VulPdz.

Devido a resultados recentes relacionados ao comportamento destes dois
operadores em variedades Hadamard, é possivel mostrar o resultado que se-
gue.

Teorema 4.2.1 Seja M wvariedade de Hadamard com curvatura seccional

Ky < —k? < 0 e satisfazendo a condicao de convexidade estrita. Entdo os
problemas de Dirichlet assintoticos para a equagao de hipersuperficie minima
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M =0 e para o p-laplaciano L, = 0, p > 1, possuem tnica solugao para
qualquer dado continuo no bordo assintético O, M. Isto é, dada o € CO(M),
existem solugoes u € C°(M)NCO(M) de M =0 ev € W-P(M)NCO(M) de
L, =0 tais que ulo v = V|o.m = ©.

Dem. Ja provamos que as hipoteses acima sobre M implicam em regulari-
dade no infinito para os operadores Q e também que isto implica que se a
fungao dada pelo Método de Perron é solugao de Q = 0, entao ela resolve o
problema de Dirichlet.

Verifiquemos inicialmente que M e L, satisfazem as hipéteses supostas
acerca do operador Q.

Para este o das minimas, temos a(s) = s(1+s%)1/2 e portanto M satisfaz
as trivialmente (3.2), (3.3) com p = 1 e (3.4) com ¢ = 2 e 6 = 1/2, por
exemplo. Afirmamos que o problema de Dirichlet para M é soluvel em bolas
para dados continuos. Utilizamos os Teoremas 2 de [DHL] e 1.1 de [Sp] (veja
Segao 4.2.1) para provar a afirmagao.

A estimativa do gradiente do Teorema 1.1 de [Sp|, juntamente com argu-
mentos standards de equagoes quaselineares elipticas (conforme [GT]), mos-
tram que se (uy)r é uma sequéncia de solu¢oes de M = 0 em uma bola
B C M uniformemente limitada na norma C°, entao existe § > 0 uniforme
tal que a norma C%° de uy, |uk)2,s, € uniformemente limitada em subconjuntos
B cc B.

Conclusao 1. Dada qualquer sequéncia de solugoes (uy)r em B CC M
uniformemente limitada na norma C°, é possivel extrair uma subsequéncia
uniformemente convergente em compactos de B para uma fungao u € C*(B)
tal que M[u] = 0, no sentido cléssico.

Pelo Teorema 2 de [DHL], dados qualquer bola B C M e ¢ € C**(0B),
existe solucao para o problema de Dirichlet para M em B com dado no bordo
0.

A estimativa de gradiente dada no Teorema 1.1 de [Sp] possibilita resolver
o problema de Dirichlet em bolas para dados apenas continuos, e nao apenas
de classe C*>*, no bordo. De fato, sejam p € M e B = Bg(p) C M e
¢ € C°(0B). Considere ¢;, ¢, € C®(IB) sequéncias de fungoes tais que
¢ — ¢ monotonicamente, por cima, e ¢, — ¢ monotonicamente, por baixo.
Para cada k, existem u, u, solugoes de M = 0 em U tais que u; |sp = ¢}
e uy lap = ¢, . Observe que pelo Principio do Maximo, as sequéncias uf Sao
monoétonas.

Para cada m € N,m > 1/R, seja B, := Br_1/m(p). As sequéncias
(uﬂ Bm)k contém subsequéncias convergentes na norma C?, devido as esti-
mativas interiores do gradiente. Note que as subsequéncias devem coincidir
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com as sequéncias originais, devido a monotonicidade. Usando o método di-
agonal, (u;)k e (u,;) ., contem subsequéncias convergentes, respectivamente,
a fungoes u™ e u~ em C*(B). Como u™ < wf e u~ > wu, para todo
k, segue imeditamente que u e u~ se estendem continuamente para B e
utlop = u”|ap = ¢; pelo Principio do Méximo, deve ocorrer u™ = u™.

Conclusao 2. Se B C M é uma bola, entao para qualquer dado no
bordo ¢ € C°(OB), existe u : B — R tal que M[u] =0 e ulsp = ¢.

Desta forma, M satisfaz as condicoes exigidas para Q.

J4 para o caso do p-laplaciano, temos a(s) = sP~! e portanto o exponte
em (3.3) é o préprio p, e a respeito de (3.4) temos ¢ = p — 1 e § qual-
quer. Quanto a solubilidade do problema de Dirichlet em uma bola B,
comec¢amos mostrando, com argumentos semelhantes ao caso R", que existe
solugdao quando o dado no bordo estd em W (9B) N C° (OB). Se o dado ¢
no bordo é apenas continuo, consideramos como no caso minimo sequéncias
em WHP(9B)NC°(OB) aproximando ¢ na norma C° e usamos estimativas in-
teriores do gradiente dada pelo Teorema 1.1 de [KN], bem como a Proposigao
3.3.1.

Desta forma, a prova do Teorema 4.2.1 resume-se em verificar que o
Método de Perron fornece de fato uma solucao para @ = 0 nos casos particu-
lares do operador curvatura média e do p-laplaciano. Quanto ao p-laplaciano,
segue imediatamente do Teorema 3.3 de [HV] (veja ao final do capitulo).

Com respeito ao operador curvatura média, basta utilizar os mesmos
argumentos do Teorema 2.12 de [GT]. Tal resultado refere-se ao laplaciano
A, no entanto os tinicos fatos a respeito do operador A e suas solugoes que sao
utilizados podem ser substituidos pelas Conclusoes 1 e 2 acima e o Principio
Forte do Maximo, que também ¢ satisfeito por M (veja Capitulo 10 de [GT]).

Por fim, a teoria de regularidade (veja Capitulo 13 de [GT]) implica que
a solucao u de M = 0 ¢ infinitamente diferenciavel, visto que M é uma
variedade diferenciavel. m

4.2.1 Apéndices

Teorema 4.2.2 Seja B C M dominio convezo limitado de classe C>*. Entdo
dada ¢ € C**(0B), emiste tinica u: B — R tal que M[u] =0 e ulsp = ¢.

Dem. Segue do Teorema 2 de [DHLJ], fazendo H = 0 em B e k > 0 qualquer,
ja que coth™(0) = +00. m

Teorema 4.2.3 Seja u € C*(Bg(0)) tal que M[u] = 0. Eziste uma cons-
tante L > 0 que depende apenas de R e u(o) tal que |Vu(o)| < L.
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Dem. Segue do Teorema 1.1 de [Sp|. =

Teorema 4.2.4 Se v € uma solugao positiva para L, = 0 na bola B =
Bgr(o) C M, eziste constante C > 0 que depende apenas de R, da curvatura
seccional em B, da dimensao e de p tal que

sup |Vol? < C.

B0
Dem. Segue do Teorema 1.1 de [KN]. =
Teorema 4.2.5 Para p € (1,400), a fun¢do dada pelo método de Perron
para o p-laplaciano L, € solucao de L, = 0 em uma variedade Cartan-

Hadamard.

Dem. Segue do Teorema 3.3 de [HV]. =
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Capitulo 5

Exemplos

Uma vez provado que a condi¢ao de convexidade estrita implica em regula-
ridade na fronteira com respeito aos operadores na forma divergente Q, a
pergunta natural é: que classe de variedades satisfaz tal condicao de conve-
xidade?

O primeiro exemplo é o das variedades de dimensao 2. Em [EO], é
possivel encontrar a prova de que se M é completa, simplesmente conexa e
Ky < —k? <0, entao dados dois pontos z,y € O, M, existe uma geodésica
Yoy : R — M tal que y(—o0) = x e y(+00) = y. Como a dimensao é 2,
tal geodésica separa M em duas componentes conexas, e neste caso ambas
sao convexas, devido a unicidade de geodésica ligando dois pontos de uma
variedade Hadamard. A condigao de convexidade estrita é entao trivialmente
satisfeita por uma variedade de dimensao 2.

Com esse exemplo, nossos resultados estendem o Teorema 5.2 de [GR]
para operadores mais gerais.

O caso de dimensao > 3 é drasticamente diferente. Evidentemente nesse
caso geodésicas nao separam mais o espago em duas componentes, e o subs-
titutivo natural para a geodésica, uma hipersuperficie em M, nao tem mais
porque ter segunda forma fundamental nula, ou seja, nao tem mais razao
para separar M em duas componentes conexas convexas.

As duas secoes que seguem apresentam condigoes suficientes para que
uma variedade M satisfaga a condigao de convexidade estrita.

5.1 Variedades rotacionalmente simétricas

O objetivo desta secao é mostrar que variedades rotacionalmente simétricas
com curvatura seccional < —k? < 0 satisfazem a condicao de convexidade
estrita. Fazemos isso de modo construtivo, utilizando hipersuperficies total-
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mente geodésicas (como uma analogia as geodésicas, no caso bidimensional)
no espago hiperbélico de curvatura secctional —k?, H"(—k?).

Uma variedade riemanniana M (n + 1)-dimensional é rotacionalmente
simétrica com centro o e métrica dada por f quando M se escreve da forma
M =R x S" com métrica dada por

dr® + f(r)*dw?, (5.1)

onde 7 é a distancia ao ponto o e f : [0, +00) — R é uma fungao nao negativa
tal que f(0) =0e f'(0) =1 e dw? é a métrica usual de S".

Enxergamos M como o conjunto R™™ = {(zy,...,z,41)|z; € R} para-
metrizado por r, a distancia a (0,...,0) = o, e os angulos 6y, ...,0,, com

21 =rsinf;sinfdy...sinb,
Lo =1cosb;sinby...sinf,
T3 =rcosbysinbs...sinf,
(5.2)
Ty, = 1rcosb,_1sinb,
Tpi1 = 1 COSb,,

dotada da métrica (5.1). Utilizamos a notagao M = (R"™, f) para M se
esta é rotacionalmente simétrica como descrita acima.

Observagao 5.1.1 Note que:

(i) Os angulos na origem o = (0,0, ...,0) sao os mesmos independentemente
de qual seja a funcao [ que determina a métrica.

(ii) O parametro 6,, dd o angulo com a dire¢ao (0,...,0,1).

Os campos de vetores definidos por

5, 0
Uiz g0 Vi= o (5.3)

dao um referencial local em M \ {o}. Usando as notagdes Vy := U e g;; :=
(Vi, Vj), 0 < 4,7 <mn, é facil obter

gii = f(r)*sin?0;,1sin* 0,4 ... sin*0,,1 <i <n—1,
9oo =1, gun = f(r)* € gij = 0 se i # j. (5.4)

Com estas expressoes em maos, € possivel provar o seguinte resultado
preliminar:
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Lema 5.1.2 Seja M = (R"™, f) variedade riemanniana rotacionalmente
simétrica. Entao:

(i) As curvaturas principais de Sg(0), a esfera geodésica centrada em o de
raio R, sao todas iguais a f'(R)/f(R), na dire¢cao do normal interior.

(i) As curvaturas seccionais K,(I) de M num ponto p € Sg(o)e no plano
II C T,M sao dadas por —f"(R)/f(R), sell € gerado por U(p) e outro
vetor linearmente independente a ele.

(iii) Se Ky < —k?, entao f'(r)/f(r) > kcothkr, f(r) > (senhkr)/k e
f'(r) > cosh kr, para todo r > 0.

Dem. (i): Como os campos V;, 1 < i < n, sdo ortogonais a U, segue que as
curvaturas principais de Sg(0), quando orientada para dentro, sdo dadas por
(V1 Vio —U)/[IVi][2. Note que, como [U, Vi] = 0,

(VvVi, =U) = (Vi, Vy,U) =
1
= (Vi, VoVi) = SU(IVil))?
= f(R)f'(R)sin® 60, .. .sin? 0,

e portanto, dividindo por ||V;||? = f(R)?sin?60;,, ...sin? 6, segue (i).
(ii): Seja II = Span{U, V;}. Como [U,V;] = 0, temos que

IUIIViIPE (D) = (Vi VoU = Vo VU, V)

{ru 5)

(YNl L T
- U(f>Hv;H v v

__ f_"_f_'2> 2 L e
- (L= L) me - S vaw

" 2

= _TH‘/ZHQ + F”%H2 - f/2 Sin2 9i+1 .. .sin2 en
"

= __H‘/Z||27
/

o que demonstra (ii), ja que [|[U||=1e U L V.
(iii): Defina g(r) := sinh(kr)/k, entao ¢"(r)/g(r) = k* e assim, uma vez
que Ky < —k?%, temos

f(T)Zk—gmif()g() g'(r)f(r) =0

= (f'(r)g(r) = g'()f(r)) > 0= f(r)g(r) = ¢'(r)f(r) >0,
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portanto

e também

A 1ltima desigualdade implica em

& imm: . 7A:sinhkr
or) = S gy~ T I 2o =T

Usando este fato juntamente com (5.5), concluimos que também vale que
f'(r) > ¢ (r) = cosh kr, o que conclui a demonstra¢do. m

Fixamos agora um raio geodésico v : [0,+00) — M com |7y/| = 1 e
7(0) = o. Como quaisquer dois raios geodésicos com estas propriedades
podem ser um mapeado no outro por uma isometria de M, podemos supor
sem perda de generalidade que v(s) = (0,0,...,0,s),s > 0 (é facil ver que
este ¢ um raio geodésico).

Vamos no que segue construir uma hipersuperficie Xz C M que é orto-
gonal a v e cuja fronteira assintdtica é dada por

OxcXr = {7(00) [7(0) = 0, <(7'(0),7(0)) = a}, (5.6)

onde « € (0,7/2) é dado a priori. Para tal, seja R > 0 a ser posteriormente
determinado e considere r, 0 : R — R solugoes do sistema

' (t) = cosh kR sin (t)

ksinh kR
0t) = ——— 5.7
(t) sinh?(kr(t)) (5:7)
r(0) = R, 6(0) =0,
e seja Xp C R™"! a hipersuperficie parametrizada por
(t,61,...,0n,_1) — (r(t)sinf; sinb,...sin6,_;sinf(t),
r(t) cosfysinby . ..sinfb, 1sinf(t),
r(t) cosfasinbs . ..sinb, ;1 sinf(t),
o, 7(t) cos B,y sinO(t), r(t) cos(t)), (5.8)

com 7(t) e O(t) dados por (5.7).
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Lema 5.1.3 Se M = (R™*! sinh(kr)/k), ou seja, M € o espago hiperbélico
(n + 1)-dimensional de curvatura seccional constante —k?, entio Xr € a hi-
persuperficie totalmente geodésica que intercepta vy ortogonalmente no ponto

(0,0,...,0,R). Além disso,
X r = {7(00) | <, (F(0), y(0)) = arccos (tanh kR)} .

O lema anterior, que serd demonstrado apds a demonstracao da Pro-
posicao que segue, mostra que Y existe e divide R"*! em duas componentes
conexas. Ambas sao convexas se f = sinh(kr)/k, ji que a segunda forma
fundamental de X i se anula. A proposicao que segue mostra que, se existir

R prop Y q que, )
Y. satisfaz as propriedades desejadas se substituimos a métrica hiperbdlica
R prop J p
por outra rotacionalmente simétrica que também satisfaca K < —k2.

Observagao 5.1.4 Se R > 0, entdo uma das componentes conezas de R" T\
Y g contém a origem. De fato, basta notar que (0,...,0) ¢ Xr se R > 0,
pois (0,...,0,R) € ¥ e este deve ser o unico ponto de v em Xg, jd que
pontos de vy devem satisfazer 0(t) = 0, e 8 é uma fungdo injetiva, por ser
estritamente crescente.

Proposigao 5.1.5 Sejam M = (R""! f) rotacionalmente simétrica, com
Ky < —k? e g C R R > 0 como acima. Entdo Q, a componente
conexa de R"\ i que contém a origem, é convezo.

Dem. Como Yp é parametrizada por (5.8), os campos definidos por

0
T:=—V,Vo,....V,_
at7 1, V2, ) 1
sdo uma base ortogonal para T,Sgr para qualquer p € Sg \ {(0,...,0,R)}.
Além disso, note que T' = r'({)U + 0'(1) V5.
E imediato verificar que o campo

et (1)
N(t,01,...,0, 1) = —f(rt)0'()U + f(r(t))V" (5.9)

é normal a X apontando para §2'. Para mostrar que €)' é convexo, usamos o
Teorema 2.2.1: é suficiente provar que a segunda forma fundamental de ¥ g
com respeito a N é nao-negativa, ou seja, que

(V2T, N, (V. Vi, N) >0, Vi € {1,...,n— 1},

onde V é a conexdo de Levi-Civita de (R"!, f).
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Comegamos com (V7T N):

(ViT,N) = —f0"(V7T,U) + 7%(VTT, V)

7,l

= —fO'T(T,U) + f0/(T,VyU) + ?T(T, V) 7 (T,V1V)
= —f0'r" + fO(T,VU) + r (f20’)’ _r (T,VrV).  (5.10)

f f

Note que
(T,VrU) = (U, VyU) +7'0 (U, VyU) + (V,VyU)) + 0V, VyU)
1
:0+0—|—0+9’2§U(||V||2) =02ff, (5.11)

(T, N7V =7(U, NV + 70 (U Ny V) +(V,ViV)) + 0%V, Vy V)
1 1 1
=048 (<30 (V) + 530 (V1)) + 6237 (V) =0,
(5.12)
e entao, substituindo (5.11) e (5.12) na expressao (5.10), segue que

(VrT,N) = f0' (f 1,07 —r") + %’ ( fze’)/. (5.13)

Calculamos a seguir (Vy,V;, N):

/

<

(Vv,Vi, N) = —f0"(Vv,V;,U) + =(Vy,V;, V)

|

= [O(Vi, Vy.U) —

—~

TT Vi, Vy, V)

— O/ (Vi, Vi Vi) — %mvvv»
Al r'1

= f'5U WIRE 75‘/ (1V;II?)

= f2f,0'sin®0;,1 . ..sin?0,, — 1’ f sin? 6,1 sin* 6,,_, sin 6, cos b,

= f?sin%6,,1...sin%6, (fTQ’ — T?cot Qn) ) (5.14)

Por fim, de (5.7), obtemos que

/

sen 00’ = ktanh kR———
senh “kr

29



que ao integrar em t nos da que
cos f = tanh kR coth kr. (5.15)
Desta forma, temos que

ff0%—1" = ff.0?% -0 coshkRcosf

ksinh k

.y ( pp, EENER b kR coth kr tanh k;R)
sinh”® kr
ksinh kR cosh kr

—o (£ GnhkR

(ff sinh® kr sinh kr )
 ksinhkR [ ff N T I
= S1n r» — COS T -~ U,
sinh? kr k

onde a ultima desigualdade é proveniente do Lema 5.1.2. Além disso, ao
derivar ¢’ mais uma vez, obtemos

0" = —2r'0'k coth kr
e desta maneira
v (f20) = (2f fr'0 + £20") = 2020 (f f, — f*k cothkr)
=270’ f* (% — kcoth kr> >0,

onde novamente utilizamos o Lema 5.1.2. Por fim,

7! ) fr cos 6
[0 — 7 cot § = ksinh kRsinhQ o cosh kR 7
h
— sinh kR (k S _ ot kr)
sinh” kr f
_ ks.lnthrR (ffr _ cosh krsmh kr) >0,
fsinh® kr k

onde novamente a desigualdade vem do Lema 5.1.2.
Desta forma, ' é um subconjunto convexo de M, como queriamos de-
monstrar. |

Dem. do Lema 5.1.3. Basta substituir f(r) por senh (kr)/k nas contas da
demonstracao do teorema, obtendo que a segunda forma fundamental de >
¢é identicamente nula, e portanto Xz é totalmente geodésica. Por unicidade
de geodésicas com velocidade e posicao iniciais, segue que X i é precisamente
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a hipersuperficie totalmente geodésica que intersecciona 4 no ponto v(R)
ortogonalmente.

Além disso, a expressao (5.6) é verificada utilizando a expressao (5.15) e
fazendo t — £o00. m

Teorema 5.1.6 Se M é variedade Hadamard rotacionalmente simétrica com
curvatura seccional Ky < —k? entio M satisfaz a condicdo de convexidade
estrita.

Dem. Sejam x € 0,,M e W C 0,,M aberto tal que = pertenca ao interior
de W. Seja v : [0,400) — M raio geodésico unitario tal que v(0) = o,
v(00) =z e seja a € (0,7/2) tal que

{7(00) [7(0) = 0,€(7(0),7(0)) < a} C W.

Escolhemos R >> 0 tal que tanh kR = cos« e construimos YXp e €' como
acima. Pondo Q := M \ ¥, a Proposigao 5.1.5 nos da que M \ Q é convexo
e ainda temos que, pela expressao (5.6),

0082 = {7(20) [7(0) = 0, 1(7(0),7(0)) < o},

ja que uma vez que os angulos na origem o independem da funcao f que
define a métrica, a expressao (5.15) nos dé que a fronteira assintética de Yg
¢ dada por (5.6).

Assim, () satisfaz as propriedades (4.1)—(4.3) da Defini¢ao 4.1.1, o que
conclui a demonstragao. m

O Corolario que segue é uma extensao para operadores mais gerais do
que ja é conhecido para o caso @ = M, conforme [EFR]. J& para o caso do
p-laplaciano, é possivel obté-lo como consequéncia do Teorema 4 de [V1].

Corolario 5.1.7 Se M ¢ rotacionalmente simétrica com Ky < —k?, entdo
M ¢ reqular no infinito com respeito a Q. Em particular, as conclusoes dos
Teoremas 4.1.2, 4.1.4 e 4.2.1 sao validas para M.

5.2 Curvatura seccional com decrescimento
controlado

Outra classe de variedades que satisfazem a condigao de convexidade estrita
¢ dada pelo teorema a seguir.
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Teorema 5.2.1 Seja M uma variedade Hadamard com curvatura seccional
Ky < —k? e suponha que existam o € M e R* > 0 tais que

Kpr := min{ K, (IT)|IT € um 2-plano em p,p € Bry1(0)}

satisfaz
2kR

€ *
Kp > —W,VRZR . (5.16)
Entao dadosv € T,M e¢0 < o < /2, existe um subconjunto convexo C C M

tal que
(1) 9 C 2 {7(20)[7(0) = 0, (v, 7(0)) = 20}
(ii) M \ C contém o cone truncado T,(v, «, r9) para algum 7o > 0.

Em particular, M satisfaz a condicdo de convexidade estrita.

Para a prova deste resultado, adaptamos os passos feitos por M. Ander-
son em [And] e A. Borbély em [B1]. Nestes dois trabalhos é demonstrado
que a condi¢ao de vizinhancas conicas convexas de [C] é satisfeita por va-
riedades com curvatura seccional limitada entre duas constantes negativas
e satisfazendo —e*"™ 1) < K, K3 < —1, A < 1/3, respectivamente. Como
nosso interesse é parecido, porém distinto, reescrevemos a demonstragao com
algumas adaptagoes.

Observamos também neste momento que I. Holopainen e A. Vahékangas
provaram em |[HV] que o p-laplaciano é regular no infinito com as mesmas
hipéteses do Teorema 5.2.1 (veja Corolario 3.23 de [HV]). A técnica no
entanto é bastante diferente da nossa, o que é um fato bastante curioso.

Jé& para o caso de Q@ = M, o resultado é novidade.

A idéia central da construcao é baseada no fato de que as bolas geodésicas
sao uniformemente estritamente convexas, entao nao importa qual seu raio,
sempre é possivel tirar um pedacinho delas contendo uma porc¢ao da fronteira
de modo que o conjunto que sobra continua convexo. Isso depende apenas do
fato de Ky < —k?. J4 o tamanho da fronteira que é retirado sem compro-
meter a convexidade do restante, quando o raio tende a infinito, é controlado
pela limitacao inferior da curvatura seccional.

Comegamos fixando uma funcdo suave nao decrescente ¢ : [0, +00) — R
tal que 0 < ¢ < 1, ¢([0,1/2]) =0, ¢ = 1 em [1,+00). Seja L > 0 tal que
¢',¢" < L. Para p € Sg(o), definimos f, : M — R por

fo(x) = o(pp()),

onde p, denota a funcao distancia a ¢ € M.
Daqui para frente, usamos a notacao ar := v —Kg.
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Lema 5.2.2 FEuxiste § > 0 que depende apenas de k e L tal que, se pomos
ep = BRYTe™*E, (5.17)
entao o subconjunto de nivel

{:U € M; (:00 - Epr)(LC) < R}

¢ um congunto estritamente convero para R > max{1l,r*, R*}, onde r* € tal
que e * (r)1te = 1.

Dem. E suficiente provar que o hessiano of p, — erf, ¢ positivo-definido
no subespaco {X € T, M|X L V(p, — erfy)(x)}, para cada x tal que (p, —
erfp)(x) = R. Seja R > R*, onde a estimativa (5.16) vale, e R > 1, para que
o conjunto de nivel represente Br(0) menos um pedacinho. Fixamos um tal
z. Seja X L V(po — erfp)(z). Entao

D2(po - ngp) <X7 X) = <VX (vpo - 5R¢/V/)p> 7X>
= D2po(X> X) - 5R¢/D2pp(Xa X) - €R¢H<Vppa X>2
Como p, ¢ uma funcio distancia tem-se que D?p (X, X) = D?p,(X+, X1),
onde X+ = X — (X, Vp,)Vp,; além disso, (X, Vp,) = e¢/(X, Vp,).
Por fim, como K; < —k?, o Teorema de Comparacao do Hessiano implica
a estimativa D2p,(X+, X+) > k|| X*|]2, e desta forma
D2po(X7 X) >k (”*Xr“2 - <X7 vp0>2)
=k ([IX[I* — erd'(X, Vpp)(X,Vpo)) = k(1 — erL)|| XH18)
Por outro lado, como ¢/ = 0 em [1, +00) e Kj; > —a% em Bg,1(0), aplicamos
novamente o Teorema de Comparacao do Hessiano, na outra direcao, para
obter
¢'D?pp(X, X) < ¢'ag coth(arp,) | X — (X, Vp,) V|
= ¢/ag coth(arp,) (| X|* — (X, V,)?)
< ¢'ag coth(agp,)|| X|*.

Como temos que ¢’ =0 em [0,1/2], com ag > k, temos
¢'D?*p,(X, X) < ¢'ag coth(ar/2)|| X ||* < Lag coth(k/2)||X|*. (5.19)

Assim, se || X|| =1e R > r* (o que implica que eg < ), usando também
que egar < 3, temos que

D*(p, — erfy)(X, X) > k(1 — egrL) — egLag coth(k/2) — epL
>k — B (k+ 14 coth(k/2)) L.
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e desta forma, escolhendo

k
2L(k + 1+ coth(k/2))’

g = (5.20)
obtemos a estimativa D?*(p, — erf,)(X,X) > k/2, concluindo a demons-
tracao. m

Precisamos de mais um resultado geométrico, que diz que se estamos em
M olhando a partir de o para uma bola de raio 1 que se afasta, entao o angulo
que ela ocupa de nossa visao decresce exponencialmente com a distancia a o.
Mais precisamente:

Lema 5.2.3 Sejam M uma variedade riemanniana com Ky < —k*, o€ M
ep €M com p,(p) = R, Entao

sinh &
= ! ! ; < i . .
Or = max{<(7,, (0) 7, (0)); ¢ € Si(p)} < arcsin (sinh kR> (5.21)

Como consequéncia, se também wvale que R > 7, onde 7 > (In2)/2k e

sinh® k7 > 4sinh®(k)/3, entdo existe A > 0 constante universal tal que
Or < Ae kR,

Dem. Notamos inicialmente que é suficiente provar que vale igualdade em
(5.21) para o caso particular em que M = H?*(—k?), o plano hiperbdlico de
curvatura seccional constante —k2. De fato, sejam p; = p como no enunciado
e po que realiza o maximo na expressao de #r. Denotamos por d a distancia
no hiperbdlico.

Sejam o, p; e po pontos no plano hiperbdlico tais

d(3,p;) = d(o,pi),i = 1,2,
d(p1,p2) = d(p1, p2).

Queremos mostrar que o < @, onde « é o angulo em 0 e & em 0.

Suponhamos por absurdo que a < «. Entao existe n > 0 tal que o = a+m.
Seja p o ponto de 7y, , tal que <t (75, (0),7,,(0)) = &. Como as geodésicas em
M se afastam mais rapidamente que em H? (pelo Teorema da Comparagao
de Rauch), temos que disty(p1,p) > distu(p1,p2), visto que os angulos
coincidem. Assim, disty(p1,p2) = disty(p1,p) + dist(p, p2) > dist(p1, p2),
pois p # pa, ja que n > 0. Isso é absurdo.

Podemos prosseguir, assim, mostrando igualdade em (5.21) em H?(—k£?).
Para isso, utilizaremos o modelo do disco de Poincaré, ou seja, consideramos
D? = {(z,y) € R? 2* + y* < 1} munido da métrica

4{u, v)e
<u7 U)(%y) = k’2<1 — 2 _ y2>2’
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onde (-, ), denota a métrica euclidiana.

Como o espaco hiperbdlico é homogéneo, podemos supor sem perda de
generalidade que o = (0,0) e que p = (a,0), a > 0. Como uma consequéncia
imediata da expressao da métrica, temos que se a distancia hiperbdlica de p
a o é R, entdo a = tanh(kR/2).

Observamos ainda que os angulos hiperbdlico e euclidiano em o = (0, 0)
coincidem, pois a métrica de Poincaré é conforme a euclidiana. Desta forma,
para calcular g é suficiente calcular o angulo euclidiano maximo do circulo
B de centro hiperbdlico (a,0) e raio hiperbdlico 1. Neste caso, é facil ver que
Or ¢é dado por

Raio euclidiano de B

senfp = (5.22)

Norma euclidiana do centro euclidiano de B

E suficiente, entao, calcular o centro e o raio euclidianos de B. Para
isso, utilizaremos isometrias de D?, que sao as transformacoes de Mobius que
preservam o disco unitario. Escrevmos z = x + 1y, e entao

z+a
az +1

9(2) =

é um isometria que leva o eixo horizontal {y = 0} em si préprio e leva o circulo
hiperbdlico de raio 1 centrado em o, B (que é o circulo euclidiano centrado em
(0,0) de raio b := tanh(k/2)), no circulo hiperbélico B de centro hiperbdélico
p e raio hiperbdlico 1. Observe que os centros e raios hiperbdlico e euclidiano
nao coincidem, no entanto, através da expressao da g é facil ver que g(—b) e
g(b) formam um diametro de B, de onde obtemos que o centro euclidiano é
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dado por (g(b) + g(—b)) /2 e o raio euclidiano por (g(b) — g(—b)) /2. Assim,

g(b) —g(=b) _ b(1—a?)

O ) g(0)  all - )
_ tanh(k/2)(1 — tanh?*(kR/2))  tanh(k/2) cosh®(k/2)
 tanh(kR/2)(1 — tanh®(k/2))  tanh(kR/2) cosh®(kR/2)
_ sinh(k/2)cosh(k/2)  sinhk
~ sinh(kR/2) cosh(kR/2)  sinhkR
e portanto

0 — arcs: sinh k
R= A GIWER )

o que conclui a primeira afirmacao.
Agora, se sinh? k/sinh® kR < 3/4, temos \/1 —sinh® k/sinh® kR > 1/2,

o que nos da

sinh k sinh k

. sinh k / sinh kR dt < /sinhIcR ol
arcsin = ]
sinh kR 0 V1=~ ),

Se além disso também valer que R > (In2)/2k, obtemos sinh kR > k% /4,
e portanto escrevendo A := 8sinh(k), obtemos a segunda afirmagao, con-
cluindo a demonstracao. m

Com estes dois lemas em maos, podemos partir para a demonstracao do
Teorema 5.2.1.
Prova do Teorema 5.2.1. Comegamos com ry > R* que serd determinado
no fim da demonstragao. Definimos os seguintes conjuntos:

Co:= By, To:={p € Sp;4(Yop,v) <}, Dy =10

Gragas ao Lema 5.2.2; existe ¢g := &, uniforme tal que para cada p € S, (o),
o subconjunto de nivel

Crp i=A{z € M; (po — cofp)(x) <70}
é convexo. Definimos entao a segunda cole¢ao de conjuntos como segue:

51:: ﬂ Cip, O 3=av1\D07 =70+ €0

p€Ty

D, =B, (0)\Cy, Ti:=5,(0)\9C;.

Note que C' é convexo, ja que € a interseccao de convexos.
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Definmos também

0o 1= sup{<(75,(0),7,4(0)); p € To, q € Si(p)}.

Portanto, <t(v,7,,(0)) < a + 6y, para todo = € D;. De fato, se x € Dy,
existe p € Ty tal que z € B, (0) \ C1,, o que implica que 7o + ep(p,(z)) <
p(x) < ry, elogo x € By(p), caso contrario terfamos o absurdo r; < r;. Desta
forma

<(0,70,(0)) < <(v,7,,(0)) + <C(75,(0),74:(0)) < a + 6.

Agora procedemos indutivamente da seguinte forma: Suponha que C},
re, Dy e T} estao definidos para todo k < n — 1, n > 1, e que todos os C}s
sao convexos. Pelo Lema 5.2.2; existe ¢, uniforme tal que se p € S, . (0), o
conjunto C,,, := {p, — en-1fp < 1n_1} ¢ convexo. Defina

6Tn/ = ﬂ Cn,pa Cn = 677; \ Dn—17 Tn = Tn-1+En-

pETH_1
D, =B, (0)\C,, T,:=35,(0)\9C,,
O := sup{<(7,,(0),7,,(0));p € T, q € S1(p)}-

Afirmaca 1. C, é convexo.

De fato, sejam x,y € C,, e suponha por absurdo, que 7., ¢ C,. Como
C, C C,, que é convexo, deve ocorrer v,, N D,y # (. Em particular,
Yay deve interseccionar dD,,_; pelo menos duas vezes. Por outro lado, como
(-1 é convexo, 74, nao pode cruzar 0C,,_; duas vezes, caso contrario estaria
contido em C,,_; C C,,. Logo 7., deve cruzar 0D,,_1\9C,,_; = intT,,_;. Mas
neste caso, 7, conteria pontos de B, (0)\ C,, o que contradiz a convexidade
de C,.

Afirmagao 2. Se x € D, entido <((v,7.,(0)) < a+ > ;.

De fato, a definicao de D,, implica que D,, = D,,_; U <Brn(0) \ C’n>. Se
x € Dy, termina, ja que por indugao é possivel concluir que <(v, v,,(0)) <
a + Z?:_OQ 0; para todo y € D, ;. Caso contrario, existe p € T,,_; tal que
z € B, (0)\ Ch,p, 0 que implica que x € B, (0) N By(p) para algum p € T),_;.
Assim

v, 70:(0)) < <2(v,76,(0)) + <(75,(0), 75,(0))

<
S 4(”77{);7(0)) + gn—l-

Por outro lado, ¢ fcil ver que T,y C D,,_1, logo <(v,,,(0)) < a+ S0,
o que conclui a afirmagao 2.
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Afirmagao 3. Sejam

c=JC. D:=JDn

n>0 n>0

Entao C' é convexoe M = C U D.

Como por construcao temos Cy C C7 € Cy C --- e todos os Cys sao
convexos, segue imediatamente que C' é convexo. Para provar que M = CUD,
é suficiente mostrar que r,, — +o0o0 quando n — +oo pois B, (o) = C,, U D,,.
Se supomos, por absurdo, que existe A > 0 tal que r,, < A para todo n > 0,
concluimos que

Ep = BT}LJreefkrn > BréJreeka? vn > 07
e usando que
n
Tn+1 =Tp+ep =70+ E En,

=0

concluimos que r, — 400, o que é absurdo. Devido a afirmacao 3, é suficiente

mostrar que 0, D C {7, (+00); <t(v,7/(0)) < 2a} para obter (i). Para tal,
note que, ao menos formalmente, se x € D,

v, (0) St Y O

n=0

Assim, a Unica coisa que resta provar é que a série converge a uma constante
< «, desde que ry seja escolhido corretamente. A idéia central é estimar
quantos r; estao em cada intervalo para assim controlar, de certa forma, o
numero de termos da série. Definimos para isso t,, como o niimero de r;s no
intervalo I, := [rg +n,ro+n+ 1], n > 0. Seja j, o subindice do maior r; em
I,,. Como ¢; decresce com 7, temos:

tn€jn < Ejp—1+ Ejuz 00+ Ej,
= (Mo = Tjum1) + (Mjum1 = Tju—2) + - 4 (Futa—t, = Tju—ta)

=71, = Tj—t, < (ro+n+1)—(ro+n) =1.

A estimativa acima nos da

. ek(ro+n+1)
t, <e. < ——4mM8
n—= "jn — ﬁ(r0+n)1+e’

onde a ultima desigualdade ¢ valida porque 7o +n <r; <79+ n+ 1.
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Além disso, pelo Lema 5.2.3 temos que 6; < Ae™*"i. Esses dois fatos nos
dao

;ei B 2%21”(% = %tnAe B B % (ro + n)lte

Fica entao claro que escolhendo adequadamente o valor de rq, é possivel obter
0 < 2a.

Para provar (ii), seja v um raio geodésico a partir de o satisfazendo
<(v'(0),v) < a. Entao 7 intersecciona Ty a distancia rg, saindo de C. Como
por construcao dC D Ty e C' é convexo, v nao pode interseccionar C' apds
distancia ry. =

5.3 Problemas em aberto

Com o trabalho [Anc] de A. Ancona, é sabido que existem variedades de
curvatura seccional K,; < —1 para as quais existem dados no bordo cujos
problemas de Dirichlet assintoticos nao sao soliveis, com respeito ao laplaci-
ano. A abordagem em [Anc| é probabilistica, porém, em seu trabalho [B2],
A. Borbély mostrou o mesmo fato utilizando argumentos analiticos. Am-
bas as provas utilizam construgoes de variedades que satisfazem a seguinte
propriedade: existe um ponto x € 0,,M tal que se U é vizinhanca de x na
topologia dos cones, entao a envoltéria convexa de U (isto é, 0 menor convexo
que contém U) é toda a variedade M.

Recentemente, I. Holopainen mostrou em [Ho2| que existem variedades
para as quais problemas de Dirichlet assintéticos nao sao soluveis em ge-
ral com respeito aos p-laplacianos, estendendo os resultados de Ancona e
Borbély. A construgao usada por Holopainen é similar aquela que Borbély
apresenta.

Esses exemplos mostram que a condi¢cao de convexidade estrita nao é
sempre satisfeita em uma variedade de Hadamard M com K, < —k? < 0.

Uma pergunta que segue em aberto é se também vale um resultado de
nao-existéncia para a equacao de hipersuperficie minima.

Também temos interesse em investigar quais sao as relagoes entre a nossa
condicao de convexidade estrita e a condicao de vizinhancas convexas do
Choi.

Por fim, uma outra questao que nos parece bastante surpreendente é que
a hipétese (5.16) também aparece no Corolario 3.23 de [HV], e, substituindo
a limitagao inferior da curvatura seccional por curvatura de Ricci, também
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estd presente no trabalho de Hsu [Hs] para o caso especifico do laplaciano
(a presenga desta hip6tese com a curvatura de Ricci no lugar da curvatura
seccional se justifica provavelmente pela linearidade do laplaciano). A prova
de existéncia de solugao para (1.1) com esta hipdtese é feita de maneiras
completamente diferentes em cada um desses trabalhos. Este fato é curioso
e estamos interessados, assim como Holopainen (veja [Ho2|), em investigar o
quao sharp sao nossas suposicoes.
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