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RESUMO

Este trabalho desenvolve, analisa e valida uma sequéncia didatica para o ensino de
Probabilidade no Ensino Médio. As atividades foram aplicadas em uma turma de vinte e cinco
alunos do Ensino Médio noturno de uma escola da rede publica estadual. Estas atividades
possibilitaram a exploracdo de conceitos de Probabilidade, nas quais os alunos foram
convidados a questionar, conjecturar e criar respostas ou explicacdes para os problemas
propostos. Utiliza-se como referencial tedrico, os cendrios para investigacdo de Skovsmose e
a resolucdo de problemas fundamentada em Polya e Pozo. A metodologia de pesquisa
utilizada foi o Estudo de Caso. A descri¢c@o das atividades foi divida em trés etapas, nas quais
sdo apresentadas o planejamento, objetivos, expectativas, descricdo das aulas, observacoes do
professor e andlise. Realiza-se também a classificacdo das atividades, momento em que
observa-se que estas ocorreram em diferentes Ambientes de Aprendizagem, gerando interesse
e participacdo dos alunos, possibilitando discussdes sobre conceitos de probabilidade e
permitindo o confronto entre estes conceitos € a intui¢do dos alunos. Destaca-se também a
importancia da postura do professor no desenvolvimento das atividades, muito mais como
orientador e instigador. O produto desta dissertagdo € uma sequéncia didética para o ensino de
Probabilidade no Ensino Médio, elaborada e testada, e que pode ser utilizada por outros
professores. Este produto encontra-se no apéndice A.

Palavras-chave: Cendrios para Investigacdo. Resolu¢dao de Problemas. Ensino de

Probabilidade no Ensino Médio. Sequéncia Didética.



ABSTRACT

This work develops, analyzes and validates a didactical sequence for the teaching of
probability in High School. The activities were applied in a twenty-five students class of a
nightshift High School from a state public school. These activities enabled the exploration
probability concepts, in which the students were invited to question, conjecture and create
answers or explanations for the proposed problems. The Landscapes of Investigation of
Skovsmose and the resolution of problems grounded in Polya and Pozo are used as theorical
referential. The research methodology used is the study of case. The description of the
activities is divided in three steps, in which are presented the planning, goals, expectations,
description of the classes, teacher’s observations and analysis. The classification of activities
is also conducted, when we observe that these activities happened in different Milieu of
Learning, generating students’ interest and participation, making the discussion about
probability concepts possible and allowing the confrontation between these concepts and the
students’ intuition. The importance of the teacher’s attitude in the development of the
activities, more like advisor and instigator, is highlighted. The product of this dissertation is a
didactical sequence for the teaching of probability in High School, elaborated and tested, that

can be used by other teachers. This product is located on appendix A.

Keywords: Landscapes of Investigation. Resolution of Problems. Teaching of

Probability in High School. Didactical Sequence.
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INTRODUCAO

Neste trabalho, analisamos uma sequéncia didatica na qual propusemos aos alunos
atividades que possibilitaram a exploracdo de alguns conceitos do conteido de Probabilidade
e que fossem uma alternativa ao paradigma do exercicio. Convidamos os alunos a
participarem das atividades questionando, conjecturando e elaborando respostas ou
explicagOes para as questdes propostas, ou seja, que os alunos tivessem uma postura ativa no
processo de aprendizagem.

A escolha do tema desta pesquisa tem muitos motivos: um deles é a formagao escolar
e académica do autor, pois enquanto aluno do Ensino Médio, na época 2° grau, o contetido de
Probabilidade nao foi estudado. Posteriormente, na graduacdo, o assunto foi abordado de
forma muito superficial e na especializacdo também nao se abordou o contetido.

Em quatro anos como professor de Matematica do 3° ano do Ensino Médio, nunca
conseguimos trabalhar o conteddo; no méximo, apresentamos algumas questdes de
Probabilidade apds o estudo do contetido de Anélise Combinatdria.

Por que entdo a escolha de um contetido no qual ndo temos uma formagao sélida? A
escolha ocorre pela curiosidade e interesse pela drea, mas também pela necessidade, pois, a
partir do 2° semestre de 2009, assumimos uma disciplina de Probabilidade num curso Técnico
de Informatica e, desde entdo, nos dedicamos ao estudo deste assunto, percebendo assim sua
importancia e utilidade. Essas caracteristicas sdo destacadas pelos Parametros Curriculares

Nacionais:

As habilidades de descrever e analisar um grande ndmero de dados, realizar
inferéncias e fazer predi¢des com base numa amostra da populagdo, aplicar as idéias
de probabilidade e combinatdria a fendmenos naturais e do cotidiano sdo aplica¢des
da Matematica em questdes do mundo real que tiveram um crescimento muito
grande e se tornaram bastante complexas. Técnicas e raciocinios estatisticos e
probabilisticos sdo, sem divida, instrumentos tanto das Ciéncias da Natureza quanto
das Ciéncias Humanas. Isto mostra quanto serd importante uma cuidadosa
abordagem dos contetddos de contagem, estatistica e probabilidade no Ensino Médio,
ampliando a interface entre o aprendizado da Matemadtica e das demais ciéncias e
areas. (BRASIL, 2000, p. 44.)

Outro aspecto sobre a Probabilidade € a presencga de questdes sobre o tema no ENEM
(Exame Nacional do Ensino Médio), e como professor de uma escola puiblica em que todos os
alunos realizam o exame, sentimos necessidade de que os mesmos tenham conhecimento de

tal conteddo, estando assim melhor preparados para a prova. Gostariamos de observar que a
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proposta ndo tem como objetivo apenas preparar o aluno para um exame, pois concordamos

com as Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio quando colocam que:

Ao estudar probabilidade e chance, os alunos precisam entender conceitos e palavras

relacionadas a chance, incerteza e probabilidade, que aparecem na nossa vida
diariamente, particularmente na midia. Outras idéias importantes incluem a
compreensdo de que a probabilidade é uma medida de incerteza, que os modelos sdo
uteis para simular eventos, para estimar probabilidades, e que algumas vezes nossas
intui¢des sdo incorretas € podem nos levar a uma conclusdo equivocada no que se
refere a probabilidade e a chance. (BRASIL, 2006, p. 79)

Portanto, a compreensdo de um modelo probabilistico proporciona ao estudante
conhecimentos e habilidades uteis em sua vida.

Um outro motivo de nossa escolha é a percep¢ao de que o contetido de Probabilidade
tem sido trabalhado superficialmente nas escolas da rede estadual do municipio de Osério ou
nem tem sido apresentado. Justificamos esta impressao pela vivéncia como docente em muitas
escolas da cidade nos ultimos anos; Contudo essa deficiéncia no ensino de Probabilidade ndo

se restringe somente ao nosso municipio, como podemos ver nas palavras de BAYER (2005):

. a inclusdo da probabilidade e da estatistica nos programas de matematica no
Ensino Fundamental e Médio. Embora esta inclusdo tenha ocorrido no ano de 1997,
hoje ainda observa-se um nimero muito reduzido de professores que ensinam
probabilidade e estatistica. Véarios motivos foram destacados: falta de preparo do
professor, falta de tempo, falta de material didatico (Echeveste, Bayer, Bittencourt &
Rocha, 2003), o que se observa é que o professor de matemdtica necessita, assim
como foi feito com os programas de matematica, uma atualizacdo em sua formacao.
(BAYER, 2005, p.2)

Assim, além de contribuir com nossa formacgao e pratica docente, acreditamos que a
realizacdo deste trabalho pode auxiliar outros colegas professores no ensino deste conteido.

Os principais objetivos de nosso trabalho sdo elaborar, investigar e analisar
atividades para o ensino de Probabilidade no Ensino Médio, tendo em vista as possibilidades
de estas despertarem o interesse dos alunos, e também contribuirem para o desenvolvimento
da compreensdo do seu cotidiano, quando este apresenta relagdes com aspectos ou conceitos
de Probabilidade.

Este trabalho estd dividido em trés capitulos. No primeiro, apresentamos o
Referencial Tedrico que fundamenta as atividades elaboradas, a acdo docente, as andlises e
conclusdes. No capitulo seguinte, descrevemos e analisamos as atividades desenvolvidas com

um grupo de alunos. E no ultimo capitulo, apresentamos nossas conclusoes.
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Apresentamos nos apéndices uma sequéncia didética, resultado de nossa pesquisa,
bem como o modelo dos materiais utilizados como listas, questiondrio e avaliacdo, enquanto
que nos anexos estdo copias de atividades realizadas pelos alunos e a autorizagdo da escola

para a realiza¢do das mesmas.
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1 REFERENCIAL TEORICO

Nossa prética docente, bem como a andlise que realizamos, estdo fundamentadas nos
conceitos de Ambientes de Aprendizagem de Skovsmose e na Resolucdo de Problemas,
segundo Polya e Pozo. Estes referenciais, além de outros autores como Penteado e Pais, sdo
trabalhados nas duas primeiras se¢des deste capitulo. A terceira secdo € dedicada a uma
revisdo bibliogrifica, na qual destacamos trés pesquisas relacionadas com a nossa. A quarta

secdo finaliza este capitulo, com a caracterizacdo da pesquisa realizada neste trabalho.

1.1 CENARIOS PARA INVESTIGACAO E AMBIENTES DE APRENDIZAGEM

Conforme Skovsmose, “Um cendrio para investigacao € aquele que convida os alunos
a formularem questdes e procurarem explicagdes.” (SKOVSMOSE, 2008, p.21). Além disso,
o autor afirma também que, para uma atividade tornar-se um cendrio para investigacdo, esta
deve ser aceita pelos alunos, sendo responsabilidade do professor o convite para a
participacao destes em tal atividade. Portanto, um Ambiente de Aprendizagem pode, ou ndo,
ser caracterizado como um cendrio para investigagio dependendo do aceite dos alunos. E
fundamental o papel do professor na apresentacdo ou convite deste cendrio para que este
proporcione momentos de questionamentos e explicacdes por parte dos alunos.

Ainda sobre os cendrios para investiga¢do, Skovsmose coloca que a validagdo, ou
ndo, de um Ambiente de Aprendizagem como um cendrio para investigacdo se dd de forma
empirica, através da relacio entre professor e alunos em sala de aula.

Concordamos com Skovsmose, que as aulas de matemética em que o professor, na
maior parte do tempo, faz exposicdo de conceitos, resolvendo exemplos ou demonstrando
férmulas, na esperanca de que o aluno, passivamente, observe e aprenda o contetido, ou aulas
em que o aluno deva resolver exaustivamente muitas listas de exercicios, nos quais a Unica
tarefa € repetir procedimentos apresentados pelo professor, sio momentos que exemplificam o
paradigma do exercicio.

E importante salientar nestas aulas, a postura exigida do aluno, que é passiva e de

mera observacao ou repeti¢do. Nas palavras de Skovsmose,
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a educacdo matemadtica tradicional se enquadra no paradigma do exercicio.
Geralmente, o livro didético representa as condigdes tradicionais da pratica de sala
de aula. Os exercicios sdo formulados por uma autoridade externa a sala de aula.
Isso significa que a justificacdo da relevancia dos exercicios ndo € parte da aula de
matematica em si mesma. Além disso, a premissa central do paradigma do exercicio
€ que existe uma, e somente uma, resposta correta. (SKOVSMOSE, 2008, p.15)

Skovsmose (2008) classifica os Ambientes de Aprendizagem, caracterizando-os
entre paradigma do exercicio ou cendrios para investigacdo com diferentes referéncias. A
seguir reproduzimos a matriz apresentada por Skovsmose, na qual cada Ambiente de

Aprendizagem ¢ identificado com um nimero que servird como referéncia.

Quadro 1: Classificagdo dos Ambientes de Aprendizagem.

Exercicios Cenadrio para investigacao
Referéncias a matematica pura (D 2)
Referéncias a semi-realidade 3) )]
Referéncias a realidade 5 (6)

Fonte: SKOVSMOSE, Ole. Desafios da reflexdo em educagdo matematica critica. Campinas: Papirus, 1° ed.
2008, p.23.

Apresentamos a seguir uma caracterizagdo de cada Ambiente de Aprendizagem, pois
iremos classificar as atividades por nds propostas nos diferentes Ambientes de aprendizagem
acima apresentados.

O Ambiente de Aprendizagem baseado no paradigma do exercicio com referéncias a
matematica pura, identificado como o do tipo (1), ¢ um dos mais comuns nas salas de aula, e
normalmente aquele em que o professor apresenta o conteddo, resolvendo um ou mais
exemplos para, em seguida, apresentar aos alunos exercicios em que estes repetirdo os passos
apresentados pelo professor.

13

Encontramos na defini¢do de problema rotineiro dada por Polya: “... um problema
serd rotineiro se ele puder ser solucionado pela substituicdo de dados especificos no problema
genérico resolvido antes, ou pelo seguimento, passo a passo, de algum exemplo batido.”
(POLYA, 1995, p. 124), uma descricdo do que compreendemos como uma atividade que
ocorre no paradigma do exercicio com referéncia a matematica pura.

Os Ambientes de Aprendizagem do tipo (3) sdo aqueles com base no paradigma do
exercicio que fazem referéncia a uma semi-realidade, normalmente criada pelo professor ou
pelo autor de livro didatico. Neste tipo de situacdo todas as informagdes necessdrias ja estdo
presentes no problema, ndo havendo necessidade de investigacdo por parte do aluno nem

cabendo a este questionar sobre outros aspectos do contexto apresentado. Por exemplo, no

exercicio proposto por Paiva:
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Um fazendeiro colheu milho, feijao e café, num total de 14400 sacas,
sendo que a quantidade de sacas de café foi o quadruplo da quantidade de sacas de
feijdo. Se tivesse colhido mais 2400 sacas de feijdo, o total dessas sacas atingiria o
total de sacas de milho. Calcule o total de sacas de café. (PAIVA, 2009, p.43)

A questdo acima caracteriza muitos exercicios que ndo sdo reais, pois fica claro que
para o sujeito da situacdo a informacgao ou o valor que estd sendo perguntado ja € conhecido;
ou seja, esta € uma realidade criada pelo autor.

Outro olhar sobre a questao pode ser no sentido do valor das sacas de cada produto,
ou ainda os alunos podem questionar o professor sobre como sdo cheias estas sacas: todas t€ém
0 mesmo volume ou todas t€ém o0 mesmo peso? Se estes questionamentos ou outros surgissem,
poderia o professor sair do paradigma do exercicio e propor aos alunos um cendrio para
investigacdo, em que estes tivessem que desenvolver uma postura ativa, buscando
informacdes. No momento em que os alunos questionam o problema, podemos caracterizar
uma quebra no contrato didético', sendo esta uma oportunidade para o professor encaminhar a
atividade, dando um rumo diferente ao inicialmente proposto. Para isso € necessario que o
professor se aventure em um novo Ambiente de Aprendizagem. Skovsmose chama nossa
atencdo para estes momentos de ruptura: “Um contrato diddtico pode ser quebrado de muitas
maneiras, como, por exemplo, quando alunos comeg¢am a questionar detalhes de uma semi-
realidade, ..... Em geral, melhorias na educa¢do matemadtica estdo intimamente ligadas a
quebra de contrato. ” (SKOVSMOSE, 2008, p.35).

A quebra do contrato didatico e a possibilidade de desenvolver a atividade num outro
ambiente sdo para o professor uma mudang¢a de uma zona de conforto para uma zona de risco,
e o professor deve estar disposto a enfrentar essa mudancga.

Os conceitos de zona de conforto e zona de risco apresentados por Penteado dentro
de um ambiente de tecnologia da informacdo (TI) se aplicam também aos cendrios para
investigagdo, pois o professor ird encontrar nestes ambientes os aspectos de imprevisibilidade

e incerteza que a autora coloca:

' “Com relagio 2 ideia de ambiente de aprendizagem, um contrato didético pode ser definido em termos de um
“equilibrio no ambiente de aprendizagem”. Assim, um contrato diditico refere-se a harmonia entre os
parametros do ambiente de aprendizagem, isto €, a harmonia entre a maneira como o significado é produzido, as
tarefas sdo organizadas, o livro didatico ¢ estruturado, a comunicagdo é desenvolvida etc.” (Skovsmose, 2008, p.
34)
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Um uso que explore as vantagens das TI para ampliar as experiéncias de
ensino e aprendizagem requer um movimento em direcdo a situagdes imprevisiveis e
com alto nivel de surpresa. Essa dimensdo - caracterizada por incerteza,
flexibilidade e surpresa — € a zona de risco. (PENTEADO, 2000, p. 32)

Por outro lado, situagdes que ndo surpreendem o professor caracterizam uma zona de
conforto. Conforme a autora: “Entendo “zona de conforto” como a dimensdo da prética
docente em que estdo presentes a previsibilidade e o controle” (PENTEADO, 2000, p. 32).

Finalmente, o terceiro Ambiente de Aprendizagem caracterizado como paradigma do
exercicio € o tipo (5), que sdo aqueles em que o professor traz dados reais, normalmente da
midia, legitimando desta forma o ensino do conteido que vai ser abordado a partir daqueles
dados. O ensino ou aprendizagem de determinado conteddo que se dd a partir de um material
que faz referéncia a realidade pode ainda assim estar no paradigma do exercicio, na medida
em que exige do aluno o uso de uma regra ou uma comparagdo com um problema parecido,
ndo lhe possibilitando uma postura investigativa ou reflexiva. Ao encontro estdo as palavras

de Polya:

Ao apresentar um problema o professor pde a frente do aluno uma
resposta imediata e decisiva a indagacdo: Conhece um problema correlato? Desse
modo, o aluno de nada mais precisa, além de um pouco de cuidado e de paciéncia
para seguir uma férmula preestabelecida, sem ter a oportunidade de usar o seu
discernimento nem as suas faculdades inventivas. (POLYA, 1995. p.124)

Os ambientes do tipo (1), (3) e (5), embora diferentes quanto as referéncias,
apresentam a caracteristica descrita por Polya de ndo incentivar, ou ndo possibilitar ao aluno
um momento de reflexdo ou investigacdo, para que encontre ou crie um caminho a fim de
resolver um problema posto.

Por outro lado, os Ambientes de Aprendizagem dos tipos (2), (4) e (6) s@o todos
cendrios para investigacao, diferenciando-se pelas referéncias de cada um.

Os Ambientes de Aprendizagem do tipo (2) sdo cendrios para investigacdo com
referéncias a matemdtica pura. Sao aqueles ambientes em que a investigacdo déa-se apenas no
contexto da matemdtica, nos quais os problemas apresentados aos alunos ndo partem da
realidade ou de uma semi-realidade. Os enigmas matematicos, chamados por alguns de
“jogos” ou “brincadeiras”, possibilitam um 6timo cendrio para investigacdo se tal atividade
for bem encaminhada pelo professor. Aqui chegamos a outro ponto importante: para que um
Ambiente de Aprendizagem se caracterize como um cendrio para investigaciao é importante o

aceite dos alunos em relacao a atividade proposta.
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Este aceite se caracteriza por sua explora¢do ativa deste cendrio; ou seja, sdo 0s
alunos que fazem as perguntas e encontram explicagdes, cabendo ao professor o papel de
orientar e propor atividades que contribuam para a compreensao das questdes levantadas.

Skovsmose nos alerta que um Ambiente de Aprendizagem pode tornar-se, ou nao,
um cendrio para investigacdo, dependendo do aceite dos alunos, e quem lhes faz o convite é o
professor, sendo que existem muitas formas de fazé-lo. Essa propriedade é muito bem

colocada pelo autor:

... 0 cendrio somente torna-se um cendrio para investigacdo se os alunos
aceitam o convite. Ser um cendrio para investigacdo é uma propriedade relacional. A
aceitacdo do convite depende de sua natureza, ... depende do professor, (um convite
pode ser feito de muitas maneiras e para alguns alunos um convite do professor pode
soar como um comando), e depende, certamente, dos alunos (no momento, eles
podem ter outras prioridades). O que pode servir perfeitamente como um cendrio
para investigacdo a um grupo de alunos numa situagdio particular pode ndo
representar um convite para um outro grupo de alunos. Se um certo cendrio pode dar
suporte a uma abordagem de investigagdo ou ndo é uma questdo empirica que tem
que ser respondida através da pritica dos professores e alunos envolvidos.
(SKOVSMOSE, 2008. p.21)

Voltando aos diferentes tipos de ambientes, os cendrios para investiga¢do que fazem
referéncia a semi-realidade, identificados com o nimero (4) na matriz, fazem uso de uma
semi-realidade em que os questionamentos dos alunos sobre esta devem ser aceitos e
explorados pelos mesmos, para que, juntamente com o professor, definam quais sdo as
limita¢des da situacdo. Diferente do ambiente tipo (3), a semi-realidade aqui apresentada pode
ser questionada, sendo as questdes um 6timo ponto de partida para que os alunos investiguem
e aproximem a semi-realidade da realidade por eles vivenciada.

Um exemplo de atividade que pode se tornar um cendrio para investigacdo com
referéncia a semi-realidade € a Corrida de cavalos, proposta por Skovsmose. Nesta atividade
os alunos s@o convidados a participar, como apostadores ou donos de agéncias de apostas de
uma corrida de cavalos, sendo estes numerados de dois a doze. Os cavalos “correm” quando
tém seu nimero como resultado da soma no lancamento de dois dados. Em nosso trabalho
aplicamos a atividade com algumas alteragcdes em relacdo a que € proposta por Skovsmose. O
autor justifica a classificacdo da Corrida de Cavalos como um cendrio para investigacdo do

tipo (4):
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Depois de vérias corridas, ndo héd cheiro de cavalos na sala de aula. A
grande corrida de cavalos estd acontecendo numa semi-realidade, mas nao no
paradigma do exercicio. E as muitas observagdes sobre as habilidades dos diferentes
cavalos (o cavalo nimero 11 precisa de algumas pilulas de vitamina) ndo sdo
percebidas como obstrugdes. A ldgica estrita que governa a semi-realidade do
ambiente de aprendizagem nimero (3) nao estd em operacdo. A atividade toda esta
localizada num cendrio para investigacdo. Muitas descobertas estdo esperando as
criancas. Estratégias estdo para ser produzidas e aperfei¢oadas. E, uma vez que essa
atividade foi escolhida para ser descrita, o aluno certamente aceitou o convite para
participar da grande corrida de cavalos. (SKOVSMOSE, 2008, p.11)

Finalmente, os Ambientes de Aprendizagem do tipo (6) sd@o os cendrios para
investigacdo com referéncia a realidade. Nestes cendrios a situagdo problema proposta pelo
professor ou mesmo pelos alunos, surge da realidade. Como exemplo Skovsmose cita um
projeto realizado com alunos de sete anos que participam da elaboracdo de um plano para
constru¢do de um parque infantil.

Concordamos com Skovsmose (2008) que o ensino da Matemética nao deve se dar
apenas em um cendrio para investigacdo do tipo (6), mas que as aulas possam transitar entre
os diferentes Ambientes de Aprendizagem. Essa liberdade possibilita uma andlise de quais

movimentos dentro da matriz do quadro 1, s@o positivos no ensino e na aprendizagem.

1.2 RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Para falarmos em resolucao de problemas, primeiro temos que esclarecer o que € um
problema. Uma resposta cléssica, fornecida por Lester (apud POZO, 1998, p.15), diz que um
problema é: “uma situagdo que um individuo ou um grupo quer ou precisa resolver e para a
qual nao dispde de um caminho ripido e direto que o leve a solucdo”. Para complementar o

conceito de problema, apresentamos uma defini¢ao de exercicio.

De forma sintética, podemos dizer que a realizacio de exercicios se baseia no uso de
habilidades ou técnicas sobreaprendidas (ou seja, transformadas em rotinas
automatizadas como conseqiiéncia de uma pritica continua). Limitamo-nos a
exercitar uma técnica quando enfrentamos situa¢des ou tarefas ja conhecidas, que
ndo representam nada de novo e que, portanto, poder ser resolvidas pelos caminhos
ou meios habituais. (POZO, 1998, p.16)

Aproximando os conceitos de Resolu¢do de Problemas e cendrio para investigagao,
lembramos da necessidade de um aceite por parte dos alunos em participar da atividade
proposta de forma ativa buscando informacdes, refletindo, questionando e criando estratégias,

para que esta seja um cendrio para investigacdo. Da mesma forma, uma questao s6 pode ser
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entendida como um problema, na medida em que o aluno entenda aquela situagdo como um

problema, e que a solugdo exija mais do que a reprodu¢cdo de um procedimento repetido e

decorado. Pozo observa que:

Esse cardter relativo e mdvel da fronteira entre exercicios e problemas estd ligado ao
fato de que um problema sé existe para quem o considera como tal. Uma mesma
tarefa pode representar um problema para um aluno, enquanto que para outro é
somente um exercicio; ou, inclusive, para um mesmo aluno, em dois momentos
diferentes, uma mesma tarefa pode ser considerada de formas diferentes. O fato de
uma tarefa chegar a ser um problema dependerd ndo somente dos conhecimentos
prévios do aluno, tanto conceituais como procedimentais, mas também da sua
atitude diante da tarefa. (POZO, 1998, p. 159)

Pozo € mais um autor que destaca o papel do professor em transformar uma tarefa

em um problema ou exercicio:

Mas a aceitagdo de uma tarefa como um problema ndo depende somente dos alunos.
Depende também, em grande parte, de como ela foi apresentada e como o professor
conduz a aula. Uma mesma tarefa tirada de qualquer livro-texto pode ser percebida
pelos alunos como um exercicio ou como um problema, dependendo de como
percebam a sua funcionalidade dentro da aprendizagem, a partir da forma como o
professor a apresenta, orienta a sua solucdo e a avalia. (POZO, 1998, p. 159)

Skovsmose ndo afirma que se trabalhe apenas em cendrios para investigacdo do tipo

(6), mas que se desenvolvam atividades nos diversos Ambientes de Aprendizagem. Nesse

sentido, os exercicios, segundo Pozo, “...servem para consolidar e automatizar certas técnicas,

habilidades e procedimentos necessdrios para a posterior solu¢do de problemas...”(POZO,

1998, p. 49).

Observamos que, mesmo com definicdes e exemplos do que sdo problemas ou

exercicios, € muito té€nue a linha que separa estas atividades. Tendo em vista o que ja foi

colocado pelos autores, destacamos que € a pratica docente que permitird caracterizar uma

determinada atividade. Mas ficamos com as palavras de Pozo como um indicativo do caminho

a seguir.

Para que se configuram verdadeiros problemas que obriguem o aluno a tomar

decisdes, planejar e recorrer a sua bagagem de conceitos e procedimentos
adquiridos, € preciso que as tarefas sejam abertas, diferentes umas das outras, ou

seja, imprevisiveis. Um problema € sempre uma situacdo de alguma forma
surpreendente. (POZO, 1998, p. 160)
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Muitos problemas exigem algum conhecimento, conceito ou habilidade adquirida em
sala de aula para sua resolu¢do. Portanto a escola, entre outros objetivos, deve preparar o
aluno para que tenha as habilidades ou ferramentas necessarias a resolu¢ao de problemas.

Os PCN, desde (2000) apontam nesse sentido:

Em seu papel formativo, a Matemdtica contribui para o desenvolvimento
de processos de pensamento e a aquisi¢do de atitudes, cuja utilidade e alcance
transcendem o ambito da prépria Matemadtica, podendo formar no aluno a
capacidade de resolver problemas genuinos, gerando héabitos de investigacdo,
proporcionando confianga e desprendimento para analisar e enfrentar situagdes
novas, propiciando a formag¢do de uma visdo ampla e cientifica da realidade, a
percepgdo da beleza e da harmonia, o desenvolvimento da criatividade e de outras
capacidades pessoais. (BRASIL, 2000, p.40)

Os PCN, nos indicam como a Matematica pode participar deste processo:

...aprender Matemdtica no Ensino Médio deve ser mais do que memorizar
resultados dessa ciéncia e que a aquisi¢do do conhecimento matemadtico deve estar
vinculada ao dominio de um saber fazer Matemitica e de um saber pensar
matematico.

Esse dominio passa por um processo lento, trabalhoso, cujo comeco deve
ser uma prolongada atividade sobre resolug¢@o de problemas de diversos tipos, com o
objetivo de elaborar conjecturas, de estimular a busca de regularidades, a
generalizacdo de padrdes, a capacidade de argumentacdo, elementos fundamentais
para o processo de formalizacio do conhecimento matemdtico e para o
desenvolvimento de habilidades essenciais a leitura e interpretacdo da realidade e de
outras dreas do conhecimento. (BRASIL, 2000, p.41)

Concordamos com os PCN, que o desenvolvimento da capacidade de resolver
problemas é um processo de longo prazo que deve ocorrer durante todo o periodo escolar.

Pozo também se posiciona desta forma ao afirmar que:

ensinar a resolver problemas matematicos ndo é uma tarefa facil. Este fato ndo se
deve somente a que a solugdo de problemas seja um processo complexo no qual
entram em jogo diversos componentes, mas também a que a aprendizagem da
solucdo de problemas somente € levada a cabo a longo prazo.(POZO, 1998, p. 65)

No decorrer desse processo, o professor deve auxiliar o aluno a perceber os
questionamentos e também os caminhos que sdo comuns na resolucao de problemas distintos.

Polya (1995) nos oferece uma lista de indagacdes e afirma que:

Se o leitor ficar suficientemente familiarizado com essa lista e conseguir perceber,
por detrds da sugestdo, a acdo sugerida, ele verd que a lista enumera, indiretamente,
operacdes mentais tipicas, tteis para a resolugdo de problemas. (POLYA, 1995, p. 1)
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A seguir, o quadro 2 apresenta uma sequéncia de procedimentos, proposta por Polya

(1995), para resolugdo de problemas:

Quadro 2: Sequéncia de passos para resolucao de problemas

Como Resolver Um Problema

COMPREENSAO DO PROBLEMA

Primeiro
E preciso compreender o Qual é a incégnita? Quais sdo os dados? Qual é a condicionante?
problema. E possivel satisfazer a condicionante? A condicionante é suficiente para
determinar a incégnita? Ou € insuficiente? Ou redundante? Ou contraditdria?
Trace uma figura. Adote uma notagio adequada.
Separa as diversas partes da condicionante. E possivel anota-las?
Segundo ESTABELECIMENTO DE UM PLANO

Ja o viu antes? Ou ja viu o mesmo problema apresentado sob uma forma

Encontre a conexdo entre 0s ligeiramente diferente?

dados ¢ a incognita. ) »
Conhece um problema correlato? Conhece um problema que lhe poderia ser util?
Considere a incognita! E procure pensar num problema conhecido que tenha a
mesma incognita ou outra semelhante.

Eis um problema correlato e ja antes resolvido. E possivel utiliza-lo? E possivel
utilizar o seu resultado? E possivel utilizar o seu resultado? ? E possivel utilizar o
E possivel que seja seu método? Deve-se introduzir algum elemento auxiliar para tornar possivel a

. . sua utilizagdo?
obrigado a considerar ¢

problemas auxiliares se E possivel reformular o problema? E possivel reformulé-lo ainda de outra

5 ira? : i¢des.
ndo puder encontrar uma maneira? Volte as defini¢des

conexao imediata. .
Se ndo puder resolver o problema proposto, procure antes resolver algum

E preciso chegar afinal a problema correlato. E possivel imaginar um problema correlato mais acessivel?

um plano para a resolucdo Um problema mais genérico? Um problema mais especifico? Um problema
andlogo? E possivel resolver uma parte do problema? Mantenha apenas uma
parte da condicionante, deixe a outra de lado; até que ponto fica assim
determinada a incognita? Como pode ela variar? E possivel obter dos dados
alguma coisa de til? E possivel pensar em outros dados apropriados para
determinar a incognita? E possivel variar a incognita, ou os dados, ou todos eles,
se necessario, de tal maneira que fiquem mais proximos entre si?

Utilizou todos os dados? Utilizou toda a condicionante? Levou em conta todas as
nogdes essenciais implicadas no problema?

Terceiro EXECUCAO DO PLANO

Execute o seu plano Ao executar o seu plano de resolugdo, verifique cada passo. E
possivel verificar claramente que o passo esta correto? E possivel
demonstrar que ele esta correto

Quarto RETROSPECTO
Examine a solugdo obtida
E possivel verificar o resultado? E possivel verificar o argumento?

E possivel chegar ao resultado por um caminho diferente? E
possivel perceber isto num relance?

E possivel utilizar o resultado, ou o método, em algum outro
problema?

Fonte: POLYA, George. A arte de resolver problemas: um novo aspecto do método matemdtico. Interciéncia,
Rio de Janeiro, 2° edi¢do, 1995, p. XII e XIII.
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Assim como o autor, ndo entendemos e ndo pretendemos que esta sequéncia seja
tratada como um algoritmo e nem que deve ser seguida de forma linear, mas pensamos que
ela pode ser mais um aspecto a ajudar o aluno no processo de resolu¢do de problemas.

Ressaltamos a importancia de que o aluno perceba que existem estratégias diversas
para resolver um problema, embora essa ndo seja uma percep¢do muito comum, pois segundo
Pozo: “...a maioria dos alunos acredita que existe somente uma forma possivel de resolver as
tarefas matemadticas. Eles consideram a Matemdtica como uma ciéncia acabada e fechada em
si mesma, na qual qualquer inovacdo € impossivel.” (POZO, 1998, p. 64). Segundo Pozo, as
atividades em pequenos grupos podem contribuir para mudar essa concep¢do da Matematica,
pois nelas os alunos podem perceber diferentes estratégias propostas pelos colegas. O autor
destaca alguns aspectos das atividades em grupo: “A discussao com os colegas obriga o aluno
a tornar explicita e a justificar a forma como compreende uma tarefa, as ferramentas e as
técnicas com as quais procura abordd-la, o objetivo a que se propde ao utilizar cada uma
dessas técnicas e a ordem na quais as usard.” (POZO, 1998, p.64)

Ainda sobre a resolug@o de problemas, Pais (2002) nos aponta aspectos positivos do

uso desta estratégia didatica:

... 0 aluno encontra-se em uma situacdo de pesquisa de solu¢do de um problema,
diversos procedimentos de raciocinios ocorrem sem o controle do professor. A
riqueza de idéias provenientes do imagindrio do aluno resume a busca de solucéo do
problema. (PAIS, 2002. p. 71)

Enxergamos, nessa riqueza de ideias e nesses raciocinios que ocorrem sem o controle
do professor, os momentos de incerteza e imprevisibilidade que Penteado nos coloca e que
podem levar o professor a uma zona de risco, mas que também podem levar o aluno a uma
exploracdo unica tornando o processo de resolucdo de um problema um cendrio para
investigacdo. Estes momentos devem ser incentivados e possibilitados pelo professor, e,
durante o processo, é importante a postura deste diante das acdes dos alunos, ndo apenas
respondendo, mas também os questionando. Nesse ponto é fundamental a atuacdo do
professor, as intervengdes, quando necessdrias, devem auxiliar o aluno, mas ndo fazer todo o

trabalho. Polya nos fala sobre isso:

O estudante deve adquirir tanta experiéncia pelo trabalho independente quanto lhe for
possivel. Mas se ele for deixado sozinho, sem ajuda ou com auxilio insuficiente, é
possivel que ndo experimente qualquer progresso. Se o professor ajudar demais, nada
restard para o aluno fazer. O professor deve auxiliar, nem demais nem de menos, mas
de tal modo que ao estudante caiba uma parcela razodvel do trabalho. (POLYA, 1995.

p.1)
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Polya nos indica um dos principais fatores para que tenhamos sucesso nesse

processo:
... 0 professor que realmente deseja ajudar o aluno deve, antes de tudo, estimular a sua
curiosidade, incutir-lhe certo desejo de resolver o problema. O professor deve
também conceder algum tempo ao aluno, para que ele tome a decis@o e se dedique a
sua tarefa. (POLYA, 1995. p.114)

Como colocado por Polya, cabe ao professor despertar o interesse dos alunos pelos
problemas ou atividades propostas. Conforme vemos no quadro 2, o autor sugere a utilizagao
de problemas auxiliares ou correlatos, porém mais simples. Em nossa sequéncia didatica
utilizamos problemas auxiliares, sempre que os alunos demonstraram necessidade. No
entanto, os consideramos menos atrativos que os propostos inicialmente, sendo este o
principal motivo de ndo iniciarmos as atividades com problemas correlatos.

Polya, Pozo e Skovsmose destacam a importancia de cativar os alunos nas aulas de
Matematica. Cada um, a sua maneira, destaca a necessidade de desenvolver no aluno a
curiosidade pelo problema apresentado, bem como a importancia do aceite do aluno para
participar de um cendrio para investigacdo, ou resolucdo de um problema, sendo esta postura

um indicativo do interesse do aluno pela atividade ou problema proposto. Os autores também

afirmam que € funcdo do professor despertar esse interesse no aluno.

1.3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Dentre as leituras de revisdo bibliografica, destacamos trés pesquisas que estdao
relacionadas com a nossa, cuja leitura contribuiu para o desenvolvimento do nosso trabalho.
Observamos que existe um ndmero razodvel de pesquisas relacionadas ao ensino de
Probabilidade no Ensino Fundamental, no entanto, para o Ensino Médio ndo ocorre o mesmo.

Iniciamos com a Dissertacdo de Mestrado de Amari Goulart que tem o titulo de “O
discurso sobre os conceitos probabilisticos para a Escola Bésica”. Segundo a autora, a
pesquisa teve como objetivo “analisar o discurso institucional dos conceitos probabilisticos na
Escola Bésica e verificar se esse discurso instrumentaliza o professor para que ele trabalhe
com esses conceitos, de forma que, os alunos aprendam esse conceito de forma significativa.”
(GOULART, 2007, p.8). Para a andlise dos documentos oficiais, Goulart utilizou Teoria

Antropolégica do Didético (TAD), proposta por Yves Chevallard, como referencial tedrico.
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O enfoque sobre os conceitos de probabilidade foi justificado pela afinidade da
autora com o tema, a recente inclusdo deste no Ensino Fundamental e por dificuldades
intrinsecas que a Probabilidade apresenta. Quanto as dificuldades intrinsecas relacionadas a
Probabilidade, Goulart afirma que essas ‘“sdo responsdveis por parte dos professores que
atuam na Educacao Bésica acharem a probabilidade um assunto complexo ou ndo dominarem
esse conteudo, e, por isso deixam de abordar esses topicos nas suas aulas.” (GOULART,
2007, p.8). Conforme a introducgdo do trabalho, percebemos essas dificuldades nas escolas de
nosso municipio e, embora tenhamos pratica no Ensino Médio, nossa atuacdo docente
exemplifica o cendrio colocado por Goulart, pois como relatamos, sempre abordamos
superficialmente os conceitos de Probabilidade. Evidentemente, compartilhamos com a autora
a afinidade pelo tema, ainda que o nosso interesse tenha surgido tardiamente. Também
concordamos que a Probabilidade apresenta dificuldades inerentes a ela bem como ao seu
ensino.

Em sua pesquisa, Goulart realizou uma analise das noc¢des bésicas de Probabilidade,
formas de avaliacdo e sugestdes de abordagens dos conceitos de Probabilidade presentes em
documentos oficiais, a saber: Parametros Curriculares Nacionais, Orienta¢des Curriculares
para o Ensino Médio e as Orientacdes Educacionais Complementares aos Parametros
Curriculares Nacionais (PCN+). Também ¢ feita uma andlise das questdes de probabilidade
presentes em edi¢des do ENEM bem como suas influéncias nos livros didaticos.

Além das andlises ja citadas, o trabalho apresenta também uma descricdo sobre
outras pesquisas na drea da Educagdo Matemadtica que abordam o ensino e aprendizagem de
conceitos de Probabilidade.

Em suas consideracdes finais a autora conclui que: “Os documentos voltados para o
ensino médio, exigem do professor um trabalho auténomo, e, embora possam ser usados
como diretrizes, eles ndo fornecem uma ajuda concreta para a pratica docente.” (GOULART .
2007, p.79).

Na avaliagdo sobre o ENEM, a pesquisa conclui que este € uma boa referéncia em
relacdo ao que deve ser ensinado. Quanto aos livros diddticos, a autora destacou uma
tendéncia de mudanca que estd relacionada com os contetidos presentes no ENEM. Mas a
pesquisa indica que “todos os trabalhos apontam abordagem compartimentalizada de
conteddos e insuficiéncia de orientagdes para os professores.” (GOULART. 2007, p.79).

A segunda pesquisa tratada em nossa revisdo bibliografica € a dissertacdo de
Mestrado em Educacdo Matemaética de Marcelo Rivelino Rodrigues, cujo titulo € “A urna de

Bernoulli como modelo fundamental no ensino de Probabilidade”. Em seu trabalho o autor
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propde uma sequéncia de ensino de conceitos probabilisticos de base, com alunos do quarto
ciclo, quando abordados no modelo laplaciano® e no modelo frequentista3 . Em seu referencial
tedrico sdo utilizadas as teorias de Campos Conceituais, de Gerard Vergnaud e a Teoria das
Situacdes de Guy Brousseau.

A sequéncia didética desenvolvida na pesquisa tem como objetivo “buscar a resposta
a questdo da utilizacdo da urna de Bernoulli como modelo fundamental para o ensino de
Probabilidade. Quais as contribui¢des que o modelo de urna de Bernoulli poderia trazer na
construgdo dos conceitos probabilisticos de base?” (RODRIGUES, 2007, p.13)

Foi utilizada a atividade “Garrafa de Brousseau”: “A atividade baseia-se em estimar
a composi¢ao das bolas dentro de uma garrafa nio transparente, ou seja, em buscar uma
estratégia para estimar a propor¢ao de bolas brancas na garrafa na qual foram colocadas bolas

brancas e pretas.”(RODRIGUES, 2007, p.60). Ainda sobre a atividade o autor coloca que:

Vale salientar que a opcdo da varidvel garrafa ndo transparente € a de limitar ao
aluno, executor da atividade, pois a curiosidade de pegar as bolas contd-las ou
mesmo verificar a sua cor fica prejudicado, uma vez que o aluno somente poderd
olhar as bolas uma a uma pelo gargalo transparente da garrafa. (RODRIGUES,
2007, p.62)

A atividade da “Garrafa de Brousseau”, conforme o autor, que € uma representacdo
concreta da urna de Bernoulli, foi utilizada apds a resolucdo de trés atividades que
possibilitaram a observacdo de estratégias desenvolvidas pelos alunos: “todas as anteriores a
atividade 4 tém o objetivo implicito de fazer com que o modelo da urna de Bernoulli,
utilizado nesta atividade, sirva de modelo para as demais também”. (RODRIGUES, 2007,
p.88)

O autor conclui que a sequéncia desenvolvida teve sucesso, pois possibilitou aos
alunos construirem o0s conceitos de probabilidade introduzidos. Outra consideracao
importante é que “no sistema diddtico, todos os elementos (aluno, saber, professor) devem
interagir de forma a ndo tirar a autonomia do aluno na constru¢do de seus conhecimentos,

como ficou comprovado no decorrer das atividades.” (RODRIGUES, 2007, p.94)

% “cglculo a priori de uma probabilidade pela defini¢do Laplaciana (razdo entre o ndmero de sucessos e o nimero
total de casos possiveis”. (COUTINHO, 2004, p.18).

3 “Enfoque freqiientista: atividades experimentais que levam 2 observagio da estabilizagdo das freqiiéncias
relativas de um evento quando repetimos a experimenta¢do um nimero muito grande de vezes.” (COUTINHO,
2004, p.17).
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Consideramos importante a leitura desta pesquisa, pois nos permitiu entrar em
contato com referenciais distintos do que escolhemos, percebendo que nossa proposta poderia
ter um olhar diferente do planejado. Por outro lado, nosso referencial (Ambientes de
Aprendizagem e Resolucao de Problemas) possibilitou um olhar diferente sobre a pesquisa de
Rodrigues.

A observagdo de que uma atividade desenvolvida em um cendrio para investigacdo
do tipo semi-realidade foi bem sucedida em seus objetivos, encorajando-nos em nossa
caminhada. Salientamos também que o autor destaca a deficiéncia na formacao de professores
de matemdtica em relacdo aos conceitos de probabilidade. Embora este se refira a regido de
Sdao Paulo, percebemos em nossa regido o mesmo problema, conforme comentado
anteriormente.

Além das duas dissertacdes, destacamos, em nossa revisao bibliografica, um capitulo
do livro “Estudos e reflexdes em educacao estatistica” (LOPES; TEODORO; REZENDE,
2010) no qual é apresentada, no capitulo cinco, a pesquisa: “O ensino de probabilidade por
meio de um jogo e da resolu¢do de problemas”, realizada por José Marcos Lopes, Jodo Vitor
Teodoro e Josiane de Carvalho Rezende. Segundo os autores, o projeto de pesquisa tem como
principal objetivo: “apresentar uma nova proposta para o ensino de Probabilidade, utilizando-
se um jogo de dados associado a metodologia de resolucdo de problemas” (LOPES;
TEODORO; REZENDE, 2010, p. 138). O trabalho teve durag@o de dois anos, e a proposta de
ensino foi desenvolvida por trés professoras em quatro turmas do segundo ano do Ensino
Médio de uma escola publica de uma cidade do estado de Sao Paulo.

Os autores desenvolveram um jogo disputado por duas pessoas que utiliza o
lancamento de dados. Foi aplicado um pré-teste e, em seguida, os alunos foram apresentados
ao jogo e familiarizados com suas regras. A partir do jogo foram formulados problemas
relacionados aos conceitos de Probabilidade. As atividades duraram aproximadamente trinta
horas/aula em que foram desenvolvidos os contetidos de Probabilidade na seguinte ordem:
experimento aleatorio, espago amostral e evento, defini¢do de probabilidade, probabilidade da
unido de dois eventos, probabilidade do evento complementar, probabilidade condicional,
eventos independentes e soma e produto de probabilidades. O trabalho utiliza a defini¢ao
classica de Probabilidade, também conhecida como Probabilidade de Laplace em que o
espaco amostral € finito e os eventos elementares sdo equiprovaveis. Apds o desenvolvimento
das atividades foi aplicado um pds-teste utilizado com o pré-teste para uma andlise

comparativa entre os dois.
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Na pesquisa, foi salientada pelos alunos a utilizacdo ou apresentacdo de férmulas
apenas no final das atividades. Foi destacado que os alunos gostaram do jogo, mas
observaram que as atividades de resolucdo de problemas nao tiveram a mesma aceitacao.

Os autores afirmam que os alunos devem tornar-se ativos na constru¢do dos seus
proprios conhecimentos e que atividades de jogos e resolu¢do de problemas propiciam ou
facilitam este processo. Concordamos com os autores e acreditamos que atividades de
resolucao de problemas que possibilitem um Ambiente de Aprendizagem do tipo cendrio para
investigacdo, mobilizam os alunos a desenvolverem uma postura ativa.

Finalizamos esta se¢do observando que os trés trabalhos apresentados aqui trazem
aspectos diferentes sobre o ensino de Probabilidade. No trabalho de Goulart temos uma
andlise sobre o tratamento dado ao ensino de Probabilidade em alguns documentos oficiais,
enquanto que nos outros dois trabalhos temos propostas de ensino de Probabilidade. Sendo
que na pesquisa de Rodrigues o referencial utilizado € diferente do escolhido por nos,
enquanto que no trabalho de Lopes, Teodoro e Rezende também € utilizada a resolucio de

problemas como referencial.

1.4 CARACTERIZACAO DA PESQUISA

1.4.1 OBJETIVOS DA PESQUISA

Esta pesquisa tem como objetivo elaborar, investigar e validar uma sequéncia
didética que auxilie no ensino e na aprendizagem de Probabilidade no terceiro ano do Ensino
Médio. Apresentamos a seguir algumas questdes que norteardo nossa caminhada: Como
desenvolver um ensino de Probabilidade de forma interessante e contextualizada? A
compreensdo de conceitos de Probabilidade pode auxiliar o aluno na compreensdo de sua
realidade? E possivel desenvolver o ensino de Probabilidade através da resolugio de

problemas em um cendrio para investigacdo com referéncias a realidade?
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1.4.2 METODOLOGIA DE PESQUISA

Nossa pesquisa foi desenvolvida em sala de aula durante os periodos da disciplina de
Matemitica, sendo que o pesquisador também € professor titular da turma. Na coleta de dados
foram utilizados videos, anotagdes feitas pelos alunos e descri¢des de situagdes; portanto, € de
grande interesse o desenvolvimento de cada aula. Serd no decorrer destas que poderemos
observar e questionar os alunos para compreender como estd ocorrendo a aprendizagem dos
conceitos propostos. Estes aspectos caracterizam nossa pesquisa como qualitativa. Segundo
Bodgan ¢ Biklen (apud LUDKE e ANDRE, 1986, p.13) “a pesquisa qualitativa envolve a obtencdo
de dados descritivos, obtidos no contato direto do pesquisador com a situa¢do estudada,
enfatiza mais o processo do que o produto e se preocupa em retratar a perspectiva dos
participantes”.

Dentro da pesquisa qualitativa utilizaremos a abordagem de Estudo de Caso,
conforme Liidke e André:

O estudo de caso é o estudo de um caso, seja ele simples e especifico, [...] ou
complexo e abstrato. O caso é sempre bem delimitado devendo ter contornos
claramente definidos no desenrolar do estudo. O caso pode ser similar a outros, mas

¢ ao mesmo tempo distinto, pois tem um interesse proprio, singular. (LUDKE e
ANDRE, 1986, p.17)

A sequéncia diddtica que pretendemos validar em nossa pesquisa contard com
atividades desenvolvidas e testadas em outras pesquisas encontradas durante nossa revisao
bibliografica, e com atividades adaptadas ou criadas por nds, dando uma forma singular a
sequéncia didatica proposta.

Duas caracteristicas do estudo de caso, segundo Liidke e André, que estardao

presentes em nossa pesquisa sao:

“Os estudos de caso enfatizam a “interpretacdo em contexto”. Um principio bésico
desse tipo de estudo é que, para uma apreensdo mais completa do objeto, é preciso
levar em conta o contexto em que ele se situa. Assim, para compreender melhor uma
manifestagdo geral de um problema, as acdes, as percepgdes, os comportamentos e
as interagdes das pessoas devem ser relacionadas a situag@o especifica onde ocorrem
ou a problemdtica a determinada a que estdo ligadas.” (LUDKE e ANDRE,1986,

p-18)

Como dito anteriormente, o pesquisador € também o professor que desenvolve as

atividades e suas interacdes com os alunos sdo também parte da pesquisa; portanto, ndo €
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possivel olhar apenas para a proposta ou resultado de uma atividade, mas para todo o processo
ou contexto em que ela ocorre.

A outra caracteristica, colocada por Liidke e André (1986), ¢ a da linguagem
utilizada: “Os relatos do estudo de caso utilizam uma linguagem e uma forma mais acessivel
do que os outros relatérios de pesquisa. [...] geralmente, um estilo informal, narrativo,
ilustrado por figuras de linguagem, citacdes, exemplos e descricdes.” O que estd de acordo
com nosso trabalho, uma vez que a principal forma de coleta de dados serd pela descricao das
atividades feita pelo professor.

Estamos cientes dos problemas relacionados a esta metodologia, pois conforme

Gouveia:

A decisdo sobre o caso ser ou ndo “tipico”, isto €, empiricamente representativo de
uma populacdo determinada, afeta necessariamente a questdo da generalizacio.
Como cada “caso” € tratado como tunico, singular, a possibilidade de generalizacdo
passa a ter menor relevancia.(GOUVEIA apud LUDKE e ANDRE, 1986, p.23)

Pelas caracteristicas e aspectos citados, uma pesquisa qualitativa com a abordagem

de estudo de caso representa a melhor escolha como metodologia para nosso trabalho.

1.43 CARACTERIZACAO DO AMBIENTE

Este trabalho foi desenvolvido no segundo semestre de 2010, na Escola Estadual de
Educagdo Basica Prudente de Morais, localizada no municipio de Osoério, Litoral Norte do
Rio Grande do Sul. A escola € a unica da rede publica estadual no municipio que oferece
Educacdo Fundamental, Séries Iniciais e Finais, Ensino Médio e Ensino Técnico. O Ensino
Meédio oferecido na escola apresenta duas modalidades, uma seriada no turno da manha e uma
semestral, no turno da noite. O Ensino Médio noturno € dividido em seis semestres. Uma das
caracteristicas importantes dos estudantes do noturno € que trabalham durante o dia.

Foi escolhida para aplicacdo das atividades uma turma do sexto semestre, que
corresponde ao terceiro ano do Ensino Médio, pois o autor desta pesquisa € também o
professor da disciplina de Matematica da mesma.

A turma tem em sua lista de chamada vinte e cinco alunos matriculados, mas
frequentaram regularmente, até o final do semestre, dezenove alunos. Observamos que a
evasdo ocorre com maior frequéncia no Ensino Médio Noturno em comparagdo ao Ensino

Meédio diurno. No turno da noite as aulas iniciam as dezenove horas, mas € comum o atraso de
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muitos alunos, pois como afirmamos anteriormente, a grande maioria trabalha. Além dos
atrasos ¢ comum a auséncia de pelo menos um aluno em cada aula, ndo sendo sempre o
mesmo.

No 6° semestre a disciplina de Matemadtica tem uma carga horaria semanal de quatro
periodos divididos em dois encontros. Estando previstos para esse semestre os conteidos de
Andlise Combinatdria, Probabilidade e Estatistica. Desenvolvemos no primeiro bimestre do
semestre o conteido de Andlise Combinatdria, ficando para o segundo bimestre o estudo da
Probabilidade e Estatistica.

O professor pesquisador lecionou Fisica para a turma no primeiro semestre de 2010,
quando os alunos estavam no quinto semestre. No sexto semestre, cursado na segunda metade
do ano de 2010, o autor desta pesquisa assumiu a disciplina de Matematica. Em ambos

semestres, no quinto e no sexto, foi escolhido pelos alunos como professor conselheiro.
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2 DESCRICAO E ANALISE DAS ATIVIDADES

Neste capitulo faremos a descricdo e andlise de sete aulas, incluindo uma avaliagcdo
formal, que ocorreram em uma turma do Ensino Médio noturno da Escola Estadual de
Educagdo Basica Prudente de Morais, localizada no municipio de Osoério/RS, no segundo
semestre de 2010.

Organizamos a descricdo e analise de cada aula em trés etapas:

A primeira etapa corresponde ao “planejamento, objetivos e expectativas” na qual
decidimos manter, sem alteracdes, o texto produzido antes da realiza¢do das aulas. Portanto,
surgem expressoes que remetem ao futuro que neste momento ja ocorreu. Em nosso
planejamento visamos elaborar atividades com potencial para o desenvolvimento das aulas
dentro de Ambientes de Aprendizagem do tipo cendrios para investigacdo. Para isso
escolhemos tarefas que tenham a capacidade de se tornarem problemas, no sentido proposto
por Polya e Pozo.

A segunda etapa é a “descricdo da aula e observacdes do professor” na qual
apresentamos o desenrolar das aulas enquanto tecemos algumas observagdes. Esta narrativa é
um aspecto importante do Estudo de Caso, metodologia de pesquisa utilizada neste trabalho.
Outra caracteristica do Estudo de Caso € que os relatos costumam apresentar um tom
informal, ou com uma narrativa que mantém expressdes cotidianas, o que iremos respeitar,
principalmente em relagdo as intervengdes dos alunos.

A terceira e ultima etapa de cada descricdo e andlise das aulas s@o as “conclusdes do
professor: expectativas X observacdes”, momento em que podemos analisar nosso
planejamento e pratica docente apresentados nos dois itens anteriores a luz do nosso
referencial tedrico.

Para ndo identificarmos os alunos, iremos chama-los de aluno A, de aluno B e assim
sucessivamente, permitindo uma referéncia dentro do texto, mas nao revelando seus nomes.
Salientamos que os pais dos alunos menores de idade e os alunos maiores de idade
autorizaram através da assinatura de um termo a participa¢ao nesta pesquisa.

A avaliacdo dos alunos foi feita através de registros do professor referente a
participacdo destes nas atividades propostas durante cada aula. Também recolhemos, no
quinto encontro, uma ficha de respostas produzidas pelos estudantes. Além disso, realizamos
uma avaliagdo formal no ultimo encontro. Uma cépia desta avaliacdo encontra-se disponivel

no apéndice C.
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2.1 DESCRICAO E ANALISE DO QUESTIONARIO INICAL

Antes de iniciarmos o desenvolvimento de nossa sequéncia didatica, consideramos
relevante aplicar um questiondrio com o objetivo de sondar concep¢des € conceitos que os
alunos tém acerca do conteido Probabilidade, além de verificar algumas expectativas que
tinhamos, independentemente do fato de os alunos nao terem estudado Probabilidade
anteriormente.

O questiondrio foi dividido em duas partes, sendo que os alunos receberam a segunda
parte somente apOs termos recolhido a primeira ja preenchida. A seguir, apresentamos as
questdes trabalhadas no questiondrio, bem como uma breve andlise das respostas. Uma cdpia

do questiondrio se encontra no apéndice B.

Questionario Inicial
Parte 1:

1) Um determinado procedimento cirirgico tem ao longo dos anos mostrado uma
eficiéncia de 99%. Ciente disto, um paciente pergunta ao médico quantas operacdes ja havia
realizado. O médico responde que realizou 99 cirurgias, todas com sucesso. Apds a resposta
do médico, o paciente decidiu que ndo iria ser operado, pois segundo seus calculos, sua
operacao nao teria sucesso.

Escolha a opcao correta:

a) O doente tem razdo, se as primeiras 99 correram bem a centésima tem que correr mal para
que a probabilidade de sucesso seja 99%.

b) O doente esta errado, a probabilidade de a sua operacao ser bem sucedida € de 50%.

c¢) O doente estd errado, a probabilidade de sua operacdo ser bem sucedida € 99%.

d) O doente esta certo.

2) Justifique sua escolha na questdo anterior:

3) Ao lancarmos uma moeda, qual a chance de obtermos:
a) cara?

b) coroa?
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4) Ao lancarmos duas moedas, simultaneamente, qual a chance de obtermos:
a) duas coroas?
b) uma cara e uma coroa?

¢) duas coroas, sabendo que numa das moedas caiu coroa?

5) Dois jogadores de ténis de mesa A e B jogaram entre si, no passado, muitas
partidas e cada um ganhou metade das partidas disputadas. Na rodada final de um torneio
recente, os mesmos jogadores A e B disputam o prémio de R$ 600,00. Segundo as regras,
partidas serdo realizadas até que um dos jogadores consiga 3 vitérias, sendo declarado o
vencedor do torneio. Entretanto, quando o jogador A tinha duas vitérias e B uma, faltou luz
no local, e a rodada foi interrompida. Na impossibilidade de continuar a rodada e também de
marcar para outro dia, o diretor do torneio determinou que o prémio fosse dividido entre os

dois finalistas. Qual a forma correta de fazer a divisdo do prémio?

Parte 2

1) O que vocé entende por evento aleatorio?

2) O que vocé entende por probabilidade? Escreva um exemplo relacionando com

algum fato/situagao presente no seu cotidiano?

Na primeira parte do questionario, nas questdes 1 e 2, pretendiamos observar se os
alunos iriam responder a questdo 1 considerando que os 99 resultados anteriores influenciam,
ou ndo, no evento que vai ocorrer, no caso a cirurgia do paciente em questdo. Com base em
nossa experiéncia docente, é provavel que os alunos considerem que para que a eficiéncia de
99% se confirme, é necessdrio que a centésima cirurgia ndo seja bem sucedida uma vez que as
noventa e nove anteriores tiveram sucesso. Na questdo nimero 3, queremos observar apenas a
representacdo que os alunos utilizam para indicar a probabilidade de cada resultado. Ja na
questdo numero 4, nos itens a € b queremos confirmar nossa hipétese de que os alunos nao
distinguem o evento coroa-cara do evento cara-coroa e, portanto suas respostas terdo como
espaco amostral apenas trés eventos. Com o item c¢ da questdo 4 verificamos se os alunos
conseguem lidar com uma situagdo em que lhe é apresentada uma condi¢ao. Finalmente, na
questdo 5, os alunos devem sugerir a divisdo de um prémio. Temos a expectativa de que os

alunos ndo levardo em conta as informacgdes relativas a chances de vitéria bem como a
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probabilidade de cada jogador vencer a série, ou seja, supomos que os alunos iriam propor
uma divisdo com base apenas nos eventos ocorridos. Na segunda parte do questiondrio, o
objetivo € conhecer as concep¢des que os alunos t€m sobre evento aleatério e probabilidade,

bem como qual relacdo que cada um deles estabelece com seu cotidiano.

2.1.1 CONSIDERACOES SOBRE AS RESPOSTAS DO QUESTIONARIO

No dia em que os alunos responderam o questiondrio estavam presentes no inicio da
aula dezoito alunos, dos quais cinco nao conseguiram terminar em tempo a primeira parte. No
momento em que muitos alunos estavam respondendo a segunda parte do questiondrio,
chegaram dois colegas, e optamos por pedir a estes que respondessem diretamente a segunda
parte. Assim, ficamos com dezoito questiondrios com a primeira parte preenchida e quinze
com a segunda parte.

Em relagdo a questdo 1 da primeira parte, 14 alunos marcaram a alternativa correta,
neste caso a alternativa c). As alternativas a) e d) foram escolhidas por apenas 1 aluno cada
uma, e a alternativa b) foi marcada por 2 alunos.

Na questdo nimero 2, na qual os alunos deveriam justificar a resposta da questdo
anterior, consideramos que a metade dos alunos que responderam corretamente a primeira
questdo justificaram adequadamente sua escolha. Entre os outros 7 alunos que responderam
corretamente a primeira pergunta suas respostas foram confusas ou muito curtas, o que pode
ter ocorrido pela compreensdo incompleta do enunciado. A figura abaixo mostra uma resposta

que apresenta a ideia principal presente nas justificativas corretas elaboradas pelos estudantes.

2) Justifique sua escolha na questfo anterior:
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Figura 1: Justificativa dada pela escolha da alternativa c).

A seguir apresentamos as respostas dos outros quatro alunos:
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2) Justifique sua escolha na questdio anterior:
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Figura 2: Justificativa dada pela escolha da alternativa b).

2) Justifique sua escolha na questdo anterior:
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Figura 3: Justificativa dada pela escolha da alternativa b).

2) Justifique sua escolha na questdo anterior:

Figura 4: Justificativa dada pela escolha da alternativa a).
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Figura 5: Justificativa dada pela escolha da alternativa d).

Nas justificativas das figuras 2 e 3, podemos ver que os alunos desconsideraram as
informacdes sobre a eficiéncia obtida na cirurgia, entendendo que sdo duas as possibilidades,
bem sucedida ou mal sucedida sendo 50% de chance para cada situagdo. Na figura 4 a
justificativa do aluno coincidiu com nossa expectativa e na explicacdo que observamos na
figura 5 consideramos a resposta confusa.

Foi surpreendente o fato de que quatorze de dezoito respostas tenham sido corretas
na questdo numero 1. Entretanto, as justificativas ndo foram satisfatorias na mesma

propor¢ao.
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Nossa expectativa, em relacdo a terceira questdo, era de que todos acertariam a
resposta. Nosso objetivo era observar a forma como os alunos iriam representar sua resposta.
Entretanto as respostas ndo atenderam nossas expectativas. Nas respostas, 6 alunos
responderam corretamente aos itens a) e b) com a expressao 50%. Outros 6 alunos deram a
resposta “1 chance” ou “1 possibilidade” sendo que um destes alunos ainda escreveu * Pois a
moeda tem uma cara e uma coroa”. Ainda temos que 2 alunos utilizaram os dois tipos de
resposta, dizendo “uma chance” e 50%. Finalmente, tivemos 2 alunos que responderam
incorretamente e 1 aluno que deixou a questdo em branco.

Ao lermos as respostas, concluimos que a pergunta 3 ficou mal formulada tendo em
vista nosso objetivo. Mesmo assim, faremos duas observacoes:

e (Consideramos que a resposta “uma chance” dada por 6 alunos ndo pode ser
considerada errada, pois a questdo permite esta interpretacdo. Ainda assim, €
interessante notar que para estes alunos nao foi necessario dizer que “uma
chance” era em duas possibilidades o que outros representaram como 50%.

® As respostas nao foram apresentadas em forma de fracao.

Uma vez que interpretamos que a questdao 3 ficou mal formulada, propomos aqui
uma formulagdo adequada, visando a uma préxima aplicacdo da sequéncia didéatica:

3) Ao lancarmos uma moeda uma tnica vez, qual a probabilidade de obtermos:

a) uma cara?
b) uma coroa?

Na questdo 4, sobre o lancamento simultineo de duas moedas, as respostas foram
muito variadas, ocorrendo novamente o mesmo tipo de resposta da questdo anterior em que 0s
alunos colocaram apenas o numero de chances sem indicar em relacdo a um total de

possibilidades. Os dois quadros abaixo apresentam as respostas obtidas para a questao 4:

Quadro 3: Respostas ao item a) da questdo 4
Respostas questdo 4 item a: Numero de alunos

y 2
3

25%
50%

1 chance ou 1 possibilidade

2 chances ou 2 possibilidades

W B B W

Outras respostas: 16, 30% e 3 chances

[S—
oo

Total
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Quadro 4: Resposta ao item b) da questdo 4.

Respostas questdo 4 item b: Numero de alunos
% 2
50% 5
2 chances ou 2 possibilidades 6
25% 1
Outras respostas: 2 caras e 2 coroas, 1 4
possibilidade e 6 chances
Total 18

Assim como na questdo 3, a questdo 4 permitiu aos alunos uma interpretacao que nao
foi 1til aos nossos propésitos. Mesmo que 5 alunos tenham respondido corretamente o item
b), respondendo “50%” e que 6 alunos responderam “ 2 chances”, colocamos em duvida a
compreensdo dos alunos em relagdo ao total de resultados possiveis, pois a maioria dos alunos
nao justificou sua resposta. Além disso, ao observarmos as respostas de 2 alunos, percebemos
que interpretacdes diferentes levaram a mesma resposta, como vemos nas duas figuras dadas

abaixo:

3) Ao lancarmos uma moeda, qual a chance de obtermos:
a) cara? {Jpmo b) coroa? U,,,,.Q

9@;-) o st ﬁmm@c@nu»-ocfnao\

4) Ao langarmos duas moedas, simultaneamente, qual a chance de obtermos:

a) duas coroas? |) .. _1\3‘,) todo mmetda T wao (S50,
b) uma cara e uma coroa? DM-Q MW j:v\a e N s Ry @’Zaq

Figura 6: Respostas questdes 3 e 4.

4) Ao langarmos duas moedas, simultaneamente, qual a chance de obtermos:

a) duas coroas? 4 Poysdselialocu

IS
< C

b)’\uma';at:a e uma coroa? 2 P@W}i&,@ CLICLC{M
V\C('_%\ \___/

c)'ﬁﬁas coroas, sabendo que numa das moedas caiu coroa? ) M&& d[l/)

Figura 7: Respostas questdes 3 e 4.



37

Na figura 7 percebemos que o aluno construiu todas as combinacdes possiveis, ou
seja, apresentou o espaco amostral, para o lancamento de duas moedas e indicou o nimero de
resultados para a questdo 4. Na figura 6, essa compreensao nao fica clara, e nos faz supor que
o aluno apenas somou o nimero de faces de cada moeda, coerente com sua resposta a questao
3. Finalizando a questdo nimero 4, apresentamos a seguir as respostas dos alunos para o item

c).

Quadro 5: Respostas ao item c) da questdo 4.

Respostas questdo 4 item c: Numero de alunos
1 chance 4
50% 3
50% e 100% 2
75% 2
Em branco 3
Outras respostas: 4p, 60% e 2 possibilidades 4
Total 18

Assim como no item b), a maioria dos alunos nio apresentou desenvolvimento ou

justificativa para suas respostas. Desta forma ndo podemos afirmar que os 4 alunos que
13 2 13 2 1 T 1
responderam “1 chance” compreendem que esta “1 chance” representa 3 das possibilidades.

Nas figuras abaixo apresentamos as respostas dos 2 unicos alunos, sendo que essas contém

também algum desenvolvimento.

3) Ao langarmos uma moeda, qual a chance de obtermos:
a) cara? b) coroa?

4) Ao langarmos duas moedas, simultaneamente, qual a chance de obtermos:
a) duas coroas? \

b) uma cara e uma coroa?

¢) duas coroas, sabendo que numa das moedas caiu coroa?

Figura 8: Respostas questdes 3 e 4.
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4) Ao langarmos duas moedas, simultaneamente, qual a chance de obtermos: \
a) duas coroas? ()7, PO Corn CONE G Lonkel L G000 1 Jdode

COMPUOTTEL g On & "B & “(‘r N

4

b) uma cara e uma coroa? )

/

o CORAA

grkon O RHE B

c) duas coroas, sabendo que numa das moedas caiu coroa? M ©
A Ao M X y & M TG 507/

Figura 9: Respostas questdes 3 e 4.

Na figura 8, o aluno justifica a resposta “50%” indicando que em uma das moedas o
resultado foi cara e, portanto, na segunda moeda os resultados podem ser cara ou coroa, ou
seja, “50%” cada um. Destacamos que o aluno conseguiu listar corretamente o espaco
amostral para o lancamento de duas moedas e com isso responder aos itens a) € b), mas ndo
conseguiu utilizar a listagem das possibilidades que ele construiu para analisar e responder o
item c).

Na figura 9 consideramos, ao observar as respostas do itens a), b) e c¢), que o aluno
nao compreendeu a questdo, pois ele coloca que cada face representa 25% e desta forma
justifica as respostas dos itens a) e b), sendo que sua resposta para o item c¢) € confusa.

Tendo em vista que as questdes 3 e 4 permitiram uma interpretagdo, por parte dos
alunos, diferente da que pretendiamos, € que a maioria dos alunos ndo justificou suas
respostas, iremos apenas expor uma interpretacdo baseada nas respostas destas questoes.
Consideramos que os alunos apresentaram dificuldades na interpretacdo das questdes, ndo
entendendo as situagdes que estavam sendo propostas, ou mesmo que tenham compreendido
as questdes, ndo construiram o espago amostral corretamente, principalmente na questio 4.

Na questdo nimero 5 confirmamos nossa suposicao inicial quanto a divisdo do

prémio, pois 10 alunos sugeriam dividir o prémio em R$ 400,00 (%) para o jogador A ¢ R$

200,00 (5) para o jogador B. Eles utilizaram o nimero de vitérias como critério para a

divis@o. As outras respostas se dividiram em:
e 2 alunos sugerindo que deveria ser 50% do prémio para cada jogador.
e | aluno respondeu que o jogador A deveria ganhar tudo.
e outro aluno sugeriu 60% para o jogador A e 40% para o jogador B.
e 3 alunos ficaram na duvida, pois em suas respostas ndo sugerem nenhuma divisao.

e | aluno deixou a questao em branco.
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Consideravamos provavel a dificuldade para a resolucdo da questdo nimero 5, uma
vez que para resolvé-la, os alunos precisariam considerar os resultados possiveis de acontecer,
ao invés de utilizar os resultados ocorridos. Observamos que 2 alunos, em suas respostas,
utilizaram a ideia de dividir o prémio, levando em consideracdo o que poderia ocorrer, mas
neste caso entendiam que A e B teriam a mesma chance. Com o intuito de explicitar a
intencdo de que se utilize a probabilidade de vitéria de cada jogador como critério para
divis@o sugerimos uma alteracdo na formulacdo da questdo. Ficando esta com o seguinte
enunciado:

5) Dois jogadores de ténis de mesa A e B jogaram entre si, no passado, muitas
partidas e cada um ganhou metade das partidas disputadas. Na rodada final de um torneio
recente, os mesmos jogadores A e B disputam o prémio de R$ 600,00. Segundo as regras,
partidas serdo realizadas até que um dos jogadores consiga 3 vitérias, sendo declarado o
vencedor do torneio. Entretanto, quando o jogador A tinha duas vitérias e B uma, faltou luz
no local, e a rodada foi interrompida. Na impossibilidade de continuar a rodada e também de
marcar para outro dia, o diretor do torneio determinou que o prémio fosse dividido entre os
dois finalistas. Como fazer a divisao do prémio considerando a probabilidade de vitéria de
cada jogador na hipétese da disputa continuar?

Na parte dois as questdes pediam que os alunos expressassem o que entendiam por
evento aleatdrio e por probabilidade, além de dar um exemplo relacionado com seu cotidiano.
Na primeira questdo, selecionamos uma resposta que representa a ideia principal dada por

muitos alunos.

1) O que vocé entende por evento aleatdrio?

Cmimds P ALOTOUR  alaS Ay mdp  ZmAd  Lmid
Raion A il sy pddl)  ABR  Mud/inan i
A{.___._‘_.,..:, A QY] L7, /})! 247 '/ 2 ,3 {({ . m’)@ﬂ
777 M. WO PV . s «/,—Cz"k tis o
s duamiy , fgay W/rm',do m/,zr/mm /a/mﬂl ay
chamal o alumiy ) z0Y, Tnm-
A By 2, @0 M.

Figura 10: Resposta da questao 1 da parte 2.

Muitos alunos relacionaram o conceito de aleatério com a ideia de ordenagdo, sem
um critério de organizacdo, como crescente ou ordem alfabética. Muitos usaram a palavra

sequéncia, dizendo que seria uma organizagao “sem seguir uma sequéncia”.
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Na questdo 2 da segunda parte, as respostas fornecidas pelos alunos foram muito
variadas. Quatro alunos misturaram os conceitos de Andlise Combinatéria, contetido
recentemente estudado, em suas explicagdes sobre o que entendiam por probabilidade. Em
outro tipo de resposta, seis alunos relacionaram probabilidade com a chance de algo
acontecer. Nos exemplos apresentados muitos colocaram situacdes com apenas duas
possibilidades de resultado, por exemplo, certo ou errado, chover ou ndo chover, ser
atropelado ou nao, entre outros.

Relembramos que nosso objetivo foi sondar alguns conceitos relacionados ao tema
de nossa pesquisa. Portanto, sem uma andlise detalhada das respostas, nossa impressao € que
os alunos, em geral, conhecem superficialmente o significado de aleatério e probabilidade,
tendo como base suas experiéncias cotidianas.

Ap6s a andlise das respostas que encontramos nos questiondrios, entendemos que as
atividades propostas deveriam contemplar a exploragdo dos conceitos bdsicos de
Probabilidade. De acordo com Polya, também consideramos que estas atividades deveriam
propor problemas correlatos, mais simples, que auxiliassem na compreensao das atividades

principais que iremos propor.

2.2 AULA 1-LANCANDO MOEDAS E DADOS

2.2.1 PLANEJAMENTO, OBJETIVOS E EXPECTATIVAS

Destacamos novamente que nas sessdes iniciais de cada aula, em que sdo
apresentados os planejamentos, objetivos e expectativas, optamos por manter o texto
produzido anteriormente a aplicacdo das atividades, e desta forma, o tempo verbal
apresentado estard, em alguns momentos, no futuro.

A aula inicial é de grande importancia: € nela que o primeiro e principal convite do
professor aos alunos para a exploracao de um cendrio para investigacao ocorre. Portanto, para
nossa primeira aula, escolhemos uma atividade similar a “Corrida de cavalos” proposta por
Skovsmose, e ja comentada anteriormente, na qual fizemos adaptacdes. Além da corrida de

cavalos, realizaremos uma atividade mais simples com lancamento de moedas que serd

complementar a corrida de cavalos.
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Entre os objetivos desta primeira aula, o principal € o aceite dos alunos em participar
da atividade, criando assim um cendrio para investigacdo. Para isso é fundamental despertar o
interesse destes pelo estudo da Probabilidade. Estando os alunos envolvidos e curiosos,
discutiremos os conceitos de experimento aleatério, espaco amostral, cdlculo de probabilidade
além de propiciar aos alunos subsidios que os permitam compreender a Lei dos Grandes
Numeros.

A aula foi planejada para dois periodos de quarenta e cinco minutos e ocorrerd de
forma expositiva dialdgica, com atividade coletiva e em pequenos grupos. Usaremos como
recursos o quadro branco (lousa), dados, moedas e calculadora.

Nos primeiros trinta minutos iremos propor a atividade “Corrida de cavalos™:
numeramos os ‘“cavalos” de um a doze e langamos dois dados. Os resultados obtidos serao
somados, € o cavalo com o nimero igual ao da soma obtida avanca uma linha, sendo
vencedor o cavalo (nimero) que chegar primeiro na décima casa (linha).

No quadro a seguir mostra a tabela que serd construida e preenchida na lousa. A cada
lancamento de dois dados, registra-se o resultado da soma destes na tabela, sendo que o

nimero que obtiver dez resultados primeiro serda o vencedor.

Quadro 6: Espaco para registro dos langamentos
Niimero dos Cavalos
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Antes de iniciarmos a corrida, cada aluno deve escolher um cavalo e se este for o
vencedor o aluno ganha um prémio que varia de acordo com o cavalo escolhido. O quadro

abaixo apresenta o prémio oferecido por cavalo:
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Quadro 7: Premiacdo oferecida por cavalo.

Numero
do Numero
cavalo Prémio do cavalo Prémio

1 Uma caixa de bombons; 7 Cinco balas;
2 Uma barra de chocolate; 8 Trés pirulitos;
3 Um prensado; 9 Trés pirulitos;
4 Dois bombons; 10 Dois bombons;
5 Cinco pirulitos; 11 Um prensado;
6 Trés pirulitos; 12 Uma barra de Chocolate;

Realizada a corrida, discutiremos com os alunos sobre as chances de cada cavalo
avancar uma casa a cada lancamento do par de dados, justificando, assim, a introdu¢do do
conceito de espaco amostral. A seguir, questionaremos os alunos se o lancamento de dados é
um evento aleatério, e também serdo levantadas questdes sobre outros eventos que eles
entendam como sendo eventos aleatorios.

Com base em nossa experiéncia docente temos uma percep¢dao de que os alunos
poderdo ter dificuldades na compreensdao do total de possibilidades para cada resultado no
lancamento dos dois dados. Observamos que os alunos tendem a tratar como um tnico evento
dois eventos distintos que geram a mesma soma, como por exemplo, os resultados 2+1 e 1+2
que produzem soma trés, motivo pelo qual o cavalo nimero trés tem, a cada langcamento dos
dados, duas possibilidades em trinta e seis.

O fato de nunca terem estudado probabilidade, bem como nossa experi€ncia docente,
leva-nos a crer que, na corrida de cavalos, os alunos irdo escolher o nimero do cavalo de
acordo com o prémio oferecido por este e ndo com base em sua probabilidade de avanco a
cada lancamento dos dados. Acreditamos, também, que o cavalo nimero um ndo serd
escolhido, mesmo assim resolvemos colocd-lo no pareo, pois ele nos servird de exemplo,
posteriormente, para evento impossivel.

Para resolver um problema, Polya (1995) nos indica que em determinadas situacdes
pode ser interessante voltarmos nossa atencdo a um problema auxiliar ou correlato que seja
mais simples, mas que, com sua solucdo possamos encontrar algo para resolver nosso
problema inicial. Portanto, como atividade seguinte, questionaremos os alunos sobre qual o
espaco amostral para o lancamento de uma moeda e para o lancamento simultaneo de duas
moedas idénticas, pois essa atividade podera ajudar os alunos na compreensao da situagao do

lancamento de dois dados.
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Nesta segunda atividade podera haver dificuldade quanto a compreensdo do espago
amostral e da probabilidade de cada resultado no lancamento de duas moedas. E possivel que
os alunos entendam cara-coroa e coroa-cara como um mesmo evento. Neste caso, esperamos
que a atividade dos lancamentos das moedas pelos grupos ajude a desfazer essa concepgao.

Organizados em grupos, iremos pedir aos alunos que facam vinte lancamentos de um
par de moedas idénticas e anotem os resultados. Apds os grupos encerrarem os langamentos,
faremos os registros dos resultados. Possivelmente a tabela a ser elaborada em parceira com

os alunos seja proxima a apresentada na figura abaixo.

Grupo1l | Grupo2 | Grupo 3 | Grupo4 | Grupo5 | Grupo 6 | Total

Cara-cara

Cara-coroa

Coroa-cara

Coroa-coroa

Figura 11: Tabela para registro dos resultados dos lancamentos de um par de moedas.

Com os resultados colocados na tabela, confrontaremos a solugdo proposta pela
turma com o resultado obtido no total de langcamentos. Nesse momento esperamos que 0s
alunos concluam o correto espaco amostral para o lancamento de duas moedas; além desta
conclusdo, questionaremos os alunos sobre os resultados dos lancamentos das moedas obtidos
nos grupos e no total comparando com as probabilidades previstas. Nosso objetivo € que os
alunos, a sua maneira, enunciem a Lei dos Grandes Numeros. Com estes objetivos alcancados

poderemos retomar a discussao relativa ao lancamento de dois dados.

2.2.2 DESCRICAO DA AULA E OBSERVACOES DO PROFESSOR

Iniciamos a aula convidando os alunos a participarem de uma corrida de cavalos na
sala de aula em que poderiam obter algum prémio se escolhessem o cavalo ganhador. Com a
atencdo conquistada, explicamos o funcionamento da corrida e listamos os prémios
oferecidos, ja apresentados, no quadro 7. O professor também escreveu na lousa a “pista de
corrida”, apresentada, no quadro 6, na qual foram registrados os resultados dos lancamentos.

Explicada a atividade, convidamos os alunos a participarem escolhendo o nimero de
um dos cavalos. Foram anotados na lousa o nome do aluno e o nimero escolhido, para que ao

final da corrida entregdssemos o prémio ao vencedor ou vencedores.
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Diferentemente da corrida de cavalos proposta por Skovsmose, jad descrita
anteriormente, em nossa atividade ndo h4d uma banca de apostas, ou alunos que organizem
apostas com base nas chances de cada cavalo ou com o decorrer da corrida. Neste momento
inicial os alunos devem escolher um cavalo, acreditando que possa lhes trazer algum prémio.
Como j4 dissemos, ndo ocorrerd um investimento, ou aposta, por parte dos alunos, apenas
uma avaliacdo, individual, dos prémios oferecidos e das possibilidades de vitéria de cada
cavalo.

Ao escolherem seus cavalos, para nossa surpresa, dois alunos escolheram o cavalo
nimero 1, e nenhum aluno escolheu o cavalo nimero 7. De forma geral as escolhas se
concentraram nos cavalos de melhores prémios, sendo estes os de nimeros 2, 3, 4, 10, 11 e
12. Os cavalos 8 € 9 ndo foram escolhidos. Como dois alunos escolheram o cavalo nimero 1,
explicamos novamente as regras da corrida, com exemplos do que iria ocorrer. Apds essa
nova explicacdo foi perguntado se alguém gostaria de trocar o nimero do seu cavalo. Os
alunos que haviam escolhido o cavalo nimero 1 mantiveram a escolha, mas alguns alunos
optaram por trocar. Entre os que mudaram o nimero, apenas o aluno A escolheu o nimero 7.
Ap6s a corrida, o professor questionou o aluno A sobre sua nova escolha, e ele afirmou que
percebeu que o cavalo 7 tinha maiores chances. A aluna B comentou que o colega, aluno A,
havia dito isso a ela, mas ela ndo se convenceu e permaneceu com o nimero escolhido
previamente.

Convidamos seis alunos para jogar os dados, distribuindo seis dados entre eles. Em
cada rodada escolhiamos dois alunos para langar os seus respectivos dados, cuja soma
indicaria o nimero do cavalo que iria avangar.

Um pouco depois que a corrida teve inicio, a aluna C que havia escolhido o cavalo
nimero 1, questionou, num tom de desconfianga, o outro colega, aluno D, que havia
escolhido o mesmo cavalo sobre suas chances de vencer. Ao ouvir os comentarios,
percebemos que eles haviam compreendido que ndo teriam chances e, portanto, entendido o
funcionamento da corrida.

Conforme os langcamentos aconteciam, o cavalo nimero 7 tomou a lideranca e
coincidentemente o aluno A, que apostou no cavalo 7, havia recebido um dado para os
lancamentos. Quando este era solicitado a fazer o langcamento junto com outro aluno, e o
resultado da soma era 7, alguns alunos, em tom de brincadeira, falaram que ele estava
manipulando o resultado. Como néo seria surpresa o cavalo 7 vencer, passamos o dado deste
aluno para outro, evitando que o comentério se repetisse ou que a possivel vitéria do cavalo 7

fosse questionada.
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A corrida chegou ao final com a vitéria do cavalo 9, e, curiosamente, ninguém o
havia escolhido. Apdés a corrida, o professor fez alguns questionamentos. Primeiro,
perguntando se os cavalos tinham chances iguais de ganhar, e os alunos responderam que nao,
pois o cavalo 1 ndo tinha chance. Entdo reformulamos a pergunta: “Desconsiderando o cavalo
nimero 1, os outros tinham chances iguais?” Inicialmente alguns alunos responderam que
sim, mas entdo outros alunos disseram que ndo. Perguntados por que, disseram que, por
exemplo, a soma 7 tinha “mais maneiras” de acontecer do que a soma 2. O professor pediu
que explicassem, e eles responderam que a soma 7 poderia acontecer de trés maneiras: 1+6,
2+5, 344 e a soma 2 s6 com o resultado 1+1.

Chegamos ao momento em que haviamos previsto, € entdo perguntamos se 0s
resultados 1+6 e 6+1 eram o mesmo. Para a turma, “era a mesma coisa”’. Questionamos
novamente, com a suposi¢ao de termos dois dados com cores diferentes: se obtivermos em
um dado vermelho o resultado 1 e em um dado verde o resultado 6, ou invertendo os valores,
6 no dado vermelho e 1 no dado verde, os resultados sdo diferentes? Os alunos disseram que
apenas se a cor importasse, caso contrario, seriam iguais. Neste momento o professor nao
disse que estavam certos ou errados.

Questionamos, entdo, sobre o total de maneiras de ocorrer o lancamento de dois
dados, sem chamar de espaco amostral. Houve alguma didvida e, entdo, mostramos os
resultados dos langamentos da corrida, observando que aqueles eram alguns dos resultados
possiveis. Entao, com a participacdo dos alunos listamos os resultados. Ao escrever a segunda
linha de resultados, perguntamos novamente se o resultado 1+2 (que foi escrito na primeira
linha) era igual a 2+1. Os alunos disseram que sim, portanto o apagamos. Nas linhas seguintes
escrevemos seis resultados por linha, mas, ao final, os alunos disseram que o professor
deveria apagar alguns, pois ja estavam escritos. Entdo, em vez do quadro com trinta e seis
possiveis somas, apresentadas a seguir na figura 12, ficamos com o quadro, na forma de

tridngulo, com dezoito somas, apresentadas abaixo na figura 13.
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Eesultados posstvets
1+1 1+2 1+3 1+4 1+5 1+6
2+1 2+2 2+3 2+4 2+5 2+6
2+1 22 243 3+4 245 6
4+1 4+2 4+3 4+4 4+5 4+6
5+1 52 543 5+4 55 56
6+1 62 6+3 &+ 6+5 6+6

Figura 12: Resultados possiveis apresentados pelo professor.

Eesultados possiveis elaborados pelos alunos
1+1 1+2 1+3 1+4 1+5 1+6
2+2 2+3 2+4 2+5 2+6
43 2+4 245 6
4+4 4+5 4+6
545 56
b6

Figura 13: Resultados possiveis sugeridos pelos alunos.

O professor fez um breve comentdrio sobre o que havia sido escrito, dizendo que a
resolucao elaborada nao encerrava a discuss@o sobre quais eram as somas possiveis, isto €, o
professor, neste momento, ndo deixou claro qual dos dois quadros dados acima apresentava o
espaco amostral.

Com base em nossa experiéncia docente, acreditamos que neste momento o
professor, assim como muitos outros professores, teria dado a resposta correta aos alunos.
Gostarfamos de destacar a postura apresentada neste momento, pois ao ndo corrigir a resposta
elaborada pelos alunos, o professor demonstra estar considerando o que os alunos estdo
produzindo. Além disso, uma correcdo em que apenas se apresenta a resposta correta ou

mesmo uma resposta com justificativa, contradiz a nossa proposta de um aluno que participa
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ativamente das atividades, questionando e elaborando explicagdes ou respostas para as
situagdes propostas.

Outro fato a destacar € a atitude dos alunos quando dizem que o quadro inicial,
apresentado na figura 12, que o professor construiu com as trinta e seis possibilidades, esta
errado. Observamos essa participacdo ativa na elaboracio da solucdo como uma
demonstracdo do aceite dos alunos e pensamos ser este um sinal positivo de que a atividade
pode ser caracterizada como um cendrio para investigacdo. Acreditamos que no paradigma do
exercicio uma intervengcao como a realizada pelos alunos € um caso raro, uma vez que neste
ambiente o aluno, por sua postura passiva, se sente alheio ao problema e a solucdo
apresentada pelo professor.

Para uma parte da turma, o quadro construido e apresentado na figura 13, respondia o
questionamento sobre os resultados possiveis, embora percebéssemos que, para alguns alunos,
faltava a ratificacdo do professor de tal resultado. Quando o professor fez o comentdrio,
dizendo que a discussdo sobre as somas possiveis ndo estava concluida, possivelmente,
sugeriu que a resposta poderia ndo ser aquela. Aproveitamos a divida e sugerimos que outra
atividade, mais simples, fosse realizada, pois esta poderia auxiliar na compreensdo da
situacdo, eliminando qualquer duvida. Este é um momento em que aplicamos uma
recomendacdo de Polya, apresentada no quadro 2, e mencionada no planejamento, que foi a
utilizacdo de uma atividade correlata, porém mais simples para em seguida retomarmos o
problema inicial.

Antes de propor o langcamento com duas moedas iguais, questionamos os alunos
sobre o lancamento de uma moeda, o total de resultados possiveis e a chance de acontecer o

resultado cara. A resposta para a chance de ocorrer cara foi “cinquenta por cento”. Nenhum

~ . (1 ~ - .
aluno usou a expressdo um meio (E . Apresentamos entdo essa possibilidade de escrita

relembrando que ja haviamos visto esta representacdo em questdes da prova do ENEM. Em
seguida, o professor propds aos alunos a situacdo de langcamento simultaneo de duas moedas
iguais. Perguntamos a eles quais os resultados possiveis e, como suposto, os alunos
responderam que cara-coroa € coroa-cara eram um unico resultado. Neste momento,
confirmamos que os alunos ainda nao haviam percebido que tal resultado poderia ocorrer de
duas maneiras. Entdo questionamos a chance de cada resultado, e o quadro 8 abaixo apresenta

a resposta fornecida pelos alunos:



48

Quadro 8: Quadro, elaborado pelos alunos, com resultados e possibilidades no langamento de duas moedas.

Resultados Possibilidade | Porcentagem
cara — cara % 33,33%
coroa — coroa % 33,33%
cara — coroa % 33,33%

Pedimos que os alunos realizassem o lancamento simultaneo de duas moedas iguais. A
turma se organizou em seis grupos, sendo que cada grupo realizou vinte lancamentos de um
par de moedas iguais. Registramos os resultados obtidos em cada grupo, apresentados no

quadro abaixo:

Quadro 9: Resultados obtidos pelos grupos e frequéncia relativa por resultado.
Total Frequéncia
Resultados grupo | grupo | grupo | grupo | grupo | grupo da relativa por
1 2 3 4 5 6 resultado
Turma
(%)
cara — cara 6 4 6 8 6 4 34 28,3
coroa — coroa 3 4 3 3 8 7 28 23,3
cara — coroa 11 12 11 9 6 9 58 48,3

Antes de continuarmos com a descricdo da atividade, gostariamos de observar dois
comentdrios que aconteceram durante a realizacdo da mesma e que no momento ndo foram
explorados. Num dos grupos os alunos questionaram o professor sobre como deveriam
registrar o resultado com faces diferentes, se cara-coroa ou coroa-cara, o professor deixou que
escolhessem. E durante o registro no quadro, um grupo ao observar que o professor havia
escrito cara-coroa disse que “haviam anotado coroa-cara e se tinha algum problema em fazer
assim”, foi respondido que “tudo bem”. Neste momento poderiamos ter questionado se estas
duas possibilidades eram diferencidveis.

Com os resultados de todos os grupos anotados no quadro branco, realizamos a soma
de cada resultado possivel bem como o cdlculo da frequéncia relativa de cada resultado.

Chegamos num momento importante, com o quadro 8 ao lado do quadro 9,
questionamos os alunos sobre os resultados que calculamos e o que obtivemos com o0s
langamentos das moedas.

Os alunos observaram a diferenca entre o resultado cara-coroa para os outros dois
resultados possiveis, sendo esta quase 50% do total. Mas ndo surgiu, neste momento, nenhum

comentdrio que indicasse que os alunos haviam entendido que o resultado cara-coroa tivesse
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sido contado como dois resultados diferentes, uma vez que as moedas eram iguais e, portanto
os resultados cara-coroa e coroa-cara ndao eram distinguiveis.

O professor propds a ideia de analisar a situagdo no caso em que as duas moedas tém
cores diferentes, questionando como poderia ser obtido o resultado cara-coroa. Observando
que poderia ocorrer de duas maneiras, voltamos para a situagdo de moedas iguais e
perguntamos se o fato de ndo conseguirmos diferenciar as moedas mudava algo. Neste ponto
os alunos manifestaram a compreensdo de que cara-coroa € coroa-cara eram eventos
diferentes, mas contabilizados para um unico resultado.

Convictos de que os alunos haviam compreendido esta diferenga, sugerimos que os
alunos elaborassem um novo quadro com os resultados cara-coroa e coroa-cara como

resultados distintos. O quadro que segue apresenta o resultado obtido:

Quadro 10: Resultados possiveis no lancamento de duas moedas e respectivas probabilidades.

Resultados Possibilidade | Porcentagem
cara — cara % 25%
coroa — coroa % 25%
cara — coroa % 25%
coroa — cara % 25%

Com o quadro pronto pedimos que os alunos observassem as porcentagens e ficou
claro para eles que os resultados cara-coroa e coroa-cara se somavam, resultando entdao na
porcentagem 50%, algo muito préximo do obtido nos langamentos (conforme quadro 9).

Comentamos que tinhamos quatro resultados possiveis, sendo a chance de um quarto
para cada resultado, mas que dois eventos diferentes (cara-coroa e coroa-cara) ndo poderiam
ser diferenciados (pois utilizamos duas moedas iguais), portanto eram contados como um
unico evento.

Ainda ndo satisfeito, o professor propds a uma aluna se ela jogaria com ele o
seguinte jogo: lancar duas moedas, caindo cara-cara, ela venceria; caindo uma coroa € uma
cara, o professor ganharia. Apds este comentdrio, aliada a observagdo de que o resultado que
daria vitéria ao professor podia ocorrer de duas formas, consolidou-se a ideia de que sdo
eventos diferentes.

Ap6s o esclarecimento de que cara-coroa € um resultado que pode ser obtido de duas

maneiras, enquanto que cara-cara ou coroa-coroa apenas de uma, voltamos a situagdo da

corrida de cavalos, pensando no total de resultados possiveis para o lancamento dos dois
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dados. Nesse momento, completamos o tridngulo formando o quadrado com os trinta e seis
resultados possiveis apresentados anteriormente na figura 12. Entdo, perguntamos aos alunos
sobre as chances de cada cavalo.

Escrevemos as possibilidades de cada um deles na lousa, apresentado no quadro 11,
observando que os cavalos ndo tinham as mesmas probabilidades e comentamos sobre como

foi feita a distribuicao dos prémios por cavalo.

Quadro 11: Probabilidade de cada cavalo.

Cavalo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Probabilibade | 0 1 2 (3 |4 5|6 5 4 3 2 1
36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

Neste momento a aluna E perguntou por que o cavalo 9 foi o vencedor, sendo que o
cavalo 7 € o que tem maiores chances. A pergunta ficou para ser respondida na aula seguinte

ja que acabara o tempo.

2.2.3 CONCLUSOES DO PROFESSOR: EXPECTATIVAS X OBSERVACOES

Destacamos que o principal objetivo que era despertar o interesse dos alunos,
deixando-os curiosos e fazendo-os participar ativamente da aula, foi alcan¢ado, pois a turma
interagiu durante a aula, ficando atenta aos lancamentos, comentando resultados, “corrigindo”
a escrita do professor no quadro, quando preenchemos a primeira tabela com os trinta e seis
resultados possiveis nos lancamentos dos dados, perguntando e respondendo questdes.

Com relacdo as perguntas feitas pelos alunos, destacamos a questdo levantada no
final da aula pela aluna E, relativa a vitéria do cavalo 9, pois consideramos importante tal
reflexdo. A pergunta da aluna nos permite supor que ela entendeu que o cavalo 7 tinha mais
chances de ganhar, porém o fato do cavalo 9 ter vencido a corrida, de certo modo, contradiz
sua expectativa. O questionamento da aluna E demonstra seu interesse e, principalmente, um
posicionamento investigativo o que, juntamente com a participacdo da turma, evidencia que o
convite foi aceito.

Algumas das expectativas foram confirmadas, como por exemplo, a divida sobre o
resultado 1+2 e 2+1 serem eventos diferentes contados, pelos alunos, para 0 mesmo resultado.
No entanto, ndo esperdvamos uma dificuldade tdo grande em fazer os alunos compreender

este detalhe. Este fato acabou atrasando a aula, e a maioria dos objetivos nao foram atingidos,
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ficando entdo para a aula seguinte. O fato de ndo abordamos todos os conceitos que haviamos
planejado para a primeira aula, inicialmente nos pareceu um atraso €, em termos de
cronograma, realmente se trata de um atraso.

Questionamo-nos sobre o planejamento, se ndo haviamos preparado uma atividade
muito maior que o tempo disponivel. Mas podemos ter um outro olhar sobre nossa pratica,
pois se pensarmos em termos de zona de conforto e zona de risco, caracterizamos a utilizacao
passo a passo do planejamento, sem a possibilidade de mudancas no desenvolvimento da aula,
como uma situacdo de conforto para o professor. Ao permitirmos e, principalmente,
incentivarmos a participagdo dos alunos na aula, o professor deve estar disposto a modificar
seu planejamento, dando espaco no desenvolvimento da mesma as intervengdes dos alunos.
Esta disposi¢do do professor o levard para uma zona de risco, pois nao é possivel prever os
questionamentos que virdo. Portanto, o que gerou o atraso em nosso cronograma foi, até certo
ponto, os espacgos abertos a participacdo dos alunos, sendo que a participacdo ativa dos alunos
¢ um dos nossos objetivos principais.

Gostariamos de salientar o papel do professor no que se refere a sua postura diante

N

das intervencdes dos alunos. Nao basta que os alunos sintam-se a vontade e instigados a
intervir através de questionamentos ou colocacdes sobre o assunto, é necessdrio que O
professor considere essas participagdes no seguimento da aula. Além disso, o professor deve
estar atento a compreensao, demonstrada pelos alunos, do assunto que estd sendo abordado.
Para tal, este deve propiciar a turma que, em geral, entenda e responda os questionamentos
feitos pelos colegas, em principio ao professor.

Nestas situacOes € muito comum que o professor responda diretamente ou
rapidamente, o que ndo contribui com o desenvolvimento de uma postura investigativa por
parte dos alunos, pois a resposta interrompe um processo de investigacdo que permitiria aos
alunos encontrarem ou produzirem uma soluc@o para o seu questionamento, o que seria para
eles muito mais relevante do que uma resposta dada pelo professor. Portanto, em vez do
professor responder diretamente ou rapidamente, ele deve trabalhar para que seus alunos
respondam os questionamentos que surgirem.

Neste momento, € importante a orientagdo do professor, no sentido de propor
atividades que possibilitem uma continuidade na investigacdo iniciada pelos alunos e que
auxiliem a turma a solucionar o problema. Esta postura se apdia nas palavras de Polya, ja
citadas no capitulo 1, sobre a utilizacdo de problemas correlatos para a compreensao de um
problema mais complexo, bem como na importancia de que ao aluno caiba uma parte da

tarefa e que este disponha de algum tempo para sua resolucao.
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Um modo de manter esta postura € retomarmos um questionamento anterior, com um
enfoque diferente sobre o mesmo conceito, quando percebemos que alguns alunos ndo
demonstram compreensao ou ndo estio satisfeitos com o que estd sendo discutido. A pergunta
elaborada pela aluna E no final da aula, e que ja comentamos aqui, serd de grande importancia
em nossa sequéncia didatica, pois a resposta ao questionamento da aluna passa pelo
conhecimento da Lei dos Grandes Numeros. Para isso, as atividades que serdo desenvolvidas
devem propiciar a compreensao deste conceito.

Destacamos que num cendrio para investigacdo, diferentemente do paradigma do
exercicio, a participacdo dos alunos também interfere na preparacdo da sequéncia didatica,
pois como ja colocamos, € papel do professor orientar os alunos, e uma das formas de realizar
esta orientagdo € propondo atividades no decorrer das aulas. Consequentemente, a
participacao dos alunos ird influenciar na escolha das atividades e em sua abordagem.

Por meio das observacgdes e andlise apresentadas até aqui, classificamos a atividade
desenvolvida nesta aula como um Ambiente de Aprendizagem do tipo (4) na matriz
apresentada no quadro 1. Como ja dissemos, a atividade despertou o interesse dos alunos,
sendo que os mesmos propuseram solucdes para algumas questdes e apresentaram perguntas
sobre o que ocorreu durante a aula, o que evidencia a participacdo e, principalmente, a

investigacdo dos alunos em relagdo a atividade proposta.

2.3 AULA 2: FORMALIZANDO CONCEITOS

2.3.1 PLANEJAMENTO, OBJETIVOS E EXPECTATIVAS

No inicio da segunda aula faremos uma retomada das atividades realizadas no
encontro anterior, questionando os alunos sobre o que eles entenderam por evento aleatdrio e
se as atividades como o langamento de moedas ou dados sdo eventos deste tipo.

A retomada da aula anterior servird também para definirmos eventos equiprovaveis e
espaco amostral, pois daremos como exemplos a corrida de cavalos em que temos o
lancamento de dois dados, além de falar do langcamento de uma ou duas moedas.
Questionaremos os alunos sobre outros eventos e possiveis espagos amostrais, como baralhos

ou jogos como Mega-sena.
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Também iremos definir o conceito de Probabilidade e relembrar situacdes em que a

usamos. Percebemos que os alunos ja a usam intuitivamente, como por exemplo, quando

. 1
responderam que a chance de ocorrer 3 no lancamento de um dado € de um sexto (gj .

Como destacamos na aula anterior, ndo foi respondido o questionamento colocado
pela aluna E, sobre o porqué da vitéria do cavalo nimero 9, uma vez que era mais provavel a
vitéria do cavalo nimero 7. Esperamos que, apds os alunos compreenderem a Lei dos
Grandes Numeros, eles consigam responder a esta questao.

A aula ocorrera de forma expositiva e dialdgica e utilizaremos quadro branco (lousa),

pincel e calculadora.

2.3.2 OBSERVACOES DO PROFESSOR DURANTE A AULA

Ap6s retomarmos a aula anterior questionamos os alunos sobre o que eles entendem
por experimento aleatério. Em suas respostas alguns alunos falaram sobre o software
Windows Média Player4 (WMP) que, segundo eles, tem a op¢do de executar musicas de
forma aleatéria. Questionamos se poderia numa lista de musicas, ocorrer de ouvirmos a
mesma musica consecutivamente e alguns alunos disseram que ndo. Mas a aluna B disse que
no aparelho de celular isto pode ocorrer. Tivemos a impressdo de que alguns alunos nao
entenderam a diferenca entre as duas situacdes. Para esclarecer a situagdo, fizemos uma
comparacdo entre uma lista de musicas colocadas em execucdo e um dado sendo lancado. Se
o resultado do dado for o nimero dois, no lancamento seguinte pode acontecer de cair o
nimero dois novamente e, segundo os alunos, no WMP, caso a misica dois da lista fosse
executada, a musica seguinte ndo poderia ser a mesma, ji no celular isso poderia ocorrer.
Concluimos, juntamente com os alunos, que o programa que executa as musicas no celular se
assemelha ao lancamento de um dado ou uma moeda quanto a ser um experimento aleatdrio,
enquanto que no WMP a cada misica sorteada, a partir da segunda, existe uma restri¢ao nas
miusicas que podem ser sorteadas. Apds essa discussdo apresentamos a defini¢do de
Experimento Aleatdrio segundo Silva:

Qualquer processo de observacdo que pode ser repetido a vontade em condicoes
andlogas, com a condicdo de que o resultado ndo possa ser previsto antes de cada uma de

suas realizacoes. (Silva, 1999. p. 67).

* Programa computacional da Microsoft Corporation.
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Como haviamos listado algumas musicas para a comparagdo entre o lancamento do
dado e o funcionamento do WMP, utilizamos este como primeiro exemplo para espaco
amostral. Em seguida exemplificamos o espaco amostral com o langamento de um dado ou de
uma moeda. Apds os exemplos, apresentamos a seguinte definicdo de espago amostral:
“Conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento” (Silva, 1999. p. 68).

ApO6s apresentarmos a definicdo, perguntamos qual seria o espaco amostral para o
lancamento de dois dados. Alguns alunos responderam doze. Observamos que estava havendo
uma confusdo com a atividade dos cavalos da aula anterior. Os alunos ndo diferenciaram os
resultados possiveis no langcamento de dois dados (trinta e seis) das somas possiveis no
lancamento de dois dados (onze) e ainda incluiram o nimero um, por causa do cavalo 1,
presente na atividade da aula anterior. Como alguns alunos estavam com duivida, e a aluna F
havia faltado na aula anterior, achamos oportuno construir novamente o quadro da figura 12,
mostrando os trinta e seis resultados possiveis e diferenciando estes das somas possiveis.
Comentamos sobre a corrida de cavalos e sobre os prémios oferecidos por cada cavalo e
percebemos que ficou claro para os alunos o motivo da distribuicio de prémios que
escolhemos. Alguns alunos observaram que cavalos como o 2 e o 12 tém a mesma
probabilidade de avangar, portanto tinham o mesmo prémio. Aproveitamos o comentario dos
alunos para exemplificar e diferenciar Evento Simples, sendo aquele com apenas uma maneira
de ocorrer, de Evento Composto, em que hd mais de uma maneira para o evento ocorrer.
Utilizamos como exemplos as somas possiveis no lancamento de dois dados, retomando as
respostas que haviamos elaborado com os alunos na aula anterior. Observamos que as somas
2 e 12 sdo eventos simples, pois s6 podem ocorrer de uma forma, sendo elas, respectivamente,
1+1 e 6+6, o que exemplifica dois eventos que sdo equiprovaveis, enquanto que as outras
somas possiveis sdo eventos compostos. Também comentamos que as somas 2 e 12 sdo
chamadas de eventos equiprovaveis, pois ttm a mesma probabilidade de ocorrer, assim como
as somas 3 e 11. Por outro lado, as somas 3 e 4, por exemplo, ndo tém a mesma probabilidade
de ocorrer. De fato, a “soma 3” ocorre de duas maneiras diferentes, a saber, 1+2 e 2+1,
enquanto que a “soma 4” ocorre de trés formas diferentes, a saber, 143, 2+2 e 3+1.
Consequentemente, os eventos “soma 3” e “soma 4 ndo sdo equiprovaveis.

Como haviamos retomado a discussdo sobre a corrida, perguntamos se todos tiveram
a mesma chance de vencer, e os alunos responderam que ndo, conforme quadro 10.
Comentamos que em alguns jogos de cassinos o jogador sempre estd em desvantagem quanto
a probabilidade de vitéria. Os alunos fizeram perguntas sobre jogos como “Mega-Sena” e “Tri

Legal” e, na discussdao sobre estes, surgiu o comentdrio de um aluno sobre apostar em
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“boldes”, uma vez que havia sido dito que a chance de vitdria nestes jogos € muito pequena,

~ 9

sendo 0 “bolao” uma alternativa para aumentar as chances sem maiores custos. Informamos
aos alunos que os “boldes” organizados por lotéricas nao sdao autorizados pela Caixa
Econdmica Federal. Portanto, hd riscos em participar de um “bolao” e, no caso de ser
sorteado, ndo receber o prémio, pois ele € pago apenas a pessoa que tem o comprovante do
jogo.

Na primeira aula ja haviamos determinado a probabilidade de cada cavalo avancar

uma casa, além de termos construido o quadro da figura 14 no qual indicamos quais

resultados no langamento de dois dados resultariam nos nimeros dos cavalos.
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Figura 14: Somas possiveis no lancamento de dois dados.

Como esperavamos e haviamos verificado, os alunos ja tinham algum conhecimento
de como calcular probabilidade, principalmente para eventos simples, como no lancamento de
uma moeda ou dado. Observamos que os alunos responderam aos questionamentos sobre a
probabilidade de um evento ocorrer de diferentes formas. Alguns utilizaram a porcentagem,
dizendo, por exemplo, que a possibilidade de ocorrer “cara” em um lancamento de uma
moeda era de cinquenta por cento. Enquanto outros disseram que, no lancamento de um dado,
a possibilidade de obter o nimero dois € de um sexto.

Portanto, apds discutirmos qual o espaco amostral para o lancamento de dois dados, a
apresentacao da férmula para calcular a probabilidade de um evento ocorreu de forma natural
para os alunos. Abaixo, a definicdo que apresentamos:

A probabilidade de ocorrer um evento A, indicado por p(A), € um nimero que mede

essa chance e € dada por:
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Numero de vezes que pode ocorrer o evento A n(A)

p(A) = - =
Numero de elementos de E n(E)
ou
Numero de resultados favoraveis
p(A) =

Numero total de resultados possiveis

Com o tempo esgotado, encerramos a aula neste ponto, ficando para o préximo

encontro a discussio sobre a vitoria do cavalo 9.

2.3.3 CONCLUSOES DO PROFESSOR: EXPECTATIVAS X OBSERVACOES

Haviamos planejado retomar o encontro anterior, mas o fato de uma aluna ter faltado
na primeira aula, suscitou alguns comentdrios mais detalhados das atividades para que ela
entendesse, sendo estas explicacdes feitas pelo professor, mas as vezes por algum colega.

Durante o resgate das atividades e os questionamentos dos alunos, definimos muitos
conceitos que estavam sendo discutidos. Observamos que estas defini¢des pareceram naturais
ou até 6bvias, para alguns. Os alunos entenderam como chegamos as defini¢des a partir das
atividades realizadas na aula anterior.

Destacamos que, apesar de em boa parte da aula termos formalizado alguns
conceitos, nao classificamos a aula como totalmente tradicional. De fato, em uma aula
tradicional, sob paradigma do exercicio, o professor apresenta os conceitos, resolve alguns
exemplos para em seguida propor questdes que serdo, na sua maioria, repeticdes dos
exemplos. Nesta aula, as defini¢des foram apenas um momento de formalizacdo de conceitos
discutidos com os alunos e que surgiram de atividades que despertaram o interesse,
provocaram a participacao dos alunos e propiciaram exemplos para as defini¢des e conceitos
que estavam sendo trabalhados. Observamos que as atividades transitaram entre os cendrios
para investigacdo que fazem referéncia a semi-realidade; no caso da corrida de cavalos, e a
realidade; no caso da discussdo proposta pelos alunos sobre os programas para reproduzir
miusicas em computadores ou celulares. Portanto, os conceitos foram construidos a partir de
uma atividade em que os alunos participaram propondo exemplos, e as definicdes tiveram
apenas uma funcao de formalizar um conceito que ja era conhecido e compreendido pelos

alunos.
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Novamente destacamos o espago para a intervencdo dos alunos, pois em nosso
planejamento ndo haviamos pensado no programa WMP como exemplo para experimento
aleatdrio. Aceitamos como legitimas as afirmag¢des dos alunos sobre as funcionalidades deste
programa bem como as do programa do aparelho de celular, embora o professor ndo conheca
detalhadamente tal aplicativo nem tenha certeza sobre o funcionamento do WMP. A discussdo
sobre as diferencas entre os dois exemplos trazidos pelos alunos foi muito interessante e com
grande participagdo destes, pois observaram que o professor ndo conhecia os detalhes de
funcionamento dos aplicativos citados e estava interessado nas explicacdes sobre estes. A
discussdo foi muita proficua, inclusive gerando uma situagdo que serviu de primeiro exemplo
para espago amostral como citado anteriormente. Percebemos aqui, novamente, a transi¢ao
entre as zonas de conforto e zona de risco, pois mesmo sem conhecer completamente os
aplicativos que estavam sendo utilizados como exemplos, o professor possibilitou que os
alunos discutissem, explicassem e chegassem a um consenso sobre o funcionamento dos
aplicativos. E importante salientar que esta discussio propiciou a turma observar semelhangas
e diferencas entre os dois aplicativos e o langamento de um dado, que foi o exemplo proposto
pelo professor como comparativo. Seguindo o sentido contrario de uma aula tradicional, em
que se define um conceito para entdo se apresentar exemplos que ilustram ou explicam este, a
definicio de Experimento Aleatério sucedeu discussdes em que os alunos puderam
compreender o conceito, pois um dos aspectos de diferenciacdo entre os aplicativos era a
possibilidade de repeticdao, ou ndo, de uma musica em uma sequéncia. Além do conceito de
Experimento Aleatdrio, os demais conceitos definidos em aula surgiram das atividades
desenvolvidas na aula anterior.

Repetiu-se o fato de ndo conseguirmos realizar todas as atividades planejadas. Nao
vemos isso como um problema, uma vez que o tempo foi utilizado para discutir questdes e
davidas apresentadas pelos alunos. Outro aspecto a se considerar sobre o possivel atraso no
planejamento, é perceber que a discussdo promovida possibilitou uma compreensdo mais
profunda dos conceitos o que pode facilitar o entendimento de outros temas que serdao
trabalhados mais adiante. Em geral quando trabalhamos sob o paradigma do exercicio, € mais
facil administrarmos o tempo, e nesta abordagem os conceitos apresentados aos alunos sao
decorados e aplicados mecanicamente, demonstrando uma concep¢do de utilizagdo em curto
prazo, visando a uma possivel avaliacdo. J4 a constru¢do dos conceitos da forma como
desenvolvemos, possibilita uma compreensao mais sedimentada, o que vai ao encontro da
concepcdo de que os alunos ndo devem apenas decorar conceitos, pelo contrario, devem

compreendé-los para que, tanto na sua vida escolar como no dia a dia, possam utiliza-los. Esta
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constru¢do contempla o que encontramos nos PCN em relacdo ao papel da Matematica,
quando afirma que esta ci€ncia tem, também, uma fun¢do de ampliacdo da visdo cientifica da
realidade, bem como do desenvolvimento de habilidades de leitura e interpretacdo desta

realidade.

2.4 AULA 3: LEI DOS GRANDES NUMEROS

2.4.1 PLANEJAMENTO, OBJETIVOS E EXPECTATIVAS

Na aula anterior alguns conceitos nao foram apresentados e neste encontro
encerraremos as atividades planejadas para as aulas anteriores. Além disto, ficou para ser
respondida uma questdo colocada pela aluna E, sobre o motivo da vitéria do cavalo nimero 9,
uma vez que era mais provdavel a vitoria do cavalo nimero 7. Para que os alunos
compreendam a Lei dos Grandes Numeros iremos relembrar e discutir a questdo colocada
pela colega, e para isso vamos retomar os resultados registrados no quadro 9, fazendo
algumas observacdes e comparacoes.

Selecionamos algumas questdes que serdo propostas apds realizarmos a atividade
sobre a Lei dos Grandes Numeros e responderemos a questdo da aluna E. No final deste
terceiro encontro teremos apresentado e discutido, a partir de problemas que permitiram a
criacdo de cendrios para investigacdo, varios conceitos do conteido de Probabilidade.
Percebemos, através de nossa atividade docente bem como nas palavras de Pozo, que ¢é
necessario um momento em que os alunos possam aplicar os conceitos estudados,
consolidando as estratégias que foram discutidas, em outras questdes ou problemas. Este
momento se caracteriza como uma atividade de resolugdo de exercicios, mas relembrando
Skovsmose, concordamos que devem ocorrer momentos nos diferentes Ambientes de
Aprendizagem.

A aula serd expositiva e dialdgica e com atividades em pequenos grupos. O material

utilizado serd o quadro branco, pincel e calculadora.
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2.4.2 OBSERVACOES DO PROFESSOR DURANTE A AULA

No inicio da aula recolocamos na lousa o quadro com as chances que calculamos para
cada resultado no lancamento de duas moedas, quadro 10, e os resultados dos langcamentos
das moedas realizados por cada grupo, quadro 9.

Com os quadros prontos relembramos que no lancamento simultineo de duas moedas
iguais sdo quatro os resultados possiveis, e cada resultado tem um quarto, ou vinte e cinco por
cento, de probabilidade de ocorrer.

Ap6s a retomada dos quadros e breve discussdo sobre os resultados, pedimos aos
alunos que calculassem as porcentagens, e frequéncias relativas, de cada resultado por grupo e
da turma. Completamos o quadro, apresentado na figura 15, no qual colocamos os valores

calculados pelos alunos.

Cupo 1 Crupo 2 Cupo 3 Gupo 4
Frequéneia
Fesultados Ahzoluta |Relativa| Absoluta |Relativa| Absoluta |Relativa| Absoluta | Relativa
Ccara — cara f 30% 4 20% f 30% 3 0%
Coroa — Coroa 3 15% 4 20% 3 15% 3 15%
Ccara — coroa 11 55% 12 a0%% 11 55% ] 45%
Crruapn 5 Crupo & Total da turma
Frequéneia
Eesultadaos Ahzoluta |Relativa| Absoluta |Relativa| Absoluta |Relativa
Cara — cara f 30% 4 20% 34 28 3%
COroa — Coroa 2 A0% 7 35% 28 3%
cara— coroa f 30% a 45% 5% AE%%

Figura 15 : Frequéncias absoluta e relativa no langcamento de duas moedas.

Com o quadro completo, questionamos os alunos sobre os resultados encontrados em
cada grupo em comparagdo com as possibilidades que estimamos na aula anterior, quadro 10.
Em seguida, pedimos aos alunos que comparassem o resultado do total de langcamentos da
turma com os valores calculados. Os alunos verificaram que o total estava mais préximo da
tabela que tinhamos calculado. E entdo solicitamos uma explicacdo: a aluna F disse que era
porque tinhamos um nimero maior de lancamentos. Colocamos para seus colegas a resposta
apresentada, mas a turma ndo se manifestou, dando a impressao de que alguns concordavam,
mas esperavam uma resposta do professor. Ao insistir mais, ndo obtivemos sucesso, € entao
dissemos que a resposta da colega estava correta. Em seguida apresentamos o enunciado da

Lei dos Grandes Numeros: “E muito pouco provavel que, se efetuarmos um ndmero
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suficientemente grande de experimentos, a frequéncia relativa de um acontecimento se afaste
muito da sua probabilidade”. (SILVA, 1999. p. 67)

Como os alunos demonstraram ter entendido a Lei dos Grandes Numeros, colocamos
para a turma a questdo levantada pela aluna E, que era sobre o fato do cavalo nimero 9 ter
vencido. Esperdvamos que os alunos relacionassem com a Lei dos Grandes Numeros, o que
nao ocorreu. Alguns alunos disseram que o cavalo 7 tinha mais chance ou maior
probabilidade, mas como nao era “cem por cento”, outro cavalo poderia ganhar. Relembramos
que na corrida, na qual o cavalo 9 havia vencido, fizemos sessenta e oito lancamentos, e, em
seguida perguntamos a turma: “O resultado serd o mesmo se realizarmos uma nova corrida
com um nimero maior de lancamentos?”” Os alunos ndo se manifestaram, e entdo o professor
explicou esta questdao com base na Lei dos Grandes Numeros.

Ap6s, foram trabalhadas, em pequenos grupos, algumas questdes para familiarizar os
alunos com os conceitos discutidos at¢é o momento, ¢ com a férmula para calcular
Probabilidade, apresentada na segunda aula. Nestas questdes verificamos quais estratégias os
estudantes utilizaram para determinar o espaco amostral e os eventos favoraveis. As questoes
trabalhadas estdo no apéndice D. Durante a atividade o professor foi chamado nos grupos para
auxiliar na compreensdo ou resolucdo das questdes, momento em que utilizamos as
intervengdes sugeridas por Polya, quadro 2, como por exemplo: “O que a questdo estd
pedindo?”’; “Qual o espaco amostral nesta situagdo?”; e “Quais sdo os eventos favoraveis?”
entre outras. Depois de algum tempo, foi realizada a correcdo, no quadro branco, com a
participacdo dos alunos. Na resolucao construimos a arvore de possibilidades e também
usamos métodos de andlise combinatdria.

Observamos que alguns alunos ja perceberam e comegaram, em algumas situacoes, a
aplicar o Principio Multiplicativo, multiplicando as probabilidades de cada evento, embora

nao tenhamos definido eventos independentes ainda.

2.4.3 CONCLUSOES DO PROFESSOR: EXPECTATIVAS X OBSERVACOES

E importante observar que este terceiro encontro é uma continuago, no sentido de dar
seguimento as atividades das duas primeiras aulas, pois a Lei dos Grandes Numeros ¢ um
conceito que pretendiamos desde o inicio abordar com os alunos e, felizmente, o
questionamento de uma aluna justificou ainda mais a necessidade de desenvolvermos esse

conceito com a turma.
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Observamos uma menor participacdo da turma no inicio da aula, quando realizamos
0s questionamentos sobre o quadro da figura 15. Ndo podemos ter certeza do motivo da
pequena participacdo, mas o fato de estarmos trabalhando neste terceiro encontro com
atividades que ocorreram uma semana antes, no primeiro encontro, tenha diminuido o
interesse da turma. Se tivéssemos abordado a Lei dos Grandes Nimeros na primeira aula ou
na segunda aula, provavelmente a participacdo seria maior. Ao aplicar esta sequéncia didatica
novamente, sugerimos que a Lei dos Grandes Numeros seja trabalhada, no méaximo, na
segunda aula.

Tinhamos a expectativa que mais alunos concluissem e manifestassem sua
compreensdo da Lei dos Grandes Numeros, o que nido ocorreu, pois apenas a aluna F
respondeu ao questionamento, sobre a comparacdo entre os quadros das figuras 23 e 26,
justificando que foi o maior nimero de lancamentos que tornava a porcentagem obtida mais
proxima da calculada anteriormente.

Percebemos que muitos colegas entenderam quando a aluna F deu a resposta, mas
preferiram nao se expressar. Depois que o professor colocou no quadro o enunciado da Lei
dos Grandes Numeros e fez alguns comentdrios, a maioria da turma demonstrou ter
compreendido o que a colega havia dito e o enunciado apresentado. Embora a Lei dos
Grandes Numeros seja intuitiva para muitas pessoas, € no contexto da atividade ela tenha sido
Obvia para alguns alunos, consideramos o entendimento de seu significado muito importante
na compreensdo da relagdo entre a probabilidade calculada e a frequéncia relativa observada.
Com isto, julgamos fundamental no estudo do contetido de Probabilidade a exploragao deste
tépico, apesar de ndo estar presente nas abordagens dos livros diddticos adotados pela escola.’

Como relatamos na descri¢do da aula, logo apds termos apresentado o enunciado da
Lei dos Grandes Numeros, retomamos o questionamento feito pela aluna E na primeira aula,
relativa a vitéria do cavalo 9, contrariando a expectativa de que o cavalo 7 fosse o vencedor.
Como relatado anteriormente, os alunos ndo relacionaram o conceito que havia acabado de ser
formalizado com a questdo que estava sendo posta. Os alunos entenderam que o cavalo 7 teria
uma chance maior, mas, nas suas palavras, “ndo tem cem por cento” e, portanto, ndo seria
certo que ele fosse o ganhador. No entanto, esperdvamos uma percep¢ao mais direta da
relacdo com a Lei dos Grandes Numeros, através de uma colocag¢do, na linguagem dos alunos,

que demonstrasse que eles entendiam que para um ndmero maior de langcamentos a soma 7

> Das sete colecdes aprovadas para o Plano Nacional do Livro Didatico em 2012 (PNLD-2012) tivemos acesso,
em nossa escola, a cinco colegdes e verificamos que nos livros do Ensino Médio que abordam o contetido de
Probabilidade, em apenas um deles € feita uma menc¢do a Lei dos Grandes Nimeros.
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tem probabilidade de ocorrer com maior frequéncia, embora nao pudéssemos garantir que
cavalo 7 fosse o vencedor.

Percebemos hoje, ao analisarmos nossa prética, que deveriamos ter dado mais tempo
aos alunos. Uma alternativa seria dar mais espago a resposta da aluna F, discutindo esta
questdo do nimero de repeticdes em outro contexto, para, em seguida, abordar a questao da
aluna E. Somente ap0ds ter sido respondida a questdo é que deveriamos ter formalizado a Lei
dos Grandes Numeros. Mais uma vez no referimos a Polya, que nos diz “...que ao estudante
caiba uma parcela razodvel do trabalho.” (POLYA, 1995. p.1).

No segundo momento da aula, em que apresentamos algumas questdes para que 0s
alunos trabalhassem em grupo, a turma demonstrou interesse e se dedicou a resolug¢do das
questdes. Como ja dissemos no planejamento, classificamos o Ambiente de Aprendizagem
construido neste momento como uma atividade no paradigma do exercicio. Gostariamos de
observar que o professor explicou para turma que a atividade tinha como objetivo possibilitar-
lhes aplicar os conceitos que haviam sido discutidos até aquela aula, e que eles deveriam
discutir com os colegas as questdes e, se necessdrio, solicitar o auxilio do professor no
esclarecimento de possiveis dividas.

Como j4 indicamos no pardgrafo anterior, classificamos a segunda parte da aula como
um Ambiente de Aprendizagem do tipo (3), mas gostariamos de analisar as atividades
desenvolvidas, comparando-as com uma atividade clédssica de resolucdo de exercicios, em um
ambiente sob o paradigma do exercicio. Percebemos algumas semelhangas, porém algumas
diferencas entre as duas situagdes. Enquanto a resolug¢do dos exercicios, sob o paradigma do
exercicio, normalmente sucede um exemplo e, em geral, exige apenas a repeticdio de um
procedimento, as questdes que apresentamos, embora possam ser exercicios no sentido
tradicional, ndo sucederam a exemplos semelhantes e exigiram, no contexto em que foram
apresentadas, mais do que a repeticdo de procedimentos previamente apresentados pelo
professor. Mesmo assim, classificamos as questdes como exercicios, pois as condicdes
estavam bem delimitadas, e os alunos ndo tiveram espaco para uma investigacdo, sendo
exigido deles a utilizacdo dos conceitos que haviam sido discutidos até o momento, embora
alguns grupos utilizassem estratégias diferentes de resolucao.

Devemos lembrar que o aceite e a participacao dos alunos s@o motivados, em grande
parte, pelo professor, ressaltando a importancia deste e como suas intervengdes na aula sdo
fundamentais. Consideramos, por meio da descricao e andlise apresentadas, que nesta aula a
participacdo do professor pode ter limitado os resultados das atividades que ocorreram no

inicio da mesma.
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Concluimos a andlise desta aula lembrando Skovsmose, quando o autor coloca a
possibilidade, e até mesmo a necessidade de movimento entre os diversos Ambientes de
Aprendizagem, o que pudemos observar nos trés encontros descritos e analisados até este

momento.

2.5 AULA 4: RESOLUCAO DE PROBLEMAS

2.5.1 PLANEJAMENTO, OBJETIVOS E EXPECTATIVAS

Em alguns momentos das aulas anteriores perguntamos ou comentamos com o0S
alunos sobre a possibilidade de influéncia, ou ndo, de um evento sobre outro, mas nao
formalizamos este conceito. Como observamos na aula anterior, alguns alunos ja usam a
multiplicagdo das probabilidades de dois eventos independentes, Principio Multiplicativo®,
para calcular a chance de que eles ocorram simultaneamente. Portanto, nesta aula iremos
apresentar aos alunos o conceito de Eventos Independentes.

Iniciaremos com duas questdes, apresentadas a seguir, que podem ser resolvidas com
a arvore das possibilidades, mas temos a expectativa de que alguns alunos resolvam como
eventos independentes, multiplicando suas probabilidades.

1) No lancamento, simultaneo de um dado e uma moeda, qual a probabilidade de
obtermos o resultado (2 — cara)?

2) (UFRGS)7 Uma parteira preveé, com 50% de chance de acerto, o sexo de cada
crianga que vai nascer. Num conjunto de trés criancas, qual é a probabilidade de ela acertar
pelo menos duas previsoes?

Discutiremos com os alunos as situagdes em que podemos utilizar a estratégia de
multiplicacdo das probabilidades, para em seguida apresentarmos o conceito de eventos
independentes.

Apés a definicdo serdo propostas questdes que permitem vdrias estratégias de
solucdo e esperamos que os alunos entendam que podem utilizar mais de um método de

resolucao para um mesmo problema.

b« Se um evento A pode ocorrer de m maneiras diferentes e, se, para cada uma dessas m maneiras possiveis de A
ocorrer, um outro evento B pode ocorrer de n maneiras diferentes, entdo o nimero de maneiras de ocorrer o
evento A seguido do evento B é m.n.” (SANTOS, 2007, p. 39)

" Questdo nimero 30 do vestibular da UFRGS no ano de 1999.
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2.5.2 OBSERVACOES DO PROFESSOR DURANTE A AULA

Na primeira questdo proposta, os alunos ndo tiveram dificuldade e como
esperdvamos, muitos utilizaram o Principio Multiplicativo. No segundo problema houve mais
dificuldade, e poucos alunos resolveram. A unica estratégia utilizada foi a da drvore de
possibilidades.

Colocamos as duas solugdes desenvolvidas pelos alunos para a primeira questao e
resolvemos no quadro a segunda questdo. Na resolug@o utilizamos primeiro a arvore das
possibilidades e, em seguida, a multiplicacdo das probabilidades. Logo apds apresentamos a

definicdo de Silva para eventos independentes:

“Aqueles em que a ocorréncia de um dos eventos nao fornece informacdo a respeito
da ocorréncia ou ndo do outro evento, ou seja, a ocorréncia de um evento ndo tem
influéncia na ocorréncia do outro. Sendo os eventos independentes, a probabilidade
de eles ocorrerem simultaneamente é igual ao produto de suas probabilidades”

(SILVA, 1999. p. 68)

Em seguida foi feito o convite aos alunos para que resolvessem em grupos alguns
problemas, apresentados no apéndice D. Conversando com os alunos, explicamos que até
aquela aula haviamos discutido muitos conceitos e utilizado estratégias diferentes para
calcular a probabilidade de um evento. Portanto, a atividade proposta tinha como objetivo
propicid-los um momento em grupo no qual pudessem discutir com os colegas e utilizar estes
conceitos e estratégias.

Nas questdes propostas apds a definicdo, momento em que a turma se dividiu em

grupos, os alunos tiveram dificuldades na questao niimero trés, apresentada a seguir:

3) O atirador A tem probabilidade % de acertar um alvo e o atirador B tem

e 4 . . .
probabilidade de 7 de acertar o mesmo alvo. Se ambos atiram juntos (um tiro cada um),

qual a probabilidade de o alvo ser atingido?

Nas questdes seguintes os grupos, de uma forma geral, resolveram todos os
problemas com estratégias diversas. Notamos que alguns alunos usaram a ideia de
complementar em uma questdo, sendo que esta estratégia havia sido discutida durante o

estudo de Analise Combinatdria no bimestre anterior.
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2.5.3 CONCLUSOES DO PROFESSOR: EXPECTATIVAS X OBSERVACOES

Como haviamos observado no planejamento, muitos alunos ja utilizavam o Principio
Multiplicativo para determinar a probabilidade de dois eventos ocorrerem simultaneamente.
Existem varias explicagdes possiveis para este fato, entre elas, podemos supor que os alunos
tenham observado que o professor, por vezes, utilizou o Principio Multiplicativo, como na
primeira aula, na atividade das moedas apds construirmos o quadro 9. Observamos que o
espaco amostral para o langcamento de dois dados era trinta e seis, portanto resultado da
multiplicacdo de seis por seis. Estas intervengdes, entre outras, podem ter servido como
exemplo para os alunos que vém usando esta estratégia. Mas ndo podemos afirmar que eles
tenham observado estes detalhes ou percebido, sozinhos, esta possibilidade de resolucgdo.

Como observamos, na primeira questdo, a maioria dos alunos ndo demonstrou
dificuldades, mesmo assim ficamos surpresos com o fato de haver alunos com dificuldade de
construir a arvore das possibilidades.

A definicao do conceito de eventos independentes ndo despertou muito interesse nos
alunos, talvez porque alguns deles ja fizessem uso desta estratégia.

Embora a atividade de resolu¢cao de uma pequena listagem de questdes seja algo mais
tradicional para os alunos, o convite feito pelo professor teve boa aceitagdo, tendo em vista
que todos os grupos se dedicaram a sua resolugcdo e, durante a aula, o professor foi muito
requisitado pelos alunos para tirar alguma ddvida ou, muitas vezes, para conferir uma
resposta. Observamos que os grupos nao tiveram muita dificuldade na resolucao das questdes
propostas.

Embora a definicdo do conceito de Eventos Independentes ndo tenha sido algo
completamente novo, pois muitos alunos ji utilizavam essa estratégia, a apresentacdo do
conceito nao ocorreu por causa de uma necessidade demonstrada pelos alunos. Além da
formalizagdo de um conceito, a aula serviu para fixar, através da resolucdo de uma lista de
questdes, alguns conceitos e habilidades trabalhadas até este momento. Desta forma,
classificamos esta aula como um Ambiente de Aprendizagem no paradigma do exercicio com

referéncias a semi-realidade, tipo (3).
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2.6 AULA 5: ESTRATEGIAS

2.6.1 PLANEJAMENTO, OBJETIVOS E EXPECTATIVAS

Neste encontro iremos propor aos alunos uma atividade de resolu¢cdo de problemas
num ambiente de semi-realidade. Utilizaremos fichas de papel para registro das solucdes
desenvolvidas pelos alunos, dois sacos pretos de tecido e quatro bolinhas, duas vermelhas e
duas amarelas. Os alunos deverdo discutir, em grupos, a melhor maneira de distribuir as
quatro bolinhas nos dois sacos, propiciando a uma pessoa, que ndo viu as bolinhas serem
colocadas nestes, a maior probabilidade de pegar uma bolinha vermelha em uma tentativa.

Vamos propor que a atividade seja desenvolvida em grupos, para incentivar
momentos de discussao entre os alunos.

Além de chegar a um consenso sobre a estratégia de distribui¢do das bolinhas, os
grupos deverdo determinar a probabilidade de, em uma tentativa, retirar uma bolinha
vermelha. Com isso pretendemos verificar a capacidade dos alunos em calcular probabilidade.
Como nunca aplicamos a atividade, nao temos ideia de como serd o desempenho dos alunos
na solucdo do problema. Mas nossa experiéncia docente com a turma nos indica que os alunos
terdo dificuldade em determinar a probabilidade da solucdo que encontrarem. Em func¢do do
pequeno numero de aulas disponiveis, ndo iremos definir o conceito de probabilidade

condicional, apenas comparar a atividade desta aula com as das aulas anteriores.

2.6.2 OBSERVACOES DO PROFESSOR DURANTE A AULA

Com a turma dividida em cinco grupos, a atividade foi apresentada, e explicamos que
deveriam encontrar a melhor estratégia, descrevendo-a na ficha entregue, e também que
calculassem a probabilidade de sucesso naquela situa¢do escolhida. Ressaltamos para os
alunos que, pelo volume dos sacos, ndo era possivel saber o nimero de bolinhas que havia
dentro deles. Também ficou estabelecido que nenhum dos sacos poderia ficar vazio e que
nenhuma das quatro bolinhas poderiam ficar fora dos sacos.

Enquanto os grupos discutiam qual a melhor estratégia e registravam a escolha, o
professor andou pela sala observando e respondendo algumas dividas sobre as condicdes

estabelecidas. Observamos que, inicialmente, quatro grupos optaram por colocar uma bolinha
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amarela (1A) e uma bolinha vermelha (1V) em cada saco, que denotaremos de estratégia
1A1V, e apenas um grupo optou em colocar 1V em um saco e 2A e 1V no outro, que
denotaremos por 2A1V.

Durante a atividade o aluno A, que chegou atrasado, sentou com um dos grupos que
até entdo tinha optado por uma bolinha amarela e uma vermelha em cada saco (estratégia
1A1V). O professor foi até este grupo e explicou a atividade novamente. O aluno discordou
dos colegas e explicando seu raciocinio acabou convencendo o grupo que a melhor estratégia
era 2A1V.

O professor aguardou até que todos os grupos definissem qual distribuicao de bolinhas
iriam escolher e calculassem a probabilidade. Em seguida foi pedido que cada grupo
apresentasse para a turma qual a estratégia escolhida, sendo registrada no quadro a solucdo
proposta. No final dois grupos escolheram a estratégia 2A1V, e trés grupos optaram por
IA1V. Um grupo, aparentemente ndo tinha entendido que poderiam ser quantidades
diferentes de bolinhas em cada saco. Também observamos que em um dos grupos que
escolheu a estratégia 1A1V, o aluno H discordava dos colegas e achava que o melhor seria
2A1V. No entanto, ele nao conseguiu justificar sua resposta para os demais colegas e o

restante do grupo acabou permanecendo com a escolha inicial, apresentada na figura 16

abaixo.
Estratégia escolhida:
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Figura 16: Resolucdo de um grupo de alunos para o problema da distribui¢do das bolinhas.

Como ndo houve consenso, o professor pediu que o aluno H preenchesse uma das
fichas com a resposta que ele considerava correta. Na figura 17 apresentamos a solugdo

elaborada pelo aluno H.
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Estratégia escolhida:
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Figura 17: Solucdo encontrada pelo aluno H para o problema da distribui¢do das bolinhas.

Em seguida o professor pediu que cada grupo dissesse qual a probabilidade de tirar
uma bolinha vermelha na solu¢ao que foi encontrada. O aluno D explicou que, na distribui¢ao
1A1V em cada saco, a chance era de cinquenta por cento, pois independente do saco
escolhido haveria uma bolinha vermelha e uma amarela. Os alunos dos outros grupos que
haviam chegado a mesma solucao concordaram com a explicagdo do colega. Dos trés grupos
que escolheram colocar uma bolinha de cada cor em cada saco, dois escreveram na ficha de
respostas que a chance de tirar uma bolinha vermelha era de cinquenta por cento, € um grupo
deixou esta questdo em branco. Os outros dois grupos tiveram mais dificuldade para calcular a
probabilidade da estratégia escolhida. Entendiam que era a situagdo mais vantajosa, mas nao
souberam calcular. Aparentemente a dificuldade foi em verificar que ocorriam dois eventos,
um era a escolha do saco e o outro a escolha das bolinhas. Observamos que as resolug¢des que
foram citadas, mas ndo aparecem no texto acima, estdo disponiveis no anexo A.

O professor pediu ao aluno A que explicasse sua estratégia a turma. O aluno disse que
se 0 saco escolhido tivesse uma bolinha vermelha apenas, a probabilidade seria de cem por
cento e no saco com uma bolinha vermelha e duas amarelas, a chance de pegar uma vermelha
era de trinta e trés por cento. Percebemos que a maioria dos alunos concordou que a estratégia
proposta pelo aluno A era melhor, mas a aluna E questionou o fato de ser mais do que cem
por cento. O professor falou que os valores indicavam as chances apds a escolha de um dos
sacos. Os alunos ainda pareciam confusos quanto as probabilidades desta distribui¢ado, entao o
professor propds analisar as duas situacdes usando a arvore de possibilidades, apresentada na
figura 18 abaixo. Antes de elaborar a drvore de possibilidades, o professor relembrou a

questdo 1 da aula anterior, salientando a utilizagdo do Principio Multiplicativo. Apds esta
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retomada e com a arvore construida juntamente com a utilizagdo dos Principios Multiplicativo

e Aditivo, os alunos afirmaram ter entendido as probabilidades de cada caso.

Figura 18: Arvore de possibilidades e sorteio de bolinhas amarelas e vermelhas.

Ao construir na lousa a arvore das possibilidades, o professor questionou os alunos
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sobre as probabilidades em cada escolha. A turma ndo teve problemas em responder
corretamente a chance de escolha de cada saco bem como de cada bolinha. No entanto, a
utilizagcdo dos Principios Multiplicativo e Aditivo ndo pareceu suficiente. Entendemos que a
explicacdo do professor, dizendo que “os 50% de chance de escolha no segundo saquinho, se
divide em trés” deu sentido ou clareza aos cédlculos apresentados.

Um aluno pediu para testar a estratégia. Entdo o professor colocou uma bolinha
vermelha em um saco e uma vermelha e duas amarelas em outro, sem que os alunos vissem
qual saco tinha mais bolinhas e solicitou ao aluno A que escolhesse um saco e retirasse uma
bolinha. O aluno escolheu o saco com apenas uma bolinha e, portanto, a bolinha vermelha foi
a sorteada. Os alunos de um grupo que haviam escolhido a estratégia de colocar duas
bolinhas de cores diferentes em cada saco pediram para testar esta possibilidade. O professor
pediu que um aluno deste mesmo grupo sorteasse uma bolinha, e foi retirada uma bolinha
amarela. O professor disse entdo que faria mais uma vez o sorteio e, novamente, com uma
bolinha vermelha e um saco e uma vermelha e duas amarelas no outro. Desta vez uma aluna
retirou uma bolinha amarela. O professor perguntou aos alunos se eles lembravam da Lei dos
Grandes Numeros. A aluna G lembrou da atividade de lancamento das moedas, observando
que quanto maior o nimero de sorteios das bolinhas, mais préximo da porcentagem calculada.
O professor comentou que aqueles trés sorteios ndo eram significativos para confirmar as
probabilidades calculadas e ressaltou o que a colega havia dito sobre a necessidade de um
grande nimero de sorteios para que pudéssemos observar uma porcentagem proxima da que

foi obtida através da arvore de possibilidades.
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Foram discutidas rapidamente as outras possiveis distribuicdes. Apds a atividade foi
proposta a seguinte questao:

1) Dois jogadores de ténis de mesa A e B jogaram entre si, no passado, muitas partidas
e cada um ganhou metade das partidas disputadas. Na rodada final de um torneio recente, os
mesmos jogadores A e B disputam o prémio de R$ 600,00. Segundo as regras, partidas serdo
realizadas até que um dos jogadores consiga 3 vitdrias, sendo declarado o vencedor do
torneio. Entretanto, quando o jogador A tinha duas vitérias e B uma, faltou luz no local, e a
rodada foi interrompida. Na impossibilidade de continuar a rodada e também de marcar para
outro dia, o diretor do torneio determinou que o prémio fosse dividido entre os dois finalistas.
Qual a forma correta de fazer a divisdo do prémio?

Como havia pouco tempo, a discussao da questao ficou para a aula seguinte.

2.6.3 CONCLUSOES DO PROFESSOR: EXPECTATIVAS X OBSERVACOES

Iniciamos a andlise desta quinta aula, relembrando as palavras de Pais, citadas no
primeiro capitulo, referentes a importincia e possibilidades que a realizacdo de atividades em
pequenos grupos produz. Quando um aluno sente-se motivado e disposto a discutir com o
grupo de colegas suas opinides e estratégias, este precisard organizar seu raciocinio para
expor ao grupo sua solucdo. Ao mesmo tempo, os colegas do grupo devem compreender tal
explicacdo e poderdo desta forma concordar ou apontar falhas na argumentacio. Portanto,
uma atividade que possibilita estas discussdes pode apresentar resultados que ultrapassam as
expectativas do professor, pois estes didlogos nao estdo sob controle do mesmo.

Apoiados nas observacdes feitas durante a aula e apresentadas na secdo anterior,
podemos dizer que o convite feito a turma para elaboracdo da melhor estratégia na situagao
proposta foi aceito pelos alunos, pois como relatamos, os grupos se envolveram na resolugdo
do problema proposto e, em especial, pudemos observar em dois grupos discussdes entre os
alunos em funcdo de opinides diferentes sobre a melhor estratégia para resolver a questao.

Pelo que observamos, nos dois grupos em que houve divergéncia sobre a melhor
forma de distribuicdo das bolinhas, os alunos nao utilizaram estratégias vistas nas aulas de
matematica, como a arvore das possibilidades, portanto a escolha das estratégias foi apenas
intuitiva. Outro indicativo € o fato de apenas dois grupos terem escolhido a estratégia de

maior chance, mas ndo conseguiram calcular sua probabilidade. Precisamos comentar que
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num dos trés grupos que escolheu a estratégia 1A1V os alunos entenderam que o nimero de
bolinhas deveria ser igual nos dois sacos, portanto sua solucao nao pode ser considerada.

Queremos salientar a participacdo dos alunos A e H em seus respectivos grupos.
Como relatado, o aluno A chegou atrasado na aula e juntou-se a um grupo que havia
escolhido como solugdo a estratégia 1A1V, sendo que o aluno ndo concordou com a solugdo e
convenceu os colegas de que a melhor estratégia seria a 2A1V, mesmo sem conseguir
determinar corretamente as probabilidades desta estratégia. O aluno H também entendia que a
estratégia 2A1V era a melhor, mas ndo conseguiu convencer os colegas do grupo de que
estava correto. Salientamos que o professor ndo se envolveu na discussdo que ocorreu em
cada grupo, embora tenha sido chamado e questionado sobre a solugdo correta; os
comentérios foram apenas no sentido de esclarecer as condi¢des do problema. Em especial, no
grupo do aluno H, o professor incentivou-o a apresentar sua solu¢do, mesmo sem haver
consenso no grupo.

Com relacdo a determinacdo exata da probabilidade da estratégia escolhida em cada
grupo, vimos que a distribui¢do de uma bolinha vermelha e uma amarela em cada saco tem
uma probabilidade mais facil de determinar. Por isso os alunos ndo tiveram tanta dificuldade
em estimar ou indicar esse valor. No caso dos grupos que escolheram a estratégia 2A1V o
calculo da probabilidade ¢ mais dificil, uma vez que a escolha do saco interfere no sorteio das
bolinhas, e os alunos ndo perceberam este detalhe; consequentemente ndo conseguiram
calcular os valores corretos, embora tenham intuido uma probabilidade maior do que a
estratégia dos outros grupos.

Mesmo sem uma determinagdo correta das probabilidades, o aluno A conseguiu
explicar ao grande grupo, de forma satisfatéria, os motivos que levaram seu grupo escolher a
estratégia 2A1V.

Como ndo dispomos de muitas aulas, ndo apresentamos o conceito de probabilidade
condicional. Mesmo assim, na resolu¢do desenvolvida no quadro branco, o professor destacou
a diferenca desta atividade em relacdo as questdes até entdo trabalhadas.

Para classificarmos a atividade realizada neste encontro, lembramos as palavras de
Pozo que nos falam sobre a linha t€nue que divide problemas e exercicios, sendo um fator
importante nesta distingdo, a relagdo do individuo com a situacdo. As atitudes dos alunos nos
permitem concluir que, para grande parte da turma, a situacao proposta se caracterizou como
um problema. Em relacdo a classificacdo da aula na matriz de referéncia de Skovsmose,
apresentada no quadro 1, o fato de o professor ter levado as bolinhas e sacos para aula nos

leva a uma classificacdo da aula em um ambiente de semi-realidade, mas nos questionamos se
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isso € o suficiente para ndo classificarmos a atividade como um Ambiente de Aprendizagem
com referéncia a matemadtica pura. Ainda sobre a classificacdo, consideramos que a atividade
se caracteriza como um cendrio para investigacdo em que, mesmo com algumas regras

definidas, possibilitou-se a discussdo de vérias estratégias de resolu¢ao do problema.

2.7 AULA 6: OBMEP

2.71 PLANEJAMENTO, OBJETIVOS E EXPECTATIVAS

Na aula anterior ndo conseguimos explorar a contento todos os aspectos da atividade
proposta, além de ndo termos feito uma discussdo sobre o problema proposto no final da
mesma. Portanto, iniciaremos a aula retomando o problema colocado no final do encontro
anterior.

Como este serd o ultimo encontro antes da avaliacdo escrita, iremos propor aos
alunos um problema que abrange muitos conceitos e raciocinios trabalhados ao longo das
aulas anteriores.

O problema serd uma adaptag@o da questdo nimero 3, itens a e b, da segunda fase do
nivel 3 da 6 Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP—2010)8.
Esperamos que a atividade do encontro anterior contribua para que os alunos consigam
solucionar este problema. A seguir apresentamos o enunciado original da questao.

André, Bianca, Carlos e Dalva querem sortear um livro entre eles. Para isso,
colocaram trés bolas brancas e uma preta em uma caixa € combinaram que, em ordem
alfabética de seus nomes, cada um tiraria uma bola, sem devolvé-la a caixa. Aquele que
tirasse a bola preta ganharia o livro.

a) Qual a probabilidade de André ganhar o livro?

b) Qual a probabilidade de Dalva ganhar o livro?

Utilizaremos um saco de tecido preto e quatro bolinhas idénticas, sendo que em uma
delas serd marcada com caneta para diferencid-la das demais. E importante que os alunos ndo

consigam distinguir pelo tato essa bolinha das outras.

¥ Disponivel em http://www.obmep.org.br/provas_static/pf2n3-2010.pdf.
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2.7.2 OBSERVACOES DO PROFESSOR DURANTE A AULA

No inicio da aula questionamos os alunos se alguém havia conseguido resolver o
problema dos mesatenistas proposto no encontro anterior. Poucos alunos haviam tentado, e
nio sabiam se estavam certo. A aluna F comentou que ja tinhamos feito esta questao. O
professor lembrou que este problema tinha sido apresentado no questionario respondido antes
do inicio das atividades sobre Probabilidade. O professor combinou com os alunos que eles
teriam alguns minutos para pensar no problema, e a correcao seria feita no quadro em grande
grupo. Na correcao alguns alunos sugeriram que o prémio deveria ser divido igualmente, uma
vez que a competi¢do ndo havia acabado. Mas outros alunos comentaram que o jogador A
havia vencido duas partidas e o jogador B apenas uma e entdo propuseram dividir o prémio
com base no numero de vitorias de cada um, portanto dois tercos do prémio para o jogador A
e um ter¢o para o jogador B. A maioria da turma concordou com a solucdo proposta pelos
colegas. O professor comentou que esta divisao se baseava nos resultados dos trés jogos, mas
ndo levava em consideracdo o que poderia ocorrer nos préximos jogos. Foi sugerido que os
alunos pensassem numa divisdo do prémio com base no que poderia ocorrer, ou seja, na
probabilidade de vitéria de cada jogador caso fossem realizadas as partidas restantes. Nao
houve nenhuma sugestdo dos alunos, entdo o professor propOs construir a arvore das
possibilidades para os jogos seguintes. O professor relembrou a atividade da aula anterior,
destacando que em ambos os problemas a escolha ou resultado de um evento alteraria as
condi¢des do evento seguinte. Gostariamos de observar que ndo foi apresentada uma
definicdo do conceito de Probabilidade Condicional nem a férmula de célculo da
probabilidade de ocorréncia de um evento A condicionada a um evento B.

Os alunos tiveram poucas ddvidas na construcdo da drvore das possibilidades, e na
divisdo do prémio decorrente desta. A figura abaixo ilustra a resolu¢do que foi construida na
lousa pelo professor com a participagdo dos alunos. No entanto, alguns alunos pareciam

desconfiados que esta fosse a forma mais justa de divisao.
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Figura 19: Arvore das possibilidades para problema dos mesatenistas.

Para iniciar a atividade seguinte, baseada em uma questdo da OBMEP, o professor
convidou os alunos para realizar um sorteio, e a turma deveria julgar se as regras eram justas,
ou seja, se permitiam probabilidades iguais de vitéria para cada concorrente. Foram
escolhidos e listados no quadro os nomes de quatro alunos. Em seguida foram mostradas as
quatro bolinhas idénticas, e uma delas foi marcada com um *“x”, representando a bolinha que
daria o prémio para quem a retirasse. Todas foram colocadas no saco. Foi explicado a turma
que cada aluno escolhido retiraria uma bolinha do saco, sendo um por vez e na ordem que
haviam sido listados. Definidas as regras, os alunos foram questionados se o sorteio era justo.
Houve grande participa¢do dos alunos, gerando até alguma desordem na aula, pois muitos
acharam que o udltimo seria prejudicado, mas ndo sabiam como explicar o motivo. Os
comentdrios de muitos alunos podem ser representados pela afirmacdo a seguir: “O primeiro
tem vinte e cinco por cento de chance de pegar a bolinha certa, mas se ele ndo acertar o
segundo vai ter trinta e trés por cento de chance”. Como resposta a estes comentarios, outros
alunos fizeram afirmagdes do tipo: “Mas se o primeiro pegar a bolinha, os outros ndo terdo
oportunidade de tentar”.

Dadas as dificuldades apresentadas pelos estudantes, consideramos importante a
utiliza¢do de um problema correlato mais simples. O professor propds, entdo, uma situacao de
duas bolinhas em um saco, com dois jogadores retirando uma bolinha, um de cada vez. Os
alunos foram questionados se algum jogador teria vantagem e qual a chance de cada um.
Novamente, houve um pouco de confusdo com a situagcdo do segundo jogador, pois os alunos
entendiam que este poderia ter cem por cento ou zero por cento de chance de ganhar. Foi

simulada a mesma situa¢io, mas sem que o primeiro jogador revelasse a bolinha que retirou, e
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questionamos se haveria agora uma diferenca nas probabilidades, ou seja, se a situagdo havia
mudado apenas por nao sabermos o que foi tirado na primeira escolha. Os alunos perceberam
que ter, ou ndo, a informacg@o de qual bolinha foi retirada pelo primeiro jogador nio mudava
as chances do segundo jogador. Neste momento o professor relembrou a Lei dos Grandes
Numeros e perguntou aos alunos se o experimento fosse repetido inimeras vezes o que
ocorreria. Eles concluiram que os dois jogadores tinham as mesmas chances, mas foi
observado por alguns alunos que o segundo jogador “ndo tinha escolha”. Esta postura de
alguns alunos, com relacdo as chances do segundo jogador, chamou-nos a atencdo, pois
mesmo concordando que o primeiro pegaria a bola certa em cinquenta por cento dos casos, €
desta forma o segundo teria a bola certa na outra metade dos casos, o fato do primeiro jogador
poder “fazer a escolha”, segundo os alunos, dava a ele alguma vantagem.

Ao retomar a atividade anterior, o professor propds uma pequena modificagdo.
Identificar as quatro bolinhas como A, B, C e D, sendo o ganhador o jogador que pegasse a
bolinha D. Os alunos afirmaram, rapidamente, que cada jogador tinha vinte e cinco por cento
de chance de pegar a bolinha D, mas ndo sabiam justificar a resposta. O professor perguntou
qual o total de maneiras de tirar as quatro bolinhas. Os alunos utilizaram permutacio e
concluiram que havia vinte e quatro possibilidades de retirar as quatro bolinhas. Em seguida
um grupo resolveu a questdo da probabilidade do dltimo ganhar usando permutacdo do
anagrama ABCD, mantendo o D fixo na posi¢do final, encontrando seis e percebendo que

5 =% era a solucdo do problema. O professor pediu que um aluno do grupo apresentasse a

24
ideia para a turma. Juntamente com a solu¢do dos alunos, o professor construiu no quadro a

arvore das possibilidades, apresentada na figura 20 a seguir, exemplificando a resposta do

grupo.
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Figura 20: Arvore das possibilidades, chance de vitéria e sequéncias possiveis na atividade de sorteio de 4 bolas.

2.7.3 CONCLUSOES DO PROFESSOR: EXPECTATIVAS X OBSERVACOES

Na resolu¢do do problema dos mesatenistas, os alunos repetiram a solu¢do proposta
pela maioria no questiondrio aplicado antes das aulas, que foi calcular a divisdo do prémio
com base nos resultados ocorridos, ou seja, olharam para o passado ao invés de pensar na
probabilidade dos eventos que poderiam ocorrer. Gostariamos de salientar que os alunos
compreenderam a solug@o proposta pelo professor, embora alguns tenham demonstrado uma
desconfianca quanto a esta ser a melhor ou mais justa forma de divisdo do prémio.
Observamos novamente a dificuldade dos alunos em calcular a probabilidade de um evento,
bem como justificar uma resposta com base em uma probabilidade, o que nos sugere que a
intui¢do € a primeira, € as vezes Unica, ferramenta utilizada na resolu¢do dos problemas.

A atividade das quatro bolinhas suscitou muitos comentdrios entre os alunos quanto
as chances de cada jogador, pois os alunos opinavam com base em alguma hipé6tese, como por
exemplo, supor que “o primeiro havia retirado a bolinha errada, o que dava trinta e trés por
cento de chance para o segundo”. Mas este argumento era rebatido por outro aluno, supondo
que ‘“‘se o segundo pegasse também uma bolinha errada o terceiro teria cinquenta por cento de
chance”. Outro argumento utilizado foi que o primeiro jogador tinha “realmente” uma chance

enquanto que os demais teriam que contar com o insucesso dos anteriores. Outra vez os
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alunos tiveram dificuldades em interpretar a situacdo e calcular a probabilidade de cada
jogador. Entretanto a atividade mais simples proposta pelo professor teve grande éxito, uma
vez que os alunos conseguiram em seguida solucionar o problema. Embora tenham calculado
corretamente a chance de vitéria do udltimo jogador, utilizando a permutacio, consideramos
importante a construcdo da drvore das possibilidades, uma vez que esta estratégia permite
uma visualizacdo do que ocorre a cada sorteio, possibilitando assim uma compreensdao mais
detalhada do problema e sua solug¢do. Destacamos que este procedimento € sugerido nas
Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio, quando esta coloca que “A utilizacdo do
diagrama de arvores € importante para clarear a conexao entre 0s experimentos compostos € a
combinatdria, pois permite que visualizemos a estrutura dos multiplos passos do
experimento.”(BRASIL, 2006, p.79). Orientacdo com a qual concordamos e que fica
evidenciada na larga utilizagcao desta ao longo da sequéncia didética que apresentamos.

Neste encontro, durante a discussdo sobre o problema da chance de cada jogador na
retirada das bolinhas, sentimos a necessidade de recorrer, novamente, ao conselho de Polya
em relacdo a utilizacdo de um problema correlato, porém mais simples. Ao longo de nossa
sequéncia didatica, aplicamos essa orientacdo vdrias vezes. Poderiamos nos perguntar: por
que ndo iniciarmos a atividade pelo problema mais simples? Consideramos que estas
atividades correlatas podem ser menos interessantes ou instigadoras que o problema inicial
que colocamos. Pensamos que a utilizagdo, ou ndo, de uma atividade correlata depende da
observacdo do professor na sala de aula. E ele que deve orientar a aula, propondo atividades
para que os alunos compreendam o problema. Mesmo assim, esta alternativa de comecar pelas
atividades que consideremos mais simples, € uma possibilidade a ser testada. Como colocado
por Skovsmose, para que uma atividade se transforme em um cendrio para investigacdo, €
necessaria a aceitacdo dos alunos, e este € um aspecto que s6 pode ser verificado
empiricamente, € mesmo assim, uma mesma atividade pode nao produzir o mesmo resultado
quando aplicado em outros contextos.

Diferentemente do problema dos mesatenistas, em que os alunos compreenderam a
solucdo, mas alguns manifestaram ddvida quanto a esta ser a forma mais justa de divisao, no
problema envolvendo os quatro jogadores e a retirada da bolinha premiada, a solugdo
desenvolvida satisfez muito mais os alunos, mesmo estes tendo uma intuicao inicial diferente
do resultado final. Observamos que problemas de Probabilidade Condicional, como os
trabalhados nesta aula e na aula anterior, foram ao mesmo tempo provocadores e dificeis para
os alunos, pois suas solu¢des contrariaram a intuicdo dos alunos e, também, por isso,

representam um obstdculo. E importante salientar que devido ao tempo disponivel ndo
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definimos formalmente o conceito de Probabilidade Condicional e niao apresentamos a
expressao matemadtica para o cdlculo da mesma. As solugdes destes problemas foram obtidas
via arvore de possibilidades, o que é trabalhoso em geral.

Encontramos dificuldades em argumentar contra posicionamentos intuitivos ou que
usam a ideia de sorte ou azar, apresentados por alguns alunos na atividade do sorteio das
bolinhas. Para muitos, os dois jogadores ndo estdo em condi¢des iguais, pois o primeiro faré a
escolha de uma das bolinhas e podera ter a sorte de pegar a premiada. Essa possibilidade de
sortear uma das bolinhas faz alguns alunos acreditarem que este jogador tem vantagem em
relacdo ao segundo. Muitos responderam corretamente que o jogador A iria pegar a bolinha
certa em cerca de cinquenta por cento das situacdes, mesmo assim mantém a postura descrita
acima. Consideramos que apenas o reconhecimento de uma probabilidade nao é o suficiente
para a mudanga de postura apresentada pelos alunos, essa deve vir associada a compreensao,
também, da Lei dos Grandes Numeros, e assim essa atitude possa ser discutida.

Finalmente, percebemos dois momentos neste encontro: inicialmente com a atividade
de resolucdo da questdo dos mesatenistas, a qual os alunos demonstraram dificuldades em
resolvé-la, bem como em concordar com a solucdo que foi proposta; e o segundo momento,
com a atividade de retirada das bolinhas, que despertou o interesse e obteve grande
participacdo dos alunos. Classificamos os ambientes constituidos por estas atividades,

respectivamente, como Ambientes de Aprendizagem dos tipos (3) e (4).

2.8 AVALIACAO FORMAL E PARECER DAS ATIVIDADES

No sétimo encontro aplicamos uma avaliacdo, que além de servir como indicativo
dos resultados de nossa sequéncia diddtica, constituiu em uma nota na disciplina de
Matemitica. Esta avaliacdo foi realizada individualmente e sem consulta ao material.

A seguir, apresentamos € comentamos as questdes desta avaliacao cuja cdpia estd no
apéndice C. Observamos que a avaliac¢do foi realizada em um encontro de dois periodos.

Ao elaborarmos a avaliagdo pretendiamos que as questdes ndo fossem apenas
exercicios no sentido de repeticdo ou aplicacdo de uma regra ou procedimento estudado. Pelo
contrario, gostarifamos que as questdes estivessem o mais préximo de um problema.
Consideramos que as questdes 1, 2, 5, 7 e 8 estdo mais proximas ao paradigma do exercicio,
enquanto que as questdes restantes se aproximam mais de problemas, pois exigem mais do

que a reproducao de um raciocinio. Por exemplo, a questdo 4 apresenta uma situacdo que nao
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foi abordada em sala de aula e coloca os alunos diante de um contexto conhecido que
precisard ser modelado. Para isso, os alunos deverdo utilizar os conceitos de probabilidade.
Outra questdo que destacamos, é a questdo 3-b), na qual ndo ha apenas uma resposta correta.
Salientamos que em todas as questdes os alunos devem justificar suas repostas.

Relembrando as palavras de Pozo, as quais afirmam que entre os aspectos para que
uma atividade possa ser considerada um problema, estdo a atitude do aluno e a condugdo dada
pelo professor na apresentacdo e desenvolvimento da atividade. Assim, o fato de tratar-se de
uma avaliacdo, estabelece um contexto diferente dos observados durante as aulas, pois
aspectos como o convite inicial feito pelo professor, com o objetivo de despertar o interesse
dos alunos, e as discussdes entre os alunos nos grupos, ndo ocorrem. Também a motivacao
para a realizacdo das questdes ndo é a mesma, pois em uma avaliacio o aluno tem a
necessidade de obter um bom resultado visando sua aprovacdo. Consequentemente, as
atitudes do aluno nestas ocasides sdo diferente em relacdo as apresentadas durante as aulas,
diferenca esta estabelecida pelo interesse em compreender ou investigar a solucdo dos
problemas propostos.

Fazemos a seguir uma descricdo e andlise das respostas e resultados da avaliagao,
que foi realizada por 19 alunos. No quadro abaixo apresentamos o nimero de acertos obtidos
pelos alunos em seis questdes das nove questdes presentes na avaliagdo. Observamos que as
trés questdes que ndo estdo apresentadas no quadro abaixo serdo comentadas a seguir, €
justificamos a auséncia destas neste ponto pelo fato de sua corre¢do nao termos considerado

as respostas apenas como certas ou erradas.

Quadro 12: Nimero de acertos por questdo na avaliacdo formal.

Questdo 1 2 5 7? 7b Tc 8a 8b 9
Numero
18 8 17 14 12 11 14 8 3
de acertos

A seguir apresentamos as questdes da avaliacdo formal, e comentamos sobre o

correspondente desempenho dos estudantes.

Questao 1) Lancou-se uma moeda “honesta” e saiu coroa. Se voltarmos a langar a moeda:

a) é mais provavel sair coroa. b) € mais provavel sair cara.

¢) é tdo provavel sair cara como coroa. d) a probabilidade de sair cara é

AW
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Apenas um aluno ndo a respondeu corretamente. Lembramos o questiondrio inicial,
no qual a maioria dos alunos acertou a correspondente questdo da primeira parte, que coloca o

problema da influéncia de resultados anteriores em um evento a ocorrer.

Questido 2) Se lancarmos uma moeda quatro vezes, qual a probabilidade de obtermos trés

caras e uma coroa?

Poucos alunos acertaram completamente a questdo nimero 2, embora alguns alunos
tenham determinado corretamente o espaco amostral, mas erraram na determinacdo dos
eventos favordveis. A situacdo inversa também ocorreu, com alguns alunos calculando
corretamente os eventos favoraveis, dentre estes, alguns utilizaram permutagdo para isso, mas

erraram a determinacdo do total de eventos possiveis.

Questdo 5) (ENEM -2006) Um time de futebol amador ganhou uma taga ao vencer um
campeonato. Os jogadores decidiram que o prémio seria guardado na casa de um deles. Todos
quiseram guardar a taca em suas casas. Na discussdo para decidir com quem ficaria o troféu,
travou-se o seguinte didlogo:

Pedro, camisa 6: — Tive uma idéia. N6s somos 11 jogadores e nossas camisas
estdo numeradas de 2 a 12. Tenho dois dados com as faces numeradas de 1 a 6. Se eu jogar os
dois dados, a soma dos nimeros das faces que ficarem para cima pode variar de 2 (1 + 1) até
12 (6 + 6). Vamos jogar os dados, e quem tiver a camisa com o nimero do resultado vai
guardar a taga.

Tadeu, camisa 2: — Nao sei ndo... Pedro sempre foi muito esperto... Acho que
ele estd levando alguma vantagem nessa proposta...

Ricardo, camisa 12: — Pensando bem... Vocé pode estar certo, pois,
conhecendo o Pedro, é capaz que ele tenha mais chances de ganhar que nés dois juntos...

Desse didlogo conclui-se que

a) Tadeu e Ricardo estavam equivocados, pois a probabilidade de ganhar a guarda da
taca era a mesma para todos.

b) Tadeu tinha razdo e Ricardo estava equivocado, pois, juntos, tinham mais chances
de ganhar a guarda da taca do que Pedro.

¢) Tadeu tinha razdo e Ricardo estava equivocado, pois, juntos, tinham a mesma

chance que Pedro de ganhar a guarda da taca.
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d) Tadeu e Ricardo tinham razdo, pois os dois juntos tinham menos chances de
ganhar a guarda da taca do que Pedro.
e) ndo € possivel saber qual dos jogadores tinha razao, por se tratar de um resultado

probabilistico, que depende exclusivamente da sorte.

Nao nos surpreende o bom desempenho na questdo nimero 5, uma vez que ela se

assemelha matematicamente a atividade da corrida dos cavalos.

Questao 7) A probabilidade de um inseticida matar uma barata é de %, e a probabilidade de

. 7 )
matar um pernilongo e de E Um dia, ao chegar a sua casa, uma pessoa encontra uma barata

e um pernilongo e aplica o inseticida. Qual € a probabilidade de que:
a) ambos morram?
b) nenhum morra?

¢) apenas o pernilongo morra?

A questdo 7 € a que mais caracteriza um exercicio, pois os alunos resolveram
questdes semelhantes em aulas anteriores e sua resolugdo exige a utilizacao especifica de uma
estratégia desenvolvida nas aulas: a aplicagdo do Principio Multiplicativo. Desta forma,

consideramos razodvel o desempenho dos alunos na questao.

Questio 8) (OBMEP-2010) André, Bianca, Carlos e Dalva querem sortear um livro entre
eles. Para isso, colocaram trés bolas brancas e uma preta em uma caixa e combinaram que, em
ordem alfabética de seus nomes, cada um tiraria uma bola, sem devolvé-la a caixa. Aquele
que tirasse a bola preta ganharia o livro.

a) Qual a probabilidade de André ganhar o livro?

b) Qual a probabilidade de Dalva ganhar o livro?

Na questdo niimero 8, percebemos que a atividade realizada com as bolinhas na aula
anterior nao foi bem compreendida pela maior parte da turma.
Observamos um numero razoavel de alunos acertando a resposta do item a), mas o

mesmo nao se repete no item b). O item a) é uma questdo mais simples, pois nao se trata de
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probabilidade condicional, uma vez que niao houve sorteio. Entretanto, o item b) coloca os

alunos diante de uma questdo de probabilidade condicional.

Questao 9) Dois individuos, Marcos e Pedro, vao jogar cara ou coroa com uma moeda
“honesta”. Eles combinam langar a moeda 5 vezes, e ganha o jogo aquele que acertar em 3 ou
mais lancamentos. Cada um aposta 40 reais. Feito os dois primeiros lancamentos, em ambos
dos quais Marcos vence, eles resolvem encerrar o jogo. Do ponto de vista probabilistico, de

que forma devem ser repartidos os 80 reais? (Justifique com célculos)

Assim, como a questdo 8, a 9 também demonstrou ser uma questdo dificil.
Lembramos que no questiondrio inicial apresentamos uma questao similar em que os alunos
utilizaram a estratégia de dividir o prémio com base nos resultados anteriores. A questdo foi
reapresentada aos alunos na quinta aula e resolvida na sexta aula. Como apenas trés alunos
resolveram corretamente esta questdo, consideramos que nao compreenderam completamente
a resolucao.

O desempenho dos alunos nas questdes 8-b) e 9, além de nossas observacdes em sala
de aula, mostram-nos as dificuldades que as questdes de Probabilidade Condicional impdem.
Diante deste fato, consideramos que o tempo que dispusemos para a abordagem do contetido
foi pequeno frente aos obstaculos colocados pelo conteddo.

Retomamos agora as questdes 3, 4 e 6 que nao foram incluidas no quadro anterior,

pois em sua corre¢do ndo consideramos as respostas apenas como certas ou erradas.

Questdo 3) Paulo pretende sortear um livro entre seus trés amigos. As regras serdo as
seguintes:

* Cada amigo ficard com uma das trés sequéncias abaixo:

Sequéncia 1 Sequéncia 2 Sequéncia 3

3-4-5 6-7-8 9-10-11

* Serdo langcados dois dados e os resultados serdo somados.

* Quem tiver a sequéncia que contém o nimero obtido no resultado da soma serd o
vencedor.

* Serd realizado mais de um lancamento apenas se o resultado obtido na soma do
primeiro lancamento for 2 ou 12, pois estes sdo as somas que nao constam nas sequéncias 1, 2

ou 3.
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a) Suponha que vocé é um dos amigos de Paulo, qual sequéncia vocé escolheria para

ter a maior probabilidade de ganhar? Justifique.

b) Vocé acha que o jogo de Paulo € justo (todos tém a mesma chance de ganhar)? Se
vocé acha que ndo, elabore outra tabela com trés sequéncias, cada uma com, pelo menos, dois
valores dos onze possiveis (2, 3, 4,5, 6,7, 8,9, 10, 11, 12) e sem repeti¢cdo destes valores

entre as sequéncias.

Sequéncia 1 Sequéncia 2 Sequéncia 3

Nesta questao, os alunos deveriam determinar as chances de cada bilhete somando as
probabilidades dos trés nimeros que compdem a sequéncia. Esta situacdo é similar a atividade
da corrida de cavalos da primeira aula, portanto os alunos tém subsidios para sua resolugao.
Consideramos que a interpretacdo das questdes € sempre um obsticulo a sua resolugdo.
Mesmo assim, 13 alunos determinaram que a sequéncia 2 apresenta a maior probabilidade de
ganhar e justificaram adequadamente sua escolha. Outros dois alunos também escolheram a
sequéncia 2 como resposta, mas consideramos suas justificativas incompletas.

Na questdo 3-b), apenas 6 alunos conseguiram elaborar trés sequéncias com a mesma
probabilidade de sorteio, enquanto que 6 alunos montaram as trés sequéncias e somente duas
delas com a mesma probabilidade de vitéria, como na solu¢do da aluna I, apresentada na

figura abaixo.

= G 4-% 5 -0
Figura 21: Resolucdo desenvolvida pela aluna I.

Como podemos observar, a aluna criou trés novas sequéncias das quais, as sequéncias
A . 9 A o 7
2 e 3 tém probabilidade de 36 enquanto que a sequéncia 1 tem probabilidade —. O que
pode explicar o erro da aluna I € o fato dos valores que ela escolheu para a sequéncia 1
e 7 .
somarem 9, enquanto que suas probabilidade somam 36 Portanto, ela pode ter confundido a

soma dos valores na sequéncia 1 com a soma das probabilidades nas outras duas sequéncias e

ter considerado todas iguais.
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Tivemos na questdo 4 o menor nimero de acertos: apenas dois alunos conseguiram
determinar corretamente a chance de cada jogadora, justificando sua resposta adequadamente.
Apresentamos nas quatro figuras a seguir algumas resolu¢des que resumem 0s principais erros

cometidos pelos alunos
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Figura 22: Resolucdo desenvolvida pela aluna B.
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Figura 23: Resolugdo desenvolvida pela aluna J.
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Figura 24: Resolucdo desenvolvida pela aluna K.
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Figura 25: Resolucdo desenvolvida pela aluna L.

Na figura 22 podemos verificar que a aluna nio interpretou corretamente a questao e
consideramos que essa foi a dificuldade de muitos alunos. Nas figuras 35 e 36 os estudantes
ndo conseguiram montar todo o espagco amostral da situagdo. Um erro que ocorreu, em menor
numero, foi observado na figura 25, na qual o aluno L determinou corretamente quem tinha
maior chance de vencer, mas sua justificativa ndo estd completa, pois as somas indicadas por
ele tém probabilidades diferentes.

Consideramos que a interpretacdo do enunciado da questdo foi um dos principais
obstaculos a resolugdo da questdo, talvez por esta apresentar um contexto diferente dos que
foram trabalhados em aula. Em segundo plano, percebemos a dificuldade de organizacao para
elaboragao do espaco amostral, pois alguns alunos esqueceram alguma combinacgdo possivel.

Na questdao niimero 6, os alunos deveriam justificar sua resposta a questdao anterior,
na qual 17 alunos marcaram a alternativa correta. Destes, 13 justificaram satisfatoriamente
suas respostas, enquanto que 4 apresentaram respostas incompletas. Percebemos que a

maioria dos alunos conseguiu determinar a probabilidade de vitéria de cada jogador,

verificando que Pedro, o camisa 6, tinha probabilidade 3_56 de vencer, enquanto que 0s outros
dois jogadores tinham, cada um, probabilidade de vitéria de % Portanto, juntos, tinham

probabilidade igual a 3_26 .

Analisando o rendimento geral dos alunos, juntamente com nossa experiéncia
docente concluimos que a avaliagdo apresentou um nivel de dificuldade acima dos padrdes

que os alunos estavam habituados, principalmente se levarmos em conta o contexto em que
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estamos trabalhando. Desta forma, consideramos que os alunos tiveram um bom rendimento
na avaliacao.

Utilizando a avaliacdo formal como uma ferramenta para analisarmos ¢ melhorarmos
nossa sequéncia didatica, percebemos que esta aponta principalmente para a dificuldade dos
alunos com relacdo a Probabilidade Condicional, o que j4 comentamos anteriormente. Além
disso, as atividades que suscitaram e permitiram maior participacdo, bem como dispuseram de
maior tempo, apresentaram melhores resultados na avaliagdo. Por outro lado, é importante

observar que a avaliacdo nao contemplou todos os conceitos que foram estudados.
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CONSIDERACOES FINAIS

Iniciamos nossas consideragdes finais relembrando os objetivos que colocamos
quando iniciamos este trabalho. Primeiramente, temos o questionamento em relacido a forma
de desenvolver um ensino interessante e contextualizado dos conceitos de Probabilidade.
Neste aspecto, ao analisarmos as atividades que propusemos e a postura apresentada pelos
alunos, concluimos que tivemos sucesso em despertar o interesse dos mesmos. Isto fica
evidente pela participacdo deles nas atividades, pelos questionamentos dos resultados obtidos,
como a vitéria do cavalo 9 na corrida de cavalos, ou na solucdo desenvolvida pelo professor.
Também percebemos a participagdo ativa dos alunos pelas discussdes e resolugdes dos
problemas envolvendo toda a turma, ou em pequenos grupos, as vezes sem que houvesse um
consenso, com o grupo apresentando mais de uma resposta ao que foi colocado. Observamos
que os Ambientes de Aprendizagem que classificamos como cendrios para investigacao foram
desenvolvidos com referéncias a semi-realidade, pois ndao foram contextualizados na realidade
dos alunos, e sim em realidades inventadas. Porém, estas atividades aliadas a forma de atuar
do professor, propiciaram grande participacdo dos alunos. Por exemplo, a discussdo sobre os
aplicativos que executam musicas em aparelhos de celular e computador, e a relagdo destes
com o conceito de experimento aleatério. Este ¢ um exemplo de contextualizacdo de um
conceito que ocorreu em um movimento que partiu dos alunos. Em uma situagdo como esta,
os alunos sentem-se valorizados, pois seus conhecimentos ou experiéncias sdo considerados
no processo de ensino e aprendizagem, € a0 mesmo tempo assumem maior responsabilidade
em relacdo a aprendizagem.

Estas consideracdes nos remetem e respondem parcialmente outra questdo colocada
inicialmente, referente a “possibilidade de desenvolver o ensino de Probabilidade através da
resolucdo de problemas em um cendrio para investigacdo com referéncias a realidade”. Ao
final desta etapa da pesquisa, como as atividades foram realizadas dentro de um ambiente de
semi-realidade, ndo podemos afirmar se essa possibilidade é verdadeira ou falsa. Podemos
afirmar que nossa sequéncia diddtica propiciou a construcdo de um Ambiente de
Aprendizagem de cendrios para investigagdo e abriu espaco para movimentos dentro da
matriz proposta por Skovsmose, apresentada no quadro 1. Também possibilitou o ensino dos
conceitos de Probabilidade de forma envolvente, com a participagcao ativa dos alunos; e nao

passiva, muito comum em ambientes sob o paradigma do exercicio.
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Nossa resposta ao questionamento que colocamos no inicio da pesquisa, sobre a
importancia da aprendizagem dos conceitos de Probabilidade para os estudantes tendo em
vista a realidade destes, iniciou-se com as afirmac¢des dos PCN, citadas no capitulo um, que
coloca a importancia do estudo deste conteido. Durante a aplica¢do desta sequéncia didatica,
verificamos na prética situagdes que também corroboram as palavras citadas dos PCN e
justificam a importancia do estudo da Probabilidade. Pois ao longo das seis aulas, observamos
como a intuicdo esteve presente na participacao e resolucdo das atividades e dos problemas
propostos. O uso da intuicdo de forma pouco critica, no dia a dia, acaba nos levando a tomar
decisdes desfavordveis, a partir de conclusdes enganosas, que poderiam ser evitadas com o
conhecimento dos conceitos de Probabilidade.

Consideramos que a metodologia utilizada pelo professor, juntamente com as
atividades propostas, possibilitaram aos estudantes uma experiéncia de aprendizagem dos
conceitos de Probabilidade que ndo foi apenas de memorizacdo e reproducdo, mas que
possivelmente possibilitard a estes construir uma visdo diferente de sua realidade a partir da
compreensdo e utilizacdo dos conceitos estudados.

Além de responder os questionamentos que colocamos inicialmente, apresentamos
algumas reflexdes que surgiram durante o desenvolvimento deste trabalho.

No capitulo dois, para cada aula, foi elaborado o topico “Conclusdes do professor:
Expectativas x Observagdes”. Eles foram escritos na mesma época da aplicacio das atividades
e refletem um momento de transi¢do na vida docente do autor desta dissertacdo, no que se
refere a forma de atuagdo bem como na maneira de perceber o ensino e aprendizagem da
Matemitica. Ao fazer a andlise da primeira aula, inicialmente consideramos que houve um
atraso no cronograma, pois os objetivos nao foram alcangados. Depois, refletindo sobre as
atividades, percebemos que este atraso € fruto do olhar de um professor sob o paradigma do
exercicio, que planeja uma aula com um roteiro fixo, sem imprevistos. Percebemos também
que o “atraso” € uma confirmacdo de que a aula, de fato, ocorreu em um Ambiente de
Aprendizagem classificado por Skovsmose como um cendrio para investiga¢do, no qual o
roteiro inicial foi abandonado e as dividas e colocagdes dos alunos deram uma nova dire¢ao
as atividades. Foi importante entender que, em um cendrio para investiga¢do, o roteiro
planejado pelo professor pode e provavelmente ird sofrer mudancas em decorréncia da
participacdo ativa dos alunos.

Outra reflexdo que colocamos € a necessidade da aula 4 ter ocorrido. Nesta aula foi
definido um conceito que permite a utilizacdo de uma estratégia que ja era aplicada pelos

alunos, sem que estes tivessem visto explicitamente o conceito. Apds a defini¢io, os alunos
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trabalharam em grupos na resolu¢do de exercicios. Em alguns destes exercicios deveriam
aplicar uma estratégia previamente apresentada, jid em outras questdes esta ndo era
necessariamente a Unica estratégia possivel. Como ja dissemos, esta aula € classificada como
um Ambiente de Aprendizagem do tipo (3), mas a questdo que estamos propondo € se esta
aula é importante em nossa sequéncia didética, ou serd que poderiamos ndo ter realizado as
atividades deste encontro, sem prejuizo no resultado final?

Adiantamos que ndo temos a resposta para este questionamento. E necessdrio que
outras pessoas apliquem a sequéncia para que possamos té-la. Mas gostariamos de
compartilhar algumas reflexdes que surgem do questionamento agora apresentado. A aula 4,
em especial a atividade de resolucdo de uma listagem de questdes, vem atender as
necessidades do professor. Para justificar essa afirmacao, € preciso lembrar que o autor desta
dissertacdo foi também o professor que elaborou e aplicou a sequéncia didatica aqui
apresentada, e esta se deu durante um momento de transformacdo, pois percebemos que a
postura como professor sofreu influéncia das disciplinas do Curso de Mestrado em Ensino de
Matemadtica da UFRGS, bem como das leituras e reflexdes necessarias para a realizacdo deste
trabalho. Portanto, podemos dizer que o professor estava em um momento de ruptura com o
paradigma do exercicio, ou seja, tentava abandonar uma postura tradicional, tornando-se mais
critico de sua prépria acdo docente. Enxergamos nesta aula a preocupacao do professor com a
avaliacdo final que seria realizada. De certo modo, a resolucdo da lista de questdes treina os
alunos para uma avaliacdo tradicional, e como pode ser conferida no apéndice C, a avaliacao
que foi aplicada difere em alguns aspectos de uma avaliacdo tradicional, pois, a0 mesmo
tempo que apresenta exercicios, também contém questdes que exigem mais do que repeticao,
que podem ser entendidas como problemas.

Outro aspecto que, de certa forma, pressiona-nos a realizar as atividades do quarto
encontro sdo as possiveis provas como ENEM ou vestibular que os alunos poderdo vir a
realizar. Questionamos entdo, se esta atividade de resolucdo de exercicios pode auxiliar os
alunos nestas provas, ou as atividades dentro dos cendrios para investigacdo jd sdo
suficientes?

Mesmo sem uma resposta definitiva para estes questionamentos, consideramos
importante a permanéncia da aula quatro em nossa sequéncia diddtica se lembrarmos de
Skovsmose, quando nos fala sobre os movimentos entre os diferentes Ambientes de
Aprendizagem.

Ainda sobre as atividades desenvolvidas, queremos observar a dificuldade que todos

tivemos, alunos e professor, com a Probabilidade Condicional. Consideramos que o pouco
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tempo para a abordagem foi um dos entraves no ensino e aprendizagem do tema em nossa
sequéncia diddtica, mas este ndo € o Unico e principal motivo, pois percebemos a
Probabilidade Condicional como um conteido naturalmente dificil. Portanto, quando
consideramos o pouco tempo, a grande dificuldade inerente ao assunto, combinados a
desconfianca dos alunos em relagdo aos problemas que apresentavam resolugdes contra
intuitivas, entendemos a dificuldade apresentada. Por isso, consideramos que as atividades de
Probabilidade Condicional em nossa sequéncia didatica tém um objetivo mais introdutério ou
provocador do interesse dos alunos pelo conteido e que devem ser utilizadas em uma
proposta que disponha de maior tempo para a abordagem do assunto.

Mais um aspecto a considerar, foram os resultados da avaliacdo final, os quais
consideramos positivos tendo em vista nossa experiéncia com turmas do noturno em anos
anteriores. Lembramos que a totalidade dos alunos trabalha durante o dia, e com isso
queremos dizer que os mesmo apresentam uma dedicacdo menor aos estudos, principalmente
em casa, quando comparados com alunos do diurno. Outro fato que ja& mencionamos € a
frequéncia, que nunca € de 100% da turma, o que dificulta o desenvolvimento de uma
atividade que ndo tem um fechamento em um tnico encontro.

Encerramos com uma reflexdo sobre a importancia da postura do professor:
Consideramos que o potencial da sequéncia diddtica que propomos depende em muito da
postura adotada pelo professor em seu desenvolvimento. Ao longo do trabalho pontuamos
alguns comportamentos ou agdes que o professor apresentou que prejudicaram ou
potencializaram as atividades que estavam sendo desenvolvidas. Essa postura se fundamenta
em nosso referencial tedrico, desde exemplos mais evidentes como a utilizagdo de problemas
correlatos, sugeridos por Polya, como a importincia do convite aos alunos, colocado por
Skovsmose. Menos explicita, mas de grande importancia, € a transformacao de um professor
que deve responder a todas as perguntas dos alunos, em outro que deve provoca-los,
questionando-os e orientando-os na investigacdo das respostas de suas proprias dividas e essa
transformacgdo se reflete, também, na atuacdo do professor em um momento anterior ao da
aula, quando planeja as atividades tendo como referéncia os questionamentos dos alunos no
encontro anterior. Este movimento altera uma sequéncia didatica, uma vez que o enfoque no
assunto ndo ¢ ditado exclusivamente pelo professor. Tendo como referéncia esta postura,
olhamos para as aulas desenvolvidas e percebemos que em muitos momentos tivemos
sucesso. Mas, certamente percebemos ag¢des ou atitudes que ndo seriam as mesmas hoje, pois,
como ja colocamos, este trabalho se deu durante um processo de amadurecimento do autor

como docente, muito em fungdo do Curso de Mestrado Profissionalizante, mas também pelas



91

leituras e reflexdes realizadas durante a elaboragdo do referencial tedrico e das atividades para

a sequéncia didatica.
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APENDICE A - Sequéncia didatica

Apresentamos a seguir uma sequéncia didética para o ensino de Probabilidade no
Ensino Médio. Nossa proposta baseia-se na resolucdo de problemas, segundo Polya e Pozo, e
no movimento entre os diferentes Ambientes de Aprendizagem definidos por Skovsmose.
Segundo os autores, a caracterizagdo das atividades como cendrios para investigacdo, bem
como a percep¢do das questdes como problemas pelos alunos, sdo caracteristicas observadas
apenas empiricamente.

As atividades um, dois e trés possibilitam a introducdo de conceitos bdsicos de
Probabilidade enquanto que a atividade quatro aborda também o conceito de Probabilidade
Condicional.

Destacamos que a distribui¢do das atividades ndo € exatamente a aplicada em nossa
pesquisa. Apresentamos a seguir, estas atividades em uma organizagdo que julgamos mais
adequada. Ao professor que vier a aplicar esta sequéncia diddtica, sugerimos que nao a utilize
como um procedimento a ser repetido passo a passo, mas que esteja atento as dificuldades,
questionamentos e curiosidades dos seus estudantes.

A avaliag@o ocorreu durante os encontros através da observagao, feita pelo professor,
da participacdo dos alunos nas atividades e também por meio de materiais recolhidos dos
alunos, como fichas de respostas. Além destas avaliagdes ao longo do processo, sugerimos

uma avaliacdo formal que estd disponivel no apéndice C.

ATIVIDADE 1: Corrida de cavalos e lancamento de moedas

Tempo Estimado: 4 horas.

Justificativa:

O estudo da Probabilidade possibilita ao aluno conhecer ou mesmo refletir sobre
situagdes ou expressdes que surgem no cotidiano, como por exemplo, chance, probabilidade,
incerteza e evento aleatorio. Para que o estudo desses conceitos seja atrativo e estimulante, a
aula inicial é de grande importancia. E nela que o primeiro e principal convite do professor
aos alunos para a exploragdo de um cendrio para investigacdo ocorre. Para nossa primeira

aula, escolhemos uma atividade denominada “Corrida de cavalos”. Além desta, escolhemos
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também uma atividade mais simples com lancamento de moedas que serd complementar a

corrida de cavalos.

Objetivos:
- Despertar o interesse dos alunos pelo estudo de probabilidade;
- Discutir e definir o conceito de experimento aleatorio;
- Discutir e definir o conceito de espaco amostral;
- Determinar o célculo de probabilidade;
- Possibilitar aos alunos enunciar a Lei dos Grandes Nimeros; e

- Discutir e a Lei dos Grandes Numeros.

Metodologia:

Aula expositiva dialégica, com atividade coletiva e em pequenos grupos.

Recursos Materiais:

Quadro branco (lousa), dados, moedas e calculadora.

Atividades e procedimentos:

1° Momento:

No primeiro momento iremos propor a atividade “Corrida de cavalos”. Numeramos
os “cavalos” de um a doze. Serdo langados dois dados, e os resultados obtidos serdo somados.
Assim, o cavalo com o nimero igual a da soma obtida avanca uma linha, sendo o vencedor o
cavalo (nimero) que chegar primeiro na décima casa (linha).

O quadro a seguir mostra a tabela que serd construida e preenchida na lousa. A cada
lancamento de dois dados, registra-se o resultado da soma destes na tabela, sendo que o
nimero que obtiver primeiro dez resultados serda o vencedor.

Numero dos Cavalos
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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Antes de iniciarmos a corrida, cada aluno deve escolher um cavalo, e, se este for o
vencedor, o aluno ganha um prémio que varia de acordo com o cavalo escolhido. O quadro

abaixo apresenta uma sugestdo de prémios oferecidos por cada cavalo:

Numero do a Numero do .
cavalo Prémio cavalo Prémio

1 Uma caixa de bombons; 7 Cinco balas;

2 Uma barra de chocolate; 8 Trés pirulitos;

3 Um prensado; 9 Trés pirulitos;

4 Dois bombons; 10 Dois bombons;

5 Cinco pirulitos; 11 Um prensado;

6 Trés pirulitos; 12 Uma barra de Chocolate;

Realizada a corrida, discutir com a turma sobre as chances de cada cavalo avancar
uma casa a cada lancamento do par de dados, justificando, assim, a introducao do conceito de
espaco amostral. A seguir, questionar se o lancamento de dados é um evento aleatério e
também levantar questdes sobre outros eventos que os alunos entendem como sendo eventos
aleatdrios.

Definicao de Experimento Aleatério:

Qualquer processo de observacdo que pode ser repetido a vontade em condicoes
andlogas, com a condicdo de que o resultado ndo possa ser previsto antes de cada uma de
suas realizacoes. (Silva, 1999. p. 67).

Definicdo de Espaco Amostral: “Conjunto de todos os resultados possiveis de um
experimento” (Silva, 1999. p. 68)..

Possiveis dificuldades na compreensao do espaco amostral no lancamento simultaneo
de dois dados idénticos podem ser elucidadas com a utilizacdo da atividade apresentada no

segundo momento.

2° Momento:
Questionar os alunos sobre qual o espago amostral para o lancamento simultaneo de

duas moedas idénticas, possivelmente um dentre os dois quadros dadas a seguir:

Resultados Possibilidade | Porcentagem
cara — cara % 33,33%
coroa — coroa % 33,33%
cara — coroa % 33,33%




Resultados Possibilidade | Porcentagem
cara — cara % 25%
coroa — coroa % 25%
cara — coroa % 25%
coroa — cara % 25%
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Com os alunos organizados em grupos, solicitar que facam vinte lancamentos de um

par de moedas idénticas e anotem os resultados. Na lousa, construir o quadro dado abaixo

com os resultados obtidos por cada grupo. Possivelmente a tabela a ser elaborada em parceira

com os alunos seja uma das duas apresentadas nas figuras abaixo.

Grupo 1

Grupo 2

Grupo 3

Grupo 4

Grupo 5

Grupo 6

Total

Cara-cara

Cara-coroa

Coroa-cara

Coroa-coroa

Grupo 1

Grupo 2

Grupo 3

Grupo 4

Grupo 5

Grupo 6

Total

Cara-cara

Cara-coroa

Coroa-coroa

Com os resultados colocados na tabela, confrontar a solu¢dao proposta pela turma na

questao do espaco amostral com o resultado obtido no total de langamentos.

Construir a tabela a seguir para questionar os alunos sobre os resultados dos

lancamentos das moedas obtidos nos grupos e no total, comparando com as probabilidades

previstas. Sugerimos que o nimero de langcamentos seja o maior possivel; neste exemplo,

temos seis grupos, o que resulta em cento e vinte langamentos. O objetivo € que os alunos, a

sua maneira, enunciem a Lei dos Grandes Numeros.
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Crapo 1 Crupo 2 Crupo 3 Crupo 4
Fregquéneia
Reaultadaosz Ahzohita |Relativa| Ahsoluta |Relativa| Ahzoluta |Relativa| Absoluta | Relativa
Cara — cata
Corod — Coroa
Cara — Coroa
Crupo 5 Crupoé Total da turma
Fregquéncia
Resultadosz Ahzoluta | Relatival Ahaoluta |Relatival Ahaoluta |Relativa
Cara — cata
CoOrod — Ccoroa
Cara — coroa

Enunciado da Lei dos Grandes Niumeros: “E muito pouco provdvel que, se
efetuarmos um nudmero suficientemente grande de experimentos, a frequéncia relativa de um
acontecimento se afaste muito da sua probabilidade”. (Silva, 1999. p. 67)

Caso seja necessdrio, retomar a atividade do primeiro momento, comparando e

relacionando com a segunda atividade.

Avaliacao:
Registros numa ficha de observacao do professor referente a participagdo dos alunos

nas atividades propostas durante a aula

ATIVIDADE 2: Definicoes de conceitos e calculo de probabilidade.

Tempo estimado: 2 horas.

Justificativa:

Para compreender e fazer o uso correto de raciocinios probabilisticos, € necessario
que os alunos conhecam alguns conceitos bésicos além dos apresentados na atividade 1. O
estudante deve ser capaz de determinar o nimero de elementos de um evento bem como

determinar a equiprobabilidade entre eventos.
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Objetivos:
- Discutir e definir Evento simples;
- Discutir e definir Evento composto;
- Discutir e definir Eventos equiprovaveis;
- Discutir e definir Eventos ndo equiprovéveis;
- Discutir e definir a férmula para o calculo de probabilidade; e

- Aplicar os conceitos discutidos na resolu¢do de problemas ou exercicios.

Metodologia:

Aula expositiva dialégica, com atividade coletiva e em pequenos grupos.

Recursos materiais:

Quadro branco, pincel e calculadora.

Atividades e procedimentos:

1° Momento:

Utilizar, como exemplos, as somas possiveis no langcamento de dois dados,
retomando a atividade um. Por exemplo, observamos que as somas 2 e 12 s3o eventos
simples, pois s6 podem ocorrer de uma forma, sendo elas, respectivamente, 1+1 e 6+6, o que
exemplifica dois eventos que sdo equiprovdveis, enquanto que as outras somas possiveis sao
eventos compostos. Exemplo, a soma 3 ocorre de duas maneiras diferentes, a saber, 1+2 e
2+1, e a soma 4 ocorre de trés formas diferentes, que sdo elas 1+3, 2+2 e 3+1, sendo o evento
soma 3 e o evento soma 4 ndo equiprovaveis.

Férmula para o cdlculo de probabilidade de um evento A ocorrer.

Numero de vezes que pode ocorrer o evento A n(A)

p(A) = - =
Numero de elementos de E n(E)
ou
Numero de resultados favoraveis
P(A) =—— —
Numero total de resultados possiveis
2° Momento:

Propor aos alunos a resolucdo de problemas ou exercicios com o objetivo de
consolidar as estratégias que foram discutidas. O leitor pode encontrar no apéndice D as

questdes utilizadas no terceiro encontro, € que sugerimos para este momento.
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Avaliacao:
Registros numa ficha de observacio do professor referente a participacdo dos alunos

nas atividades propostas durante a aula.

ATIVIDADE 3: Eventos independentes e a utilizacao de diferentes estratégias

de resolucao de problemas.

Tempo Estimado: 2 horas.

Justificativa:

A resolucdo de problemas de probabilidade permite, em muitos casos, que o
estudante utilize diferentes estratégias em suas solucdo, entre elas estd o Principio
Multiplicativo que se aplica em questdes em que temos eventos independentes. Portanto, é
necessario que alunos conhe¢cam e compreendam que um problema possibilita mais de uma

estratégia de resolucgdo.

Objetivos:
- Definir o conceito de eventos independentes; e

- Utilizar diferentes estratégias de resolu¢do de problemas de probabilidade.

Metodologia:

Aula expositiva dialégica e resoluc@o de problemas em pequenos grupos.

Recursos materiais:

Quadro branco, pincel e calculadora.

Atividades e procedimentos:

Iniciar com duas questdes, apresentadas a seguir, que podem ser resolvidas com a
arvore das possibilidades, mas também com o Principio Multiplicativo.
1) No lancamento de um dado e uma moeda, qual a probabilidade de obtermos o

seguinte resultado (2 — cara)?
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2) (UFRGS-1999) Uma parteira preve, com 50% de chance de acerto, o sexo de cada
crianga que vai nascer. Num conjunto de trés criancas, qual é a probabilidade de ela acertar
pelo menos duas previsdes?

Discutir com os alunos as situagdes em que podemos utilizar a estratégia de
multiplicagdo das probabilidades, para em seguida apresentarmos o conceito de Eventos
Independentes.

Definicao de eventos independentes:

“Aqueles em que a ocorréncia de um dos eventos nao fornece informacgao a respeito
da ocorréncia ou nio do outro evento, ou seja, a ocorréncia de um evento ndo tem influéncia
na ocorréncia do outro.

Sendo os eventos independentes, a probabilidade de eles ocorrerem simultaneamente
€ igual ao produto de suas probabilidades” (Silva, 1999. p. 68)

Ap6s a defini¢do, propor questdes que permitam vdrias estratégias de solugdo. O

leitor pode encontrar no apéndice D as questdes sugeridas para este momento.

Avaliacao:
Registros numa ficha de observacao do professor referente a participacdo dos alunos

nas atividades propostas durante a aula.

ATIVIDADE 4: Resolucao de problemas e Probabilidade Condicional.

Tempo Estimado: 4 horas.

Justificativa:

A probabilidade condicional oferece a realizagdo de atividades que colocam os
alunos diante de situagcdes diferentes das encontradas até entdo e que desafiam a intuicao da
maioria dos estudantes. Em nossa pesquisa ndo dispusemos de muito tempo na abordagem da
Probabilidade Condicional. Desta forma, ndo apresentamos a definicdo deste conceito, nem a
férmula para o seu célculo. Portanto, as atividades aqui apresentadas podem ser motivadoras

ou introdutoérias de um estudo deste conteudo.
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Objetivos:

- Discutir e diferenciar as atividades anteriores da atividade de probabilidade

condicional aqui proposta; e

- Desenvolver e avaliar a capacidade de aplicagao de conceitos, anteriormente

estudados, na resolu¢do de problemas.

Metodologia:

Aula expositiva dialégica e resoluc@o de problemas em pequenos grupos.

Recursos materiais:
Quadro branco, pincel, calculadora, fichas de papel para registro das solucdes

desenvolvidas pelos alunos, dois sacos pretos de tecido e algumas bolinhas. No nosso caso,

utilizamos seis bolinhas, duas vermelhas e quatro amarelas.

Atividades e procedimentos:

1° Momento:

Os estudantes deverdo discutir, em grupos, a melhor maneira de distribuir quatro
bolinhas, duas vermelhas e duas amarelas, nos dois sacos, propiciando a uma pessoa, que nao
viu as bolinhas serem colocadas nestes, a maior probabilidade de pegar uma bolinha vermelha
em uma tentativa. Definir que nenhum dos sacos pode ficar vazio e que nenhuma das quatro
bolinhas pode ficar fora dos sacos.

Ressaltar que os dois sacos ndo permitem que se observem, pelo volume, quantas
bolinhas hé dentro deles.

Os alunos devem descrever na ficha de papel, disponivel no apéndice E, a
distribuicdo escolhida e calcular a probabilidade de sucesso naquela situagdo escolhida.

Sugerimos que, na discussao e resolucao da atividade, seja elaborada no quadro, com

a participa¢ao dos alunos, uma arvore de possibilidades.

1* Ezcolha 2% Escolha Probabiidade de cada Probabilidade de cada cor
situagio
Sacocom || 1 Eclinha 1 ! = L oo
= (509} —— z — 1= (50%)
1 2 ( ) Vermelha 3 2 2
Probabiidade de 1 3
retirar wna bolinha 7 + k- (= 66,67%)
vermelha
Bolinha 1 T
— . —=—1(=16,67%
] T / Vermelha |3 7 37 g (=167
aco com .
weoa |[z°"% . — ,
\ Bolinhas 2 12 1 (=3337%) Probabilidade de retirar] | 1 (=333
Amarelas 3 773 3+ uma bolinha arnarela 3 VS
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2° Momento:

Neste momento utilizaremos um saco de tecido preto e quatro bolinhas idénticas,
sendo que uma delas serd marca com caneta para diferencid-la das demais. E importante que
os alunos nao consigam distinguir pelo tato essa bolinha das outras.

A atividade que apresentamos a seguir ¢ uma aplicacdo, com material concreto, de
uma questdo da segunda fase do nivel 3 da 6* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas
Publicas (OBMEP-2010).

Iniciar a atividade selecionando quatro alunos e listando em ordem alfabética seus
nomes no quadro. Em seguida dizer aos estudantes que serd feito um sorteio em que a turma
deverd julgar se as regras s@o justas, ou seja, permitiam probabilidades iguais de vitdria para
cada concorrente.

Mostrar as quatro bolinhas idénticas, indicando que uma delas estd marcada com um
“x”, representando a bolinha que dard o prémio para quem a retirar. Explicar aos estudantes
que cada aluno, dos quatro alunos escolhidos para o sorteio, ird retirar uma bolinha do saco,
sendo que as retiradas ocorrem uma por vez e na ordem que os nomes foram listados.

Ap6s a realizagdo do sorteio, que pode ser repetido algumas vezes, questionar a
turma se 0 mesmo € justo.

Caso haja muitas dificuldades apresentadas pelos estudantes, sugerimos a utilizagdao
de um problema correlato mais simples. Que seria, propor, entdo, uma situagdo de sorteio
similar a anterior, porém com apenas duas bolinhas em um saco e com dois jogadores,
retirando uma bolinha um de cada vez.

Assim como no momento anterior, também sugerimos que, na discussdo e resolucdo
desta atividade, seja elaborada no quadro, com a participacdo dos alunos, uma &drvore de

possibilidades como a apresentada na seguinte figura.



1° Alune 2" Aluno 3" Aluno 4" Aluno

, c () —>o()
B /5)<D(1/2)
(8 o4 s () ——>0()

p () b (%)

s A0
® “fé*ﬁw A () ——>o)

p (44) b {%2)

O ——
M= g
C""é A (g ——>o)

o (%4) o (%)
D (4}

Avaliacao:
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Chance de vitoria de cada aluno

17 Aluno{l/}

2° Aluno{1/4)-(14)-3={14)

5 Atuno{Y/H (1AM o=(14)

4+ Ao CAHYA)-(1)-e=(1)

Seis sequéncias em que
o 4° aluno ganha:

ABCD ACBD
BACD BCAD
CAED CBAD

Registros numa ficha de observacao do professor referente a participacdo dos alunos

nas atividades propostas durante a aula e resolucdes desenvolvidas pelos alunos nas fichas de

papel.
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APENDICE B - Questionario Inicial

Parte 1

1) Um determinado procedimento cirirgico tem ao longo dos anos mostrado uma
eficiéncia de 99%. Ciente disto, um paciente pergunta ao médico quantas operacdes ja havia
realizado. O médico responde que realizou 99 cirurgias, todas com sucesso. Apds a resposta
do médico o paciente decidiu que nao queria ser operado, pois segundo seus cdlculos, sua
operacao nao teria sucesso.

Escolha a opcao correta:
a) O doente tem razdo, se as primeiras 99 correram bem, a centésima tem que correr mal para
que a probabilidade de sucesso seja 99%.
b) O doente esta errado, a probabilidade de a sua operag¢ao ser bem sucedida € de 50%.
c¢) O doente estd errado, a probabilidade de sua operacdo ser bem sucedida é 99%.

d) O doente esta certo.

2) Justifique sua escolha na questdo anterior:

3) Ao lancarmos uma moeda uma tnica vez, qual a probabilidade de obtermos:
a) uma cara?

b) uma coroa?

4) Ao lancarmos duas moedas, simultaneamente, qual a probabilidade de obtermos:
a) duas coroas?
b) uma cara e uma coroa?

¢) duas coroas, sabendo que numa das moedas caiu coroa?

5) Dois jogadores de ténis de mesa A e B jogaram entre si, no passado, muitas
partidas e cada um ganhou metade das partidas disputadas. Na rodada final de um torneio
recente, os mesmos jogadores A e B disputam o prémio de R$ 600,00. Segundo as regras,
partidas serdo realizadas até que um dos jogadores consiga 3 vitdrias, sendo declarado o
vencedor do torneio. Entretanto, quando o jogador A tinha duas vitdrias e B uma, faltou luz
no local, e a rodada foi interrompida. Na impossibilidade de continuar a rodada e também de

marcar para outro dia, o diretor do torneio determinou que o prémio fosse dividido entre os
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dois finalistas. Como fazer a divisdo do prémio considerando a probabilidade de vitéria de

cada jogador na hipétese da disputa continuar?

Parte 2

1) O que voceé entende por evento aleatorio?

2) O que vocé entende por probabilidade? Escreva um exemplo relacionando com

algum fato ou situacdo presente no seu cotidiano.
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APENDICE C - Instrumento de Avaliacio

Todas as questdes sem multipla escolha devem apresentar desenvolvimento

(célculos ou justificativas).

1) Langou-se uma moeda “honesta” e saiu coroa. Se voltarmos a lancar a moeda:

a) é mais provavel sair coroa. b) é mais provavel sair cara.

¢) € tdo provavel sair cara como coroa. d) a probabilidade de sair cara é

AW

2) Se lancarmos uma moeda quatro vezes, qual a probabilidade de obtermos trés

caras e uma coroa?

3) Paulo pretende sortear um livro entre seus trés amigos. As regras serdo as
seguintes:

* Cada amigo ficard com uma das trés sequéncias abaixo:

Sequéncia 1 Sequéncia 2 Sequéncia 3

3-4-5 6-7-8 9-10-11

* Serdo langcados dois dados e os resultados serdo somados.

* Quem tiver a sequéncia que contém o nimero obtido no resultado da soma serd o
vencedor.

* Serd realizado mais de um lancamento apenas se o resultado obtido na soma do
primeiro lancamento for 2 ou 12, pois estes sdo as somas que nao constam nas sequéncias 1, 2
ou 3.

a) Suponha que vocé é um dos amigos de Paulo, qual sequéncia vocé escolheria para
ter a maior probabilidade de ganhar? Justifique.

b) Vocé acha que o jogo de Paulo € justo (todos tém a mesma chance de ganhar)? Se
voc€ acha que nao, elabore outra tabela com trés sequéncias, cada uma com, pelo menos, dois
valores dos onze possiveis (2, 3, 4, 5, 6,7, 8,9, 10, 11, 12) e sem repeticdo destes valores

entre as sequéncias.

Sequéncia 1 Sequéncia 2 Sequéncia 3
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4) Duas irmas, Ana e Vanessa, jogaram par ou impar para definir quem seria a
primeira a andar na bicicleta que ganharam no Natal. Elas combinaram que no seu jogo de par
ou fmpar sé poderiam usar uma mao, colocando os valores um, dois ou trés, cada uma.
Sabendo que Ana escolheu impar e Vanessa par, vocé diria que cada uma teria a mesma
chance de ganhar? Justifique com célculos.

(Considere que ndo exista trapaca como, por exemplo, esperar a outra jogar)

5) (ENEM -2006) Um time de futebol amador ganhou uma taga ao vencer um
campeonato. Os jogadores decidiram que o prémio seria guardado na casa de um deles. Todos
quiseram guardar a taca em suas casas. Na discussdo para se decidir com quem ficaria o
troféu, travou-se o seguinte didlogo:

Pedro, camisa 6: — Tive uma idéia. N6s somos 11 jogadores e nossas camisas
estdo numeradas de 2 a 12. Tenho dois dados com as faces numeradas de 1 a 6. Se eu jogar os
dois dados, a soma dos nimeros das faces que ficarem para cima pode variar de 2 (1 + 1) até
12 (6 + 6). Vamos jogar os dados, e quem tiver a camisa com o nimero do resultado vai
guardar a taga.

Tadeu, camisa 2: — Nao sei ndo... Pedro sempre foi muito esperto... Acho que
ele estd levando alguma vantagem nessa proposta...

Ricardo, camisa 12: — Pensando bem... Vocé pode estar certo, pois,
conhecendo o Pedro, é capaz que ele tenha mais chances de ganhar que nds dois juntos...

Desse didlogo conclui-se que

a) Tadeu e Ricardo estavam equivocados, pois a probabilidade de ganhar a guarda da
taca era a mesma para todos.

b) Tadeu tinha razdo e Ricardo estava equivocado, pois, juntos, tinham mais chances
de ganhar a guarda da tagca do que Pedro.

¢) Tadeu tinha razdo e Ricardo estava equivocado, pois, juntos, tinham a mesma
chance que Pedro de ganhar a guarda da taca.

d) Tadeu e Ricardo tinham razdo, pois os dois juntos tinham menos chances de
ganhar a guarda da taca do que Pedro.

e) ndo € possivel saber qual dos jogadores tinha razao, por se tratar de um resultado

probabilistico, que depende exclusivamente da sorte.

6) Justifique corretamente a sua escolha na questdao anterior com cdlculos ou com

conceitos de probabilidade estudados:
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7) A probabilidade de um inseticida matar uma barata € de %, e a probabilidade de

. 7 .
matar um pernilongo e de 0 Um dia, ao chegar a sua casa, uma pessoa encontra uma barata

e um pernilongo e aplica o inseticida. Qual € a probabilidade de que:
a) ambos morram?
b) nenhum morra?

¢) apenas o pernilongo morra?

8) (OBMEP-2010) André, Bianca, Carlos e Dalva querem sortear um livro entre eles.
Para isso, colocaram trés bolas brancas e uma preta em uma caixa € combinaram que, em
ordem alfabética de seus nomes, cada um tiraria uma bola, sem devolvé-la a caixa. Aquele
que tirasse a bola preta ganharia o livro.

a) Qual a probabilidade de André ganhar o livro?

b) Qual a probabilidade de Dalva ganhar o livro?

9) Dois individuos, Marcos e Pedro, vdo jogar cara ou coroa com uma moeda
“honesta”. Eles combinam langar a moeda 5 vezes, e ganha o jogo aquele que ganhar em 3 ou
mais lancamentos. Cada um aposta 40 reais. Feito os dois primeiros lancamentos, em ambos
dos quais Marcos vence, eles resolvem encerrar o jogo. Do ponto de vista probabilistico, de

que forma devem ser repartidos os 80 reais? (Justifique com célculos)
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APENDICE D - Listas de questdes utilizadas em aula.
Questoes utilizadas na aula 3

1) (ENEM 2009) Um casal decidiu que vai ter 3 filhos. Contudo, quer exatamente 2 filhos
homens e decide que, se a probabilidade fosse inferior a 50%, iria procurar uma clinica para
fazer um tratamento especifico para garantir que teria os dois filhos homens. Apds os

calculos, o casal concluiu que a probabilidade de ter exatamente 2 filhos homens é:

2) Ao lancarmos uma moeda 3 vezes, qual a probabilidade de obtermos cara, cara, cara.

3) Lancando uma moeda 3 vezes,qual a probabilidade de obtermos exatamente duas caras.

4) Num jogo disputado por 3 amigos, serdo langados 2 dados. Se o resultado da soma destes

for 2, 3, 4 ou 5, Luiz serd o vencedor; caso a soma seja 6, 7 ou 8, o Pedro vence; e as somas

restantes ddo a vitdria ao Iuri. Qual a probabilidade de vitéria de cada jogador?
Questoes utilizadas na aula 4

1) No lancamento de um dado e uma moeda, qual a probabilidade de obtermos o resultado 2 —

cara ?

(UFRGS) 2) Uma parteira prevé, com 50% de chance de acerto, o sexo de cada crianga que
vai nascer. Num conjunto de trés criangas, qual € a probabilidade de ela acertar pelo menos

duas previsdes?

3) O atirador A tem probabilidade % de acertar um alvo e o atirador B tem probabilidade de

4 . . . e
7 de acertar o mesmo alvo. Se ambos atiram juntos (um tiro cada um), qual a probabilidade

de o alvo ser atingido?
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4) A probabilidade de um certo homem viver mais de 25 anos € de % e de sua mulher é % .

Calcule a probabilidade de, daqui a 25 anos, somente o homem estar vivo.

5) A probabilidade de um inseticida matar uma barata € de 95%, e a probabilidade de matar
um pernilongo é de 80%. Um dia, ao chegar a sua casa, uma pessoa encontra uma barata e um
pernilongo e aplica o inseticida. Qual € a probabilidade de que:

a) ambos morram?

b) apenas a barata morra?

¢) nenhum morra?

d) pelo menos um deles morra?
6) Um casal tem 5 filhos. Qual a probabilidade de que sejam os 5 homens?

7) Uma urna contém 6 bolas pretas, 2 bolas brancas e 10 amarelas. Uma bola € escolhida ao
acaso. Qual a probabilidade de:

a) a bola ndo ser amarela?

b) a bola ser branca ou amarela?

¢) a bola néo ser branca nem amarela?

8) Perguntou-se a 200 pessoas se viam telenovelas. Os resultados foram registrados na tabela:

Sim Nao
Homens 50 30
Mulheres 10 20

Escolhida uma pessoa ao acaso,
a) qual a probabilidade de ser homem?
b) qual a probabilidade de ser mulher ou ver telenovelas?

¢) qual a probabilidade de ser mulher e ver telenovelas?
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Questao utilizada na aula 5

1) Dois jogadores de ténis de mesa A e B jogaram entre si, no passado, muitas
partidas e cada um ganhou metade das partidas disputadas. Na rodada final de um torneio
recente, os mesmos jogadores A e B disputam o prémio de R$ 600,00. Segundo as regras,
partidas serdo realizadas até que um dos jogadores consiga 3 vitdrias, sendo declarado o
vencedor do torneio. Entretanto, quando o jogador A tinha duas vitérias e B uma, faltou luz
no local, e a rodada foi interrompida. Na impossibilidade de continuar a rodada e também de
marcar para outro dia, o diretor do torneio determinou que o prémio fosse dividido entre os

dois finalistas. Qual a forma correta de fazer a divisao do prémio?

Questao utilizada na aula 6

Na sexta aula foi apresentado um problema adaptado da questdo nimero 5, itens a e
b, da segunda fase do nivel 3 da 6* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
(OBMEP-2010)" . A seguir apresentamos o enunciado original da questio.

André, Bianca, Carlos e Dalva querem sortear um livro entre eles. Para isso,
colocaram trés bolas brancas e uma preta em uma caixa € combinaram que, em ordem
alfabética de seus nomes, cada um tiraria uma bola, sem devolvé-la a caixa. Aquele que
tirasse a bola preta ganharia o livro.

a) Qual a probabilidade de André ganhar o livro?

b) Qual a probabilidade de Dalva ganhar o livro?

! Disponivel em http://www.obmep.org.br/provas_static/pf2n3-2010.pdf.
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APENDICE E - Ficha de respostas.

Estratégia escolhida:

Célculo da probabilidade de vencer:
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ANEXO A - Resolucio desenvolvidas pelos alunos na aula 5.

Estratégia escolhida:

o yanokinio, & e iandun s slimbhos
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i 0 ooy ane e NS ASAC LS.

Célculo da probabilidade de vencer:
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Figura 1: Resolu¢do do problema da distribuicao das bolinhas.
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Calculo da probabilidade de vencer:

Figura 2: Resolugdo apresentada pelo grupo B.
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Estratégia escolhida:
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Cilculo da probabilidade de vencer:
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Figura 3: Resolugao apresentada pelo grupo

Estratégia escolhida:
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Figura 4: Resolucdo apresentada pelo grupo
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ANEXO B - Autorizacao da escola.

Autorizagdo

A Escola Estadual de Educagdo Basica Prudente de Morais, escola da rede
publica estadual, localizada na cidade de Osorio, neste ato, representada pela direcdo
por intermédio do presente instrumento, autoriza Rossano Evaldt Steinmetz Ribeiro,
brasileiro, solteiro, estudante, residente e domiciliado na Rua Joanim Gamba, 530, em
Osério, RS, RG 4083866642, a utilizar o projeto “Uma proposta de ensino de
Probabilidade no Ensino Médio”, em sua dissertagdo que ¢ exigéncia parcial para
obtencdo de titulo de Mestre em Ensino de Matematica pela Universidade Federal do
Rio Grande do Sul.

Autorizado, por sua vez, se obriga a manter em absoluto sigilo a identidade dos

discentes que participaram do projeto.

Osorio, 8 de novembro de 2010.
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