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Resumo

Este trabalho de pesquisa tem por objetivo tratar de teorias de Galois para o caso
de acao de grupdides sobre anéis, focalizando especialmente em construir e analisar
teoremas de correspondéncia, tendo como ponto de partida a teoria desenvolvida

por Chase, Harrison e Rosenberg em [8].

Abstract

This research aims to address theories of Galois for the case of groupoids action
over rings, focusing especially on building and analyzing correspondence’s theorems,
taking as its starting point the theory developed by Chase, Harrison and Rosenberg
in [8].
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Introducao

Grupdides foram originalmente introduzidos por Brandt, em sua publicacao [5]
de 1926. Sucintamente, dizemos que um grupdide G é uma categoria pequena (isto
é, uma categoria cujos objetos e morfismos formam conjuntos) onde cada morfismo
é um isomorfismo. Esta definigdo categérica pode ser encontrada em [6], onde sao
ilustrados diversos exemplos e aplicagoes de grupoides. Um grupoéide com um objeto
¢ precisamente um grupo, portanto a nogao de grupdide é uma extensao natural
da nocao de grupos. Nesta tese, nao adotaremos a versao categdrica, mas sim uma
versao axiomatica de grupéides, dada em [19], que serd introduzida ja no inicio do

primeiro capitulo.

A nocao de agao parcial de grupdide foi introduzida por D. Bagio e A. Paques
em [4], onde interpreta-se esta como uma generalizacao de agao parcial de grupos

(veja [11] e [13]), assim como de agdo parcial de grupdide ordenado (veja [3]).

Na teoria de Galois, diversos autores deixaram sua marca. Em 1965, S. U.
Chase, D. K. Harrison e A. Rosenberg publicaram em [8] uma teoria de Galois
para anéis comutativos, na qual apresentam, dentre outros resultados, uma lista de
novas defini¢oes equivalentes de extensao de Galois e um teorema fundamental, o
qual referenciaremos por ‘Teorema de Correspondécia CHR’. Este teorema de cor-

respondéncia relaciona bijetivamente subgrupos do grupo de Galois G e subéalgebras



separdveis que sao G-fortes dessa extensdao. Em [4], D. Bagio e A. Paques genera-
lizaram estas equivalentes definigoes para o contexto de acao de grupdides, e esta
generalizagao foi um recurso bastante utilizado neste trabalho, visto que traz im-

portantes caracterizacoes para extensoes de Galois.

Em 1995, A. W. Dress mostrou em [12] que uma simplificagdo da teoria de
Galois para corpos é possivel combinando o Lema de Dedekind com alguns fatos
elementares sobre G-conjuntos. M. Ferrero e A. Paques mostraram em [14] que esta
simplificacao é possivel ser usada na teoria de Galois para acao de grupos sobre
anéis comutativos e, consequentemente, obtiveram novos resultados. Além disso,
A. Paques, utilizando-se dos trabalhos recém citados, generalizou em [21] um outro
teorema de correspondéncia - a chamada Correspondéncia de Galois-Grothendieck
- igualmente para o caso de acao de grupos sobre anéis, e mostrou o Teorema

de Correspondéncia CHR como uma simples consequéncia da Correspondéncia de

Galois-Grothendieck.

Com estas informacoes, elaboramos no primeiro capitulo desta tese uma base
tedrica e consistente sobre grupdides, objetivando chegar a uma generalizacao do
Teorema de Correspondéncia CHR. No segundo capitulo, introduzimos uma nova
teoria, mais ampla, sobre G-conjuntos, e contruimos uma versao do Lema de Dede-
kind, tendo como finalidade a demonstracao da Correspondéncia de Galois-Grothen-
dieck para o caso de acao de grupdides. Nestes dois capitulos iniciais, trabalhamos

num enredo onde assume-se de partida a comutatividade dos anéis envolvidos.

Entretanto, quando descarta-se a comutatividade do anel, ainda é possivel ob-
ter resultados sobre o teorema fundamental. Nao temos a correspondéncia em si,
todavia temos caracterizagoes sobre dlgebras que satisfazem o teorema. Em [23] e
[24], G. Szeto e L. Xue mostraram situagoes onde a correspondéncia de Galois é in-

jetiva, mas nao necessariamente sobrejetiva, e deram caracterizacoes de algebras de



Galois que satisfazem o teorema fundamental. Tendo em vista este fato, trazemos
no terceiro capitulo desta tese generalizagoes destes resultados para o contexto de

acoes de grupdides.

Em uma abordagem geral, podemos notar que a teoria de Galois desenvolvida
por Chase, Harrison e Rosenberg é sem divida a que mais se aproxima da teoria de
Galois cléssica, no sentido de que hoje podemos dizer tratar-se de uma “generali-
zacao natural”’da mesma. No contexto de anéis comutativos cujos tnicos idempo-
tentes sao 0 e 1, vé-se claramente o quanto esta generalizagao ¢ natural, pois nesse
caso a condicao “G-forte”pode ser omitida, recaindo-se na correspondéncia classica
do caso de agao de grupos sobre corpos. Contudo, nao é uma generalizacao absoluta
para anéis quaisquer. A abordagem para anéis comutativos quaisquer é devida a O.
E. Villamayor e D. Zelinsky, conhecida na literatura como teoria de Galois fraca.
Em [25], esses autores desenvolveram uma teoria de Galois para anéis comutativos
com um numero finito de idempotentes, a qual resultou em uma correspondéncia
bijetiva entre todas as subdlgebras separdveis e determinados subgrupos (denomi-
nados subgrupos “gordos”) do grupo de automorfismos. J4 em [26], Villamayor e
Zelinsky construiram uma teoria que se aplica a qualquer anel comutativo, sem qual-
quer restricao relativa a seus idempotentes. Nesta publicacao, a correspondéncia de
Galois estabelece uma bijecao entre todas as subdlgebras separaveis da extensao e
os subgrupos do grupo de automorfismos que satisfazem determinada “condicao de

fecho”.

Como nota de curiosidade, nos bastidores deste trabalho de pesquisa conse-
guimos mostrar que toda extensao de Galois fraca para agao de grupdides (cuja
defini¢ao é completamente natural em relagdo aquela dada para acdo de grupos)
é na verdade uma extensao de Galois fraca para acao de grupos, utilizando uma
associacao intermedidaria entre grupdides e semigrupos inversos, e semigrupos inver-

sos com grupos, baseados nos resultados publicados em [2]. Com isso, acreditamos



que a teoria de Galois fraca para acao de grupdides coincide com a teoria de Galois
fraca para agao de grupos. Complementando esta informacao, tentamos relacionar
bijetivamente grupos satisfazendo determinada condi¢ao de fecho com grupdides
satisfazendo semelhante condicao, porém o caminho adotado nao foi eficiente para
obtermos tal propdsito. Com isso, nao conseguimos que o trabalho de Villamayor

e Zelinsky fosse completamente generalizado, ficando este topico ainda em aberto.

Por todo este trabalho, anel significa anel associativo unitario. Quando for

necessario assumir a comutatividade do anel, sera mencionado explicitamente.



Capitulo 1

Teorema de Correspondéncia de

Galois

O Teorema de Correspondéncia de Galois para anéis comutativos devido a S.
Chase, D. K. Harrison e A. Rosenberg ([8]) relaciona bijetivamente os subgrupos
de um grupo finito G de automorfismos de uma dada algebra R (chamado grupo
de Galois) e as subdlgebras separaveis que sao G-fortes de R. O objetivo deste
capitulo é relacionar as subdlgebras de uma extensao de Galois (que satisfazem as
propriedades do caso de grupos, porém generalizadas) com subestruturas de uma

classe de elementos que generaliza grupos - os chamados grupdides.

Comecaremos este trabalho com algumas defini¢oes e notagoes basicas, a fim de
que o leitor se familiarize com a nocao de grupdide. Neste capitulo, assume-se de

partida a comutatividade de todos os anéis envolvidos.



1.1 Pré-requisitos

1.1.1 Grupdides

Grupdides sao usualmente apresentados como categorias pequenas nas quais cada
morfismo é invertivel. Todavia, grupdides também podem ser vistos como estruturas
algébricas, como uma generalizacao natural de grupos. Adotaremos aqui a versao

axiomédtica dada em [19], como pode ser visto na definigdo que sucede.

Definicao 1.1.1. Um grupdide é um conjunto nao vazio G, equipado com uma
operacao bindria definida parcialmente (que serd denotada por concatenagao), onde
0s azriomas usuais de grupo ocorrem sempre que fizerem sentido, isto é:

(i) Para todo g,h,l € G, g(hl) existe se, e somente se, (gh)l existe, e neste caso
$G0 1gUaLs.

(ii) Para todo g,h,l € G, g(hl) existe se, e somente se, gh e hl existem.

(7ii) Para cada g € G, existem (unicos) elementos d(g),r(g) € G tais que gd(g) e
7(g)g existem e gd(g) = g =1(g)g-

(iv) Para cada g € G, existe um elemento g~* € G tal que d(g) = g~'g e r(g) =

g9~ "

Notacao: Para todo g,h € G, escreveremos dgh sempre que o produto gh

estiver definido.

Observacgao 1.1.2. (a) Seque da definicao que o elemento g=*

€ unico com a pro-
priedade descrita em (iv), bem como (g7*)~' = g, para todo g € G.

(b) Para todo g,h € G, temos que 3gh se, e somente se, d(g) = r(h), e neste
caso, d(gh) = d(h) e r(gh) = r(g). Denotaremos por G* o subconjunto dos pares
(9,h) € G x G tais que d(g) = r(h).

(c) Para todo g,h € G, temos que 3gh se, e somente se, Ih~1g~1, e neste caso,

(gh)™ =h~lg".



(d) Um elemento e € G € chamado identidade de G se e = d(g) = r(g™ "), para al-
gum g € G. Neste caso, e ¢ chamado identidade dominio de g e identidade imagem
de g=t. O conjunto das identidades de G serd denotado por G.
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(e) Para qualquer e € Gy, temos d(e) =r(e) =e, e ' = e e denotaremos por G, o

conjunto de todos elementos g € G tais que d(g) = r(g) = e.

Observe que, claramente, G, é grupo, cujo elemento identidade é e. Este grupo

¢ chamado grupo principal associado a e.

Vejamos alguns exemplos de grupoéides.

Exemplo 1.1.3. Todo grupo G € um grupdide, onde o produto gh estd definido

para todo g,h € G e r(g) = d(g) = 1g para todo g € G.

Exemplo 1.1.4. A unido disjunta G = UG,\, onde cada Gy (A € A) € um grupo,

AEA
¢ um grupoide. O produto gh estd definido se, e somente se, g e h pertencem a um

mesmo G e, neste caso, gh € exatamente o produto no grupo G.
Exemplo 1.1.5. Seja G um grupo agindo por bijecoes num conjunto X. Em X xG
definimos a sequinte operacdo parcial:

I(x, 9)(y, h) < = = g.y e, neste caso, (x,g)(y,h) = (z, gh).

O conjunto X X G com esta multiplica¢ao parcial serd denotado por P(X,G). E
fdcil verificar que P(X,G) é um grupdide, onde (x,9)"' = (¢ .2, g7Y), d((x,g)) =
(g7tx,1q) er((z,9)) = (x,1¢), para todo (z,9) € X x G.

Exemplo 1.1.6. Seja I um conjunto nao vazio. Considere em I X I a sequinte

operacao bindria parcial:

(i, 5) (I, k) < j =1 e, neste caso, (i,7)(1, k) = (i, k).



Este conjunto com a operagao definida acima é um grupoide, que denotaremos por

L. Note que (i,5)™" = (j,4), d((i, 1)) = (G, ) er((i, 1)) = (i,). Aqui, Go ={(i,]) €
I'xI|i=j}.

Exemplo 1.1.7. Considere R um anel e G o conjunto de todos os isomorfismos
parciais entre ideais de R. Entao G € um grupoide com multiplica¢do parcial dada
pela composicao e, dado g : I — J em G, d(g) = Id; e r(g) = Id;. Note que para
g:1—Jeh:K—LemG,3Igh< =L Id =I1d, < d(g) =r(h).

Exemplo 1.1.8. Sejam R uma extensao de corpos finita e separdvel de K, N o
fecho normal desta extensao e G o grupo de Galois da extensio N sobre K. Se
L =L, ...,L, denotam os diferentes conjugados de L em N sob a acao de G e G
denota o conjunto de isomorfismos de L; em L;, 1 <i,7 < n, entdo G = UGij é

2%
um grupoide, onde a operacdo parcial € definida por:

39ij9 < J =1,
para todo 1 < 4,7, k,l <mn. Neste caso, g;jgu. = gij © i € G-

Introduziremos agora a nocao de acao de grupdide.

Defini¢ao 1.1.9. [4] Sejam G um grupdide, K um anel comutativo e R uma K-

algebra unitdria. Uma acao de G sobre R € um par

p= ({Eg}geG’ {59}960)

onde, para cada g € G, E; = E.4 ¢ um ideal de R e B, : Egv — Ey € um
isomorfismo de K-dlgebras satisfazendo as sequintes condicoes:

(i) Be € a aplicagao identidade Idg, de E., para todo e € Gy;

(i4) By(Bn(r)) = Byn(r), para todo (g,h) € G* € para todo r € Ep—1 = E(gp)-1.



E imediato ver que se 8 = ({Ey}gec: {8y} gec) € uma acdo de G sobre R, entao
By = {Egtgec. {Bg}gec.) ¢ uma agao do grupo G. sobre o anel E., para todo
e € Go. Em particular, F, = E,4) = E,, para todo g € G..

Exemplo 1.1.10. Considere G = {d(g),7(9),9,97 '} e R= Ke;®Kes®KesdKey,
onde K € um anel comutativo unitdrio e ey, es, e3 e €4 sao idempotentes dois a dois
ortogonais cuja soma € 1g. Tome Eqq = E;1v = Key ® Key e By = By =
Kez @ Key. Defina Buyy = Idg,,,, Brg = ldg,,,, Bglaer + bes) = aes + bey e
By-1(aes + bes) = aeq + bes, para todo a,b € K. Entdo f = ({Ey}tgec: {Bg}gec) €

uma ac¢ao do grupoide G sobre R.

Ao trabalhamos com grupdides, podemos introduzir a no¢ao subestruturas fe-

chadas para a operagao parcial em questao, como veremos a seguir.

Definicao 1.1.11. Seja G um grupdide e H um subconjunto nao vazio de G. Di-
zemos que H € um subgrupdide de G se satisfaz as sequintes condigoes:
(i) Para todo g,h € H, se Igh entao gh € H;

(11) Se g € H, entio g~' € H, para todo g € H.

Lema 1.1.12. Considere = ({E,}sec, {8y} gec) uma agdo do grupdide G sobre a
dalgebra R, onde cada E, é uma dlgebra unitdria. Denote por 1. a unidade de E,.
Para uma subdlgebra T' de R, seja Hy = {g € G | B4(t1,-1) = t1,, para todo t € T}.

Entao Hr € um subgrupoide.
Demonstragao: (i) Para g, h € Hr tal que 3gh temos:
th(tlh—lg—l) = ﬂg<ﬂh(t1h71)1971) :Bg(tlhlgfl)
= By(tlinylg—1) = By(tlag)le—)

= By(tly11,1) = By(t1,1)

= tlg = L‘lr(g) = L‘lr(gh) = tlgh,

para todo t € T. Logo gh € Hr;



(ii) Considere g € Hr. Assim,

By-1(tly) = By1(By(tly1)) = By1g(t1y1)
- Bd(g)(tlgfl) =tlg-1,

para todo t € T'. Desta forma ¢g~! € Hrp. |

1.1.2 Subgrupdide Normal e Grupéide Quociente

Considere G um grupdide e H um subgrupdide de GG. Para g € GG, tome o subcon-

junto de G definido por:
g 'Hg={g"'hg|he H e r(h)=d(h)=r1(9)}
= {g_lhg | he HN Gr(g)}.

Definicao 1.1.13. Dizemos que H ¢é normal se g *Hg # 0 e g 'Hg C H para
todo g € G.

Note que esta defini¢ao, quando restrita a grupos, coincide exatamente com a

definicao de subgrupo normal.

Em [7], R. Brown fornece uma outra defini¢ao para subgrupéide normal. Entre-

tanto, mostraremos que estas defini¢oes sao equivalentes.

Definigao 1.1.14. [7] O subgrupdide H ¢ dito normal se Go = Hy e g H, (49 =

Hgygy para todo g € G.

Para verificar que a definigao dada por Brown é equivalente a introduzida nesta
tese, comecaremos provando que g~ Hg # ) se, e somente se, Gy = Hy. De fato,
se gV Hg # () para todo ¢ € G, entdao dado g € G, existe h € H tal que r(g) =

r(h) = d(h). Assim r(g) € H para todo g € G. Logo Gy C H e consequentemente
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Go = Hy. Reciprocamente, se Gy = H,, entao dado g € G, r(g) € Hy C H.

Portanto g~ 'r(g)g = g 'g = d(g) € g~ Hg, desta maneira g~ 'Hg # 0.

Agora mostraremos que g~ 'Hg C H paratodo g € G se, e somente se, g~ ' H,()g =
Hyy) para todo g € G. Com efeito, suponha que g~*Hg C H para todo g € G.
Observe que H, = {h € H| r(g9) = r(h) = d(h)}. Entdo temos que ¢g"'Hg =
{g7'hg | h € H e r(h) = d(h) =1(9)} = g 'H,(y)9 C H, por hipétese. Logo dado
h € H,,), existe | € H tal que g~'hg = I. Isto implica que d(l) = d(¢~"hg) = d(g)
e r(l) = r(g7thg) = r(¢7*) = d(g), portanto | € Hy. Desta maneira, temos
que g~ 'Hy(gg C Hg). Agora tome h € Hyyy. Note que ghg™' € H, (g, pois
d(ghg™') = d(g™") = r(g) e r(ghg™") = r(g). Assim h = g~'(ghg™")g € g~ H, (g9,
concluindo que ¢ 'H, (g = Hgy). Reciprocamente, suponha ¢ 'H, (g = Hy).
Entao g 'Hg = g_lHr(g)g = Hgg C H.

Vejamos exemplos de subgrupdides normais.

Exemplo 1.1.15. Seja G um grupdide. Entio Gy = {e € G | e = d(g) = r(g7"),
para algum g € G} é um subgrupdide normal de G. De fato, basta notar que

g 'Gog = {r(g)} para todo g € G.

Exemplo 1.1.16. Como jd vimos no Exemplo 1.1.4, G = UG,\, onde cada G

AEA
(A € A) é um grupo, é um grupdide. Tomando Hy um subgrupo normal de Gy, para

todo A € A, entao H = UHA € um subgrupoide normal de G.
AEA

Com efeito, € facil ver que H € um subgrupoide de G. Para mostrar que €
normal, tome g'Hg = {g~'hg| h € G(yNH} e suponha g € G, para algum A € A.

Entiao g 'Hg = g 'Hyg C Hy, pois cada Hy € normal. Logo g~ Hg C UH,\ =H
AEA
para todo g € G. Mais ainda, 1¢, € g~'Hg, para todo g € Gy, mostrando que

g YtHg # 0, para todo g € G.

Exemplo 1.1.17. Seja P(X,G) como no Exemplo 1.1.5 e considere H um subgrupo

normal de G. Entdo X x H € um subgrupoide normal de P(X,G).

11



De fato, seja N = X x H e considere (z,9) € P(X,G). Entio:
(z,9) ' N(z,9) = (97 z,g7)N(z,9) =
{(g7 2,97, ) (@, 9)| (y,h) € NN (X X G)yagy} =
{(g7" 2, g7 D)y W)@, 9)] (y,h) € NOVX X G)zic)}- (%)

Neste ponto, observe que (X X G)z1s) = {(w,1) € X x G| (7w, 1g) = (w,1g) =
(x,1¢)} = {(z,1) € X X G| lx = x}. Desta maneira,

(*) = {(g7 2, g7 ' M) (2, 9)| he =2} = {(g7'w,97 " hg)| he =2} € X x H=N.

Por conseguinte, seque também que (z,9) 'N(x,g) # 0, jd que para todo (x,g) €
P(X,G) e (z,1g) € X x H, (g7 2, 1¢) = (97 'z, 97 1gg) € {(¢7 2, g7 hg)| hx =
z} = (z,9)"'N(z,9).

Exemplo 1.1.18. Seja G um grupoide e considere o subconjunto de G definido
por H ={g € G| d(g) = r(9)}. Nao é dificil verificar que H é um subgrupdide,

portanto mostraremos que H € de fato um subgrupodide normal.
Observe que g *Hg # 0, pois r(g) € H, logo g~ 'r(g)g = g7 'g = d(g) € H.

Além disso, parah € H e g € G com d(h) = r(h) = r(g), temos que d(g~*hg) =
d(g) er(g7thg) =r(g™') = d(g), o que implica que g~'hg € H, concluindo que H

€ normal.

Definicao 1.1.19. Dizemos que um grupoide G € abeliano se satisfaz as sequintes
condicoes:

(i) Para cada g € G, d(g) =1(9);

(ii) Para todo g,h € G com d(g) = r(h), gh = hg.

12



Exemplo 1.1.20. Todo subgrupoide H de um grupoide abeliano G € normal. De
fato, para todo g € G, g7*Hg = {g *hg| h € H e r(h) = d(h) = r(9)} = {9 ghl
heH er(h)=dh) =r(g)} = {dlg)hl h € H e r(h) = d(h) = r(g)} = {r(h)h|
he H er(h)=d(h)} ={h| he H er(h)=d(h)} = H.

Um exemplo natural de grupdide abeliano pode ser visualizado a seguir.

Exemplo 1.1.21. Considere o grupoide G como no Exemplo 1.1.4, ou seja, G =
UG,\, onde cada Gy (A € A) é um grupo. Se, para cada X\ € A, G for um grupo

AEA
abeliano, entao G € abeliano.

Definigao 1.1.22. [19] Seja G um grupdide e = uma relagao de equivaléncia em G.
Suponha que @ denote a classe de equivaléncia de a. Se para quaisquer a,b,xz,y € G
tais que Jab, Iry, @ =T e b =T tivermos que Ty = ab, entdo dizemos que = € uma

congruéncia.

Definicao 1.1.23. Seja G um grupoide e H um subgrupoide de G. Dizemos que
H ¢ amplo se Hy = Gy.

Lema 1.1.24. Seja G um grupdide e H um subgrupdide amplo de G. Defina em G
a sequinte relagdo =y : para todo a,b € G, a =g b< I laeblac H< Ihe H
tal que a = bh. Entdo =g ¢ uma relacao de equivaléncia. Mais ainda, H é um

subgrupoide normal se, e somente se, =g € uma congruencia.

Demonstracgao: Primeiramente vamos mostrar que =g é uma relagao de equi-
valéncia:
(i) a =g a, para todo a € G, pois a”ta =d(a) € Gy N H.
(i) Suponha a =g b, para a,b € G. Entao 3b~'a e existe h € H tal que b~ta = h.
Mas como H é subgrupéide, a='b = h™! € H. Note que Ja~'b, pois r(b) = r(a).
Logo b =y a.

(iii) Assuma a =g b e b =p ¢, para a,b,c € G. Isto implica que Jb~ta e Ic~1b, isto
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é, r(a) = r(b) = r(c), e existem h,l € H tais que b'a = h e ¢7'b = [. Mais ainda,
como d(l) = d(b) = r(h), temos que Jlh e [h € H, utilizando novamente que H é

subgrupédide. Mas Ih = ¢ ta, logo a =g c.

Agora suponha que H é um subgrupdide normal e tome a,b, z,y € G tais que

Jab, dxy, a =y x e b =g y. Vamos verificar que zy =g ab. Temos que
vy =g ab < b ta oy € H.

Como a =g = e b =g v, isto implica que Ja~tz, 'y, a™tox € He b ly € H.
Em particular, r(a) = r(x) e r(b) = r(y). Como Jab e Jzy, temos que d(a) =
r(b) e d(x) = r(y). Logo o produto b~ta~lzbb~'y existe, e portanto b~la try =
b~ta lzbb~ly € H ja que a 'z € H, b"'y € H e H é normal.

Reciprocamente, assuma que a relagao =g é uma congruéncia. Observe que
r(h) =g r(h)h para todo h € H e g =y gl para todo g € G el € H tal que
d(g) = r(l). Como =g é uma congruéncia, isto implica que se 3r(h)g e Ir(h)hgl (ou
seja, r(h) =r(g) e d(h) = r(g), ou ainda, h € H N G,(y)), entdo r(h)g =g r(h)hgl.
Mas

r(h)g =g r(h)hgl & g 'r(h)hgl = k, para algum k € H < g 'hg=Fki"' € H,
com d(k) = d(1),
para todo g € G e h € HN Gy).
Portanto g"'Hg = {g7'hg | h € HN Gy} € H, para todo g € G, concluindo

que H é normal. [ ]

Por definicao, a classe de equivaléncia de =gy que contém = é o conjunto xH =
{zh| h € H e d(x) = r(h)}. Chamaremos este conjunto de classe lateral a esquerda

de H em G que contém z.

Definicao 1.1.25. A cardinalidade do conjunto das classes laterais a esquerda € o

indice de H em G, e serd denotado por (G:H).
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Analogamente, podemos definir em G a seguinte relacdo de equivaléncia =/;:

Para a,b € G,
a=pbeIbat e bate He3IheH tal que b= ha.

Esta relacao define a classe lateral a direita, que fica denotada por Hx = {hx|

he Hedh)=r(x)}.

Observagao 1.1.26. O indice de H em G € também a cardinalidade do conjunto
das classes laterais a direita de H em G. Com efeito, o leitor verifica facilmente

que a aplicacao abaixo € uma bijecao.

¢ : {classes a esquerda} — {classes a direita}

xH — Hz™ !

Observacgao 1.1.27. Note que: (1) H normal = H € amplo, pela defini¢ao.

(2) H normal < gH = Hg para todo g € G. De fato, considere gH = Hgqg e
tome h € H com d(h) = r(h) = r(g) (o que implica que o produto g~*hg estd
definido). Como gH = Hg, existe | € H com r(l) = d(g) tal que gl = hg, ou seja,

g thg =1¢€ H, mostrando que H é normal.

Reciprocamente, suponha que H € normal. Dados g € G e h € H com r(g) =
r(h) = d(h), temos que g~*hg € H, ou seja, g *hg = I para algum | € H. Logo
hg = gl, mostrando que Hg = gH .

Portanto, concluimos que quando H €é normal, temos que =5 = =, uma vez

que suas classes de equivaléncia sao i1guais.

Porém, observe que g-'Hg C H # g 'Hg = H. Basta visualizar o Ezemplo
1.1.15, onde H = Gj.

Considere H um subgrupdide do grupdide G tal que Gy C H. Para z,y € G,

tome as classes laterais & esquerda xH e yH. Suponha xH NyH # () e pegue
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z € xH NyH. Isto acarreta que z = xh = yl, para determinados h,l € H. Logo
ylh™' = zhh™' = ar(h) = zd(x) = x (note que d(I) = d(h) = r(h™1), por isso o
produto ylh~! estd definido). Analogamente, y = zhi™!, concluindo que H = yH.
Portanto temos xH NyH = () ou xH = yH, para todo z,y € G. Mais ainda, todo

elemento estd contido em sua classe de equivaléncia, desta maneira G = U xH.

el
Entretanto, é importante salientar que as classes laterais nao possuem a mesma

cardinalidade, como ocorre no caso de grupos. Veja o seguinte exemplo:

Exemplo 1.1.28. Considere o grupoide definido por G = Z U S3, onde S3 € o
grupo das permutagoes de trés elementos (jd vimos no Exemplo 1.1.4 que a unido
disjunta de grupos € um grupdide). Tome o subgrupdide H = 27U S3 e a relagdo
=p definida no Lema 1.1.24. Entao 0H = {0+2z| z € Z} = 2Z e Ids,H = {Idsg,s|
s € S3} = S3, concluindo que #(0H) = oo e #(Ids,H) = 6.

Com este exemplo visualizamos claramente que o Teorema de Lagrange nao se

aplica no caso de grupdides.

Definicao 1.1.29. Dada uma parti¢cao de um conjunto, um sistema de represen-
tantes € um conjunto {x;}ier que tem exatamente um elemento em cada subconjunto
da particao. Em particular, a cardinalidade de qualquer sistema de representantes

das classes laterais a esquerda de H em G € igual a (G : H).

G

O conjunto das classes laterais a esquerda ¢ denotado por %.

Lema 1.1.30. Considere G um grupoide, H um subgrupoide normal de G e =g a

G

relagdo de equivaléncia em G definida no Lema 1.1.24. Entao %

€ um grupdide,

chamado grupdide quociente.

Demonstracgao: Como ja foi mostrado no Lema 1.1.24, = é uma congruéncia.
Defina:
aH.bH = abH se dab.
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Como =y é uma congruéncia, esta operacao esta bem definida. Vamos verificar
as propriedades de grupdide:
(i) Como G é um grupédide, sabemos que Ja(bc) < I(ab)c para todo a, b, c € G, o que
implica que Ja(bc)H < J(ab)cH, consequentemente JaH (bHcH)) < I(aHbVH)cH,
e neste caso sao iguais;
(ii) Diretamente de G ser um grupéide, também temos que JaH (bHcH) < JaHbH
e dbHcH;
(iii) Para cada a,b € G tal que d(a) = r(b), temos: aHbH = aH < abH = aH &
Ja"'ab e a™'ab € H, ou seja, b = r(b)b = d(a)b = a'ab € H. Mas b € H =
bH = r(b)H, pois b='r(b) = b 1d(b™') = b~' € H, logo bH = r(b)H = d(a)H, o
que significa que d(aH) = d(a)H. Analogamente, r(aH) = r(a)H,;
(iv) (aH)™ = a™'H, pois aHa *H = aa™*H = r(a)H e a'HaH = a'aH =
d(a)H.

Assim, % é um subgrupdide. [ |

1.2 Teoria de Galois

Para o que segue neste capitulo, sejam:

- K um anel;

- R uma K-algebra;

- G um grupdide finito;

- B = ({Ey}gec: {Bg}gec) uma agao de G sobre R tal que cada E; é uma K-algebra
unitaria e R = @ E..

e€Go

Denotemos por 1, a unidade de E,.. Neste caso, 1 = Z 1..
eeGo

Considere o conjunto dos elementos invariantes sobre a a¢ao de 3 definido por:
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R? ={r € R| B,(rl,-1) =rl, para todo g € G}.

Observe que este subconjunto de R é, de fato, uma K-subalgebra de R. Com
efeito, parar,s € R, A € K e g € G, temos:
(1) By(Arlg-1) = ABy(rlg-1) = Arly;
(ii) By((r — s)1g=1) = By(rlg- — slg-1) = By(rlg-1) — Be(slg-1) = rly — sly =
(r = )1
(i17) ﬂg(rsl —1) = By(rly-151,-1) = Bg(rly-1)pe(sl,-1) = rlgsl, = rsl,.
Definigao 1.2.1. [4] Dizemos que R é uma extensio 3-Galois de R se existem

elementos x;,y; € R, 1 < i < m, tais que Z 2iBy(yily-1) = degle para todo
1<i<m
e € GyegeG. O conjunto {x;,y;}1<i<m € chamado sistema de coordenadas de

Galois de R sobre RP.

Definigao 1.2.2. [4] O skew anel de grupdide Rx3G correspondente a [ € definido

como a soma direta

Rxs G =D Eu,.

geG

onde 0s ugy’s sao simbolos, com a adi¢cao usual, e multiplicacao determinada por

2By (yly—1)ugn, se (g,h) € G?
(wug)(yun) =
0, caso contrdrio,

para todo g,h € G,x € £, ey € L},

O préximo teorema, encontrado em [4], fornece equivaléncias para a definigao
de extensao [-Galois, e sera usado frequentemente na demonstracao do Teorema

Fundamental.

Teorema 1.2.3. [[4], Theorem 5.3] As sequintes condi¢des sao equivalentes:
(i) R é uma extensao 3-Galois de RP.

(i1) R é um RP-mddulo projetivo finitamente gerado e a aplicagdo j : Rz G —
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Endps(R) dada por ](Z agug)(x) = Zagﬁg(xlg_l) ¢ um isomorfismo de RP-
geG geqG
algebras e de R-mddulos.

(iii) Para todo R x5 G - médulo a esquerda M, a aplicagio pn: R @ps MY — M
dada por pu(x @ m) = xm € um isomorfismo de R-mddulos.
(iv) A aplicagao ¢ : R®@ps R — H E, dada por ¢(z @y) = (xf(yly-1))gec € um

geG
1somorfismo de R-modulos.

(v) RtR = R*3 G, onde t = Z Lyu,.
geG
(vi) A aplicagao 7' : R ®@prs R — R *3 G dada por 7'( Zxﬁg (y1,-
geG
sobrejetiva.

(vii) R € um gerador para a categoria dos R x3 G-mddulos a esquerda.

Definicao 1.2.4. Seja A uma, R-dlgebra unitdria. Dzzemos que A é R-separdvel se

existe um elemento e = Z T, QrY; € ARgr A tal que Z Ty = 14 e ae = ea para
=1

todo a € A. FEste elemento e € chamado idempotente de separabilidade de A sobre

R e € de fato um idempotente, pois R € comutativo.

D. Flores mostrou em [15] o seguinte lema, que serd ttil na demonstragao do

Teorema Fundamental.

Lema 1.2.5. Se R é uma extensdo B-Galois de R?, entdo R é uma extensdio se-

pardvel de R®.

Definicao 1.2.6. Sejam f,g : S — T homomorfismos de anéis comutativos.
Dizemos que [ e g sao fortemente distintos se, para todo idempotente ndo nulo

ee€T, existe s € S tal que f(s)e # g(s)e.

Lema 1.2.7. [[8], Lema 1.2] Seja S uma R-dlgebra separdvel comutativa e f :
S — R um homomorfismo de R-agebras. FEntao existe um 1unico idempotente

e € S tal que f(e) =1 e se = f(s)e, para todo s € S. Mais ainda, se fi,..., fn sGo
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homomorfismos de R-dlgebras de S em R dois a dois fortemente distintos, entao os

correspondentes idempotentes ey, ..., e, sio dois a dois ortogonais e f;(e;) = d;;.

Seja trg : R — R a aplicagao definida por trg(x) = Zﬁg(xlg_l), chamada
geG
aplicagdo traco. Nao é dificil verificar que trg é uma aplicacio R°-linear. Por [4],

Lemma 4.2, temos que se 8 = ({E, }gea, {0y }gec) € uma agao de um grupéide finito
(G sobre uma K-algebra unitaria R tal que cada F, é unitario para cada e € Gy

e R = @ E., entdo trg(R) C R®. Mais ainda, se R, em adigdo, for um anel
e€Go
comutativo, [4], Corollary 5.4, garante que trgz(R) = R®. A hipStese de R = @ E,

ecGo
é de fundamental importancia para a validade deste resultado. Em [4], é mostrado

um exemplo onde esta hipétese ndao é admitida e a condicio trg(R) C R” nao se

verifica.

Observacao 1.2.8. Como estamos considerando R um anel comutativo, temos
trg(R) = RP. Agora observe que:

(1) Como 1g € RP, existe c € R tal que trg(c) = 1p.

(2) RP é isomorfo a um somando direto de R como RP-mddulo. De fato, trz é uma

aplicacio sobrejetiva, logo R ~ RP & ker(trg).

Lembrando que Hy = {g € G | B,(t1,~1) = t1,, para todo t € T}, temos a

seguinte defini¢ao:

Definicao 1.2.9. Dizemos que um subanel T de R é B-forte se para todo g,h € G
com r(g) = r(h), g-'h & Hr e para qualquer idempotente nio nulo e € E, = Ej,

existe um elemento t € T tal que By(t1,-1)e # By(tly-1)e.
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1.3 Teorema Fundamental

Frisamos neste instante que o contexto trabalhado é precisamente o que foi abordado
na se¢ao anterior, isto é, K é um anel, R é uma K-dlgebra, G' é um grupdide finito
e B = ({E;}sec, {By}sec) é uma acdo de G sobre R tal que cada E, é uma algebra

unitéria, e R = @ E.. Adicionalmente, vamos supor E, = E, ) # 0 para cada

eeGo
g € G. Este fato serd utilizado na demonstragao do item (iv) do préximo teorema.

Teorema 1.3.1. Suponha que R é uma extensdo 3-Galois de R®. Sejam H um

subgrupoide de G e Ry = @ E.. Entao:
e€Hy

(i) Bu = {Bn : Ey-» — En | h € H} é uma acao de H sobre Ry e Ry é uma
extensio Bg-Galois de T = (Ry)PH .
(ii) T é RP-separdvel.
Além disso, se H é amplo, entdo:
(iii) Ry = R e T é -forte.
(iv) H = Hr.
e

(v) Se H é normal e =y € a congruéncia definida no Lema 1.1.24, entdo % age

sobre T via wma acdo B e T € uma extensio 5-Galois de RP.

Demonstracao: (i) O fato de Sy ser uma acdo de H sobre Ry é uma con-
sequencia imediata de [ ser uma agao de G sobre R. Sejam z;,y; € R, 1 <

i < m, tais que Z T;fg(yilg-1) = begle, para todo e € Gp,g € G. Consi-
1<i<m
dere 1g, = Z 1. e tome z; = x;1gr, € y; = yilg,. Note que Ry ¢ ideal de
e€Hy
R, pois é uma soma de ideais de R, logo z;,y; € Ry. Entao, para cada h € H,

> @) = D ey Bu(ileg 1) = D xiBu(yily-) = denle, para
1<i<m 1<i<m 1<i<m
todo e € Gy e h € H. Observando que . 1. # 0 somente quando h = e para algum

e € HNGy = Hy, temos que Z TiBn(Yilp-1) = Oeple, paratodoe € Hye h € H,
1<i<m
mostrando que Ry é uma extensao Sg-Galois de T'.
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(ii) Pelo item (i), Ry é uma extensao Sy-Galois de T. Logo pelo Teorema 1.2.3,
item (ii), Ry é um T-moédulo projetivo finitamente gerado. Desta maneira, existe
r € Z" tal que T" = Ry ® L, onde L é um T-mdédulo. Observe que Ry e T sao
RP-médulos via a multiplicacdo em R. De fato, Ry ¢ ideal de R e para z € R® e
t €T, Bp(atly-1) = Bp(xly-1)Bu(tly-1) = xtly,Vh € H, concluindo que zt € T.

Mais ainda, Ry ®ps Ry ¢ um T ®ps T-modulo projetivo, pois
(T @ps T)T2 =T"®Rps T" = (Ry & L) ®ps (Ru® L) = (Ry Qrs Ruy) ® M,

onde M = (Ry ®ps L) ® (L ®ps Ry) ® (L @gs L). Além disso, utilizando que Ry
é uma RP-dlgebra, Ry é um somando direto de R e R é uma &algebra R®-separdvel,
por [17], Proposition I11.1.7, temos que Ry é uma R°-algebra separavel, ou seja, Ry
é projetivo sobre Ry ®ps Ry. Assim existem s € ZT e N um (Ry ®ps Ry)-mddulo

tais que (Ry ®ps Ry)® = Ry ® N. Portanto
(T ®@ps T)* = (Ry ®ps Ry)* ® M* = Ry & N & M?,

concluindo que Ry é um (T ®ps T))-mddulo projetivo.

Pela Observagao 1.2.8, T" é um T-médulo somando direto de Ry e consequente-

mente um R?-mdédulo somando direto de Ry. Entao
(T ®ps T)™* =Ry ® N & M°* =T @ ker(trg,) & N & M°,

mostrando que T é (T ®ps T)-projetivo. Logo T é uma RP-algebra separdvel.
(iii) Como H é amplo, é imediato ver que Ry = R. Desde que R é uma extensao

Br-Galois de T, segue da Observacao 1.2.8 que existe ¢ € R tal que trg, (c) = 1g,
isto ¢é, Zﬁh(clh_1) = 1p.

heH
Dados z;,y; € R tais que Z 2iBp(yilp-1) = 0eple, paratodoe € Hye h € H,
1<i<m
tome ) = Zﬁh(cajilh_Q ey = Zﬁh(yilh_l), para todo 1 < i < m. Note que
heH heH
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zh = trg, (cx;) e y{ = trg, (vi), logo segue da Observacao 1.2.8 que z},y; € T .

Afirmacao 1: Z iy, = 1p.

=1

Do = D0 Aulemilion) Y Alyili-n))

i=1 hecH leH

= Z Z ﬁh(CﬂCzﬂh—l(@(yill—l)lh))
i= 1 hileH

= Z Z 5h cx;iBp-1 yz - 1h>>
=1 r(h)=r(

= Z B szﬁh u(yili-1p))
r(h)=r(l) i=1

= Z Br(cden-111e)
r(h)=r(l)

Mas se e = h™![ para algum e € Hy, entao e = r(e) = r(h™ ') =

Logo h = he = hh™'l = r(h)l = r(I)] = I. Portanto,

Zx;y: - Z 6h C(seh 111 Zﬁh Cld
=1 )

r(h)=r heH

= 3 Bulcligny) = Y Bulelpr) = 1n.

heH heH

Afirmacgao 2:
1

meg(yz{lg—l) = 7
i=1

0, caso contrario.

se ge H

Desde que 4,y € T = R, Zx;ﬁg(yglg_l leyl
i=1
g€G.

Se g ¢ H, entdo
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NE

Z ;B (yilg—1) =
i=1

Br(czilp-1)5, Zﬁl Yili-1)1g-1)

leH

@
Il
—
>
m
T

NE
]

6}1 szlh 1 Z 5gl yz]-l lg )
d(g)=r(l)

Br(cxiBr-1g(Yili-14-15))

@
I
—

>

NE
M%

i=1

~a~x
A~

r(h)=r(g
()— 1)

)
= Z 6h<05e,h*1glle)'

arth
Se h™lgl = e para algum e € Gy, entdao e = r(e) = r(h~'gl) = r(h™') = d(h). Desta
forma,

gl = r(h)gl = hh™'gl = hd(h) = h = gll' = hi™*
=gr(l)=hl""' = gd(g) =hl'=g=hl"" € H.

Mas isso é um absurdo. Logo h~'gl # e para todo e € Gy, e portanto

Z Br(cden-1g1le) = 0,

r(h)=r(g)
d(g)=r()

o que completa a afirmacao.

Suponha que g, h sdo elementos em G com r(g) = r(h) € Hy, tais que g~ 'h ¢ H.
Seja e € E, um idempotente nao nulo tal que f,4(t1,-1)e = fi(tl,-1)e para todo
t € T. Isto implica que tﬁgfl(e) = By-1n(tlp-14)B,-1(e) para todo t € T. Seja

e = py-1(e). ComoylETeryl—lg, temos
i=1

= (el = 3l =0
=1

A dltima igualdade segue da Afirmacao 2 e do fato que g *h ¢ H. Como 0 = ¢’ =
Bgy-1(e), segue que e = 0, o que é um absurdo. Portanto 7" é S-forte.

(iv) Considere H amplo e lembre que Hy = {g € G | py(t1,-1) = t1,, para todo
t € T}. Note que igualmente temos Ry = R. Como j& vimos no Lema 1.1.12, Hr

é um subgrupéide de G, e claramente contém H, ji que T = RP#.
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Observe que R°#r = RPn = T. De fato, como H C Hyp, entdao R%#r C RP#. A
inclusao contraria segue da definigdo de Hp. Portanto, de (i) segue que R é uma

extensao By-Galois de RPHr = RPH .

Sejam n,n’ as ordens de H e Hrp, respectivamente. Pelo Teorema 1.2.3, item

(iv), as aplicagoes

¢ : RorR — 11 &

heH

@y > (2Bu(yla-1))nen

¢ : RorR — 11 &
heHr
@y > (2Bu(yla-1))nenr

sao isomorfismos de R-mddulos.

Portanto, H b, ~ H E}. Agora suponha que existe ¢ € Hy — H e tome
heH heHyp

z = (0,..,0,1,,0,...,0) € H Ey. Note que z # 0, pois E, # 0, para todo
heHp

g € G. Como 5 é um isomorfismo, existe 0 # = = Zri Rr s € Rr R
i=1

tal que ¢(z) = 2, ou seja, (Z 7iBn(8ilp=1))hery = 2 = (0gnlg)neny. Isto im-
i=1
plica que ZTiﬂh(Si].hfl) = 6,401y, para cada h € Hy. Ent@o temos que ¢(z) =
i=1
(Z 7iBr(Silp-1))nernr = (0gnlg)nenr = 0 e isto gera um absurdo, pois ¢ é um iso-
i=1
morfismo. Portanto H = Hy.
(v) Finalmente, suponha que H é um subgrupdide normal de G. Entao, pelos

Lemas 1.1.24 e 1.1.30, temos que a relacao de equivaléncia =g dada por

a=pbeIbta e blaeH

, N G - /e . .
¢ uma congruéncia e % ¢ um grupdide. Considere {g;}1<;<n, um sistema de repre-

sentantes das classes de equivaléncia de =p. Entao g =5 ¢; & existe h € H tal

que dg;h e g = g;h. Para facilitar a notacao, considere gH = 7.

25



Considere ey, = trg,(1,,) = e,, para g € G tal que g = g;h para algum h € H.
Note que este elemento é um idempotente de R, pois

trﬂH(lgi> = Z 6H(1gilh*1> = Z
7(gi)=d(

heH

Bu(lglp1) = > 1y
)

h r(gi)=r(h)

Tome os ideais de T dados por Ey = Te,, = Te,, onde g = g;h para algum
h € H. Note que Ey é de fato um ideal de 7', visto que e, € T". Defina uma agao
B de % sobre T' = RP# por:

ﬁg(teg”) = By (tegi_l)7
onde g = g;h, para algum h € H. Note que esta aplicacao estd bem definida de
E;-1 em Ly, pois

Bgi(eggl)zﬁgi( Z 1) = Z ﬁgi(lh): Z L = ey,

d(gi)=r(h) d(gi)=r(h) r(gi)=r(h)

Observe que (£)y = {d(gH)|gH € £} = {d(9)H|g € G} = %2 = G,. Assim,
nao é dificil ver que @ E:=T.

B ee(G)o
Afirmacao: 7% = R’.

(C) Seja t € TB. Note que, para cada g € G, existe i € {1,...,n} e h € H tal que
d(g;) =r(h) e g = g;h. Assim:

ﬁg(tlgfl) = Bgih(tlh_lg;1> = 691‘ (ﬁh(tlffl)lgifl)
= B (tlhlg;l) = Bg; (tlgfl)
= tl,, =11,

portanto t € RP.

(D) Seja t € RP. Logo temos:

5§(t€gi—1) = B.%(tegi_l):ﬂgi(t Z 1)

d(gi)=r(h)
=t Y Bl =t > L
d(gi)=r(h) r(gi)=r(h)

= leg,
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concluindo que t € T’ B,

Ja sabemos que x},y; € T. Por um raciocinio semelhante ao que foi feito na

Afirmacao 2 temos que:

- / / 19’
Z i By (yilg—) =
=1

0, caso contrario.

se g€ Gy

Mas Zx;ﬂg(yglg_l) = Zx;ﬁgjh(yglh,lgjq) = Zxéﬁgj(yglgj_l). Consequente-
i—1 i=1 i=1

m
mente, Zx;ﬁg(ygegfl) = 0e.g€4-
i=1

Desta forma, T é uma extensao B-Galois de R”. [

Lema 1.3.2. Suponha que R é uma extensio 3-Galois de R® e seja A uma RP-
dlgebra comutativa. Seja v = ({A ®@rs Eyteec, {Vg}eec) uma acao de G sobre
A ®ps R induzida por B via v4((a @ps 7)(1a Qrs 14-1)) = Y4((a @ps 114-1)) =
a®ps By(rly-1) parar € R,g € G,a € A. Entao A®pgs R € uma extensdio v-Galois
de A.

Demonstragao: Pela Observagao 1.2.8, segue que R =~ R? @ ker(trg). Logo
A®ps R~ (A®ps R?) ® (A @ps ker(trg)). Assim, vamos identificar A com sua
imagem isomérfica A ®pzs RP.

Observe que @(A Rps Fe) = A®ps (@ E.)=A®pgs R.

e€Go e€Go

Agora se z;,y; € R, 1 < i < m, sao tais que Z 2iBy(yily-1) = degle para
1<i<m
todo e € Gy e g € G, entao claramente 1 ®ps x; e 1 Rps y; satisfazem a mesma

condigio em A @ps R, isto 6, Y (1a ®ps 7:)7,(1a @ps yilg—1) = 1a ®ps degle
1<i<m

para todo e € Gy e g € G. Sendo assim, para concluir que A ®ps R é uma extensao

v-Galois de A, resta mostrar que (A ®@ps R)? = A.
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(C) Seja u = Zai ®ps i € (A®ps R) e c € R tal que trg(c) = 1x. Entao:

i=1

= u<IdA®R5trﬁ)(1A®Rﬂc Zaz®Rﬂ7"z)(1A®Rﬁt7“5 Zal@)Rﬂntrﬁ( )
=1 =1

Z a; Qps T Z Bg Cl Z a; Qps Z 59 rz Bg Cl )

geG geqG
Zai ®ps Z/B‘QOAZ‘C]_gfl) = Z a; @ps tra(ric) € A Qps RP = A.
=1 geG i=1

(2) Obviamente, A = A ®ps R° C (A ®@ps R)7, pois se Zai Qps i € A Qps

=1
m m m

R’ temos que 'yg(z a; Qps Tily-1) = Zai ®prs By(rily-1) = Zai ®ps 1il,

=1 =1 i=1

(Z a; @ps 1i)(1a ®ps 1g). u

i=1
Seja E={f:G— R| f é fungdo e f(g) € E, para todo g € G}. Note que E

é uma RP-4lgebra com adicao e multiplicacdo pontuais.

Lema 1.3.3. Suponha que R é uma extensio B-Galois de R®. Entdo existe uma

acao B’ de G sobre a dlgebra E e E € uma extensao '-Galois de R.

Demonstracgao: Pelo Lema 1.3.2, R®pzs R é uma extensao v-Galois de R com
grupéide de Galois G, onde 7,((s ®gs 11y)) = s @ps By(rl,-1), para s,r € R. Mas
temos que F ~ H E, como RP-3lgebras, via:

geG

¢: E — J]E,

geG

[ (f(9)gec

e inversa dada por:

15, — E

geG

(ag)gec — f:G— R, f(9) =a4, Vg €GqG.
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Pelo Teorema 1.2.3, item (iv), a aplicacao

¥ R®p R — 11 =

geG

r@psy > (204(ylg-1))gec

é um isomorfismo de R°-4lgebras. Logo a aplicacio n = ¢! o 1) dada por

n: Rgg R — FE

t@psy > N ®psy):G— R, onde n(xrQpsy)(g) =18,(yly)
é um isomorfismo de RP-4lgebras.

Este isomorfismo induz uma agao 8 = ({E]}yeq; {5, }gec) de G sobre E =

n(R ®gs R) dada por:

By(n(s @pe 1)1(ls @ps 1g-1))(1) = By(n(s @ps 714-1))(1)
= n(7y(s ®ps r14-1))(1)
= (s ®ps By(rle-1))(1)
= sP(By(rlg-1)1-1),

para todo [ € (G, onde os ideais sao dados por E; = n(R ®gs E,). De fato, esta
aplicagdo estd bem definida, visto que 3;(1(s @pgs 714-1))(1) = sBi(By(r1lg-1)1-1) €
RBI(Eyl;-1) = n(R ®ps Ey)(l), para todo | € G, e portanto B (n(s ®@ps rly-1)) €
N(R®ps Ey) = EY. Observe que E = n(R®pgs R) = n(R®ps @ E.) = @ N(R®@pgs

eeGo ecGo
E.) = @ E!. Desta forma, F é um extensao ('-Galois de R. [

eeGo
Lema 1.3.4. Suponha que R é uma extensio 3-Galois de R® e seja H um sub-
grupdide de G. Entio f € Eu se, e somente se, f(lh) = f(I) para h € H el € G
tal que d(l) = r(h).

Demonstracao: Considere f € EP#. Como foi visto no Lema 1.3.3, a aplicacdo
n: R®ps R — E, onde n(x Qrs y) : G — R é dada por n(x Q@rs y)(g) =

2B,(yl,-1), é um isomorfismo de RP-4lgebras. Logo existe s ®@ps 1 € R @ps R tal
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que f =n(s @ps ). Assim,
(s ©ps 1) € EP & [, (n(s @ps r1p-1)) = (s ©ps 1) Vh € H
< (s Qps Bu(rlp—1)) =n(s @ps rl,) Vhe H
n(s @gs Bn(rlp-1))(1) = n(s ®@grs r1p)(1) Vh e H,l € G
sB(Br(rlp-1)-1) = sBy(rl;-1) Vhe H,l€ G
B (rly-1-1) = sBi(rli-) Yhe Hle G tal que

d(l) = r(h)

=
=1

S

Vhe Hle G tal que

3
»
&Y
=
@
<
~—
=
=
I
=
—
»
&
=y
@
2

lh)=f(l) Yhe HleG tal que d(l)=r(h).
|

Teorema 1.3.5. Suponha que R é uma extensio B-Galois de R® e seja T uma
RP-subdlgebra separdvel e B-forte de R. Entao R°" =T para H = Hp, onde By é
a acao de H sobre R definida no Teorema 1.3.1.

Demonstragao: (2) Claramente R°" D T, pois R°" = {r € R | B(rl,-1) =
rl, paratodoh€ H} e H=Hr = {g € G | B4(tl,-1) = t1, para todo t € T'}, logo
todo elemento de T fica fixo por fy.

(C) Vamos mostrar que R°7 C T.

Pelo Lema 1.3.3, E ={f: G — R| f é fungdo e f(g) € E, para todo g € G}

é um extensao [(’-Galois de R, onde a acao ' de GG sobre E é dada por
By(n(s @ps r1g=1))(1) = 1(7(s ®ps r1g-1))(1) = 1(s @ps By(rlg-1))()

= 531 (Bg(rlg-1)1;-1),

para todo s, € R, g,1l € G.

Mais ainda, como R é RP-projetivo (pelo Teorema 1.2.3, item (ii)), entdo R é

RP-plano, e a sequéncia exata

0—T—R
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permanece exata quando tensorizada por R, ou seja,
O—)R@RBT‘—)R(@R[?R

¢ exata. Logo podemos identificar R ®ps T com sua imagem em R Qps R.
Vamos mostrar que E°x Cn(R® T).

Considere entao a relacao de equivaléncia definida no Lema 1.1.24 por:
a=pb< I ta e blae H.

Note que é possivel definir esta relacao, pois Go € H. Seja {gi}1<i<n um sistema
de representantes das classes de equivaléncia dessa relacao. Seja f; : F — R
o homomorfismo de R-dlgebras definido por f;(v) = v(g;). Vamos mostrar que
fi, .-, fn s@o fortemente distintos como homomorfismos de n(R ®ps T') em R. Para
ver isso, observe que se i # j, entao a definicao de H garante que as restri¢oes de
By, Bg; em T nao coincidem. De fato, se By, (t1y,-1) = B, (tly,-1) para todo t € T

com 7(g;) = 1(g;), entao By, -1(B, (t1y,-1)1y;) = tly -1 e desta forma

Bg;1g:(tlgm1g,) = g1 = tlyg, 1) = tlyg,-1g,) = tlg,—1g,,

para todo t € T', o que implica que g;lgi € H e desta maneira g;H = g;H, uma
contradicao. Note que se r(g;) # r(g;), entdo g;H # g;H pela definicao das classes

laterais.
Se e é qualquer idempotente nao nulo de R, entao como 1" é -forte, existe t € T

tal que 3, (t1,-1)e # By, (t1,-1)e, logo

fitn(L @gs t))e = (n(1 @ro t)(gi))e = By, (t1,-1)e 7# By, (t1,-1)e = f;(n(1 @ps t))e.

Assim f1, ..., f,, s@o, de fato, fortemente distintos.

Como T é RP-separavel, temos que n(R ®ps T) é R-separavel. De fato, se e =

Z a; Qpsb; € T®prsT € 0 idempotente de separabilidade de T', entao Z N(1lg @ps
i=1 =1
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a;) QprN(1r @prs b)) € N(RRps T) @rN(R®ps T) é o idempotente de separabilidade
de n(R®pgs T).

Aplicando o Lema 1.2.7, obtemos idempotentes dois a dois ortogonais w, ..., w,
em nN(R®pgsT) com f;(z)w; = zw; paratodo x € N(R®rsT) e w;j(g;) = fi(w;) = &;;

para i,j < n.
. /
Vamos verificar que wy, ..., w, geram EP# sobre R.

Primeiro mostraremos que {w; b1<i<n C EPu. Como w; € n(R ®ps T), existem

u;; € R ety €T tais que w; = n(z uij @ps ti;), para 1 < i <n. Pelo Lema 1.3.4,
J

¢ suficiente mostrar que w;(lh) = w;(l) para h € H e | € G tal que d(l) = r(h).

Desta forma,

(lh =n ZUU ®R5 tz] lh Zuuﬁlh tmlh 17— 1) =

J

Zumﬁl Bh tzylh 1 1l 1 ZuzJ/Bl tzylhll 1 - 77 Zuw QRs tzj)(l) = wl(l)’

e portanto w; € EPn para todo 1 <7 < n.

Agora seja f € EP#. Entao existem s;,7; € R tais que f = n(z S; @ps 1j).
J
Assim,

flgi) = W(Z 5 @po ) (9:) =) $39,(1j14-1)

J

= Zsjﬁgz 7l 9 Dwi(g:) ZSJBQk 7l 9 Dw(g:)-

Como f € EPu, é suficiente aplica-la apenas nos g;’s, pois f(g;) = f(g:h) para toda
f € EPu ¢ para todo h € H tal que d(g;) = r(h), pelo Lema 1.3.4. Desta forma,

, /
concluimos que wy, ..., w, geram FEPu sobre R.

Temos, entdo, que EP# C n(R ®gs T). Aplicando n~', temos que n~(E%r) C
R ®RB T
Afirmagao: E°n = n((R ®ps R)).
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Esta afirmagao segue direto do fato que 3, on =no1,, para todo g € G.

Entdo, pela afirmacio, (R ®ps R)™ =1~ (E%#) C R ®ps T. Desta maneira,
R®ps R°" C(R®ps R)"™ C R®pe T.
Aplicando trz ®ps Idg e usando que o trago ¢ sobrejetivo, temos:
trg(R) @ps R Ctrg(R) @ps T,

o que implica que

R @ps R C RP @ps T.

Logo segue que R%# C T, como queriamos demonstrar. [ |

Os Teoremas 1.3.1 e 1.3.5 nos fornecem a seguinte generalizacao do Teorema

Fundamental da Teoria de Galois:

Teorema 1.3.6. Teorema de Correspondéncia de Galotis. Suponha que R €
uma extensio 3-Galois de RP. Entdo existe uma correspondéncia um-a-um entre
0s subgrupdides amplos de G e as subalgebras separaveis T' de R que sao [3-fortes.
Se T ¢ uma R°-subdlgebra B-forte de R, entdo o correspondente subgrupdide é Hyp.
Mais ainda, se H € um subgrupdide normal de G e =g € a congruéncia definida no

Lema 1.1.24, entao % age sobre R°H via uma acdo B e RP" ¢é um extensdo (B-Galois

de RP.

Este teorema nos diz que a aplicacio 6 : H — R°# dos subgrupéides amplos
de G nas subalgebras separaveis de R que sao [-fortes é bijetiva. Podemos ilustrar

este fato no seguinte diagrama:
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Go RPH T
HKHT “ R
G /
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Capitulo 2

Correspondéncia de

Galois-Grothendieck

O Lema de Dedekind diz que, dados um corpo L extensao de um corpo K
e A uma K-dlgebra, o conjunto Algx(A, L) de todos os homomorfismos de K-
algebras de A em L é um subconjunto linearmente independente do L-espaco ve-
torial Homy (A, L). Em [14], M. Ferrero e A. Paques, entre outros resultados da
teoria de Galois para anéis comutativos, simplificaram a demonstracao do Teorema
de Correspondéncia combinando uma versao do Lema de Dedekind para extensoes
de anéis com resultados basicos de G-conjuntos, no caso em que G é um grupo.
Mais tarde, baseado nos resultados desta publicacao e motivado pelo trabalho de A.
Dress em [12], A. Paques mostrou em [21] a correspondéncia de Galois-Grothendieck
no contexto de anéis comutativos, a qual associa bijetivamente G-conjuntos e K-
algebras R-decomponiveis, onde K e R sao anéis comutativos, R é uma extensao

de Galois de K e G é um subgrupo finito de K-automorfismos de R. Tendo em
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vista estas informacoes, o objetivo deste capitulo é desenvolver uma generalizacao
do Lema de Dedekind e, dado um grupdide G, combina-la com resultados de G-
conjuntos, para entao generalizar a correspondéncia de Galois-Grothendiek para o
caso de acao de grupdides e mostrar o Teorema de Correspondeéncia de Galois como

um caso particular do anterior.

Neste capitulo, todos os anéis (ou algebras) sdo assumidos comutativos.

2.1 Preliminares

Antes de introduzirmos a nogao de G-conjuntos para um grupéide G, trabalharemos
nesta primeira secao com alguns resultados que serao utilizados no decorrer do

capitulo.

Seja R um anel.

Lema 2.1.1. [[14], Lemma 1.1] Suponha que A C B sao R-dlgebras finitamente
geradas e projetivas como R-mddulos e que A é separdvel sobre R. Se rankpg, A, =

rankg, By, para todo ideal primo p de R, entao A = B.

Definicao 2.1.2. Dizemos que uma R-dlgebra A € fortemente separdvel sobre R

se € separdvel sobre R e, em acréscimo, € finitamente gerada e projetiva como

R-mddulo.

O préximo resultado generaliza a versao do Lema de Dedekind dada em [14].

Proposicao 2.1.3. Seja K um anel. Suponha que T' e R sao K-dlgebras com T
separdvel sobre K e V' € um conjunto nao vazio de homomorfismos de K-dlgebras
v:T — E,, onde E, = R1, e {1,},ev sao idempotentes centrais em R. Entao as
sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(i) Para cada v € V, os elementos de V,, = {u € V| 1, = 1,} sao dois a dois
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fortemente distintos.
my

(ii) Para todov € V ezistem x;, € Ey, yiy € T, 1 < 1 <'m,, tais que wau(yw) =
i=1

duwly, para todo u € V,.

(i1i) Para cada uw € V', V,, € linearmente independente sobre E, em Homg (T, E,).

Demonstracao: (i) = (ii) Como T ¢ separdvel sobre K, E, ® T ¢é separavel

sobre FE,. De fato, se e = Z a; Qg by € T Rk T é o idempotente de separabilidade

i=1
de T sobre K, entdo Y (1, ®x a;) @, (1, ®x b)) € (B, ®x T) ®g, (B, @k T) é 0
idempotente de separ;?blilidade de £, Qg T sobre E,,.
Mais ainda, as aplicacoes
fo : B,k T — E,
r®gy +— xv(y)
sao duas a duas fortemente distintas sempre que os contradominios (consequente-

mente, os dominios) coincidirem, pois os elementos de V, sao fortemente distintos.

De fato, para [,u € V,, dado um idempotente nao nulo e € E,, existe t € T tal que

el(t) # eu(t). Logo
efi(l, @k t) = el(t) # eu(t) = efu (1, Rk t).

Assim, pelo Lema 1.2.7, existe e, = wa Qi Yiw € B,k T tal que fu(e,) = 0uoyly,
i=1
para todo u € V.

(17) = (i7i) Considere V) um subconjunto finito de V,, e Z il =0em Homg (T, E,),
eV
onde 1, € By = E,. Para v € V| temos

Ty = Z 5l,vlﬂ"l = Z(ZU Jiwl(yw))ﬁ = Zvl’w(z l(yw)T‘z) =0,

levy, levy i=1 i=1 levy;

mostrando que V,, é livre sobre F,,.

(1ii) = (i) Seja v € V. Para l,u € V,,, dado um idempotente e € E,, suponha

que el(x) = eu(x), para todo x € T. Logo e(l — u)(z) = 0, para todo x € T, e
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desta maneira e(l — u) = 0. Como V,, é linearmente independente sobre E,, segue

que e = 0. |

Corolario 2.1.4. Assuma que T € uma extensao fortemente separdvel de K, R
¢ uma K-dlgebra e V' é um conjunto nao vazio de homomorfismos de K-dlgebras
v:T — E,, onde E, = R1, e {1,}vev sdo idempotentes centrais em R. Suponha
que para cada v € V, os elementos de V, = {u € V| 1, = 1,} sao dois a dois
Jortemente distintos. Entdao para cada v € V, #V, < rankg,T,, para todo ideal

primo p de K.

Demonstracao: Como, para cada v € V, os elementos de V,, = {u € V|
1, = 1,} sdo dois a dois fortemente distintos, segue pelo Lema 2.1.3 que V, é
linearmente independente sobre £, em Homg (T, E,). Entao, via localizagao, (V,,),
¢ linearmente independente sobre (£, ), em Homg, (T}, (£,),), para todo ideal primo

pde K.

Por outro lado, como T é finitamente gerado e projetivo sobre K, por [20],
Theorem IV.25, T, ¢ K,-livre de dimensao finita, para todo ideal primo p de K.

Logo podemos assumir 7}, ~ (K,)*, onde s = rankg,T;. Desta forma,

Homg, (T, (Ey),) ~ Hopr(Kg, (Ev)p) ~ Homp, (Kp, (Ey)p)* =~ ((Ey)p)°,

como (E,),-médulos.

Entao temos que (V,), é linearmente independente sobre (£, ), e, adicionalmente,

(Vo)p € Homg, (Ty, (Ey)y), portanto segue que #V, = #(V,), < s = rankg,T,. W

Lema 2.1.5. Sejam T e R K-dlgebras e V um conjunto ndao vazio de homomor-
fismos de K-dlgebras v : T — E,, onde E, = R1, e {1,},ev sdo idempotentes
centrais em R. Suponha que para cada v € V, E, € uma K-dlgebra fielmente pro-
jetiva. Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) T € uma extensdo fortemente separdvel de K, para cada v € V' os elementos de
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Vo ={u e V|1, =1,} sao dois a dois fortemente distintos e rankgT = #V,.
(ii) T ¢é fielmente projetivo sobre K, para todo v € V existe x4y € E,, Y € T,

1 <1< m,, tais que wau(yw) = Oy lu, para todo u € V,, e rankgT = #V,,.
i=1
(#ii) Para cadav € V', a aplica¢ao ¢, : E, @x T — H E, dada por ¢,(r @ t) =
’LLEV'U
(ru(t))uev,, r € Ey,t € T, é um isomorfismo de R-dlgebras.

Demonstragao: (i) = (ii) Direto da Proposigao 2.1.3.

(17) = (uit) Seja v € V. A aplicacdo ¢, é claramente um homomorfismo de

R-algebras. Vamos mostrar que é um epimorfismo.

Para r = (ry)uev, € H E,, tome z = Z Zruxm Rk Yiu € B, @ T. Entao:

ueEVy u€eV, i=1
o(2) = (Z Z TuTiul (Yiu) icv, = (Z Ty Z Tiul (Yiu) Diev,
ueV, =1 ueVy =1
= (Z rubiult)iev, = (M)iev, =T
ueV,

Observe que
I E.=E

onde n = #V,. Como ¢, é R-epimorfismo e rankg, (E,)" = n = #V, = rankgT =
rankg,E, @k T, segue por [17], Corollaire 2.4, que ¢, é um isomorfismo de R-

algebras.

(7ii) = (i) Como para cada v € V, ¢, é um isomorfismo, temos que

rankgl = rankg, E, Qg T = rankg, H E, = #V,.

UEVU

(Observe que este raciocinio vale para todo v € V, logo pela unicidade do rank

temos que #V, = #V,,, para todo u,v € V.)

Agora vamos verificar que T é uma extensao fortemente separavel de K. Como
para cada v € V, F, é um K-mddulo finitamente gerado e projetivo e T' é uma K-

algebra, segue que E, @k T' ¢ um T-mddulo finitamente gerado e projetivo. Entao,
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por [17], Lemma II1.1.9, 7" é um somando direto de F, ®x T ~ H E, = (E,)",

ueEVy
onde n = #V,,, logo T' é um E,-mddulo finitamente gerado e projetivo. Mais ainda,

temos que para cada v € V| E, é E,-separéavel, assim, por [17], Proposition II1.1.7

(c), (B,)" = H E, é E,-separavel. Desta forma, novamente por [17], Proposition

ueVy
I11.2.2, T é separavel sobre K.

Resta mostrar que os elementos de V,, sao dois a dois fortemente distintos. Dado

Moy
u €V, considere s = (9;,1;)iev, € H E,. Entao existe z = Zrm Rrtiv € By QK

ueVy =1
Moy

T tal que p,(z) = s, pois ¢, é isomorfismo. Isto implica que (Z Til (tiw) )1ev, =
i=1

gz

(01u11)ievs,, logo Zrml(tw) = 01,1, para cada [ € V,. Consequentemente, pela
i=1

Proposicao 2.1.3, os elementos de V,, sao dois a dois fortemente distintos. [ |

2.2 G-conjuntos

Definigao 2.2.1. Sejam G um grupdide e X um conjunto. Uma a¢ao v de G sobre
X € uma colegcdo de subconjuntos X, C X (g € G) e bijegoes v, : Xyj-1 — Xy com
Xy = X,(g) tais que:

(i) v. = Idx, para todo e € Gy;

(i) Y4 © Yn(x) = Ygn(z) para todo (g,h) € G* e x € Xp-1 = X(gny-1.

Neste caso, dizemos que X € um G-conjunto.

Exemplo 2.2.2. Um grupdide G é um G-conjunto. De fato, para X = G, defina
Xg=r(g)G={r@l|leGer(l)=r(9)} = Xy Desta forma, X;-1 = {d(g)l|
leGer(l)=d(g)} = Xay), para todo g € G. Tome vy, : Xy-1 — X, definida por

Yo(d(g)l) = gd(g)l = gl.

Observe que gl = 1(g)gl € X, logo 7, estd bem definida. Note que v40v,1 = Idx,

40



€ Yg-10Yy = Ingfl. Portanto v, € uma bijecao e claramente satisfaz as condigoes

(1) e (i1) da Defini¢ao 2.2.1.

Exemplo 2.2.3. Considere G um grupdide finito e H um subgrupodide amplo de
G. Tome a relagao de equivaléncia =g definida no Lema 1.1.24. Entao o conjunto
das classes de equivaléncia % = {gH |g € G} € um G-conjunto. Com efeito,
para X = £ defina X, = {IlH € £| r(l) = r(9)} = X,(y). Desta maneira,

Xy ={lH € &| r(l) =d(g9)} = Xa). Defina,: X;-1 — X, por
Vy(LH) = glH.

Observe que r(gl) = r(g), logo glH € X,, portanto v, estd bem definida. Assim
como no exemplo anterior, o leitor pode verificar facilmente que v40v4-1 = Idx, €
Yg-10Yg = Ing_l, portanto v, € uma bijecao, e claramente satisfaz as condigoes

(i) e (it) da Defini¢io 2.2.1.

Mais ainda, X, N Xy, =0 ser(g) #r(h) e & = U Xe.

Exemplo 2.2.4. Dado G um grupoide finito, considere X um G-conjunto via a

acao v = ({X,}tgea, {Vg}gec), onde X = U X.. Suponha G agindo sobre uma

e€Go
K-dlgebra R via f = ({E,}seq, {By}tsec), onde E. € unitdrio para cada e € Gy e

R = @Ee. Tome Map(X,R) = {f : X — R| f € aplicagao e f(X,) C E, }.

eeGo
Vamos verificar que Y = Map(X, R) é um G-conjunto.

Considere Yy = Map(X,R), = {f € Map(X,R)| f(X,) =0,Vh # g} =Y, (g €

tome oy 1 Y1 — Yy definida por

Byo fly10v,-1(x), se z€X,

ag(flg-1)(x) = . ¢ x
) se T 9

onde 1), € Yy € definido por
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E direto ver que oy estd bem definida e que sua inversa € dada por oy 1Yy —
Y,-1, assim como também € imediato verificar que esta acdo satisfaz as condigoes (1)
e (i1) da Defini¢ao 2.2.1. Em particular, A(X) = Map(X, R)* ={f € Map(X, R)|
ag(f1,-1) = f1; Vg € G} € Map(X, R) € também um G-conjunto, via a mesma

acao o.

Note que Y = Map(X, R) (e portanto A(X)) possui uma estrutura de K -dlgebra
com adi¢cao e multiplicacao pontuais e acao de K-maodulo definida para cada A € K,
f € Map(X,R), g € G, por (\.f)(x) = Af(x), para todo x € X. A unidade neste
caso € dada por 1y = 1,x) = Z 1.

geG
Afirmacao 1: Para cada g € G, Y, € um ideal de Y .

Sejaml € Y e f e Y, Sex ¢ X,, (I.f)(x) = l(x)f(x) =0, concluindo que
L.fey,.
Afirmacgao 2: Y = @Y:q

geG

Seja f € Y. Defina f, : X — R por f,(X,) = f(X,) e f,(Xn) = 0 para todo
h # g. Observe que f, € Yy para todo g € G. Tome x € X. Entdo existe k € G tal
que x € Xj. Desta maneira,

fx) = file) =) fylx).

geG

Agora considere f € Y, N (Z Y,). Sex ¢ X,, f(x) =0 porque f € Y,. Se
h#g
r € X,, f(zr) =0 porque f € ZYh. Desta forma temos que f(x) = 0 para todo

h#g
x € X, ou seja, f =0, concluindo a Afirmacgao 2.

Mais ainda, Map(X, R) (resp., A(X)) é um R-mddulo (resp., R®-mddulo) via
r.f(x) =rf(x), parar € R, f € Map(X, R) (resp., A(X)) ex € X.

Para o restante deste capitulo, fixaremos que:

- K é um anel;
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- G é um grupdide finito;

- R é uma K-algebra;

- B = ({Ey}gea, {Bg}gec) é a acao de G sobre R tal que E, é unitério para cada
ee€Gye R= @ E.;

eeGo

- X é um G-conjunto finito via v = ({X,}seq, {75 }sec) tal que X = U X..
eeGo

Considere A(X) como definido no Exemplo 2.2.4. Defina E, := E,; quando
x € X,. Para x € X, denote por p, o homomorfismo de K-algebras de A(X) em
E, dado por p,(f) = f(x), para todo f € A(X), e denote por 1, a unidade de FE,.

Lema 2.2.5. Seja V = {p,;| x € X}. Suponha que para cada g € G, E,; € uma
K -dlgebra fielmente projetiva. Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:
(1) Para caday € X, os elementos de Vy, = {ps| 1, = 1,} sao dois a dois fortemente
distintos, rankxT = #V,, e A(X) € uma extensdo fortemente separdvel de K.

(11) Para cada y € X, a aplicagao ¢, : E, @k A(X) — H E, dada por ¢, (r
T€Xy

f) = (rf(x))sex,, para todo r € E, e f € A(X), onde X, = {z € X| 1, =1,}, €

um isomorfismo de R-dlgebras.
Demonstracao: (i) = (ii) Decorre do Lema 2.1.5.

(i1) = (i) Mostrando que #V,, = #X, para todo y € X, a demonstragao sai
como uma aplicacao do Lema 2.1.5. Considere a aplicagao w, : X, — V,, dada por
wy(x) = py, para todo z € X,. Esta aplicac@o é claramente sobrejetiva, logo resta
provar sua injetividade. De fato, se p, = p, para z,w € X,, entao f(z) = f(w)
para todo f € A(X). Seja M, = {f : X, — E,| f é aplicagao} e considere a

aplicacao
n: M, — ][] E

z€Xy

f — (f(x))xeXy
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Tome também a aplicacao

e B — M,

z€Xy

r= (rx)xeXy — 1., onde n.(z)=r,.
E fécil ver que 7 e 1/ sdo homomorfismos de R-algebras. Note que

non'(r) = (m(z)) = (ra)eex, = en on(f) =n'((f(2))zex,) = f-

Portanto H E, ~ M, como R-algebras, e por conseguinte E, @y A(X) =~
zEXy
H E, ~ M,. Tome p € M, Entao existem r € E, e f € A(X) tais que
TEXy
p=n"op(r®k f), logo

p(x) =1 o @(r ®x f)(x) =n'((rf(2))zex,) (@) = rf(z) = rf(w) = pw),

para todo p € M,. Assim, x = w. De fato, para visualizar esta igualdade, observe
que se ¥ # w, entdao podemos definir uma aplicacdo p € M, tal que p(z) = 1, e
p(z) = 0 para todo z # z. Isto implica que p(z) # p(w), um absurdo. Desta forma,

r = w e w, € injetiva, concluindo o lema. [ |

Para M um Rz G-médulo qualquer, a parte fixa de M pela agao do skew anel

de grupdide R x5 G é definida por
MY = {m € M|(1,uy)m = 1,m, Vg <€ G}.

Ja foi observado no Exemplo 2.2.4 que Map(X, R) possui uma estrutura de R-
moédulo; todavia, Map(X, R) possui também uma estrutura de R x3 G-médulo a
esquerda via

Tolg.f = rgag(flfq—l)a
para r, € R e g € G. Desta maneira, para o caso particular M = Map(X, R),

temos

Map(X,R)" = {f € Map(X, R)|(Lyuy)f = 1,f, Vg€ G}
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={f € Map(X, R)|a,(f1,-1) = f1,, Vg€ G} =A(X).
Este fato sera utilizado no proximo lema.

Lema 2.2.6. Assuma que R é uma extensao 3-Galois de R®. Entdo para cada y €
X, a aplicagao ¢, : E, ®ps A(X) — H E, dada por ¢, (r @ps f) = (rf())zex,

zeEXy
re E,, feAX), éun isomorfismo de R-dlgebras.

Demonstracao: Pelo Teorema 1.2.3, se R é uma extensao 3-Galois de R,
entdo a aplicacio p @ R ®@ps Map(X, R)® — Map(X, R) dada por p(r ® f) =
rf é um isomorfismo de R-dlgebras. Como foi observado acima, Map(X, R)¢ =
A(X), logo p é um isomorfismo de R ®ps A(X) em Map(X, R). Note que pu :
R ®ps A(X) — Map(X, R) induz um isomorfismo p, : 1,.(R ®gs A(X)) —
1,.Map(X, R) de R-algebras.

Porém, observe que 1,.Map(X,R) = {f € Map(X,R)| f(X.) = 0, para todo
z € X — X,} e esta algebra é naturalmente isomorfa a M, = {f : X, — E,| f ¢
aplicacao} via
ey ¢ 1, Map(X,R) — M,

f — flx,

De fato, ¢ imediato verificar que ¢, ¢ um homomorfismo de R-algebras, assim como
também é direto ver que sua inversa é dada por
e,' + M, — 1, Map(X,R)

f — f onde f(X,)=f e f(X,)=0, VzeX-X,
Desta maneira, temos que E, ®@ps A(X) = 1,.(R ®pgs A(X)) >~ M, via g, o p,,.

Mas M, ~ H E, como R-algebras via a aplicagao 1 definida no Lema 2.2.5, onde

Xy
n(f) = (f())zex,. Portanto a aplicacao ¢, = noeyopu, : B, @ps A(X) — H E,
Xy
é um isomorfismo de R-dlgebras. [

Definicao 2.2.7. Sejam Y e W dois G-conjuntos via as acoes € = {e, : Yy-1 —

Yoboea € 0 = {Vy : Wymr — Wyteeq, respectivamente. Dizemos que a aplicacao
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p:Y — W é um isomorfismo de G-conjuntos se satisfaz as sequintes afirmacoes:
(i) p € uma bije¢ao;
(11) p(Yy) = W, para todo g € G;

(tii) p(eg(y)) = V4(p(y)), para todo y € Yy-1 e para todo g € G.

2.3 Correspondéncia de (Galois-Grothendieck

Para o que segue nesta secao, é pertinente neste instante elucidar um novo exemplo

de G-conjunto.

Exemplo 2.3.1. Com as mesmas notacoes anteriores, para cada g € G, considere
o subconjunto Vy(X) = {p. : A(X) — E,;| v € X, e p.(f) = f(2),Vf € A(X)} =
Vig)(X) de Algr (A(X), Ey). Entio V(X) = U Ve(X) € um G-conjunto.

e€Go
De fato, tome o = {og : Vg-1(X) — Vo(X)}geq, onde o4(p:)(f) = By(f()),
para todo x € X, 1. Observe que [ € A(X), logo o4(p.)(f) = Be(f(z)) =
f(vg(x)) = pyy@)(f), portanto o4(p.) € V4(X), mostrando que a agdo estd bem

definida. Além disso, note que

0q 0 0g=1(px)(f) = 0g(py, 1)) () = By(f (g1 (2))) = [(2) = pu(f),

pois f € A(X). Assim, 040041 = Idy,(x) e, similarmente, 04100, = ]dvg_l(x)-
Logo o, é uma bijecao, e é imediato verificar que satisfaz as condigoes (i) e (ii) da

Definicao 2.2.1.

Lema 2.3.2. Suponha que R é uma extensio 3-Galois de R® e tome V(X) como
definido no Exemplo 2.5.1. Entdo:

(1) Para cada g € G, os elementos de Vy(X) sao dois a dois fortemente distintos.
(ii) A aplicagio w : X — V(X) dada por w(x) = p, € um isomorfismo de G-

conjuntos.
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Demonstragao: (i) Como R é uma extensao 3-Galois de R”, para cada y € X

a aplicacdo ¢, : B, @k A(X) — H E, dada por ¢(r @k f) = (7f(2))zex,
re B, fe AX), éum isomorﬁsm@eﬁye R-élgebras, pelo Lema 2.2.6. Note que
se y € X, entao existe g € G tal que y € X, portanto temos que E, = E; e
X, = Xg.mLogo para cada z € X, existem r;; € fn?g e fir € AX), 1 <i<my,

tais que (Z Timfim(y))yEXg = (5acy]-y)y6Xg) ou Sejaa Zrmfm(y) = 6a:y1y7 para todo
i=1 i=1

y € Xy. Porém, fi(y) = py(fiz), assim temos que anpy(fiz) = 0gyly, para todo
i=1
py € Vy(X). Entao, pela Proposicdo 2.1.3, para cada g € G, os elementos de V,(X)
sao dois a dois fortemente distintos.
(1) J& provamos no Lema 2.2.5 que se a aplicacdo ¢, : B, ®x A(X) — H E,

z€Xy
dada por ¢,(r ®x f) = (rf(2))zex, ¢ isomorfismo, entao a aplicacao w, : X, —

V,(X) dada por wy(x) = p, é uma bijecao, para todo g € G. Por conseguinte, a
aplicagao w : X = U X, — V(X) = U Ve(X) definida por w(z) = wy(x) se
eeGo e€Go

x € X, ¢ uma bijecao. Resta provar que esta bijecao preserva a acao. Com efeito,

para v € X -1, temos

w(g(2))(f) = Pry(@) () = f((x)) = Bo(f () = 04(p=)(f) = og(w(x))(f),
o que conclui a demonstracao. [

Lema 2.3.3. Suponha que R é uma extensio [3-Galois de R® e seja B uma K-
dalgebra. Suponha que para cada g € G, existe um isomorfismo de R-dlgebras o, :
E,®x B— (E,)", n>1. Entdo:

(1) Para cada g € G, existem @g,..., 00 € Algk(B, E,) tais que ¢4(r @k b) =
(regi(b))iy, para todor € E, e b € B.

(11) Para cada g € G, os elementos de Vy(B) = {pg| 1 < i < n} sdo dois a dois
fortemente distintos.

(i1i) Vy(B) = Algk (B, E,) sempre que os elementos de Algk(B, E;) forem dois a
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dois fortemente distintos.

Demonstracao: (i) Para cada g € G, denote por 7, : B — E,®k B a imersao
canonica (b — 1, @k b) e m, 1 (E,)" — E, a i-ésima projegao canonica. Seja

Pgi 1= TgiPgNg - B — E,. Desta maneira, para r € £, e b € B, temos
(rgi(b))izy = (rmgipgng(b))iey = (rmgi(py(ly ®k b)))iy = (mgi(we(r @k b))y
= g(r @K b).

(i7) Como ¢, ¢ isomorfismo, entdo para cada 1 < i < n, existem r; € E, e
Mg my

bu € B, 1 <1< my, tais que ,(>_ra @i ba) = (Y ruspy; (ba) )iy = (8514))—y, ou

I=1 =1
seja, Xl:rimgj(bil) = 0,14 para todo 1 < j < n. Por conseguinte, pela Proposigao
2.1.3,l3s1 elementos de V,(B) sao dois a dois fortemente distintos.

(73) Vamos supor que os elementos de Algk (B, E,) sao dois a dois fortemente
distintos. Entao, pelo Corolario 2.1.4, #Algk (B, E,) < rankg, B, para todo ideal
primo p de K. Agora note que, pelo item (i), os elementos de V,(B) sao dois a dois
fortemente distintos, logo pela Proposigao 2.1.3 V,(B) é linearmente independente
sobre B, em Homg (B, E,). Desta maneira, #(V,(B)), = #V,4(B) = n = rankg B.

Observe que esta tltima igualdade é valida porque

rankg B = rankp,Ey @k B = rankg,(E,)" =n = #V,(B).

Mais ainda, B, é um K,-moédulo livre e ranky,B, = rankxB = n. Desta

maneira, temos
#Algr (B, Ey) < rankg, B, =n = #Vy(B) < #Algk(B, E).

Como V,(B) C Algk(B, E,), concluimos que Vy(B) = Algk(B, E,), para todo
g€ (G, [ |
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Lema 2.3.4. Suponha que R é uma extensio [3-Galois de R® e considere B uma
K-dlgebra. Suponha que para cada g € G, existe um isomorfismo de R-dlgebras
g By @k B — (E,)", e tome V(B) = U V.(B), onde, para cada g € G, Vy(B)
¢ o conjunto definido no Lema 2.5.3. EntegoGoas sequintes afirmacoes sao equivalen-
tes:

(1) V(B) € um G-conjunto via & = {&; : Vy-1(B) — Vy(B)}geq, onde {g(@y-1;)(b) =
By(pg-1i(b)).

(i1) Para todo g,h € G com r(g) = r(h), dados p,~1; € Vy-1(B) e pp-1; € Vj-1(B),

tem-se que Eg(pg-1;) € En(pn-15) sdo fortemente distintos.

Demonstracao: (i) = (i1) Se V(B) é um G-conjunto via § = {§, : V,-1(B) —
Vy(B)}geq, entao Eg(pg-1;) € Vy(B). Pelo Lema 2.3.3, os elementos de V,(B) sao

dois a dois fortemente distintos, logo segue (7).

(77) = (i) Como foi citado na implicagao anterior, para cada g € G, os elementos
de V,-1(B) sao dois a dois fortemente distintos, logo pela Proposicao 2.1.3, para

cada 1 < k < n existem elementos 7y, € Ey-1 e by, € B, 1 < i < my1, tais

m__
gl

que Z Tikpg—1;(bi) = 0jply-1, para 1 < j < n. Aplicando f, em ambos os

i=1
m,—1
lados da igualdade, tem-se que Z Bg(Tir) Bg(pg-1(bir)) = djxly, para 1 < j < n,
- i=1
ou seja, Z By(rir) Eg(wg-1;)(bix) = 0jkly, para 1 < j < n. Pela Proposicao
i=1

2.1.3, os elementos de &,(V,-1(B)) sao dois a dois fortemente distintos. Observe

que &(Vy-1(B)) = &(Vag)(B)) = &(|J Ve(B)1y1) = &(V(B)1)-1), onde 17, -
B — E,-1 é dado por 1) _,(b) = 19_:6(;0

Considere Y/(B) = [ &,( U V(B 1) = | &(V,-1(B)). Defina Y,(B) =
geG ecGo geG

Yyg)(B) = {& (Vih-1(B))| r(h) = r(g)}. Como os elementos de &,;(V,-1(B)) sao dois

a dois fortemente distintos, temos que, utilizando a hipdtese, os elementos de Y (B)
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sao dois a dois fortemente distintos para cada g € G. Entretanto, note que
Vi(B) = &(V§(B)) S Y(B),

para todo f € Gy, logo V(B) = U Ve(B) CY(B), o que acarreta Vy(B) C Y,(B),
e€Go
para todo g € G. Pelo Corolario 2.1.4, #Y,(B) < rankg, B, para todo ideal primo

p de K, e pelo Lema 2.1.5, rankx B = n. Assim,
#Yy(B) < rankg,B, = n = #V,(B) < #Y,(B).

Deste jeito, & (Vy-1(B)) C Yy(B) = Vy(B) para todo g € G. Porém, note que
#V4(B) = n = #£,(V,-1(B)), logo & (V,-1(B)) = Vy4(B), concluindo que &, é uma
bijegao. Nao é dificil ver que ¢ satisfaz as condigoes (i) e (ii) da Definigao 2.2.1,
portanto temos que V(B) é um G-conjunto. [ |
Definicao 2.3.5. Seja S = ETLBEJ» uma K -dlgebra, onde E; = S1; e {1,;}1<j<n s@o
idempotentes centrais em S gl;l's a dois ortogonais, para algum n > 1. Dizemos que
uma K-algebra T' é S-decomponivel se:

(i) Para cada 1 < j < n, existe um isomorfismo de K-dlgebras ¢; : E; @x T —
(E;)™, para arfgum m>1;

(i) V(T) = U Vi(T) € um G-congunto, onde V;(T') é como definido no Lema 2.3.3.

j=1

Note que E; @ T ~ (E;)™ implica que R®@x T = (@ Ej))oxT = @(E] QK
j=1 j=1

n

T) =~ PE)" = (@ E;)™ = R™.

j=1
Lema 2.3.6. Suponha que R ¢ uma extensdo B-Galois de R® e considere B uma
K-dlgebra. Suponha que para cada g € G, existe um isomorfismo de R-dlgebras ¢, :

E, @k B — (E,)", n>1, e que V(B) = U Ve(B), onde Vy(B), g € G, € como
eeGo

definido no Lema 2.3.3, é um G-conjunto, via § = {&; : Vy-1(B) — Vy(B)}geq-
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Entao a aplicagao v : B — A(V(B)) dada por v(b)(yg) = ¢g4(b), para b € B,

g € V(B), € um isomorfismo de K-dlgebras.

Demonstracao: A aplicagao v : B — A(V(B)) dada por v(b)(¢gi) = ¢gi(b),
para b € B, ¢, € V(B), claramente ¢ um homomorfismo de K-algebras. Vejamos
que estd bem definida. De fato, dados a,b € B, se a = b, entéo ¢y (a) = ¢,4i(b) para
todo g € G e para todo 1 < ¢ < n, portanto v(a) = v(b). Mais ainda, para g € G,
be Beg,ecV(B),

ag(V(0)1 1 )(pgi) = Byov(b)ly -1 0&-1(pg) = By(v(b)(§g—1(gi))1g-1)
= By(&1(0gi) (0)1g-1) = By(Bg=1(0gi(b)14)14-1)
= Br(g)(pgi(0)1r(g)) = ©gi(b)Lr(g)
= ©gi(b)1g = v(b)(pgi) 1y = v(b)15(gi),

mostrando que v(b) € A(V(B)). Resta verificar a bijecao.

Dados a,b € B, se a # b, entao ¢,(1®xa) # p,(1®0kb), ja que, para cada g € G,
¢y ¢ um isomorfismo. Deste modo, existe ¢ € {1,...,n} tal que v(a)(py) = @4i(a) #

©qi(b) = v(b)(pyi), concluindo que v(a) # v(b), o que prova que v ¢é injetiva.

Pelo Lema 2.1.5, rankx B = #V,(B) e pelo Lema 2.2.5, rankgA(V(B)) =
#V,(B). Ou seja, v(B) e A(V(B)) tem o mesmo posto sobre K, pois v(B) ~ B.
Além disso, novamente pelos Lemas 2.1.5 e 2.2.5, temos que tanto B (consequen-
temente, v(B)) quanto A(V(B)) sao K-algebras fielmente projetivas e separaveis.

Logo, pelo Lema 2.1.1, v(b) = A(V(B)), mostrando que v é sobrejetora. |

Teorema 2.3.7. Correspondéncia de Galois-Grothendieck. Suponha que R
¢ uma extensdo -Galois de R®. Entdo existe uma correspondéncia biunivoca entre

0s G-conjuntos finitos e as R°-dlgebras que sdo R-decomponiveis.

Demonstracao: Pelo Lema 2.2.6, dado um G-conjunto finito X, ¢, : E; @k

AX) — H E, definida por o (r ®x f) = (rf(2))zex,, 9 € G,7 € R, f € A(X),

re€Xy
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¢ um isomorfismo de R-algebras.

Afirmacao: V (A(X)) = V,(X), para todo g € G.

Com efeito, V,(X) = {ps : A(X) — E,| z € X, e p,(f) = f(z),Vf € A(X)} e
se B =A(X), Vy(B) = {¢gil ¢4 = mgipgny}, onde n, : B — E,®k B é a aplicacao

. . " . -
canonica e my; : (E,)" — E, é a i-ésima projecao em E,. Logo

@gi(f)) = Tgpgng(f) = mgi(py(ly @k f))
- ﬂ-gi((f(x>)l'€Xg) = f(xz) = pil'z(f)
Por conseguinte, V,(A(X)) = V,(X) para todo g € G, isto é, V(A(X)) = V(X).

Considere a aplicacao 6 dos G-conjuntos finitos nas K-algebras R-decomponiveis
definida por 6(X) = A(X) e a aplicacao 0’ das K-dlgebras R-decomponiveis nos
G-conjuntos finitos dada por ¢'(B) = V(B). Pelo Lema 2.3.2, X ~ V(X)) como G-
conjuntos, e pela afirmacao anterior, V(X) = V(A(X)). Assim, X ~ V(A(X)) =
¢'(0(X)). Por outro lado, pelo Lema 2.3.6, B ~ A(V(B)) como K-algebras, logo

B~ A(V(B)) =6(¢'(B)), o que mostra que § é uma bije¢ao, como queriamos. W

2.4 Uma nova visao para o Teorema Fundamental

Seja H um subgrupdide amplo de G. Vimos no Exemplo 2.2.3 que, tomando a
relacao de equivaléncia =g definida no Lema 1.1.24, o conjunto das classes laterais

% ={gH |g € G} é um G-conjunto.

Considere {g;}?_, um sistema de representantes das classes de equivaléncia dessa

relagao. Desta maneira, Ey, g = Fy(4) = E,,. (Lembre-se que se X = U Xe € um

e€Go
G-conjunto e se x € Xy, entdo £, = E, ) = Ey.)

Lema 2.4.1. A(£) ~ RP% como K-dlgebras.

Demonstragao: Ja observamos anteriormente que M ap(%, R) é uma K-élgebra

via as operagoes pontuais e portanto A(%) C Map(%, R) é uma K-algebra.
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Considere a aplicacao
0 : AL) — RPH
f — Z f(eH).

e€Go

Afirmacgao 1: # estd bem definida.

Para h € H,

Bu(D fleH) L) = Y Bu(f(eH)1p1) = Bu(f(d(h)H) 1)

eeGo e€Go

= Br(Bu-1 (f (hd(h)H)15)15-1) = Brgny (f (RH) 1) = f(RH )1,
= f(r(h)H)1), = Z fleH)1y,.
ecGo

Note que 7(h) =g h, pois h~'r(h) = h='d(h™') =h~' € H.
Agora tome
0 : RPr — A(%)
r +—— O.,onde 0.(gH) = Py(rls—1).
Afirmacao 2: ¢/ estd bem definida.
Suponha g1H = g2 H. Dado gihy € g1 H, existe ho € H tal que g1hy = g2ho.
Note que d(hi) = d(gih1) = d(g2h2) = d(hs), portanto g, = gohoh;'. Desta

maneira,
Ba (rlgfl) = 5ggh2h;1(7"1h1hglg;1) = By, (Bhghfl(rlhlhgl)lggl) = ﬁgz(rlg,;l)’
ja que r € R e hoh' € H .
Afirmacgao 3: ¢ estd bem definida.
Para h € G com r(h) = r(g), temos

hx0.(gH) = Bu(0.1,-1(yn-1(9H))) = Bu(0;.(h ™ gH) 1)
= Br(Br-1g(rlg-1p)1n-1) = Bu(Br-1(By(rlg-1)1n)1p-1)
= Beny(Bg(rlg—)1pn)) = By(rlg—1)1ram)
= By(rlg—) = 0.(gH).
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Claramente, 6 e ¢’ sao homomorfismos de K-algebras. Ainda:

bod(r)=0(6,) = 6, (cH) =Y f(rl) = rl.=r

ecGo ecGy e€Go
0o 6(f)(gH) = /(> f(eH))(gH) = By( ) fleH)1,-
e€Go e€Go
= 5g(f(d(g)H)lg‘l) = Bg<5g‘1(f(gd(g>H)lg)lg‘1)
= Brig)(f(9d(9)H) 1) = f(gH)1g = f(9H),
o que conclui que £ ~ R [ |

Lema 2.4.2. Para gH € %, tome o homomorfismo de K-dlgebras pyu de A(%)
em E,g) definido por pyu(f) = f(gH), para todo f € A(%) Se o0s elementos

de Vo = {pir| r(1) = r(g)} sio dois a dois fortemente distintos, entao R°" é

B-forte.

Demonstracao: Pelo Lema 2.4.1, A(%) ~ RPH via a aplicacao 6. Considere
Qg = PgH © g~ . RPH — E,. Como os elementos de Vyy sao dois a dois
fortemente distintos, nao é dificil ver que os elementos de ‘791{ ={wm| r(l)=r(g)}

também sao dois a dois fortemente distintos.

Seja T = RPH e sejam g,h € G com r(g9) = r(h) e go'h ¢ Hy = {g €
G| By(tly1) = tl, Vi € T}. Dado e € E; = E,), existe r € RPH tal que
ey (r) # epnu(r). Assim,

eBy(rlyg-1) = e~ (r)(gH) = epgu(071(r)) = edgu(r) # ednu(r) = eppu(0~'(r)) =
0~ (r)(gH) = efp(rlp-1).

Logo RPH ¢ B-forte. [ |

Lema 2.4.3. Suponha que R é uma extensdo B-Galois de R® e que T € uma

subdlgebra de R que é R°-separdvel e B-forte. Entdio existem elementos z;,y; € T,
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m
1 < i < m, tais que inﬁg(yilg—l) = 0 se Bylr1,_, # Belri., para e € Go, e

i=1
m
szﬂg(yilgfl) =1, se Bg|T1f1 = Belr1,, para e € Gy. Em particular, T é finita-
i=1

mente gerado e projetivo como R®-mddulo.

Demonstracao: Como T é R°-separavel, seja e = Zm, Qps Y €T @psT o

i=1
idempotente de separabilidade e seja p: R ®ps R a aplicacao multiplicagao.
Para g € G, defina

0 : RQps R — R ®ps E,

TQ@psY +—— T ®ps Pglyly-1).

Para cada g € G, tome e, = p(b,(e)) = inﬁg(yilgfl) € E,. Note que
i=1

e = e = 0,(e) = Oy(e.c) = 0,(e)0,(e) = u(0y(€)) = 1(0,()04(e)) = p(0y(€)) (6, (e)),
logo e, ¢ um idempotente de E,.

Mais ainda, como T' é um T' ® gz T-mddulo via
(x @ps y).t =axty, para x,y,te€T,

temos que p é T @ps T-linear e 6, é T @ps RP-linear. De fato,
1((z ®ps y).(a @ps b)) = p(za ®ps yb) = p(xa @gs by) = xaby = (x @gs y).ab
= (v ®ps y)-u(a @gs b),
para x,y,a,b €T e
Os((x @ps y)(a ®ps b)) = Og(xa ®ps yb) = za @rs By(ybly-1) = xa @ps YL,y (ybly-1)
= (2 ®ps y)0(a @ps b),
para z,a,b €T ey € RP.

Entao, para qualquer t € T,
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te, = t(8,(€)) = (t ©ps 1).a(6,(€)) = 1(6,((t Ds 1)e)) = (8, (1 s t)e)) =
H(0,((1 @ s 0)1a(6,(0)) = By(t1,-1)ey.

Como T é f-forte, se g ¢ Gy, entdo e, = 0, ou seja, inﬁg(y,;lgfl) =0.
i=1
Para a segunda parte deste lema, defina

t — tra(yit).

Pela Observagao 1.2.8, as aplicagoes {f;}1, estdo bem definidas e sdo claramente

homomorfismos de R?-médulos. Desta maneira,

n

D filt)r= 30D oty )ai = 3 8yefy(tl) = D Lt =1,

=1 geG gelG e€Go

Por [20], Theorem I1.12, T é finitamente gerado e projetivo. [ |

Lema 2.4.4. Suponha que R é uma extensio 3-Galois de R? e seja T uma RP-
subdlgebra de R. Entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(i) T é RP-separdvel e B-forte.

(ii) T = RPrr

Demonstragao: (i) = (ii) Assuma que 7' é uma R°-subalgebra separdvel de R
que é p-forte. Tome Hr = {g € G| B4(tl,-1) = t1,,Vt € T'}. Pelo Lema 2.4.3, T
é finitamente gerado e projetivo como R?-médulo. Como T C RPHr T, C (R/BHT),J,
logo temos que rankgs), T, < mnk(RB)p(RﬂHT)p, para todo ideal primo p de R”.

Afirmacgao: rankgs),T, = rank sy, (R%r),.

Considere a relagao de equivaléncia =g, em G dada por a =g, b < b la e

b~la € Hr. Seja {g;}, um sistema de representantes das classes. Defina

9i

t —> ,Bgi(tlg;1).
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Note que os f;’s sdo claramente homomorfismos de R°-dlgebras e os elementos de
Vg, = {fil 14, = 14} s@o dois a dois fortemente distintos, jd que 7' é S-forte. Logo

pelo Coroldrio 2.1.4, #V,, < rankgs),T,, para todo ideal primo p de RP.

Pelo Lema 2.2.6, temos que, para cada g; € G, 1 < i < n, E, Qps RPHr ~
H E,, logo (Ey,)y ®(rsy, R ~ H (Ey)p- Note que neste caso (}%)gi =

xe(%)gi xe(HiT)gi

{lHr| r(l) = r(g:;)}, como foi mostrado no Exemplo 2.2.3. Isto nos leva a concluir
que #Vy, = #(7% ).

Temos entao

rank(gs),(R7r )y = rankg, ), ((Eg)p @ ro), (R71),) = rank,), [[ (E.)y =

xe(HiT)gi
#(HQT)QZ = #ng < rank(Rﬂ)pTP'

Logo rank gy, T, = rankgs), (Rr),.
Por conseguinte, pelo Lema 2.1.1, T = RPHr .

(ii) = (i) Pelo Lema 2.2.6, T = R°ir ~ A(h%) é R-decomponivel, logo decorre
do Lema 2.1.5 que T" é separavel. Além disso, pelo Lema 2.3.2 os elementos de V;, =
{pnrr + A() — Byl hHr € (55)g € prur(f) = f(RHr), Y € AGGE)} = {pnir|
r(h) =71(g9) € pru.(f) = f(hHr),Vf € A(HQT)} sao dois a dois fortemente distintos.

Desta forma, pelo Lema 2.4.2, R%#r é B-forte. |

Estamos aptos a dar uma nova demonstragao para o Teorema Fundamental da
Teoria de Galois. Note que cada subgrupdide H de G é um G-conjunto, e quando
T é uma extensdao fortemente separdvel e S-forte de R”, segue pelos Lemas 2.4.4
e 2.2.6 que T é R-decomponivel, portanto podemos visualizar o Teorema de Cor-

respondéncia como um caso particular da Correspondéncia de Galois-Grothendieck.
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Teorema 2.4.5. Teorema de Correspondéncia de Galois. Suponha que R
¢ uma extensdo (B-Galois de R®. Entdo a correspondéncia H — RPH ¢ biunivoca
entre o conjunto dos subgrupdides amplos de G e as R°-subdlgebras de R que sdo

separdveis e B-fortes.

Demonstragao: Sejam Subg(G) o conjunto dos subgrupdides amplos H de
G, Quoc(G) a familia dos conjuntos quocientes % de G e sGf(R) o conjunto das
subalgebras de R que sao separaveis e S-fortes. Seja H um subgrupoéide amplo de G.
Considere a aplicacdo 6; de Subg(G) em Quoc(G) dada por 6, (H) = &, e defina 6,
de Quoc(G) em sGf(R) por 62(£) = A(£). Observe que 6; é, claramente, bijetiva.
Tome 0 := 05 0 01 : Subg(G) — sG f(R). Queremos mostrar que 6 é uma bijecao.

Para isto, resta provar que 65 é uma bijecao.

Porém, sabemos que, dado T € sGf(R), T = RPir, pelo Lema 2.4.4. Além
disso, RPHr ~ A(b%)’ pelo Lema 2.4.1, logo a aplicacao 6, é bijetiva, como pode

ser observado no seguinte diagrama:

Subg(G) Quoc(G) sGf(R)

Note que sG f(R) coincide com o conjunto das R°-algebras do tipo A(%), o que
mostra que a correspondéncia de Galois é, de fato, uma bije¢ao entre Subg(G) e o

conjunto das R°-algebras R-decomponiveis do tipo A(%).
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Capitulo 3

Teorema Fundamental no Caso

Nao-Comutativo

Nos capitulos anteriores estava-se assumindo a comutatividade do anel R. Toda-
via, neste ultimo capitulo, esta hipotese sera omitida, e no que sucede, dado um
grupdide finito G agindo sobre R via 3, estaremos interessados em analisar sob que
condicoes a aplicacao de Galois 6 : H — R°H ¢ injetiva, mas ndo necessariamente
sobrejetiva, do conjunto dos subgrupoéides amplos H de G no conjunto das subex-
tensoes separaveis entre R® e R. Neste tépico, seguiremos baseados no trabalho de
G. Szeto e L. Xue ([24]), onde foram publicados resultados em que a aplica¢ao de

Galois é injetiva para o caso de agao de grupos.

Ainda no contexto nao necessariamente comutativo, mostraremos uma caracte-
rizacio de 4lgebras (-Galois centrais (tais que R°# ¢é uma subalgebra separavel
de R para cada subgrupéide H de G) que satisfazem o Teorema Fundamental,
seguindo outro trabalho de G. Szeto e L. Xue ([23]). Por “satisfazer o Teorema
Fundamental” entenderemos que “a aplicacdo de Galois § : H — R°# é bijetiva do

conjunto dos subgrupdides amplos H de G no conjunto das subextensoes separaveis
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entre R? e R”.

3.1 Pré-requisitos

Considere R um anel, S um subanel de R com o mesmo elemento identidade e

B ={E,}seq, {By}gec) uma acdo de um grupdide finito G sobre R.

Para o caso nao-comutativo, a definicao de extensao [-Galois é a mesma De-
finigdo 1.2.1, extraida de [4]. J4 o teorema que fornece equivaléncias da defini¢ao

de extensao [-Galois fica enunciado da seguinte maneira:

Teorema 3.1.1. [[4], Theorem 5.3] As sequintes condi¢des sao equivalentes:
(i) R é uma extensdo (3-galois de RP.
(i) R é um RP-mdédulo a direita projetivo finitamente gerado e a aplicac¢do j :

Rx3G — End(R)gs dada porj(z agug)(x) = Z agfg(xl,-1) € um isomorfismo
geG geG
de anéis e de R-maodulos a esquerda.

(iii) R é um RP-mddulo a direita projetivo finitamente gerado e para todo Rxs G -
mdédulo a esquerda M, a aplicacdo pu: R ®@ps MY — M dada por u(z @ m) = xm
é um 1somorfismo de R-modulos a esquerda.

(iv) A aplicacdo ¢ : RQ@ps R — H E, dada por ¢(z ®y) = (xf4(yly-1))gec € um

geG
1somorfismo de R-modulos a esquerda.

(v) RtR = R+3 G, onde t = Z Lyuy,.
geCG
(vi) A aplicagao 7' : R ®ps R — R*3 G dada por 7' (z ® y) = Zxﬁg(ylg_1)5g é
geG
sobrejetiva.

(vii) R é um gerador para a categoria dos R xz G-mddulos a esquerda.

Observacao 3.1.2. Observe que uma estensio B-Galois de R® é uma estensdo

RP-separdvel, conforme foi mostrado em [15].
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No que segue, precisaremos das seguintes defini¢oes.

Definigao 3.1.3. R ¢ dito uma dlgebra de Galois (ou 3-Galois) sobre R® se R é
uma extensdo (3-Galois de R® tal que R estd contido no centro C(R) de R. Mais
ainda, R € dito uma dlgebra de Galois (ou -Galois) central se R € uma extensao

B-Galois do seu centro C(R) (o que implica C(R) = RP).

Definicao 3.1.4. R € dito uma extensao Hirata-separavel de S se RRgR é isomorfo

a um somando direto de uma soma finita de R como R-bimddulos.

Definicao 3.1.5. R ¢ dito uma extensdo de Galois Hirata-separdvel de R® se é R

¢ uma extensdao Hirata-separdvel e uma extensao [3-Galois de R°.

Definigao 3.1.6. Dizemos que R é uma dlgebra de Azumaya se € uma extensao

separdvel do seu centro.

Observagao 3.1.7. Note que, pelo que foi definido acima, toda dlgebra de Galois
central é uma dlgebra de Azumaya. Mais ainda, por [22], uma dlgebra de Azumaya é
uma extensao Hirata-separdvel. Logo, toda dlgebra de Galois central é uma extensao

Hirata-separdvel.

3.2 Extensoes de Galois com Aplicacao de (Galois

Injetiva

Para o que segue neste capitulo, considere que:

- K é um anel comutativo;

- R é uma K-algebra;

- G é um grupdide finito;

- B = ({E,} gec, {By}gec) é uma acdo de G sobre R;
-R= @ E., onde cada F, é uma &algebra unitaria;

ecGo
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- R é uma extensao 3-Galois de R?;

- C(R) é o centro de R;

-Jy = {r € E; | rBy(xl,~1) = ar, para todo x € R}, g € G (observe que,
claramente, .J;, é C'(R)-mddulo);

- Para S, Sy subanéis de R, Vs, (S1) = {r € Sy | rs = sr, para todo s € Si} é o

comutador de S; em S,.

Seja Sg ={ge G| J, #{0}} eTe={9€ G| J,={0}}. Entdo G = Sz U T¢.
Para um subgrupdide H de G, definimos duas aplicagoes:
(1) o: H—{Jy|he€ H}, onde o(h) = Jp; e
(2) v : {H C G | H é subgrupdide de G} — {M | M é C(R)-médulo}, onde

YH) =P I

heH

Veremos agora algumas propriedades de o e v que fornecem condigoes suficientes
para que a aplicacio de Galois § : H — RPH seja injetiva. Comecaremos com um

importante lema:

Lema 3.2.1. Vi(R%) = P J,.

geG
Demonstracao: Como R é uma extensdo [-Galois de R?, sabemos pelo Te-
orema 3.1.1 que a aplicacdo j : Rx3 G — End(R)gs dada por j(z ag0g)(x) =
geG
Z agfy(x1,~1) é um isomorfismo de anéis. Seja A = R*5G.

geG

Afirmagao 1: Va(R) ~ Vpuar),, (Fi) via j, onde By = {N € End(R)ps |A\ € Re
Ai(r) = Ar para todo r € R}.
Primeiro, observe que a aplicacao 1) : R — R*3 G dada por ¢ (r) = Z rlede €

ecGo
injetiva, logo podemos identificar R com sua imagem em Rx3G. Assim, dado z € R,

temos que j(r)(z) = j(z r1.0e) () = Z rBe(zle) = 12 Z le = rz = r(x),
eeGo eeGo eeGo
para todo r € R. Logo j(R) = R,. Identificando R*s G com sua imagem isomoérfica

End(R)gs, temos que a afirmagao é vélida.
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Afirmagao 2: Vinar),, (fh) = Endp(R)ps

(C) Seja f € VEnd(R)Rﬁ(Rl) ={f € End(R)gs| foXN = No f,V\ € R} Isto
implica que f(r) = f(rlg) = for(lg) = rio f(1g) = rf(1g), para todo r € R,
mostrando que f € Endg(R)gs.

(D) Sejam f € Endgr(R)gs € © € R. Logo,

(for)(x) = f(re) =rf(x) = (rio f)(x),

para todo r € R.
Afirmagao 3: Endgr(R)gs = (Vr(R?)),.
(C) Sejam f € Endr(R)ps e © € R. Entao:

f(x) = f(xlg) = 2 f(1R).

Agora observe que f(1) € Vgx(R?), pois f(1)r = f(r) = rf(1), para todo r € R?,
utilizando nas igualdades que f é R°-linear & direita e R-linear & esquerda.

(D) Seja f € (Vgr(R?)),. Isto implica que existe a € Vz(R?) tal que f(y) = ya,
para todo y € R. Mais ainda, a € Vz(R?) implica que ax = za para todo z € R’.

Sejam entdo r € R e x € R®. Assim,

flryz) = ryza = ryax = r f(y)z.

Desta maneira, f € Endr(R)gs.

Por outro lado,

Afirmacao 4: Vy(R) = @ Jg0g.

geG
(C) Temos que J, = {r € Ey|rf,(x1,-1) = xzr,Vx € R}. Seja ngch € V4(R). Isto
geG
implica que (Z T404)T = x(z rq0,) para todo x € R, isto é, ngﬁg(xlg_l)ég =
geqG geqG geG

ergég. Mas esta soma é direta, logo ryf5y(z1,-1) = ar, para cada g € G, ou
geG
seja, ry € Jy para todo g € G.
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(D) Seja ngdg € @ Jg04. Logo ryfy(xl,-1) = xr, para todo g € G e para todo

geG geG
r € R. Assim, ngﬁg(xlg_l)ég = Zxrgég, ou seja, (Z'rgég):c = :U(Z 7404)
geG geG geG geG
para todo x € R, mostrando que Z ry0, € Va(R).
geG
Afirmagcao 5: @P J,6, ~ (€D J,), via j.
gelG geqG
Observe que j(z r404)(z) = ngﬁg(xlgfl), para todo r, € J,. Como r, € J,,
geG geG
isto implica que Z reBy(xly-1) = Z Try =1 Z re = (Z r¢)r(z), mostrando que
geG geG geG geG
](Z redg) = (Z Tg)r-
geG geG

Juntando as Afirmacoes 1, 2 e 3, temos que Vai(R) ~ (Vz(R")), via j e pe-
las Afirmagcoes 4 e 5 temos V4(R) ~ (@ Jy)r via j. Assim, Vp(RP) = @Jg,

geG geG
completando a demonstracao. [

Lema 3.2.2. Para qualquer subgrupdide H de G, ols, : h +— J, de Sy em {J, |

h € Sy} € injetiva.

Demonstracao: Seja J, = J, para g,h € Sy. Isto implica que £, N E} #
0, portanto 7(g) = r(h). Como J, = J, # {0}, existe 0 # r € E, = Ej, tal
que r € J, = Jp e ar = rfy(xl;—1) = rPy(xly-1) para todo x € R. Assim,

7(Bg(xlg-1) — Br(x1,-1)) = 0, para todo € R. Colocando 3, em evidéncia, tem-se
rBg(x1atg) — Bg-1n(x1p-14)) = 0, para todo x € R.

Note que 3g~*h, pois 7(g) = r(h). Observe também que como r € Jy, rfy(xl,-1) =

xr para todo x € R, logo
Bg(¥1atg) = Bg-1n(xln1g)) = (& = Bg-1n(lp-1g))r = 0. (%)
Como R é uma extensao (-Galois de R®, existem elementos z;,7; € R, 1 <

i < m, tais que Z 2iBy(yily—1) = bcg4le, para todo e € Gy e g € G. To-

1<i<m
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mando x como y; na equagao (), obtemos (y;lag) — Bg-1n(Yilp-14))r = 0. Assim,
m
i (Yi — By-1n(yilp-14))r = 0, para 1 < i < m, logo sz<y1 — By-1n(yilp-14))r = 0,

i=1
concluindo que

(D wwyr =Y wiByin(yiln-1g)r-
=1 =1

Desta forma,

ro= Lgr=0_2BiyWilig))r = O _ ziilig)r
=1 =1
= (Z xzyz)r = Z xiﬁg*1h<yi1h*19)r = 5e,gflh167ﬂ>
=1 =1

para todo e € Gy. Note que r # 0, portanto g~'h = r(g~*h) = r(g~') = d(g).
Entao temos g~'h = d(g), o que implica que gg~'h = gd(g), isto é, r(g)h = gd(g).
Utilizando que r(g) = r(h), conclui-se que h = r(h)h = r(g)h = gd(g) = g. Isto

prova que ols, ¢ injetiva. [ |

Para os proximos resultados, precisaremos da seguinte definicao.

Definicao 3.2.3. Seja H um subconjunto de G. Definimos o subgrupdide gerado
pelos elementos de H como sendo o menor subgrupoide de G que contém H. Usa-

remos a notagao < H > para tal subgrupoide.

Lema 3.2.4. Sejam H e L subgrupdides de G tais que Jy # {0} para cada h € H
e J; # {0} para cada | € L. Considere 0 : H — R°H a aplicagdo de Galois. Se
O0(H)=0(L), entao H = L.

Demonstragao: Como §(H) = 0(L), R°# = RPt. Seja < H, L > o subgrupéide
gerado pelos elementos em H e L.

Afirmacao: RFP<#L> = RPrn = RAL,

De fato, RA<#.L> C RPH é ébvio, pois H C< H, L >. Vejamos a outra inclusao.

Sejam r € RPH = RPt e hl €< H,L > tais que h € H,l € L e d(h) = r(l). Entao

Br(rli-1p-1) = Br(Bi(rli-1)1p-1) = Bu(rlily—) = rl,.
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Desta maneira, r € RA<#.L>

Portanto temos que R é uma extensao By ~-Galois de Rf<#L> = RPrn = RAL,

Entao, pelo Lema 3.2.1, @ Jg = @ Jp = @ Ji, j& que RP<u1> = RBH — RAL
geE<H,L> heH leL

implica que Vi(RP<mL>) = Vi(RPH) = Vi(RPL).

Por hipétese, J, # {0} para cada g € H U L, logo @ Jy = @ Jp, implica
gE<H,L> heH
que L C H, ja que sao somas diretas e, sendo assim, tém que possuir a mesma

quantidade de somandos diretos. Similarmente, H C L. Assim, H = L. [
Lema 3.2.5. Se R € uma extensao Hirata separdvel de R, entdo J,-1J, = Vg, (R)
para todo g € G. Mais ainda, para quaisquer g,h € G, J,J, = Jg, € cada J, € um
Vi, (R)-progerador de posto 1.

Demonstracao: Por [22], Definition 1, dizer que R é uma extensao Hirata
separdvel de R® é equivalente a dizer que, para cada g € G, a aplicacio

vt Vr(R?) Rc(r) ME — M

definida por v,(d ® m) = dm, d € Vg(R"),m € M, onde M ¢é um (R, R)-bimédulo
e M® ={m € M|xm = mz, Vx € R}, é um isomorfismo de C'(R)-médulos.

Observe que de R podemos obter um (R, R)-bimédulo R, de forma que R, = R

como R-moédulo a esquerda, mas como R-modulo a direita a acao é dada por:
.y = xfy(yly-1),
para z,y € R. Desta maneira, .J, = (R,)" e Vz(R®) = (R,)?’.
Temos entao, diretamente da definicao de extensao Hirata separavel, que a

aplicagao v, : Vr(R?) Qc(r) Jy — Vr(R?) definida por v,(d ® d,) = dd,, onde

d € Vg(RP) e d, € J,, 6 um isomorfismo de C(R)-médulos.

Pelo Lema 3.2.1, Vz(R’) = @ Jy, entdo Vi(R?)J, ~ Vr(RP)®cry Jy ~ Vr(RP)

geG

implica que Vg( Rﬁ @JhJ - @ Jgh = @ Jil, = @Jllh - ZJl

heG (9) r(l)=r( leG leG
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Vr(RP). Note que Jy,J, C Jy, para g,h € G tais que d(g) = r(h), pois para r, € Jj,

ery € Jy, temos

zrpry = raBp(@lp-1)rg = rargBy(Bn(xlp-1)1g-1) = 1p1gBen(xlp-14-1).
Concluimos entao que Jy,.J; = Jg,. Em particular, Jy1J, = Jy ) = Vg, (R).

Como Jy1J; = Vg, (R), cada elemento de J,-1 pode ser pensado como um
elemento de Homy, (Jg, Vi, (R)). Com efeito, podemos visualizar este fato na
seguinte afirmacao:

Afirmagao 1: Jy-1 = Homy, (r)(Jy, Ve, (R)) = Jj.

g

Este isomorfismo é dado pela aplicacao

@Y Jgfl — HomVEg(R)(ngvEg(R))
T o pp i Jy — Vg (R), onde ¢.(y) =yz,

e é facil verificar que sua inversa é dada por
—1 .
o Homyy (r)(Jy, Ve, (R)) — Jy
i=1

n

Seja 1 = Za:iyi com z; € Jg ey, € Jy-1. Entdo {z;,y;}1<i<n formam uma base
i=1

dual de J; sobre Vg (R), ja que v = Zwiyix para todo z € J,. Desta maneira, J,,

é um Vg, (R)-médulo projetivo finitamente gerado, ou seja, um Vg, (R)-progerador
(para mais detalhes, veja as equivaléncias de médulos projetivos finitamente gerados
em [20]).

Afirmacao 2: Vg, (R) ~ Endy, (r)(Jg)-

Neste caso, a aplicagao é definida por

w : VEQ<R) — EndVEg(R)(Jg)
x — Yyt Jy — J,, onde Y,(y) =y,
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e a inversa é dada por
Pt Endy, (»)(Jy) — Vg, (R)
f — Z f(xi)y:
i=1
Entao
Vi, (R) ~ EndVEg(R)(Jg> ~ Jg vy, (R) Jg = Jg v, (R) Jg-1-
Como Vg, (R) é Vg, (R)-médulo de posto 1, segue que J, ®vy, (R) Jg—1 tem posto 1, e

portanto J, tem posto 1, j& que mnkVEg(R)(Jg Vi, (R) Jg-1) = rank(Jy).rank(J,-1)

(veja mais detalhes em [20]), concluindo a demonstragao. |

O préximo teorema fornece uma condicao suficiente para que a aplicacao de

Galois seja injetiva.

Teorema 3.2.6. Se J, # 0 para cada g € G, entao a aplicagao de Galois 0, definida
do conjunto dos subgrupdides de G no conjunto das subextensoes de R sobre R®, é
mjetiva.

Demonstracao: Por hipétese, J, # 0 para cada g € G. Logo, pelo Lema 3.2.4,

0 é injetiva. [ |
Uma aplicacao deste teorema pode ser vista no seguinte corolario:

Corolario 3.2.7. Se R ¢ uma extensao [-Galois Hirata separdvel, ou uma dlgebra

de Galois central, entao 6 é injetiva.

Demonstragao: Para qualquer extensao ($-Galois Hirata separavel, temos pelo
Lema 3.2.5 que J,; é um Vg, (R)-mddulo projetivo de posto 1 para cada g € G.
Logo J, # {0} para cada g € G. Assim, 6 é injetiva pelo Teorema 3.2.6. Como
toda dlgebra de Galois central é uma extensao Hirata-separavel (veja a Observacao

3.1.7), segue que 6 é injetiva também nesse caso. [ |
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Com as notagoes anteriores, considere v : H — GB Jh.
heH

Lema 3.2.8. Seja H um subgrupdide amplo de G. Entao v(H) é uma subdlgebra
de R sobre C(R) e y(H) = Vg(RPsr), onde RPsr = {r € R | Bu(rl,-1) = rl, para
cada h € Sy}

Demonstracao: Como R é uma extensao S-Galois de R?, R é uma extensio

Br-Galois de R%H | e o raciocinio para mostrar tal afirmacdo é o mesmo mostrado

no Teorema 1.3.1, ressaltando que Gy = Hy, logo R = @ E., = EB E,.. Desta

e€Go e€Ho
maneira, Vp(RH) = @Jh, pelo Lema 3.2.1. Mas J, = {0} para cada h € Ty,
heH
logo v(H) = @ Jn = Vr(RPm).

heSy

Observando que C(R) C Vz(RP7), temos que y(H) é uma subalgebra de R
sobre C(R). Mais ainda, como Sy C H, R%* C RPsu. Desta maneira, Vz(R%H) C

Vr(RPH) = ~y(H).

Reciprocamente, queremos v(H) C Vz(RPsr). De fato, para cada r € Jj,, onde
h € Sy, rBu(xl,-1) = zr para todo z € R, em particular para todo z € R’su.
Disto segue que rz = zr para todo z € R’$u, concluindo que J;, C VR(RBSH) para
cada h € Sy. Portanto, @ Jn C Vg(RPsm). Como ~y(H) = @ Jp, segue que

heSy heSH

v(H) C Vr(RPs1). Logo y(H) = Vg(R®"). u
Teorema 3.2.9. Sequindo as notagoes do Lema 3.2.8, se a aplicagao v € injetiva do
conjunto dos subgrupdides amplos H de G no conjunto das C(R)-subdlgebras de R,
entao nao existem subgrupoides proprios entre Sy e H para qualquer subgrupoide

amplo H de G. Particularmente, ou Sy € um subgrupoide de G, ou H =< Sy >,

o subgrupoide gerado pelos elementos em Sy .

Demonstracao: Primeiro observe que se Gy C H, entao Gy C Sy, pois J, =
Ve (R) # 0, ja que 1. € Vg (R), para todo e € Gy. Agora suponha que exista

um subgrupéide préprio H' entre Sy e H. Entdo Sy € H' C H; portanto R°%# C
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RPr" C RPsu e por conseguinte, Viz(R%#) C Vi(RPu") C Vg(RPsH).

Pelo Lema 3.2.1, y(H) = Vz(R%") e pelo Lema 3.2.8, v(H) = Vz(R%u), logo
Y(H) = Vr(RPr). Tsto implica que Vz(RP#") = Vx(RPH), concluindo que v(H') =

v(H). Mas H' # H e ~y é injentiva por hipdtese, o que gera uma contradi¢ao. W

Definicao 3.2.10. Dizemos que R satisfaz a propriedade do duplo centralizador

para um subanel A de R se Vr(Vr(A)) = A.

O préximo teorema, encontrado em [9], mostra que toda C'(R)-dlgebra de Azu-
maya R satisfaz a propriedade do duplo centralizador para qualquer subalgebra

separdvel S sobre C'(R).

Teorema 3.2.11. [[9], Theorem 4.3] Considere S uma anel comutativo, R uma
S-dlgebra separdvel central e suponha que A € uma subdlgebra de R que contém S.
Entao Vr(A) € uma subdlgebra separdvel de R e VR(Vr(A)) = A. Se A € central,
entao Vg(A) também o €, e a aplica¢io de S-dlgebras A ® Vr(A) — R dada por

a®r > ar éum isomorfismo.

Teorema 3.2.12. Ainda com as mesmas notacoes do Lema 3.2.8, se R satisfaz a
propriedade do duplo centralizador para R°# para cada subgrupdide H de G, entao
v € injetiva se, e somente se, O € injetiva.

Demonstracao: Como y(H) = EB Jn = Ve(RPH) = Vg(0(H)) = (Vg 0 0)(H)
para cada subgrupdide H de G, terrilgg que v = Vi o 0, onde neste caso estamos
considerando Vi como sendo a aplicacao que leva cada subanel de R no seu comu-
tador.

(<) Assuma 6 injentiva e R satisfazendo a propriedade do duplo centralizador para
RPr. Suponha v(H) = (L), para H, L subgrupéides de G. Entdo (Vg o 0)(H) =
(VroO)(L), isto é, Vr(RAH) = Vr(RPr). Assim, Va(Vr(RH)) = Vi(Ve(R:)). Apli-

cando a propriedade do duplo centralizador, temos R°# = RPL ou seja, 0(H) =
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6(L). Como 6 ¢ injetiva, obtemos H = L.

(=) Se v é injetiva, entao Vi e 6 também sao. [

Finalizamos esta secao caracterizando quando dois subgrupéides H e L de G

sao tais que y(H) = ~v(L).

Teorema 3.2.13. Assuma que, para cada subgrupdide F' de G, R satisfaz a pro-
priedade do duplo centralizador para R°F. Entdo para quaisquer dois subgrupdides
H e L de G, as sequintes condi¢coes sao equivalentes:

(1) v(H) = ~(L);

(2) 0(H) = 0(L);

(3) J, =40} para cada g €< H,L > —(HNL).

Demonstracao: (1) = (2) Seja 7(H) = (L) para subgrupéides H, L de G.
Entéo Vp(R) = €P J, = = =P Ji = Va(R™). Logo Vi(Vr(R)) =

heH leL
Vr(Vr(RPr)). Como R satisfaz a propriedade do duplo centralizador para R°7 e

para R°C, concluimos que R = Rt ou seja, O(H) = 0(L).

(2) = (1) Como foi visto na demonstracao do Teorema 3.2.12, v = Vi o 0.

Desta maneira, y(H) = Vr(0(H)) = Vr(0(1)) = v(L).

(2) = (3) Por hipétese, §(H) = 0(L), isto é, R°" = RPL. Seja < H, L > o sub-
grupdide gerado pelos elementos em H e L. Entao, como foi visto na demonstracao

do Lema 3.2.4,

D J,=Ph=PHn

geE<H,L> heH leL

Observando que H C< H, L >, temos que @ Jy = @ Jy, implica que J, = 0

ge<H,L> heH
para cada g €< H, L > —H. Similarmente, @ Jg = @ J; implica que J; =0
geE<H,L> leL

para cada g €< H,L > —L. Ou seja, J, = 0 para cada g e< H,L > —(H N L).
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(3) = (1) Como J, = {0} para cada g €< H,L > —(H N L), EBJ:

gEHNL

@ Jg = @Jh = @Jl. Logo v(H) = ~(L). [

gE<H,L> heH leL

3.3 Sobre Algebras de Galois que satisfazem o

Teorema Fundamental

Por toda essa secao, vamos assumir que R é uma dlgebra de Galois sobre R? e, para

um subanel S de R, Hg = {g € G| B4(s1,-1) = s1,,Vs € S}.

Considere R uma RP-algebra ($-Galois central, S uma subdalgebra separavel de
R e S" = Vg(S). Vamos mostrar algumas propriedades de uma algebra -Galois
central que satisfaz o Teorema Fundamental. Lembre que por “satisfazer o Teorema
Fundamental”entendemos que “a aplicacio de Galois 6 : H — RP# é bijetiva dos

subgrupéides amplos de G nas subdlgebras R’-separdveis de R”.

Teorema 3.3.1. Suponha que R é uma dlgebra B-Galois central sobre R®. Se R

satisfaz o Teorema Fundamental, entdo para qualquer subdlgebra RP-separdvel S,

S =P JeS=P Js

g€EHs gEHS/

Demonstracao: Como S é uma subalgebra separdvel de R e R satisfaz o
Teorema Fundamental, S = R%s. Logo R é uma extensao 3 rs-Galois de S. Entao

Va(S) = Va(R%s) = €] J,, pelo Lema 3.2.1.

gEHg

Mais ainda, pela Observacao 3.1.7, R é uma algebra de Azumaya. Assim, apli-
cando o Teorema 3.2.11, temos que S’ = Vz(S) é uma R°-subélgebra separédvel de
R tal que Vg(S') = Vg(Vr(S)) = S. Sendo S’ uma RP-subalgebra separdvel de
R, tem-se S’ = R’s logo R é uma extensao B, -Galois de S’. Isto implica que

S = Vi(S") = Vg(RMs) = @ Jy, pelo Lema 3.2.1. [

gEHS/
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Lema 3.3.2. Seja H um subgrupdide de G. Se R é uma R°-dlgebra separdvel,

entdo R € uma R°¥-dlgebra separdvel.

Demonstracgao: Considere a aplicacao

@ Rx R — R®RBHR

(r,s) +—— rQpgsy s

Afirmacao 1: ¢ é R’-balanceada.

De fato, ¢(\r,8) = A\ Qpsy 8 = 1 Qpsy As = ©(r, As), para todo X € R? e
r,s € R. A segunda igualdade segue do fato que R? C RPH,

Afirmacgao 2: ¢ é aditiva.

o(r1+712,8) = (r1+72) Qpoy s = (11 Qpeg ) + (r2 @peg ) = ©(1r1,8) + ©(ra, s),

para todo 71,79, € R.
Analogamente, ¢(r, s1 + $2) = ¢(r, s1) + (7, $2), para todo r, s1, 89 € R.

Assim, pela propriedade universal do produto tensorial (para mais detalhes, veja

[18], pg 7), existe
P ROps R — R®psy R
TQ®prsS +——> T Qpsy S
tal que o f = ¢, onde f: Rx R — R®ps R é aditiva e R°-balanceada. Observe
que P é R-linear.
Por hipétese, R é R°-separavel, logo existe um idempotente e = Zai Qps b;

)

€ R®ps R tal que er =re paratodor € R e Z a;b; = 1g. Considere ¢/ = g(e) =
Zai Qpon bi € R @psy R. Assim,

%

¢r = Be)r = Bler) = plre) = rp(e) = re’

paratodor € R, e Z a;b; = 1, mostrando que R é RP#-separével. [

O préximo teorema € a reciproca do Teorema 3.3.1.
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Teorema 3.3.3. Suponha que R é uma R°-dlgebra -Galois central. Se para qual-

quer subdlgebra separdvel S de R, Vg(S) = @ Jg, entao R satisfaz o Teorema

gE€Hs
Fundamental.

Demonstragao: Como R é uma algebra $-Galois central, a aplicacao 6 : H —
RPH ¢ injetiva, pelo Corolario 3.2.7. Além disso, como R é RP-separdvel, segue que

R é RPH_separével, pelo Lema 3.3.2.

Agora seja S uma subdlgebra separdvel de R. Entao pelo Teorema 3.2.11, S =
Vr(S) também ¢ uma subdlgebra separdvel de R tal que Vz(S") = Vr(VR(S)) = S.
Por outro lado, R é uma extensao By,-Galois de RPs com grupéide de Galois Hg,

logo Vr(RPHs) = @ Jy, pelo Lema 3.2.1. Desta maneira, Vz(S) = @ Jy =
g€Hs g€Hs
Vr(RPHs). Mais ainda, como Hg é um subgrupéide de G, R é R%Hs-separavel, pelo

Lema 3.3.2. Portanto, pelo Teorema 3.2.11,
S = Va(Vr(8S)) = Vr(Vr(RPis)) = RPrs .

Isto implica que a aplicacao 0 : H — RP# é sobrejetiva, completando a demons-

tracgao. |

Para encerrar este capitulo, combinando os Teoremas 3.3.1 e 3.3.3, fornecemos
uma caracterizacao de uma algebra (-Galois central que satisfaz o Teorema Funda-

mental.

Teorema 3.3.4. Suponha R uma R®-dlgebra B-Galois central. Entdo R satisfaz o

Teorema Fundamental se, e somente se, para qualquer R°-subdlgebra separdvel S

de R, Vi(S) = €D J,.

g€Hs
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