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Resumo

Neste trabalho consideramos agoes parciais torcidas de um grupo G sobre um
anel A. Além disso, estudamos acoes parciais torcidas que admitem envolvente. No
caso em que A é semiprimo, estendemos a acao parcial torcida ao anel de quocientes
maximal de A. Com isso, encontramos condi¢oes necessarias e suficientes para que
o produto cruzado parcial A *x, G seja um anel semiprimo de Goldie a esquerda.
Também, introduzimos o conceito de agao parcial torcida X- externa estudando
algumas propriedades que se transferem de A para A %, G quando a acao é deste

tipo.
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Abstract

In this work we consider twisted partial actions of a group G on a ring A. Firstly
we study twisted partial actions with enveloping action. Next we assume that A
is semiprime. In this case we extend the twisted partial action to the maximal left
rings of quotients of A. Using this we find necessary and sufficient conditions for the
partial crossed product A %, G to be a semiprime Goldie ring. Finally we introduce
the concept of the twisted partial action X-outer and study some properties that

transfer from A to A %, G when the action is of this type.
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Introducao

A nogao geral de uma agao parcial (continua) torcida de um grupo localmente
compacto sobre uma C*-algebra (um C*-sistema dinamico parcial torcido) e de pro-
dutos cruzados correspondentes foram introduzidos por R. Exel em [11], onde foi
estabelecida a associatividade destes produtos cruzados com a utilizagao de unida-
des aproximadas.

A presencga de agoes parciais foi detectada em diversas outras areas da Ma-
temética, tais como Teoria de Modelos, Teoria de Semigrupos, Topologia, Teoria
Combinatoria de Grupos entre outras.

A versdo puramente algébrica de agdes parciais de grupos sobre conjuntos (e
sobre anéis) foi dada em [7]. Neste trabalho os autores mostraram que, sob certas
condicoes, existe uma agao envolvente para uma dada acao parcial torcida. Além
disso, estudaram sob que condigoes o skew anel de grupo parcial é uma algebra
associativa. Este trabalho desencadeou uma série de outros trabalhos sobre agoes
parciais de grupos. As acoOes parciais torcidas sao uma generalizagao da nocao de
acao parcial e foram introduzidas em [8]. Neste trabalho, entre outros resultados, os
autores provam que o produto cruzado parcial é um anel associativo. Em seguida,
em [9], os autores dao condigoes necessarias e suficientes para a existéncia de uma
acao envolvente, quando o anel possui unidade.

Atualmente existe uma vasta literatura sobre ac¢oes parciais de grupos que admi-
tem uma agao envolvente. Por exemplo, em [15] os autores trabalharam com agoes
parciais com envolvente e com o skew anel de grupos parcial destas agoes parciais.
Deste modo ¢ natural considerar acoes parciais torcidas que nao admitem necessa-
riamente uma envolvente.

O objetivo desta tese é estudar problemas sobre acoes parciais torcidas e produtos
cruzados parciais que foram estudados para acoes parciais nao torcidas. Vamos

generalizar resultados obtidos em [15] e ainda, obter resultados semelhantes aos de



[5] para grupos finitos, policiclicos infinitos e policiclicos por finito. Além disso,
vamos estender alguns resultados do Capitulo 3 de [24], para o caso das a¢oes parciais
torcidas.

No primeiro capitulo, apresentamos as principais defini¢oes e resultados que sao
necessarios para o bom entendimento dos demais capitulos.

No Capitulo 2 apresentamos alguns resultados que sao generalizacoes naturais,
para o caso de acoes parciais torcidas, dos demonstrados por M. Ferrero e J. Lazza-
rin em [15]. Trabalhamos na situa¢do em que a é uma agao parcial torcida de um
grupo G sobre A, onde A é um anel com unidade e os ideais S; de A tem elemento
identidade, para todo g € G. Além disso, vamos supor que « possui uma ac¢ao envol-
vente 8 = (B, {By}gec, {Ugh}(gnecaxc). Investigamos algumas propriedades que se
transferem do anel A para o anel B e reciprocamente, bem como propriedades que
sao transferidas de A para o produto cruzado parcial A x, G. Alguns destes resul-
tados sao ferramentas fundamentais para as demonstracoes dos obtidos no capitulo
seguinte.

No Capitulo 3, vamos considerar uma acao parcial torcida o de um grupo G sobre
um anel semiprimo A (nado necessariamente com unidade). Primeiramente, vamos
mostrar que a pode ser estendida a uma agao parcial torcida o* de G sobre o anel
de quocientes de Martindale a esquerda de A. A extensdo o irda nos permitir provar
que « pode ser estendida também a uma acao parcial torcida o™ de GG sobre o anel
de quocientes maximal a esquerda de A. Estes resultados estendem os obtidos por
M. Ferrero em [14].

Utilizando a extensao o e supondo agora que A é um anel semiprimo com
unidade, obtemos condigoes necessarias e suficientes para que o produto cruzado
parcial A x, G seja um anel semiprimo de Goldie a esquerda. Mostramos que se
A *, G é um anel semiprimo de Goldie a esquerda, entao A é um anel semiprimo
de Goldie a esquerda. Além disso, se G é um grupo finito e A é um anel livre de
|G |-torcao, entdo A é um anel semiprimo de Goldie & esquerda se e somente se Ax, G
é semiprimo de Goldie a esquerda. Este mesmo resultado também foi obtido no caso
em que G é um grupo policiclico infinito ou quando G é policiclico por finito e a é
uma acao parcial torcida de tipo finito. Os resultados assim obtidos estendem os que
aparecem na tese de doutorado de L. Bemm (veja [4]).

Finalmente, no Capitulo 4, introduzimos o conceito de acao parcial torcida X-

externa e provamos alguns resultados que sao generalizagoes dos apresentados por S.



Montgomery em [24]. Esta nocao é dada via a extensao o, construida no capitulo
anterior. Trabalhamos na situacao em que « é uma agao parcial torcida de G sobre
um anel semiprimo A, onde os ideais S, possuem unidade, para todo g € G. Estu-
damos algumas propriedades que se transferem de A para o produto cruzado parcial
A x, G quando a acao é X-externa. Por exemplo, se A é um anel semiprimo e « é
uma acao parcial torcida X-externa de G sobre A, entao A x, G é semiprimo.
Neste texto, um anel é sempre um anel associativo nao necessariamente comu-
tativo e nao necessariamente com unidade. Além disso, todas as propriedades en-
volvendo moédulos serao estudadas para médulos a esquerda. As notacoes utilizadas

serao previamente estabelecidas ao longo do trabalho.



Capitulo 1
Pré-Requisitos

Neste capitulo apresentaremos os principais conceitos e propriedades que serao
importantes para o desenvolvimento dos capitulos subsequentes. Como a maioria dos
resultados aqui apresentados ja fazem parte da literatura, as demonstracoes serao

omitidas mas poderao ser encontradas na referéncias indicadas.

1.1 Anéis de Goldie

Nesta primeira secao relembraremos varias definigoes e resultados que sao classicos
na teoria de anéis e mdédulos. Muitos destes podem ser encontradas, por exemplo,
em [18]. Afim de nao nos tornarmos repetitivos, cabe observar que os andlogos a
direita das nocoes que serao apresentadas aqui sao definidas de maneira similar. No

que segue, A denotara um anel associativo nao necessariamente com unidade.

Definigao 1.1.1. Um A-submddulo a esquerda N de um A-mddulo a esquerda M é
dito essencial se N N L # 0, para todo A-submddulo a esquerda nao nulo L de M.

Claramente, mediante esta definicao, dizemos que um ideal a esquerda I de A é

essencial se visto como A-submodulo a esquerda é essencial em 4 A.

Definigao 1.1.2. Um A-submddulo a esquerda N de um A-mddulo a esquerda M é
dito denso se para quaisquer y € M e x € M \ {0}, existe a € A tal que ax # 0 e
ay € N.

Assim, um ideal a esquerda I de A é denso se visto como A-subméddulo a esquerda

é denso em 4A.



Notagao: Usaremos a notagdo N C, M (resp. N C,; M) para indicar que N é

um submédulo a esquerda essencial (resp. denso) de M.

E facil verificar que se I é um ideal a esquerda denso de A entao I é um ideal a
esquerda essencial.
A proposicao abaixo nos da algumas propriedades que os ideais a esquerda densos

satisfazem.

Proposicao 1.1.3. ([3, Proposition 2.1.1]) Sejam I,J ideais a esquerda densos de

Aef:I— A um homomorfismo de A-modulos a esquerda. Entao,
(i) f7YJ)={a€I;f(a) € J} é um ideal a esquerda denso de A.
(23) I N J € um ideal a esquerda denso de A.

(i4i) IJ é um ideal a esquerda denso de A.

Vejamos também a definicao de anel nao singular a esquerda que sera necessaria,
por exemplo, para definirmos anéis de Goldie a esquerda.
Aqui, dados um A-médulo a esquerda M e m € M, anny(m) = {a € A;am = 0}

é chamado o anulador (a esquerda) de m.

Definicao 1.1.4. Seja M um A-mddulo a esquerda. Um elemento m € M € dito
um elemento singular de M se o ideal a esquerda anni(m) é essencial em s A. O

conjunto de todos os elementos singulares de M serd denotado por Z(M).

E facil ver que Z(M) é um A-submédulo de M, chamado submddulo singular de
M.

Definigao 1.1.5. Dizemos que 4 M é um mddulo singular d esquerda se Z(M) = M
e nao singular o esquerda se Z(M) = 0. Em particular, dizemos que o anel A é nao

singular a esquerda se Z(4A) = 0.

Observamos que Z(4A) é um ideal bilateral de A, e é chamado de ideal singular

a esquerda de A ([18, Corollary 7.4]). Para simplificarmos a notagao, escrevemos
Z(A) para indicar Z(4A).

Observacao 1.1.6. Dizer que um moddulo nao é singular nao é o mesmo que dizer
que tal modulo € nao singular. Obviamente, se um mdodulo € singular e nao singular

ele deve ser nulo.



Segue imediatamente da definigdo que x € Z(A) se e somente se para todo ideal

a esquerda nao nulo J de A existe 0 # y € J tal que yz = 0.

Exemplo 1.1.7. Considere um anel nao nulo A com elemento identidade. Se A é
simples entdo A € nao singular a esquerda. Vejamos, como A # 0, entio Z(A) # A
uma vez que anny(14) = 0 ndo pode ser essencial em 4 A. Logo, Z(A) =0 pois A é

simples.

Exemplo 1.1.8. Seja A um anel com uma involugdo *, isto €, x : A — A é um
homomorfismo aditivo onde (a*)* = a e (ab)" = a*b*, para todo a,b € A. Se a*a =0
implicar que a = 0, para qualquer a € A, entdo A € nao singular a esquerda e
a direita ([18, Lemma 7.9]). Considere A o anel dos operadores limitados em um
espaco de Hilbert H tal que A € fechado sob a adjunta. Observe que a aplicagcao
adjunta * € uma involugao em A. Assim, se T € A € tal que T*T = 0 entdo, pela
definicao de T*, temos que 0 =< T*T'(v),v >=< T(v),T(v) >, para todo v € H.
Disto seque que T'(v) = 0, para todo v € H, isto é, T = 0. Logo, A é nao singular a

esquerda e a direita.

Lema 1.1.9. ([15, Lemma 1.19]) Seja A um anel tal que A = > J;, onde J; é
iel
um ideal de A com elemento identidade 1; como anel, para todo i € I. FEntao

Z(J;) = Z(A)N J;, para todo i € I.

Uma ferramenta bdsica no estudo dos anéis e médulos Noetherianos é a dimensao

uniforme (ou dimensao de Goldie) de um médulo.

Definicao 1.1.10. Um A-mdédulo a esquerda M € dito uniforme se M # 0 e qualquer

submaodulo a esquerda nao nulo de M € essencial.

Ou ainda, um A-médulo a esquerda nao nulo M é uniforme se e somente se
para quaisquer elementos nao nulos x1, o € M, existem ai,as € A tais que ayx; =
asxy # 0. Assim, um A-médulo a esquerda M nao nulo nao é uniforme se e somente

se existem xq,xy € M tais que Ax; N Axy = 0.

Exemplo 1.1.11. Todo A-mddulo a esquerda simples € uniforme. Porém a reciproca
nao vale em geral. Considere A = Z. Os Z-mddulos Z,Q e Zyn com p > 2 primo,

sao todos uniformes porém nao sao simples.



Teorema 1.1.12. (/18, Theorem 6.1]) Sejam U = U, &--- @ U, eV =V &--- @V,
submddulos essenciais de um A-mdodulo a esquerda M, onde A é um anel com unidade

e 0s Ujs e Vs sio mddulos uniformes. Entao m = n.

Com este resultado podemos entao definir dimensao uniforme de um A-médulo

a esquerda.

Definicao 1.1.13. Seja A um anel com unidade. Dizemos que um A-mddulo a
esquerda M tem dimensdo uniforme n (udimM = n) se existe um submddulo a
esquerda essencial V de M que € uma soma direta de n submddulos uniformes. Por

outro lado, se tal n nao existe, entao udimM = oc.

Utilizando a definicao segue que udimM = 0 se e somente se M = 0.

Desta maneira, definimos a dimensao uniforme a esquerda de um anel com uni-
dade A como sendo a dimensao uniforme de A visto como A-médulo a esquerda e

escrevemos udimA para indicar udimA.

A proposicao a seguir nos diz exatamente quando um A-moédulo a esquerda tem

dimensao uniforme infinita.

Proposicao 1.1.14. (/18, Proposition 6.4]) Sejam A um anel com unidade e M um
A-mdédulo a esquerda. Entao, udimM = oo se e somente se M contém uma soma

direta infinita de submddulos nao nulos.

Exemplo 1.1.15. Segue da proposicao anterior que qualquer A-mdodulo a esquerda

artiniano ou noetheriano tem dimensao uniforme finita.

Proposigao 1.1.16. (/18, Corollary 6.10]) Sejam A um anel com unidade e { M, }1<;<x

um conjunto de A-modulos a esquerda. FEntao,
k k
(1) udim(E@ M;) = > udimM;.
i=1 i=1
(i7) Para qualquer A-submddulo a esquerda N de M temos que udimN < udimM

e udimN = udimM quando N € essencial em M.

Exemplo 1.1.17. Qualquer espaco vetorial sobre um corpo K de dimensao finita

tem dimensdao uniforme finita, que € igual a sua dimensdao sobre K.



Para qualquer subconjunto X de um anel A, o anulador a esquerda de X em A
¢ o conjunto ann;a(X) = {a € A;aX = 0}. Um ideal anulador a esquerda é da
forma ann; 4(X), para algum subconjunto X de A. Consequentemente, dizemos que
A satisfaz a condicao de cadeia ascendente sobre os ideais anuladores a esquerda se
toda cadeia ascendente de ideais anuladores a esquerda for estacionaria.

Munidos destes conceitos, podemos definir anel de Goldie a esquerda.

Definicao 1.1.18. Um anel A é dito um anel de Goldie a esquerda se A possui
dimensao uniforme a esquerda finita e A satisfaz a condi¢ao de cadeia ascendente

sobre os ideais anuladores a esquerda.
Exemplo 1.1.19. Todo anel noetheriano a esquerda é um anel de Goldie a esquerda.

Para finalizar esta secao, vejamos a definicao de um anel de quocientes classico a

esquerda, para que entao possamos enunciar o Teorema de Goldie.

Definicao 1.1.20. Um elemento a de um anel A é dito reqular a esquerda se ba = 0
implica b = 0, para b € A. Analogamente, define-se elemento regular a direita.
Dessa forma, dizemos que a € A é um elemento reqular se a for reqular a direita e

a esquerda.

Notagao: O conjunto de todos os elementos regulares de A sera denotado por
Ca.
Lembremos que um anel A é livre de n-tor¢do aditiva, para um inteiro positivo

n, se para qualquer a € A temos na = 0 implicar que a = 0.

Definicao 1.1.21. Seja A um anel com unidade. Considere A como subanel de um
anel S, ambos com mesma unidade. Entao, S € um anel de quocientes cldssico a

esquerda de A se e somente se valem as sequintes condicoes:
(i) Todo elemento regqular de A é uma unidade em S (isto €, tem inverso em S).
(ii) Todos os elementos de S sdo da forma b~'a, onde a,b € A e b é um elemento
reqular de A.
Neste caso, dizemos que A é uma ordem a esquerda em S.
E importante observar que nem todo anel possui um anel de quocientes classico
a esquerda. Segundo o Teorema de Goldie, todo anel semiprimo de Goldie a es-

querda possui um anel de quocientes classico a esquerda, e além disso, este é um

anel semisimples como veremos a seguir.



Teorema 1.1.22. (Teorema de Goldie) Seja A um anel com unidade. As sequintes

afirmacoes sao equivalentes:
(i) A possui um anel de quocientes cldssico a esquerda semisimples.
(11) A é semiprimo de Goldie a esquerda.

(111) A € semiprimo, nao singular a esquerda e udimA < oo.

(iv) Para qualquer ideal a esquerda U de A, U ¢é essencial em A se e somente se

UﬁCA7£@.

Uma demonstracao para este resultado pode ser encontrada, por exemplo, em
[18, Theorem 11.13].

Observagao 1.1.23. Observe que o Teorema de Goldie € vdlido para anéis com
unidade. Segqundo [23], pdgina 61, a teoria pode ser adaptada para anéis sem unidade.
Além disso, € possivel deduzir o Teorema de Goldie para anéis sem unidade, a partir

do teorema para anéis com unidade.

1.2 O Anel de Quocientes Maximal a Esquerda

Nesta secao A denotard um anel qualquer nao necessariamente com unidade.
Vamos definir e construir o anel de quocientes maximal a esquerda de A. Ao contrario
do anel de quocientes classico a esquerda, o anel de quocientes maximal a esquerda
sempre existe.

Consideremos o conjunto 7 de todos os pares (U, f) tal que U é um ideal a
esquerda denso de A e f :4 U —4 A é um A-homomorfismo a esquerda. Definimos
a seguinte relagao de equivaléncia em 7: (U, f) ~ (V,g) se e somente se f = g em
UNV. E facil verificar que ~ ¢ de fato uma relacao de equivaléncia, e denotamos
por [U, f] a classe de equivaléncia determinada por (U, f) € T. Definimos em 7T as

operacoes de soma e multiplicagao por:

U f1+[Vigl=[UNV, f+gl,

U, f1- Vgl = g7 (U), fog].



Pela Proposicao 1.1.3, UNV e g~ }(U) sdo ideais & esquerda densos de A. Além
disso, estas operacoes estao bem definidas. O anel construido acima é chamado anel
de quocientes mazximal a esquerda de A e serd denotado por @, (A).

De maneira similar, utilizando o conjunto dos ideais a direita densos de A, pode-

mos construir o anel de quocientes maximal a direita de A.

Proposicao 1.2.1. (/3, Proposition 2.1.7]) O anel de quocientes maximal a esquerda

de A, Qm(A), satisfaz as sequintes propriedades:
(i) Para todo q € Q. (A), existe um ideal a esquerda denso J de A tal que Jq C A.

(i) Para todo q € Q,(A) e todo ideal a esquerda denso J de A, Jqg = 0 se e

somente se ¢ = 0.

(111) Para todo ideal a esquerda denso J de A e para toda f € Homa(aJ,a A), existe
q € Qum(A) tal que f(x) = zq, para todo x € J.

Além disso, as propriedades (i) — (iv) caracterizam o anel Q,,(A) a menos de iso-

morfismo.

Observemos que todo ideal a esquerda nao nulo de @,,(A) intercepta A nao
trivialmente. De fato, sejam [ um ideal a esquerda nao nulo de @,,(A4) e 0 # q € I.
Assim, pela Proposi¢ao 1.2.1, existe um ideal a esquerda denso D de A tal que
0 # Dq C A. Logo, 0 # Dg C I N A. Disto segue facilmente que se A é um anel

semiprimo entao @,,(A) também é semiprimo.

A préxima proposicao descreve outras propriedades que se transferem de A para

Qm(A) e fornece relagoes entre ideais a esquerda de A e ideais a esquerda de @Q,,(A).
Proposicao 1.2.2. Em Q,, = Q,(A), as sequintes afirmagoes sio verdadeiras:

(i) Seja n um inteiro positivo. Entdo, A € livre de n-tor¢ao se e somente se @, €

livre de n-torcao.

(11) Se H é um ideal a esquerda denso (resp. uniforme) de A, entio QnH € um

ideal a esquerda denso (resp. uniforme) de Q.

(111) Se F € um ideal a esquerda denso (resp. uniforme) de Q,,, entaéo F N A é um

ideal a esquerda denso (resp. uniforme) de A.

10



(iv) Se A possui unidade, entido udimA = udim@,,.
(v) Z(A) = Z2(Qn) N A.
(vi) A € nao singular a esquerda se e somente se Q,, € nao singular a esquerda.

(vii) Se A possui unidade, entdo A € um anel de Goldie a esquerda se e somente se

Qm € um anel de Goldie a esquerda.

A demonstracao desta proposicao é uma simples aplicacao de varios resultados e
defini¢oes que ja foram dadas até aqui.
As vezes iremos nos restringir a situacao em que A é um anel que é escrito como
um produto qualquer de anéis, isto é, A = [[ A; para uma familia de anéis {A;}jecs e
jeJ
J é um indice qualquer. Nesta situacao, a proposicao abaixo descreve quem ¢é o anel
de quocientes maximal a esquerda de A. Este é um resultado classico demonstrado

primeiramente por Y. Utumi em [27].

Proposigao 1.2.3. Seja A um anel tal que A = [[ A;, para uma familia de anéis
jeJ
{A;}jes e J € um indice qualquer. Entao Q. (] 4;) ~ [] Qm(4,).

jedJ jeJ

1.3 O Anel de Quocientes de Martindale a Es-

querda

Nesta se¢ao vamos definir e construir o anel de quocientes de Martindale a es-
querda. Este conceito foi introduzido por W. S. Martindale em [21] para anéis primos
e foi posteriormente estendido para anéis semiprimos por S. A. Amitsur ([1]). Como
o anulador de qualquer ideal nao nulo de um anel primo ¢ igual a zero, qualquer ideal
nao nulo de um anel primo é essencial, e assim a construcao do anel de quocientes de
Martindale a esquerda ¢ mais simples para anéis primos. Vamos fazer a construcao
para anéis semiprimos. Esta nocao sera uma ferramenta fundamental no desenvolvi-
mento de todo este trabalho. Além disso, investigaremos relagoes entre o anel A e seu
respectivo anel de quocientes de Martindale a esquerda. No que segue, A denotara
um anel semiprimo nao necessariamente com unidade e quando nos referirmos a um

ideal, significa sempre um ideal bilateral.
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Notacao: Usaremos I C.A para indicar que I é um ideal bilateral essencial de
A.

Como nesta secao estaremos sempre considerando um anel semiprimo A, entao
para qualquer ideal I de A temos que os anuladores a direita e a esquerda de I em

A coincidem. Assim denotamos anny(I) = {a € A;Ia =0} = {a € A;al = 0}.

Proposigao 1.3.1. ([3, Remark 2.1.4]) Para um ideal I de um anel semiprimo A

sao equivalentes:

(i) anna(l) = 0.

(11) I € um ideal a esquerda denso.
(111) 1 é um ideal a esquerda essencial.

(iv) I € um ideal essencial como ideal bilateral (isto €, para qualquer ideal J # 0,
INJ+#0).

Notagao: Para um anel semiprimo A, denotaremos por F = F(A) o conjunto
dos ideais de A que satisfazem as condic¢oes equivalentes dadas na proposi¢ao acima.
Note que, se I, J € F entao I.J, INJ e I" (n > 0) pertencem todos a F.

Observagao 1.3.2. Suponha que A é um anel primo. Entdo, para qualquer ideal nao
nulo I de A temos que anna(I) =0 (pela defini¢ao de anel primo). Por outro lado,
0 ideal nulo tem anulador A # 0. Portanto, nesse caso, F = F(A) é simplesmente

o conjunto de todos os ideais nao nulos de A.

Definicao 1.3.3. (/18, Definition/Proposition 14.7]) Para um anel semiprimo A,

definimos
Q(A) ={q € Qn(A); Iq C A para algum I € F},
Qs(A) ={q € Qu(A); Iq,qJ C A para I,J € F}.

FEstes sao subanéis de Qm(A), com A C Qs(A) C Q(A). O anel Q(A) (resp.
Qs(A)) € chamado o anel de quocientes de Martindale a esquerda (resp. simétrico)

de A.
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Note que, como F é fechado para intersecoes finitas, podemos tomar I, J como

sendo o mesmo ideal (em F) na defini¢do de Q5(A).

Assim como os elementos de Q,,(A), os elementos de Q(A) também podem ser

interpretados como classes de equivaléncia, considerando agora ideais em F.

Consideremos o conjunto Q de todos os pares (I, f), tais que I € F e f é um
A-homomorfismo a esquerda, ou seja, f € Homa(al,aA). Em Q definimos uma
relacdo de equivaléncia como segue: dois pares (I, f), (I’, f') sdo equivalentes se e
somente se f = f" em INI'. Denotamos por Q(A) o conjunto quociente Q  ~ e por
[I, f] a classe de equivaléncia de (I, f), onde (I, f) € Q. A soma e a multiplicagao
em Q(A) sao dadas por:

L 1+ 109l =[N, f+4],
[Iazﬂ [ng] = [I‘]:fog]'

onde (f + g)(x) = f(z) + g(x), para todo x € INJ, e (f o g)(x) = f(g(x)), para
todo x € I.J. Com estas operagoes, Q(A) é um anel com unidade dada por [A,ida],

e é chamado o anel de quocientes de Martindale a esquerda de A.
Neste contexto, A pode ser visto como subanel de Q(A) via: a — [A,r,], onde
ro(z) = xa, para todo x € A.

Algumas propriedades interessantes de ()(A) s@o dadas nos resultados a seguir.

Lema 1.3.4. ([18, Lemma 14.11]) Sejam q € Q(A) e I € F. Se qI =0 ou Iq =0,

entao q = 0.

Proposicao 1.3.5. ([18, Proposition 14.12]) Se A é um anel semiprimo (resp.

primo, dominio), entdo Q(A) também € semiprimo (resp. primo, dominio).

A proxima proposicao nos da uma caracterizagao para o anel de quocientes de

Martindale a esquerda de A.

Proposicao 1.3.6. ([18, Proposition 14.24]) Sejam A um anel semiprimo e S con-
tendo A como subanel. Entio, S é A-isomorfo a Q(A) se e somente se S tem as

sequintes propriedades:

(i) Para qualquer q € S, existe J € F tal que Jq C A.
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(i1) Para qualquer g€ S e J e F, Jg=0=q=0.

(111) Para qualquer J € F e f € Homu(aJ,a A), existe g € S tal que f(x) = zq,
para todo x € J.

E importante observar que no caso em que A é um anel semiprimo de Goldie &
esquerda, o anel de quocientes classico a esquerda e o anel de quocientes maximal
a esquerda de A coincidem (consulte [18, Corollary 13.15]). Porém, ainda nesta
situagao e em geral, Q(A) e @Q,(A) nao coincidem. Por exemplo, seja A = K|z, d]
o skew anel de polinomios, onde K é um corpo de caracteristica zero e § é uma
derivagao sobre K que nao é interna. Observe que K[z, d] é um anel simples que nao
é artiniano a esquerda ([19, Corollary 3.16]). Assim, Q(K]|z,d]) = K[z, d]. Por outro
lado, como K|[z,d] é um anel de Goldie a esquerda, Q,,(K[z,0]) é um anel simples
artiniano. Logo, Q(K]|z,d]) e Q.,(K[x,d]) ndo coincidem. Note que A é semiprimo

de Goldie a esquerda.

Facamos agora algumas consideragoes sobre os elementos do centro de Q(A),
que é chamado o centroide estendido de A. Denotamos o centrdide estendido por
C. Uma descri¢ao alternativa, em termos das classes de equivaléncia, é dada pela

seguinte proposicao:

Proposigao 1.3.7. ([18, Proposition 14.19]) Os elementos do centrdide estendido C
sao da forma [H, f], onde H € F e f : H — A é um homomorfismo de A-bimddulos.

Como A é semiprimo, C' é um anel von Neumann regular ([18, Proposition 14.20]).
Lembremos que um anel A é dito ser von Neumann regular se para todo a € A, existe
x € A tal que a = azxa.

Vamos dar uma descricao para os idempotentes de C'. Vejamos, seja H um ideal
nao nulo de A e tome Ky = H @ anna(H), o qual é um ideal essencial de A. A
aplicagao f : Ky — A dada por f(a+0b0) = a,onde a € H e b € annys(H), é um
homomorfismo de A-bimddulos. Desta maneira, existe ey € C' tal que (a + b)eyg =
aeyg = a. Note que ey é um idempotente de C. Reciprocamente, se e € C' é um
idempotente central, existe um ideal essencial I de A tal que Ie C A. Observe que
H = Ie é um ideal de A, pois e é central em A. Considere Ky = H @ anna(H), que
é um ideal essencial de A, e a aplicacdo fy : Ky — A definida por fy(a + b) = a,
para todo a+b € Ky. E facil ver que e = ey.

Em [13], o autor define o fecho de um ideal da seguinte maneira.
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Definicao 1.3.8. Dado um ideal I de A o fecho de I em A € o conjunto:

[I] = {x € A; existe H C, A com Hx C I}
={z € A; existe H C, A com zH C I}.

Assim, dizemos que I é um ideal fechado se I = [I]. Além disso, é facil ver que
[I] = anna(anna (1)), e dai, [I] é um ideal de A que contém 1.

Segundo [13], existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto de todos
ideais fechados de A, o conjunto de todos os ideais ()-fechados de @ e o conjunto
de todos os ideais C-fechados de C, onde @@ = Q(A). Mais precisamente, esta
correspondéncia é dada da seguinte maneira: sejam I um ideal fechado de A, I* um
ideal @-fechado de @ e Iy um ideal C-fechado de C'. Entao, estes ideais estao em
correspondéncia se e somente se [*NA = [ e INC = I (equivalentemente I* = I4Q).

Disto segue que para qualquer ideal I de A, o ideal fechado I* de () que cor-

responde ao fecho de I em A pode ser obtido como o seguinte conjunto:
I"={qeQ; existe HC, A com Hq C I}.

E facil verificar que todo ideal fechado de C' é um somando direto de C' e assim ¢
gerado por um idempotente. Além disso, qualquer ideal Q)-fechado de () é gerado

por um idempotente central de Q).

E importante observar que qualquer ideal nao nulo de um anel semiprimo é um
anel semiprimo. Com isto, dado um ideal nao nulo em um anel semiprimo podemos

considerar seu respectivo anel de quocientes de Martindale a esquerda.

A proposicao a seguir é uma ferramenta muito 1til, uma vez que nos diz que se
I é um ideal de A, entdo I* (ideal fechado de @ correspondente ao fecho de I) é

isomorfo ao anel de quocientes de Martindale a esquerda de I.

Proposicao 1.3.9. (/14, Proposition 2.2]) Seja I um ideal nao nulo de A. Entdo
Q(I) ~ I*.

Para finalizar esta secao, veremos que sempre é possivel estender um isomorfismo
entre dois ideais de um anel semiprimo para seus respectivos anéis de quocientes de

Martindale a esquerda.
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Proposicao 1.3.10. (/14, Proposition 2.3]) Suponhamos que I,J sao ideais de A
e : I — J é um isomorfismo de anéis. FEntao ¢ pode ser estendida a um
isomorfismo de anéis ¢* : Q(I) — Q(J).

Vejamos como o isomorfismo ¢* é definido. Sejam ¢ € Q(I) e f: H — I tal que
f(h) = hg, para todo h € H, onde H C, I. Note que ¢(H) é um ideal essencial de
J. Definimos ¢*(f) : ¢(H) — J por ¢*(f)(z) = ¢ o f o ¢! (x), para todo = € ¢(H).
Observe que esta aplicacao é um J-homomorfismo a esquerda. E f4cil verificar que
& Q) — Q(J) definida por ¢*(q) = [6(H), & (f)], para todo g € Q(I), é um
isomorfismo de anéis tal que ¢* |;= ¢. Mais ainda, a extensao ¢* do isomorfismo ¢

dado acima ¢é tnica. Este ¢ um caso particular da seguinte proposicao.

Proposicao 1.3.11. (/14, Proposition 2.4]) Suponhamos que I € um ideal de A,
¢ : I — A um monomorfismo de anéis e, f, f' : Q(I) — Q(o(I)) sao isomorfis-

mos de anéis tais que f |;= f' |/= ¢. Entdao f = f'.

1.4 O Produto Cruzado Global

Nesta se¢do, sejam B um anel com elemento identidade 1p, Aut(B) o grupo
de todos os automorfismos de B e G um grupo com elemento neutro lg. Iremos
assumir que G age (globalmente) sobre B, isto é, existe um homomorfismo de grupos
B G — Aut(B) que associa a cada ¢ € G um automorfismo f, de B. Aqui,
por uma questdo de simplificacdo, f,(b) serd denotada por ¢(b), para todo b € B,
By € Aut(B).

Definicao 1.4.1. Um automorfismo g de B € dito interno se existe um elemento

invertivel x em B tal que g(b) = x~'bx, para todo b € B, e externo caso contrdrio.

Com esta defini¢ao, dizemos que um subgrupo G C Aut(B) é interno se todo
g € G ¢ interno, e G ¢é dito externo se o unico automorfismo interno em G é o

automorfismo identidade.

Um subconjunto S de B é G-invariante se g(S) C S, para todo g € G. Isto
equivale a g(S) = S, para todo g € G. O subanel dos elementos invariantes pela

acao de G é o conjunto
BY ={be B;g(b) =b, paratodo g € G}
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Se G é um grupo finito, podemos definir a aplicagdo traco (global) trq : B — B¢

por

tra(b) = 2 g(b),

geG

para todo b € B.

A definicao do produto cruzado global é dada da seguinte maneira. Sejam B
um anel e G um grupo agindo globalmente sobre B. Suponhamos que existe uma
aplicacao u : G x G — U(B) (twisting) que a cada par (g,h) € G x G associa
o elemento invertivel u, ), de B, onde U(B) denota o grupo das unidades de B. O
produto cruzado (global) B %3 G de G sobre B é um B-mdédulo a esquerda livre com

base {g;g € G}, isto é,

Bxg G ={> byg;b, € B e b, # 0 para um nimero finito de g € G}.
geG

Em B *3 G, a soma ¢ definida de forma usual e a multiplicagao ¢ dada por:
ag - bh = ag(b)u, ngh, para todo a,b € B, g,h € G,

onde u satisfaz as condicoes do lema abaixo a fim de que a multiplicacao seja asso-

cilativa.

Lema 1.4.2. ([26, Lemma 1.1]) A associatividade do produto cruzado global B x5 G

¢ equivalente as sequintes afirmacoes, para todo g, h,t € G:
(4) g(unt)ugnt = Ugntgn,s-
(i) goh = ug7h(gh)u;,1l.

Observe ainda que o skew anel de grupo global é o produto cruzado no qual

ugn = lp, para todo g,h € G.

Muitas propriedades a respeito do produto cruzado global B *3 G ja foram inves-
tigadas. Em especial, vejamos alguns resultados que dao condicoes para que B x5 G

seja um anel semiprimo. Estes serao necessarios mais adiante.

Teorema 1.4.3. ([26, Theorem 4.4]) Sejam B um anel semiprimo e G um grupo

finito. Se B € livre de |G|-tor¢ao, entao B 3 G é semiprimo.
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Sejax = Y byg € Bz G. O suporte de x é definido como sendo o conjunto
geG

sup x = {g € G; b, # 0}.
Disto segue que se H é um subgrupo de G, entao
{reB*3G; supr C H} = Bx*g H.

Teorema 1.4.4. (/26, Theorem 18.9]) Seja B xg G um produto cruzado, onde G €
um grupo finito e H é um subgrupo de G. Se B x5 G € semiprimo, entao B xg H é

SemIpTimo.

Em particular, se 4 contém somente o elemento neutro de G com B *g G semi-

primo e G finito, entao B é semiprimo.

Muitas vezes vamos trabalhar na situagao em que G é um grupo policiclico por
finito ou policiclico infinito. Desta forma, lembramos a definicao de tais grupos.

Seja G um grupo. Uma série subnormal de G é uma cadeia de subgrupos
la=Gy< Gy 1---1G, =G

onde G;_1 é um subgrupo normal de G;, para todo ¢ = 1,--- ,n. Dizemos que G é
policiclico se H; = G;/G,;_; é ciclico para i = 1,--- ,n. Além disso, G é um grupo
policiclico por finito se G possui uma série subnormal onde cada H; = G;/G;_1 é ou
ciclico infinito ou é um grupo finito. E, G é policiclico infinito se cada H; = G;/G;—1
é ciclico infinito.

Quando G é um grupo policiclico por finito podemos supor que H,, = G,,/G,,_1

é finito e que os demais sao todos ciclicos infinitos (veja [23], pagina 25).

O proximo teorema da condigoes necessarias e suficientes para que o produto
cruzado global B *g G seja um anel semiprimo de Goldie a esquerda. Este resultado
estende o demonstrado por J. Osterburg em [25]. Lembre que aqui B é um anel com

unidade.

Teorema 1.4.5. Suponhamos que G é um grupo finito e B € livre de |G|-tor¢ao.
Entao, B xg G € um anel semiprimo de Goldie a esquerda se e somente se B é

semiprimo de Goldie a esquerda.
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Prova: Suponhamos que B x5 G é um anel semiprimo de Goldie a esquerda. Entao,
B visto como um subanel de B *3 GG herda a condigao de cadeia ascendente sobre
os ideais anuladores a esquerda. Além disso, pelo [26, Lemma 26.5], temos que
udimpB *3 G < 00 0 que implica que udim pB < oo. Logo, B é um anel de Goldie
a esquerda. Pelo Teorema 1.4.4, com H = 14, segue que B é semiprimo.

A reciproca segue imediatamente de [20, Lemma 1.5 (i)]. O

Jé& para o caso em que G é um grupo policiclico infinito temos o seguinte resultado,
devido a J. Matczuk.

Proposicao 1.4.6. (/22, Corollary 3.4]) Seja B um anel tal que G age por automor-
fismos em B, onde G € um grupo policiclico infinito. Entdo para o produto cruzado

global B g G temos:
(1) udim(B *g G) = udim(B) e Z(B %3 G) = Z(B)(B %3 G).

(i1) Se B é semiprimo, entdo BxzG € semiprimo de Goldie a esquerda se e somente

se B € de Goldie a esquerda.

A parte (i7) do coroldrio acima pode ser provada supondo que G é um grupo
policiclico por finito e que B é livre de |G,, : G,,—1|-tor¢ao, onde |G,, : G,,_1| denota

o indice de G,,_1 em G,, . Para isto necessitamos do seguinte lema.

Lema 1.4.7. ([26, Lemma 1.3]) Consideremos B xg G ¢ N um subgrupo normal de
G. Entao,

Bxs G = (Bx*gN)x(G/N)
onde o ultimo é algum produto cruzado do grupo G/N sobre o anel B g N.

Teorema 1.4.8. Suponhamos que G € um grupo policiclico por finito e que B € livre
de |Gy, : Gp_q|-tor¢ao. Se B € semiprimo, entao B é um anel de Goldie d esquerda

se e somente se B x3 G é um anel semiprimo de Goldie a esquerda.

Prova: Consideremos 1 = Gy << G; < -+ < G, = GG uma série subnormal de G,
onde cada H; = G;/G;_1, i = 1,--- ,n, é ou ciclico infinito ou é um grupo finito.
Como ja vimos, podemos supor que H, é finito e que os demais sao todos ciclicos

infinitos. Utilizando o Lema 1.4.7 e fazendo uma indugao sobre n, vemos que

Bxg G =B* Hyx Hy*---% H,p.
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Como B é livre de |H,|-tor¢ao, temos que B x Hy % -+ x H,_; também ¢ livre de
|H,|-torcao.

Se B ¢ um anel semiprimo de Goldie a esquerda entao, pela Proposicao 1.4.6,
B % H; é um anel semiprimo de Goldie a esquerda. Novamente, fazendo inducao
sobre n, obtemos que B * Hy *---x H,_; é um anel semiprimo de Goldie a esquerda.
Como B* Hy*---xH,_; élivre de |H,|-tor¢ao, pelo Teorema 1.4.5, segue que B G
é anel semiprimo de Goldie a esquerda.

Reciprocamente, se B *g G ¢ um anel semiprimo de Goldie a esquerda, segue do
Teorema 1.4.5 que B x Hy % ---x H,_; é um anel semiprimo de Goldie a esquerda.
Logo, pela Proposicao 1.4.6, juntamente com uma inducao, obtemos que B é um

anel de Goldie a esquerda. O

1.5 Acoes Parciais Torcidas de Grupos e a Algebra
dos Multiplicadores

Nesta secao lembraremos o conceito de agao parcial torcida de um grupo sobre
uma K-dlgebra, bem como a nocao de acao envolvente. A definicao de agao parcial
torcida foi introduzida por M. Dokuchaev, R. Exel e J. J. Simén em [8]. Em [9],
os autores dao condicoes necessarias e suficientes para que uma agao parcial torcida
(sobre um anel com unidade) possua envolvente. Antes precisamos da algebra dos
multiplicadores. Mais informagoes podem ser obtidas em [7].

Sejam K um anel comutativo com unidade, A uma K-algebra associativa (nao
necessariamente com unidade) e I um ideal de A. Tome um elemento = € I e
considere as multiplicagoes a esquerda e a direita por x em A: L, : A — A e
R, : A — A dadas por L,(a) = za e (a)R, = ax, para todo a € A. Entao,
L =1L, e R= R, sao transformacoes lineares tais que as seguintes propriedades sao

satisfeitas, para todo a,b € A:
(1) L(ab) = (La)b;
(i7) (ab)R = a(bR);

(iii) (aR)b = a(Lb).
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Definicao 1.5.1. A dlgebra dos multiplicadores de uma K-dlgebra A € o conjunto
M(A) de todos os pares ordenados (R, L), onde L e R sdo transformagoes lineares de
A que satisfazem as propriedades (i) — (iii) acima. Para quaisquer A € K e (R, L),
(R, L") € M(A) as operagoes sao dadas por: (R,L)+ (R',L') = (R+ R,L+ L),
(R,L)(R',L') = (RoR,LolL') e \(R,L) = (AR, \L).

Para um multiplicador w = (R, L) € M(A) e um elemento a € A, denotamos
por aw = aR e wa = La, e dessa maneira sempre temos que (aw)b = a(wb), para
todo a,b € A. A primeira (resp. segunda) componente dos elementos de M(A) é
chamada de multiplicador & direita (resp. a esquerda) de A. E importante destacar
que no caso em que A é uma K-algebra com unidade, A é isomorfa a M(A) (veja
[7, Proposition 2.3]).

Com a nocao da élgebra dos multiplicadores, vejamos a definicao de uma agao
parcial torcida de um grupo sobre uma K-algebra (ou equivalentemente sobre um

anel).

Definigao 1.5.2. (/8, Definition 2.1]) Uma agao parcial torcida de um grupo G sobre
A € uma tripla: o = ({Sg}gea, {agtgea: {Wq.n}gnyeaxa), onde para cada g € G, S,
¢ um ideal bilateral de A, oy € um isomorfismo de K-dlgebras S, — Sy, e para
cada (g,h) € G x G, w,, € um elemento invertivel de M(S;Sy1), satisfazendo as

sequintes condigoes, para todo g,h,t € G:
(i) S7 =Sy, SgSh = SnSy;

(1) S1 = A e oy € aidentidade de A;

(ii0) 0rg(Sg-15n) = SgSgn;

(iv) agoap(a) = wg7ho<gh(a)w;,1l, para todo a € Sp-1Sp-14-1;
(v) wyg1 = w1y =1 (aplicacdo identidade de S,);

(vi) aglawp ) wgn = ag(a)wg pwgne, para todo a € Sy;-1.S,Sh:.

Observe que segue imediatamente do item (i) que um produto finito de ideais
SgSh -+ € idempotente, e ay(S,;-15,5F) = SgSgnSys, para todo g, h, f € G, pelo

item (i27). Assim, todos os multiplicadores no item (vi) podem ser aplicados.
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Além disso, da defini¢ao de agao parcial torcida decorrem as seguintes igualdades,

que serao utilizadas em varias demonstragoes. Para todo g € G temos,

ag(awg-1 5) = ag(a)wy g-1, paratodo a € Sy-1. (1.5.1)

a, H(a) = wg_,l1 Qg1 (a@)wg-14, para todo a € Sj. (1.5.2)
Para mais detalhes, o leitor interessado pode consultar [8].

Lembremos que o é uma ac¢ao global torcida se S, = A, para todo g € G. Um

exemplo interessante de acao parcial torcida é dada pela restrigao de uma acao global.

Exemplo 1.5.3. Seja

B = (B, {Bs}gec: {ugntgmecxa)

uma a¢ao global torcida de um grupo G sobre um anel B (nao necessariamente com
unidade). Podemos restringir B a um ideal bilateral A de B tal que A tem unidade
14. Com efeito, tomando S, = ANP,(A) = A-5,(A), temos que cada S, tem unidade
dada por 148,(14). Considerando ay = f3, |Sg*1 , os itens (i), (ii) e (iii) da definicao
Defini¢ao 1.5.2 sao satisfeitos. Além disso, se definirmos wgp, = ugplaBe(1a)Ben(1a)
temos que as condigoes (iv), (v) e (vi) também sao satisfeitas. Assim, obtemos uma

acao parcial torcida sobre A.

Para apresentarmos um outro exemplo, precisamos de alguns conceitos que serao
dados agora.

Seja G um grupo multiplicativo tal que G age sobre um grupo multiplicativo
abeliano A. Aqui denotaremos por a? a acao de G sobre A, para quaisquer a € A e
g € GG. Uma funcao f : G x G-+ x G — A é chamada uma n-cocadeia de G em
A, onde n > 1 é o ntmero de cépias de G. O conjunto de todas as n-cocadeias sera
denotado por C™(G, A). Note que, C™"(G, A) é um grupo abeliano onde

flf2<gla"' 7gn) = fl(gl7"' 7gn)f2(gl7"' 7gn)7

para toda fi, fo € C"(G, A).

A {ormula
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dn+1f(91, o 7gn+1) -
J(g20- s gnst) ¥ TTS (g1 9ot 9igisn, - i) T [ f g ga)CD e

define um homomorfismo d,; : C*(G, A) — C""(G, A). O nucleo de d,,,; serd
denotado por Z"(G, A) e a imagem de d,, por B"(G, A). Os elementos de Z"(G, A)
sdo chamados de n-cociclos e os de B"(G, A) sao chamados n-cobordos. Além disso,
B™"(G, A) é subgrupo normal de Z™(G, A). Assim, o n-ésimo grupo de cohomologia

de G com coeficientes em A é definido por:
H"(G,A)=Z"(G,A)/B"(G, A),

para todo n > 1.

Agora, sejam G um grupo e K um corpo algebricamente fechado de caracteristica
zero, K* o grupo multiplicativo dos elementos nao nulos de K. Entao, o segundo
grupo de cohomologia H?(G, K*), onde G age trivialmente sobre K*, é chamado

multiplicador de Schur de G. Para maiores detalhes, o leitor podera consultar [17].

Exemplo 1.5.4. Considere G um grupo cujo multiplicador de Schur é nao trivial.
Entao, existe um 2-cociclo v : G x G — C* de G nao trivial, isto €, v nao é
um 2-cobordo. Seja o uma acdo parcial qualquer de G sobre uma C-dlgebra A.
Entao, v(g,h) pode ser visto como um multiplicador inversivel do ideal Sy N Syp,
para cada g,h € G. Como v € um 2-cociclo, (g, h)v(gh,t) = v(h,t)v(g, ht), para
todo g,h,t € G. Assim, € facil ver que (A,«,7y) é uma agdo parcial torcida de G
sobre A.

O exemplo dado acima foi sugerido pelo professor M. Dokuchaev.
Outro exemplo de agao parcial torcida também pode ser encontrado em [12].

A seguir, veremos a definicao de acao envolvente e condigoes necessarias e sufi-
cientes para que uma dada acao parcial torcida sobre um anel com unidade possua
envolvente.

No que segue, a = ({Sg}gea, {agtgeas {Wy,n}gnecaxa) denota uma acao parcial

torcida de um grupo G sobre A.

Definicao 1.5.5. (/9, Definition 2.2]) Dizemos que uma acao global torcida § =
(B, {Bg}gec: {tgntgnycaxa) de um grupo G sobre uma dlgebra B € uma globaliza¢do
(ou agdo envolvente) para uma agdo parcial torcida « de G sobre A se existe um

monomorfismo ¢ : A — B tal que:
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(1) ¢(A) é um ideal de B;

(i) B =3 Bylp(A));

geG
(i17) ©(Sy) = ©(A) N By(p(A)), para todo g € G;
(iv) ooy = By0¢p em Sy-1, para todo g € G;
(v) plawy ) = p(a)ugn, p(wgra) = ugpp(a), para todo g,h € G e a € SySy.

E claro que se a acao parcial torcida a de G sobre A tem uma agao envolvente
B = (B,{Bg}geq, {ugn}gnecaxc) podemos identificar A com o ideal ¢(A) de B.
Assim, sem perda de generalidade, podemos dizer que [ é uma agao envolvente para

a se A é um ideal de B e se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

() B= 2 By(A);

gea
(i7') Sy = AN B,(A), para todo g € G;
(iti") a4(x) = By(x), para todo & € S,-1, para todo g € G;
(iv") awyp = atgp, Wy pa = Uugpa, para todo g,h € G e a € SySyh.

Definicao 1.5.6. Dizemos que uma ag¢ao global torcida B de G sobre B é uma envol-
vente fraca para uma agao parcial torcida o de G sobre A se existe um monomorfismo

de anéis ¢ : A — B tal que as sequintes condicoes sao satisfeitas:
(i) poay=Fy0¢ em Sy-1, para todo g € G;
(i1) Plawgn) = d(a)ugn, P(wgna) = ugpd(a), para todo g,h € G e a € SySyn.

Exemplo 1.5.7. Seja o = ({S;}gec: {ay}gec) uma acdo parcial (ndo torcida) de
um grupo G sobre um anel A com unidade, tal que o admite uma ag¢do envol-
vente. Neste caso, os ideais S, de A tem unidade, para todo g € G (consulte

[7, Theorem 4.5]). Assim, tomando wy;, = 1,144, para todo g,h € G temos que

({Sg}gea, {agtoea: {wg.n}gnycaxa) € uma agdo parcial torcida.

Lembramos que dada uma acao parcial torcida « de G sobre A, o produto cruzado

parcial A %, G é a soma direta:
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@ Sg(sg

geG

onde os d,’s sdo sfmbolos e a multiplicagao é dada por:
(agdy) - (bndn) = O‘g(agl(agwh)wg,hégh‘

Aqui wy, age como um multiplicador & direita sobre agy(a, " (ag)bn) € ag(Sy-154) =
SySgn- Esta operagao é associativa ( [8, Theorem 2.4]).

Cabe ressaltar que em [7], os autores provaram que o skew anel de grupo parcial
¢ associativo somente quando os os ideais S, de A satisfazem uma determinada
condicao. Um caso em que o skew anel de grupo parcial é associativo é quando os
ideais S, sao idempotentes, para todo g € G. Observe que aqui esta condi¢ao ¢é

automaticamente satisfeita de acordo com a definicao de agao parcial torcida.

Se cada ideal S, ¢ um anel com unidade, cujo elemento identidade ¢ denotado por
1,4, entao 1, é um idempotente central de A tal que S; = 1,4 e para todo g,h € G,
o anel S, N S;, = §,S) ¢ unitario com unidade 1,1;,. Consequentemente, temos que
M(SySgn) = SySyn. Assim, w, ), pode ser considerado como um elemento invertivel
de SySyn, para todo g, h € G.

Os dois teoremas a seguir dao condigoes necessarias e suficientes para a existéncia

da acao envolvente, no caso em que A é um anel com unidade.

Teorema 1.5.8. (/9, Theorem 4.1]) Seja o uma agao parcial torcida de um grupo
G sobre um anel com unidade A tal que cada S, (9 € G) é um anel com elemento
identidade 1,. Entao, o admite uma agao envolvente se e somente se para cada par
(9,h) € G x G existe um elemento invertivel w,, € U(A), tal que Wy pl 1y, = wyp

e g(Whly—1)Wept = lgWypWgny, para quaisquer g, h,t € G.

Teorema 1.5.9. ([9, Theorem 7.2]) Seja A um anel com unidade que é produto (ndio
necessariamente finito) de anéis indecomponiveis. Uma a¢ao parcial torcida o de um
grupo G sobre A admite uma agdo envolvente se e somente se cada ideal S, (g € G)

possut unidade.

1.6 Equivaléncia de Morita

Nesta se¢ao estaremos considerando sempre anéis com unidade. Apresentaremos

agora a definicao de um contexto de Morita. Mais detalhes podem ser encontrados
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em [18] e [23].

Defini¢ao 1.6.1. Um contexto de Morita é uma sextupla (A, A', M, M',,7"), onde:
(1) A e A sao anéis;

(11) M é um (A, A")-bimédulo e M’ é um (A’, A)-bimddulo;

(131) 7 : M ®a M' — A € um homomorfismo de A-bimddulos;

() 7 M'®@a M — A" é um homomorfismo de A’-bimddulos,

tal que as sequintes condigoes sao satisfeitas:

T(x @ 2"y = z7' (2’ ®y), para todo x,y € M, ' € M’,

T'(2' @ z)y =2'T(x ®Y'), para todo ',y € M',x € M

Dado um contexto de Morita, onde 7 e 7/ sdo sobrejetoras, as categorias de A-
moédulos e de A-mdédulos sdo equivalentes. Neste caso, dizemos que os anéis A e
A’ sao Morita equivalentes. Dessa maneira, toda propriedade que pode ser definida
em termos categodricos é facilmente transferivel de um anel para o outro. Dentre as
propriedades que sao Morita invariantes podemos destacar: semisimplicidade, pri-

mitividade, artinianidade, noetherianidade, von Neumann regularidade, etc.

Em [7] os autores provaram que se a é uma agao parcial (nao torcida) de um
grupo G sobre um anel com unidade A que admite uma acao envolvente (B, 3), onde
B é um anel com unidade, entao o skew anel de grupo parcial A %, G e o skew anel
de grupo global B % G' sao Morita equivalentes. A prova deste resultado pode ser
facilmente adaptada para o caso em que a é uma agao parcial torcida.

Para tanto, consideremos

M ={> c,04;¢c, € A, para todo g € G},

geG

N={>d,4d, € 5,(A), paratodo g € G}

geG

e as seguintes aplicacoes
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T MQp,cN > AxGep: NQy oM — BxsG,

definidas, respectivamente, por 7(m ®@ n) = mn e p(n ® m) = nm.
A sextupla (A %, G, B %3 G, M, N, 7, u) é um contexto de Morita, com 7 e p

sobrejetoras. Portanto temos o seguinte resultado.

Teorema 1.6.2. Sejam « uma acao parcial torcida de um grupo G sobre um anel
com unidade A e B uma ag¢do envolvente de o com G agindo globalmente sobre B,
tal que B também tem unidade. Entdo, os produtos cruzados A x, G e B *g G sao

Morita equivalentes.

Em [9], o teorema acima ¢é demonstrado para um caso mais geral. Uma vez que

neste trabalho o Teorema 1.6.2 é suficiente, nao entraremos em maiores detalhes.

1.7 O subanel dos elementos invariantes

Nosso principal objetivo nesta secao, é definir o subanel dos invariantes de uma
acao parcial torcida, lembrando que este conceito foi estabelecido primeiramente em
[10]. Aqui, estaremos considerando o = ({Sy}geq, {ag}tgeas {Wyn}gneaxa) uma

acao parcial torcida de um grupo G sobre um anel A.

Definigao 1.7.1. O subanel dos elementos invariantes de A sob a a¢do parcial tor-

cida o, denotado por A®, é dado por
A* ={x € A;ay(ra) = zay(a) para todo g € G,a € Sy-1}.

No caso em que os ideais S, tem elemento identidade 1,, para todo g € G,

podemos escrever simplesmente
A* ={x € A;ay(xl,~1) = 21, para todo g € G}.

Quando G for um grupo finito e cada ideal S, tem elemento identidade 14, po-

demos considerar a aplicacao traco parcial tr, : A — A%, definida por:

tra(a) = 3 ay(al, )

geG

para todo a € A.

Definigao 1.7.2. Um ideal I de A é dito a-invariante se
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ag(INS,1) CINS,
para todo g € G.

Note que [ é a-invariante se e somente se o, (1 NS,-1) = NSy, para todo g € G.

Além disso, se I é um ideal de A a-invariante, entao

I+, G:={) as04a, € SyNI}.

geG

E facil verificar que I %, G é um ideal de A *, G.
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Capitulo 2

Acoes Parciais Torcidas e o

Produto Cruzado Parcial

Neste capitulo serao apresentados alguns resultados que sao generalizacoes na-
turais, para o caso de agoes parciais torcidas, dos resultados demonstrados por M.

Ferrero e J. Lazzarin em [15]. Estes serdo utilizados no préximo capitulo.

2.1 Acoes Parciais Torcidas de Tipo Finito

Vamos trabalhar na seguinte situacao: o = ({Sy}gea, {agtgea: {Wgn}gnecaxa) é
uma acao parcial torcida de um grupo G sobre A, onde A é um anel com unidade e
os ideais Sy de A tem elemento identidade 1,, para todo g € G . Além disso, vamos
supor que o possui uma acao envolvente 3 = (B, {8;}geq, {tgh}(gncaxc). Escre-
veremos simplesmente que (B, 3, u) é uma agao envolvente para a. Nosso principal
interesse nesta secao, é investigar algumas propriedades que se transferem do anel
A para o anel B e reciprocamente, bem como propriedades que sao transferidas de
A para o produto cruzado A *, G. Para tanto, comecamos definindo acao parcial
torcida de tipo finito, lembrando que esta nocao foi introduzida em [15] para agoes

parciais nao torcidas.

Definicao 2.1.1. Dizemos que uma ag¢ao parcial torcida « € de tipo finito se existe

um subconjunto finito {g1, g2, -+ , gn} de G tal que > Syy, = A, para qualquer g € G.
i=1

Note que, no caso em que G for um grupo finito, toda acao parcial torcida é de

tipo finito.

29



A proposicao a seguir caracteriza as a¢oes parciais torcidas de tipo finito.

Proposigao 2.1.2. Seja o uma agao parcial torcida de G sobre A com agao envol-

vente (B, 5,u). As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(1) a é de tipo finito.
(i7) Existem g1,g2, -+ ,9n € G tais que B = f:lﬁgi(A)'
(7i1) B tem unidade.

Prova: (i) = (i1) Por hipétese, A = > S,-1,,, para qualquer g € G. Aplicando £,
i=1

em ambos os lados da igualdade obtemos que
By(A) = 59(; Sg1g:) = ;@;(Sg—lgi)-

Por outro lado, como (B, 8, u) é uma agao envolvente, temos que

B=3 8y(A) = ¥ By(X Sy1) = 35 5 BolSy1g0)-

geqG geG i=1 i=1geG

E facil verificar que By(Sg-14,) € By, (A), para todo g € G. Logo, B =) B, (A).
=1

(it) = (iii) Por hipdtese, B = > f3,,(A). Como todos os ideais (,,(A) de B tem
i=1

elemento identidade, segue que B também possui identidade.

(7i1) = (i) Suponhamos que B tem elemento identidade 1. Note que, em particular,
g =" By (a;), para algum g¢; € G e a; € A.
i=1
Por outro lado, para todo g € G,

Ly = By(15) = 8,(5 Bu(@)) = 3= 4, (8(a)) = 3 ).

Assim, 1y=1514 = Zﬁggi(ai)lA c Z Sggi'
i=1 i=1
Portanto, A C ) S, e consequentemente, A =Y S5,,,, paratodo g € G. O
i=1 i=1

Se a é uma agao parcial torcida de tipo finito com envolvente (B, [3,u) entao,
pela proposicao acima, existem um menor inteiron > 1 e g1, 92, , g, € G tais que
n

B =" B,,(A). Neste caso, dizemos que n é a ordem de «.
i=1
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Uma consequéncia interessante desta proposicao é o seguinte corolario. Este
resultado serd de fundamental importancia para algumas demonstragoes deste e do

proximo capitulo.

Corolario 2.1.3. Se a € uma acdo parcial torcida de tipo finito entdo A x, G e

B x5 G sao Morita equivalentes.

Prova: Como « é de tipo finito entao, pelo que foi visto acima, B tem unidade.

Pelo Teorema 1.6.2, segue que A x, G e B x3 G sao Morita equivalentes. O

Definicao 2.1.4. Seja S um anel qualquer. Um idempotente central e € S € dito
centralmente primitivo se nao pode ser escrito como uma soma de dois idempotentes

centrais ortogonais.

Definicao 2.1.5. Um anel S com identidade possui uma decomposi¢cao em blocos
finita se pode ser escrito como uma soma direta finita de anéis indecomponiveis com

unidade. FEquivalentemente, existe um conjunto finito de idempotentes centralmente

primitivos ortogonais {ey,--- ,e,} € S tal que Y e; = lg.
i=1

Por definicao, um anel que tem uma decomposicao em blocos finita é sempre um
anel com identidade. Maiores detalhes sobre este conceito podem ser encontrados
em [19, §22].

Proposicao 2.1.6. Seja o uma acao parcial torcida de um grupo G sobre A com
agdo envolvente (B, B,u). Entao, B tem uma decomposicio em blocos finita se e

somente se A tem uma decomposicao em blocos finita e o € de tipo finito.

Prova: Primeiramente, note que se e € A é um idempotente centralmente primitivo
de A entao e é centralmente primitivo de B. De fato, suponhamos que e = e; + e3,
onde ey, e5 sao idempotentes centrais ortogonais de B. Desta maneira, e; = eje; +
eres = e1(e; + ez) = eje € A. Analogamente, es € A. Assim, e = e + ey, com
e1,e0 € A e sao centrais em A. Logo, e; = 0 ou e = 0, isto é, e é centralmente
primitivo de B.

Agora suponhamos que B = ) @B;, onde cada B; é um anel indecomponivel.
j=1

Notemos que A = Bly = Y @B;14. Dal, B; = 14B;® (1 — 14)B;. Como cada B;
j=1
¢ indecomponivel, 14B; =0 ou (15 — 14)B; = 0. Assim, 14,B;, =0 ou 14B; = B,.
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Logo, A tem uma decomposi¢ao em blocos finita. Pela Proposicao 2.1.2, a é de
tipo finito.
Reciprocamente, suponhamos que A tem uma decomposicao em blocos finita e «
é de tipo finito. Assim temos que B = i By (A), com g1, , g, € G e By, (A) ~ A.
i=1

Por hipdtese A = " @A;, onde cada A; é indecomponivel.

J=1
n m
Portanto, B = > " f,,(A;), ouseja, B também admite decomposicao em blocos

i=1j=1
finita. O

Com esse resultado, podemos provar o seguinte:

Corolario 2.1.7. Seja o uma acao parcial torcida de um grupo G sobre A com a¢ao
envolvente (B, 5,u). Entdo, B € semisimples se e somente se A € semisimples e «

€ de tipo finito.

Prova: Se B é semisimples entao A é semisimples pois A é um ideal de B. Além
disso, uma vez que B é semisimples entao B é escrito como uma soma direta finita
de ideais simples, que sao indecomponiveis. Logo, B tem decomposicao em blocos
finita, e dai, B possui unidade. Portanto, pela Proposicao 2.1.2, a é de tipo finito.
Por outro lado, se A é semisimples e a é de tipo finito entao, pela Proposicao 2.1.2,

B ¢é uma soma finita de anéis semisimples, e assim, é também semisimples. a

A seguinte observagao sera necessaria em algumas demonstragoes desta secao e
pode ser encontrada em [15, Remark 1.13].
Observacao 2.1.8. Suponhamos que S = > J;, onde cada J; é um ideal de S com
i€l
elemento identidade 1; como anel, para todo i € 1. Entao as sequintes afirmagoes

sao validas:

(i) Se C' € um ideal a esquerda (a direita, bilateral) de S entao C1; é um ideal a

esquerda (a direita, bilateral) de J;.

(i1) Se C' € um ideal a esquerda (a direita, bilateral) de J; entdo C € um ideal a

esquerda (a direita, bilateral) de S.

(1ii) Se C' € um ideal a esquerda (a direita, bilateral) de S entao C'1; = C' N J;.
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(iv) Se C,J sao ideais a esquerda (a direita, bilateral) de S e C1; = J1;, para todo
1 € I entao C = J. Em particular, se C1; =0, para todo © € I, entao C = 0.

(v) Se E; € um ideal a esquerda (a direita, bilateral) essencial de J;, para todo
i€, entao E =Y E; € essencial de S.
iel
Recordemos que um radical v é dito um radical hereditdrio se para qualquer anel
S e um ideal I de S temos que y(I) = v(S)N 1. O leitor pode consultar [6] para mais
informagoes. Como exemplos de radicais hereditarios temos o radical de Jacobson,
radical primo e o nil radical superior.

Dado um radical 7, dizemos que um anel S é y-semisimples se y(S) = 0.

Proposicao 2.1.9. Suponhamos que o é uma ag¢ao parcial torcida de um grupo G
sobre A com ag¢do envolvente (B, [,u). Se v é um radical hereditdrio, entio A é

v-semisimples se e somente se B € y-semisimples.

Prova: Suponhamos que A é vy-semisimples, isto é, 7(A) = 0. Como [,(A) ~ A
temos que y(B,(A)) = 0, para todo g € G. Assim, como v é um radical hereditério,
Y(B)By(1a) = v(B) N B,(A) =0, para todo g € G. Pela Observagao 2.1.8 item (iv),
temos que y(B) = 0.

Reciprocamente, se 7(B) = 0 entao, como y(A) = v(B)N A = 0, segue que A é

~y-semisimples. O

Como um caso particular desta proposicao, temos o seguinte corolario.

Corolario 2.1.10. Suponhamos que o é uma ac¢ao parcial torcida de um grupo G
sobre A com ag¢do envolvente (B, 3,u). Entao, A é semiprimo (semiprimitivo) se e

somente se B é semiprimo (semiprimitivo).
O lema seguinte é imediato do Lema 1.3 de [16], e serd necessério a seguir.

Lema 2.1.11. Seja I um ideal de um anel A. O anel A é von Neumman reqular se

e somente se I e A/I sao von Neumman requlares.

Proposicao 2.1.12. Suponhamos que o é uma ac¢ao parcial torcida de um grupo
G sobre A com agao envolvente (B, B,u). Entao, A é von Neumann reqular se e

somente se B é von Neumann reqular.
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Prova: Suponhamos que A é von Neumann regular. Como B = ) f4(A) e 5,(A) ~
geG
A qualquer elemento de B estd numa soma finita de anéis von Neumman regulares.

Logo, por [16, Lemma 1.3], B é von Neumman regular.
Por outro lado, suponhamos que B é von Neumman regular. Como A é um ideal

de B entao, pelo Lema 2.1.11, A é von Neumman regular. O

No que segue veremos dois resultados que tratam a respeito da dimensao uniforme

e da nao singularidade, respectivamente.

Proposicao 2.1.13. Sejam A um anel, a uma ac¢ao parcial torcida de tipo finito

com envolvente (B, B,u). Entdo,
udimA < udimB < o(a)udimA

onde o(a) € a ordem de . Em particular, se G é um grupo finito de ordem |G|

temos que udimB < |G|udimA.

Prova: B facil ver que udimA < udimB. Mostremos que udimB < o(a)udimA.
Suponhamos que o(a) = ne B = Y f,(A). Como f,(A) ~ A, entdo udimA =
i=1

udimafy, (A), e segue que, udimB < nudimA = o(a)udimA. O

Corolario 2.1.14. Sejam A um anel e a uma ag¢ao parcial torcida de G sobre A
com a¢ao envolvente (B, B,u). Entdo, A € ndo singular a esquerda se e somente se

B ¢é nao singular a esquerda.

Prova: Por hipdtese temos que B = ) ,(A), e pelo Lema 1.1.9, Z(A) = Z(B)NA.
geG
Consequentemente, se B é nao singular a esquerda entao A é nao singular a esquerda.

Suponha que A é nao singular. Desta forma, 0 = Z(A) = Z(Bla) O Z(B)l4.
Note que 5,(Z(B)) = Z(B), para qualquer g € G, pois f, é um isomorfismo de
anéis, para todo g € G.

Assim, (,(Z(B)14) = 0, ou seja, B,(Z(B))By(14) = 0. Logo, Z(B)B,(14) = 0,
para todo g € G. Pela Observacao 2.1.8 item (iv), segue que Z(B) = 0. O

De posse destes resultados podemos investigar a propriedade de ser Goldie a

esquerda.

Corolario 2.1.15. Sejam A um anel e « uma acao parcial torcida de G sobre A com
agdo envolvente (B, 3,u). Entao, B é semiprimo de Goldie a esquerda se e somente

se A € semiprimo de Goldie a esquerda e v € de tipo finito.
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Prova: Suponhamos que B é um anel semiprimo de Goldie a esquerda, isto é, B
é semiprimo, nao singular a esquerda e udimB < oo. Logo, pelo Corolario 2.1.10
e pelo Coroléario 2.1.14, A é semiprimo e nao singular a esquerda. Além disso,
udimA < udimB < oo. Portanto, A é semiprimo de Goldie a esquerda. Resta
mostrar que « é de tipo finito, isto é, que B deve ser uma soma finita dos ideais
B4(A), g € G. Mas isto é verdade, pois caso contrério, udimB nao seria finita.
Reciprocamente, suponhamos que A é semiprimo de Goldie a esquerda e o é uma
acao parcial torcida de tipo finito. Como A é semiprimo e nao singular a esquerda
sabemos que B também é semiprimo e nao singular a esquerda, pelo Corolario 2.1.10
e pelo Corolério 2.1.14. Resta verificar que udimB < oo. Mas, « ¢é de tipo finito e
udimA < oo, donde segue, pela Proposigao 2.1.13, que udimB < oco. Portanto, B é

um anel semiprimo de Goldie a esquerda. O

Para finalizar esta secao, vejamos uma proposicao que sera necessaria para as
demonstragoes de alguns resultados deste capitulo e do Capitulo 3. Esta foi origi-
nalmente demonstrada em [15] e pode ser facilmente adaptada para agdes parciais

torcidas.

Proposicao 2.1.16. ([15, Proposition 1.22]) Sejam A um anel, o uma ag¢do parcial
torcida de um grupo G sobre A com a¢ao envolvente (B, B,u) e m um inteiro positivo.

Entao,

(1) A € livre de m-tor¢ao aditiva se e somente se B € livre de m-tor¢do aditiva.

(17) Se além disso, B possui elemento identidade, entdo m ¢é invertivel em A se e

somente se m € invertivel em B.

2.2 A Semisimplicidade e a Von Neumann Regu-

laridade do Produto Cruzado Parcial

Nesta secao iremos investigar a semisimplicidade e von Neumann regularidade
do produto cruzado parcial A *x, G. Lembrando que todos os resultados desta secao
sao generalizagoes dos apresentados em [15], e cujas demonstragoes sao fortemente
inspiradas nesse trabalho.

Continuamos com as mesmas hipéteses da secao anterior: A denotara um anel

com unidade, o = ({Sg}gea; {0 }gea, {Wgn}g,n)eaxa) € uma agao parcial torcida de
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um grupo G sobre o anel A. Além disso, os ideais Sy de A tem elemento identidade,
para todo g € G e a tem envolvente 3 = (B, {fy}geq, {Ugn }(g.n)caxa)-
Observe que, pelo item (ii7) da Defini¢ao 1.5.2,

O‘g<1g*11h) = 1glgha

para todo g, h € G. Além disso, é importante ressaltar novamente que como os ideais
S, tem unidade, para todo g € G, qualquer multiplicador w, , pode ser considerado

um elemento invertivel de S,Sg,, para todo g,h € G.

Comecamos generalizando duas versoes do Teorema de Maschke. Cabe observar

que outras demonstragoes para agoes parciais torcidas ja foram feitas em [2].

Teorema 2.2.1. (Teorema de Maschke 1) Sejam A um anel e o uma agdo parcial
torcida de um grupo finito G sobre A. Se A é semisimples e |G| é invertivel em A,

entio A x, G € semisimples.

Prova: Suponhamos que A é semisimples e |G| é invertivel em A. Pelo Co-
rolario 2.1.7 e pela Proposigao 2.1.16, B é semisimples e |G| é invertivel em B.
Usando a versao global do Teorema de Maschke ([24, Corolario 0.2]), obtemos que
B % G é semisimples. Como G é um grupo finito entao « é de tipo finito, e assim,

pelo Corolario 2.1.3 segue que A x, G é semisimples. O

Teorema 2.2.2. (Teorema de Maschke 2) Sejam o uma agdao parcial torcida de um
grupo finito G sobre A, V um A x, G-maodulo a esquerda e U um A *x, G-submaddulo
a esquerda de V. Se tro(1a) € invertivel em A e U é um somando direto de V' como
A-modulo a esquerda, entao U é um somando direto de V' como A %, G-maédulo a

esquerda.

Prova: Seja V = U & U’ como A-mdédulos a esquerda. Dessa forma, consideremos
uma A-projegdo a esquerda m : V. — U, isto é, w(u) = u, para todo u € U.

Definimos uma aplicacao ¢ : V. — U dada por:

) =1 w‘q_,ll’g]_gfl(;gflﬂ(lg(ng),

geG

para todo v € V, onde | = (tr,(14))!. Observe que (V) C U.
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Mostremos que ¥ é um homomorfismo de A %, G-médulo a esquerda com 9(u) =
u, para todo u € U. De fato, sejam v € V e h € G um elemento fixado. Entao, como

m é uma A-projecao temos

l 1h5hv Z w —159—17T(1g(591h5h1))

geG

= Zw ~1g 1W(Qg(ag_l(19)1h)wgvh5ghv)
geG

= Z w_,l 79 1049(1971 lh)w%hw(lghéghv)
geG

= Z CYg—l _11 71 1 —1)&g<1g—1 1h)wg,h)wg_1716g_1W(lghéghv)
geG

= Z w;}17g1971 lhOégfl (wg7h)(5gf17r(1gh(59hv).
geG

Pela Definigao 1.5.2 item (vi), para todo g,h € G,
ag-1(wgp) = ag-1(141gpwy ) = ag-1(1glgh)wg_17gwg’_117gh =1, 1hwg_1ygw;_11’gh.

Assim, substituindo na equacao acima vemos que

H(Lano) =) L lyw,ty 6gm(Landgnv). (2.2.1)

geG

Por outro lado,

10000 (0) =) 1ndpw, s 1g-18,-17(140,0)

geG

= Z O{h(].hflwg_,ll’g]_gfl)wh’gfléhgflﬂ'(lg(sgv)
geG

= Z Lo (w g1 1p=1)wp g-10p,-17(14040). (%)
geG

Novamente pelo item (vi) da Defini¢ao 1.5.2, para todo g,h € G, temos que

-1
O{h(]_h—l]_g—lwg,lyg) = 1h1hg 1whg 1 whg 1.
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Substituindo em (*) obtemos que

1,000 (0) =) 1ylpg- by g1 (1g0,0).

geG

Tomando gh™! = f, segue que

li 1h5h'¢ Zlhlf 1wf fh(sf 17T(1fh5fhv)- (222)
fea

Comparando as Equagoes (2.2.1) e (2.2.2) resulta que ¢(1,0,v) = 1,059 (v).
Como 7 é uma A-projegao, temos que ¢ (av) = ay)(v), para todoa € Aewv € V.
Logo, 1 é um homomorfismo de A x, G-moddulos a esquerda.

Resta verificar que ¢(u) = u, para todo u € U. Observemos que,
m(1404u) = 1,0,m(u) = 1404u,

para todo u € U.

Portanto,
hp(u) = w116, (1,6,u)

geG

= Zw g-11g04u
geG

= Zozgq(oz;}l (w;,ll’glgfl)lg)wgfl’gdlu
geG

= Zw;fl’glg—lwg_17g51u
geG

= Z L1 =1""u.
geG

Dai, 1(u) = u, para todo u € U e o resultado segue. O

Como uma consequéncia imediata temos:

Corolario 2.2.3. Se A ¢ um anel semisimples, a € uma agao parcial torcida de um

grupo finito G sobre A e tro(14) € invertivel em A, entdo A x, G é semisimples.

Nosso proximo objetivo é estudar a questao da von Neumann regularidade de
Ax,G.
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Teorema 2.2.4. Suponhamos que o € uma a¢ao parcial torcida de um grupo finito
G sobre A. Se A é um anel von Neumann reqular e |G| € invertivel em A, entdo

A x, G € von Neumann reqular.

Prova: Pela Proposigao 2.1.16, |G| é invertivel em B, e pela Proposicao 2.1.12, B
¢ von Neumann regular. Assim, B x5 G é von Neumann regular ([26, Proposition
17.2]). Como « é de tipo finito, A, G ¢ B3 G sao anéis Morita equivalentes, donde

segue que A x, GG é von Neumann regular. O

Lembramos que A é von Neumann regular se e somente se todo ideal a esquerda
principal é um somando direto de 4 A ([19, Theorem 4.23]). Com esta caracterizagao

podemos provar o seguinte lema.

Lema 2.2.5. Sejam A um anel von Neumann reqular e o uma acdo parcial torcida
de um grupo finito G sobre A. Se I € um ideal a esquerda principal de Ax, G, entao

I é um A-somando direto de A x, G.
Prova: Observe que, para quaisquer g,h € G e a € S, temos,
Shéhaég = Shah(alhq)wh,g&lg.

Uma vez que I é um ideal a esquerda principal de A %, G, entao existe x =
> a0, € Ak, G tal que I = (A%, G)z. Assim,

geG

I = Z Sh5ha959 = Z Shah(aglhq)wh’géhg = Z If(;f,
g,heG g,heCG fea

onde f=hgel;= ) Spap(ap-1flp-1)wpp-1p = > Alpap(ap-11lp-1)wpp-15 € um
ideal a esquerda ﬁn?teaGmente gerado de A que esthéuG Céontido em Sy. Como A é um
anel von Neumann regular, segue que /; é um somando direto de A como A-mddulo
a esquerda. Desta forma, existe um ideal a esquerda H; de A tal que Iy & Hy = A.

Logo, Iy & (Hy N Sy) = Sy, donde segue que Ax, G=1& > (Hs N S§)ds como
feaq
A-modulo a esquerda. O

Teorema 2.2.6. Suponhamos que A é um anel von Neumann reqular e o € uma
acao parcial torcida de um grupo finito G sobre A onde tro(1a) é invertivel em A.

Entao A x, G € von Neumann reqular.
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Prova: Seja I um ideal a esquerda principal de A %, G. Assim, [ é um A-somando
direto de A %, GG. Pelo Teorema de Maschke, I é um A %, G- somando direto. Logo,

A x, G é von Neumann regular. O

2.3 Ideais Primos, Primitivos e o Radical de

Jacobson

Nesta secao continuamos nas mesmas hipoteses das segoes anteriores. Vamos
provar resultados envolvendo o radical de Jacobson de A x, G.

No que segue, para qualquer anel S, J(S) denota o radical de Jacobson de S.
O radical de Jacobson de um anel S com unidade é a intersecao de todos os ideais
a esquerda maximais de S. O lema a seguir caracteriza os elementos de J(S) em

termos dos elementos invertiveis de S.

Lema 2.3.1. ([19, Lemma 4.3]) Para qualquer y € S, tem-se que y € J(S) se e

somente se 1 — xyz € invertivel em S, para quaisquer x,z € S.

Além disso, o radical de Jacobson de S é a interse¢ao de todos os ideais primitivos
a esquerda de S ([19, Corollary 11.5]). Lembrando que um ideal I de S é primitivo

a esquerda se I é o anulador de um S-mdédulo a esquerda simples.
Como ja foi visto no primeiro capitulo, a sextupla (A %, G, B %3 G, M, N, T, 1)
é um contexto de Morita, onde M = {) ¢,04;¢, € A, paratodo g € G}, N =
geG

{>° d,o,4:d, € Bys(A), para todo g € G} e as aplicagoes
geG

T MQp,cN>AxGepn: NQy oM — BxsG,

sdo dadas respectivamente por: 7(m ® n) = mn e pu(n ® m) = nm. Utilizando
[23, Theorem 3.6.2] obtemos uma correspondéncia biunivoca entre os ideais primos
de Ax*, G e de B x5 G. A demonstracao deste resultado para o caso dos produtos

cruzados segue as mesmas idéias de [15], e desta forma vamos omitir a prova.

Proposicao 2.3.2. ([15, Proposition 5.1]) Existe uma correspondéncia um a um,
via contracdao, entre o conjunto de todos os ideais primos de A x, G e o conjunto de

todos os ideais primos de B xg G.
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Dado um anel qualquer S o radical primo de S, Nil,(S), é definido como sendo a
intersecao de todos os ideais primos de S. Assim, como uma consequéncia imediata

da Proposicao 2.3.2 temos o seguinte.

Corolario 2.3.3. Para o radical primo de A x, G, obtemos a sequinte relacdo:
Nil,(Axy G) = Nil,(B %3 G) N A%, G.

Proposicao 2.3.4. Se G um grupo finito e A um anel semiprimo livre de |G|-tor¢ao,

entio A x, G € semiprimo.

Prova: Pelo Corolario 2.1.10 e pela Proposicao 2.1.16, segue que B é um anel
semiprimo e ¢ livre de |G|-torgao. Pelo Teorema 1.4.3, segue que B3 G é semiprimo.

Como A *, G e B x5 G sao Morita equivalentes, segue que A *, G é semiprimo. O

Suponhamos que P é um ideal primo de A %, G e P’ é o ideal primo de B %3 G
correspondente a P, ou seja, P’ N (A x, G) = P. A Proposigao 3.6.5 de [23] nos diz
que P é um ideal & esquerda primitivo de A *, G se e somente se P’ é um ideal a
esquerda primitivo de B x5 G. Como uma consequéncia imediata temos a seguinte

relagao entre o radical de Jacobson de A *, G e o radical de Jacobson de B x5 G.
Proposicao 2.3.5. J(Ax, G) = J(Bxz G)NAx,G.

Seja H um subgrupo de G e denote por ay a acao parcial torcida definida pela
restricao da agao parcial torcida a ao subgrupo H, isto ¢, tomando todos os isomor-
fismos parciais oy, : Sp,-1 — S, b € H, e os multiplicadores wgp, com g,h € H.

Assim, temos que A *,,, H é um subanel de A%, G .

O lema abaixo descreve quem é o grupo das unidades de A *,, H. Aqui, dado

um anel qualquer S, U(S) denota o grupo das unidades de S.

Lema 2.3.6. Sejam A um anel, o uma ac¢dao parcial torcida de G sobre A e H um
subgrupo de G. Entao U(A *,, H) =U(Axq, G) N Ax,, H.

Prova: Claramente temos que 1401, ¢ a unidade de A %,,, H. Como H é um
subgrupo de G, 1y = 1¢, e assim, U(A %o, H) CU(A %, G) N Ax*,,, H.
Para a inclusao contraria, consideramos a aplicacao: 7 : A x, G — A x,, H

dada por w( ) a,0,) = > a,0,. Mostremos que a aplicagdo 7 ¢ um homomorfismo
9eG geH
de A x,, H- médulos a esquerda e a direita. De fato, sejam a € S; e b € S;, com
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g€ Gehe H. Note que g € H se e somente se gh € H. Assim, se g € H temos
que m(adybdy) = adybd, = mw(ad,)bd,. Caso contréario, mw(ad,bdy) = 0 = mw(ady)boy,.
Analogamente, mostra-se que 7 ¢ homomorfismo de A x,,, H- mddulos a esquerda.

Se u € U(A %, G) N A x,, H entdo existe v € A x, G tal que uv = vu = 1401,,.
Dessa maneira,

m(uwv) = ur(v) = T(v)u = 1401, = 1a01,,.

Portanto, u € U(A *,,, H). O

Proposigao 2.3.7. Suponhamos que o € uma acdao parcial torcida de G sobre A e
H é um subgrupo de G. Entdo, J(Ax, G)N A%, HC J(Ax,, H). Em particular,
J(Axq G)NAC J(A).

Prova: Seja u € J(Ax, G) N Ax,, H. Entao 14 —zuy € U(A x, G), para todo
z,y € Ax,G. De acordo com a proposigao anterior, 14 —zuy € U(Ax,G)N A%y, H =
U(Ax,, H), para todo z,y € A x,, H.

Logo, pelo Lema 2.3.1, u € J(A *,,, H). O

Proposicao 2.3.8. Seja v um radical hereditario. Entao, v € a-invariante.
Prova: Como v é um radical hereditdrio, entao v(A) = v(B) N A. Dali,
YA NS, =v(B)NANS, =~(B) NSy,

para todo g € G.

Além disso, v(B) é G-invariante e segue que

O‘g(V(A) N Sg—l) = ag(V(B) n Sg—l) = 69(7(3) n Sg—l)
Cy(B)N Sg = (A)N Sgs

para todo g € G.
Logo, 7(A) é a-invariante. O

Uma consequéncia interessante desse resultado é que, por exemplo, o radical de

Jacobson é a-invariante.

Teorema 2.3.9. Suponhamos que o € uma acdo parcial torcida de um grupo finito

G sobre um anel A. Entao,
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J(Axy G)ICIC J(A) %, G C J(Ax, Q).
Além disso, se | G| € invertivel em A, entao J(Ax, G) = J(A) %, G.

Prova: Primeiramente note que A é um ideal de B e que o radical de Jacobson é
um radical hereditario. Entao, J(B) %3 G N A%, G = J(A) %, G.
Além disso, por [26, Theorem 4.2], para o produto cruzado global, temos que

J(B x5 G)ICI C J(B) %3 G C J(B#5 Q).

Utilizando a Proposicao 2.3.5,

(J(Axq G = (J(Bxs G)NAx, G)E C J(B+5G)NAx, G
CJ(B)*xs GNAx, GC J(A) %, G.

Além disso,
J(A) % G C J(B)%3 GN A%, G C J(Bx*sG)NAx,G.

Usando novamente a Proposigao 2.3.5, temos que J(A) %, G C J(A %, G).
Agora suponhamos que |G| é invertivel em A. Pela Proposicao 2.1.16, |G| é
invertivel em B. Assim, por [26, Theorem 4.2], J(B %5 G) = J(B) %3 G. Portanto,

J(Axq G)=J(BxgG)NAx, G=J(B)xs GNAx, G=J(A) %, G. O

Corolario 2.3.10. Suponhamos que A € um anel e o € uma agao parcial torcida de

um grupo finito G sobre A. Entao,
(i) J(A*o G)NA=J(A).
(17) J(A %4 G) € nilpotente se e somente se J(A) € nilpotente.

Prova: (i) Segue da Proposigao 2.3.7 e do Teorema 2.3.9.
(77) Suponhamos que J(A %, G) seja nilpotente.
Assim, existe n € N tal que (J(A %, G))" = 0. Pelo item (i), J(A)" = 0, ou seja,
J(A) é nilpotente.

Reciprocamente, se J(A) é nilpotente entdao existe n € N tal que J(A)" = 0.
Como J(A) é a-invariante, temos que J(A) %, G é nilpotente. Pelo Teorema 2.3.9,
J(Axq Q)G C J(A) % G. Portanto, J(A *, G) é também nilpotente. O
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Lema 2.3.11. Seja U um A-mddulo a esquerda e suponhamos que G € um grupo
finito. Tome V = Ax, GQ,U. Se U é um A-médulo simples, entao V € um

A-mdodulo semisimples.

Prova: Como Ax, G = & 5,6, entdo

geG
V=@ S0, QU =~ P (5,0, ,U).
geG geqG

Para cada g € G temos
Sg0g QAU = 540,11 Q4 U = 5,0, & 4 1,-1U.
Assim, V ~ @ (5404) @ 4 1,-1U.

geG
Como U ¢ um A-médulo a esquerda, entao para cada g € G, 1,-1U ¢ um A-mddulo

a esquerda via:
ol
a-u= wg,lvgozga(alg)wgfl’gu,

para todo a € A,u € 1,-1U.

Denotamos por U% o A-médulo a esquerda 1,-1U. Definimos:

@i S40q X 1paU — U
(bog, 1g-1u) +— b- 11w

Observemos que ¢ é A-balanceada. De fato, para todo a € A,g € G,b € S, e

lg-1u € 1,-1U obtemos,

o(bdga, 1,-1u) = p(boy(aly-1)dy, 1y-1u)
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Pela Propriedade Universal do Produto Tensorial, existe

(b : Sg(59®1g—1U — U%
by @ 1y1u = b-1,u

homomorfismo de Z-médulos a esquerda.
Como Sy40, tem estrutura de A-bimddulo, entao temos que S;6, @) 4 1,-1U é um

A-modulo a esquerda com:
a(bdy ® 1,-1u) = abdy ® 1,-1u

paratodoa € A, g€ G,be S, 1,-1u € 1,1U.
E facil verificar que ¢ é um homomorfismo de A-médulos a esquerda.

Agora mostremos que ¢ é uma bijecao. Primeiramente observemos que ¢ é inje-
tora. De fato, seJaZb 140, @15-1u; € Sy6y®1,-1U tal que gb(Zb 140,®1,-1u;) = 0.

Assim, ) b; - 1,-1u; = 0. Isto implica que 0 = Z w, 1 Cg—1(bi 1 g) W1 gl
Utilizando o item (iii) da Defini¢do 1.5.2 e a Equagao (1.5.1) temos

0=1,0,® Z wg*_llygozgfl(bilg)wgfl’gui
= Z lgég:ug_ﬂ,gag1(bilg)wgl,g51 ® lg-1u;
= i 049(0494(1g)wg_}1,gag*1(bilg>wg*1,g>5g ® lg-1u
= i w;;_lwg,g—1bilgw;1_1wg,g—1(59 ® 11y,

7g
= Z bl-lgég X 1971ui,

como queriamos provar.
Agora vamos verificar a sobrejetividade da aplicacao ¢. Considere 1,-1u € U,

Entao,

gb(lg(sg ® ]_gfl'LL) =1, -1;1u
= w 1 Oz (1g)w971791971u
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Logo, Sy6, ® 1,-1U ~ U%, e portanto, V ~ @ U como A-mdédulos a esquerda.
geG
Observemos que como Z-médulos, 1,-1U e U% coincidem, mas como A-médulos

as estruturas sao distintas.

Como U é um A-moédulo a esquerda simples, para qualquer A-submoddulo a es-
querda 1,U de U temos que 1,U =0 ou 1,U =U.

Se U% = U como Z-médulos entao U% é simples como A-mdédulo a esquerda.
De fato, seja N um A-submédulo a esquerda de U%. Dai, para todo x € N temos
que z = 1,z. Observe que ax = a(lyx) = (aly)z, onde a € A. Sabemos que para
cada g € G, a, é um isomorfismo de ideais de A e wg,gflawg_;,l € S,. Logo, existe
a €A (d e S;)tal que oy(a'ly-1) = wg’g_mw;;_l. Portanto,

ar = w;;_lag(a’lg_l)wg,g_lx

1

- -1
= -1
Wy g-1Wg,g=1 AWy

g-1Wg,g—1 T

= axr

Desta forma N é um A-submédulo a esquerda de U com o produto usual. Como
U é um A-mdédulo simples, entao N = 0 ou N = U = U donde segue que U% é

um A-modulo a esquerda simples.
G
Logo, V.= @ U%, onde U* = 0 ou U% é simples. Consequentemente, V' admite
g=1
uma série de composi¢do de comprimento menor ou igual a |G|, como A-médulo a

esquerda. Portanto, V' admite uma série de composicao de comprimento menor ou
igual a |G| como A *, G-médulo a esquerda, pois todo A x, G-mdédulo a esquerda é
um A-médulo a esquerda. Desta maneira V' é uma soma direta finita de A-mddulos

a esquerda simples, ou seja, V é um A-moddulo a esquerda semisimples. O

Para finalizar esta secao temos o seguinte resultado sobre o radical de Jacobson
de A %, G.

Proposigao 2.3.12. Sejam A um anel e o uma ag¢do parcial torcida de um grupo

finito G sobre A com try,(14) invertivel em A. Entdo J(Axq G) = J(A) %, G.

Prova: Pelo Teorema 2.3.9, J(A) %, G C J(A x, G).
Segundo o Lema 2.3.11, se U é um A-modulo a esquerda simples entao V' é um

A-médulo semisimples, onde V = A %, GQ ,U. Considere um A *, G-submédulo
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N de V. Assim, N é um A-submdédulo de V. Logo, N é um somando direto de V'
como A-moédulo pois V' é A-semisimples.

Como por hipétese tr,(14) invertivel em A, pelo Teorema de Maschke, N é um
somando direto de V' como A %, G-mdédulo. Portanto V é um A x, G-mdédulo a
esquerda semisimples, isto é, V = é V;, onde cada V; é um A %, G-modulo simples.
Dai J(A %, G)V; = 0, para todo i Zz_ll, -++,m, o que implica que J(A x, G)V = 0.

Considere a = ) a,0, € J(A*, G)euecU. Como 1, ®@uecV =A%, GQRU,

A

geG
entdo a(la®u) = 0 donde segue que a,6,® 1,-1u = 0, para todo g € G. Lembrando

que a aplicac@o ¢ : Syoy ® 1,-1U — U dada por ¢(ay0, ® 1,-1u) = ag - 1,-1u, é um

isomorfismo entdo ¢(a,d, ® 1,-1u) = 0. Consequentemente,
g lgu=w, ag1(agly)w,-1u=0
g g glg9 9-9/)79 .9 .

Assim, ay-1(aglg)wy-1 ,u = 0 e desta forma, oy-1(agly)w,-14 € anna(U), para
todo g € G.

Uma vez que, para todo g € G, wy-1 , é um elemento invertivel de S;-1 e ann,(U)
é um ideal de A, segue que «o,-1(ay) € anna(U). Logo, ay-1(ay) € J(A). Como o
radical de Jacobson é a-invariante, segue que a, € J(A), para todo g € G. Portanto,
a€ J(A)x,G. O
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Capitulo 3

Acoes Parciais Torcidas de Grupos

sobre Anéis Semiprimos, Anéis de
Goldie

Neste capitulo mostraremos que dada uma acao parcial torcida o de um grupo
G sobre um anel semiprimo A (ndo necessariamente com unidade) esta pode ser
estendida a uma acao parcial torcida a* de GG sobre o anel de quocientes de Martindale
a esquerda de A. Isto estende um resultado de [14] para agoes parciais nao torcidas.
Além disso, a extensao a* ird nos permitir provar que « pode ser estendida também
a uma agao parcial torcida o™ de G sobre o anel de quocientes maximal a esquerda
de A.

Em [4] L. Bemm, em sua Tese de doutorado, mostrou que se G ¢é finito e A é
livre de |G|-torgao, entdo o skew anel de grupo é um anel semiprimo de Goldie a
direita se e somente se A é um anel semiprimo de Goldie a direita. Ele também
obteve o mesmo resultado supondo que G ¢é policiclico infinito. Vamos generalizar
estes resultados para o caso das agoes parciais torcidas. E ainda, provaremos um
resultado analogo no caso em que G ¢ policiclico por finito e a é uma acgao parcial

torcida de tipo finito.
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3.1 A Extensao da Acao Parcial ao Anel de Quo-

cientes de Martindale a Esquerda de A.

Em [14], M. Ferrero mostrou que sempre ¢ possivel estender uma dada agao parcial
de um grupo sobre um anel semiprimo para o seu respectivo anel de quocientes de
Martindale a esquerda. Nosso objetivo nesta secao é generalizar esse resultado para
o caso das acoes parciais torcidas.

Consideremos a = ({Sg}gea; {0 }gec, {Wgn}(g,n)caxe) uma agao parcial torcida de
um grupo G sobre um anel semiprimo A (nao necessariamente com unidade) e @ =
Q(A) seu anel de quocientes de Martindale a esquerda.

Primeiramente, comecaremos estendendo os multiplicadores de A para Q.

Proposicao 3.1.1. Sejam A um anel semiprimo e w = (R, L) um multiplicador de
A. Entao existe um multiplicador w* = (R*, L*) de Q tal que w* |a= w. Além disso,

se w for invertivel entao w* também € invertivel.

Prova: Recordemos que, por definicado, R é um homomorfismo de A-médulos a
esquerda. Assim, pela Proposicao 1.3.6, existe ¢ € @ tal que aR = aq, para todo
a € A.

Sabemos que (aR)b = a(Lb), para todo a,b € A. Logo, comoa € A C Qe Q
é um anel associativo, entao temos que a(gb — Lb) = 0, para todo a € A, isto é,
A(gb — Lb) = 0. Portanto, pela Proposi¢ao 1.3.6, segue que gb — Lb = 0, ou seja,
Lb = qb, para todo b € A. Assim, para todo ¢’ € @), definimos

q/R* — q/q e L* / :qq/

E f4cil ver que R* e L* coincidem com R e L em A, respectivamente. Mais ainda,
w* = (R*, L*) define um multiplicador de Q.

Agora, suponhamos que w seja invertivel. Note que o inverso de um multiplicador
é também um multiplicador. Com isto, e sendo que R e L sao bije¢oes, temos que ¢
¢ um elemento invertivel em (). De fato, observe que para todo a € A, existe ¢’ € Q
tal que aR™' = aq”. Desta forma, (aR™')R = (aR™')q = (aq")q¢, para todo a € A.
Consequentemente, segue que 1o = ¢”¢q. Analogamente, mostra-se que 1o = qq”.

Portanto ¢ é um elemento invertivel em (), e entao, o multiplicador w* definido

acima é também invertivel. O
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Observe que a extensao definida acima é unica, uma vez que () é um anel semi-
primo.
Aqui cada S; ¢ um ideal fechado de () que corresponde ao fecho de S, em A.

Segue disso que cada S possui unidade que iremos denotar por 1, .

Proposicao 3.1.2. Seja o = ({Sg}gea, {0g}gea, {wyn}gncaxa) uma agio parcial
torcida de um grupo G sobre um anel semiprimo A. Entdo para cada par (g,h) em
G x G, qualquer multiplicador invertivel wy, € M(SySgn) pode ser estendido para

* Qs

um multiplicador invertivel w} , € M(S,"Sy,).

Prova: Como foi feito na Proposicao 3.1.1, podemos estender cada multiplicador
invertivel wy € M(SySgn) para um multiplicador invertivel w , € M(Q(SySgn)) ==
M((SySgn)*), para todo g,h € G.

Note que (S,S,)* >~ 575y, para todo g,h € G. De fato, sabemos que Sy = 1,Q
e S; = 1;,Q, onde 1, e 1, sao idempotentes centrais de (). Por outro lado, existem
H, F ideais essenciais de A tais que F'l, € S; e H1, C S;. Como H N F é um ideal
essencial de A e (H N F)(141,) C 5,5, segue que S;.S;; C (S,5n)"

Por outro lado, ¢ facil ver que (S, N Sy)* = S; N S}, Portanto,

(SgSh)* - (Sg N Sh)* = S; NSy = S;S;:,

para todo g, h € G. Logo w; , € M(S,"S},). =

Observagao 3.1.3. (i) Cada isomorfismo oy : S;-1 — Sy pode ser estendido a um
isomorfismo az S;‘,l — Sy, para todo g € G (veja a Proposi¢io 1.3.9 e a Pro-
posi¢ao 1.5.10).

) E fécil ver que pela Proposicao 1.3.11, para todo q € S; e todo g € G, a;l*(q) =
;_1(q). Além disso, se w = (R, L) um multiplicador invertivel de A entdo, w™" =

w* L

(0%

O teorema a seguir é o principal resultado desta secao.

Teorema 3.1.4. Seja o = ({Sy}gea, { g tgea, {Won }gmecaxa) uma agao parcial tor-

cida de um grupo G sobre um anel semiprimo A. FEntao existe uma ac¢ao parcial

torcida o* = ({S;‘}geg, {ay }gecs {w;h}(g,h)ggxg) de G sobre Q tal que o ls = ay

g
* —
e wyp, |5,5,,= Wy, para todo g,h € G.
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Prova: Observe que SySyn, C Q(SySyn) = (SgSgn)* = S;.55,.

Pela Proposicao 3.1.2, para cada par (g,h) € G x G podemos estender o multi-
plicador invertivel wg; € S,S5¢, para o multiplicador invertivel wy, € S;57,. Além
disso, pela Observagao 3.1.3, cada isomorfismo oy, pode ser estendido a um isomor-
fismo o : Sg,l — S, para todo g € G .

Resta mostrar que o* = ({5} }gec, {ag* Fgea; {W] 1, }g.meaxa) € de fato uma agao
parcial torcida de G sobre Q.

Primeiramente, como cada ideal S; é gerado por um idempotente central de @,
temos que S;z =5, e 5,5, = 5,5;, para todo g, h € G.

Claramente, ST = ) e af ¢é a aplicagao identidade de Q).

Mostremos que &;(S;_lS;:) = S, Sy, para todo g,h € G. Seja q € a;(S;_ls,*;).
Assim ¢ = «a;(p), para algum p € SZ,I Sy. Desta maneira, existe um ideal essencial
Fy de A tal que Fip € S;-15, C Sy-1. Agora, considere Fy = Sg-1 N F que é um

ideal essencial de S;-1. Para todo x € F5 temos,

*

ag(wp) = ag(x)ag(p) = ag(z)ag(p).

Note que a,(F;) = F' é um ideal essencial de S,. Como a}(xp) = ay(zp) € SySgn,
segue que F'ai(p) C SgSgn. Além disso, uma vez que o (p) € S}, existe um ideal
essencial L de A tal que Laj(p) € S, Observe que AFA @ annaS, é um ideal

essencial de A. Logo,

(AFA® annaSy)(AFA® annaSy)Lag(p) = (AFA @ annaSy) AF AL (p)
C (AFA® annaS,)Sya(p)
= AFQ;(]D) - SgSgh.

Tomando J = (AFA & annyS,)*L, que é um ideal essencial de A, obtemos que
Jaj(p) C SgSyn. Portanto, ¢ = a;(p) € S;S5,.

Para a inclusao contraria, seja ¢ € 5;.5;,. Assim, existe um ideal essencial H; de
A tal que Hiqg € S;S, € S,. Entao, para todo z € Hy, = S, N Hy, que é um ideal

essencial de S, temos

o Hxq) = o (@) (g) = ot (x)a) H(q).

x—1
g

finicio 1.5.2, e assim, Ha} '(q) € Sg-15y, onde o, '(H,) = H é um ideal essencial

J& que zq € SySyn, i '(xq) = a, ' (xq) € S,-1S, pelo item (i4i) da De-
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de Sy-1. Além disso, como a;_l(q) € Sy, existe um ideal essencial £ de A tal que
Ea: ' (q) C Sy-1. Tome (AHA & annsS,-1)*E, o qual é um ideal essencial de A.

g

Dali,

(AHA @ annaSy—1)(AHA & annAngl)EOézfl(q) C (AHA ® annaSy-1)Sy-1 a;q(q)
C AHoz;*l(q) C Sy-15h.

Consequentemente, aZ’l(q) €55 .Sy, istoé, g € aZ(S;‘_lsh*), paratodo g,h € G.

Provemos que o o aj(a) = w} o, (a)w}, ™", para todo a € Si_, h-1g-1 € todo
g,h € G. Seja a € S;‘L,lS;‘rlg,l. Entao, existe um ideal essencial F; de A tal que
Fia C Sp-1S,-14-1. Tome Fy = Fy N S,-1Sp-14-1, 0 qual é um ideal essencial de
Sp-1Sp-14-1. Para todo x € F; temos,

wy p g (@)wy g (0, (a)) = wenagn(@)wy ,ap (s (a)
= ag(an(@))ag(ay(a))

)

)

= ay(ay(ra
= ay(ap(za

= Wy pagn(Ta)w,

1

(
= w; g, (ra)w; !
= ghagh(x)a;h(a> 71-

Portanto, agp(z)w ghla*(ah( a)) = agn(r)ay,(a)w, gh , para todo = € F5.

Além disso, observe que a4, (F2) = F' é um ideal essencial de S;Sy,. Assim, para
todo f € F

f(w; th‘*(O‘Z(a)) - a;h(a)w;;Ll) =0.
Ja que F' ¢ um ideal essencial de S;S,;, temos que

ay(ap(a)) = w) g, (@)w) ),
*

para todo a € S;_, _1-

= U}Lg (§]

Agora vamos Verlﬁcar o item (v) da Definicdo 1.5.2. Note que, wj , s,

wy y |s,= wy1. Pela Proposicao 1.3.11, wy , = wy , em Q(S,) ~ S;.
Seja a € S;. Assim, existe um ideal essencial H de A tal que Ha C S;. Lem-
bramos que, por definigao, awj, = aq para algum ¢ € Q. Dai, h(aq) = (ha)q =
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hawg; = ha, para todo h € H. Consequentemente, h(aq) —ha = 0 para todo h € H,
isto é, H(aq — a) = 0. Uma vez que H é um ideal essencial de A, segue que aq = a,
para todo a € 5,9 € G.

Logo, w} ; ¢ a aplicagao identidade de S;. Analogamente para wy ,.

*
g

todo g,h,t € G. Seja a € S;_15, Sy, Assim, existe um ideal essencial I} de A tal

Resta mostrar que aj(awj,)wy ,, = ay(a)w; ,wy, ;. para todo a € S5, S;5;, e
que Fia C S;-15,Sk. Agora considere F' = Fy N.S;-15,5, que ¢ um ideal essencial
de S;-15,Sk:. Portanto, como a é uma agao parcial torcida de G sobre A, para todo
reF,

*

ag(ac)ag

(@)w;,hw;h,t = a; xa)w;,hw;m

ag(za)wy pwen s

(

(
ag(zawn )wy p

(

Qg x)oc; (awi,t)wz,ht

Consequentemente, ag(x)(aj(a)w) ,wyy, , — ag(awy, Jwy ,,) = 0, para todo x € F',

Como o, (F') é um ideal essencial de S;Sg,Sgne, segue que, para todo g, h,t € G,

O‘Z(a)w;,thh,t = aZ(WZ,JWZ,m-

Portanto, o™ = ({S; }gea; {y" foea {w) 1} (g.neaxa) é uma agdo parcial torcida

de G sobre (), o que completa a prova. O

3.2 A Extensao da Acao Parcial ao Anel de Quo-

cientes Maximal a Esquerda de A.

Aqui continuaremos trabalhando na mesma situacao da secao anterior, isto é,
a = ({Sg}gea; {0} geas {wgn}(gncaxa) ¢ uma acao parcial torcida de um grupo G
sobre um anel semiprimo A (nio necessariamente com unidade), @ = Q(A) é o anel
de quocientes de Martindale a esquerda de A e @, = @Q(A) o anel de quocientes
maximal a esquerda de A. Tendo ja a extensao da acao parcial torcida o ao anel de
quocientes de Martindale a esquerda de A, vamos estender a acao parcial ao anel de

quocientes maximal a esquerda de A.
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Fazemos a extensao da acao parcial ao anel de quocientes maximal a esquerda
de A a fim de obtermos melhores resultados na investigacao de condigoes necessarias
e suficientes para que A %, G seja um anel semiprimo de Goldie a esquerda. Isso
se deve ao fato de que quando o anel é semiprimo de Goldie a esquerda o anel de
quocientes maximal a esquerda e o anel de quocientes classico a esquerda sao iguais.

Algumas das demonstracoes que serao feitas aqui s@o semelhantes as da segao
3.1.

O corolario abaixo serd fundamental nas demonstracgoes desta secao.

Corolério 3.2.1. (/3, Corollary 2.1.12]) Sejam A um anel semiprimo, I um ideal

de A e J o anulador a direita de I em A. Entao,

Qn(A) = Qu(l) & Qm(J).

Disto segue imediatamente que se I é um ideal de um anel semiprimo A, entao

Qm(I) € Qm(A).

Lema 3.2.2. Seja I um ideal de A tal que I € gerado por um idempotente central 1;
de A. Além disso, considere I* o ideal fechado de () que corresponde ao fecho de I
em A. Entao 15 € um idempotente central de Qn(A) e Qm(A)1 = Qun(I).

Prova: Sabemos que 15 é um idempotente central de Q(A). Além disso, temos que
I3 e Q) CQun(l) CQn(A). Mais ainda, o centro de Q(A) e o centro de Q,,(A)
coincidem, pois A é um anel semiprimo ([18, Proposition 14.17]). Logo, 1} é um
idempotente central do @,,(A).

Como pelo Coroldrio 3.2.1 Q,(A) = Qm(I) ® @ (J), onde J = ann, 4(I), segue
que Qu(A)1} = Qu(l). =

Lema 3.2.3. Sejam I e J ideais de um anel semiprimo A e ¢ : I — J um iso-

morfismo de anéis. Entao ezxiste um isomorfismo ¢** : Qum(I) — Qm(J) tal que

o 1= ¢.

Prova: Sejam q € Q,,(I) e f: H — I tal que f(h) = hq, para todo h € H, onde
H é um ideal a esquerda denso de I. Como ¢ é um isomorfismo, ¢(H) é um ideal a

esquerda denso de J. Definimos ¢**(f) : ¢(H) — J por
o*(f)(x) = o fop~'(z),
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para todo x € ¢(H). Note que esta aplicagdo é um J-homomorfismo a esquerda. E
facil verificar que ¢** : Q. (1) = Qmn(J) dada por ¢**(q) = [¢(H), »**(f)], para todo
q € Q(I), é um isomorfismo de anéis.

Resta mostrar que ¢** |;= ¢. De fato, seja a € I. Entéo, a pode ser visto como
um elemento de @,,(I) dado por [I,r,], onde r,(x) = za para todo x € I. Seja
b= ¢(c) € J, com ¢ € I. Assim,

¢ (ra)(b) = ¢(ra(c)) = d(ca) = d(c)d(a) = bd(a).
Logo, ¢™ [1= ¢. a
Lema 3.2.4. Sejam [ um ideal de A, ¢ : I — A um monomorfismo de anéis e

Lf Q) = Qu(o(D)) isomorfismos de anéis tais que f |;= [’ |;1= ¢. Entdo
f=1r.

Prova: Seja q € Q,,([). Assim, existe um ideal & esquerda denso H de I tal
que Hqg C I. Entao, por hipétese, f(hq) = f'(hq), para todo h € H. Assim,
o(h)(f(qg) — f'(q)) =0, para todo h € H. Uma vez que ¢(H) é um ideal a esquerda
denso de ¢(1), segue que f = f'. O

Lema 3.2.5. Sejam I e J ideais de A tais que I = Al; e J = Aly, onde 1 e 1,

sao idempotentes centrais de A. Entao,

Qm([J> = QmU)Qm(J)

Prova: Observe que pelo Lema 3.2.2,

Qm(IJ) = 1?JQm(A) = 1IJQm<A) = 111JQm(A) = Qm([>QM(J) |

Proposicao 3.2.6. Sejam A um anel semiprimo e w = (R, L) um multiplicador de
A. Entao existe um multiplicador w*™ = (R**, L) de Qn(A) tal que w™ |4= w.

Além disso, se w for invertivel, entao w** também € invertivel.

Prova: Como R é um homomorfismo de A-médulos a esquerda, existe ¢ € Q,,(A)
tal que aR = aq, para todo a € A. Seguindo as mesmas idéias da Proposicao 3.1.1,

segue o resultado. O

Vamos estender uma agao parcial torcida o de G sobre A para uma agao parcial

torcida o™ de G sobre Q),,,(A) supondo que todos os ideais S, de A tem unidade.
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Com este resultado, mostraremos que também podemos estender uma agao parcial
no caso em que os ideais nao sao necessariamente gerados por idempotentes centrais.

Aqui denotamos por S;* o anel de quocientes maximal a esquerda de Sy, para
todo g € G.

Teorema 3.2.7. Seja o = ({Sy} e, {agtgeas {Wy.n}gnycaxa) uma ag¢do parcial tor-
cida de um grupo G sobre um anel semiprimo A. Suponhamos que os ideais Sy de

A sao gerados por idempotentes centrais, para todo g € G. Entdo existe uma agao
parcial torcida o = ({S;* }seq; {y™ Yoea: AW} gmeaxa) de G sobre Qm(A) tal

*k

que ay

I sk I
|ngl— ag e wr, |Sy8,,= Wy,n, para todo g,h € G.

Prova: Observe que, pelo Lema 3.2.5, S;Syn C Qum(SySen) = (SgSgn)™ = S5 S5,
para todo g,h € G. Pelo Lema 3.2.2, cada ideal S;* é gerado por um idempotente
central de @,,(A), para todo g € G. Desta forma, S;*Q = 8;" e S;Spr = S8y,
para todo g, h € G.

Pela Proposigao 3.2.6, para cada par (g, h) € G x G podemos estender o multipli-
cador invertivel wg ), € S;Sg, para um multiplicador invertivel wy, € S;*S;;. Além
disso, pelo Lema 3.2.3, cada isomorfismo «, pode ser estendido a um isomorfismo
ag S;il — 5", para todo g € G .

Mostremos que o™ = ({7* }geq, {g™ tgea, {w)h g meaxa) € de fato uma agao
parcial torcida de G sobre @Q,,,(A).

E fécil ver que S7* = Qu(A) e af* é a aplicacao identidade de Q,,(A).

Mostremos que a;*(S;‘LS,’;*) = S;* Sy, para todo g, h € G.

Seja p € SZLS,”;* = (S,-15,)*". Assim, existe um ideal a esquerda denso H
de Sy-18), tal que Hp C Sg-1S,. Dai, para todo h € H, ay(hp) = a;*(hp) =
ag(h)az*(p). Logo, ag(H)a;*(p) € SySgn. Como H é um ideal a esquerda denso de
Sy-15h, entao ay(H) é um ideal a esquerda denso de SgSgp.

Portanto a*(p) € (SyS¢n)™ = S;"Sy7.

Para a inclusao contraria, seja ¢ € S;*S57;. Assim, existe um ideal & esquerda
denso L de S;Sg, tal que Lg € S,S,, € S,. Entao, para todo [ € L temos que
lg € SySgn € ;M (lq) = oy (lq) = o (1) (q) € Sy-1.5h.

;1(L) ¢ um ideal a esquerda denso de S,-1.5;, e consequentemente,
a;*_l(q) € 5:%.S;". Logo g € g ( ;flSh**), para todo g,h € G. Isso prova que

;¥ ( ;ZS}*L*) = S;* S5, para todo g,h € G.

Note que «
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*k

: EE *k Rk Kk -1 *
Verifiquemos agora que o *oaj*(a) = w,azr (a)wyy, ™, paratodo a € S

para todo g, h € G.

* k%
10 -1g-1,

Seja a € S;%, S Assim, existe um ideal a esquerda denso F' de Sj-15),-14-1

tal que F'a C Sj-15,-14-1. Para todo o € F' temos,

wyh g (@)wgh, ™ oy (03 (a) = wenagn(2)w 05" () (a))
= a,(a} (za))

= ag(an(za))

= wg’hagh(xa)w;,ll

ok —1

= w;fha;;‘l(xa)wg’h

sk —1

= wy () (a)wyy,

Portanto, g, (z)(w}, ™ ag* (ap(a)) — agi(a)wss, ") = 0, para todo z € F.

g
Observe que agp(F) é um ideal a esquerda denso de SySyy. Assim,

sk —1

ag(aj(a)) = wihag(a)wys, ™,

para todo a € S;"LflS;‘L’Elg,l, 0 que prova a afirmagao acima.

Agora vamos verificar o item (v) da Defini¢ao 1.5.2. Note que wi* |s,= wi, e

*x _ k% o k% _ Qx*
wy’ |s,= wy1. Pelo Lema 3.2.4, wi = wy* em Q,(S,) = S;*.

Seja a € S;*. Assim, existe um ideal a esquerda denso H de S, tal que Ha C 5.

Lembremos que, por definigao, awi?, = ag com q € Q,(A). Dai, h(aq) = (ha)q =

hawg, = ha, para todo h € H. Uma vez que H é um ideal a esquerda denso de .S,

segue que aq = a, para todo a € S;*, g € G. Logo, wi’, é a aplicagao identidade de

%k kk
S;*. Analogamente para wj.

koK

1 kk kk _ kk kk kk k% kk kk
Resta verificar que o (awyy)wyh, = og*(a)wyiwy, ;. para todo a € S3*, 53" Syt

para todo g, h,t € G. Seja a € 571575k Assim, existe um ideal a esquerda denso

D de S;-15,Sk tal que Da C Sy-1.5,Sy:. Para todo x € D,

ag(r)ag (a)wghwg,, = o (za)wghwg,

ag(za)wy pwgn,;

ag(zawp)wg pe

k% k%

g (awltj(t)wg,ht

g (7)o



Como ay(D) é um ideal a esquerda denso de S;S;5Sgnt,

&;*(a)w;fhw;};’t =a) (aw,’ift)w;‘:“ht.

Portanto, ™ = ({S;" }sec: {0g™ }geas {w) 7} g.mecxa) € uma acio parcial torcida

de G sobre @Q,,(A), o que completa a demonstragao. O

Nosso préximo objetivo é mostrar este teorema sem admitir que os ideais de
A sejam gerados por idempotentes centrais. Para tanto, precisamos da seguinte

proposicao.

Proposicao 3.2.8. (/3, Proposition 2.1.10]) Sejam K um ideal a esquerda denso de
A e S um subanel do Q,,(A) tal que K C S. Entao,

Qm<S) = Qm(A)

Uma consequéncia interessante deste resultado é que como Q(A) é um subanel
do Qm(A) e AC Q(A) € Qn(A) temos que

Teorema 3.2.9. Seja o = ({Sy}gea, {ag}tgea: {Wgntgnecaxa) uma agdo parcial
torcida de um grupo G sobre um anel semiprimo A. FEntao existe uma acdo par-

cial torcida o = ({S;" }gea, {0 Yoea, {wyh gmyeaxa) de G sobre Qn(A) tal que

sk _ Hk _
oy |5971— Qg e wy, |Sy5,n= Wg,n, para todo g, h € G.

Prova: Pelo Teorema 3.1.4 sabemos que podemos estender o para uma acao parcial
torcida a* de G sobre o anel de quocientes de Martindale & esquerda Q(A) de A.
Observe que Q(A) é um anel semiprimo e cada ideal S de Q(A) é gerado por um
idempotente central de Q(A). Entao, pelo Teorema 3.2.7, podemos estender a* para
uma acao parcial torcida o™ de G sobre @Q,,(Q(A)) = Qm(A). O

Relembremos que uma agao global torcida § = (B, 3,u) de G sobre B é uma
envolvente fraca para uma acao parcial torcida o de GG sobre A se existe um mono-

morfismo de anéis ¢ : A — B tal que as seguintes condigoes sao satisfeitas:
(i) poay = fy0¢em S, para todo g € G
(i1) ¢lawyn) = ¢(a)ugn, d(wypa) = uype(a), para todo g,h € G e a € S;Sy,.

Para mais detalhes veja a Defini¢ao 1.5.6.
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Teorema 3.2.10. Seja o uma agao parcial torcida de um grupo G sobre um anel

semiprimo de Goldie a esquerda A. Entao o possui uma acdo envolvente fraca.

Prova: Note que, como A é um anel semiprimo de Goldie a esquerda entao o anel
de quocientes maximal a esquerda e o anel de quocientes cldssico a esquerda de A
coincidem ([18, Corollary 13.15]). Entao pelo Teorema 1.1.22, Q,,(A) é um anel
semisimples, e desta forma @Q,,(A) é um produto direto de anéis indecomponiveis.
Como @Q,,(A) é um anel com unidade e, para todo g € G, S;* também tem unidade,
o** admite uma acao envolvente 5 = (B, {f,}, {tg,n}(g,n)ccxc) que é uma envolvente

fraca para a agao a. O

Assim, nesta situacao temos o seguinte diagrama:
A — Qm — B

\J \J \J
A% G = Qu*e+G — BxzC

Como vimos no primeiro capitulo, algumas propriedades sao invariantes pela
extensao A C @,,. Por exemplo, A é semiprimo de Goldie a esquerda se e somente
se @, ¢ semiprimo de Goldie a esquerda. Também, pelo Corolario 2.1.15, se B é um
anel com unidade, entao @), é semiprimo de Goldie a esquerda se e somente se B
é semiprimo de Goldie a esquerda. E ainda, se B tem unidade, entao ), *.« G e
B G sao anéis Morita equivalentes (Teorema 1.6.2), e assim, @, %, G é de Goldie
a esquerda se e somente se B *g G também é de Goldie a esquerda. Além disso, para
a extensao B C B x3 (G, a questao de ser um anel semiprimo de Goldie a esquerda ¢é
tratada no Teorema 1.4.5 e na Proposicao 1.4.6. Assim, devemos estudar a extensao
Axqy G C Qo G

Este diagrama irda nos possibilitar provar os principais resultados da proxima

secao.

3.3 O Produto Cruzado Parcial e Anéis de Goldie

Em [5], os autores provaram que se A é um anel semiprimo com unidade e o
é uma acao parcial de um grupo ciclico infinito sobre A, entdao A é um anel se-
miprimo de Goldie a direita se e somente se o skew anel de polindmios parcial so-
bre A é um anel de Goldie a direita. Nosso principal objetivo nesta secao é mos-

trar resultados semelhantes aos encontrados em [5] para o produto cruzado parcial
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A *, G, sob determinadas condigoes sobre o grupo G e sobre a acao parcial tor-
cida. Além disso, a maioria dos resultados apresentados aqui sao generalizagoes
dos encontrados em [4]. Quanto a notagao, A é um anel semiprimo com unidade,
a = ({Sg}gea: {ogtgea: {wgn}g.neaxa) é uma agao parcial torcida arbitraria de um
grupo G sobre o anel A e o™ = ({57 }gec, {a] Foea: {wyh Hgmeaxa) € a extensdo
de a a Q,,, o anel de quocientes maximal a esquerda de A, que foi construida na
secao anterior.

Como nesta secao o anel de quocientes de Martindale a esquerda de A nao sera
necessario, vamos trabalhar somente com a acao parcial torcida a** de G sobre @Q,,.
Entdo vamos denotar o = ({S3" }yea, {0} Fgea: {w}, }g.neaxa) simplesmente por
o = ({85} gec: {03} sec {wg) gmecxc).

Nosso primeiro objetivo é mostrar que se « é de tipo finito entao a* é de tipo
finito.

Proposicao 3.3.1. Se a ¢ uma acao parcial torcida de tipo finito, entao o também

¢ uma ac¢ao parcial torcida de tipo finito.

Prova: Suponhamos que « ¢é de tipo finito. Entao, ex1stem {91, ", gn} C G tais

que A = ngg’ para todo g € G. Assim, 1g, = 14 € ZSgg - Z , para

=1 =1 =1

todo g € G. Além disso, Z Sy, € um ideal de Q.

i=1
Logo @,, = ZS;W para todo g € G, donde segue que a* é uma acao parcial
i=1
torcida de tipo finito. O

Comecaremos provando alguns resultados que relacionam os ideais de A x, G
e os ideais de @, *,+G. Em especial o lema abaixo ird desempenhar um papel

fundamental nas demais demonstracoes desta secao.

Lema 3.3.2. Se y é um elemento nao nulo de Q,*.~G, entao existe um ideal a
esquerda denso H de A tal que 0 # Hy C A x, G. Além disso, se yi,ya, - , Yk
sao elementos de Q,,*.~G entao existe um ideal a esquerda denso D de A tal que
Dy; C Ax, G, para todo j =1,--- k.

Prova: Seja y = ) g,,0, um elemento nao nulo de Q,,*+G.

i=1
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Podemos supor sem perda de generalidade que os indices gis que aparecem em
y sao todos distintos entre si e que os coeficientes g, sao nao nulos, para todo
1=1,---,n.

Para cada g € G, denotamos por 1, o idempotente central de @,,,(A) que gera Sy
Uma vez que cada g, € S;. C Qn,(A), existe um ideal & esquerda denso D; de A tal
que 0 # D;qy, C A. Pelo Lema 3.2.2, 1,, € Q(S,,) o que implica que existe um ideal
essencial L; de A tal que L;1,, € S,;,. Como A é semiprimo, pela Proposigao 1.3.1,
L; é um ideal a esquerda denso de A. Assim, pela Proposicao 1.1.3, L;D; = H;
¢ um ideal a esquerda denso de A, para todo ¢ = 1,---,n. Logo, como 1, é um

idempotente central de Q,,(A), L;D;1,.q, C Sy, para todo i =1,--- ,n.

Tomando H = m H;, que é um ideal a esquerda denso de A, temos que para

i=1
todot=1,---,n,0# Hq, €S, . Dai, como bg,, C S,,, para todo b € H temos
by = Z bqg,wy ;.04 = Z bgg,04, € A xo G,
i=1 i=1

Em particular, g4 # 0, e pelo Lema 1.3.4 existe a € H tal que ag,, # 0. Assim,

ay € Axq G e ay = agq,0g, + Z aqg,04, 7 0.
i=2
Logo, 0 # Hy C A%, G.

Mais ainda, se y1, - -+, Yx € Qm*a+G, entao paracada j = 1,--- , k existe um ideal

k

a esquerda denso D; de A tal que D;y; € A *, G. Tomando D = ﬂ D;, obtemos
j=1

que Dy; C A, G, paratodo j =1, - k. 0

Corolario 3.3.3. Em Ax,G valem as sequintes afirmacoes:

(1) Se I é um ideal a esquerda nao nulo de Qu*.+G, entao I N Ax,G € um ideal

a esquerda nao nulo de Ax,G.
(17) Se Axo,G é semiprimo, entao Qu*.~G € semiprimo.

Prova: (i) Sejam I um ideal a esquerda nao nulo de Q,,,%,+G e x um elemento nao
nulo de I. Pelo Lema 3.3.2, existe um ideal a esquerda denso H de A tal que 0 #
Hx C Ax,G. Como I é um ideal & esquerda de @, .-G, entao 0 # Hx C (Ax,G)NI.
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(i1) Seja I um ideal & esquerda de Q,,*,-G tal que I* = 0.
Como (INAx%x,G)*CI*=0eINAx*,G éum ideal & esquerda de A x, G segue
que I N Ax, G = 0. Pelo item (i), [ =0, e assim, Q,,*,+G é semiprimo. O

Vejamos agora como estao relacionados os ideais singulares a esquerda de A x, G

e de Q,, *.+ G.

Proposicao 3.3.4. Para os ideais singulares a esquerda de A x, G e de Qp, *o+ G

temos a sequinte relagao
Z(Ax, G) = Z(Qu#arG) N Ax,G.

Prova: Sejam x € Z(Ax, G) e J um ideal a esquerda nao nulo de Q,,*,+G. Entao,
pelo Corolério 3.3.3, item (7), temos que J N A %, G é um ideal a esquerda nao nulo
de A*, G. Uma vez que z € Z(A %, G), existe 0 #y € JN A x, G tal que yx = 0.
Logo, € Z(Qu*a+G) e segue que Z(A x, G) C Z(Qm*a-G) N Ax,G.

Para a inclusdo contraria, sejam = € Z(Q%q+G) N Ax,G e I um ideal a esquerda
nao nulo de Ax,G. Assim, (Q,*,+G)I é um ideal & esquerda nao nulo de @Q,,*,-G,
e portanto, existe 0 # z € (Qm*o+G)I tal que zx = 0.

Como z € (Qum*oG)I, existem ay,- -+ ,a, € QoG € Y1, ,y, € I tais que

z= Z a;y; # 0. Pelo Lema 3.3.2; existe um ideal a esquerda denso E de A tal que

=1
Fa; C Ax, G, para todoi=1,---,n. Dai,
E(aiy:) = (Eai)y; € (AxG)y; © 1

para todo i = 1,--- ,n. Logo, Ez C I, e pelo Lema 3.3.2 Ez # 0. Desta forma,
existe b € E tal que 0 # bz € I e (bz)x = b(zx) =0, isto é, x € Z(A x, G). O

Corolario 3.3.5. A x, G € nao singular a esquerda se e somente se Q*o+G € ndo

singular a esquerda.

Prova: Segue diretamente do Corolario 3.3.3, item (i), e da Proposi¢ao 3.3.4. O

Proposicao 3.3.6. As sequintes afirmacoes sao vdlidas:

(1) Se H € um ideal a esquerda essencial de Axq, G, entao (Qu+*o+G)H € um ideal

a esquerda essencial de Qp%q-G;
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(17) Se F € um ideal a esquerda essencial de Qum*o+G, entio F N (A, G) é um

ideal a esquerda essencial de A x, G.

Prova: (i) Sejam H um ideal & esquerda essencial de Ax, G e I um ideal & esquerda
nao nulo de @, *,~G. Entao, pelo Corolario 3.3.3, item (i), I N A %, G é um ideal a
esquerda nao nulo de A x, G. Como H é um ideal a esquerda essencial de A %, G e

Qm*o+G tem unidade, temos
0#FHN({INAx%G)CHNIC(Qura-G)HNI

Portanto, (Q,,*o+G)H é um ideal a esquerda essencial de Q,,*-G.

(77) Sejam F um ideal a esquerda essencial de Q,,*+G e J um ideal & esquerda nao
nulo de A %, G. Entao, F' N (Qu*aG)J # 0.

Consideremos um elemento nao nulo y de F'N(Q*qG)J. Assim, y = Z?:l a;c;,
onde a; € Q*+G e ¢; € J, para todo i = 1,--- ,n. Pelo Lema 3.3.2, existe um
ideal a esquerda denso E de A tal que Fa; C A%, G, paratodot=1,---,n. Como

J é um ideal & esquerda nao nulo de A x, G e y € F obtemos

By = (Ea)e; C (FN (A% G))NJ.

i=1
Além disso, pelo Lema 3.3.2, como y # 0 segue que Ey # 0.
Portanto, F'N (A %, G) é um ideal a esquerda essencial de A x, G. O

O resultado correspondente, substituindo o conceito de essencial por uniforme

também é verdadeiro.
Proposicao 3.3.7. As sequintes afirmacoes se verificam:

(1) Seja U um ideal a esquerda nao nulo de A x, G. Se U € uniforme, entao

(Qum#a+G)U € um ideal a esquerda uniforme de Qu*.+G.

(i7) Seja V' um ideal 4 esquerda nao nulo de Qu*,+G. Se V € uniforme, entdo
VN (Ax, G) éum ideal a esquerda uniforme de A *, G.

Prova: (i) Observemos que como @, *,+G tem unidade e U # 0, entao (@ *a+G)U #

0. Suponhamos que (@ *.+G)U nao seja uniforme. Assim, existem elementos nao
nulos x = Z Uil Y = Z 05 € (Qm*axG)U tais que (Qp*a+G)rN(Qm*aG)y = 0,
i=1 j=1

onde u;,v; € Qm*o+G e y;, x; € U sao todos nao nulos.
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Como z e y sdo nao nulos temos, do Corolério 3.3.3 (i), que (Qum*oG)z N A%, G

e (Qm*arG)y N A x, G sdo ideais a esquerda nao nulos de A x, G. Porém,
(Qu¥ar@)z N Asq G) N (QumtarG)y N Ax, G) =0.

Mas como cada u; e cada v; sao elementos nao nulos de @ *,+G, segue do
Lema 3.3.2, que existe um ideal a esquerda denso E de A tal que Fu; C Ax, G e
FEv; C Ax, G, paratodoi=1,--- ,netodoj=1,---,m. Mais ainda, como U ¢
um ideal a esquerda de A %, G, segue que EFz, Fy C U. Além disso, como = e y sao
ambos nao nulos e £ é um ideal a esquerda denso de A, temos que Fx # 0 e Fy # 0.
Desta forma, existem a,b € E tais que ax # 0 e by # 0. Por hipétese U é uniforme,
e consequentemente, (A *, G(za)) N (A%, G(yb)) # 0. Mas isso contradiz o fato de

que
(Ax, G(az)) N (A, G(by)) C ((Qm*arG)r N Axq G) N ((Qm*arG)yN Ax, G) = 0.

Portanto, (Q,*.+G)U ¢ uniforme.

(7i) Seja V um ideal a esquerda uniforme de @, *,+G. Assim, V' é nao nulo e segue
do Corolario 3.3.3 (i), que V N (A %, G) é um ideal & esquerda nao nulo de A x, G.
Suponhamos que existam dois ideais a esquerda nao nulos I e J de A x, G contidos
em V tais que I NJ = 0. Assim, (Qu*oG)I e (Qn*.G)J sdo ideais a esquerda
nao nulos de @Q,,*.+G contidos em V. Aplicando o Lema 3.3.2 podemos ver que
(Qum#*arG)I N (Qm*axG)J = 0, 0 que contradiz o fato de que V' é uniforme. a

Corolario 3.3.8. As dimensaoes uniforme a esquerda de A x, G e de Q*xo<G coin-

cidem.

Prova: Segue imediatamente da Proposicao 3.3.6 e da Proposicao 3.3.7. No caso

em que a dimensao uniforme for infinita, utilize também a Proposi¢ao 1.1.14. O

Corolario 3.3.9. Suponhamos que A € um anel semiprimo e que Ax,G € um anel
semiprimo de Goldie a esquerda. Entao, Q,*.+G € um anel semiprimo de Goldie a

esquerda.

Prova: Suponhamos que A %, G é um anel semiprimo de Goldie a esquerda. Pelo
Teorema 1.1.22, A %, G é semiprimo, Z(A x, G) = 0 e udimA %, G < co. Assim,
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utilizando o Corolario 3.3.3 (ii), Corolario 3.3.5 e o Coroléario 3.3.8 obtemos que
Qm*a+G é semiprimo, Z(Qu*.G) = 0 e udim@Qu*,G < o0o. Novamente, pelo

Teorema 1.1.22, (,,,*.+G é um anel semiprimo de Goldie a esquerda. O

J& vimos no Corolario 3.3.3, que se Ax,G é semiprimo entao Q,,*,+G é semiprimo.
Veremos a seguir que a reciproca € verdadeira no caso em que A é um anel semiprimo

de Goldie a esquerda.

Proposigao 3.3.10. Seja A um anel semiprimo de Goldie a esquerda. Entao, Ax,G
¢ um anel semiprimo de Goldie a esquerda se e somente se Qnxo+G € um anel

semiprimo de Goldie a esquerda.

Prova: Se Ax,G é um anel semiprimo de Goldie a esquerda entao do Corolério 3.3.9
segue que (%G é um anel semiprimo de Goldie a esquerda.

Reciprocamente, suponhamos que ),,*,+G é um anel semiprimo de Goldie a es-
querda. Assim, por defini¢ao, udim(Q,*a+G) < 00 € Q*a+G satisfaz a condicao
de cadeia ascendente sobre ideais anuladores a esquerda. Pelo Corolario 3.3.8,
udimA *x, G < oco. Além disso, como A %, G é um subanel de Q,,*,+G, também
satisfaz a condicao de cadeia ascendente sobre ideais anuladores a esquerda. Por-
tanto, A *, G é um anel de Goldie a esquerda.

Resta verificar que A %, G é semiprimo. Para tanto, vamos mostrar que os
anéis de quocientes classicos a esquerda de A x, G e de Q%G sao iguais, isto é,
Qei(A %o G) = Qu(Qm*arG).

Primeiramente, observe que C4 C Cas, . Além disso, Cav,¢ = Cgx,na N Axa G.
De fato, sejam x € Cax,g € Yy € Qm*aG tais que yr = 0. Pelo Lema 3.3.2, existe um
ideal & esquerda denso H de A tal que Hy C A *, G. Entao, 0 = H(yz) = (Hy)x.
Porém, =z € Ca. g, 0 que implica que Hy = 0. Logo, pelo Lema 3.3.2, segue que
y = 0. Isto mostra que x é um elemento regular a esquerda de @),,*,~G. Portanto, x
também é regular a direita, pois @), *.+G é um anel semiprimo de Goldie a esquerda.
A inclusao contraria é imediata.

Consideremos y € Q(Q*,+G). Entao, existe z € Cg, ... tal que 2y € Qpxo-G.
Pelo Lema 3.3.2 existe um ideal a esquerda denso H de A tal que Hx C A %, G.
Mais ainda, existe um ideal & esquerda denso F' de A tal que F(zy) C Ax*,G. Tome
L =HnNF, que é um ideal a esquerda denso de A.

Dai, L C A%, G e L(zy) € A%, G. Sendo A um anel semiprimo de Goldie a
esquerda, pelo Teorema 1.1.22 item (v), existe e € C4 N L C Cgq,,+..c¢ N L. Logo,
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ex € CgroncMA*x, G = Cyasc € tal que (ex)y € Ax, G. Portanto, y € Qu(Ax*, G),
isto é, Qu(Qm*arG) C Qu(A %, G). A inclusdo contréaria é trivial, uma vez que
Carac € CQpsyeG-

Como @, %.+G é um anel semiprimo de Goldie a esquerda, temos pelo Teo-
rema 1.1.22 que Qu(A %o G) = Qu(Qm*a+G) é semisimples artiniano. Novamente

pelo Teorema 1.1.22, A x, G é semiprimo. O

Teorema 3.3.11. Se A € um anel semiprimo e A x, G € semiprimo de Goldie a

esquerda, entao A € um anel semiprimo de Goldie a esquerda.

Prova: Primeiramente observemos que como A x, G é semiprimo de Goldie a es-
querda, A visto como subanel de A %, G satisfaz a condicao de cadeia ascendente
sobre os ideais anuladores a esquerda. Assim, pelo [23, Lemma 2.3.4], Z(A) = 0.
Como A é nao singular a esquerda, pelo [18, Theorem 13.36], Q,,(A) é um anel von
Neumann regular.

Pelo Corolario 3.3.9 temos que Q,,*.+G é um anel semiprimo de Goldie a es-
querda. Desta forma, @,,(A) satisfaz condicao de cadeia ascendente sobre os ideais
anuladores a esquerda. E facil verificar que como @Q),,(A) é um anel von Neumann re-
gular e satisfaz a condigao de cadeia ascendente sobre os anuladores a esquerda, entao
Qm(A) é noetheriano a esquerda, donde segue que @Q,,,(A) é semisimples (consulte os
exercicios 3.44 e 13.26 de [18]).

Logo, por [18, Theorem 13.40], A é semiprimo de Goldie & esquerda. O

Lembremos que se A é um anel semiprimo de Goldie a esquerda entao @,,(A)
é semisimples, isto é, @,,(A) é um produto direto de anéis indecomponiveis. Além
disso, como para todo g € G cada ideal S; tem unidade, a agao parcial torcida o

admite uma acao envolvente 3 = (B, {8, }gec: {Ug,n}(gn)caxa)

Observagao 3.3.12. Se a € uma acao parcial de tipo finito, entdo o™ também € uma
acao parcial de tipo finito, pela Proposicao 3.3.1. Desta forma, pela Proposicao 2.1.2,

B também possui unidade. Logo, Qm*q+G e B *g G sao anéis Morita equivalentes.

O teorema abaixo é uma generalizacao do Teorema 1.4.5, originalmente demons-

trado por J. Osterburg ([25]) para o caso de agoes globais.

Teorema 3.3.13. Sejam A um anel semiprimo, G um grupo finito tal que que A €
livre de |G|-tor¢ao. Entdao, A é um anel de Goldie a esquerda se e somente se Ax, G

€ semiprimo de Goldie a esquerda.
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Prova: Suponhamos que A é um anel semiprimo de Goldie a esquerda. Entao Q),,
também é um anel semiprimo de Goldie a esquerda. Como por hipotese a é de tipo
finito, pelo Coroléario 2.1.15, B é um anel semiprimo de Goldie a esquerda.

Além disso, como A é livre de |G|-torgao, utilizando a Proposi¢ao 1.2.2, segue
que @y, é livre de |G|-torgao. Assim, a Proposicao 2.1.16 garante que B é livre de
|G|-tor¢ao. Portanto, pelo Teorema 1.4.5, B %3 G é um anel semiprimo de Goldie
a esquerda. Uma vez que B x5 G e @, %o+ G sao Morita equivalentes, temos que
Qm *o+ G é um anel semiprimo de Goldie a esquerda.

Logo, pela Proposicao 3.3.10, A %, G é um anel semiprimo de Goldie a esquerda.

A reciproca segue do Teorema 3.3.11. O

Resultado semelhante também pode ser obtido quando G é um grupo policiclico

infinito e a é uma agao parcial torcida de tipo finito.

Teorema 3.3.14. Sejam A um anel semiprimo e o € uma a¢do parcial torcida de
tipo finito de um grupo policiclico infinito G sobre A. Entao A € um anel de Goldie

a esquerda se e somente se A x, G € um anel semiprimo de Goldie a esquerda.

Prova: Suponhamos que A é um anel semiprimo de Goldie a esquerda. Assim @,
também é semiprimo de Goldie a esquerda. Como a* é uma acao parcial torcida
de tipo finito, temos do Coroléario 2.1.15, que B é um anel semiprimo de Goldie a
esquerda. Assim, pela Proposicao 1.4.6, B x3 G é um anel semiprimo de Goldie a
esquerda. Como B x5 G' e @y, *o+ G sao Morita equivalentes, temos que @, *o+ G é
um anel semiprimo de Goldie a esquerda. Pela Proposicao 3.3.10, A x, G é um anel
semiprimo de Goldie a esquerda.

Agora se A x, G é um anel semiprimo de Goldie segue do Teorema 3.3.11 que A

é semiprimo de Goldie a esquerda. O

Para finalizar este capitulo, vamos generalizar o Teorema 1.4.8 para o caso parcial.
Lembremos que quando GG é um grupo policiclico por finito podemos escolher uma
cadeia de subgrupos 1 = Gy <G < --- < G, = G tal que somente o ultimo grupo

quociente G, /G, é finito e os demais sao ciclicos infinitos.

Teorema 3.3.15. Sejam A um anel semiprimo e a uma acdo parcial torcida de tipo
finito de um grupo policiclico por finito G sobre A. Suponhamos que A um anel livre
de |G, : Gp_1|-tor¢do. Entdao, A € um anel de Goldie a esquerda se e somente se

Ax, G € um anel semiprimo de Goldie a esquerda.
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Prova: Suponhamos que A é um anel semiprimo de Goldie a esquerda. Por hipétese,
A é livre de |G, : G,_1|-torgao. Assim, @, é livre de |G, : G,_1|-torgao pela
Proposigao 1.2.2 item (7). Dai, de acordo com a Proposi¢ao 2.1.16, B é livre de
|G, : Gp_q]-tor¢ao. Mais ainda, como @, é um anel semiprimo de Goldie a esquerda,
temos do Corolario 2.1.15 que B é um anel semiprimo de Goldie a esquerda. Pelo
Teorema 1.4.5, obtemos que B x3 G ¢ um anel semiprimo de Goldie a esquerda, e
assim, (., *o+ G é um anel semiprimo de Goldie a esquerda via a equivaléncia de
Morita.

Portanto, pela Proposicao 3.3.10, A %, G' é um anel semiprimo de Goldie a es-
querda.

A reciproca segue novamente do Teorema 3.3.11. O
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Capitulo 4

Acoes Parciais Torcidas

X-Externas

Os resultados que serao demonstrados aqui sao generalizagoes dos apresentados
por S. Montgomery em [24] que foram obtidos para o caso de agdes globais de grupos.

Além disso, estes resultados estendem os que foram obtidos no Capitulo 2.

4.1 Definicao e Resultados

Neste capitulo a = ({Sy}geq, {ag}gea, {wgn}gneaxa) denotard uma agio par-
cial torcida de um grupo G sobre um anel semiprimo A, onde cada ideal S, de A tem
unidade 1,. Cabe ressaltar que o fato de que todos os ideais S, de A sejam gerados
por idempotentes centrais nao implica que « possua uma agao envolvente. Vamos
generalizar alguns resultados apresentados no Capitulo 2, no sentido de que ao invés
de trabalharmos com uma agao parcial torcida com envolvente, iremos trabalhar com
um tipo especial de agao parcial torcida que sera definida a seguir.

Além disso, consideraremos a* = ({S; }gea, 1" fgea, {W) 1} (g.n)ecxa) @ agao par-
cial torcida de GG sobre o anel de quocientes de Martindale a esquerda de A, denotado
simplesmente por (). Note que 1, ¢ ainda a unidade de S;, para todo g € G.

A definigao de automorfismo X-externo é devido a V. K. Kharchenko. Com esta
idéia, vamos definir acao parcial torcida X-externa e provar alguns resultados no caso
em que a acao parcial torcida é deste tipo. Vamos transferir propriedades de A para
o produto cruzado parcial A *, G.

No que segue, para cada g € GG, definimos
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Pa, = {T € S}; mw;fozg(algfﬂ = axw;f, para todo a € A, h € G}

Lema 4.1.1. Seja x um elemento ndo nulo de ¢o,. Entdo,

*—1 % o x—1
zwyy ap(qly-1) = qrwy,”,

para todo q € Q e todo h € G.

Prova: Seja g € (). Entao, existe um ideal essencial J de A tal que Jg C A. Assim,
para todoy € J e todo h € G,

xwzzlag(yqlgfl) = (yq)xw;;f.

Considere J' = J N Sy, que é um ideal essencial de S;,. Em particular, para todo

/ *—1 _ *—1 z :
z € J, zwyy ag(zqly1) = zqrw,; . Além disso,

xw;jllag(qug_l) = xw;jblag(zlg_l)a;(qlg_l) = zxwzgla;(qlg_l)

*

Logo zzw,

zla;(qlgfl) = quw;f, para todo z € J'. Dal,

*—1 *—1
z(zwyy, ag(qly-1) — qrwy,,”) = 0, para todo z € J'.
Como J' é um ideal essencial de S, e a:w;’;la;(qlgq) — qyz:w;;1 € S,, segue que

*—1 %

zwyy ag(qly-1) = qxw;;tl, para todo g € @ e todo h € G. O

Lema 4.1.2. O conjunto ¢, definido acima € igual ao conjunto
(b;g = {r € 5}; vay(aly—) = ar, para todo a € A}.

Prova: Claramente ¢,, C gzﬁ'ag, basta tomarmos h = 1.

Para a inclusao contraria, seja x € ¢:xg-

Observemos que Q@ = 5757, © aan(S;‘S;‘h), para todo g,h € G. Assim, para
x € () podemos escrever x = y + ¢, onde y € 557, et € aan(S;S;‘h). Uma

vez que wy , € um elemento invertivel de 5757, temos que xwy , = ywy ,, isto €,
rlglgy = ylylg, = .

Note que zoy(aly-1)1,1g, = axlyly,, para todo a € A. Como 141y, é um idem-
potente central de @, xl,1gp0y(aly,—1) = axlylg,, ou seja, xw;hw;;llag(alg-ﬂ =
axw;hw;;bl. Portanto, zwy ), € ¢a,, para todo h € G. Em particular, tomando

h=1g, xly = € ¢,,. Logo gb,ag C Gay,- a

A . . ’
Como consequéncia do resultado acima poderemos usar ¢, e gbag de acordo com

o que for mais conveniente.
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Definicao 4.1.3. Para cada g € G, dizemos que o isomorfismo oy € X-interno se
ba, 7 0 € € X-externo se ¢q, = 0.

Desta forma, definimos o seguinte subconjunto do grupo G:
Ginn = {9 € G; a, é X-interno}

Proposicao 4.1.4. Se g € Gy, entio g~ € Gipn, isto é, Ginn € fechado com relacio

aos 1nuersos.

Prova: Seja g € Giu,, ou seja, ay é X-interno, ou ainda, existe 0 # = € 57 tal
que zay(al, 1) = az, para todo a € A. Mostremos que g=' € Gjpp, isto é, existe
0#yesS; . tal que yag-1(aly) = ay, para todo a € A.

Note que anng,(z) ¢ um ideal bilateral de Sy, pois S, é um anel semiprimo.
Considere H = C @ anng,(z), onde C é o complementar de anng, (x) em S;. Observe
que H é um ideal essencial de S,. Como S, tem unidade, C' também ¢é um ideal de
A. Considere agora J = C @ anng,(x) ® A(l4 — 1,), que é um ideal essencial
de A. Definimos a aplicagdo f : J — A dada por f(c + 1t + 2z) = ¢, para todo
ceC,teanng,(v) eze A(ly—1). E facil verificar que f é um homomorfismo
de A-bimédulos. Logo, existe um elemento do centréide estendido de A e tal que
(c+t+2)e =ce=c para todo c € C, t € anng,(z) e z € A(l4 — 15). Além
disso €2 = e. Observe que ex = ze = z. De fato, seja h = c+t € H, onde ¢ € C,
t € anng,(x). Note que, hxe = (c + t)re = cex = cx = (c+ t)r = hx, para todo
h € H, ou seja, H(ze —x) = 0. Como H é essencial em Sy, segue que ze = x, pois
re,r € 5.

Uma vez que zagy(al,—1) = ax, para todo a € A, é facil ver que Sy;-1z = x5,.
Segue que Cz é um ideal bilateral de Sy, e consequentemente, ¢ um ideal de A. De
fato, sejam a € S, e ¢ € C. Observe que za = bx com b € S;-1. Como C' ¢é um ideal
de A, cxa = cbx € Cx . Por outro lado, acz € Cz, pois C' é um ideal de S,.

A aplicagao f; : C ® anng,(x) — S, dada por fi(c+t) = (c+t)x = cx define x
em Sy

Além disso, x é regular em C pois ¢ ¢ anng,(x), isto é, cx = 0 implica que ¢ = 0.

Tome Cx @ L, onde L é o complementar de Cx em S,. Este ¢ um ideal essencial
de S, e defina fo : Cx® L — S, dada por fo(cx+1) = ¢, para todo cx+1 € Cx @ L.
Como z é regular em C, f; estd bem definida. Logo, y = [Cx @ L, f5] é um elemento

* 7 . * ] N J—
de Sje que € o inverso de x em Sje. Ou seja, zy = yx = 1ge.
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Desta forma, ea,(al,~1) = yax, ou ainda, eay(al,~1)y = yalge, para todo a € A.

Aplicando o1 em ambos os lados da igualdade, temos

ar i (eag(aly—1)y) = ai 1 (yalge),
para todo a € A. Como e é um idempotente central de (), para todo a € A, temos
que

* *—1

wry aw S an o (ye) = ap i (ye)ar i (aly),
ou ainda,
aw;ff’ga;,l(ye) = w;fllyga;,l(ye)a;,l(alg), para todo a € A.
*—1

]
para todo a € A. A prova estd completa. O

— * * z ~ . _
Tomae u = w;=y a7 .(ye) € Sy, que é ndo nulo e verifica uay-1(aly) = au,

Apesar do Gy, ser fechado para os inversos, este conjunto nao é necessariamente
um subgrupo de G. De fato, sejam A um anel semiprimo e g,h € Giy,. Assim,
existem 0 # z € S; e 0 # y € 5], tais que

rog(aly—1) = ar e yap(aly-1) = ay,

para todo a € A. Observe que, para todo a € A

a(ry) = (ax)y
= (zay(aly—))y
= z(ag(alyg-1)y)
= zyop(og(aly-1)1,-1)
= :Eywhgozhg(algflhq)w;’;.
Logo, xywp gang(aly-11,-1,-1) = axywp,. Mas ndo temos a garantia de que
TYwp,g seja um elemento nao nulo de 575757, € S,

Um exemplo que ilustra esse fato, para o caso de ac¢oes globais, pode se encontrado

na pagina 42 de [24].

Definigao 4.1.5. Uma agao parcial torcida € dita X-externa se ¢o, = 0, para todo
g€G, g9+# la.
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Observe que esta defini¢do coincide com a que foi dada em [24] (pdgina 42) no

caso de agoes globais.

Definicao 4.1.6 Seja Z o anel dos nimeros inteiros e (); o anel de quocientes
de Martindale simétrico de A, onde A é um anel semiprimo. Denotemos por L o

subanel do produto tensorial Qs @) Qs gerado por elementos do tipo a® 1, 1 ® a’?,
Z

onde os anéis Q) e QY sao anti-isomorfos mas possuem os mesmos grupos aditivos,
enquanto a e a’? percorrem A e AP respectivamente.
Definimos as seguintes operagoes: para quaisquer 0 = » . r; Q@ a;,? € L, r € Q e

(2

g € G, temos:
a;(a) = a;(z ri ® a;?) = Za;(rilg_l) ® a.’.

reay(o) =3 arag(rilg-1).

E facil verificar que estas operagoes estao bem definidas.

E além disso, se S é um subconjunto de L, entao

St ={re Sy r-a(s) =0, paratodo s € S}.

1

Se r € O, entdo denotemos por r+% o conjunto de todos os elementos o € L tais

que 7 - a; (o) = 0.

Lema 4.1.6. Sejam I um ideal a direita de L, o, ay - o

ay S;_l — S,, g € G. Entdo para quaisquer ri,--- 1, € Q, vale a sequinte

wgualdade:

-,k isomorfismos onde

I £ 3 100, = (N ri® N I)tes,

997t
=1 i i=1

Prova: Claramente, I+% C (ﬂrim;i N 1)+, pois rit% NI CI.

Agora, consideremos r;x onde x € ¢, _,. Assim,
99

i

*—1

g1 n Qg1 (@lgg1) = azw*? (4.1.1)

rw gg9i~1,h?

para todo h € G, a € A.
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Seja o = ;sk ® a® € L tal que o € % . Dal, r; - ay (o) = 0, ou seja,
;akria;<8k1gi71) = 0. Utilizando a Equacao 1.5.2, obtemos
it - o (o) = i (Z ay(splg-1) ® ap™)
k

= Zakrzxa (sklg-1)
2

= Zakmva(az;l(a;(sklgi_l))lg_l)
k

= Z akri:ra;(w;;ll ga;ﬁl (ag, (skly—1))wy 1 g 1g-1).

1J

* * _
Uma vez que ag(lg—lwgi_17gi) = wg gz_lw ;0 bemos
1 *—1 * * * * *
Tl a Z akn:l:'w "Hglwg,gi—lag(ag;l<O‘gi<Sklg[1))1g_l>w9,gf1wggf1,gi'

Utilizando o item (iv) da Definicao 1.5.2, obtemos

*—1 * * * *—1 * *
T - o Z akmxw ,17gzwg’gi,1wg7gi_1aggi_1(ozgi(sklg;l)lgigf1)wgvgi,lw%gi_lwggi_l’
— ) x—1 * * *
= E akrlxwggi_l’giozgg;l(ozgi(sklg;l)lgigfl)wggfl’gi.
Pela Equacao (4.1.1) segue que
*—1
T o E aRrio skl ):L’w =y wgg “1g
= g arriog, (sil 71)x =0.
Portanto, iz - o (o) = 0, para todo o € rﬁagi e para todo i =1,--- ,n. Assim
n
~ * *
T € (ﬂ %)% Como ﬂ ri NI C ﬂ %, entdo i € () rit® N I)tos
=1 i=1 =1 i=1
Logo,
1 N La 1
P g, L € (At 0y
=1 9i i=1

Para a inclusao contraria, fagamos indugao sobre n. Paran = 1, devemos mostrar
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que
(rt o NI C I 41 .
9941

Seja v € (%1 N 1)+, Note que, se ¢ € 1~ N I entdo v - a;(c) = 0.
Considere B = 1y - o (I). E facil ver que valem as seguintes igualdades, para
todoae€ Aebel
a(ry - o (b)) =mr - a (b(1 ® a’)), (4.1.2)

(ry - oz;(b))a =7 - oz;l(b(ozzl_l(algl) ® 197)). (4.1.3)

Uma vez que I é um ideal a direita de L, B é um A-subbimédulo de Q).

Definimos a seguinte aplicacao, ¢ : B — () dada por:

p(r1-ag, (b)) = v - ag(b),

para todo b € I. Observe que ¢ estd bem definida, pois se 7, - (b) = 0 entdo
ber ™ NI Assim, v - ay(b) =0jd que v € (ry =0 N I)Les”,
Além disso, ¢ é homomorfismo de A-mdédulos a esquerda. De fato, sejam a € A,

b € I. Entao pela Equagao (4.1.2),

pla(ry - ag, (b)) = @(ry - ag, (b(1 © a®™))
= v - a,(b(l ®a”))

= av - a(b)

E ainda, pela Equacgao (4.1.3), segue que

o((r1 - gy (b))a) = @((r1 - o (b(a; (aly, ) ® 17)))
o aly,) ®17))

= (v ay(b))ag(ay,*(alg,)1g-1)

= v - ay(b(a

= p(r1 - g, (B (w02 (aly, ), 1 L),

* _ * *
Como ay(l-w) 1 ) =w; —w; obtemos que

171910

@((r1 -, (b))a) = @(ry - agl(b))w;g_ll,l’gla;gl_l(alglgfl)w;gl_l’gl. (4.1.4)
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Podemos estender a aplicagao ¢ para B @ anngB tal que p(anngB) = 0. Assim,
podemos encontrar um elemento s € @) tal que anng(B)s = 0 e ¢(b) = bs, para todo

be B.

Note que, para todoa € Aeb € I, (r, - a} (b))a € B. Pela Equagao 4.1.4, segue
que

(ry - oz;(b))asw;g 1_17g1 =o((r - azl(b))a)w;;l£1 "
= (ry - a;(b))w;gll_l glaggrl(alglg—l)

=7 -al (b)swi ok i(aly ).

g1 9917191 991
/ . *—1 *—1 * —
Além disso, (B @ anngB)(asw, ~, , —sw, "y s _i(alye-1)) = 0. Logo,
*—1 _ *—1
W5Wgg1=1,91 = SWgg, -1 ,g1a991‘1(a1919_1)’

para todo a € A. Disto segue que slglgg1-1 € ¢ _,. Além disso, pelo Lema 4.1.1
991

esta igualdade também ¢é valida para todo ¢ € Q).

Observe que se b =Y b, ® t7" € I, entao
k

(r15) - Ztkrlsa (bply-1)
—Ztmsa (0, (el o) g)
= Z teriswyo by g (0, (bely 1) Lo 1) wpg -1 g,
—Ztksw -y ozggl (rla (brlgy, - )191971)11);91,1&1

= Ztkrlagl bk g1~ )Slglgg
k

= (r - ozgl(b))sl 1

97997

Com isto, obtemos

Lyl -1 (v —718) - ay(b) = 1,1, -1v - ag(b

9 g9; 9+99;

(1g1 118 - (D))

97997

) =
= 1,1, 10 ag(b) — (r1 -y, (b))s1,1

9799, 999

= 11 (0 03(0)) = (1~ 05, (D)1,1ym1 = 0.
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Logo, 19199;11) — TlSlglggfl € I*+%, donde implica que v € T1¢agg;1 + [t+os,

* * * ,
Portanto, (r;%n N 1)+ C [+ + rlgzﬁa _y, COMO querfamos provar.

Suponhamos que [+% + Z rnga = (ﬂ rit N 1) .= 7%, Como I é

um ideal a direita de L, entao pelo caso n = 1

* * * n >k
[1Lag 4 anﬁaggil — (Tnj_agn N [l)lag — (m TiJ'agi N ]>J_a

=1

Tl'la;i N I)La; . O

Logo, I+ + 3 'r’mﬁagg,l = (
=1

n
i=1 i 1=

Proposigao 4.1.7. Sejam ay,--- ,a, elementos de Q tais que ay & Zaigb%

=2

Entao existem elementos de A, vy, -+ , v e ty, -+, ty tais que

> vjarg, (tilg—1) #0
J

> 0jai0y, (tilg 1) =0
J

para todo i =2,--- ,n.

Prova: Tome I = L, g = g; e a; = r; no lema anterior. Assim,

n n
J_agl + Zai¢a = (m aiia;i N L)J_ag
i=2 919 i=2

19;

n
L *
Como () a;~ %% C L temos que
i=2

19;

T Y @ide = ([ @)t
i=2 g i=2
Observemos que L1 = 0. De fato, sabemos que
Lt = {q € Syiq-a;(B) =0 para todo 3 € L}.

Seja ¢ € L+ e considere 3 = 1 ® 1,7 € L. Desta forma, g - a;(B) = 0, isto é,
1yqay*(114-1) = 0. Portanto, ¢ = ql, = 0, pois ¢ € Sj.

n n n
Consequentemente, > a;¢q _, = ([) a;~*%) 1. Por hipétese a; € 3 a;¢q
i=2 919 i=2 i=2

n n
o que implica que a; & (() a; %) 1. Desta forma, existe v € () a; "% tal que
=2 =2
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ap - o () # 0. Escrevendo v = » t; ® v;%, obtemos que Y vjaiay, (tj1g,-1) # 0.
J J

Além disso, v € a;“%, para todo i = 2,--- ,n. Portanto, Yo vjaiog, (tily -1) = 0,
J

para todoi=2,--- n. O
Relembramos que dado um elemento x = ) a,0, € A %, G, o suporte de z é o

geG
conjunto:

sup(z) = {g € G;a, # 0}.

Lema 4.1.8. Sejam I um ideal nao nulo de A x, G, onde A é um anel semiprimo

ex = ). a0, um elemento de I de menor comprimento tal que a,, # 0. Entao
geG

sup(x) C Gipn. Em particular, se a é uma ag¢ao parcial torcida X-externa entao todo

ideal nao nulo de A x, G intercepta A nao trivialmente.

Prova: No que segue denotaremos indistintamente por 1 = 15 o elemento neutro
do grupo G.

Seja {g1, 92, . gn} = sup(x), | sup(z) |=n

Basta mostrar que para todo g € sup(x), 0 # a4 € a1¢ag_1, pois disto segue que
quOéfI # 0, o que implica que g € G, uma vez que G, € fechado para os inversos.
Suponha que existe g € sup(z) tal que a, & alqbagfl.

Pela proposigao anterior, existem v;,t; € A tais que
Zvjagtj % Oe Zvjalag—l(tjlg) =0.
J J

Como z € I entao zw _11 (51 € I, ouseja, Y agd,w _1 (51 > agw gg_15 el.
geG geG
Considere u = ) v;( Y agw g; 0g)1g-164-1t; € I.
J 9geG
Logo,

u—Zvjald ~1t; +Zv]a951t + Z

h#1.9

= Zvjalagfl tjl -1+ Zvjagt 61 + Z
J

h#1,9

Como o coeficiente de 6,-1 ¢ zero e o coeficiente de d; ¢ nao nulo, u é um elemento

nao nulo de I e | sup(u) |< n, o que é um absurdo. Portanto, sup(z) C Ginp.
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Em particular, se o é uma acdo parcial torcida X-externa entdao Gy, = {lg}.
Dai, 0 # a1 =a10, € INAx,G. O

Teorema 4.1.9. Sejam A um anel semiprimo e o uma ac¢ao parcial torcida X-

externa de um grupo G sobre A. Entdo A x, G € semiprimo.

Prova: Seja I um ideal de A, G tal que I? = 0. Note que, (INA)? C I? = 0. Pelo

Lema 4.1.8 segue que I = 0, e portanto, A %, G é semiprimo. O

Corolario 4.1.10. Sejam A um anel semiprimo e o uma ac¢ao parcial torcida X-

externa de um grupo G sobre A.
(1) Se A € J-semisimples, entao A x, G € J-semisimples.
(i7) Se A é semisimples e G € um grupo finito, entio A x, G é semisimples.

Prova: (i) Seja J(A *, G) o radical de Jacobson de A *, G. Note que, J(A %, G)NA
¢ um ideal quasi-regular de A. Dai, J(A*, G) N A C J(A) = 0. Pelo Lema 4.1.8,
J(Ax, G) =0, ou seja, Ax, G é J-semisimples.

(77) Por hipétese como G é finito e A é artiniano entdo A x, G é um A-médulo
artiniano. Logo, A *, G é artiniano como A *, G-médulo. Pelo item (i) segue que

A x, G é semisimples. O

Observacgao 4.1.11. Suponhamos que « seja uma acgao parcial torcida X -externa
de um grupo finito G sobre um anel semiprimo A. Se A for primitivo a esquerda
entao A é primo, e consequentemente, o é uma agdo global. Utilizando [24, Corollary

3.18], temos que A x, G € primitivo a esquerda.
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