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Resumo

Este trabalho trata o problema genérico da obtengao analitica exata das varieda-
des algébricas que definem dominios de estabilidade e multiestabilidade para sistemas
dindmicos dissipativos com equagdes de movimento definidas por fungdes racionais.

Apresentamos um método genérico, vdlido para qualquer sistema dindmico, que
permite reduzir a andlise de sistemas multidimensionais arbitrdrios & andlise de um
sistema unidimensional equivalente. FEste método € aplicado ao mapa de Hénon, o
exemplo paradigmdtico de sistema multidimensional, para estudar a estrutura aritmé-
tica imposta pela dindmica das orbitas de periodos 4, 5, € 6, bem como seus dominios
de estabilidade no espago de pardmetros.

Gragas a obtengdo de resultados analiticos exatos, podemos explorar pela primeira
vez as peculiaridades de cada um dos periodos mencionados. Algumas das novidades
mais marcantes encontradas sao as sequintes:

Para periodo 4, encontramos um dominio de multiestabilidade caracterizado pela
coeristéncia de duas drbitas definidas em corpos algébricos distintos. QObservamos
a existéncia de discontinuidades na dindmica simbolica quando os pardmetros sao
mudados adiabdticamente ao longo de circulagdes fechadas no espago de pardmetros e
explicamos sua origem algébrica. Publicamos tais resultados em dois artigos: Physica
A, 295, 285-290(2001) e Physical Review E, 65, 036231 (2002).

Para periodo 5, obtivemos a variedade algébrica que define o “camardo” (shrimp)
caracteristico, obtemos uma exrpressao analitica para todas as drbitas de periodo 5,
classificamos todas as singularidades presentes no espago de pardmetros e analisamos
todas as mudangas que ocorrem ao circular-se em torno de tais singularidades.

Para periodo 6, da expressio analitica que fornece todas as drbitas, encontramos
um resultado muito surpreendente, o mais notdvel desta dissertacdo: a possibilidade
de coexisténcia de orbitas reais e complexas estdveis, para valores reais dos parametros
fisicos. Resultados preliminares parecem indicar serem tais drbitas compleras uma
espécie de orbitas fantasmas, com semelhancas as drbitas encontradas por Gutzwiller
para sistemas Hamiltonianos (ndo-dissipativos).



Abstract

This work deals with the generic problem of obtaining analytically and exactly
the algebraic varieties which define stability and multistability domains for dissipative
dynamical systems having equations of motion given by rational functions.

We present a generic method, valid for any dynamical system, which allows to
reduce the analysis of arbitrary multidimensional systems to the analysis of an equi-
valent unidimensional system. The method is applied to the Hénon map, paradigmatic
example of multidimensional system, to investigate the arithmetic structure imposed
by the dynamics of orbits of periods 4, 5 and 6, as well as their stability domains in
parameter space.

Thanks to the exact analytical results, we can exploit for the first time the peculi-
arities of each one of the periods mentioned. Some of the more remarkable novelties
found are as follows:

For period 4, we find a stability domain characterized by the coezistence of two
orbits defined in distinct algebraic fields. We observe the existence of discontinuities
in the symbolic dynamics when parameters are varied slowly along closed circulation
paths in parameter space and explain their algebraic origin. These results were pu-
blished in two papers: Physica A, 295, 285-290(2001) and Physical Review E, 65,
036231(2002).

For period 5, we obtained the algebraic variety which defines the characteristic “sh-
rimp”, obtained an analytical expression for all period 5 orbits, classified all singulari-
ties present in parameter space and analyzed all changes which occur when circulating
around these singularities.

For period 6, from the analytical expression which parameterizes all orbits we
found a remarkable result, the most surprising of the dissertation: the possibility of
coezistence of stable real and complex orbits, for real values of the physical parameters.
Preliminary result seem to indicate that such complex orbits are a sort of ghosts orbits,
similar to the orbits found by Gutzwiller for Hamiltonian (non-dissipative) systems.
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Capitulo 1

Introducao

2

Um problema de importancia capital no estudo da dindmica cadtica é o de especificar-se
particoes para a dindmica simbélica em dimensGes maiores do que um. Sabe-se que o conjunto
infinito das érbitas periddicas imersas no conjunto invariante cadtico fornece informacao sufici-
ente para estimar-se a chamada ‘particao geradora’ da dindmica. Entretanto, a extracdo desta
informacao é uma tarefa muito dificil tecnicamente e recentemente vem sendo assunto de intime-
ros trabalhos[1]-[12]. O conhecimento das particoes geradoras é crucial para compreender-se a
evolucao de sistemas multi através da codificacdo de trajetorias arbitrarias como uma seqiiéncia
infinita de simbolos.

As partiges sdo chamadas de “geradoras” se elas ndo atribuem a mesma, seqiiéncia de simbolos
a orbitas diferentes. Uma comparacao das vérias particbes geradoras possiveis para o modelo
tradicionalmente investigado, o mapa de Hénon|16], definido pelas equagoes:

Tl = a— i + by, (1.1a)
Y1 = Ty, (1.1b)

foi publicada por Eisele[13], onde as dificuldades de cada uma delas sdao discutidas em detalhe.
Em geral, sabemos construir particoes geradoras apenas para os sistemas mais simples, a saber,
sistemas unidimensionais uniformemente hiperboélicos. Mesmo para o caso de mapas dissipati-
vos bidimensionais, ndo se conhece, até hoje, um método sistematico eficiente para construir-se
particoes geradoras, em geral.

Varios procedimentos foram propostos para codificar uma dada trajetoria no espaco de
fase[1]-[13]. Um meétodo bastante usado para de obter-se parti¢oes utiliza-se do conceito de
tangéncias homoclinicas|14], isto €, pontos no atrator onde as variedades estaveis e instaveis sao
paralelas. A idéia bésica é que a codificacao binéria atribuida a cada 6rbita periddica permanega
inalterada quando os pardmteros do sistema dindmico sdo variados suavemente. Um aspecto
central deste método é a identificacdo de algum parametro py tal que a dindmica correspondente
seja caracterizada por uma ferradura de Smale completa. A codificagdo de cada orbita periddica
para um parametro arbitrario p é entdo obtida deformando-se suavemente a Orbita desde py, até
o valor p desejado.

O procedimento acima, puramente topolégico, tem sido utilizado até aqui com limitagoes,
havendo intmeros problemas préaticos na sua implementacdo, mesmo no caso paradigmético
simples do mapa de Hénon, exemplo onde todas propostas tem sido testadas|13].

A presente dissertacao tem por objetivo explorar alguns aspectos preliminares necessarios para
a tentativa de trilhar um caminho radicalmente novo no assunto, que é o uso de um procedimento
eminentemente algébrico, ndo topologico. A motivagdo basica para desenvolver um procedimento
algébrico é bastante simples: nos trabalhos basicos de Riemann e Weierstrass, onde discutem
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as propriedades bésicas das superficies definidas por curvas algébricas, vé-se claramente que
circulacbes suaves genéricas sobre tais curvas nao conduzem a mudancgas suaves nas propriedades
topoldgicas. Um exemplo claro disto é o de uma superficie cibica. Para tais superficies, Thom
demonstrou na sua “teoria das catéastrofes” [43] a existéncia genérica de mudangas abruptas
(“descontinuidades”) mesmo ao variar-se suavemente parametros da superficie.

Para o mapa de Hénon tem-se na literatura uma indicac¢io indireta da existéncia de mudancas
abruptas. De fato, ao propor e estudar o estruturamento de “caixas-encaixadas” Mira[15] men-
ciona incidentalmente que “Existe um conjunto de caixas tais que comegando-se de uma caixa
ao longo do eixo b = 0 pertencendo a este conjunto, e seguindo-se corretamente uma trajetéria
continua apropriada na espago (a,b) [de pardmetros|, é possivel atingir-se uma caixa diferente ao
longo de b= 0".

Mais tarde, Hansen|24]| e Giovannini e Politi|39] investigaram uma oOrbita especifica de pe-
riodo 6 do mapa de Hénon que, quando seguida ao longo de trajetdrias fechadas no espago de
parametros, é transformada numa érbita diferente, demonstrando assim a existéncia inevitavel de
ambigiiidades na codificagdo simboélica. Tais transformagoes entre érbitas diferentes significam
que em algum lugar ao longo da deformacdo adiabéatica, a codificagdo simbolica da érbita tem
que ser modificada descontinuamente de modo a poder fornecer a codificacao final.

O exemplo considerado nas referéncias [24] e [39], obtido numericamente e considerando
apenas duas orbitas [do conjunto total contendo 9 érbitas possiveis|, foi apresentado como um
exemplo de impossibilidade pratica de ter-se uma codificacdo topoldgica, baseada nas tangén-
cias homoclinicas, sem ambigiiidades. Mas nao se considerou nem a totalidade de érbitas, das
singularidades e das circulagoes possiveis no espaco de pardmetros. Mais ainda, ndo se tentou
explorar a possibilidade de usar-se justamente a ocorréncia de descontinuidades para verificar-se
a possibilidade do uso de uma codificagdo nova, algébrica ab initio.

O presente trabalho explora em detalhes os aspectos algébricos de um sistema dindmico mul-
tidimensional prototipico, 0 mapa de Hénon, visando compreender-se de que modo: (i) ocorre a
proliferacdo de singularidades & medida que o periodo aumenta, (ii) qual a interconexdo algébri-
ca existente entre conjuntos de orbitas isoperiddicas, (iii) que tipo de assinatura algébrica pode
servir como um bom rétulo para codificar 6rbitas de modo a poder-se gerar uma ‘gramética’ que
permita explorar o chamado ‘esqueleto das 6rbitas periddicas’ mais eficientemente.

Antes de passar para a parte mais especifica deste trabalho, gostariamos de observar que,
mais do que um simples e popular ‘campo de testes’ na literatura, sob certas condicdes bem
razoaveis, o mapa de Hénon representa sistemas fisicos reais como, por exemplo, um oscilador
harménico perturbado com um acoplamento ndo-linear ao termo de perturbacao [41], ou ainda,
como em modelos de laser de quatro niveis com perdas moduladas [32]. Existem também estudos
de versoes quanticas do mapa de Hénon[42].

O capitulo 2 apresenta uma breve revisdo dos casos conhecidos na literatura, com o intuito
de, uma vez introduzidas a linguagem e a notagao, obter de modo sistemético, via formalismo
algébrico, os mesmos resultados. Essa sistemética mostra-nos como se pode reduzir todo pro-
blema multidimensional a um problema unidimensional equivalente bem como, resolvé-lo. Um
procedimento genérico para tanto é apresentado no capitulo 3. O capitulo 4 usa os algoritmos
obtidos no capitulo 3 para obter, pela primeira vez, equagoes analiticas exatas para drbitas de
periodos 4, 5 e 6. O capitulo 5 trata da exploracdo das expressées analiticas obtidas no ca-
pitulo 4 apresentando expressoes para os dominios de estabilidade dos periodos 4, 5 e 6 bem
como classificando singularidades e investigando questoes de topologia conectadas com a dina-
mica simbdlica. O capitulo 6 trata das circulagdes no espago de parametros e das influéncias da
topologia na relacao algébrica entre orbitas. No capitulo 7 apresentamos as conclusbes gerais e
comentamos alguns problemas em aberto que merecem estudo adicional. Uma série de resultados
complementares sdo apresentados nos Apéndices.



Capitulo 2

Os casos conhecidos: periodos 1, 2 e 3

Este capitulo apresenta uma breve revisdo da obtencdo dos resultados analiticos exatos para
0s periodos 1, 2 e 3. Tais resultados jd foram amplamente abordados na literaturaf19, 20, 21]
, porém nao sistematicamente. Nossa reformula¢do tem como objetivo principal mostrar que
a obtengao analitica de todos resultados pode ser sistematizada de modo a poder ser efetuada
quase que automaticamente por computadores. A reformulagdo serve também para introduzir
a notagdo e motivar o algoritmo geral apresentado no préximo capitulo.

2.1 Introducgao

Desejamos determinar as variedades algébricas que definem a extensao dos dominios de esta-
bilidade para movimentos periédicos com periodo k arbitrario do mapa de Hénon

T = a—x}+ by, (2.1a)
Yt+1 = T¢- (21b)

Tais variedades sao muito importantes, pois é sobre elas que, para valores particulares dos auto-
valores que caracterizam a estabilidade do sistema, encontramos as fronteiras de bifurca¢do onde
ocorrem mudancas do comportamento fisico macroscépico.

Antes de prosseguir, em vez de trabalhar com a equacao bidimensional acima, para simplificar,
utilizaremos sempre uma versao equivalente, unidimensional, a dois indices:

Tpto = G — xiﬂ +bzy,. (2.2)

Observe que apesar da equagao envolver agora uma Unica varidvel, x, a bidimensionalidade
manifesta-se através da necessidade de se fornecerem duas condi¢des iniciais.

A simplifica¢do acima é util pois, em vez de lidarmos com pontos (z,y) no plano, podemos
tratar apenas de pontos z ao longo de uma reta. Observe que o conjunto das possiveis coordenadas
{y;} € sempre idéntico ao conjunto das possiveis das coordenadas {z;}, para qualquer periodo
finito k.

Um fato que distingue o mapa de Hénon (bem como qualquer mapa multidimensional) de
mapas realmente unidimensionais, pode ser facilmente percebido considerando-se, por exemplo,
uma orbita genérica de periodo 4 de ambos mapas. Para um sistema unidimensional qualquer,
ter uma oOrbita de periodo 4 significa ter uma sucessao de quatro nimeros z; distintos* ligados

*Quando falarmos em uma o6rbita de periodo k estaremos nos referindo a uma 6rbita de periodo k genuino, ou
seja, de uma drbita cujos k pontos sdo todos distintos.
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pela equacao de movimento do seguinte modo
T1—Tg—> T3 —>Tg —>T1 —> .n-. (2.3)

Para o mapa de Hénon (bidimensional) temos quatro pontos no plano assim ligados:

() ()= () ()= () e 24

onde, para facilitar a visualizagdo, representamos os pontos bidimensionais (z,y) através do

(I)
y -

Das interligagbes acima, percebe-se que o fato marcante que distingue sistemas unidimen-
sionais dos sistemas multidimensionais é que enquanto as coordenadas das orbitas periddicas
unidimensionais precisam ser necessariamente todas distintas, para sistemas multidimensionais
as coordenadas podem eventualmente ser idénticas. Isto implica que as equagoes algébricas que
definem as coordenadas das érbitas de sistemas multidimensionais podem ter raizes multiplas en-
quanto que para sistemas unidimensionais, todas as raizes devem ser necessariamente diferentes.
Em particular, para o mapa de Hénon, vemos que mesmo tendo-se uma quantidade de valores
T; MENOR que 4 podemos mesmo assim ter érbitas de periodo 4:

G- C)-C) 29

2.2 As equacoes orbitais

2.2.1 Periodo 1

As orbitas de periodo 1 do mapa de Hénon, Eq. (2.2), tem uma tinica coordenada:

(2) S () 5 (ﬁ) o 2.

Isto significa que a coordenada x; acima deve ser raiz da equacdo z = a — 22 + bz, ou seja, do
polinémio

Pi(z) =z? + (1 — b)z — a, (2.7)
cujas rafzes sao
1
N EAY)
Ty = 2( (1—b)++/(1—0) +4a). (2.8)

Como a Eq. (2.7) é do segundo grau, vemos que para qualquer valores de (a,b) existirdao
sempre dois pontos fixos: x4 e z_. Os dois pontos fixos coincidirdo ao longo da variedade
algébrica onde o discriminante:

A = 4a + (1 —b)?, (2.9)



Capitulo 2: Os casos conhecidos: periodos 1, 2 e 3 5

da Eq. (2.7) anula-se, ou seja, ao longo da curva

1
4

a=—=(1-0b)? (2.10)
que € a curva de bifurcacdo tangente das 6rbitas periodo 1, ou seja a curva que marca a passagem
de dois movimentos no plano complexo, isto é com pelo menos uma coordenada z; de cada
movimento pertencente ao plano complexo, para o plano real.

2.2.2 Periodo 2

A obtencdo das érbitas de periodo 2 ja nos permite comecar a mostrar os passos iniciais do
processo de sistematizacdo que ird servir para o calculo das 6rbitas de periodos mais elevados.
Termos uma 6rbita de periodo 2, significa lidarmos com uma 6rbita genérica cuja estrutura é a

seguinte:
(1)—><2)—><1>—>(2)—>.... (2.11)
T9 1 T 1

Na pratica, precisamos obter dois nimeros, 1 e zg, raizes de um polindémio de segundo grau,
cuja expressao geral vamos agora determinar.

Da equagao geral de movimento do mapa de Hénon, Eq. (2.2), vemos que os dois pontos x;
e T9 que procuramos satisfazem as seguintes relagoes:

T = a—z3+ bz, (2.12a)
Ty = a— 3+ bxy. (2.12b)

Uma maneira usual de resolver este sistema de equagoes é através da eliminacdo de qualquer
uma das varidveis, 1 ou T9, entre as equacoes acima. Independentemente da escolha feita, o
resultado final de tal eliminacgdo fornece um polinémio de quarto grau que, quando fatorado, é o
seguinte:

(:1:2+(1 —b)w—a) (12 —(1=bz+ (1 -0b)? —a) = 0. (2.13)

Como é facil perceber, o primeiro fator coincide com a Eq. (2.7) e fornece-nos, mais uma vez, as
orbitas de periodo 1, disfarcadas aqui como érbitas de periodo 2 para as quais se tem zy = z7.
As érbitas genuinamente de periodo 2 envolvem as raizes do outro fator polinomial:

Py(z) = 2> — (1 -b)z + (1 - b)? —a. (2.14)

Este é o modo tradicionalmente utilizado para obter-se a equagdo para Py(z), a equacdo que
define 6rbitas de periodo 2. Embora o processo direto de eliminacdo seja executavel em principio
para 6rbitas de periodos arbitrarios, ele torna-se rapidamente nao aplicavel computacionalmente
devido & extensdao dos célculos. Para avancar, propomos efetuar a eliminacdo de um modo
alternativo e mais eficiente.

Como as 6rbitas genuinas de periodo 2 envolvem sempre dois niimeros, z1 e z2, perguntamo-
nos se nao é possivel determinar-se diretamente tais ntimeros sem termos que nos deter com as
solugoes espirias de perfodo 1.

A equagao satisfeita pelos dois niimeros x; e o da 6rbita de periodo 2 é a seguinte:

Py(z) = 2® — oz + 0y = (z — z1)(x — z2) (2.15)
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onde

o = I+ x9, (2.16&)
00 = I1X2. (2.16b)

O problema agora reduz-se em expressar ¢ e fy em funcao dos pardmetros a e b.
O coeficiente o (que fornece a soma dos pontos orbitais) pode ser obtido da diferenc¢a 1 — 2o
construida a partir das Egs. (2.12a) e (2.12b):
1 — Ty = x%—:v%-l—b(zl — 9)
= (z1 4+ z2)(z1 — 22) + b(z1 — T2). (2.17)

Como numa érbita de periodo 2 genuino devemos ter necessariamente z1 # zo, podemos dividir
a expressao acima por x1 — T2, obtendo entdo

z1+ze=0=(1-0). (2.18)

Para determinar o produto 6y = z1z9 comegamos somando as Eqs. (2.12a) e (2.12b) com o
intuito de calcular uma grandeza auxiliar So:

T4+ 32 = 2a— (254 a7) + b(z1 + 72),
o = 2a— S+ bo, (2.19)

donde tiramos que
Sy =22 + 12 =20 — o(1 - b). (2.20)

Por outro lado, da identidade trivial 2z1z9 = (21 + 22)? — (22 + ) obtemos facilmente que
1 9
90 = T1T2 = 5(0’ - SQ), (2.21)

e, consequentemente, que

B — %{02 ~ 20— o(1 - b)]}. (2.22)
Comparando-se os valores de o e 6y na Eq. (2.15) com os coeficientes de P»(z) na Eq. (2.14)
acima percebe-se que a consideracao das duas fungdes simétricas das coordenadas dos pontos
orbitais permitiu-nos obter diretamente a equacdo orbital P(z).
A curva algébrica sobre a qual nascem as o6rbitas de periodo 2 é dada pelo anulamento do
discriminante de Py(x) em relagdo a x, ou seja, por

4a — 3b% +6b—3 = 0. (2.23)

N3ao existe nascimento de periodo 2 através de bifurcacoes tangentes para o mapa de Hénon.

Observando que os coeficientes o = z1 + T3 e 6y = z1x2 nada mais sdo que as conhecidas
fungdes simétricas elementares das coordenadas orbitais z; e z9, podemos introduzir duas para-
metrizagoes alternativas do polinémio P»(z) em termos dos k pontos z; que definem as trajetorias
de periodo k: podemos usar tanto o quanto 6y para parametrizar P>(z). A parametrizagdo em
termos de o é

Py(z) = o2 — 0w + %(02 20— o(1-1))). (2.24)
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Substituindo-se ¢ = (1 — b), conforme a Eq. (2.18), vé-se facilmente que o polindémio acima
coincide com aquele na Eq. (2.14).

Doravante usaremos ¢ para parametrizar as equagdes que regem a dindmica das drbitas
periodicas, pois esta é a parametrizacdo que conduz as equacoes finais mais simples.

2.2.3 Periodo 3

Movimentos de perfiodo 3 implicam na existéncia de trés nimeros 1, xo, x3 entrelacados do

seguinte modo
. <1> <2> (3> <1> Y (5)
I3 I Z9 I3

e obedecendo as seguinte equagdes:

Ty = a—x5+bxs, (2.26a)
3 = a—zi+bx, (2.26b)
T, = a—zi+bxz. (2.26¢)

Eliminando-se duas variaveis x; quaisquer entre as trés expressoes acima vemos que, inde-
pendentemente do par escolhido, a terceira variavel z; obedece a equacao seguinte:

Pl(ac){xﬁ—(l—b)$5— [3a+(1—b)2] £C4+(1—b) (2a—b2—1)a:3
+[3a2— (36 —2b+3)a+ (B> +b+1) (*—3b+1)] 2> —(1-b) (a—b* —b—1)"z
—a®+2 (b +1)a® — (b* —4b° — 56> —4b+1)a+ (B*+b+1) (b4+1)}:o.

(2.27)

Como dantes, para periodo 2, o polindémio P (z) refere-se a 6rbita trivial (ndo-genuina) de periodo
3, para a qual os trés pontos coincidem. O polindémio séxtico acima (que ndo fatora sobre os
racionais) indica-nos a existéncia genérica de duas solugoes distintas com periodo 3.

Novamente, como fizemos para orbitas de periodo 2, desejamos estabelecer uma equacao
cubica formada apenas pelos pontos de cada uma das duas 6rbitas independentes. Observe que
se conseguirmos obter tal cubica, teremos na verdade fatorado a equacao séxtica num produto
de duas cubicas, separando as duas 6rbitas que a compoem.

Consideremos entdo os trés pontos orbitais x1,z9,T3 €, com eles, construamos a equagao
orbital ctubica genérica

Py(z) = 2° — o2 + 012 — 0y = (z — 21)(z — z2)(z — x3), (2.28)

na qual, como é bem sabido, os coeficientes sdo funcGes simétricas elementares das raizes:

o = z1+x9+ T3, (2.29a)
91 = I1Z9 +T173+ Irox3, (2.29b)
00 = I1X2X3. (2.29C)

Para determinar os valores dos coeficientes 6; partimos das Eqs. (2.26a-2.26c), estabelecendo
um sistema linear de equagGes envolvendo as primeiras diferencas das coordenadas orbitais x;
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da orbita de periodo 3:

x2=Ts— T3 = z5—23+b(z3 —71) = —(T2+T1)X1+bX3, (2.30a)
X3 =3 —T1 = wg — w% +b(x1 —x2) = —(x3+x2)x2+bX1, (2.30b)
X1 =21 — Ty = w% — x% +b(xg —x3) = —(x1+x3)x3+ bXo- (2.30¢)
Do fato que
x1+x2+x3=0, (2.31)

vemos que oS x; nao sao todos independentes, fato este que permite simplificar o problema,
expressando-se qualquer uma das varidveis em termos das outras duas. Isto implica que se pode
prosseguir com os célculos de trés modos diferentes, segundo escolhamos tomar como varidveis in-
dependentes um dos trés pares: (x1,x2), (X1,Xx3) ou (x2,x3). Os resultados finais ndo dependem
da escolha especifica.

Tomando-se agora o par (x1,Xx2) como o par de varidveis independentes e usando-se o fato
que x3 = —x1 — X2 para eliminar y3 das Eqgs. (2.30a-2.30b), obtemos o sistema

(331 + z9 + b)X1 + (1 + b)X2 =0, (2.32&)
(1 +b)x1+ (z2 + 23 — 1)x2 =0, (2.32b)

que pode também ser escrito sob forma matricial como
Ms x =0, (2.33)
onde
o= (PIN asnha) o = (R)=(55) e
A condicdo para existéncia de solucdo ndo-nula, é que o determinante da matriz M3 seja zero,
condicdo esta que fornece o vinculo det M3 = 0 onde

det M3 = (1+b)2+ (b+z1 +22)(—14 29 + 23)

= (1 + b)2 + ( S.’L‘lw2 + 123 + .’E2$3) +.’E% — (:El + .’E2) +b (.Z‘Q + .’Eg) — b) (2.35)

J

-~

01

Levando em conta que 3 = a — x3 + by (veja Eq. 2.26b), podemos simplificar esta expressio

consideravelmente:
det M3 = (1+b)* 461+ (a—x3+bxy)— (z1+z2) +b(z2 +23) —b

= (1+0)*+0i+a—(z1+z2+23) +b (31 + 70 +73) —b

~ J ~
~~ ~"

a a

= 0—c(1-b)+1+b*-b+a. (2.36)

Como é bem sabido, as raizes e os coeficientes do polindmio de terceiro grau estao relacionados
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através das equagoes de Girard-Newton [17] seguintes:

20, + S, = o (2.37)
—30)g—0S2+S3 = —ob, (238)

onde
Si=Y_ al, (2.39)

=1

e k =3 é o namero de pontos orbitais (periodo do movimento).
Uma expressdo adicional para Sy pode ser obtida somando-se as Eqgs. (2.26a)-(2.26¢):

z1 + z9 + 23 = 3a — (z? + 23 + 23) +b (z1 + T2 + x3), (2.40)
%,—/ ~ ~ J . ~- J
g S2 o
donde obtemos que
S2 =3a —o (1 —b). (2.41)

Substituindo-se Sy na Eq. (2.37) obtemos uma relagado de vinculo entre o e 6;:
20, +3a — (1 —b) = 0. (2.42)

De modo anélogo, se conseguirmos encontrar uma relagao adicional que determine S3 pode-
remos entdo usar a Eq. (2.38) para obter uma relagdo que relacione 6 e o.

Podemos ainda determinar uma relacao adicional envolvendo Ss partindo das Egs. (2.26a-
2.26¢) que definem as iteradas do mapa, multiplicando-as por um z; conveniente, obtendo:

Ty = az — 2 + brixs, (2.43a)
ToT3 = aTog— acg + bz172, (2.43b)
T3T] = azT3 — :z:§ + broTs. (2.43c)

Somando-as, temos:
T122 + 123 + T2T3 = a (.’L‘l +z0o + 173) —S3+b (.’1,‘1.’[,‘2 + zi1x3 + :Cz.’L‘g), (2.44)

o e o
ou seja

53 =ao0 — (1 - b)01, (2.45)

que, substituida na Eq. (2.38), fornece uma relagdo de vinculo interrelacionando o, 61 e 6y:
—390 — 0'[3(1 — (1 — b)O’] +aoc — (1 — b)01 = —0'91. (24.6)

As Egs. (2.42) e (2.46) permitem-nos expressar os coeficientes 6; e 6y [que aparecem em P3(z),
Eq. (2.28)] em termos da soma o dos pontos orbitais:

0 = %(024—(1—1))0—3(1),
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b — %(0—3 +2(1-)o® ~ [7a+ (1 b0 + 3a(1 ~ b)) (2.47)

Em geral, vemos que qualquer par arbitrario de coeficientes de P3(z) pode ser expresso em funcao
do coeficiente restante.

Substituindo-se 0; e A3 na equagio (2.36) obtemos uma equagao que define os valores especi-
ficos de o que caracterizam cada orbita:

o?—oc(1-b)—[a—2®*+b+1)]=0. (2.48)

Esta equacao, que chamamos de equag¢do paramétrica, é quadratica em o e b e linear em a. A
dependéncia quadratica em o indica-nos a existéncia de duas érbitas de periodo 3, cada uma
com uma assinatura algébrica diferente, uma vez que a equacdo (2.48) possui solugbes dadas por

e — (1-0b)++/(1 —b)?-;4[a—2(b2+b+ 1)]. (2.49)

Desta expressao é facil ver que teremos o caso degenerado o = o_ sobre a curva

1
a= Z(7b2 +10b + 7), (2.50)

que nada mais é do que a curva de bifurcacdo onde nasce periodo 3 para o mapa de Hénon. Ao
longo desta curva as duas érbitas de periodo 3 coincidem, sendo caracterizadas por o = (1—b)2/2.

Como a equagdo (2.28) é uma equacao cibica em z, podemos obter facilmente uma expressao
analitica para os pontos orbitais, para valores arbitrarios de a, b, o, a saber,

1 1.1
1 = -0+ ‘3/5(—A—|—\/B) - ¢ , (2.51a)
3 3 3 %(1A+ /B)

Ty = %U—i—ws %(%A—k«/ﬁ) - ¢ : (2.51b)
wi/i(1A+VB)
T3 = %g+w2€/%(%A+\/§) - ¢ : (2.51c)
w?2{/3(3A+VB)
onde:
1
c = E[02 +3(1 — b) — 9a], (2.52a)
A = [40-3(1-b)C (2.52b)
B = [20° —2(1 —b)o + (1 —b)? — 24]C*. (2.52c)

De maneira que, pela Eq.(2.49) temos duas escolhas possiveis do valor de o, cada uma destas
escolhas fornecendo uma o6rbita de periodo 3. Observemos que o uso do método tradicional de
andlise para o periodo em estudo, apresentada no inicio desta secao, nos resultou uma equacao
séxtica, que nao é fatoravel sobre o corpo dos ntumeros inteiros, de modo que a partir desta
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equacao nao é possivel separar, de maneira trivial, as duas Orbitas existentes para o periodo 3. A
equacao séxtica pode ser obtida com os nossos resultados considerando o resultante da equacao
orbital parametrizada com a equacdo paramétrica em relacdo ao parametro o.

2.3 Equacao de autovalores

Até o presente momento consideramos apenas questoes relacionadas & obtencao das equacoes
que definem os pontos orbitais, contudo ainda ndo analisamos a estabilidade das Orbitas. As
equacoes que definem a estabilidade orbital podem ser escritas em termos dos mesmos coeficientes
o e 0; usados nas secOes anteriores para parametrizar as equacoes orbitais.

Como é bem sabido [16], a estabilidade das orbitas de periodo arbitrario k é regida pela
equagcao caracteristica;

|7 — AI| =0, (2.53)

onde a matriz Ji é a matriz Jacobiana correspondente ao periodo em questdo, I a matriz iden-
tidade e A o autovalor.
Para os trés primeiros periodos, as matrizes sdo as seguintes:

. —2561 b
J = ( ) 0), (2.54a)
4119+ b —2x9
JQ _ —2.’52 1 —2x1 1 _ , (254b)
b 0 b 0
—2.’E1 b

. — [ 23 1 —2z5 1 —2z; 1
3 = b 0 b 0 b 0

—8x1x013 — 2D (.771 + 333) 4roxs + b

= ) (2.54c¢)
4bx1x9 + b? —2bzo
Os determinantes caracteristicos correspondentes sao
A = M 422 —b=X42\0 b, (2.55a)
Ay = X2 —2(b+2z132)\ + b
= A2 —2(b+20p)A + b
= M+2(-c?+(b-1)c—b+2a) A+ (2.55b)
Az = X = A\[-8xizow3 —2b(z1 + 2o + 23)] — b,
0
0 g

= X2 4 \[86 + 2bo] — b3,

4 2
= XN+ §a3+§(1—b)02—§(14a—|—2b2—7b—|—2)0+4a(1—b) X — b3(2.55¢)
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2.4 Variedades

Eliminando-se o entre as equacgoes de autovalores e suas correspondentes equacoes paramétri-
cas, obtemos as variedades Wy/(a, b, ) (k indica o periodo), a partir das quais se pode determinar
os dominios de estabilidade, definidos para —1 < A < +1:

2.4.1 Periodo 1
A variedade Wy (k = 1) é dada por :
Wi(a,b,A) =242 (b—1)X% =2 (2a+b) X2 —2b(b— 1) X+ b2 (2.56)

Para A = +1 na equacao acima temos:

Wi+ = —4a—(1-0)?
1
a = —7 (1-b)2.
Para A = —1 temos:
W, = g4a+3b2—ﬁb+3,
a = Z(1—1))2.

Notemos que a solucdo da expressdo Wi+ = 0 é identica a expressao 2.10.
2.4.2 Periodo 2
A variedade Wa(a,b; ) é dada por:
Wy =X+ (—4b> +6b+4a —4) A+ b (2.57)
Sendo que se considerarmos A = +1 teremos

Wor = 4a—3b>+6b—3,
3

a = 7(1- b)?. (2.58)
e considerando A = —1 conseguimos:
Wy- = 54 5b% — 6b— 4a,
1
a = Z(5b2 — 6b+5). (2.59)

2.4.3 Periodo 3

Ws(a,b,\) = d3 a® + do a® + d1 a + dy, (2.60)
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onde
ds = 64)2, (2.61a)
dy = —32(4b* +b+4)\% (2.61b)
di = 4A[2(8) —1)b* —2(26)\ — 1)b® — 630 D% + 2X(1 — 260) b — 2A(A — 8)],  (2.61c)
dy = —(BA=1)205—6XA(BA—1)b° —6X (4X+1)b*—
21 (82 =291 +8)b®
—6AZ(A+4) B2 +6X12(A—8)b— A2 (A —8)>. (2.61d)
(2.61e)

Para A =1 a Eq. (2.60) reduz-se sobre os racionais a um produto de dois fatores, a saber,

Wit = wi wl?), (2.62)

onde
wl) = 4a-76-10b-7, (2.63a)
w? = 16a® —4(6° —8b+ 1) a+ (B + b+ 1)(76° — 116+ 7), (2.63b)

Resolvendo em a estas equagoes obtemos, respectivamente:

= w (2.64a)
Y - b2—8b+1183z'(1—b2)\/§. (2.64b)
Para A = —1 a Eq. (2.60) nao se reduz, fornecendo a seguinte cibica:
Wi = 64a® —32(4b% + b+ 4) a® + 4 (18b* — 54b> — 63b* — 54b 4 18) a
—9(b% + b+ 1)(9b* — 36> — 4b? — 36+ 9). (2.65)

As equagdes aqui obtidas reproduzem resultados conhecidos da literatura[29]. Porém, nosso
objetivo neste capitulo foi mostrar que as deducoes podem ser sistematizadas de modo a serem
programadas em linguagens de computacao capazes de manipular simbolos. Tal sistematizacao
é discutida no capitulo seguinte.



Capitulo 3

Teoria Geral para Periodos Arbitrarios

Neste capitulo sistematizamos a dedugio das equagdes fundamentais que definem as orbitas,
bem como sua estabilidade, para periodos arbitririos k. Discutimos certas decomposicées
caracteristicas peculiares envolvendo os pontos orbitais, mostrando que as equagoes de movi-
mento sempre operam no sentido de induzir interrelacées entre subgrupos ciclicos das fungées
simétricas elementares, i.e., de multindmios construidos com os pontos orbitais, interrelacoes
que escravizam toda dindmica.

3.1 A Equacgao Orbital

Um dos objetivos principais da teoria que vamos apresentar é a obtencao da equacao orbital
Py(z,a,b;0) = 0 , para tanto como ja consideramos na anadlise dos periodos 1, 2 e 3, feita no
capitulo anterior, partimos da premissa que as coordenadas x; dos pontos orbitais sao raizes de
um polinémio de grau igual ao perfiodo da érbita:

P, = (z—z)(x—z2)(x—23)...(x — T—9)(x — zp—1) (T — xx)
= gF o 4 0 _92b % — 0 _saF T3 4L
—(=1)* 2022 + (1) 1012 — (=1)"6y, (3.1)

onde as funcoes 6; sdo as funcoes simétricas elementares que estao diretamente relacionadas com
os conhecidos coeficientes de Girard-Newton c; de forma que ¢; = (—1)0;_; (uma breve revisio a
respeito das funcles simétricas e dos coeficientes de Girard — Newton é apresentada no apéndice
A).

A obtengdo da equacdo (3.1) é fundamental para podermos separar as 6rbitas isoperiddicas, ou
seja, as drbitas de um mesmo periodo, pois como mostrado para o periodo 3. analisado no capitulo
3, a anilise tradicional resulta uma jun¢do das equacoes Orbitais isoperiédicas em somente uma
nao fatoravel. Contudo dois fatos basicos sdo necessarios: a obtencao dos coeficientes 6; como
funcoes unicas e exclusivas do parimetro o e dos parametros de controle a e b, e a obtencdo da
equacao paramétrica que relaciona o pardmetro o com os parametros a e b.

3.2 Matrizes de Diferencas

Primeiramente precisamos restringir nossa anélise aos periodos genuinos, eliminando os pe-
riodos espurios, como o caso da desconsideracdo do periodo 1 na anélise dos periodos 2 e 3.

A partir da equagdo (2.2) podemos escrever o sistema de equagdes que definem a dinadmica de
um certo periodo k, considerando as condi¢oes de contorno peridédicas, zo = xj, € por consequéncia

Th+i = Ti,
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ry = G,—.’E%—l-b.’lik_l,
To = a-— a:% + bxy,
T3 = a— x5+ bz,
T4 = a-— mg + bz,
?
Tp_o = a—Tr_g+ b g,
Tkl = a—xj o+ bzps,
Ty = a—zh_q +brg_o. (3.2)

Para extrairmos periodo primitivo k£, em questdao, devemos desconsiderar os seus divisores
inteiros m, que igualmente sao casos, degenerados, de periodo k.

A eliminacao destes periodos m é feita por meio de equagdes de diferencas. A forma geral
destas equacoes que desconta um periodo mais baixo m é dada por:

T1 — T1im + (k= Tm) (Tk + Zin) = b(@k—1 — T(h—1)4m) = O,
T2 — T24m + (71— Z14m)(T1 + T14m) — b(Tk — Thym = 0,
T3 — T31m + (72 — Zogm) (22 + Zom) — b(z1 — T14m) = 0,
T4 — Taym + (73 — Z31m) (T3 + Z31m) — b(z2 — To1m) = 0,
Th—1— Th—14m + (Th—2 — Th—24m)(Th—2 + Th—21m)  — b(Tr—3 — T(_3)1m) = 0O,
Tk — Tk+m + (@k-1 = 1) 1m) @k-1 + Te—1)4m) — O(@k—2 — Tk—2)1m) = 0.
Definimos:
(m) def
X; = Tj — Titm,
QZ(m) dgf i + Tism.
Desta forma podemos rescrever o sistema anterior como:
N L Ry
Xgn) + Xgm)ng) _ bx(m) - 0,
X:(),m) + Xgm)ng) _ bx(m) = 0,
W o tm g (3.3)
X,((!f)% + X,}T;QQ%T% - bx%ff;o, 0,
Xkt X — bxs 0

No sistema acima as varidveis sao dadas pelo conjunto {Xgm) }, portanto pela teoria elementar
de resolucao de sistemas lineares, o sistema em questao s6 possuira solucao diferente da trivial,
isto & {Xgm)} # {0} se a matriz de seus coeficientes tiver determinante nulo. Voltaremos a esta
consideracao em breve.

Consideraremos agora uma pequena andlise do nosso conjunto de variiveis {Xz(m)}. O caso
m = 1 é comum a todos os periodos, uma vez que os movimentos de periodo 1 sdo casos de
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movimento k.

(D _
X1 1 — T2
(1) _
X2 T2 — X3
1 _ _
X3 = X3 — 4
(VY = : (3.4)
(n  _ _
Xk—2 Tp—2 — Tk—1
X](Cl_)l = Tg—-1— Tk
(n  _ _
\ Xk Tk — T1

Notemos agora o seguinte fato:

—(zk —m1) = (21— 7%)
= (21— o) + (x2 — 3) + (3 — z4) + -+ + (Tp—2 — Tp—1) + (Th—1 — Tp),

ou seja:

—x = ol o g,

(1)

Desta forma, concluimos que a variavel x; ' pode ser escrita como uma combinacao linear

das demais varidveis do conjunto {Xgm)}. Deste fato, podemos concluir que para m = 1, nao
precisamos considerar todas as k equacgoes do sistema mas apenas k — 1 equacoes.
Consideremos agora o caso em que m = 2 é um divisor do periodo k.
Desta forma temos:

X1 1 — X3
o _
X2 T2 — T4
& _
X3 Z3 — Ts
2 .
Py = (3.5)
2 _ .
Xp—2o — Tk-2 Tk
2 _ .
Xk—1 Tg-1—T1
2 _ .
\ Xk T — X2
Notemos agora que:
—($k71 - 331) = (501 - -kal)
= (1 —x3)+ (w3 —5) + (x5 — x7) + -+ + (Tp—5 — Tk—3) + (Th—3 — Th—1),
—(zp —12) = (22— 7)
= (v2 —x4) + (4 — w6) + (6 — x8) + - -+ + (Th—s — Tp—2) + (Th—2 — Ti),
ou seja:

_X](f_)l = X§2) + Xg,Q) + X?) +- X](c2_)5 + X;CQ_)ga

27 = o o
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Deste fato concluimos que duas das variaveis do conjunto {Xz('2)} nada mais sdo do que uma
combinagao linear de outras. Portanto, podemos concluir que ndo ha k varidveis independentes
no conjunto {XZ(-Q)}, mas sim k — 2 varidveis independentes, o que implica na reducao do sistema
linear para m = 2, de k equagoes lineares para k — 2.

Podemos aplicar o mesmo raciocinio para um periodo k que possui, no conjunto de seus
divisores o divisor m = 3.

( X§3) = I1 — X4
@ _
2 2 —T5
3 _ _
X3 = I3 —Z¢
Yy = : (3.6)
B _ _
Xk—9 — Tkg-2—T1
3 _ _
Xk—1 Tp—1 — T2
L X§c3) = Tp—T3

Notemos agora que:

—(Tp—2 —71) = (71— TK2)
= (1 —24) + (xa —z7) + (x7 —T10) +++ + (Th—8 — Th—5) + (Th—5 — Tk_2),
—(Tk—1 —x2) = (T2 —TK—1)
= (vo—x5)+ (x5 —28) + (w8 —z11) + - + (Tp—7 — Tp—a) + (Th—s — T—1),
—(k —x3) = (23— 71)
= (x5 —s) + (x6 — 9) + (9 — T12) + -+ + (Th—6 — Tp—3) + (Th—3 — Zk),
ou seja:
Xy = o o ) s
ORI Ol <3) N C RN XY )
X = X+ ((53) X8+ X X

Assim, para o caso em que temos m = 3 como um dos divisores de k, temos k — 3 varidveis
independentes no conjunto {Xz(s)}, o que implica na consideracao de apenas k — 3 equacoes do
sistema de k equacOes para m = 3.

Agora, por indugdo, verificamos que para um divisor m qualquer de k, temos k — m variaveis
independentes do conjunto de k varidveis do conjunto {Xz(m)}, 0 que implica em termos também
k — m equacoes no sistema linear de diferencas.

Com base nestas verificagdes, podemos escolher o conjunto de varidveis com que iremos
trabalhar: qualquer escolha de k — m variaveis, dentro do conjunto de k varidveis {Xgm)}. Uma
das possiveis escolhas é dada pelo conjunto:

P = X s ) Xy o)

Retomemos o sistema (3.3), reescrevendo-o:
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o+ g~ g™ = o,
a1
arom oA - g™ = o,

L (3.8)
N N
NCT NN G I C
NN TN I

Usando o conjunto de varidveis escolhido temos um novo sistema de equacoes, dado por:

M m T N I

xyray + Y - ™ =,

xyal™ + 8" - Y =
L (3.9)

XEZL—)Z) QE?)) —m T Xg;n—)n—m - bxgkm—)S)—m = 0,

Xy -m@y-m t Xmy bx§km)2>m =0

Xyt Xyom — PXeym = 0

Lembramos que, este novo sistema de equagoes é constituido por k£ —m equacoes, ao contrario
do sistema original (3.3), que possuia k equagdes, ndo importanto o valor m em consideracao.

Uma vez que escolhidos o conjunto de varidveis independentes com que iremos trabalhar,
podemos fazer uma pequena observacao que ird facilitar o entendimento dos célculos futuros.
Para tanto, reconsideremos alguns resultados anteriores para mostrar que podemos nos valer da
chamada matemaética modular, para expressarmos as “variaveis” que, frente a escolha do conjunto
de variaveis independentes escolhido, sao uma combinacao linear das outras, de uma maneira mais
compacta. Ou seja:

- = ) ) s+ s ZXZ%OZ mod (1)

—Xg_)1 _ ()+X§,)+Xé)+"'+X§c)7+X(2) +X sz )50 (i+1) mod (2)
z 1

_XI(CQ) _ Xg)+XEL)+Xé)+"'+XI(c)6+X ZX,)‘SOZ mod (2)

_Xl(cg—)2 = X( '+ Xz(l '+ X(7 U Xl(c )11 + Xl(c )8 + X(S) sz(g)‘SO,(H?) mod (3)

=1

k—3
_X](cs—)l — (3) + Xf’) ) + X?) + .« _I_ X](c )10 _I_ X(3) (3) — Z X§3)50 (Z+1) mod (3)

k
X = X xS e+ X Z 30 mod (3

=1
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Desta forma, notamos que, podemos escrever de maneira geral:

k

1=

k—m
(m) | * _ (m)
{XZ' } (k+1)—m { ; Xk 01,(j+k—i) mod (m)—|—1}

i=(k+1)—m

Onde o simbolo §; ; representa a chamada delta de Kronecker definida por:

5= 1 se 1=3
Y10 se i A

Pelo sistema de equagoes (3.9), vemos que:

k—
chm) = - X;m)%,j mod (m)»

3

[y

T,
3

(m) = - Xg'm)éo,(j—km—l) mod (m)-

Usando as definigoes:

= 60,3' mod (m)>
i = 0o[G+m)—1] mod (m)-

podemos reescrever as igualdades (3.11a) e (3.11b) como

(3.10)

(3.11a)

(3.11Db)

(3.12a)

(3.12b)

(3.13)

(3.14)
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onde M(™ ¢ uma matriz (k —m) x (k —m) e v(™ é um vetor de (k —m) componentes, de modo
que as componentes deste vetor sao dadas por:

m
m
o
m
X3
7m = : (3.15)
(m)
X(k—2)—m
m)
X(k=1)—m
\ (m)
Xk—m
sendo a matriz M (™) dada por:
o™ +6a{™ 1+ baf™  baf™ kel bl bl ba(™
—b ™ 1 0o ... 0 0 0 0
0 —b (™ 1 0 0 0 0
_ (m)
0 0 0 0o ... b QG s 1 0
0 0 0 0 0 —b ngmjm)fl 1
)
Y e A B A D At AT A

O elemento de matriz geral de M(™) pode ser representado por:

aij = ng)&',j +0it1,j = Gie(k—m),(j+m—1) mod (m) T 0(01-ij mod (m) — di—1,5)- (3.16)

A condigdo de determinante nulo destas matrizes de diferencas tem como consequéncia, a
garantia de estarmos tratando de casos de movimentos de periodos k& genuinos. Contudo, ao
considerarmos o determinante destas matrizes vemos, como ilustrado brevemente no estudo do

n
perfodo 3 no capitulo anterior, que surgem termos da forma [] ;" onde as poténcias m; séo

7
maiores que a unidade. Tais termos precisam ser simplificados uma vez que desejamos expressar o
determinante, em questao, em funcao dos coeficientes de Girard-Newton, sendo esta simplificacao
feita via o uso da equacdo de Hénon a dois indices:

v 2 _ v
Tpi1Tpy1r = $n+1(a’ — Tn42 + b.’IIn),
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(3.17)
wZi% = a%,,1 — TpyoTy g + TRy 4. (3.18)

Note que o grau algébrico do termo & direita da igualdade é menor que o termo da esquerda,
desta forma usaremos esta identidade para simplificar as equacoes, € a este processo denominamos
de abaizamento de grau .

3.3 As Decomposicoes dos Coeficientes

Ao procedermos ao calculo dos discriminantes das matrizes de diferencas, notamos o surgi-
mento de termos com poténcias n em z. Tais termos podem ser simplificados considerando a

equagcao :c? =a — x;4+1 + bzr;_1 usando-se o conjunto as condigoes de contorno zx; = x;. Desta
maneira podemos reescrever o produto x?”:v;’” = 2z} a— 7' i1 2] +br v 177 havendo entdo

um abaizamento de grau em xz;. Este processo é de extrema importancia para a identificacdo
posterior das fungOes simétricas.

Apresentamos a seguir alguns resultados para os determinantes da matriz de diferengas pri-
meiras M ,51), apds o processo de abaixamento de grau e a identificagdao dos coeficientes de Newton:

Det (MM) = 3" (=1)'zF0,_,, (3.19)

onde 0, = 1, 0,1 = o e os coeficientes Zi(k) dados pela tabela a seguir:

Tabela 1. Alguns determinantes da matriz M(®)

Lk Z;" H
i=2]1
3i=1](1-0)
i=0|(a+b?+1)+b
i=3]1
4i=2](1-0)
i=1|(a+b’+1)
i=0][(1-0b%)+2a(1—b)]+b(1—b)
i=4]1

i=3(

510i=21](a+b+1)

i=1[[1-0%) +2a(1 -0)]
i=0][1+b+b"+a(3—20+3b%) +a’] +b(1 +b%+a) —beaso
i=5]1
i=4] (1—b)

6i=3|(at+b*+1)

i=2|[(1-0% +2a(1l —0)]
i=1[[14+b+b*+a(3—2b+ 3b?) +d?

i=0 | —b(1—-0b) [62,2 + 62,3] — b[63,2 + €33+ 263,4]4-
+3(1-b)a?+ (—4b®+4)a—(b—-1) (B2 +b+1)°

A tabela acima mostra os determinantes das matrizes de diferencas para alguns periodos
particulares. Notamos que existe uma espécie de hierarquic nestas equacoes uma vez que 0S
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Z(k+1)

para um determinado periodo k sdo iguais a Z;, |’ para 1 <4 < k — 1, sendo

. k . . ) =
que o coeficiente Z(g ) assume uma forma polinomial nova ao aumentarmos o periodo k, ndo sendo

. . . k+1
diretamente correlacionado com o coeficiente Zf ),

Outro fato apresentado na Tabela é o surgimento de decomposicoes dos coeficientes de New-
ton. Tais decomposi¢oes ocorrem pela primeira vez no determinante da matriz das diferencas
primeiras para o periodo 5, de fato estas decomposigdes surgem pela primeira vez na dindmica
dos movimentos de periodo 4 de uma maneira mais sutil. pode-se ver isto considerando as somas
Sp, das poténcias dos pontos orbitais que, como mostrado no apéndice (A), correlacionam os

coeficientes ¢;.

coeficientes Zi(k)

7 = a—zy+ bry,
i = a—x3+ bz,
x% = a— x4+ bxo,
mz = a— x5+ bxs,
2 7 b
Tp_3 = @—Tp 2+ 0Tk 4,
2
37129—2 = a—Tp_1+bxp_3,
:Ek,% = a— T+ brg_o,
zy = a—1z1+brg_q. (3.20)

Notemos, agora, que se procedermos 3 soma dos dois lados das igualdades das equagbes do
sistema (3.20) acima obteremos o seguinte resultado:

k k k
Zw? = ka—in—l-bei,
i=1 i=1 i=1
So = ka—(1-0)5. (3.21)

Em geral, podemos obter as somas S,, considerando o sistema (3.20), tomando-se uma mul-
tiplicacao dos dois lados da igualdade de cada uma das equagoes. Desta forma:

atz; = affa— 2+ bay),
Bz = zla — x3 + bxy],
ixi = xla — x4+ baol,
her = e — x5+ bas],
7
Thogth 3 = Tjp_sla—Tp_2 +brg_d],
Tp_oTk_p = Tp_ola — Th—1 + bxj_3],
Th 1Tk = T la— Tk + bz o],
izt = zPa—x1 + brp_1). (3.22)

Somando-se as equagoes de ambos os lados da igualdade obtemos:

k

k k k
24n n n n
Y@t = a)y =Y afmi by e g
i=1 i=1 i=1

=1
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k k
Sn+2 = (lSn — Z .T?iUH_l + bZ.T?.’L’(k,l)_H
i=1 =1

Exemplificamos com a soma S3:

k k
S3 = a5 Z TiTit1 + bZ Til (f—1)+i- (3.23)
i=1 i=1
k
Focamos agora nossa atengdo na soma »  z;Z;+1, que para k = 4 (periodo 4) torna-se:
i=1

4
Z TiTiy1 = T1%2 + T2x3 + T3T4 + T4T1. (3.24)
i=1

Tal soma nao se constitui numa funcdo simétrica, mas sim numa decomposicdo desta.
Mostramos nas tabelas a seguir todas as decomposicoes de fungoes simétricas que surgem nos
casos que iremos estudar nos capitulos posteriores.

As ’decomposigoes’ do coeficiente 65 -

L& c2 |

12] i [

H 3 H T1T2 + T2T3 + T3 H
4 €21 = T1T2 + ToT3 + T3T4 + T4T1

€22 = T1T3 + T2Tq

5 €21 = X1T2 + T2T3 + T34 + T4X5 + T521
€292 = X1T3 + ToT4 + T3T5 + T4T1 + T5T2

6 €2,1 = T1T2 + T2T3 + T3T4 + T4X5 + T5T6 + TeT1
€29 = T1T3 + T2T4 + T3T5 + T4Ze + T5T1 + TeT2
€23 = 2124 + o5 + T3T6

As ’decomposigoes’ do coeficiente 6;_3

L& cs H

2] ? |

131 12T H

H 4 H T1T2T3 + TeT3T4 + T3TAT1 + T4T1T2 H
5 €3,1 = T1T2T3 + ToX3T4 + T3TaT5 + T4T5T1 + T521T2

€32 = T1T2X4 + T2T3X5 + T3L4T1 + T4XT5T2 + T5X1T3

6 || €3,1 = T1T2%3 + ToT3T4 + TIT4T5 + T4T5T6 + T5T6T1 + TeT1T2

€3,2 = T1T2T4 + T2T3T5 + T3T4Te + T4T521 + T5T6T2 + TeL173

€3,3 = T1X2T5 + T2T3T6 + T3T4T1 + T4T522 + L5623 + TeXL1T4
€3,4 = T1X3T5 + T2T4T6
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As ’decomposigoes’ do coeficiente 6;_4
LE | cs |
L2] ? |
13 ] ? |

4] T1T2T3T4 |

H 5 H T1ToT3T4 + ToX3XL4T5 + T3L4TE5L1 + T4X5L122 + T5L1T2X3 H

6 || €4,1 = T1T2T3T4 + ToT3TAT5 + T3T4T5T6 + T4T5T6T1 + T5T6T1T2 + TeT1T2T3
€4,2 = T1T2T3T5 + TaL3L4T6 + T3T4T5T1 + T4T5LeT2 + T5L6X1L3 + TeT1T2T4
€43 = T1T2T4T5 + TaT3T5T6 + T3T4T6T1

3.3.1 O mecanismo das Decomposicoes

Como vimos, a partir do periodo 4, a dindmica do mapa de Hénon conduz ao surgimento de
decomposicoes das fungoes simétricas elementares, as parcelas que sdo originadas destas decom-
posicoes sao de fato as funcbes que permanecem invariantes frente a troca ciclica, de periodo k,
dos indices.

Podemos exemplificar o mecanismo destas decomposicoes para o coeficiente 6 o, no caso
particular onde k = 4.

O mecanismo mostrado na figura (3.1) ilustra o processo algébrico de surgimento das de-
composicoes. Consideramos circulos concéntricos devido as condigbes periddicas de contorno. O
mecanismo resume-se a giros do circulo externo. De fato tal processo é geral, sendo que para
as decomposicoes que envolvem produtos de mais de dois pontos orbitais, é necessario conside-
rar igualmente mais de dois circulos concéntricos, como os da figura (3.1), com um progressivo
aumento de complexidade de giro destes.

As decomposigoes €; j podem ser expressas através de somas como, por exemplo, as decom-
posicoes dos coeficientes 0 o acima, sdo conseguidas considerando-se a soma:

k
€2, = Z LT j4i- (325)
j=1

Pode-se mostrar que estas decomposicoes de fungoes simétricas ocorrem em todos os sistemas
dindmicos que podem ser expressos por mapas discretos polinomias, constituindo se nas unidades
algébricas fundamentais destes.

3.3.2 Sistema Linear nas Decomposigcoes

O surgimento de decomposicoes €; ; dos coeficientes de (6f_;) impdem um aumento de equa-
¢Oes do nosso sistema. Acrescentamos as equagoes constitutivas:

N

i = €y (3.26)

=1

onde 1 < ¢ < k — 1, sendo ainda necessario considerar o sistema linear:

l
oeni— Y [[zi=0 (3.27)
j=1
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(@) . (b) .

d X

Figura 3.1: O mecanismo de surgimento das decomposicbes dos coeficientes de Girard-Newton
para o caso do coeficiente cy. Representamos em (a): z? + 23 + 23 + 13 = So; em (b): 7174 +
ToT1 + T3T2 + 423 = €15 em (C): T123 + To%s + 2321 + Tuxo = 2(T123 + T2x4) = 2€20; em (d):
T1T9 + T2T3 + T3T4 + T4T1 = €21.

Podemos exemplificar a montagem do sistema linear nas decomposigoes, considerando o pe-
riodo 4. Seja inicialmente o produto €z 10:

oeg1 = (z1+ 22+ 23+ 24) (T122 + Tox3 + T3T4 + T124)
2 2 2 2 2 2 2 2
= Z1°To+ T1°Ta + 2122 + 124" + T2°T3 + T2x3” + T3 T4 + T3T4
422129203 + 2212974 + 2T1T3T4 + 2X0L32T4 (328)

Promovendo o processo de abaizamento de grau, a equagao acima pode ser reescrita como:
oeg 1 =201 +0(2a + b* — 2b+ 1) — 2e25(1 — b) — 4a(1 — b), (3.29)
onde €29 = 173 + Z274 € a outra decomposicao do coeficiente 61 de modo que ) = €21 + €2.9.

Desta forma, vemos que as decomposicoes das fungdes simétricas elementares estdo correla-
cionadas entre si.
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3.4 Equacao de Autovalores

Para considerarmos todas as fronteiras dos dominios de estabilidade para cada periodo k
precisamos considerar a matriz Jacobiana, Jg, ja considerada no capitulo anterior.

Jk = J(.Tk)J(.’L‘kfl)J({Ekfl) e J(.T1), (3.30)

onde:
_ 2z, b
J(zy) = ( 1 0 ) (3.31)
Sendo que a equagdo de autovalores é dada por:
|Jxy — AI| =0. (3.32)

Pela natureza bidimensional do mapa de Hénon, teremos uma equacao caracteristica quadra-
tica, no autovalor, dada por:

M4 AS + (=b)F =0, (3.33)

onde § = tr(Jy) representa o trago da matriz Ji. Apresentamos alguns casos particulares do
trago na tabela a seguir:

Tabela 3.1: Traco S

LA S |

2 —2 [b + 2:131:1,‘2]

3 2 |:(£K1 + x90 + .Ig)b + 4:51:&2373]

4 -2 [b2 + 2(.7)1 + .’I)3)(.’L‘2 + .774)[) + 8.721]72.’1,‘3.’1:4]

5 2[(361 + 29 + 23 + T4 + 75)b?

+4(z129T3 + Tox3T4 + T3T4T5 + T4X52T1 + T5T122)b + 16x1w2x3$4w5]
6 —2[b3+2(.7,‘1+.’L‘3—|-$5)(.’L‘2+$4—|—1‘6)b2
+8 (z12223T4 + ToT3T4T5 + T3T4T5Te + TaT5T6T1 + T5TeT1T2 + TeL1T223) b
+32 .’L‘1$2$3$4.’L'5$6]
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Lembremos que, por ser a equacdo caracteristica uma equacao quadratica, temos que o traco
(S) é simplesmente a soma dos autovalores que caracterizam uma orbita. Dessa forma, as con-
di¢oes de estabilidade podem ser escritas em termos desta soma de autovalores|22|, de maneira
que:

e surgimento de movimentos estaveis: S = —(1 4 (—b)*)
e perda de estabilidade dos movimentos: S = +(1 + (—b)¥)

Vemos ainda que as solucoes desta equacao caracteristica sdo dadas por:

S

As = g + (5)2 — (=b)*. (3.34)

Notemos que a condicdo de discriminante nulo requer que tenhamos: (%)2 = (—b)*; esta
condicdo separa as regioes nas quais temos os dois autovalores complexos da regiao onde estes
sao reais, sendo que na separatiz destas regioes, temos os dois autovalores iguais para a 6rbita sob
andlise. Tal condig¢ao ainda nos informa que, apenas temos movimentos de periodos impares com
autovalores complexos para a regido do espaco de pardmetros para a qual b < 0; por outro lado,
para movimentos de perfodo par teremos a existéncia de movimentos com autovalores complexos
tanto para as regioes com b < 0 como para as regides com b > 1.

Assim se § = 0 temos que Ay = —A_ nestes casos, A+ = ++/—(—b)k. Além disto os dois
autovalores Ay, A_ estdo relacionados entre si de maneira que o seu produto Ay A_ = (=b)¥; isto
explicita a situagao de termos um autovalor nulo se, e somente se, b = 0.

3.5 A correspondéncia entre os pontos orbitais e o parametro o

A correspondéncia entre os pontos orbitais {:v}le e 0 parametro o, nao é completamente
direta. A principal diferenca estd no fato de que uma érbita que provém de um dobramento de
periodo possui um valor real de o para qualquer ponto no espaco de parametros, em oposicao
aos seus pontos orbitais que ndo sdo reais antes da bifurcacdo, tornando-se reais apenas apos a
bifurcacdo. De fato, antes do seu nascimento, esta 6rbita de periodo k possui um conjunto de
pontos orbitais complexos tal que {z;}¥_ | = {z}}¥_,, ou seja, os pontos da 6rbita sdo conjugados
entre si. No ponto de bifurcacdo, esta érbita complexa de periodo k, coincide com a érbita real
de periodo g, que bifurca neste ponto, dando origem & érbita real de periodo k, num processo
de dobramento de periodo.

No entanto, nos casos de 6rbitas que provém de bifurcacoes tangentes, tem-se uma situacao
diferente. Antes de uma bifurcacao tangente, as duas 6rbitas que provém desta, O e O2, possuem
pontos orbitais complexos de maneira que O; = {z;}¥_ e Oy = {z}}¢_, sendo que O; = O3,
ou seja, os pontos das orbitas O e O2 sdo complexos conjugados uns aos outros de modo que
tanto a soma dos pontos da 6rbita O1, como a soma oo dos pontos da 6rbita O, sdo igualmente
complexas conjugadas. Estas duas érbitas coincidem no ponto de bifurcacdo tangente, tornando-
se uma mesma Orbita real de periodo k, e consequentemente possuindo o1 = 02. Apoés este ponto
temos novamente duas érbitas O; e Oy diferentes, possuindo o1 # o9, sendo contudo, as duas
orbitas reais.
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3.6 Equacoes Fundamentais
Pelas secoes anteriores podemos concluir que existem trés equacoes fundamentais:
e a equacdo orbital parametrizada P(z,a,b;0) =0
e a equacdo paramétrica Fi(a,b;0) =0

e a equacdo de autovalores parametrizada Ay (a,b, 0, ) = A2 4+ \S + (—b)¥ = 0 onde S}, =
Sk(a,b;0) € o trago da matriz de autovalores.

Tais equacgoes sao ditas fundamentais por conterem toda a informacao acerca da natureza
algébrica de um movimento de um dado periodo k. O grau em ¢ da equagdo paramétrica
Fy(a,b;0) nos informa o nimero méaximo de oérbitas diferentes que um dado periodo k pode ter.
Sendo que, para um dado ponto (a, b) no espago de pardmetros, e para um valor de o determinado
pela solucao da equacao paramétrica, para tal ponto no espaco de pardmetros temos os pontos
orbitais dados pela equacao Py(z,a,b;0) = 0. Da mesma forma, dados um ponto no espago
de parametros e o valor do pardmetro o de uma Orbita, obtemos informacdes a respeito da
estabilidade da orbita pela equacao de autovalores parametrizada. De fato, ainda podemos obter
os dominios de estabilidade, Wi(a, b; A), dos movimentos de um dado periodo, considerando:

Wk((l,b,)\) = R(Ak(a,b,A,O’),Fk(G/,b,G);U),

Wi+ = W(a,b,A =+1) = R(Ag(a,b,A =+1,0), Fy(a,b,0);0), (surgimento da estabilidade)

Wy- =Wl(a,b,A=—-1) = R(Ag(a,b,\=—1,0), Fx(a,b,0);0). (perda da estabilidade)

Assim Wj- = 0 representa as curvas de dobramento de periodo &k — 2k. Por outro lado,
Wi+ = 0 engloba tanto as curvas que descrevem o surgimento de movimentos estéveis de periodo

k que provem de um processo de dobramento de periodo de % — k, bem como as curvas que

descrevem as bifurcagbes tangentes; estas tltimas ainda podem ser obtidas por um outro caminho
uma vez que as curvas de bifurcacao tangente sao marcadas pelo nascimento de duas 6rbitas de
periodo k que provém do plano complexo, sendo uma estavel e outra instdvel. Assim, podemos
obter estas curvas considerando o discriminante da equacao paramétrica em relacao a o:

Ag(a,b,0) = D (Fg(a,b,0);0) . (3.36)

Vale ressaltar que as curvas de bifurcacoes de dobramento de periodo % — k nao podem ser
obtidas desta forma.

Consideraremos, em capitulos posteriores, as equacoes fundamentais para os periodos 4, 5 e
6, e a partir destas obteremos as fronteiras de estabilidade de um dado movimento periédico.



Capitulo 4

As Equacoes Fundamentais para os
Periodos: 4, 5 e 6

Neste capitulo, aplicamos a Teoria Geral desenvolvida no capitulo 3, para obter resultados
analiticos, eratos, novos e completos, para movimentos com periodos 4, 5 e 6, a saber, as
equagoes orbitais e de autovalores para cada um destes periodos.

4.1 Equacgoes Orbitais

Comecamos apresentando as equagoes orbitais, resultantes de computacoes extensas, obtidas
usando-se implementagdes em MAPLE(versao 5.0) dos algoritmos obtidos no capitulo 3. Alguns
dos resultados obtidos para periodo 4 ja foram por nés publicados|38, 27]

4.1.1 Periodo 4

A equag@o orbital parametrizada que define todos os possiveis movimentos de periodo 4 é a
seguinte:

Py(z) = z* — o023 + 03(0) 22 — 01(0) 2 + 6o (o), (4.1)
onde
Or(0) = %[02 +o(l—b) ~ 4], (4.22)
01(0) = i [403 +12(1 — b)o? — 40a0 + 8 (1 — b)(1 + b)2], (4.2b)
0o(0) = i{a‘* +6(1 —b)o® + [~16a+3 (1 +b)%] 0% — (1 = b) [12a — 14(1 + b)*] o
12402 — 24(1 + b)%(a — b)}. (4.2¢)

4.1.2 Periodo 5

Para o caso do periodo 5 temos:
Ps = 2% — oz* 4+ 03(0)z3 — 02(0)2” + 01(0)z — Oy(0). (4.3)

onde
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03
0o

01

(6> +(1—b)o—5a), (4.4a)

—_ DN

o [203+6 (1—b)a2—26ao—g—f:(1—b)], (4.4Db)

21—4{04+6 (1-0)o®—[22a-3(1+b*)]0* -6 (L -b)[3a—(b*+b+1)]0o

+15 [3a—2(b2+b+1)]a—g—f§[2 (1—b)a+3b]}, (4.4c)

%{05“0 (1-b)o* — [30a — (15b% + 8b+15)] 0°
—2(1-1b)[35a —9(b* + b+ 1)] o?

+ 1492 =2 (630% + 796+ 63) o — 12 (¥ + b+ 1) (1 -b)?] o
+60(1—0) (b*+b+1)a

~52[5 (1 =b) o+ (552 +17b+5) 0 — (1= b) (13a + 65 + 145+ 6)] } (4.4d)
5

Ns = 306"—2(b-1)0>-3 (6a—3b%+4b-3) 0%, (4.4e)
+2 (b—1) (19a+3b* —=3b+3) o+ 15 (a+2b* —2b+2)a
Ds = 30°—3(1—0b)o—3a+ (4b° +b+4). (4.4f)

4.1.3 Periodo 6

Para o periodo 6 a equagao orbital é dada por:

onde

2

12

24

+36 [2a — (1 +b%)] —2=8—(1 - b)o + 3

120

l[a

Ps(xz) = 2% — 02 + 04(0)z* — 03(0)2® + O2(0) 2% — 01(0)z + Oo(0), (4.5)

>+ (1-b)o —6a], (4.62)
(1)

203 4 6(1 — b)o? — 32a0 — NL1(1 - b)] : (4.6b)
6

i{o‘* +6(1—b)o® — [28a — 3(1 —b)?] 0% — 6(1 —b) [4a — (B> +1)] o

(1) (2)
N Ng } (4.6¢)

D¢ D¢

L {05 +10(1 — b)o* — 5 [8a — 3(1 — b)?] 0> — 10(1 — b) [10a — 3(b* + 1)] 0

(1)

+12 [22a® — 13a(1 + b%) — 2b(1 — b)?] 0 — %(1 — b) [50% 4+ 5(1 — b)o — 184

6
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Oy =

4.2

(2) (3)
+3NL [5b0 —2(1 — b*)] — GbNL}, (4.6d)
DG DG

720
+2[2720% — 9 (276 — 106+ 27) 0 +9 (58° — 85 +5) (b — 1)*] o?

1
—{06+15 (1-b)o®—5 [10a—9 (1—b)2] ot —5(1—b)[16a— 702 +2b—17] 03

(1 ?
+24 (1 -b) (15a — 256% +26b — 25) ao — 360a® (2a — 3 (1 + b?)) —g (AZ/)L) (1-1b)?
6

(1)
—QNL (1—-b)c®+15 (1 —b)%?6% —44 (1 —b)ac + 15(b* — b> + 617 —b+1)]
6
2 (3) (4
N [500% — (1 —b) (45> —b+4) o — 10ba] + 36bo Ne” _ 3002 (1+) }(,4.6e)
Ds Ds Ds

= 306 -T(1-b)o®— (12a— 116> —5b—11)o* + (1 - b) (16a — 19b* —34b—19) &

—(1-b)*(4a—8b*—13b-38), (4.72)

= 0®-2(1-0)0°+2 (2a+50>-22b+5)0" —4 (1-b) (18a+5b* —20b+5)o°

~[320% - 8 (2267 56+ 22) a+3 (962 + 46+ 9) (B2 + 4+ 1) | o?
12 (1-10) [64a2 — 4 (2007 +46b+29) a+ 51b* + 1325 + 25867 + 1326 + 51| 0
~12 (1-b)* [8a% — (1382 + 285+ 13) a+ (B + b+ 1) (867 +13b+8) |, (4.7b)

= 30°—4(1-b)0°—123a—4b)o* +2 (1 —b) (48a +5b* —26b+5) o*

+[96a2 —24 (76> +3b+7) a+ 13b* + 685% + 126 b + 68b + 13]02
—2(1-1b) [64a2 — 88 (b+1)%a + 275" + 48 b + 90 +48b+27]a
+4 (1-b)* (8a—9b% —24b—9) a, (4.7¢)

= o' -2 (10a—27b)c° +2 (1 —b) (20a — 76> - 55b—7) o

+ (640> — 16 (8b° +11b+8)a+ (Tb* +4b+17) (96* +10b+9)) o°

+2(1-1b) [16 a2 +4 (296% +53b+ 29) a — (105b* + 21155 + 376b> + 211b + 105)]02
~4 (1-b)” [48> — (2562 +42b + 25) a — (807 +13b+ 8) (702 + 4b+7) |o

+24 (1 -b)° (4a — 8b* — 13b — 8) a, (4.7d)

= o®—(1-b)0®— (14a+b*—17b+1) 0" + (1-b) (34a —3b* —43b—3) &°

+[40a? = 2 (2907 — b+ 29)  — 4b* + 2787 + 86 + 27 — 4] o?
—(1-b) [96a% =2 (6957 +110b+ 69) a + 165" + 87b° + 1786 + 87b + 16|0
+2 (1-5)? [28a2 =9 (66 +11b+6)a+3 (B +b+1) (80°+13b+8) | (4.7e)

Equacgoes Paramétricas

Nesta secao apresentamos as equacoes paramétricas para os periodos 4, 5 e 6.
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4.2.1 Periodo 4

Como vimos, os coeficientes da equacdo (4.1) (6,(0)) podem ser escritos em termos de o, a
e b. De modo que a equagao que parametriza as 6rbitas de periodo 4, é dada por:

Fi(a,b;0) = 0% + [—4(1 +3(1+ b)2] o+4 (b—1)(1+b)?2. (4.8)
Esta equacao pode ainda ser reescrita de maneira mais compacta, de forma a termos:
Fy(a,b;0) = 0® — 3Uo — 2V. (4.9)

onde U=4a/3 - (1+b)? eV =2(1-b)(1+b)?.

A equacdo (4.8) é uma equacdo cubica em o e b, e linear em a. O fato desta equagdo ser
uma equacao cubica em o revela a existéncia de 3 6rbitas de periodo 4. De maneira que o
discriminante desta equagdo (4.9), em relagdo a o é dado por:

Ay = —2233(V2 - U3). (4.10)

A condigdo A4 = 0 fornece as curvas de bifurcacao tangente para periodo 4.
Podemos também resolver a equagdo (4.9) em o, obtendo desta forma:

o, = N,+N_, (4.11)
N_
oy = wNy+— =wNy +w’N_, (4.12)
w
N_
o3 = w2N+ + F = w2N+ + wN_. (4.13)

onde fixamos:

w:—%(l—i\/g), w2:—%(1—l—i\/§). (4.14)

Ny =1V + VA, (4.15)

Usamos esta definicao para calcular N_:

N =L (:3V—x/Z), (4.16)
Ny
Cada o; fornece uma érbita de periodo 4.

4.2.2 Periodo 5

FS(aab; 0) = Zgi(a,b)gia (4'17)
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onde

O = 1, (4.18a)
05 = —(1-b), (4.18b)
0, = —(1la—3(b*>+6b+1)), (4.18c¢)
O3 = (1-0b)(18a — (11b* + 34b + 11)), (4.18d)
Oy = 19a% — (196 + 58b + 19)a + 4(11b* + 9% + 5b% 4 9b + 11), (4.18e)
0, = —(1—-b)(17a® 4 8(3b> — b+ 3)a + 12(3b* + 50> + 56 + 56+ 3)),  (4.18f)
© = -9a*+8 (5b° —b+5)a’

—4 (76" +136° + 5b* + 13b+ 7b) a

+8 (462 +b+4) (b* + 0>+ +b+1). (4.18g)

Esta equacao é de grau 6 em o e em b, e de grau grau 3 em a. O fato desta equacgao ser uma
equagao de sexto grau em ¢ reflete a existéncia de um ntimero maximo de 6 érbitas de periodo
5 para o mapa de Hénon.

4.2.3 Periodo 6

onde

Oy
Og
O7
Og
Os

Oy

O3

CJ

O

Fy(a,b;0) = ©j(a,b)o’, (4.19)
1=0

1, (4.20a)
(1-b), (4.20b)
—24a+2 (b +16b+1), (4.20c)
-2 (b—1) (40 — (70> +12b+ 7)), (4.20d)
1440 — 16 (b +25b+ 1) a + (495" + 52b% + 266 b + 52b + 49) , (4.20e)
(1) 124> 16 (4> +27b+1) a
+ (1755 + 38853 + 51852 + 388 b + 175) ] , (4.20f)

—4[64a3—8 (b+5) (5b+1)a® —2 (17h* — 485 — 1726% — 48D+ 17) a

— (T8 +20+7) (50 + 9% — 82 + 95+ 5) |, (4.20g)
—4(b-1) [64a3 — 8 (156% +38b+15) a® + 6 (23b* +48b° +96b* +48b + 23) a
— (70" +330° 45562+ 330+ 7) (702 + 26+ 7) |, (4.20D)
8 (b—1)° [32a3 —2 (195* +34b+19) a® — 2 (265" + 236> + 94> +23b + 26) a

+ (0P +b+1) (T8 4204+ 7) (882 + 136+ 8) |, (4.20)

16a (b~ 1)° [16a% — (376 +62b+37) a+ 3 (6> +b+1) (852 + 13b+8) |- (4.20))

A equacgdo 4.19 possui grau 9 em o, o que nos revela ser este o numero total de érbitas
possiveis de periodo 6.
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4.3 Equacoes de Autovalores

A equacao quadratica que rege a estabilidade das orbitas periddicas, como se pode ver nas
expressoes a seguir, depende essencialmente do trago S.

4.3.1 Periodo 4

M4 SA+b =0, (4.21)
onde:
2 4
S = —§04+4(b—1)a3+§[16a—3(1+b)2]02—§(b—1) [6@—7(1—|—b)2]0
16 (a—(1+b)2)a—2b(2b—|—3)(3b+2), (4.22)

sendo que, para cada valor de a , b temos, em geral, trés valores de o, e, por sua vez, para cada
escolha de o teremos dois autovalores.

4.3.2 Periodo 5

M4 SA-b° =0, (4.23)
onde:
S=2|ob*+ ;\)—f:b + 166 | . (4.24)
4.3.3 Periodo 6
M —Sx+0b8 =0, (4.25)

onde:

N(l) N(4) P N6(5)
D¢ D¢

S =2b + <L+2L 5 b+ 646, (4.26)
6

NE = 6842 (—9a+202 +17b4+2) 0% +2 (b—1) (—6a+9b2 +29b+9) 0°
+(72a% — 12 (3b% +22b+ 3) a + 18667 + 82b + 59b* + 82b° + 59) o*
+2 (b—1)[8a* —12 (3b° +16b+3) a+ (b° +b+1) (1115° + 1166+ 111)] 0°

+2[—32a3 —24 (2% —9b+2) a® + (115b* — 566> — 226 6% — 56 b + 115) a

+1045° + 36 ° +22b4+22b2+36b+104] o’

+4 (b—1) | - 64a® +4 (2182 + 620 +21) a? — (115" +196b° + 40267 + 1965 + 11) a
+ (82 +b+1) (16b° +870% + 17807 + 876+ 16) | 0

+8(b—1)2[ — 24a% + 5 (1152 + 206+ 11) a® = 9 (67 + 115+ 6) (4> + b+ 1) a

+3 (852 + 136 +8) (02 +b+1)"]. (4.27)



Capitulo 5

Estudo Detalhado dos Periodos: 4, 5 e 6

Neste capitulo estudamos as equagoes obtidas no capitulo anterior, com particular énfase nos
dominios de estabilidade dos periodos 4, 5 e 6. Em particular, localizamos e classificamos
todas as singularidades existentes ao longo das curvas de bifurcacdo correspondentes a estes
periodos. Vale salientar que as fronteiras de estabilidade dos periodos em questdo sé foram
apresentadas de maneira numérica na literatura [19, 20, 21, 25, 26]. Analisaremos ainda a
topologia algébrica que as superficies Fi,(o,a,b) = 0 apresentam nas prorimidades das curvas,
portanto sempre que usarmos a palavra topologia estaremos nos referindo a uma andlise da
estrutura desta superficie.

5.1 Introducao

Este capitulo contém uma anéalise detalhada da estrutura do espaco de parametros, baseando-
se na solucao das equacoes obtidas no capitulo anterior.

5.2 Periodo 4

5.2.1 Os Pontos Orbitais

Por ser uma equacdo quartica em z, a equacao orbital (4.1) pode resolvida nesta varidvel,
obtendo-se como resultado as 4 raizes que, parametrizadas em relacdo a o, constituem todas as
orbitas de periodo 4. Desta forma obtemos:

o= {o-Si-vVEE o)} (5.1a)

Ty = i{a+51—\/82871—)} (5.1b)

- i{a S1+V/5(5110) } (5.1¢)

Ty = i{a+81+\/m} (5.1d)
onde usamos as abreviacdes

S, = o2 +4(1+0), (5.20)

Sy = 2(@) S5 (5.2b)
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Para periodo 4, o entrelagamento dos pontos x; é o seguinte:

G- C)-C)-C)-C) 59

Como ja comentado anteriormente, ndo precisamos ter necessariamente os quatro pontos 1
) )
T9, T3 € x4 diferentes. Podemos dramatizar mais isso considerando:

1
T1 =% = S1 = +§[\/SQ S

1
T9 = T3 :>Sl = +§[\/SQ Sl

(51 —0) ( )
(51 —0) ( )
$3:$4=>51=—%[\/52(S1—0')—\/32(51—0')
(81— o) ( )

Isto ocorre quando So?0? +4 8,2 (1 — S2) = 0, ou seja, quando

1 (B —b+1) (B +b+1)(1+b)?
o= = —b. (5.5)

O fato de que b — 0 implica a — oo, pela equagdo (5.5) reflete a impossibilidade de se
ter duas componentes iguais numa 6rbita de periodo primitivo k£ no limite b = 0, uma vez que
neste limite, como ja observado, a dindmica do mapa de Hénon se reduz & dindmica do mapa
quadréatico, e neste limite as equagoes algébricas sao abelianas[44].

5.2.2 Fronteiras de Estabilidade

Uma vez que possuimos a equacdo (4.8), que conecta os pardmetros de controle do sistema
(a,b) com o parametro o, podemos calcular a resultante entre esta equacgdo e a equacao de
autovalores (4.21), em relagdo a 0. Procedendo desta forma conseguimos a variedade Wy(a, b, \):

Wai(a,b,\) = dg a® + ds a® + dya* + d3 a® + dy a® + dy a + dy, (5.6)
onde
dg = 4096)°, (5.7a)
ds = —4096)\3 (3b% 4+ 2b+ 3), (5.7b)
di = 256X7[(1+48))b° +22b (3457 + 195+ 34) + X (A +48) ], (5.7¢)
d3 = —256>\2[(1+48)\)b6+2(3+34)\)b5+(1—82>\)b4—212)\b3
A (A =825 +2X (3A+34)b+ X (A+48) ], (5.7d)
dy = 16>\[(16/\—1)b4+6/\b(2b2—b+2)—)\(A—16)]x
[(32>\+1)b4—6)\b(10b2+31b-|—10)+)\(>\+32)], (5.7¢)
d = 0, (5.7f)
dy = [(16/\—1)b4+6)\b(2b2—b+2)—/\(A—16)]3. (5.7g)

Esta variedade possui grau 12 no parametro b e grau 6 em a e A. O fato de termos um
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grau séxtico no autovalor reflete a nao fatorabilidade da variedade Wy(a, b, \) sobre os numeros
racionais. Lembremos que temos um niimero maximo de 3 érbitas de perfodo 4 e que cada uma
destas orbitas possui dois autovalores o que nos dd um maximo de 6 autovalores possiveis para
um dado ponto (a,b) no espago de pardmetros.

Variedades para A = +1

Como vimos a variedade Wy(a,b, A), em geral ndo é fatordvel sobre os numeros racionais,
contudo existem valores particulares de A para os quais uma fatoracdo é possivel, um destes
valores é dado por A = +1. Para A = +1 a Eq. (5.6) simplifica-se bastante, podendo ser escrita
como um produto de trés fatores sobre os racionais:

Wyt = wfﬁ) w(2) wfﬁ), (5.8)
onde
wl) = 4a— (56— 6b+5), (5.9)
w? = 64a® — 144(1 4 b)%a® + 108(1 + b)*a — 27(56° — 6b + 5)(1 +b)*,  (5.10)
w® = 160> +8(1+b)%a + (56% — 6b+5)(1 + b)?, (5.11)

A solucao da Eq. (5.9) satisfaz:

1 2\ _ 9, (1+ b)2
—Z<5—6b+5b)_(1—b) - (5.12)
As trés solugdes da Eq. (5.10) sdo:
34 (b-1D)"(1+b
_ 3(b11 N \/ )2 (1+b)* ’ (5.13)
1)2 3w 4 (b— 1 1+b)*
4
4
30+ 1) s o P
= 1
a 1 + 1 (5.15)
onde w = —(1 —v/3)/2.
Ambas solugoes da Eq. (5.11) s@o
1 2 ¢ 2
a=—7(1+b2% (1 2). (5.16)

Tais solucoes sao sempre complexas, com excecao dos limites nao dissipativos: b = +1.

As solucdes para w4(11+) = 0, ou seja, a curva descrita pela equacdo (5.12), é justamente a curva
que define a fronteira de movimentos de periodo 2 reais estaveis, isto é, a curva (5.12) define o
nascimento de periodo 4 estavel, proveniente do dobramento 2 — 4. Por outro lado a equacao
wﬁ) = 0 define o nascimento de 6rbitas de periodo 4 que provém de bifurcagdo tangente, esta

variedade pode ainda ser obtida considerando o discriminante D(Fy(a,b,0);0).
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Variedades para A = —1

As equagoes que definem a perda de estabilidade dos movimentos de periodo 4 sdo conseguidas
considerando-se A = —1 na equacao (5.6).

6
Wi- =Y gid, (5.17)
=0
onde os coeficientes g; sdo dados por:

g6 = 4096, (5.18a)
gs = —4096 (3b* +2b + 3), (5.18b)
g1 = 256 (47b* 4 68b% + 38b% 4 68b + 47), (5.18c)
g3 = —256(47b% 4+ 62b° — 83b* — 2120 — 83b + 62b + 47b), (5.18d)
g2 = 16 (31b" — 60b° — 186b> — 60b + 31) (17b* + 126° — 60> + 126+ 17),  (5.18e)
g = 0, (5.18f)
go = (17b* +120% — 6b + 12b + 17)3, (5.18g)

equacao esta que nao fatora sobre os racionais.

5.2.3 Propriedades do Espaco de Parametros

Obtivemos nas se¢Oes anteriores as curvas algébricas que representam o nascimento de movi-
. 1 2 -
mentos de periodo 4 (wfl +) =0, wfl +) = 0), bem como a curva que descreve a perda de estabilidade

de tais movimentos (W,- = 0). Consideramos estas curvas juntamente com as curvas que estru-
turam a cascata de dobramento de periodo 1 — 2 — 4, na figura 5.1.

2.0
1.0
b 00

-1.0

TR I S I |

0 e
-20 -1.0 00 10 20 30 40 50 6.0

a

Figura 5.1: Curvas de bifurcacdo para periodo 4, 2, 1. Os nameros indicam periodos e as setas
indicam as regioes de estabilidade dos movimentos com tais perfodos.



Capitulo 5: Estudo Detalhado dos Periodos: 4, 5 e 6 39

Destacam-se duas regioes de extrema importancia na figura 5.1, a primeira delas ocorre
na regido assinalada por A na figura 5.1, e refere-se & existéncia de uma cuspide presente na
curva de bifurcacdo tangente, sendo o periodo 4 o periodo mais baixo, do mapa de Hénon,
que apresenta uma estrutura desta espécie. Esta estrutura serd estudada com mais detalhe nas
secgOes posteriores. A regido assinalada por B, na figura 5.1, mostra a regido comumentemente
abordada na literatura, uma vez que esta esté limitada ao intervalo —1 < b < 1 (onde existem
movimentos estaveis). Trataremos em mais detalhe esta regido a seguir.

10 0.0
05 01
0.2
Y b
03
03 0.4
_10 L 1 L I L _ 5 ) 1 " 1 " 1 " 1 " 1 " 1 N "
210 . . . 10 11 12 13 14 15 16 17 18
a
0200 1 ~0.138
0.258 |-
- -0.148
0.256 b
b i
0254 b ~0.158
0252 -3 1 —0.168
i b) 1 i
0.250 4. O (c)
2.490 2.500 2510 2520 —0.178 - o )
a 1.536 1.556 1.576 1.596 1.616

a

Figura 5.2: Dominios de estabilidade para movimentos de periodos 4, 3, 2 e 1. Em (a) e (b)
detalhes das regidoes de multiestabilidade de movimentos de perfiodo 4 com periodos menores.
Em (c) ampliacdo da regido assinalada em (a).

Mostramos na figura 5.2 uma visdo dos dominios de estabilidade de todos os movimentos de
periodo inferiores ou iguais a 4. Nota-se nestas figuras a presenca de duas classes de multiesta-
bilidade de movimentos envolvendo érbitas de periodo 4, uma destas é a estabilidade simultdnea
de movimentos de periodo 4 com movimentos de periodo menor que este, as regides em que ocor-
rem estes fendmenos sdo mostradas na figura (5.2-a) e (5.2-b). A coexisténcia de atratores de
periodos diferentes ocorre pela primeira vez com movimentos de periodo 3, que possui regides de
estabilidade simultdnea com os periodos 2 e 1, separadamente, a obtencdo da localizacao destas
regides é de extrema importancia em estudos de controle de atratores [36, 37]. A segunda classe
de multiestabilidade destacada na figura (5.2-a) e mostrada em mais detalhe na figura (5.2-c),
aparece pela primeira vez em movimentos de periodo 4, esta regido é o que chamamos de uma
regido de multiestabilidade de movimentos de periodo 4, ou seja, uma regiao de multiestabilidade
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isoperiddica. Tal regido é caracterizada pela coexisténcia simultinea de dois atratores diferentes
de periodo 4 um deles relacionado com a 6rbita de periodo 4 que provém de um dobramento de
periodo, e outro relacionado com a 6rbita estavel que nasce da bifurcagdo tangente de periodo 4.
Mostramos esquematicamente a regiao de estabilidade isoperiodica na figura 5.3.

Figura 5.3: Figura esquematica da regiao de multiestabilidade de movimentos de periodos 2 e 4
e da regiao de multiestabilidade de duas érbitas isoperidédicas de periodo 4. As letras rotulam
as interseccoes que definem os dominios, e os nimeros indicam o grau algébrico das coordenadas
que definem as interseccoes.

A figura 5.3 traz uma representacao pictérica das regides de multiestabilidade, de forma que
a regido de multiestabilidade de dois movimentos de periodo 4, mostrada na figura (5.2-c), é
ilustrada como a regido definida pelos vértices C, D, E e F. Nota-se que todos os vértices dessa
regiao possuem graus algébricos diferentes, contudo todos estes vértices possuem coordenadas
em b que sao units[29], ou seja raizes de equagdes algébricas reciprocas, desta forma para cada
coordenada em by de um vértice destas regides de multiestabilidade (isoperiédica ou ndo) existe
uma coordenada b, = 1/bs que igualmente é um vértice de intersecgdo, contudo este se localizando
fora do intervalo de estabilidade. De fato as coordenadas em a destas interseccoes sao dependentes
das coordenadas em b [38] de maneira que a = kb, onde b é um ntmero com grau da metade do
grau algébrico de b.

5.2.4 A Caspide

Como ja mencionamos anteriormente, o periodo 4 é o primeiro caso em que temos o surgimento
de uma cuspide na curva de bifurcacao tangente, contudo grande parte desta estrutura se localiza
na regido para qual temos b > 1, sendo que em tal regido nao ha movimento estavel. Porém devido
a simplicidade das equagdes envolvidas neste caso podemos considerar uma anélise algébrica
detalhada, pois estruturas semelhantes existem para outros periodos, em outras regides do espago
de parametros, como veremos posteriormente.

Como podemos ver da figura 5.4 a cispide, existente na curva de bifurcagdo de periodo 4 tem
uma espécie de eizo de simetria ao longo da linha b = 1, onde o mapa de Hénon é ndo dissipativo,
uma vez que nesta linha encontram-se localizado o ponto de cuspide § cujas coordenadas sao
(ag,bg) = (3,1) e o ponto v em que ha uma auto-intersecdo da véariedade W,- = 0 localizado
em (ay,by) = (24 +/17/2,1), o ponto a & outro ponto de intersegio desta variedade com a
linha b = 1 e esta localizado em (aq,bs) = (2 4+ v/3/2,1). Os outros dois pontos assinalados
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Figura 5.4: Cuaspide existente nas curvas de bifurcacdo para periodo 4.

na figura 5.4 sdo intersecgoes da variedades Wy- = 0 e wg) = 0 localizados em (ag,bs) =

(3.03646342,0.998381041) e (aps,brs) =~ (3.04631917,1.00162584) sendo as coordenadas em b
raizes do polindémio reciproco dado por:

67492 + 66096 b1 + 13716060 — 7776 b° — 228585 6% — 583207 + 169344 b°
—583205° — 228585 b* — 7776 b° + 137160 b% + 66096 b + 6749 = 0. (5.19)

Estudaremos agora a linha b = 1 em detalhe. Verifiquemos inicialmente que a equacdo (4.8),
quando consideramos b =1, se reduz a:

olo? —4(a —3)] = 0. (5.20)

Tendo portanto como raizes os trés valores de o:

g1 = 0
09 +2va —3
g3 = —2\/&—3.

A figura 5.5 mostra o em funcdo do parametro a para alguns valores na vizinhanca de b = 1.

Pela figura 5.5 vemos como a superficie Fy(o, a,b) = 0 muda na vizinhanca da linha b = 1, de
maneira que os valores de o que representam a 6rbita de periodo 4 que provém de dobramento de
periodo se comportam de maneira drasticamente diferente para b = 1.001 em relagdo a b = 0.999,
tal comportamento tem conseqiiéncias na conexao existente entre as érbitas de periodo 4, tal
conexdo pode ainda ser vista através da equagdo de autovalores (4.21) ao longo da linha b = 1:

2 8
/\2+<—§04+§(4a—3)02—16a(a—4)—5O>A+1:0 (5.21)
A equacdo acima apenas tem poténcias pares em o, tal propriedade faz com que ao longo da

linha b = 1, as é6rbitas com ¢ = 09 € 0 = o3, por diferirem apenas de um sinal, pela equacao
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Figura 5.5: Os trés valores de o em funcdao do pardmetro a para alguns valores fixos de b na
vizinhanga de b = 1. Em (a) b = 0.999, em (b) b = 1 e em (c) b = 1.001. A linha vertical
tracejada em (b) indica o ponto de cuspide em a = 3.

(5.21) possuirdao os mesmos autovalores.

Uma vez que, como vemos acima, o1 = g9 = g3 = (0 quando temos a = 3, ou em a = 3
existe um ponto triplamente degenerado, tal ponto nada mais é, como podemos ver da figura,
que o ponto de cuspide da curva do bifurcacdo. Para os valores do parametro a tal que a < 3
temos somente uma o6rbita para qual ha um o real e no caso ainda constante, para tal valor de
o (o =0) a 6rbita é composta pelos seguintes pontos orbitais:

T = l—i—\/a—l,
9 —1—\/(1,—1,
r3 = 1—\/(1—1,
Ty = —1++va-—1.

sendo que estes pontos seguem a dinamica de entrelagamento apresentada em (5.3). Tais pontos
sdo raizes da seguinte equagao orbital simplificada:

x4—2a$2+(a—2)2:(w2—2x—a+2) (:132+2x—a—|—2):0.

Notemos que os pontos que definem a oOrbita em questdao passam do plano complexo para o
plano real em a = 1, sendo que neste caso temos uma 6rbita de periodo 4 degenerada, uma vez
que esta orbita se reduz a:

1 R -1 R 1 R -1 R 1
-1 1 -1 1 -1/
Voltando ao caso da Orbita para a arbitririo vemos que a estabilidade desta 6rbita é definida

pela equacao de autovalores considerando o = 0,b = 1, em tais condicoes a equacao de autovalores
se reduz a:

A2 —2X\(8a% — 324 +25)+1=0 (5.22)



Capitulo 5: Estudo Detalhado dos Periodos: 4, 5 e 6 43

Desta forma:

A = 25+8a(a—4)+4 [(a—1) (4a®> —16a+13) (a—3). (5.23)

~ /
-~

-G +4vB)]fa-G-4v3)

Aqui vale fazer uma pequena observagdo sobre o discriminante da equagdo dos autovalores.
Como vemos da equacao acima, o discriminante em questao é dado por:

A = (a — 1)(4a® — 16a + 13)(a — 3). (5.24)

Vemos portanto que tal discriminante é nulo para os pardmetros (a = 1, a = 3) nos quais as
curvas de bifurcacdo ( wg) = O,wﬁ) = 0 ) associadas ao autovalor A = +1 intersectam a linha
b =1, e para os parametros a = 2 — %\/g, a=2+ %\/g, para os quais, temos a interseccao da
linha b = 1 com a variedade W,- = 0. Observemos que a érbita que é detentora dos autovalores
expressos em (5.23) esta relacionada com a oOrbita que nasce de um dobramento de periodo de
2 — 4 em a = 1, contudo, verificamos que os autovalores de tal 6rbita estao correlacionados com
os pontos de nascimento das demais érbitas de periodo 4, ilustramos tal correlacdo na figura

(5.6).

1.01 T

b e b-——— e ———

0.99
0.50 1.50 2.50 3.50

15.0 | -

-15.0 . : .
0.50 1.50 a 2.50 3.50

Figura 5.6: No topo: O comportamento das curvas de bifurcagdo de periodo 4 nas proximidades
da linha b = 1, as linhas cheias indicam as curvas que possuem A = 1 e as curvas tracejadas
indicam autovalor A = —1. No centro: Os autovalores para a 6rbita com ¢ = 0; linhas cheias
indicam a parte real e as linhas tracejadas indicam a parte complexa dos autovalores, estao
destacadas as regioes de estabilidade. Abaixo: Magnificacdo das regides de estabilidade.



Capitulo 5: Estudo Detalhado dos Periodos: 4, 5 e 6 44

A figura (5.6) nos mostra como se da a evolu¢do dos autovalores para a érbita que nasce do
dobramento de periodo. Vemos a existéncia de duas regioes de estabilidade para esta érbita, a
primeira delas ocorre no intervalo [1,2— 3v/3] e a segunda em [2— /3, 3] sendo que na primeira
regido o processo de desestabilizagdo da drbita ocorre de maneira que os autovalores da orbita
vao do conjunto (Ay,A_) = (+1,+1) para o conjunto (Ay,A\_) = (—1,—1) & medida que o
valor do parametro de controle a cresce. Em contrapartida, na segunda regido de estabilidade,
a oOrbita em questao perde a estabilidade, através de uma mudanca de autovalores do conjunto
(A+,A=) = (-=1,-1) para o conjunto (A;,A_) = (4+1,+1) de maneira que no intervalo de
estabilidade da o6rbita, temos que seus autovalores sdo complexos. A situagdo descrita na figura
(5.6) pode ser caracterizada como um retorno de estabilidade da érbita que provém de dobramento
de periodo 2 — 4 e que possui um valor nulo para ¢ ao longo da linha b = 1.

5.3 Periodo 5

O periodo 5 do mapa de Hénon é de grande importancia para estudos da dindmica do mapa
em questdo, por ser o primeiro periodo que apresenta uma estrutura em forma de “camarao”,
sendo por este fato chamado de “shrimp” [30], no espago de parametros.

5.3.1 Bifurcagoes Tangentes

Considerando o discriminante da equacdo (4.17) em relagéo a o temos:

As = 22w )W,

onde:
11
wéfr) = Z Bpa", (5.25a)
n=0
Ws = [12(1 —b)%a — (16b* — 106 + 156> — 10b + 16) |*. (5.25b)

Sendo que os coeficientes B,, sao funcoes polinomiais reciprocas no parametro b, tais coefici-
entes sao dadas no apéndice C. O primeiro diferencial no caso em questao, em relagdo aos casos
anteriormentes estudados, estd no surgimento de duas variedades que satisfazem a condicao de
discriminante nulo (A = 0). As curvas descritas pela equacao wg' = 0 s@o aquelas nas quais
temos temos o nascimento de dérbitas de periodo 5 provenientes de bifurcagbes tangentes. Em
contraste com os periodos mais baixos estudados, verificamos o aparecimento de um segundo
fator W5 que valida igualmente a condi¢ao de discriminante nulo, a existéncia deste fator esta
ligada com a possibilidade de termos érbitas de periodo 5, que embora possuirem pontos orbitais
diferentes, compartilham um mesmo valor de ¢, lembremos que a curva wéfr) = 0 também é
caracterizada pela existéncia de, pelo menos, duas érbitas com o mesmo o, contudo neste caso
estas duas o6rbitas coincidem.
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5.3.2 Variedades (Dominios de Estabilidade )

Se considerarmos a resultante entre a equacado de autovalores parametrizada em relagdo a o
e a equagdo paramétrica, teremos como resultado a variedade Ws(a, b; A) de modo que:

15
Wis(a,b;A) = Cn(b, N)a™ (5.26)

n=0

Os coeficientes Cy,, que sao funcgoes polinomiais do pardmetro a e do autovalor A\, encontram-se
no apéndice B.
Sendo que no caso de A = 1, esta variedade fatora sobre os ntimeros reais de modo que:

1), ()

W5+ = Wgy Wy

(1)

sendo que wy, € simplesmente um dos fatores do discriminante em relaciao a o da equagdo

paramétrica. Por outro lado wé%r) é dado por:

w = 256a* — 64 (B2 —12b+ 1) a® +16 (b + 65> +216° + 65+ 1) o
+4 (9% — 146° + 706" — 808® + 706> — 14b+ 9) a
+ (316" —896% +1216* — 895+ 31) (b* + 0> + b +b+1). (5.27)

Podemos resolver tal variedade em a, desta forma vemos que:

1

GZE

{(b2 — 126+ 1) £V5(3b> — 4b + 3) % \/—10 (b—1)*(b+1) (5 + \/5)} . (5.28)

De maneira que, as quatro solucoes sao dadas por todas as combinacoes possiveis dos sinais
+ indicados. A partir da expressao (5.28) concluimos que a variedade wéQ) s6 possui solucoes
reais nas linhas b=1e b = —1.

Considerando A = —1 em (5.26) ndo ocorre nenhuma fatoragao da variedade Ws(a,b; A = —1)
sobre os racionais, de modo que os coeficientes C,, dados no apéndice C sdo polindmios reciprocos

do parametro b:

15
Ws- = Cn(b)a™ (5.29)
n=0
As curvas wé}g = 0 e W5- = 0, juntamente com a condicdo |b| < 1, definem a regido de

estabilidade para os movimentos de periodo 5 no espago de parametros, estas superficies sdo
mostradas na figura a seguir:
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Figura 5.7: As curvas wel =0e Ws- = 0 para o periodo 5, as setas indicam as cuspides que
existem nas curvas. Em detalhe o limite dissipativo —1 < b < 1.

A figura (5.7) mostra uma estrutura bastante rica para as curvas em questdo, de maneira que
temos o aparecimento de uma cuspide no intervalo 0 < b < 1, chamada de (b) na figura (5.7) e
outra na regido de b > 1 rotulada por (a¢) na mesma figura. Apresentaremos na préxima segao,
bem como no préximo capitulo, algumas propriedades destas estruturas.
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5.3.3 Cuspides

O Periodo 5 é o periodo mais baixo para o qual, no mapa de Hénon, temos a presenca de uma
caspide no espago de parametros, no intervalo |b| < 1; analisaremos em capitulos posteriores o
reflexo no espaco de fase, da presenca destas estruturas singulares no espago de parametros.

Notemos pelos graficos da se¢ao anterior que duas estruturas singulares, mostramos estas em
detalhe nas figuras a seguir:

0.4

0.0 : ' S : : 15
1.3 14 1.5 1.6 1.7 1.8 19 2.0 0

a

Figura 5.8: Estruturas shrimp de perfodo 5.

Vemos que existem duas estruturas singulares de mesma espécie, de maneira que uma é com-
plementar da outra de modo a respeitar a reciprocidade no parametro b: b, = 1/bs, evidenciamos
tal fato na tabela (5.1) onde os pontos ¢*, d*, u* e s* sdo os pontos reciprocos de ¢, d, u e s

Tabela 5.1: Pontos dos Shrimps.

H Ponto H a ‘ b ‘ Grau H
c 1.51467821 | 0.15749364 36
d 1.53796786 | 0.149864159 | 212
u 1.53537434 | 0.154969098 | 212
s 1.54654400 | 0.150089621 | 154
c* 61.0652776 6.3494627 36
d* 63.93284994 | 6.4528993 212
u* 68.47811254 | 6.67271015 212
s* 68.65324747 | 6.66268584 154

Os pontos indicados por ¢, d, u, s, definem os vértices da regiao de multiestabilidade que
compoe o shrimp, nesta regiao temos a existéncia simultanea de duas 6rbitas estaveis de periodo
5 [25], ou seja temos nesta regido a existéncia de dois atratores de periodo 5.

Consideremos na tabela, a seguir, os pontos das 6rbitas de periodo 5 estaveis proximos aos
vértices ¢, d, u, s.
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Tabela 5.2: Orbitas Estaveis na Regiao da Cuspide.

H Ponto H T

T2 \

3

T4

Zs

c 1.695737345

—1.383362399

—0.131945463

1.279397832

—0.142961166

1.695737343

—1.383362396

—0.131945453

1.279397835

—0.142961173

d 1.717930437

—1.427966217

—0.243663457

1.264595024

—0.097749133

1.679116772

—1.317966527

0.052571517

1.337688150

—0.243563142

U 1.725494150

—1.445217496

—0.285880998

1.229682343

—0.021047046

1.693787803

—1.366756800

—0.070165041

1.318646139

—0.214326712

s 1.731244152

—1.453928535

—0.307522407

1.233754386

—0.021761807

1.682564095

—1.323019315

0.048699300

1.345600911

—0.256788551

Como vimos a cuspide que existe na curva de bifurcagdo tangente dos movimentos do pe-
riodo em andlise, estd intimamente relacionada com a superficie F5(o,a,b) = 0, desta maneira
consideramos algumas curvas de nivel desta superficie na proximidade desta estrutura.

0.4 ) 04—V 1T 7T
Lo /Ii‘ %
0.3 - ] . . 0.3 4
b o2t [l 1 b o2 .
,\:::Sg ]
0.1 F Y h 4 o1 -
'\\\‘\\\
0.0 . \\.\ S 00 L—1—t v 11
14 1.5 1.6 1.7 1.2 14 16 1.8 2.0 22 24
a o

Figura 5.9: Em (a) consideramos os cortes: 1 : a = 1.44;ls : a = 1.47; I3 : a = ay; 1y : a = 1.54;
s : a = 1.57. Os pontos assinalados com simbolos em (a) indicam surgimento de orbitas de
periodo 5. Em (b) plotamos o valores de o em fungdo do parametro b, para cada corte considerado
em (a).

Mostramos na figura (5.9) alguns contornos locais para a variedade (4.17). A partir desta
figura ilustramos como é a conexdo entre o pardmetro o das oOrbitas reais que existem nesta
regiao. Vemos que o ponto de cuspide, representado pelo simbolo (), € uma inflexao da superficie
considerada, desta forma a estrutura cispidal surge de uma deformacao da superficie F5 = 0.

No estudo do periodo 4, consideramos uma pequena perturbacao do pardmetro b na vizinhan-
¢a dalinha b = 1, linha esta que se constitui numa espécie de eixo de simetria topologico-algébrica
da cuspide existente neste periodo. Analogamente a este estudo, propomos uma linha semelhan-
te, no sentido de significado topologico, para o caso das cuspides existentes no estudo do periodo
5 sendo que igualmente ao caso anteriormente estudado consideramos como eizos de simetria
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retas que passam pelo ponto de cuspide (c) e o ponto de autointersec¢do (s), como mostrado na
figura (5.10):

0.19 6.54
0.18 6.44
0.17 i
b b 6.34
0.16
0.15 6.24
0.14 ‘ : : 6.14
1.40 1.45 1.50 1.55 1.60
3.0
25
20
o
1.5
10 b —
05 L 1 " 1 " ] " 1 " 1 " " 1 " 1 "
14 1.5 1.6 1.7 14 1.5 1.6 1.7 14 1.5 1.6 1.7
a a a
_5 T T T T T T T T T T T T T T T
(A) B) (@)

Figura 5.10: Os valores de o em fungdo do parametro a para algumas retas, no plano (a,b),
na vizinhanga da reta que une o ponto ¢ com o ponto s. Em (a) a reta —0.2323501585a +
0.5084293645, em (b) a reta b = —0.2323501585a + 0.5094293645 e em (c) a reta b =
—0.2323501585a + 0.5104293645. A seta em (b) indica o ponto de cuspide. Em (A) a reta
b = 0.04127890957a + 3.827798903, em (B) a reta b = 0.04127890957a + 3.828798903 e em (C)
a reta b = 0.04127890957a + 3.829798903.

A anélise topoldgica apresentada na figura (5.10) nos mostra como a superficie F5(o,a,b) =0
se comporta nas proximidades das cuspides em estudo. Como ja comentado, diferentemente ao
caso do periodo 4 consideramos a reta que une o ponto de ctispide com o ponto de auto interseccao
como uma aprorimacdo do eizo de simetria destas estruturas, sendo que de fato estes eixos
de simetria na verdade sdo de fato curvas, contudo para uma primeira anélise a aproximacao
proposta é valida.

Vemos que igualmente ao periodo 4, temos um comportamento muito diferente na vizinhanga
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de ambas as cispides, sendo ainda que tais comportamentos sdo inversos um ao outro, assim como
as cuspides sao reciprocas uma a outra. Visivelmente a reta que passa pelo ponto de cuspide,
em ambas as estruturas, separa duas situacoes diferentes, havendo uma troca de dependéncia.
Analisaremos em mais detalhe a influéncia destas estruturas no parametro ¢ e em ultima anélise
nas 6rbitas de periodo 5 no capitulo seguinte.

5.4 Periodo 6

Consideremos agora um estudo do periodo 6, tal periodo tem como uma de suas caracteristicas
apresentar duas formas singulares ja consideradas nos estudos do periodo 4 e do periodo 5, na
regiao de 0 < b < 1.

5.4.1 Equacao de bifurcacao

Considerando o discriminante da equacdo (4.19) em relagdo a o obtemos:
Ag = 2931 (b+ 1)% (b — 1) w(Y W2, (5.30)
onde:

Ws = 25920 (b—1)”ba* — 144 (185 4 4256° — 368 b* + 2556 — 368 b + 425 + 18) o
+12 (3755% + 559157 + 1407 5% + 8901 b° + 5360 b* + 8901 b° + 1407 b> + 5591 b + 375) a
— (4416 ™ + 55574 5% + 63407 6° + 117221 b7 + 147626 b° + 214223 5°
+147626 b* + 117221 6° + 63407 b” + 55574 b + 4416)a + (45> + 195+ 4) (84> + 13b + 8) x

(1426% — 710" + 2390° — 785° + 265b" — 786 +239b* — 71D + 142) , (5.31a)
20

wl) = 3 Bua™. (5.31b)
n=0

(1)

De forma que wg’ é uma equacao de grau 20 no parametro a e de grau 40 no parametro b
e os coeficientes B, fun¢des polinomiais reciprocas do parametro b; estas funcdes sdo dadas no
apéndice D.

Analogamente ao caso do periodo 5 temos para o periodo 6 véarias possibilidades para Ag = 0,
contudo apenas uma delas, wél) = 0, representa o surgimento de movimentos de periodo 6
provenientes de bifurcagdes tangentes. A condicdo Wy = 0 representa o caso em que temos
orbitas diferentes (com pontos orbitais diferentes) com o mesmo valor para o.

De fato se considerarmos o caso mais geral para o qual A = +1 teremos que:

4

We(a,b; A = +1) = wéi)wéi)wéi)wéﬁ =0, (5.32)

onde wé%r) = Ws(a,b,A = —1) = W3-, ou seja w(()-? é a curva que define o nascimento de érbitas

de dobramento de periodo de 3 para 6. As demais variedades wé:i), wéi) sao dadas por:
w® = 16a® —12 (36 —4b+3)a+3 (76> —116+7) (> —b+1),  (5.33a)
wi = 166 +12 (B*+1)a+3 (1+b+6%) (B> —b+1). (5.33b)

Contudo vemos que as solucoes de wéi) =0, wgi) = 0 sao dadas respectivamente por:



Capitulo 5: Estudo Detalhado dos Periodos: 4, 5 e 6 51

a = é[3(3b2—4b+3)ﬂ:i(1—b2)\/§], (5.34a)
a = —% [(b2 +1) 4 (b2 1) «/??] : (5.34b)
ou seja apenas temos solucoes de wéi) =0, wéi) =0reaisem b=—1,oub=1.

Por outro lado as curvas de dobramento de periodo 6 para 12 sao solucdes de uma variedade
de grau 27 no parametro o e grau 54 no parametro b. A forma da variedade é dada por:

27
We- = Cpa™, (5.35)
n=0

de forma que novamente os coeficientes C}, sdo func¢bes polinomiais reciprocas no parametro b.
Tais funcoes sao dadas no apéndice D.



Capitulo 5: Estudo Detalhado dos Periodos: 4, 5 e 6 52

Mostramos na figura (5.11) as curvas dadas por wéi) =0,e Weg- =0.

6 I ' | I ' 1

Figura 5.11: Uma visao das curvas de bifurcacdo de periodo 6, em detalhe a regido —1 < b < 1.
Os rotulos (a), (b), (c), (d), (e), (f) e (g) indicam as cispides presentes nas variedades que
representam as bifurcacoes tangentes de movimentos de periodo 6.

Analogamente ao periodo 5 consideramos, na figura (5.11), uma janela de anélise, no espago
de parametros, maior que a usual apresentada na literatura onde ha uma restricdo ao intervalo
—1 < b < 1, a partir desta figura vemos novamente o surgimento de cispides tanto dentro do
intervalo —1 < b < 1 como fora deste. Vamos considerar mais detalhes destas estruturas nas
proximas secoes.
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5.4.2 Cuspides
Mostramos em detalhe na figura ( 5.12 ) as cuspides existentes na variedade w') =0 assina-

ladas na figura (5.11).
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Figura 5.12: As ciispides existentes nas curvas de bifurcacao tangente para o periodo 6. Os rétulos
(a), (b), (c), (d), (e), (f) e (g) correspondem as setas marcando a existéncia destas estruturas
ctispidais na figura 5.11.

Notamos novamente a existéncia, como no caso do periodo 5, de uma estrutura (figura 5.12(c)
) que se conhece na literatura como shrimp , possuindo esta uma estrutura reciproca na regido de
b > 1 (figura 5.12(a)), da mesma forma que existem trés estruturas semelhantes aquela existente
para o periodo 4, a (figura (5.12(d) ) e figura (5.12(g) ) ) sendo que a cuspide da figura (5.12(d)

) possui uma reciproca a esta em b > 1 (figura (5.12)), e a cuspide da figura (5.12(g) ) é auto
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reciproca assim como as estruturas cuspidais da figura (5.12(e) ) e (5.12(f) ); estas duas tltimas
estruturas aparecem pela primeira vez nas curvas de periodo 6 sendo que a estrutura apresentada
na figura (5.12(f) ) ainda ndo tinha sido notada em trabalhos anteriores na literatura.

Consideremos agora, igualmente aos casos dos periodos 4 e 5, uma pequena analise algébrico-
topolégica na vizinhanca destas estruturas ctispidais. Iniciemos considerando a estrutura shrimp
para o caso do periodo 6 e a sua estrutura reciproca:

0.25 \\I T T T 4.8
i \ ©

0.24 / -

b 1 b 46

0.23 - N M)
@ |

0.22 _ LN _ i

0.21 -

0.20 N 4.2
1.44 1.49 a 1.54 1.59

I I I I I I I ! ! ! ! ! ! ! ! I I I I I I
22 24 26 28 30 32 34 36 3822 24 26 28 30 32 34 36 3822 24 26 28 30 32 34 3 38
a a a

Figura 5.13: Os valores de o em funcdo do parametro a para algumas retas, no plano (a,b), na
vizinhanga da reta de simetria. Em (a) a reta b = —0.3778590038a + 0.8008630747, em (b) a
reta b = —0.3778590038a + 0.8018630747 e em (c) a reta b = —0.3778590038a + 0.8028630747.
A seta em (b) indica o ponto de ctispide. Em (A) a reta b = 0.589129833a + 2.66978625 , em
(B) a reta b =0.589129833a + 2.67078625 e em (C) a reta b = 0.589129833a + 2.67178625

Comparando a figura (5.13) com a figura (5.10) vemos que existe uma semelhanga néo s6
no plano (a,b) mas também no espago (a,b,0), de forma que temos situagoes topologicamente
iguais para as partes das superficie Fg(o,a,b) = 0 sensiveis a presenca da cuspide.

Analisemos agora o outro conjunto de cispides reciprocas existentes para o periodo 6 consi-
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deradas em detalhe nas figuras (5.12-b) e (5.12-d):

0.8

b 0.7

0.6

0.5

. . 3
a a

Figura 5.14: Os valores de o em funcdo do parametro a para algumas retas, no plano (a,b), na
vizinhanca de da reta de simetria. Em (a) a reta b = —0.2429020475a + 0.8880738494, em (b) a
reta b = —0.2429020475a + 0.8890738494 e em (c) a reta b = —0.2429020475a + 0.8900738494.
A seta em (b) indica o ponto de cuspide. Em (A) a reta b = 0.115025747a + 1.28832181, em (B)
a reta b= 0.115025747a + 1.28932181 e em (C) a reta b = 0.115025747a + 1.29032181

Pela figura (5.14) vemos que as estruturas reciprocas consideradas exibem uma situacao
diferente daquela que encontramos na anélise das estruturas shrimp.

Contudo observemos a semelhanca da vizinhanca destas ctispides com a vizinhanca da ctspide
das curvas de bifurcacdo tangente de periodo 4 ( figura (5.5) ).

Como notamos na figura (5.11) e em mais detalhe nas figuras (5.12-e ), (5.12-f) e (5.12-
g), existem cuspides sobre a linha b = 1 e b = —1, onde o mapa de Hénon é ndo dissipativo;
continuaremos nossa andlise do espaco de parametros dos movimentos de periodo 6 estudando
estas estruturas.
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543 Ocasob=1

Semelhantemente ao caso do periodo 4 temos a existéncia de uma cuspide nas curvas de
bifurcagdo tangente em b = 1, sendo que considerando b = 1 na equagdo (4.19) temos os valores

de o possiveis:

0® [0% =12 (2a —3) 0* + 36 (4a® — 12a+13) 0> — 16 (164> + 724® — 117a + 108)] =0

De forma que a localizacao das curvas dos pontos de nascimento de 6rbitas de periodo 6 é dada

pelas raizes de:

(160> — 842 +37a — 28) (16a* — 724 + 250 + 6a — 28)” (164 — 724% + 117a — 108)* = 0

Mostramos na figura (5.15) os valores possiveis de o como funcdo do parametro a para alguns

valores fixos de b (b= 0.999, b =1.0 e b= 1.001).
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Figura 5.15: Os valores de o em fungéo de a para vizinhande b = 1. Em (a) o caso em que temos
b=1, em (b) o caso em que b =0.999 e em (c) o caso em que b = 1.001. Mostra-se nos detalhes

da figura (b) em (bl) e (b2) e da figura (c) em (cl) e (c2).
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A figura (5.15) nos mostra uma estrutura no espaco ¢ X a muito parecida com aquela que
temos para o periodo 4, uma vez que as figuras (5.15-b1) e (5.15-c1) apresentam uma estrutura
topoldgica muito parecida com a que se tem para o periodo 4, veremos no proximo capitulo
que similarmente ao caso do periodo 4 também para o caso em questdo ocorrem fendémenos de
histerese no espago de fase.

5.4.4 Estudo do caso b = —1 (Limite “Hamiltoniano”)

Assim como existem estruturas cispidais sobre a linha b = 1, temos também estruturas da

mesma natureza sobre a linha b = —1. Nesta secao estudaremos a topologia ao longo da linha
b = —1, onde o mapa em questao é Hamiltoniano e, como veremos, existem algumas simplificagoes

algébricas. Comecamos nossa discussdo considerando b = —1 na equagdo (4.19):
pipaps =0, (5.36)

onde:

p1 = o0—2 (5.37a)
py = o’+40—4a, (5.37b)

p3 = 0°+20*—4(5a+4)0*+80% +4 (166> +12a+9) 0
+1284a? — 96a + 72. (5.37¢)

A equagao orbital para o = 2 é dada por:

2% —22° - (3a—-4)2"+2(2a-1)2° + (30> —8a+2)2”> -2 (a — 1) az
—2a+1-a®+4a*>=0.

Consideremos agora as solugoes de po = 0 que sao dadas por:

or = —2+42V1+a, (5.38a)
o = —-2-2J1+a. (5.38b)

Mostramos a seguir as curvas no plano a X ¢ que satisfazem a equagao Fg = 0 para alguns
valores fixos do parametro b (b= —1, b= —0.999 e b = —1.001).
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Figura 5.16: Os valores de ¢ em funcdo de a para b = —0.999 em (a), b = —1.0 em (b) e
b= —1.001 em (c). As curvas verticais tracejadas indicam o valor do parametro a para o qual
temos uma bifurcacao tangente de periodo 6.
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Na Figura (5.16) consideramos a dependéncia de o com o pardmetro a sobre a linha b= —1,
e a sua vizinhanga (b = —0.999, b = —1.001). Os detalhes da figura (5.16a ) e (5.16b ) estdo
relacionados especificamente com a cuspide mostrada em detalhe na figura (5.12g), tais detalhes
revelam que a cispide em questdo tem caracteristicas de uma bifurcacdo transcritica [33]. As
linhas verticais tracejadas indicam o valor do parametro a para qual temos uma bifurcacao
tangente sobre a linha em anélise, estes pontos de bifurcacao sao as solugoes reais do discriminante
da equagao (4.19) em relagdo a o, mais especificamente dos polindmios a seguir:

(@a+1)(a—3)* (160> —8a+5)’ (4a+3)* x
(16 — 136 a® + 213 a* + 220 a® + 126 4% + 1084 +81) =0 (5.39)

As raizes reais destes polindmios sdo dadas por:

= -1
3

4
3

3.70165690
5.67936951

22 e o 9
I

Sendo que os pontos a = 3.70165690 a = 5.67936951, sao ambos nimeros séxticos.
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5.4.5 Orbitas Complexas Estaveis para Parametros Reais

Nas secoes anteriores observamos a existéncia de um comportamento absolutamente novo que
ainda nao tinha sido observado nas curvas que descrevem o surgimento de movimentos de periodo
6 estaveis. Este fato, como veremos, se deve a consideracdo, em trabalhos anteriores [19, 20, 26],
da existéncia somente de Orbitas estaveis reais para o mapa de Hénon. Veremos, contudo que,
em geral, tal consideragao nao é correta.

Para analisar as caracteristicas desta estrutura consideramos quatro regides distintas
Ri1, Ry, R3, R4, sendo que estas regides sdo definidas como mostrado na Figura (5.17):

-0.94
-0.96
-0.98
b -1.00
-1.02
-1.04

-1.06

~1.08 | |

1 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | N |
-11 -1.0 -09 -08 -0.7 -0.6 -05 -04 -0.3

a

Figura 5.17: As regides R; e R} de analise da estrutura. A seta marca o nascimento da 6rbita
real estavel de periodo 1.

A Figura (5.17) mostra quatro regides,(R1, Ro, R3, R4) distintas em termos de dinamica, e
que sdo topologicamente iguais as regides R) com a diferenga que estas ultimas se localizam fora
do intervalo de existéncia de 6rbitas estaveis (pois nestas regides |b| > 1).

A regido R; tem por caracteristica a existéncia das nove orbitas de periodo 6 no plano
complexo todas estas sendo instaveis, sendo que destas apenas uma Orbita possui um valor real
para a soma, o, de seus pontos orbitais, de fato esta 6rbita possui esta caracteristica para qualquer
ponto no espaco de parametros.

Ao cruzarmos da regido R; para a regidao Ry duas outras érbitas comecam a ter o valor de o
real. Possuimos entdo na regiao Re um total de trés érbitas que tém o valor de ¢ real, uma destas
sendo estavel nesta regido, mas ainda nesta regiao todas as 9 6rbitas de periodo 6 permanecem
complexas, mostraremos de maneira mais explicita a existéncia de uma érbita complexa estavel
na regido Ry nas proximas secoes.
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Igualmente na regido Rs temos trés orbitas possuindo um o real, e igualmente uma destas é
estavel, contudo duas destas trés orbitas sao reais, sendo que a érbita que é estével nesta regiao
perde a estabilidade na regido Ry.

Vemos ainda da Figura (5.17) dois fatos importantes. O primeiro, ao qual voltaremos nas
proximas secdes, é a existéncia de trés pontos nos quais temos o nascimento simultaneo de duas
orbitas de periodo 6 e uma 6rbita de periodo 1; um destes pontos encontra-se localizado fora do
limite |b| < 1, um localizado em b = —1, e o terceiro em b > —1. O outro fenémeno importante
é a existéncia de 6rbitas de periodo 6 estdveis em regioes nas quais ainda ndo temos a existéncia
de um movimento de periodo 1 real estavel.

A Regiao Ra

Mostramos na figura (5.18) a regido de existéncia estével de uma 6rbita complexa de periodo

~0.93 - .
~0.94
~0.95

b -0
~0.97
~0.98

-0.99

-1.00
-1.00 -0.95 -0.90 -0.85 -0.80 -0.75

a

Figura 5.18: A Regido Ry de existéncia das orbitas de periodo 6 complexas estaveis. Os pontos
marcados nesta figura sao propostos para considerar as bacias de atracao. O ponto beysp =
—0.94764 tem grau algébrico 48.

A figura (5.18) mostra em detalhe a regido (R2) da existéncia da 6rbita de periodo 6 complexa
estavel. Uma vez que existe uma orbita estavel esta deve possuir uma bacia de atracdo de volume
ndo nulo. Para mostrar a existéncia desta bacia, propomos os pontos assinalados na figura (5.18),
de maneira que apresentamos na figura (5.19), para cada ponto considerado na figura acima, a
bacia de atrac@o correspondente. Vale lembrar que, como estamos tratando de uma o6rbita
complexa esta terd uma bacia de atracao quadridimensional, contudo podemos considerar um
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corte nesta superficie.

O ponto de intersec¢do () na figura (5.18), define o nascimento simultaneo de uma 6rbita
complexa de periodo 6 e uma Orbita real estavel de periodo 1, numericamente este ponto esta
localizado em (a4, by) =~ (—0.948328, —0.947642), sendo que tais nimeros tem grau algébrico 38
além disto a coordenada b deste ponto ainda tem a propriedade de ser raiz de um polinémio
reciproco, sendo que o ponto complementar a este estd localizado em b = 1/b, = —1.05525 e
a =~ —1.05601. Embora este ponto seja uma interseccdo da superficie Wi+ = 0 com a supericie
wéi) = 0 ele ndo possui o mesmo significado fisico do ponto (a,bs), uma vez que possui a
coordenada b em moédulo maior que a unidade. Nesta figura nota-se ainda a existéncia de
movimentos estéveis, embora complexos, antes do surgimento dos movimentos reais estaveis
de periodo 1. Explicitamos a existéncia destas 6rbitas complexas estdveis através da figura 5.19.

a,b‘:-O‘.954‘495‘, -O.‘94‘ a,‘b :‘-0.9‘544‘95, ‘—0.9‘5 ‘ a,b‘:—O‘.954‘495‘, —0.‘96‘
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a,b = -0‘.954495‘, —O.‘97 ‘
e e

a,b‘=—0‘.954‘495‘, —O.‘98 ‘
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a,b = —0‘.954‘495‘, —0.‘99
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0.0 L LA B o e B L e e LA B o L e L L e
-1.3 X 0.0

Figura 5.19: Bacias de atracao para a orbita complexa de periodo 6 estavel (em negro) e 6rbita
de periodo 1. Os pontos considerados correspondem aos pontos marcados na figura 5.18.
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A figura (5.19) ilustra a existéncia e mudanga das bacias de atracdo da orbita comple-
xa de periodo 6 (em negro) e de periodo 1 (em cinza). Atentamos para os pontos (a,b) =
(—0.954495, —0.94) e (a,b) = (—0.954495, —0.95), que se constituem os dois pontos, pertencen-
tes ao conjunto de pontos marcados na figura (5.18), que nos mostram a existéncia de érbitas
periddicas antes do surgimento de 6rbitas de periodo 1.

A existéncia de o6rbitas periddicas complexas é em geral estudada em sistemas Hamiltonianos,
mais especificamente, no estudo do chamado caos qudntico onde estas érbitas sdo chamadas de
orbitas fantasmas (Ghosts orbits) [48]. Tais orbitas fazem o papel de precursoras das 6rbitas
classicas [45, 46, 47, 49], e ocorrem, em geral, imediatamente antes do surgimento de uma orbita
real por meio de uma bifurcagdo tangente.

Com a intengdo de estabelecer uma conexdo entre a dindmica das 6rbitas fanatasmas, que
aparecem em modelos conservativos, com a dindmica das 6rbitas complexas estaveis encontradas
no presente estudo, reconsideraremos o caso Hamiltoniano para o mapa de Hénon ja apresentado
anteriormente na secao 5.4.4.

Comecemos considerando os autovalores para as orbitas que possuem o = o4 (onde o4 e o_
sdo dadas respectivamente pelas equagoes (5.38a ) e (5.38b) ) ao longo da linha b = —1. Desta
forma temos:

Ay = —4rd £ 2+/r(rp — 267) (5.40)

onde:

v = 32a® + 48a® + 58a + 43
§ = 16a®+ 16a —3
= 256a® + 1536 a* + 3040 a® + 1728 a® + 401 a + 498

Sendo ainda que 7 = ++/1 + a se estamos interessados no caso em que temos ¢ = o4 e
r=—/l+anocasodeo=o0_.

De fato a 6rbita de periodo 6 que permanece estavel na regido Ry é aquela para qual temos
o = o_, sendo que a estabilidade desta o6rbita é mostrada na figura a seguir:

1.5 :
-1.1 -1.0 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6
a

Figura 5.20: Os dois autovalores para ¢ = o_. As linhas tracejadas indicam a parte imagi-
néaria dos autovalores, e as linhas cheias indicam a parte real dos autovalores. Os sinais “—”,
“4” préximo as curvas indicam respectivamente A_ e A;. Encontra-se destacada a regidao de
estabilidade.
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Desta forma, vemos que a orbita que possui ¢ = o_, permanece com cada um dos seus
autovalores em modulo iguais a 1 no intervalo —1 < a < —3/4, sendo que em a = —3/4 ha
uma perda desta estabilidade, e um ganho de estabilidade da érbita de periodo 6 que possui o
valor de ¢ como uma das 5 raizes do polinémio ps, definido anteriormente. Para melhor vermos
o mecanismo de perda da estabilidade da o6rbita complexa de periodo consideremos os pontos
orbitais para as Orbitas que possuem ¢ = o4, assim como aquelas que possuem ¢ = o_.

Os Pontos Orbitais para o, e 0

Se agora considerarmos b = —1, 0 = —2+4r na equagao orbital teremos as seguintes expressoes
para os pontos das érbitas:

1 = B+Q++Q-, (5.41a)

Ty = BH+wQy+wQ_, (5.41b)

z3 = B+w’Qi+wQ-, (5.41c)

onde:
Qv = ik (5.422)
o

> 5.42b
Q o (5.42b)
¢ = 48a+ 76+ 32(1 — 2a)r + 121/ —48a2 — 24a + 33 + 1, (5.42¢)

a = %(2@ +1—-r)= §(2a - 3p), (5.42d)
B = %(r - 1), (5.42¢)
w = —% + %z\/ﬁ (5.42f)

Sendo que o ordenamento dos pontos orbitais é dado por:

C)-()-C)-C)-)-)- ()= o

Notemos que tais pontos orbitais tém a caracteristica de serem constituidos por trés com-
ponentes apenas, z1, s € r3. Mostramos na Tabela (5.3) os pontos orbitais correspondentes a
0 =04 €0 =o0_,em trés pontos significativos.

W, 0

Onde na tabela acima 0"’ e 0’ se referem as duas 6rbitas de perfodo 1 de modo que para
b=-1:

oV = —1+Vi+a, (5.44a)

JAV = 1-Vita (5.44b)

Vemos a partir da tabela acima, que para a = —1 a érbita de perfodo 6 rotulada por o = o_

e a Orbita rotulada por ¢ = o, sdo iguais e complexas, sendo que a 6rbita para qual o = o_

permanece estével no intervalo [—1, —3/4] de forma que em a = —3/4 esta orbita se torna uma

orbita de periodo 1 real estavel sendo que a 6rbita para qual temos o = o permanece instavel
e complexa, esta por sua vez se torna real no ponto a = 3, enquanto a 6rbita correspondente
a 0 = o_ continua sendo real. De fato no ponto a = —3/4 temos o nascimento de uma 6rbita
de periodo 6 real estavel, sendo que esta érbita possui como valor de ¢ a raiz real do polinémio
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Tabela 5.3: Alguns resultados ao longo da linha b = —1

L [ e=-t [ aeo=-§% | a=3 |
oy ||z1= 0 T = % T = 2
:132:—%-{-2.% 3 .’EQZ—%-l—’i iUQ:_%_%\/g
T3=—%—ii\/3 | z3=—% —i z3=—%+ 15
6 o_ .771—0 _'I,']_:—% $1:_%+%1/21
.TQZ—%—FZ% 3 .'L'QZ—% 1'2:—%—%\/21
$3:—§—Z§\/§ T3 = —3 111'3:_2
1 0'(1) ZE1=—1 .7,'1:—% I = 1
O'(_l) .le—l LI:1:—% 1'1:—3
2 0 |z1= 142 r= 1+izV15 |z = 1
o= 1-2i o= 1—iz3y/15 | zp= 1

quintico p3. Desta forma temos o surgimento de uma 6rbita de periodo 6 real estavel no exato
ponto em que a 6rbita complexa de periodo 6 desestabiliza.

O processo que acabamos de descrever estd em perfeito acordo com o mecanismo de surgimen-
to das érbitas ghost apresentadas na literatura em outros contextos. Voltemos agora a considerar
os efeitos da dissipacao, partindo do caso Hamiltoniano e aumentando o valor do parametro b.

-5
-20 -15 -1.0 -05 00 05
a

Figura 5.21: Variacdo de o com o parametro a para alguns valores fixos de b. Em (a), (b),
(c), (d), (e), e (f) consideramos respectivamente b = —1, b = —0.999, b = —0.98, b = —0.96
b = beysp € b = —0.91. As linhas verticais tracejadas delimitam o intervalo de existéncia de
6rbitas complexas estéveis.

A figura 5.21 mostra como o varia com o valor de a para alguns valores do parametro b,
nota-se a partir da figura em questao que, partindo do estado Hamiltoniano onde a dissipacao é
nula (b = —1), & medida que aumentamos a dissipagdo do sistema criamos um gap entre a regido
de existéncia de o6rbitas de periodo 6 complexas e o surgimento das primeiras orbitas reais de
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periodo 6, o surgimento deste gap é acompanhado pela diminui¢do da regido de estabilidade das
orbitas complexas de perfodo 6, tal diminui¢do culmina no ponto b = beysp (figura 5.21 - (e))
onde tal regido se resume a um ponto. Este fato nos leva a concluir, ao menos para o caso em
estudo, que a dissipacao tem por efeito final diminuir gradativamente, terminando por destruir
a estabilidade das érbitas complexas estaveis.

5.5 O Fator W,

O estudo realizado nos revelou que a partir do periodo 5, o discriminante da equacao
Fy(a,b;0) em relacdo a o, possui mais de um fator Wy, contudo apenas um destes represen-
ta as curvas de bifurcacao tangente.

(a) (b)

Figura 5.22: Dois casos possiveis para o discriminante Ay nulo, as setas indicam o ponto em que
A; =0. Em (a) temos uma representagdo de uma bifurcacdo tangente, em (b) um caso de uma
simples interseccao de o1, com os.

A Figura (5.22) traz uma comparacdo de dois possiveis casos para o anulamento do discri-
minante Ay, ou seja, para os dois casos temos um ponto, inicado em ambos os casos pelas setas
horizontais, em que os dois valores de o (07 e 03) coincidem. No entanto alguns fatos marcantes
distinguem estes dois casos, um deles é que no caso representado na Figura ( 5.22-(a) ) o ponto
em que o] = 09 possui uma Unica derivada, ao contrario do que acontece com o caso da Figura
( 5.22-(b) ). Outra diferenca entre os dois casos estd no fato que para o primeiro ponto no qual
o = o1 delimita o valor de a para o qual temos o1 e oy reais, no caso (b) tal delimitacdo nao
existe.

O aparecimento dos fatores W, estdo relacionados com o fato de que a partir do periodo
5 alguns coeficientes 6;(a,b, o), das equagdes orbitais parametrizadas Py, terem em sua consti-
tuigao fragoes de equacoes algébricas dadas por N;/Dy. Contudo as resultantes R(N, Fy;0) e
R(D, Fy; o) possuem o fator Wy, em comum, sendo portanto a curva Wy uma indeterminagdo na
qual o limite tomado em direcoes opostas é diferente de maneira que mesmo havendo dois valores
de ¢ via um cruzamento como exposto na figura (5.22 b), ainda teremos duas 6rbitas de periodo
k diferentes.



Capitulo 6

Circulacoes no Espaco de Parametros

Consideramos agora as mudangas sofridas pela dindmica ao efetuarem-se circulagoes quasi-
estdticas fechadas ao redor das singularidades encontradas no espago de pardmetros no capi-
tulo anterior. O objetivo principal é encontrar-se uma “assinatura algébrica” para desconti-
nuidades na dindmica simbolica bem como um entendimento do problema de rotular orbitas
periddicas para sistemas multidimensionais.

6.1 Introducao

E sabido que para o mapa quadratico (caso unidimensional do mapa de Hénon) é possivel
estabelecer a chamada dinamica simbdlica, ou seja rotular as 6rbitas com uma sequéncia de dois
sinais, dependendo se um ponto de uma dada 6rbita pertence ao intervalo [—1,0] ou se pertence
ao intervalo [0, 1]. E comum se usar a notacdo 0 para um ponto orbital pertencente ao intervalo
[-1,0] e 1 para um ponto pertencente ao intervalo [0,1]. Contudo, para o caso do mapa de
Hénon (com b # 0) tal método de rotular as érbitas ndo se aplica.

A maneira pela qual exemplificaremos, e analisaremos estas questOes serd através de circu-
lagoes (caminhos fechados) no espago de parametros (a,b), que tém como caracteristica funda-
mental englobar o ponto (a,b) = (2,0).

Um estudo bem particular nesta linha ja foi apresentado por Hansen [24], quando do estudo
do periodo 6 do mapa de Hénon. Em contraste com tal trabalho faremos neste capitulo um
estudo muito mais detalhado, nao s6 do caso particular tratado por Hansen, no qual este estuda
uma circulacdo de uma tdnica 6rbita de periodo 6, como também para as outras 6rbitas de periodo
6, bem como analisaremos as circulagoes com 6rbitas de perfodos mais baixos, a comegar pelos
movimentos de periodo 4.

6.2 Procedimentos Numéricos

A maneira pela qual numericamente realizaremos as circulacoes sera através do procedimento
usado por Hansen em seu trabalho [24].

Consideremos z;,y; duas componentes de um ponto de uma 6rbita de um dado periodo k,
este fato implica que:

G = g"(ziy) — 2 =0,
H = h[k}(‘rlayz) -y =0,

onde ¢gl¥! e hlkl s30 as funcdes obtidas via iteracdo do mapa de Hénon.
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Desta forma temos um sistema de duas equacoes simultineas. Este sistema pode ser resolvido
numéricamente através do método de Newton para equacoes simultdneas, tal método envolve
um processo de convergéncia dado por:

H(zi, yi) Gy (i vi) — G(zi, vi) Hy (4, ys
Tis1 = zi+ (T4, i) y(wz Yi) (73, :) y(l'z yz)’

D
_ G(wi, yi) Ho (i, yi) — G(zi, yi) He (i, i)
Yir1 = Y+ D .

Sendo que:

H(zi,yi)  Glws,y:)

H(zi,y:) Gy(zi, i) — G(@i,yi) Hy(wi,yi) = Hy(zivy:) Gyleiyi)

G(zi,yi)  H(wi,yi)

G(xi,yi) Ho (i, yi) — H(@i, yi) Go(mis yi) = Go(ziyi) Hy(zi,ys)

_ | Ga(wi,yi) Hyl(wisys) | _ . oy . o
D= Gy(zi,yi) Hy(zi,v:) = Gy(wi, yi) Hy(wi, i) — Ho(wi, yi) Gy(@i, i),

onde, por exemplo, Gy(z;,y;) denota a derivada parcial da funcdo G(z,y) em relacio a y, cal-
culada no ponto (x;,y;). Demonstra-se no apéndice E que para o caso do mapa de Hénon, o
denominador D é identicamente igual a variedade que descreve o surgimento do periodo k em
analise, ou seja, o denominador D tende a zero & medida que se vai chegando perto da bifurcacao
em que a oOrbita sob anélise nasce, o que faz com que a circulacdo considerada cesse.

Ainda faz-se necesséario algumas observagoes sobre as circulagdes, fazendo algumas conside-
racoes sobre a maneira de como estas sao realizadas.

As imposicoes bésicas sdo as seguintes:

e Iniciar as circulac¢oes do ponto (a,b) = (2,0) onde o mapa de Hénon segue a dinamica do
mapa quadratico, e onde temos a existéncia de todas as érbitas de todos os periodos de
maneira instavel.

e Mudar de maneira quase estética os parametros (a,b), usando para cada novo ponto no
espaco de parametros a solucao calculada no ponto anterior, sendo que usaremos o método
de Newton para equagoes simultaneas para calcular os novos pontos da 6rbita de um dado
periodo.

e Garantir a continuidade da solucdo, ou seja a cada novo ponto no espago de parametros
considerado, verificar se nao houve um salto de uma érbita para outra de um dado periodo
k. Considerando a continuidade dos pontos da érbita em andlise, estaremos considerando,
por consequencia a continuidade da soma destes pontos orbitais ou seja de o.

e Verificar a cada novo ponto (a,b), se a solucao obtida através do método de Newton é de
fato de uma érbita para o periodo em estudo .

Estas condicGes serao impostas em todas as anélises que serao feitas neste capitulo.
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6.3 Circulacoes em Torno de Estruturas de Periodo 4

Apresentamos no capitulo 5 uma analise da estrutura das regides de estabilidade dos movi-
mentos de periodo 4, no espaco de parametros. Neste estudo notamos a presenca de uma cuspide,
localizada na linha b = 1, na curva que define o nascimento de 6rbitas de periodo 4 de uma curva
de bifurcacao tangente. Embora, como vimos no capitulo anterior, a estrutura ciispidal se localize
parcialmente fora do intervalo —1 < b < 1, a simplicidade das equacoes algébricas que envolvem
o estudo da dindmica dos movimentos de periodo 4 é tal que poderemos abordar o problema de
maneira totalmente analitica.

6.3.1 As Orbitas de Periodo 4 para (a,b) = (2,0)

Comecemos por considerar o caso (a,b) = (2,0), neste caso a equagdo (4.8) se reduz ao
produto de dois fatores Fy = p1ps de modo que:

pr = ol—0—4 (6.1a)
pr = o+1 (6.1b)
Considerando a resultante R(p1, P1;0), temos

1 = 01(2)Os(z) = 2°—27 — 7%+ 62° + 152" — 102® — 102% + 4z + 1, (6.2)

onde O;(z) = 0 se refere 4 equacao orbital da orbita ¢ para (a,b) = (2,0). Desta forma vemos
que a resultante considerada nos da um fator ®; que é o produto de duas equagdes orbitais de
periodo 4. De fato, pela natureza quadratica, de p; em o, podemos escrever a forma explicita
das equacgoes orbitais O1(z) = 0 e O2(x) = 0. As solugdes da equacdo p; = 0 sdo dadas por
a§2) = (14+17)/2, 052) = (1 —/17)/2, desta maneira temos para U§2) e 052) respectivamente:

Oila) = o'~ (1 +VIT3? — (3—VITa® ~ (2~ VDD~ 1, (6.32)
Oo(z) = a*— %(1 ~ V)b — %(3 +VIDe? — (24 VD) — 1. (6.3b)

Da mesma forma considerando R(p2, Py;0) = 0 temos a equagdo orbital:
By =03(x) = z*+2°—42” —do+1. (6.4)

Numeéricamente os pontos orbitais sdo dados na tabela (6.1).

Tabela 6.1: As trés trajetorias de periodo 4.

Lrator [O] sa [  x [ x5 | xa | o [ o™ ]
& [ 1] —0.891476 1.205269 0.547325 1700434 | 2.5615528128 | o)
2 | —1.864944 —1.478017 —0.184536 1.965946 | —1.5615528128 | ol>

[ @ [ 3] —1.827090916 | —1.338261213 | 0.2090569265 | 1.956295202 | —1 IESE

A tabela (6.1) apresenta os pontos orbitais para (a,b) = (2,0) bem como os valores de o
associados a cada orbita. Tais pontos orbitais encontram-se ilustrados na figura (6.1).
Na figura (6.1) mostramos a distribui¢do dos pontos orbitais. Notemos que apesar das trés
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Figura 6.1: Estrutura das trés orbitas Oy, n = 1,2,3, quando temos a =2 e b= 0.

orbitas possuirem uma dindmica simbdlica diferente, a 6rbita Oy e O3 provém de uma Orbita
de uma mesma bifurcacdo tangente ao longo da linha b = 0. Vemos isso mais claramente
considerando a equacao paramétrica para b = 0.

0% —(4a—-3)c—4=0 (6.5)

Ilustramos as solugdes da equagio (6.5) na figura (6.2).

(b)

Figura 6.2: Os valores de ¢ em relagdo ao parametro a para b = 0. Em (a) mostramos uma visao
geral da dependéncia de o com a, em (b) uma ampliagdo da regido retangular assinalada em (a).
A linha vertical tracejada representa a linha a = 2 e o simbolo (*) indica o nascimento de duas
orbitas de periodo 4, de uma bifurcacdo tangente.

Como podemos ver na figura (6.2), em b = 0 temos uma situagdo muito diferente daquela
que temos quando b = 1. A diferenga principal estd no fato de existir, neste tltimo caso, um
ponto em que temos trés 6rbitas com o mesmo valor de o, como observamos tal situagdo esté
relacionada com a cispide que existe na curva de bifurcagdo tangente. Consideramos na figura
6.3, a seguir, a uma visdo geral da superficie Fy(a,b,0) = 0.

Observemos ainda que para (a,b) = (2,0) temos duas oérbitas, Oy e O3 pertencentes a familias
algébricas [31] diferentes, aéz) e agl), estao correlacionados por uma bifurcacdo tangente, de modo
que estas duas o6rbitas, respectivamente, tem dinamicas simbélicas dadas por 1000 e 1001, note
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Figura 6.3: Duas vistas diferentes da superficie Fy(o,a,b) = 0.

ainda que pela figura (6.2), as érbitas Oz e O3 possue valores de o crescentes. A 6rbita O1, por
sua vez, surge de um processo de dobramento de periodo.

6.3.2 A Circulagao e Resultados

Consideraremos uma circulacdo que envolva a cispide de periodo 4 como mostra a figura
(6.4). Os trés segmentos de reta que constituem a circulagdo proposta sdo dados por:

Figura 6.4: Circulacdo em sentido horéario ao longo de ABCA .
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AB . b:7—3, (66&)
a 9

BC b= 1 + e (6.6b)
a 2

A = - — —. .

C b 373 (6.6¢)

Esta circulacdo pode ser feita com apenas uma tnica 6rbita sendo que as outras duas tornam-
se complexas ap6s a circulagdo interseccionar a curva de bifurcacdo tangente. A érbita com a
qual fazemos a circulagdo proposta € a orbita rotulada de O;. Mostramos a seguir o que ocorre
com os pontos desta O6rbita 4 medida que seguimos a circulagdo. Apresentamos a evolucdo dos
pontos orbitais durante a circulagdo na figura 6.5.

[ (a) | I (b) 4 v

S = N W
\]
~

T

Figura 6.5: A evolugéo no espaco de fases, de O;(z) para Oz(z), da 6rbita que permanece real
durante a circulagdo horéria de A - B — C — A ao longo do tridngulo demonstrado na
Fig. (6.6). Orbitas iniciam e findam a circulagdo na parabola logistica. (a) A linha tracejada
indica a posicao da oOrbita inicial O; quando parte-se do vértice A; (b) A 6rbita no vértice B;
(c) A orbita no vértice C; (d) Chegada a A, com a orbita final Oy. O cruzamento da linha
tracejada vista em (a) é topologicamente diferente da situagdo em (b)-(d). Compare os pontos
orbitais 1,2,3,4 com os seus correspondentes na Fig. (6.1) .

A figura (6.5) mostra de modo explicito uma espécie de histerese no espago de fase, de modo
que iniciamos a circulagao no ponto A com a érbita O; e findamos a mesma, no mesmo ponto A
(ap0s realizar o percurso A - B — C — A), com a Orbita O,.



Capitulo 6: Circula¢8es no Espaco de Pardmetros 72

6.3.3 Consideracoes Algébricas

A mudanca de oOrbitas, motivada pela circulagdo proposta, implica necessariamente numa
troca de valores de o uma vez que a equacao orbital P, encontra-se parametrizada em relacdo a
esta varidvel, portanto uma troca nos valores de ¢ implica numa troca de pontos orbitais para
um determinado ponto no espacgo de pardmetros.

Como observamos no ponto A da circulagao podemos rotular as orbitas O, Oy e O3 pelos
valores de o correspondentes. Contudo, pela natureza cibica, em o, da equacao F; = 0 podemos
considerar as solugoes gerais desta equagao.

o1 = Ny+N_, (6.7a)
o2 = wN; + % = wN; +w’N_, (6.7b)
o3 = w?N, + % = w?’N, +wN_, (6.7¢)
onde:
N, =V +VA,, (6.8)
e
N_= N% (6.9)

sendo ainda A = V2 — U3, que podemos ainda escrever como:

A = 4(1—b)2(1+b)4—[%a—(1+b)2]3

= ;—gcﬁ [9(1+0)? —4a] — (1 +b)* Ay, (6.10)
Ay = 4a— (5> — 6b+5)
= 4a—4(1 —b)? — (1+b)> (6.11)

E ainda:

w=—(1-iv3)/2 e w? = —(1+iV/3)/2.

De modo que, para (a,b) = (2,0) os valores dados pelas defini¢oes (6.7a), (6.7c) coincidem
com os valores dados na tabela (6.1).

Para vermos melhor o processo de mudanca do valor de o reconsideremos a expressao
Eq. (6.8), contudo escrevendo-a em coordenadas polares:

M) _ 3 0 in®Yr1 =
N7 —\/F(cos§+zsm§>w , n=123, (6.12)

onde r = |V + VAl e
RV +VA) (6.13a)

"
C\,
sinf = M, (6.13b)

cos 0
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onde R(z) e I(z) denotam a parte real e imaginaria de z, respectivamente. Portanto a nova
forma para oy, €

_ (n) u
o = N+ —
e .0 1 U 0 0 1
= {*/F(cos§+zsm§) w™ 7<COS——ZSIH3) o1 (6.14)

Notemos portanto que temos dois possiveis casos:
e A<0=3(V+VA)#0

e A>0=3(V+VA)=0

O Caso A0

Se considerarmos a regiao no espaco de pardmetros em que temos a validade da desigualdade
A < 0 notamos que:

VHVA=V+/V2-U3 =V +i /U3 -V2 (6.15)

Sendo que U3 — V2 > 0 na regido em analise.
Neste caso:

r_\/ =VV2+ U3 - V2=VU3 = r=VU5. (6.16)

Usando entao este resultado podemos escrever:
0 0
Op = \3/ VU3 (cos(g) —H’sin(g)) w4 . UU3

Notemos que na regido em anéilise temos sempre U > 0 desta forma podemos simplificar:

. _Zm = 13/% = {/VU3 =VU. (6.18)

op = ﬁ(cos +zsm§>
&
3

= \/ﬁ ((cos -l-zsm

(cos(g) - isin(g)) (w”_l)*. (6.17)

Logo podemos escrever:

VU <cos( ) — isin(

) (e - i

on = 22V/U (%(w"l)cos(g) - QW™ 1)cos(g)). (6.20)

) @
(w"l)*> . (6.19)

w| >

E ainda possivel mostrar que:

Ou seja, todos os valores possiveis de o sao reais.
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Estudo do Caso A >0

Neste caso temos:

RV +VA) =V + VA, (6.21)

e por conseqiiéncia:

7‘:\/(?R(V—FX/Z))ZZ\/(V+\/K)2=\V+\/K|, (6.22)

e uma vez que (V + \/K) =0 temos:

RV +VA)  V+VA

cos(f) = . = Vvl = sign(V + VA), (6.23a)
sin(9) = M —0, (6.23b)

ou seja, temos duas possibilidades para que as expressoes acima sejam satisfeitas: § = 0 ou
6 = m, dependendo do sinal de (V + VA).
Ou seja

V+VA) >0 (V+VA)<0=0=0—>0=r. (6.24)

Usando a relagdo (6.14) para os o, vemos que:

*
_ /7 (1 4 10) w1 U 1—3 n—1
f = 0=0,=Vr(1+i0)w +\3/77( i0) (w"1)

0 = 7=>0,=r (% +i(§)) w4 % (% - i(?)) (W™ h)” (6.25)

Da equagdo (6.23a) vemos que 6 sofre um salto descontinuo de m quando V + /A muda
de sinal. O efeito em o, deste salto, é promover uma permutacdo entre os valores de o, im-
plicando uma correspondente permutacao das 6rbitas, uma vez que a evolucao das Orbitas, e
consequentemente de o deve ser continua.

O salto mencionado ocorre para V 4+ vVA = V + V2 —-U3 = 0, ou seja, para U = 0 e
V+VV2 =V+|V|=0onde V = (1—b)(1+b)2. Consequentemente, temos que a discontinuidade
que leva & mudanca da 6rbita ocorre quando:

U=0 e b>L (6.26)

Desta forma consideremos a circulagdo proposta no contexto da existéncia da curva U = 0
na figura (6.6):
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Figura 6.6: A circulagdo horaria ao longo do tridngulo ABC'A. A curva pontilhada representa a
curva U = 0 onde ocorre a troca de o .

De fato o que chamamos de salto nada mais é do que uma permutacao de raizes, de modo

que ao cruzarmos a curva U = 0 temos que: (o1,09,03) — (02,03,01) .

permutacdo na figura (6.7):

L U=0\‘ / L "/U=0 ]
: Re(0,) ‘ ‘Im(cl) ‘ ‘ :
</>J\ o) ]
r 1 a=0 A=0
LA =
BN =0 ] 1
F Re(o,) 1 }(ca)\/ B

2 3 4 5 2 3 4 5

a a

Figura 6.7: Permutacao dos valores de o.

Evidenciamos tal

Concluimos entdo que para fazermos uma circulacdo continua com a o6rbita (sem saltos de
pontos orbitais) ao redor da singularidade precisamos considerar uma permutagéo dos o;, sendo
que esta permutacao ocorre exatamente na curva U = 0.

As caracteristicas da curva U = 0 sdo muito semelhantes a curva obtida numericamente por
Giovannini e Politi[39], quando do estudo do periodo 6, para a borda da parti¢ao na qual tangén-
cias homoclinicas colapsam ao mesmo tempo, possuindo ambas as curvas, sinais de declividade
iguais e a propriedade de passarem pelo ponto de cuspide.
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6.4 Circulagoes em Torno de Estruturas de Periodo 5

Vimos nas secoes anteriores a existéncia de uma mudanca de 6rbita ao circularmos a ciispide
da curva de bifurcagdo tangente de periodo 4. Por outro lado apresentamos no capitulo anterior
a existéncia de duas estruturas ciispidais reciprocas nas curvas de bifurcagao de periodo tangente
de 5. Na presente secao iremos considerar algumas circulagoes ao redor destas singularidades.

6.4.1 As Orbitas de Periodo 5 para (a,b) = (2,0)

Da mesma forma que no caso do periodo 4 comecamos considerando a = 2,b = 0 na equagao
(4.17) que parametriza as 6 6rbitas de periodo 5, desta forma verificamos que esta se fatora sobre
o corpo dos reais em trés fatores de forma que:

F5 = p1paps = 0, (6.27)
onde:
p1 = o-—1, (6.28a)
pp = o’ +o0-8, (6.28D)
p3 = o> —o%—100+8. (6.28c¢)

Considerando as solugdes da equagao (6.27) temos :

Tabela 6.2: Valores algébricos de o para (a,b) = (2,0).

H pi H Uz(n) H

[m=0]o= 1 |
=0 o)) = ~5(1 - V33)
aé”z—%(l V/33)
af’): I+ vi+ v ]
p3 =0 O'é?’): 11+ wog + w?v_]
a:(,,?’)— 21+ w?vy 4 wo_]

onde: vy = {/31(=2 + 3iv/3), v_ = %, w=—%+ii/3.

Sendo que a equagdo orbital para o caso de termos (a,b) = (2,0) se reduz ao polindémio
seguinte:

1
Ps(z;0) = m5—0:1:4—|—§(02+0—10):v3
1 (205+304—6003+5702+62a—40) 22

4 302 —-30-2

1 /0%+30%°—490*+250% +23202 — 1800 — 80

— X
8 302—-30—-2

1 (+40 — 48202 — 640° + 07 + 1200 — 1416 0 — 10 0* + 687 03

2
40 302 —-30—2 )(6 9)
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Por outro lado a fatoragdo da equagdo (4.17) sobre os nimeros de reais, em trés fatores, (p1,
P2, P3), para o caso de (a,b) = (2,0), implica em termos trés equagdes polinomiais irredutiveis
para as Orbitas de periodo 5 para este ponto no espago de pardmetros.

Tabela 6.3: Fatores.

H Resultante H d H
| R(p1, Ps;0) | O5(z) =2° — 2 — 423 +32° + 3z — 1 |
R(pa, Ps;0) ®19(z) =20 + 2% —102% — 102" + 342° + 34 2°
—43z" —432% +122° + 12z + 1
R(p3, Ps;0) || ®15(z) = 2 — 21 — 1425 + 1322 + 78 2™ — 66 210

—2202% + 165 2% + 33027 — 21025 — 252 2°
+1262* + 8423 — 2822 —8x + 1

Sendo:
O5(z) = O1(x), (6.30a)
®19(z) = Oo()0s3(z), (6.30b)
Di5(z) = O4(z)Os5(x)06(x). (6.30¢)

Mostramos na tabela (6.4) os valores numéricos das 6 6rbitas de periodo 5 para os valores
(a,b) = (2,0), bem como os valores de o associados a estas Orbitas.

Tabela 6.4: As seis trajetdrias de periodo 5.

|| Fator || (¢} | X1 | X2 | X3 | X4 | x5 o | o-i(“) ||
[ @ [ 1 ] —1.6825070 | —0.8308300 | 1.3097214 | 0.2846296 | 1.9189859 SR
@19 | 2 [ —1.1601138 | 0.6541359 | 1.5721061 | —0.4715178 | 1.7776708 | 2.37228 | o0
3 | —1.9638573 | —1.8567358 | —1.4474680 | —0.0951638 | 1.9909438 | —3.37228 | o")
4 | ~1.0579280 | 0.8807883 | 1.2242119 | 0.5013050 | 1.7486932 | 3.29707 | o)
@15 || 5 | 19500598 | ~1.8379156 | ~1.3779338 | 0.1012983 | 1.9897386 | —3.08387 | o)
6 | 16415268 | —0.6946105 | 15175162 | —0.3028555 | 1.9082785 | 0.786801 | o)

Consideramos na figura (6.8) a distribuicdo dos pontos orbitais das 6 6rbitas para (a,b) =

(2,0), seguindo a notacao adotada na tabela 6.4.
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2 F g T A =
4 . 5 7 6 —
% . .
. .
0+ 7 —4F = H - .7 -
. . .
. .
1t . .
.7 \r ol i
. | y
-2 L Ef I L i
-2 0 2

Figura 6.8: Os pontos orbitais para as 6 orbitas de periodo 5 do mapa de Hénon para (a,b) =
(2,0). Os nameros indicam o valor de n da orbita O,.

A tabela (6.4) mostra que para (a,b) = (2,0) pode-se rotular as orbitas de acordo com a
natureza algébrica do o correspondente. Igualmente ao caso do periodo 4 consideraremos como
as Orbitas estao correlacionadas no caso de b = 0, para tanto comecemos considerando a equacao
paramétrica neste limite:

F5(a,0;0) = 0%—0°—(11a—3)o* + (18a — 11)0® + (194® — 19a + 44) o*
— (17a® +24a +36) 0 — 9a® — 28a + 32 + 40a’. (6.31)
As solucoes de Fs(a,0;0) = 0 sdo mostradas na Figura (6.9):

4 T | T | T
@ 1
2 | -
I L
0] 0+ i _
Sl | )
L | s ——

1.6 1.8 2.0 2.2
4.0 1.1 a =25
(a) o (b) / (©)

€] L |
35+ o, & : ~_
N 0y 3.0 | ® R
09 , ~—o0
2
O 30 ]l o 03(3) o { .
) 08 — g N g,
) =35 4
25 1 / 1
o 07 - ,
|

2.0 I I I I L 0.6 L
1.5 1.6 17 ].831.9 20 21 22 1.8 1.9 Zaﬁ 2.1 2.2 1.9 2.0 2.1 22

Figura 6.9: Pontos de nascimento das érbitas de perfodo 5 sobre a linha b = 0. No topo uma
visao geral do nascimento das orbitas de periodo 5 ao longo da linha b = 0. Em (a), (b) e (c)
mostramos em detalhe os pares de 6rbitas que nascem de um mesmo ponto, o simbolo (*) indica
o ponto em que temos o nascimento de um par de 6rbitas de periodo 5.
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Vemos a partir da figura (6.9) como as 6rbitas para (a = 2,b = 0) apresentadas e rotuladas
na tabela (6.4) nascem. O grau algébrico dos pontos que marcam o nascimento de um par de
orbitas de periodo 5 ao longo da linha b = 0, é 11 em ambas as coordenadas, a e o, sendo que
tais coordenadas sao raizes das seguintes equagoes:

2048 o' — 11264 010 + 16384 ° + 45056 ¢° — 270336 07 + 665216 0©

—11027846° + 1135104 0* — 300416 0® — 323072 0% — 90478 o + 224189 = 0,

4194304 o' — 32505856 ¢'° + 109051904 ¢ — 223084544 a® + 33665843247 — 402464768 a®
+379029504 a® — 299949056 a* + 211327744 a® — 120117312 a2 + 62799428 a — 28629151 = 0.

Ainda a partir da figura (6.9) podemos determinar as relages existentes entre as familias algé-
bricas em (a,b) = (2,0), proporcionadas pelas bifurcagoes tangentes.

Tabela 6.5: Relacoes entre os 0 em b =10

[ . ED

Moo |
1.624396989 | 2.501045048 | 0¥ = o@ | 04,0,
1.860586973 | 0.9149982317 | otV =¥ | 0y, 04

1.985409691 | —3.217952057 | o) = o | 03,05

A Tabela (6.5) traz um rapido resumo do cenério exposto na figura (6.9). Podemos ainda
complementar esta tabela promovendo um ordenamento decrescente dos valores numericos dos
diversos o em (a,b) = (2,0):

Tabela 6.6: Relagoes entre os o e a Dinamica simbélica

H (0] ‘ o ‘ familia simbélica ‘ familia algébrica H
4 3.2970 10111 ®15()
2 2.3722 10110 ®19()
1 1 10011 ®5(x)
6 | 0.78680 10010 B15(z)
5 | —3.0838 10001 ®15()
3 | —3.3722 10000 ®19()

Consideramos um ordenamento decrescente na tabela acima uma vez que pela figura (6.9)
vemos que em b = 0 ndo ha cruzamentos de curvas no plano (o,a). Tal fato pode ser usado, como
ilustra a tabela (6.6), para conectar a dindmica simbolica de uma dada orbita com a sua familia
algébrica. Notamos ainda pela tabela (6.6) que no limite considerado (b = 0) orbitas de perio-
do que nascem de uma mesma bifurcacdo tangente pertencem a familias algébricas diferentes.
Contudo tal obsrvagdo ndo é geral para qualquer b # 0, como veremos a seguir.

6.4.2 Resultados de Algumas Circulagoes

Partindo do ponto (a,b) = (2,0) consideramos primeiramente uma circulagdo que envolva a
caspide rotulada na figura (5.7) de (b). Uma possivel circulacdo que satisfaga esta condigdo é
mostrada na figura 6.10:
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Figura 6.10: Circulagdo ABCA: A: (2;0),B :(1.48;0.15),C : (1.55;0.2) .

Podemos realizar completamente esta circulacdo com duas érbitas diferentes sendo estas as
orbitas Oz e O4 cujos pontos encontram-se na Tabela (6.4). Contudo apenas a 6rbita Oy realiza
tal circulacao sem modificagao final, por outro lado a 6rbita Os, vai ao longo da circulagdo se
transformando adiabéaticamente na érbita O;. Mostramos a evolucao da 6rbita Oy na figura 6.11
a seguir.

@ > |G

-1t IS

-2 b L L L d -2

| © g 1@

-2 b L L L d -2

Figura 6.11: Evolucdo no espago de fase da orbita Oy durante a circulagdo proposta. Em (a)
orbita inicial Oz no ponto A; (b) A o6rbita no vértice B; (¢) A oérbita no vértice C; (d) A
orbita O no vértice A.

A figura 6.11 nos mostra como a érbita O2 vai se modificando ao longo da circulacao, se
transformando adiabaticamete na 6rbita Oj.

Reportamos, no estudo das circulagoes das 6rbitas de periodo 4, a ocorréncia de um fenémeno
similar, contudo o presente caso é o primeiro caso em que temos uma histerese orbital no intervalo



Capitulo 6: Circula¢8es no Espaco de Pardmetros 81

|b| < 1, outra diferenca marcante é que o fato que a troca de oOrbitas no caso presente ocorre
entre duas 6rbitas que tem os respectivos valores de o pertencendo a corpos algébricos diferentes
em a = 2,b = 0, ou seja a circulagdo ao redor da cuspide nao somente tem como consequéncia
uma troca de érbitas mas também uma troca de corpos algébricos.

Propomos agora uma circulagdo que envolva a estrutura reciproca da estrutura estudada na
circulagdo anterior, que como j4 observado, ocorre na regiao de b > 1.

/

0 1
3 A 17 37 57 77

Figura 6.12: Circulagdo ADEA onde A : (2;0), D : (60;6.4), E : (70;6.7) .

A circulagdo ADFE A proposta leva Os a Og, ou seja 0§3) — 0§3) . Este resultado se diferencia
daquele que obtivemos considerando uma circulacdo ABCA, e nos revela um processo de troca

de orbitas pertencentes a uma mesma familia algébrica em (a,b) = (2,0).

Tabela 6.7: Resultados Algébricos das Circulagoes.

H Circulacao H Efeito Final H
Ci: ABCA 0§2) — 0%1) : 0%3) — 0%3)
Co: ADEA 0&3) — aés) ;
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6.5 Circulagoes em Torno de Estruturas de Periodo 6

Como consideramos no capitulo anterior, o caso dos movimentos de periodo 6 é bastante
interessante pois ndao s6 mescla dois tipos de estruturas cispidais que ja apareceram em casos de
periodos mais baixos (periodo 4 e 5), bem como hé o surgimento de estruturas cuspidais novas.

6.5.1 As Orbitas de Periodo 6 para (a,b) = (2,0)

Comecemos considerando a analise do ponto (a,b) = (2,0), desta forma temos que a equagio
parameétrica Fg(a,b; o) = 0 se fatora de maneira que Fg = p1papsps onde:

pp = o-—1,

p2 = o+1,

p3 = o0 —2lo+28,

ps = or+o0®—240% — 40+ 16.

A existéncia desta fatoracdo nos permite rotular algébricamente as érbitas de periodo 6 no
ponto (a,b) = (2,0), uma vez que a equagio pipop3ps = 0 implica em termos 6 valores distintos
de o, distribuidos em 4 familias algébricas, como mostra a tabela a seguir:

Tabela 6.8: Valores algébricos de o para (a,b) = (2,0).

H pi(o) | o |

lp=0-1 |0 =1 |
lp=o+1 |0 =1 |

3
ag ) = woi + wlo_

p3=o03—210+28 O'é?’) = w?vy +wu_
a:(,,?’) A

0(4):—%(1+\/(§+ 2(65 + /65 )
(1 2(65 — )

pa=oct+03—2402—40+16 | oS =

»N»—A

(4) _

»lkl»—t

V65 —
- 1 (1o r_W

1
1

onde:

v+ = \ 7(_2 +Z\/§)7
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A equagdo orbital para (a,b) = (2,0) é dada por:

Ps(0) = 2% — oz® + %(a +4) (o —3)zt — f—éw‘% + é\[—;x2 - ﬁ%x + 16(;/\124202’ (6.33)
onde:
D = 30°-70%-130+ 13, (6.34a)
N1 = 20" +0%—860°+1260" +3580° — 3430 — 500 + 56, (6.34b)
No = 0" +30%—700° + 480" +6790° — 68302 — 1218 0 + 1048, (6.34c¢)
Ny = o +60% 910" — 780°% +16930° — 976 0* — 6911 0% + 5496 >
+2508 0 — 2128 (6.34d)

Ny = 20" +140" — 24702 — 2680 + 798400 — 80720 — 80966 0° + 157668 o
+184938 0% — 530694 o® + 88965 * + 373032 0> — 197156 o2
—13440 ¢ + 15680. (6.34e)

A existéncia de uma fatoracdo de Fg = p1popsps implica na existéncia de 4 familias de érbitas
que s3o obtidas considerando as resultantes da equagao orbital (6.33) com cada cada fator p;:

Tabela 6.9: Familias algébricas de 6rbitas.

H Resultante H d(x)

R(p, Ps;o) | @) =25 — 25 — 524 +42% + 622 — 32— 1

R(pa, Ps; 0) @532) =28 +2° - 62" —623+822+8z+1

R(p3, Ps;0) || @18 = 2'® — 18210 + 21 + 1352 — 1525 — 546 212 + 90 211 + 1287210 — 276 2°
—178228 + 45927 + 138525 — 4052° — 534 2% + 17023 + 7222 — 242 + 1

R(p4, Ps;0) || ®os = 22 + 223 — 24222 — 232" +2522%0 4 229219 — 1521 218

—1292 2'7 + 5832 216 4 4540 15 — 14822 ' — 10282 '3 + 25284 22 + 15001 £
—28667 210 — 13653 2 + 20886 28 + 7168 7 — 9126 25 — 1802 °

+2085z* + 10123 — 18022 + 12z + 1

As familias algébricas, igualmente aos casos estudados anteriormente, relacionam diferentes
6rbitas de periodo 6 num mesmo corpo algébrico. Tais relacoes sdao expressas por:

aM(@) = 0i(z), (6.35a)
3P (z) = Oy(a), (6.35b)
®13(z) = O3(z)04()O05(z), (6.35¢)
®ou(z) = Og(x)O07(x)0s(x)Oy(x). (6.35d)

Os valores numéricos das 9 6rbitas de periodo 6 sao dados na tabela (6.10), bem como os
valores de ¢ numéricos e algébricos associados com cada érbita.
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Tabela 6.10: As nove trajetdrias de periodo 6.

Fator ||

[«

xs |

[ x|

(6] X2 X4 X6 o i
[ o || 1 ] 177001 | —1.13612 | 0.70920 | 1.49702 | —0.24107 | 1.94188 | oV ]
[ o [ 2 [ —1.91114 | —1.65247 | —0.73068 | 146610 | —0.14946 | 1.97766 EERERE
@10 || 3 | —1.99006 | —1.96034 | —1.84205 | —1.39647 | 0.049861 | 1.99751 | —5.1424 | 0¥
4 | —1.75644 | ~1.08509 | 0.82257 | 1.32337 | 0.24868 | 1.93815 | 1.49125 | oy
5 | —0.91242 | 116748 | 0.63697 | 1.59426 | —0.54168 | 1.70658 | 3.6511 | ol
@y | 6 | —1.99066 | —1.96274 | —1.85234 | —1.43119 | —0.048327 | 1.99766 | —5.2875 | o\")
7 | —1.91649 | —1.67204 | —0.79872 | 1.36203 | 0.14486 | 1.97901 | —0.9022 | o\
8 | —1.55934 | —0.43156 | 1.81374 | —1.28968 | 0.33671 | 1.88662 | 0.7564 | ol»
9 | —0.97196 | 1.05528 | 0.88638 | 1.21432 | 0.52541 172393 | 4.4336 | 37

Mostramos na Figura (6.13) a distribuigdo respectiva de todas as orbitas apresentadas na
Tabela (6.10).

s Z s
L 4 F / 1 F s 1
. s s
e e
e -
. | . s | s \ . 1 .
2 | T T T | T T = | T T /'_
7 g 8 .7 9 .
L 7 4 F 7 4 F .
s s e
z // s
0 — s H s -4 s —
s s s
e e
e e
o s 1 F s 4 F .
A . . \
e e
s s
—2 w 1 | 1 1 | 1 \_ 1 | 1

Figura 6.13: Distribuicdo dos pontos para o periodo 6 do mapa quadrético.

Assim como ilustrado nos casos anteriores estudados periodos 4 e 5 as 6rbitas O; da tabela
(6.10) estao relacionadas entre si, sendo que no caso da linha b = 0 temos que a equacgao (4.19 ),
que relaciona estas érbitas, é dada por:

o’ +0®—2(12a—-1)0" +2 (da—T7) 0%+ (144a® — 164 + 49) o°
— (112a* - 164 + 175) 0* — 4 (640® — 40a” — 34a — 35) 0*
+4 (64a® —120a” +138a — 49) 0® + 16 (164> — 19a”> —26a+28) ¢
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~16 (16a® — 37a + 24) a = 0. (6.36)

Esta equacao correlaciona as 6rbitas que provém de uma mesma bifurcacdo de dobra quando
temos b = 0. Mostramos tal relagdo graficamente na Fig. (6.14), onde, analogamente ao caso
do periodo 5, indicamos o rétulo das 6rbitas no caso de a = 2 .

i (a)g/—é
|

Figura 6.14: Conexao entre as 6rbitas de periodo 6 que vém de bifurcagoes de dobra. Os circulos
indicam os valores de o para a = 2, o simbolo () indica o ponto em que temos o nascimento
de duas érbitas de uma bifurcacao de dobra sobre a linha b = 0. No topo: uma visdo geral de
surgimento das orbitas de periodo 6 provindas de bifurcages tangentes.
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Na figura (6.14) mostramos como os a§n), em (a,b) = (2,0), estdao correlacionados, ao longo

da linha b = 0. Nesta figura ilustramos a localizagdo de nascimento das 6rbitas ( pelo simbolo
(%) ), tais pontos em a sdo dados pelas solugdes do polindémio

1099511627776 *° — 10445360463872 a*® + 44873818308608 a'®
—121736553037824 ¢! + 245929827368960 ¢'® — 399107688497152 ¢'®
+535883874828288 a4 — 617743938224128 ¢ + 631168647036928 a2
—576952972869632 o' + 484537901514752 ¢'® — 376633058918400 o°
+263974525796352 a® — 173544017002496 a” + 104985522188288 a°
—58905085704192 a® + 33837528259584 a* — 15555915962496 o>
+8558772746832 a® — 1167105374568 & + 3063651608241 = 0

A tabela (6.11) resume a figura (6.14).

Tabela 6.11: Relagoes entre os ¢ em b =0

L o« | o " | o |
1.474695377 | 3.462727647 | 0¥ =0V | 05,04
1.907250677 |  1.200622170 | ot = P | Oy, 04
1.966764310 | —0.9328744744 | o2 = oY | 0,,0;

1.996375246 | —5.211297281 | o\ = o'® | 05,04

Na tabela (6.11) apresentamos os valores numéricos da localiza¢do dos pontos onde, ao longo
da linha b = 0, ocorre uma bifurcagdo tangente dando origem a dois movimentos de periodo 6.
Igualmente aos casos anteriormente estudados as bifurcagtes tangentes, em b = 0, relacionam
somente familias algébricas diferentes existentes em (a,b) = (2,0).

Ordenando os valores de o, em (b =0, a = 2), cujas orbitas relacionadas vém de bifurcoes
tangentes, ao longo da linha b = 0, em ordem crescente de valores temos:

Tabela 6.12: Relagoes entre os ¢ e a Dinamica simbélica

H (@) ‘ o ‘ familia simbolica ‘ familia algébrica H

9 | 4.4336 101111 Do4(7)
5| 3.6511 101110 B1g(x)
4 [ 1.4912 100111 ®15(z)
1 1 100110 3V

7 | —0.9022 100011 Doy ()
2 | -1 100010 3% (z)
3 [ —5.1424 100001 ®1g(x)
6 | —5.2875 100000 Do4(7)
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6.5.2 Algumas Circulagoes e suas Implicacoes

Tal como considerado nos casos do periodo 4 e 5 consideraremos algumas circulagoes que
envolvem as singularidades que existem no espago de pardmetros para o periodo em questao (
apresentadas na figura (5.11) ).

Iniciamos a discussao considerando o conjunto de circulagoes mostrado na figura 6.15:

2.0 -
1.5 |
b 1.0 -

05 -

0.0 —
0

Figura 6.15: Algumas circulaces que envolvem as estruturas singulares. Os pontos que definem
os vértices das circulagoes sao dados por: A : (2;0), B : (1;0.58), C : (1.4;0.7), D : (4;1.5),
E:(3;1.8), F:(7,2).

Comecemos analisando a circulacio ABCA, tratada na literatura em [24] e, mostrada na
figura (6.15) pelo triangulo ABCA. Como notamos nesta figura a circulagdo envolve apenas
uma cuspide que é mostrada em mais detalhe na figura (5.12(d)). O referido trabalho trata da
circulagdio com a érbita para qual temos o = of. O efeito algébrico desta circulagdo é uma troca
de raizes do polinémio p4, mais especificamente a circulacao leva 01(14) a agl).

De fato existe uma segunda 6rbita com a qual podemos fazer esta mesma circulacao de
forma que esta permaneca sempre real, contudo esta orbita, para qual temos o = 0§3), nao sofre
nenhuma mudanga quando do término da referida circulacao.

Consideremos agora um prolongamento da circulagio ABC A, indicada na figura (6.15) pelo
tridngulo ABDA, vemos que esta circulagdo envolve duas singularidades: a ciispide circundada
pela circulacao ABC A e a cuspide localizada em b = 1 e tratada com mais detalhe na figura

(5.12e). Esta circulagdo tem como resultado a mudanga de duas 6rbitas de periodo 6 em duas
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outras, ao se findar a circulagao em questdo. Uma destas orbitas é a que tem sua dindmica
modificada pela circulacado ABCA, e que possui a mesma mudanca nesta circulacdo. Em con-
trapartida a outra orbita que tem sua dinadmica modificada pela circulacdo ABDA, no sofre
nenhuma modificagdo na circulacdo ABCA. O efeito final da circulaggo ABDA & uma troca de
polinémios de forma que aég) — 09.

Prolongando ainda mais a circulacao anterior, analisamos agora o efeito de uma circulagao que
envolva a singularidade mostrada em detalhe na figura (5.12b), comparando com os resultados
das circulacoes discutidos anteriormente. Para tanto consideramos a circulacdo ABEFA que,
como podemos notar, envolve as trés estruturas cuspidais. O resultado final desta circulagao,
feita no sentido horario, é o da mudanca de duas 6rbitas em duas outras, tal como o resultado da
circulacdo ABDA considerada anteriormente, mas no presente caso temos que uma das Orbitas
se “transforma” numa outra que é diferente da 6rbita final quando da consideracado da circulacao

(4)

ABDA. Concretamente temos como resultado desta nova circulagao a transformacao: o5’ —
oD, o o)
famfilia algébrica.

Note que se considerarmos a circulacdo ABEDA teremos o mesmo resultado da circulacao
ABDA. Ainda na regido de b > 0 existe uma quarta circulacao que pode ser considerada, e que

envolve a estrutura cuspidal que é mostrada em mais detalhe na figura (5.12c).

, e desta forma novamente temos uma troca de orbitas dentro de uma mesma

Figura 6.16: Circulacio A : (2;0), B : (1.52;0.22),C" : (1.58;0.2436) .

Na figura (6.16) a circulacdo AB'C’ A feita no sentido horério, de modo que o segmento de reta
C’ A esta contido no segmento de reta AB, segmento este que é integrante da circulacdo ABCA.
Esta circulagdo pode ser feita, de maneira completa, com 4 érbitas de periodo 6 diferentes, 6rbitas
estas que para (a,b) = (2,0) sdo rotuladas por ogl), 053), 0&3) e o£4). Contudo a tnica o¢rbita que
sofre uma mudanca ao findar a circulagdo em questdo, é a 6rbita para qual temos o = agl) de
maneira que ao completarmos o percurso AB' C' A vemos que esta 6rbita muda adiabaticamente
para a 6rbita que possui o = 054) no ponto A.

Estudaremos agora o efeito da circulacao que envolve uma das estruturas caspidais presentes
na regido de b < 0, e que, ao contrario das demais, é feita no sentido anti-horario.

A figura (6.17) ilustra a circulacdo (AGH) proposta ao redor da estrutura cuspidal mostrada

anteriromente em detalhe na figura (5.12g). Esta circulagdo pode ser feita com trés érbitas
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0.0

-0.5

-1.0

7

-1.5

.0 L | L L | L | 4 |
-1.3-0.3 0.7 1.’5 2.7 3.7 4.7

Figura 6.17: Circulagdo A : (2;0),G : (3;—1.5), H : (4;—-1) .

diferentes de periodo 6. O efeito principal desta circulagdo é novamente uma troca de polindémios
de maneira que 0(4) — ag ).

Como ja mencionamos ainda é possivel fazer a circulacdo em questao com duas outras érbitas,
contudo tais 6rbitas ndo sdo modificadas ao findar desta circulacgio.

Relembremos que apesar da circulacdo AGH A envolver uma estrutura semelhante, no plano
(a,b), a estrutura ao redor da qual consideramos uma circula¢do com movimentos de periodo 4,
temos diferengas topologicas significantes, no plano (o, a), entre estas duas estruturas.

Resumimos nossos resultados agora para todas as circulagoes estudadas, na tabela (6.13).

Tabela 6.13: Resultados Algébricos das Circulagoes.

H Circulacao H Efeito Final H

C,: ABCA D S S
Co: ABDA (4) — Ué ), 0§3) — Ugg)

Cs: ABEFA (4) =0 oY 5 oY
Cs: ACDA ( N Ué ), 0§3) — Ugg)

Cs: ACDEFA (4) T

Ce¢ : ADEFA (4) — Ug ), 052) — Ugg)

C;: AB'C'A ( ) 054), aé ) 053) ; ag?’) — J§3); 0514) — 0514)

Cs: AGH (4)—)051),U§3)—)0g),0§)—>O‘§1)

Notemos que consideramos na tabela acima trés circulagoes (Cy, Cs, Cg) ndo tratadas no texto
até aqui. Estas circulagtes nada mais sdo que uma combinacao, em tltima analise, dos resultados
principais dados pelas circulacoes C1, Ca, C3. Notemos ainda que algumas destas circulagoes em
algumas partes das mesmas, se contrapdem ao sentido dado pelas setas presentes na figura (6.15),
mas esta aparente discordincia ndo compromete a natureza dltima das circulacoes, propostas
para a regiao b > 0, de serem todas no sentido horério.
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Conclusoes

Mostramos, pormenorizamos e sistematizamos neste trabalho um método algébrico de estudo
de dindmica bem singelo. Uma das principais vantagens do método proposto é a obtencao de uma
forma normal para todas as equacoes orbitais de um dado periodo parametrizadas em relagdo a
o (a soma dos pontos de uma 6rbita). O grau da equagdo paramétrica em o é igual ao niimero
total de 6rbitas periddicas para um cada periodo k.

O estudo deste método nos trouxe resultados importantes para aplicacdo em sistemas di-
namicos polinémiais gerais como, por exemplo, a existéncia das decomposicbes dos coeficientes
de Girard-Newton, que é a consequéncia algébrica das periodicidades no sistema, uma vez que,
como observamos, serem tais decomposicoes invariantes frente a troca ciclica de seus fatores.

O método estudado ainda nos revelou a possibilidade de se reduzir a andlise da dindmica
de qualquer sistema multidimensional ao estudo de um conjunto com apenas trés equagoes: (i)
a equagado orbital parametrizada, (ii) a equagdo paramétrica e (iii) a equagdo de autovalores
parametrizada.

A partir destas trés equagoes conseguimos obter de maneira andlitica os dominios de estabi-
lidade dos periodos 1, 2, 3, 4, 5 e 6. Para os periodos 4, 5 e 6, tais dominios ainda nao tinham
sido obtidos na literatura. O estudo analitico nos revelou uma estrutura geral destes dominios
dada por:

N |2(N—i)
YUY o |a =0, (7.1)
i=0 | j=0

onde C; sao constantes que satifazem uma relacao de reciprocidade:
Cj = Con—i)—j- (7.2)

A equacdo (7.1) é invariante frente a troca de coordenadas b = 1/b' e a = a'/b'? o que esta
relacionado com a invertibilidade do mapa de Hénon. Tal invaridncia é somente valida para
as curvas que descrevem as fronteiras de estabilidade, de maneira que pelas expressoes obtidas
para a variedade Wi(a,b,o0, ), (obtida para os periodos k= 1, 2, 3 , 4 e 5), somente temos os
coeficientes de a sendo polinémios reciprocos no pardmetro b em duas Unicas situagoes, quando
A=+4+led=-1

A importancia da obtencdo anélitica de tais dominios mostrou-se fundamental pois assim
pode-se, como é mostrado no capitulo 4, obter uma expressao analitica para uma estrutura até
aqui desconhecida nas curvas de bifurcacao tangente dos movimentos de periodo 6 do mapa de
Hénon. Tal estrutura revelou a existéncia de 6rbitas complexas de periodo 6 estéveis nao sé no
caso Hamiltoniano (b = —1) como também fora dele. Tal resultado acreditamos ser de extrema
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importancia para o estudo do chamado caos qudntico onde 6rbitas complexas estaveis, chamadas
de drbitas fantasmas (ghosts) no contexto desta area, tem implicagoes fisicas de importantes, por
exemplo, na derivacdo da densidade de estados.

No capitulo 5 estudamos a influéncia das cuspides existentes nas curvas de bifurcacao tangente
para os periodos iguais a 4 e superiores. Verificamos, a existéncia de histereses orbitais, fen6meno
estudado na literatura de maneira numérica e parcial e via aproximagoes tetra-modais [28]|. Nosso
trabalho, em contraste, relaciona tais histereses diretamente com o pardmetro o, de maneira que
conseguimos fazer um estudo analitico rigoroso das histereses de periodo 4, que nos permitiu
encontrar uma explicacao do fenémeno.

O método aqui desenvolvido é geral e pode agora ser aplicado a outros sistemas dindmicos
de interesse. Por exemplo, para estudar a dinimica de dois osciladores (mapas) acoplados,
sistema prototipico que vem sendo amplamente utilizado hoje em dia para estudar como ocorrem
sincronizagoes, tanto espacial quanto temporal, em sistemas complexos. Além deste, um aspecto
que achamos de particular interesse para exploracao futura, é a simulacdo de sistemas com
atrasos temporais, utilizando-se o mapa de Hénon com atraso temporal, por permitir este sistema
a investigacdo analica do interrelacionamento das variadades de sincronizagdo em func¢do dos
pardmetros e atrasos no sistema. Sistemas com atrasos possuem grande importancia no estudo
da complexidade em sistemas fisioloégicos e meterologicos.



Apéndice A

Revisao sobre Funcoes Simétricas

A.1 Funcoes Simétricas Elementares

Apresentaremos aqui uma breve revisdo sobre a teoria das funcdes simétricas baseada em
6bras da literatura [17, 18].

Um polindémio nas variaveis independentes x1, x2, 3, ..., Z, é chamado de simétrico, nestas
variaveis, se o polinénio permanecer inalterado quando da troca de duas, quaisquer, destas va-
ridveis. Chamaremos o conjunto destas variaveis independentes, z,, de um alfabeto. Chama-se
de fungoes simétricas elementares, E,, as somas:

E = E Ty,
E2 = E Ty Tyy,

Ey = E Tyy TuyLug,

E, = Zm,,a:,,la:,,z...acyn, (A1)

onde as somas acima indicadas se referem & soma sobre todos os elementos distintos de uma
dada classe, sendo que por classe subentende-se os diversos produtos de elementos distintos de
um dado alfabeto.

Torna-se entao facil ver que, se tivermos um conjunto de N elementos de um alfabeto, o
ntmero de elementos da soma de cada E,, serad regido pelas regras de uma combinacao simples,
ou seja o nimero P de parcelas de cada soma designada por £, é dado por :

N!

P= n!(N —n)! (42

A.2 Relacoes entre as Raizes e os Coeficientes de um dado Po-
linémio

Dada uma equacio em z de grau N, podemos dividir seus membros pelo coeficiente de z'V,
obtendo entdao uma equacao da forma:

f(x) =V VN T 4N 24+ ey1z+ ey =0 (A.3)

Pelo teorema fundamental da 4lgebra, este polinémio tem uma raiz z1, e seu quociente por z — 1
tem uma raiz z9, etc. Desta forma podemos escrever:
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flx)=(z—z1)(x —x2)...(x — zN) (A.4)
Teremos entao N raizes para f(x) = 0. Notemos agora que:

(z —z1)(x —x2) = z? — (1 + z2)z + T122

(x —z1)(x — z2) (. —23) = z3 — (1 +z2 + .T3)ZE2 + (2129 + 2123 + T2x3)T — T1T2T3

Por inducao podemos entao escrever:
N

flz) = = —(I1+"'+$N)-TN71+($1$2+$1£B3+---+:E2.'E3+"-—|—.’EN71:BN)$
—(.T1.T2$3 + x1x0T4 + -+ + .’EN_Q.TN_l.'L'N).TN_?’ + 4 (—1)N$1.’L'2 ... TN

N-2

Podemos entéo concluir que :

Chy = 1,
—¢c = T1+22+23++ TN,
Co = T1T2+x1x3+ '+ +TN_1ZN,
N
(=1)"eny = mizox3 --- TN

ou seja os coeficientes do polinénio (A.3) estdo diretamente relacionados com as fungdes simétricas
elementares (A.1).

A.2.1 O Teorema Fundamental das Fungoes Simétricas

Teorema A.1 Qualquer polindmio simétrico em x1, ..., %, pode ser escrito como um polinémio
nas fungoes simétricas elementares F,...,FE, dosz’s .

A.3 Discriminantes

Um dos exemplos de equacao simétrica € o discriminante de uma equacao algébrica. Além
de ser um bom exemplo, a definicdo de discriminante é muito usado ao longo deste trabalho.
Consideremos ag, ..., q,;; como sendo as raizes de

f(@) = apz™ + a1a™ ' + - + am 1T + @ = 0, (A.5)
que pode ser re-escrita como:
f@)=ao(z —a1)...(z — ap). (A.6)

O discriminante desta equacao algébrica é definido como:

2(m—1)

D = a; (1 — a9)? (g —az)?... (@1 — am)?x
(042 — 053)2(042 — Of4)2 e (042 — Ozm)QX
o1 — am)? (A7)

Notemos que a forma do discrimante D permanece inalterado pela troca de duas raizes
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quaisquer.
Agora vemos que :

f'(al) = ao(a1 — ag)(al — 053) - (051 — am),
fI(OZQ) = a,()(Otg — 0[1)(042 — 043) .. (042 — am),
fl(ag) = G,()(Otg — al)(ag — 042)(C¥3 — CM4) c. (a1 — am),
: (A.8)
Desta forma :
agn_lf'(al) e o) = agm_l(—1)1+2+"'+m_1(a1 — )% (o1 — a)?
= (—1)m%71) aoD. (A.9)

O termo da esquerda na equagao acima nada mais é que o resultante R da f(z), f'(z) em
relacdo a x. Desta forma podemos escrever:

m(m—1) 1
2

D =(-1) a—OR(f, f) (A.10)
Ou seja o discrimante D é um multiplo de R/ay.

A.4 As Relagoes de Girard — Newton

Voltemos a considerar a equagao (A.3) inicialmente proposta. Os coeficientes, ¢, do polind-
mio em questdo estdo relacionados entre si, e com as somas das suas raizes nas poténcias menores
ou iguais ao proprio nimero de raizes. Tal amarramento é dado pelas relagoes de Newton-Girard

2co +S2 = cic

3cg+c¢1S2+ S35 = cie
dey +c2S2 + 1S3+ 84 = cies
5cs + €359 + €283 +¢184+ 85 = cieq
6cg + c4So + 353 + c2Ss+ 155 +S = ciea
Ney +ey_9Sy+cey 353+ ---+eaSy+Sy = ciena (A.ll)

Onde os termos S, representam as somas das potencias n do conjunto de raizes {-’Ei}f\ip ou seja:

N
Sp=al+ah+ -+l +al =) o (A.12)
j=1
Apartir da definicao (A.12) acima vemos que S; = —ci, esta relagdo sera util para re-

escrevermos as relacgoes (A.11) de uma maneira mais elegante. Notemos que no lado direito
das relacées (A.11), temos o produto cic; onde 1 < j < N — 1, o que faremos é reescrever tal
produto usando a igualdade cic; = —S1c;. Desta forma, torna-se facil notar que o conjunto de
relagdes (A.11) pode ser reescrita como :
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cy = —% [Sic1 + S9]

c3 = —% [S1c2 + Sac1 + Ss]

cy = —i [S1cs + Saco + Sse1 + S4]

cs = —% [Sics + Socg + Szco + Sict + Ss)

6 = —é [S1c5 + Sacy + S3es + Sica + Sse1 + Sg)

ey = _% [Sien—1 + Sacn—2 + Szeny—3 + -+ + Sy_oc + Sn_1c1 + SN] (A.13)

Podemos ainda escrever estas relacoes de uma maneira mais compacta :

1 n
Cp = —— ZSan_j (A.14)
7j=1

n
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Coeficientes de a" da variedade
Ws(a, b; A)

A variedade Ws(a, b; \) é definida por:

15
Ws(a,b; \) = Z C;a"™
n=0

onde os coeficientes C;’s sao fungdes do autovalor A\ e do pardmetro b, dados por:

Cys = 1073741824 \°
Cia = —536870912 X% (165> + b + 16)
Cis = 67108864 \° (448 b* + 60b° + 669b° + 60 b + 448)

Cia = —335544320° [(1920 A + 1) b% + (512X — 1) b°
+2688 Ab* 4 695 A b + 2688 A b?
— (A =512) Ab+ (A +1920) )]

C11 = 8388608 \°[4 (3008 A + 7) b®
+ (6016 A — 11) b7

+ (11 + 8560 \) b°

+14 (=2 + 567 ) b°

+8877TAb — 14\ (=567 +2X)b°
+A (11 X+ 8560) b*

- (—=60164+11X)b

+4 X (3008 + 7))

Cro = —1048576 X*[(3 + 640 X + 118784 A?) b'°
+8 X (11776 X + 35) b°

—6 X (7552 X — 49)b®

+6 X (10576 X — 49) b7

—8 ) (10162 A\ + 35) b°

—4 X (160 A* — 13749 A + 160) b°

—8X% (101624 35\) b*

—6% (49X — 10576) b*

+6 A% (—7552 + 49 \) b

(B.1)
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+8 A% (35 A\ + 11776) b
+A% (118784 4 3% 4 640 )]

Cy = 262144 M*[4 (11 + 116736 A* + 1056 A) b*2
+4 (1600 A + 11 + 131584 %) b'*
—4 (—368 A — 11 + 188288 A%) b'°
—12 X (—413 + 21552 \) °

—4 X (1239 + 92012 \) b

—4 X (1056 A* + 138763 A + 368) b”
—X (1912147 A+ 6400 A* + 6400) b°
—4 X (138763 A+ 368 A> + 1056) b°
—4 X% (1239 A + 92012) b*

+12 A% (413 X — 21552) b°

+4 X% (368 A — 188288 + 11 \%) b”
+4 A% (131584 + 11 A* + 1600 A) b
+4 X% (11 2% + 1056 A + 116736)]

Cs = —131072 X*[16 (48128 A> +3 + 640 \) b'*
+4 (63 + 299008 A* + 6880 A) b'?

— (—391 + 2152960 A> — 1616 A) b'?
—12 (170848 A* — 2196 A — 21) b'*

+ (1481152 X% + 48 — 2963 ) b'°

= (10240 X* — 2963 + 2868144 \) b°
—16 A (1720 A? + 135533 A + 1647) b°
—X (1616 + 1616 A* — 1145155 \) b”
—16 X (1647 \* + 1720 + 135533 \) b°
+X (—10240 — 2868144 A + 2963 A*) b°
+2% (—2963 X + 48 A* + 1481152) b*
+12% (2196 A — 170848 + 21 \*) b°
+A% (—2152960 + 1616 A + 391 A*) b
+4 27 (299008 + 63 A* + 6880 A) b

+16 A% (48128 + 3 A% + 640 )]

Cr7 = 32768 \°[2 (18944 A* 4 1 + 1130496 A* — 320 \) b*°
+2 (—1+ 1941504 A® + 81152 X* — 4 ) b'°

—4 X (—1061 + 2504192 A* — 1296 \) b**

—8 A (—103 — 3926 A + 1445632 \*) b*?

+4 X (3501664 \* 4 28429 A + 1061) b'*

-\ (8410181600 A* + 37888 A* — 26277 A) b'!
—\ (640 + 162304 A* + 26277 X + 9541864 \?) b'°
-2 (2592 A* + 56858 — 3199459 \) b°

—A? (31408 + 31408 A\? — 11326221 \) b®

—2 \? (—3199459 A+ 56858 A” + 2592) b’

—A? (9541864 X 4 640 A* 4 162304 + 26277 A%) b°
—A? (10181600 A + 37888 + 8 A? — 26277 A?) b°
+4 X% (1061 A* + 3501664 + 28429 \) b*

+8 X% (1445632 4 103 \* 4 3926 \) b°

+4 X% (1061 A* — 2504192 + 1296 \) b

—22% (—1941504 — 81152 X + A* + 4 %) b

+2 X% (=320 A% + 18944 A + 1130496 + A%)]
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Cs = —4096 \*[8 (352X — 3) (4096 A* + 96 X — 3) b'8

+4 (3325952 A% + 356352 A% — 19 — 4368 ) b'”

—4 (—137344X* — 19+ 18251776 A> — 7860 \) b*°

—8 (9 — 2612 X + 6394368 A* + 208864 \*) b'°

+A (1494624 X + 61897 + 73872384 A?) b'*
—32 ) (—653 + 5376 A* + 3105672 \> 4 13238 \) b'®
—2X (712704 X* — 15720 + 417749 X + 19515200 A*) b*?
—2 X (—417749 X + 274688 \* — 148324192 A* + 8736) b'"
+16 X (26476 X + 104432 A% + 5662763 A> — 672) b'°
—4 X (34830407 A+ 373656 A” + 373656) b°
—16 A% (—26476 A> — 104432 — 5662763 A + 672 X*) b°
—2\? (—417749 X? + 274688 — 148324192 A + 8736 \*) b”
+2 X% (—417749 A% + 15720 A* — 712704 — 19515200 A) b°
+32A% (—13238 A% 4 653 A% — 5376 — 3105672 \) b°
+A% (61897 A + 1494624 X + 73872384) b*
—8A% (9A% —2612\% + 6394368 + 208864 \) b°
+4 X (19 X% — 18251776 + 137344 A + 7860 A*) b
—4 \* (4368 A% — 3325952 + 19 \* — 356352 \) b
+8A% (3X —352) (3A% — 96 A — 4096)]

Cs = 1024 X*[(32 X — 1) (851968 A* + 33792 A% — 640 A — 3) b*

+8 X (536576 A% + 2326528 A* — 8704 A — 119) b"°

—16 A (3316 A — 61 + 10035200 A* — 313856 %) b*®

—16 X (3306 A + 4050944 A* + 61 + 500992 A?) b'”

+4 X (=790752 A* + 238 + 33960960 A + 68017 A) b'°

—4 X (—14429440 A® — 1099544 X* + 136 + 57344 A* — 28483 \) b'°
—42? (1073152 \* — 44055360 A* + 1605682 A — 68017) b**

—4 2 (1943633 A — 109886384 A + 1255424 A® 4 13224) b*?

+4 X% (—13264 — 155401436 A* + 1943633 X + 2003968 A®) b

+4 X% (—17408 + 1605682 A — 38185893 A* + 790752 A*) b*!

—\? (54272 A* + 4398176 A® + 4398176 X — 799888095 A + 54272) b'°
—42® (17408 X* — 1605682 A + 38185893 A — 790752) b°

—4 X (—1943633 X> + 13264 \* + 155401436 X — 2003968) b°

—4 X% (1943633 A% + 1255424 + 13224 A* — 109886384 \) b”

+4 X3 (—1073152 + 44055360 A — 1605682 A* + 68017 A%) b°

—4 A% (1099544 A% + 136 A* + 57344 — 14429440 A — 28483 \%) b°
+4 2" (68017 A? — 790752 A + 238 A* + 33960960) b*

—16A* (61 A* + 500992 A + 3306 A% + 4050944) b’

+16 A" (—=3316 A> — 10035200 + 61 A* + 313856 A) b

—8A* (—536576 A — 2326528 + 8704 A> + 119X%) b

+A1 (A = 32) (32 + 640 A% — 33792\ — 851968)]

Cy = —512 %2 (14336 A2 + 864 A + 3) (32X — 1)* p*2

+ (32X — 1) (163840 A + 124416 A* + 2288 A — 21) b*!

—2 (—1164 X 4 134656 A” — 3 + 82051072 A* — 4145152 A®) b*°

—2 (1937 + 46864 A + 2376704 A + 69353472 A*) b'*

+2 X (—6198400 A? + 1937 + 137944 X + 139161600 A*) b'®

+8 X (37425152 X% — 201 + 4183 X + 8192 \* + 284320 A\?) b'7

= (3817472 A" + 22911520 A% — 250931 X — 2960 — 8424960 \%) b'®
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—8\ (—49464080 \* + 1036288 A* — 4183 X + 168 — 252247 \*) b'®
+2? (4753408 A® + 384091840 \* + 275888 + 13469741 \) b'*

+A? (93728 — 13469741 A — 15473200 A* + 12396800 A®) b'®

—4 X% (568640 A + 67328 + 90673167 A* + 18944 \* 4 504494 \) b*?
—A? (51200 A* + 51200 — 22911520 A* + 1301259963 A” — 22911520 A) b'!
—4 X (568640 X + 67328 \* + 90673167 A* + 18944 + 504494 X?) b'°
=A% (12396800 + 93728 A + 13469741 A* + 15473200 A) b°

+X% (4753408 + 384091840 A + 275888 A* + 13469741 A?) b°

—8 A% (—4183 A% + 168 A* — 49464080 A — 252247 \? + 1036288) b”
+A% (—3817472 + 250931 A* + 2960 A* + 8424960 A — 22911520 A?) b°
—8 % (201 X' — 284320 A — 4183 A% — 37425152 A — 8192) b°

+2 2" (1937 A% — 6198400 A + 137944 A* + 139161600) b*

—2* (69353472 + 46864 A 4 1937 A + 2376704 A) b’

+2 A (4145152 X — 134656 A* 4+ 3 A" 4 1164 \* — 82051072) b?

+A* (A —32) (21 A° — 2288 A% — 124416 X — 163840) b

+2 2% (3% 4864 A + 14336) (A — 32)°]

Cs = 64 X232 (80 A+ 3) (32X — 1)% p**

—4 (8192 )2 + 608 A + 3) (321 — 1)* b*

— (321 — 1) (18153472 \* — 741376 A*> + 19264 A + 513) b**

—4 (3 + 5578 A+ 2347008 A% + 20352 A% + 121569280 A*) b°!

+96 (—11178 A% + 401 A — 1088896 A* — 1 + 18735104 A*) b*°

+96 A (49152 \* — 401 — 7315 A + 5961216 A* + 552976 A?) b'?

+8 A (2789 + 49885184 A* + 132087 A — 3020928 A* + 49152 \*) b'®

—32 ) (—46502080 A\ + 1833150 \? — 41355 X\ + 89 + 1308672 \*) b'7

+8 X (—450123968 A* 4 1173504 A* + 132087 A + 208 + 6032076 A\?) b'°
+2 X (—3328 + 52267008 A* — 351120 A — 3874187296 A* — 2577843 A?) b'°
—6 A% (8192 \* + 178848 — 859281 A + 8847616 \* + 77466416 A*) b'*

+12 2 (—4021384 X — 6784 + 2013952 A® + 254965399 A” + 9216 A*) b'?
—3A? (—19553600 A + 452608 + 452608 \* — 939532581 A? — 19553600 A) b2
—12 )% (6784 X" — 2013952 X — 254965399 A* + 4021384 A* — 9216) b'!

—6 A7 (—859281 A% + 8847616 A + 178848 X* + 77466416 \* + 8192) b'°

—2 X% (—52267008 + 2577843 A + 3874187296 A + 351120 A* + 3328 A*) b°
+8 X% (—450123968 A + 208 A* 4 132087 A* + 1173504 + 6032076 A*) b*
—32 X% (89 A* — 46502080 A — 41355 A* + 1308672 + 1833150 ) b”

+8 A% (—3020928 A? + 132087 A + 49152 + 49885184 A + 2789 \*) b°

—96 A (—49152 — 552976 A? — 5961216 A + 401 X* + 7315 %) b°

—96 \* (1088896 A + 11178 A* — 401 A* + \* — 18735104) b*

—4 \* (5578 A? + 121569280 + 20352 A 4 2347008 A + 3 \*) b°

+A* (A —32) (513 X% 4+ 19264 \* — 741376 X + 18153472) b’

—4X* (322 4+ 608 X+ 8192) (A — 32)*b

—322% (314 80) (A — 32)°]

Co=—16X[2 (64X +1) (32X —1)" 526 +2 (16 A + 1) (496 A + 1) (32X — 1)° p?°
+4 X (819227 420224 A + 341) (321 — 1)% b*

+2 X (32X — 1) (15319040 A* — 1516032 A* + 108912 A — 1297) b*

+4 X (890688 A% — 5500 A + 580321280 A* — 23977984 \® + 341) b*?

+2 X (7340032 A% — 416 + 51988480 A + 2322208 A* — 436633600 A* — 3559 X) b*!
+2 X (1614872 A% — 77003776 A* — 64 — 972455936 \* + 7602176 A° + 3559 A) b*°
—8 A (10092544 X* + 850267 A + 19576032 A* — 2750 + 106708480 A®) b*°
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+A? (—15828485 X + 300832 + 518342784 A* — 5097559040 \* + 127664128 A*) b'®

+8 A% (9195069 A* + 11988992 \* + 672327104 A* — 850267 A + 800) b'”

+2 A7 (—28880387 A% + 262144 A5 + 1614872 A + 4764155776 A* — 38144 — 51988480 \*) b'S
—2 )% (30610480 A* — 77003776 A\* — 2048 — 28880387 A* — 2322208 A + 778240 \°) b'®

—24 A (243361161 A* + 156160 A* — 148448 — 6525344 A + 3065023 A) b'*

+6 X% (1667072 X* — 86390464 X — 86390464 \* + 1667072 + 766772529 \*) b'®

+24 \* (—243361161 A + 6525344 X + 148448 \* — 156160 — 3065023 A?) b'?

+2 A% (—778240 + 77003776 X + 2048 A5 — 30610480 A\? + 2322208 A* + 28880387 A®) b*!

—2 A% (28880387 A* — 1614872 A* + 38144 \® — 262144 + 51988480 A — 4764155776 A?) b'°
+8 X* (9195069 A* + 672327104 A — 850267 A* + 800 A* + 11988992) °

+2* (—5097559040 A + 300832 \* — 15828485 \* + 127664128 + 518342784 \?) b

+8 A1 (—10092544 + 2750 A* — 850267 A3 — 19576032 A? — 106708480 \) b”

—2 X% (64 X% — 1614872 A% 4 77003776 A2 — 3559 A* + 972455936 A — 7602176) b°

—2* (—2322208 A* + 436633600 A + 416 A° 4 3559 A* — 7340032 — 51988480 A?) b°

+4 X° (580321280 23977984 X — 5500 A* + 341 X* + 890688 A?) b*

+2 A% (A — 32) (1297 A* — 108912 A* + 1516032 A — 15319040) b*

+4X° (341 A% 4 20224 X + 8192) (A — 32)%b% — 2% (A +496) (A + 16) (A — 32)° b+ 2X° (A + 64) (A — 32)"]

Cr=4X[8 (322 —1)"b*® +18 (3214 1) (32X — 1)* %

—6 (9728 X2 + 488\ — 3) (32X —1)° b*

—4 (295936 A* + 62976 A% — 249\ — 2) (321 — 1) b*

—3X (32 — 1) (8126464 \* + 2214912 A% — 17088 \ + 1633) b**

+4 X (112916 A — 3192512 A% — 362217472 A* 4 10485760 A® + 121 + 27719680 A?) b3
+6 X (23441408 A* + 9437184 A® — 58556416 A* — 2343840 A + 51923 X + 776) b*?

—6 A (339697664 A* + 3686504 A” + 13893632 A® + 51923 A + 288 — 125926656 A*) b*!
+4 X (64258016 A> — 112916 X + 3845471 A* + 320 — 573363200 A* + 45547520 A°) b*°
+12 A% (—46302792 A + 15687680 \* — 63170560 A* + 2056277 X + 17336) b'°

+4 X% (76864 + 92652736 \* + 3845471 A + 655360 A*> — 27719680 A* — 140496194 A?) b'®
+48 A (—460813 A — 33490960 A* + 7143975 X* + 24576 A3 + 5792 — 2930176 A*) b*7
+144 X% (—97660 A + 86515940 A* — 256 — 5246944 \* + 27648 A5 — 2381325 A?) b'°

+8 A% (1596256 A + 1994752 \* — 44841296 A* — 32129008 A\* + 70248097 A? + 10240) b*®
+18 \* (—487570503 A” + 30868528 A + 460288 A* + 30868528 A* + 460288) b**

+8 X% (1596256 A* + 1994752 — 44841296 A% — 32129008 A + 70248097 A + 10240 A®) b3
—144 X (97660 A* + 256 A®> — 27648 — 86515940 A\? + 2381325 A® 4 5246944 \) b'?

+48 A% (—460813 A* — 33490960 A + 7143975 \* + 24576 + 5792 \° — 2930176 \) b'*

+4 X% (76864 A° + 92652736 A* — 27719680 A — 140496194 \* + 655360 + 3845471 A*) b'°
+12* (2056277 A* 4 17336 A* + 15687680 — 63170560 X — 46302792 A) b°

+4 A" (—573363200 A + 3845471 A* — 112916 A* + 320 A% + 45547520 + 64258016 A?) b®
—6A* (51923 X" + 339697664 A — 125926656 > + 3686504 A + 13893632 + 288 A%) b”
+6 X* (51923 A* + 23441408 A* + 9437184 + 776 \* — 2343840 A* — 58556416 \) b°

+44 (10485760 + 121 X% — 362217472 A + 27719680 A* — 3192512 A* + 112916 A*) b°
+3 A% (A — 32) (1633 A% — 17088 A? + 2214912 X + 8126464) b*

+4X° (207 + 249 2% — 62976 X — 295936) (A —32)°

—6X° (327 — 488 X — 9728) (A — 32) b*

+18 X% (A +32) (A — 32)* b — 8 A% (A — 32)°)

Co=—(32A—-1)°b%0 — 24X (32X —1)°b*® — 6 (64X +7) (32X —1)"p?®

—6A (256 A% + 560\ +7) (321 — 1)° %7

+12\ (10240 X% — 12192 A2 — 753 A — 2) (32X — 1)° b

—6A (32X — 1) (1048576 A° — 5816320 A* + 735232 A% + 35824 A* + 821 \ — 32) b*°
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—12 A% (—4610048 \* + 34734080 \* + 10485760 A° + 625 + 109696 \*> — 4444 \) b**

—6A% (112 — 39640064 A*> — 2959 A — 91328 A* + 1048576 A® + 290422784 \*) >3

+6 A7 (832 — 324896 A\? + 17563648 A® + 8458240 A* — 152608768 A* — 2959 \) b*?

+48 A% (—80 — 1111 X\ + 3284992 A® + 14102528 \* — 6268472 A® + 170821 A?) b*!

—3A? (229550752 A% + 19104 A — 8885403 A? + 5120 — 58687488 \° + 5242880 A® — 929390592 A\*) b*°
—24 \* (327680 A\° + 16976 — 341642 X + 2305024 X* + 60862016 A* — 12433105 A*) b'?

+12 A% (162448 X 4 262144 A® + 13408000 A® + 22691899 A” + 16000 — 19820032 A*) b'®

+12 A% (17408 — 22691899 \* 4 733184 \° + 224658704 A* — 4229120 \* 4 45664 X) b'”

+24 X% (9728 A% + 12536944 A* — 10240 — 12433105 A + 68678813 A* — 54848 \) b'°

—4 A% (163840 A% + 163840 + 616704 A + 616704 A* + 1472170247 A* — 172163064 A* — 172163064 A*) b'°
—24 \* (12433105 X% — 68678813 \? + 54848 \* — 12536944 X — 9728 + 10240 \°) b'*

+12 A" (17408 \° — 4229120 \ + 733184 + 45664 X" + 224658704 A* — 22691899 \%) b'*

+12 X* (262144 + 22691899 A* — 162448 A* + 13408000 A* — 19820032 A + 16000 A*) b*2

—24 A* (2305024 A+ 16976 A° — 341642 X* + 60862016 A* + 327680 — 12433105 A®) b'*

—3A* (—58687488 X + 229550752 A + 19104 A° — 929390592 A* — 8885403 A* + 5120 X° + 5242880) b'°
—48 A% (1111 A* 4 6268472 A% — 170821 A® — 3284992 + 80 A® — 14102528 \) b°

+6 A% (—152608768 A + 832 A® + 8458240 A + 17563648 — 2959 \* — 324896 \*) b®

—6A% (—2959 A* + 1048576 — 91328 \* + 112 A% — 39640064 A* + 200422784 \) b”

—12 A5 (4610048 A2 + 109696 A> — 4444 \* + 10485760 + 625 \* + 34734080 \) b°

—6A% (A —32) (32 A% — 821 A" — 35824 \* — 735232 \? + 5816320 A — 1048576) b°

—1229 (2% 4+ 753 A% 4 12192 X — 10240) (A — 32) b

+6 A% (722 4560 A + 256) (A — 32)° b

—6A% (TA+64) (A—32)"b? + 24X (A —32)° b — A5 (A — 32)°



Apéndice C

Bifurcacoes Tangentes e de Dobramento
de Periodo para o Periodo 5

C.1 Bifurcacoes Tangentes

As curvas de bifurcagdo tangente de periodo 5 sdo dadas por wéi) = 0 onde:

11
wéi) (a,b) = Z Bpa", (C.1)
n=0

sendo os coeficientes B,, dados por:

Bg

4194304,

—1048576 (316 + 146+ 31),
524288 (208 b* + 206 b + 377 5% + 206 b + 208)

~131072(1702 55 + 2694 b° + 4227 b*
+4434 b3 + 4227b% 4 2694 b + 1702),

16384(20548 b® + 4431267 + 60168 b5
+85020 b° + 88867 b* + 85020 b3
+60168 b? + 44312 + 20548),

—4096(98258 b + 270188 b + 321780 b°
+453116 b7 + 559873 b + 638882 b°
+559873 b* + 453116 b + 321780 b2 + 270188 b + 98258),

2048(185073 b'2 + 643140 b'* + 763141 b*°
+733318 5% + 1178442 6% + 1243690 b + 982437 b°
+1243690 b° + 1178442 b* + 733318 b°

+763141 b7 + 643140 b + 185073),

—512(585838 b'* + 2442442 b'3 + 3213091 b'2
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+2106672 b + 3237512510 + 3191242 4°
+2112993 5% + 193197067 + 2112993 b°
+3191242 6% + 3237512 b* + 2106672 b°
+3213091 b? + 2442442 b + 585838),

Bs = 64(3301996b'® + 14632868 b5 4 19390854 b4
+14315584 b + 20529630 b'2 + 9310456 b'*
—12385960 ' — 4667736 b° + 5255641 b®
—4667736 b7 — 12385960 b° + 9310456 b°
+20529630 b* + 14315584 b® + 19390854 b*
+14632868 b + 3301996),

By, = —48(2502444b' 410501808 b'" + 13759660 b'°
+13654304 b + 11940758 b'* — 1960324 b'3
—9924060 b'? — 614856 b*! — 11671987 b'°
—24558694 b° — 11671987 b% — 614856 b7
—9924060 b® — 1960324 b® + 11940758 b*

413654304 b + 13759660 b> 4+ 10501808 b + 2502444),

By = 4(15699857 6% 4 56126244 b + 72590096 b'®
+60039808 b7 + 30463278 16 — 24070088 b*°
—58375782 b — 109347612 b — 130080468 b*2
—36308556 b'" + 65734446 b'° — 36308556 b°
—130080468 b® — 10934761257 — 58375782 b6
—24070088 b + 30463278 b* + 60039808 b3
+72590096 b% + 56126244 b + 15699857),

By = —28629151b%2 — 75728722b%" — 96195139 b*°
—54834660b'° + 32995656 b*® + 104670352 b7
+77210656 b*® — 60807464 b'° — 176332464 b
—106118964 b3 + 184444410 b'? + 351994980 b*!
+1844444106'° — 106118964 b° — 176332464 b°
—60807464 b7 + 77210656 b® + 104670352 b°
+32995656 b* — 54834660 b> — 96195139 b% — 75728722 b — 28629151.

C.2 Bifurcagoes de Dobramento de Periodo

A desestabilizacdo dos movimentos de periodo 5, ou seja o dobramento de periodo de 5t010
ocorre em:

15
Ws- = Ws(a,b;A = —1) = ) Cia", (C.2)
n=0

onde os coeficientes C; sao dados por:

Cis = 1073741824,
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Cis

Ci3

Ci2

Cii

Cio

Cy

Cr

Ce

Cs

Cy

C3

—536870912 (16 b* + b+ 16)
67108864 (448 b* + 605> -+ 669 b* -+ 60 b + 448)
—33554432 (19195° + 513b° + 2688 b* + 695b° + 2688 b” + 513b + 1919),

8388608(12004 b® 4 6027 b7 4 8549 b + 7966 b° + 8877 b*
+7966 5% + 8549 b + 6027 b + 12004),

—1048576(118147 b'° + 93928 b° — 45606 b® + 63750 6" — 81016 b + 56276 b
—81016 b* 4 63750 b° — 45606 b% + 93928 b + 118147),

262144(462764 b'% + 519980 b'! — 754580 ' — 2635805 — 363092 b°
—549356 b7 — 1899347 b5 — 549356 b° — 363092 b* — 263580 b°
— 754580 b% + 519980 b + 462764),

—131072(759856 b** + 1168764 b3 — 2154185 b'% — 2076276 b'* + 1484163 b'°
—2860867b° — 2114656 b® + 11483877 — 2114656 b® — 2860867 b° + 1484163 b*
—2076276 b> — 2154185 b* + 1168764 b + 759856),

32768(2222462 b'° + 3720698 b5 — 10017708 b'* — 11595640 b'® + 13897184 b'?
—10169997 b — 9353923 b'° + 6517818 b + 11389037 b% + 6517818 b"
—9353923 b5 — 10169997 b° + 13897184 b* — 11595640 b3

—10017708 b + 3720698 b + 2222462),

—4096(11351480 b*® 4 11861004 b'7 — 73525116 b*6 — 49463064 b'°
+72439657 b1+ — 98764960 b3 — 36738054 b2 + 296344790 b + 88498928 H1°
—136332380 b + 88498928 b® + 296344790 b" — 36738054 b% — 98764960 b°
172439657 b* — 49463064 b°> — 73525116 b> + 11861004 b + 11351480),

3072(8992929 b*° + 4750312b'° — 55212976 b'® — 18950384 b'7 + 46425988 b'°
+17887812b'° + 62402948 b'* + 150762956 b'3 — 212483068 b2 — 54132980 b'?
+269525301 b'° — 54132980 5% — 212483068 b® + 150762956 b7 + 62402948 b°
+178878125° + 46425988 b* — 18950384 b® — 55212976 b> + 4750312 b + 8992929),

—4608(3260950 b2 + 153021 b? — 19184898 b%° — 148937106 + 32332446 b'8
+33010768 b7 + 3933547 b'6 + 44668864 b*® + 40682731 b'* — 1610443 b*3
—39860580b'2 — 149687267 b'' — 39860580 b'° — 1610443 b° + 40682731 b°
+44668864 b7 + 3933547 b% 4 33010768 b® + 32332446 b* — 14893710 b3
—19184898 b% + 153021 b + 3260950),

1728(3279584 6% — 1224036 b*> — 23116621 b?% — 17664748 b + 70444160 b*°
+19029952 b + 15699632 b'® + 58886336 b7 — 135465976 b6 — 290683278 b*°
—15481138b'* + 114211228 b'3 + 99946685 b2 + 114211228 b*! — 15481138 b1°
—290683278 b° — 135465976 b® + 58886336 b7 + 15699632 b + 19029952 b°
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+70444160 b* — 17664748 b* — 23116621 b> — 1224036 b + 3279584),

Cy, = —1296(1844766b*° + 6588450 b?° — 628716 b>* + 13807266 b3 + 29886212 b2
—12188562 b%1 — 22257854 620 — 7693128 b0 — 71107349 b'® + 64226368 b'7
+119677526 b'6 — 3332166 b'° — 73134576 b** + 69843526 b3 — 73134576 b'?
—3332166 b'! + 119677526 b0 + 64226368 b° — 71107349 6% — 7693128 b7
—22257854b% — 12188562 b + 29886212 b* + 13807266 b> — 628716 b?
16588450 b + 1844766),

C1 = 972(1288408 b + 2723226 b7 — 8196298 b6 — 4171596 b* — 2400783 b**
—6645732b% — 2316790 b*2 — 11243594 b?1 — 111804126%° — 1506988 b'°
+4366956 b'® — 7535168 b7 + 55747824 b'6 — 2718424 b'° — 40621258 b*4
—2718424 b + 55747824 b'%2 — 7535168 b'! + 4366956 b'° — 1506988 b°
—111804125% — 11243594 6" — 2316790 6% — 6645732 b% — 2400783 b*
—4171596 b> — 8196298 b> + 2723226 b + 1288408),

Co = —T29(b* + b3+ b? + b+ 1)(1771561b?° — 483153625 — 732050 b>* — 644204 b?*
—300806 b2 + 105479 b*' + 2048505 b?° + 1498236 b — 1878560 b*® — 2909980 b'”
—3301042 b*® + 892745065 — 1012680 b'* — 5857512 — 1012680 b2 + 8927450 b'!
—3301042 b'° — 2909980 b° — 1878560 b% + 1498236 b” + 2048505 b + 105479 b°
—300806 b* — 644204 b® — 732050 b — 483153 b + 1771561).



Apéndice D

Bifurcacoes Tangentes e de Dobramento
de Periodo para o Periodo 6

D.1 Bifurcacoes Tangentes

As curvas que definem o nascimento de movimentos de periodo 6 provindos de bifurcacoes
tangentes sao dadas por:

20
wéi) (a,b) = Z Bpa", (D.1)
n=0
onde os coeficientes By, sao:
Byy = 1099511627776,
Big = —549755813888(19b% 4+ 8b+ 19),

Big = 68719476736(653b* 4 664b> 4 1224 b + 664 b + 653),
Byr = —34359738368(3543 b° + 61405° + 9696 b* 4 10824 6% 4 9696 b> 4 6140 b + 3543),

Big = 4294967296(57260 b% + 140280 b7 + 208390 b° + 316848 b° + 328747 b*
1316848 b> 4 208390 b? + 140280 b + 57260),

Bis = —2147483648(185849 b + 5813925° + 870523 6% + 144012057 4 1847522 5
12019240 b° + 1847522 b + 1440120 6> + 870523 b> + 581392 b + 185849),

Bis = 268435456(1996323 b2 + 7614184 b1 + 12188012510 + 18979848 b°
429224895 b® + 35033744 b7 + 37874656 b° + 35033744 b° + 29224895 b*
118979848 b + 12188012 b% + 7614184 b 4 1996323),

Biz = —134217728(4602551 b** + 2052977263 + 36157728 b2 + 51561536 b'*
+86804674 b0 + 113701028 b° + 132541965 b + 14399555257 + 132541965 b°
+113701028 b° + 86804674 b* + 51561536 b> + 36157728 b> + 20529772 b + 4602551),
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Byy = 16777216(37620583 b6 + 189041560 b5 + 359999942 b** + 495627296 b3
+835108095 b'2 + 1180604896 b'! + 1336057350 b + 1637141880 b°
+1841089611 b8 + 163714188057 + 1336057350 b° + 1180604896 b°
+835108095 b* + 495627296 b> + 359999942 b* + 189041560 b + 37620583),

Bii = —8388608(68778154 b'® + 38379719267 + 781849920 b'® + 998319440 b*°
+1673309298 b'* + 2576924664 b*3 + 2762989812 b2 + 3306260464 b
+4194771415 b0 + 4388554296 b° + 4194771415 b® + 3306260464 b
+2762989812 b5 + 2576924664 5% + 1673309298 b* + 998319440 b°
1781849920 b> + 383797192 b + 68778154),

Bip = 1048576(462091352b%° + 2807767664 b'° + 6080943804 b'8 + 6657991232 b7
+10561983754 b*® + 20060020560 b'° + 18494297860 b** + 17267850720 b'3
+30941311963 b'? + 33163314424 b'! + 25986018344 b'° + 33163314424 b°
430941311963 6% + 17267850720 b7 + 18494297860 b° + 20060020560 b°
110561983754 b* + 6657991232 b + 6080943804 b 4 2807767664 b + 462091352),

By = —524288(718370550 b** + 4677498928 b*! + 10672917846 b*° + 10630791472 b*°
412497555040 b'® + 26466131368 b'7 + 30021083934 b'6 + 22187955408 b'°
428401475613 b** + 3523873141253 + 36399900828 b2 + 37715032168 b'*
+36399900828 b0 + 35238731412b° + 28401475613 b + 22187955408 b”
+30021083934 b° + 26466131368 b° + 12497555040 b* + 10630791472 b°
+10672917846 b% + 4677498928 b + 718370550),

Bs = 65536(4027931607 b** + 28506916400 b3 4 70925410584 b*2 + 66781096464 b*!
+33214974146 b%° + 107210255040 b'° + 156827679860 b'® + 44050042032 b*”
+58928539086 b'® + 71587925864 b5 — 143911293238 b'* — 2739852112 b3
4265410653223 b2 — 27398521125 — 143911293238 b0 + 71587925864 b°
+58928539086 b® + 44050042032 b7 + 1568276798606 + 107210255040 b°
+33214974146 b* + 66781096464 b> + 70925410584 b + 28506916400 b + 4027931607),

B; = —32768(5296143097 b* + 39769443392 b*° + 105798788443 b**
+108433111104 5% + 24427489454 b*2 + 40725209104 b** + 69331878250 b*°
—58113426928 b'? — 37585033525 b'® — 174574468992 b7 — 453475866023 b'6
—235169435848 b'° — 309290529824 b'* — 644105314856 b'3 — 309290529824 b*?
—235169435848 b1 — 453475866023 b'°0 — 174574468992 b° — 37585033525 b°
—58113426928 b” + 69331878250 6% + 40725209104 b® + 24427489454 b*
+108433111104 5% + 105798788443 b% + 39769443392 b + 5296143097),

Bs = 4096(25631231003 b*® + 201089629608 b°” + 585371564932 b°
+661348667768 b2° + 98014616947 b** — 346832006704 b>® — 641402222336 b2
—417696273648 b** + 196718359371 b*° — 1689634942408 b'° — 3868086783636 b*®
—3612723922856 b'7 — 4746861459397 b6 — 3864422440576 b'° — 1493660850536 b'*
—3864422440576 b3 — 4746861459397 b'? — 3612723922856 b'! — 3868086783636 b'°
—1689634942408 b° + 196718359371 % — 417696273648 b — 641402222336 b°
—346832006704 b° + 98014616947 b* + 661348667768 b> + 585371564932 b?
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+201089629608 b + 25631231003),

Bs = —18432(3195805431 %0 + 26785261020 b°° 4 76036465008 b*® + 95589565512 b7
+34948910426 b%6 — 53697082052 b*° — 65922224635 b+ — 47990209072 b3
—186769164023 b*? — 366281576948 b2 — 289127839590 b*° — 280519633584 b'®
—586372702472 b'® — 729710318268 b7 — 544448186433 b'6 — 409626405344 b'5
—544448186433 b'* — 729710318268 b1 — 586372702472 b'2 — 280519633584 b'!
—289127839590 b0 — 366281576948 b° — 186769164023 b — 47990209072 b7
—65922224635 b5 — 53697082052 b° + 34948910426 b* + 95589565512 b3
176036465008 b> + 26785261020 b + 3195805431),

By = 6912(4895475732b%% 4 360635770323 + 106529419514 b%° 4 170449539568 b
+134611975673 b2 — 50456933344 b2 — 229879515358 26 — 233843743880 425
—91218634391 b** + 233935097528 b%3 + 80180632642 b*? — 773402402224 b*!
—958095106339 b2° — 203947483696 b'° + 189172429754 b'8 — 608899350184 b'7
—1340487395286 b'6 — 608899350184 b'° + 189172429754 b'* — 203947483696 b'>
—958095106339 b'? — 773402402224 b*! + 80180632642 b*° + 233935097528 b°
—91218634391 b® — 233843743880 b7 — 229879515358 b — 50456933344 b°
+134611975673 b* + 170449539568 b + 106529419514 b2 + 36063577032 b
+4895475732),

Bs = —3456(45011330915> + 37116309888 b>® + 109420823421 b2
+151685573256 63! + 50660549338 b>° — 103887675472 b%° — 15761149096 b8
+250170107336 b7 + 309455042833 b26 — 7833040552 %5 — 226334380135 b4
4203933750208 b%> + 750472449252 b*? + 365215845832 b2 — 751297263310 b%°
—870911447216 b*° + 517692780142 b'8 + 1437675375776 b'7 + 517692780142 b'6
—870911447216 b'5 — 751297263310 ™ + 365215845832 b'2 + 750472449252 b*2
+203933750208 b1 — 2263343801355'0 — 7833040552 b° + 309455042833 b°
+250170107336 b7 — 15761149096 b — 103887675472 b° + 50660549338 b*
+151685573256 b° + 109420823421 b? + 37116309888 b + 4501133091),

By, = 3888(7b*+2b% — 1162 +2b+7) x (6417873 b2 + 28653534 b7 + 57403647 b2
+41587266 b2 + 32610056 b>* + 95595270 b3 + 70637419 b?% — 74959682 b>'
+41430184 b%° + 498076918 b + 480845133 b8 — 264406950 b'7 — 526455537 b6
+344023756 b'5 + 1021592434 b'* + 344023756 b'3 — 526455537 b'? — 264406950 b'!
+480845133 b0 + 498076918 b° + 41430184 b% — 74959682 b7 + 70637419 b°
+95595270 b° 4 32610056 b* + 41587266 b> + 57403647 b> + 28653534 b + 6417873) x

(76> +2b+7)°,

Bi = 58320 +b+1) (3b%+45b" +600° +59b° + 265" + 59b® + 6067 +45b + 3) x
(96" =355 — 402 —3b+9) (7b* + 20° — 110> + 26+ 7)° (T0* + 26+ 7)",

By = T29(76 +10b+7) (B2 —b+1) (B> +b+1) (9b* — 36> — 40> —3b+9)° x
(76 +2b% — 1162 +2b+7)° (762 +2b+7)".
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D.2 Bifurcagoes de Dobramento de Periodo
As curvas que descrevem o dobramento do periodo 6 — 12 sao dadaspor:
27
We- = We(a,b;A = —1) = Y Cia", (D.2)
n=0

onde os coeficientes Cj;’s sao :

Cor

Cos

Cos

Coy

Co3

Cao

Co1

Cao

Cig

Cis

Cir

18014398509481984,
—9007199254740992 (26 b* + 3b + 26)
1125899906842624(1248 b* + 352b% + 2161 6% + 352b + 1248),

—281474976710656(18753 b5 + 9616 b° + 40476 b* 4 16738 b°
+40476 b? + 9616 b + 18753),

281474976710656(50698 b® + 40996 b” + 114818 b5 + 89612 b°
+148237b* + 89612 b° + 114818 b2 + 40996 b + 50698),

—140737488355328(214098 b0 + 247494 6% + 451247 6% + 576082 b
+672096 b5 4 71977967 + 672096 b + 576082 b3 + 451247 b? + 247494 b 4 214098),

17592186044416(2962751 b'2 + 4562348 b'! + 5403876 b'° + 9960824 b°
49140420 5% + 13142516 b7 + 10409891 b® + 13142516 b° + 9140420 b*
+9960824 b® + 5403876 b* + 4562348 b 4 2962751),

—4398046511104(17284834 b'* + 33809254 b'3 4 26945662 b2 + 60792004 b'*
+56285479 b0 + 74182476 b° + 61528892 b® + 7803219057 + 61528892 b°

74182476 b° 4 56285479 b* 4 60792004 b 4 26945662 b? + 33809254 b 4 17284834),

549755813888(174016384 b6 + 417549008 b'5 4 242394570 b'* + 521967944 b'3
+685300888 b'2 + 511736368 b'1 + 534848504 b'0 + 438214216 b° + 489100755 b°
+438214216 b7 + 534848504 b5 + 511736368 b> + 685300888 b* + 521967944 b3
4242394570 b% + 417549008 b + 174016384),

—274877906944(385479791 b'8 + 1100877428 b7 + 519691554 b'6 + 681413550 b'°
+1864925878 b1+ + 471470072 b3 + 422250243 b'2 — 85800460 b'' — 9455602 b'°
—809039983 5% — 9455602 b® — 85800460 b” + 422250243 b® + 471470072 b°
11864925878 b* + 6814135505 + 519691554 b% + 1100877428 b + 385479791),

34359738368(3052405076 b0 4 10115127528 b'% + 4404639852 b'® — 719317656 b'7
+15916487454 b6 + 1185207488 b'° — 11847527508 b'* — 6630923896 b*3
—10363515260 b2 — 22752862536 b'' — 24390074893 b'° — 22752862536 b°
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—10363515260 b® — 6630923896 5" — 11847527508 b + 1185207488 b°
+15916487454 b — 719317656 b + 4404639852 b% + 10115127528 b + 3052405076),

Cis = —8589934592(10960485200b* + 41234382280 b*! + 18321598828 b?°
—34250009800 b'° + 49936302196 b8 + 15373127964 b7 — 135254213236 b*6
—34284455536 b'° — 42364975433 b'* — 162696893984 b3 — 164356143340 b*2
—97901376426 b1 — 164356143340 5'° — 162696893984 b° — 42364975433 b8
—34284455536 b" — 135254213236 b% + 15373127964 b + 49936302196 b*
—34250009800 b> + 18321598828 b% + 41234382280 b + 10960485200),

Cis = 2147483648(36138063363 b** + 151135106488 b** + 71909608592 b*2
—243752163584 b2* + 98054943936 b2° + 163919190536 b*° — 786759592738 b'8
—9225782826512b'7 4 117876428320 b'% — 675814390912 4'5 — 693154594672 b**
—371465752288 b3 — 472589538576 b'2 — 371465752288 bl — 693154594672 b0
—6758143909125° + 117876428320 b% — 225782826512 b7 — 786759592738 b°
+163919190536 b° + 98054943936 b* — 243752163584 b + 71909608592 b
+151135106488 b + 36138063363),

Cis = —1073741824(54879436372b%° + 251612861413 b?° + 135404131136 b**
—591064816004 b*® — 70742778847 b*? + 550920538912 b%! — 1459211341266 b*°
—820724311710b*° + 1178269645938 b'® — 1275006342572 b7 — 1602991827247 b'6
+1462708730960 b5 + 462239158416 b'* — 1958820887584 b3 + 462239158416 b*?
+1462708730960 b'' — 1602991827247 b0 — 1275006342572 b + 1178269645938 b®
—820724311710b" — 1459211341266 b® + 550920538912 6% — 70742778847 b*
—591064816004 b® + 135404131136 b> + 251612861413 b + 54879436372),

Ciz = 134217728(308158867848 b*® + 1536253596864 b7 4 986342964047 b6
—4617773933144 b%° — 2734583430260 b4 + 5808651034760 b*3
—7388351860372 %2 — 10318939865712 b** + 13253101318750 b2°
—4912040576408 b'° — 9089286883204 b*® + 23922346496200 b*”
+8720856753460 b*6 — 1513189946464 b'° + 15099546581376 b
—1513189946464 b3 + 8720856753460 b'? + 23922346496200 b'*
—9089286883204 b'° — 4912040576408 b° + 13253101318750 b°
—10318939865712 b7 — 7388351860372 b5 + 5808651034760 b° — 2734583430260 b*
—4617773933144 b + 986342964047 b% + 1536253596864 b + 308158867848),

Cio = —33554432(803454851203 b0 + 4302278322056 b + 3280005998568 b8
—14956527269386 b*" — 15532132359536 b2° + 20425579803224 b%°
—13302938018113 b** — 36486768176640 b>® + 59595079430100 b>2
+3256869310668 b** — 32661058354964 b° + 101481831286520 b'°
+36040167397260 b'® — 47963147051576 b'7 + 67373529225888 b'°
+142648190521248 b'5 + 67373529225888 b'* — 47963147051576 b*>
+36040167397260 b2 + 101481831286520 b'! — 32661058354964 b*°
+3256869310668 b° + 59595079430100 b® — 36486768176640 b
—13302938018113 6% + 20425579803224 b° — 15532132359536 b*
—14956527269386 b> + 3280005998568 b2 + 4302278322056 b + 803454851203),

Ci1 = 4194304(3889105273656 b>2 + 22062256188336 b>! + 18985765481400 b>°
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—82222819958448 b*° — 116709531770260 b>® + 92624680919728 b7
+34240889880792 %6 — 88651093391248 b5 + 258143658346392 b>*
+13855483123840 %3 — 193042131699156 b*? + 357392911783056 b2
+147847513910144 b%° + 136363358059648 b'? + 651854028310016 b'8
+155610764680368 b'7 — 427603450858231 b'6 + 155610764680368 b*°
+651854028310016 b'* + 136363358059648 b'3 + 147847513910144 b2
+357392911783056 b'' — 193042131699156 b0 + 13855483123840 b°
+258143658346392 b — 88651093391248 b7 + 34240889880792 b5
+92624680919728 b° — 116709531770260 b* — 82222819958448 b°
+18985765481400 b2 + 22062256188336 b + 3889105273656),

Cio = —2097152(4480083004328 b>* + 25696982650024 b>* + 21534631124404 b2
—96425041609480 b>' — 154868359671384 b30 + 87842751433028 b*°
+182190268787896 b*® — 78095667196984 b*" — 14953455367578 b6
+60137519598000 b*° — 70323510908124 b** + 597599568819396 b
+210408892616068 %2 — 756407478811024 b%! — 162786303063070 b°
+5186703690680 b™° — 323530525456198 b'® — 140283273357397 b'7
—323530525456198 b'® + 5186703690680 b'® — 162786303063070 b'*
—756407478811024 b'3 + 210408892616068 b'? + 597599568819396 b'!
—70323510908124 5'° + 60137519598000 b° — 14953455367578 b®
—78095667196984 b + 182190268787896 b° + 87842751433028 b°
—154868359671384 b* — 96425041609480 b + 21534631124404 b?
+25696982650024 b + 4480083004328),

Cy = 262144(19895127698940 b>® + 107000235839376 b>> + 73322242224656 b>*
—386785282094496 b3® — 722882757678224 b2 + 70705465023664 b3!
+1071207758850628 630 — 152345397807088 % — 84492275508888 b8
+1893534722157776 b27 — 321912527313704 %6 — 1755743422973472 b5
—3952329743154232 b4 — 1231123994946048 b%> + 4482542867368872 b*2
—7260578585557136 b*' — 10676637973344424 b*° — 896874062161488 b**
+1461317424167657 b'® — 896874062161488 b7 — 10676637973344424 b6
—7260578585557136 b'° + 4482542867368872b'* — 1231123994946048 b*>
—3952329743154232 b2 — 1755743422973472 b1 — 321912527313704 b*°
+1893534722157776 b° — 84492275508888 b% — 152345397807088 b”
+1071207758850628 b° + 70705465023664 b° — 722882757678224 b*

—386785282094496 b® + 73322242224656 b* + 107000235839376 b + 19895127698940),

Cg = —65536(41320702108920 5% + 201445276255992 b3 + 78723688537864 b6
—921962661220752 %5 — 1728404727194460 b>* + 658984073246576 b33
+4427919103381504 b32 + 2522096797621192 b3 — 542827323090560 b3°
—3950290983191936 b%° — 7657873198893716 b + 2339635200188960 b>7
+6277012442312688 b2 — 5768834122613232 b%° — 16539732256254960 b>*
—22938984496809056 b%3 + 7190354420982449 b*? + 26729222341691376 b**
—16383371185881220 b*° — 46869783122259086 b*° — 16383371185881220 b'8
+26729222341691376 b7 + 7190354420982449 b'6 — 22938984496809056 b'°
—16539732256254960 b'* — 5768834122613232 b'3 + 6277012442312688 b'2
+2339635200188960 b'' — 7657873198893716 b'° — 3950290983191936 b°
—542827323090560 b + 2522096797621192 b7 + 4427919103381504 b°
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+658984073246576 b° — 1728404727194460 b* — 921962661220752 b
+78723688537864 b2 + 201445276255992 b + 41320702108920),

Cr = 32768(40570964246800 b + 169109957366480 b>° — 4160270137630 >
—1011879625156072 b7 — 980817478779696 b6 + 2292759575059008 b3°
+4567593073988448 b>* + 438208602766856 b3 — 6077082514615189 b>2
—3027421446338688 b>! + 8690332790846096 b°° + 1938773991810944 b%°
—10774955082368880 b*® — 8739185215126368 b>” + 11507389699313088 b6
+24012564833222816 b%> + 440844933006172 b** — 18664414356798216 b3
—13704791309081940 b*2 + 11400461374694440 b' + 34577225583151254 b2°
+11400461374694440 b™° — 13704791309081940 b'® — 18664414356798216 b'”
+440844933006172 b0 + 24012564833222816 b5 + 11507389699313088 b**
—8739185215126368 b'3 — 10774955082368880 b'? + 1938773991810944 b'*
+8690332790846096 b'° — 3027421446338688 b° — 6077082514615189 b°
+438208602766856 b” + 4567593073988448 b® + 2292759575059008 b°
—980817478779696 b* — 1011879625156072 b> — 4160270137630 b?
+169109957366480 b + 40570964246800),

Cs = —16384(37332878139375b* 4 157051333388300 b* + 34178748690710 b*°
—1085350276184802 b>° — 1184190126412630 b8 + 850703157893968 b7
+1895393095875407 b3¢ + 3285044096321444 b>3 + 71977889638860 b3
—3925914482747915 b3% — 2218584731608648 b>? — 3235770209561440 b3!
+14215297143781896 b0 + 29136345008389760 b%° + 2790127300570352 b2
—15996449632236272 b27 + 3430327479308364 b*® + 42447282461258324 b*°
+24414445026260186 b** — 305803362419172 b%3 + 18460631561504944 b2
+25810764306156474 b*! + 18460631561504944 v%° — 305803362419172 b*°
+24414445026260186 b'® + 42447282461258324 b'7 + 3430327479308364 b'6
—15996449632236272 b'5 + 2790127300570352 b'* + 29136345008389760 b'>
+14215297143781896 b'? — 3235770209561440 b*! — 2218584731608648 b*°
—3925914482747915 b + 71977889638860 b° + 3285044096321444 b7
+1895393095875407 b® + 850703157893968 b° — 1184190126412630 b*
—1085350276184802 b> + 34178748690710 b?
+157051333388300 b + 37332878139375),

Cs = 2048(145496517237500b** + 559593192587000 b** — 763807585849100 b*2
—5638160993456680 b*! — 6051595892894190 b*° + 6864898984787088 b3?
+21340632610119812 b>® + 6496587727637944 b3 — 33578539018887996 536
—31241759325756328 b3° + 32134699071408879 b>* + 70098023268076608 b33
+19335621218116664 b>> — 41828028246755168 b3 — 1996525216709728 b>°
+81080815594328256 b2 + 83276318267645202 b8 — 25692424003544920 b>”
—24061736674891048 b?° + 119085740964714672 b%5 + 173815633442453208 b**
+30972681568676312 b2 — 97038002146787622 b>> + 30972681568676312 2!
+173815633442453208 b2° + 119085740964714672b'? — 24061736674891048 b'8
—25692424003544920 b'7 + 83276318267645202 b'® + 81080815594328256 b'°
—1996525216709728 b1+ — 41828028246755168 b'3 + 19335621218116664 b2
+70098023268076608 b'! + 32134699071408879 b'° — 31241759325756328 b°
—33578539018887996 b + 6496587727637944 b7 + 21340632610119812 b5
+6864898984787088 b° — 6051595892894190 b* — 5638160993456680 b3
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Cy

Cs

Co

—763807585849100 b* + 559593192587000 b + 145496517237500),

—512(246018741800000 b*6 + 460478578235000 b*° — 959413298369500 b**
—1976986907051000 b** + 2134596162335780 b*? + 11337834799794068 b*!
+5658769129760284 b*° — 22315390456343712 b3 — 22433682110014833 38
+19200736814652520 b3 — 15153460371833384 b6 — 39801603924457242 b33
—6207817792577120 b3+ + 65931829729478872 b3 — 32178422323519909 h3?
—196330760993251136 b1 — 136019925373929380 b0 + 74662634592722100 b°
+176306122728136164 b%® — 76752829976320392 b*" — 312975157897471246 b6
—228061115613296984 b>> + 17859147491868360 b** + 185638255077616036 b3
+17859147491868360 b%? — 228061115613296984 b2 — 312975157897471246 b*°
—76752829976320392 b'° + 176306122728136164 b*® + 74662634592722100 b'”
—136019925373929380 b'® — 196330760993251136 b'° — 32178422323519909 b'*
+65931829729478872 b3 — 6207817792577120 b2 — 39801603924457242 b'!
—15153460371833384 b0 + 19200736814652520 b° — 22433682110014833 b°
—22315390456343712 b7 + 5658769129760284 b° + 11337834799794068 b°
+2134596162335780 b* — 1976986907051000 5> — 959413298369500 b?
+460478578235000 b + 246018741800000),

64(878554656890625 b*® + 4646007873650000 b*7 + 6994105647880000 b*°
—5487557505768000 b5 — 29783611632028800 b** — 2275274471442960 b*3
+57823827938883316 b*? — 1732129801054656 b*' — 175024962022241208 b*°
—264517432612651632 b + 12775263988961032 b + 244595304331922768 b37
+15143000249950164 b6 — 689062638896657424 b3° — 846187049470869528 b3
—160301429736607536 b>* + 434100660187080360 b>? — 72933505186779936 b>*

—1125586425679529460 b°° — 1293672985889848976 b%° — 514135342861736560 b8

+89662037932596192 b2 — 214307703400346160 525 — 982012064785912080 b%°

—1323009418426318762 b** — 982012064785912080 b*® — 214307703400346160 b2

+89662037932596192 b2 — 514135342861736560 b2° — 1293672985889848976 b*°
—1125586425679529460 b'® — 72933505186779936 b7 + 434100660187080360 b'6
—160301429736607536 b'°> — 846187049470869528 b'* — 689062638896657424 b'3
+15143000249950164 b'? + 244595304331922768 b'! + 12775263988961032 b*°
—264517432612651632 b° — 175024962022241208 b% — 1732129801054656 b”
+57823827938883316 b% — 2275274471442960 b> — 29783611632028800 b*
—5487557505768000 b + 6994105647880000 b + 4646007873650000 b
+878554656890625),

—32(146196618750 b>® + 160137956875 b7 — 1335849050250 b3¢
—4214724124000 > — 799118257990 b>* + 7177885274840 b33
+5946523523400 b32 — 15922247172846 b3! — 34021841572392 b0
—17245232633576 b%° + 21592703572018 b?® + 27989448390304 b7
—23615988391590 b*® — 77530010777835 b?® — 67787998817838 b**
—2871626634688 b%2 + 41303068697876 b** + 8906527911056 b**
—63122856168384 b%° — 103296741673060 b*° — 63122856168384 b'8
+8906527911056 b'7 + 41303068697876 b6 — 2871626634688 b'°
—67787998817838 b'* — 77530010777835 b'® — 23615988391590 b'?
+27989448390304 b'" + 21592703572018 b'0 — 17245232633576 b°
—34021841572392 6% — 15922247172846 b" + 5946523523400 b°
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+7177885274840b° — 799118257990 b* — 4214724124000 b*

—1335849050250 b> + 160137956875 b + 146196618750) x

(4225612 — 31206 — 163200 + 46205° — 1488 D% + 235267 — 116285 + 2352°
—1488b* + 4620 — 1632b% — 3120 b + 4225),

C1 = —4(1040b% — 2528 b° — 61056° — 843267 + 39265 + 2646 b° + 392 b*
—8432b% — 6105b% — 2528 b + 1040) x (5b% + 3b+ 5)x
(13b* 4+ 210 + 32b% 4+ 215+ 13) x
(4225b'2 — 31206 — 16325'0 + 462067 — 1488b° + 23527 — 11625 + 2352°
—1488 b* 4 46206 — 1632b% — 3120 b + 4225)3,

Co = —(5b>+3b+5)x (13b* +21b> +32b% +21b+ 13)x
(4225 b'2 + 624061 + 517250 — 5076 5% — 174068 + 5448 b7 + 16406 b® + 5448 b°
—1740b* — 5076 b> 4 5172b% + 6240 b + 4225) x
(4225b'2 — 3120b'" — 16325'0 + 462067 — 1488 b° + 235267 — 11625 + 2352°
—1488 b* 4 46206 — 1632b% — 3120 b + 4225)3.



Apéndice E

Método de Newton Aplicado ao Mapa
de Hénon

Consideremos duas funcoes g e h tais que

g = g(z,9),
h = h(z,y).

as solucoes numeéricas deste sistema sao dadas pelo uso do método de Newton para equacoes
simultaneas:

h(zi,yi) 9y (i, vi) — 9(xi, i) hy (i, Y3)

Ti+1 = z; + D )
9@ ) ha(i yi) — B(i, Yi) 9o (T Vi)
Yi+1 = Yit D .
Onde:
h g
h hy =
Gy — g Ny hy 9y ,
Cha.—| 9 P
e
_ | 9= hg _ .

Vemos entao claramente que o processo de convergéncia acima proposto requer duas condigcoes
iniciais,z; € y;-

Consideremos entdo agora o mapa de Hénon no contexto do método de Newton, ou seja,
consideremos as funcées F' e GG ja definidas anteriormente, como funcoes as quais aplicaremos o
método de Newton. Formalmente:
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g = G,
h = H.

Notamos entao que pela definicdo do método de Newton, ou seja pela sua relacao de iteragao,
temos que considerar as derivadas das fungoes F' e G. Relembremos que as equagoes que definem
os “zeros” dos diversos periodos do mapa de Hénon cujas equacoes sao dadas por :

G = In — Z0,

H = y,—yo.

Sendo o indice n, nas equagdes acima, denota um periodo especifico.

E.1 O Processo de Derivagao para o Mapa de Hénon

Tomemos por simplicidade o periodo 3 do mapa de Hénon para o célculo das suas derivadas
parciais, apds generalizaremos o processo para o caso geral (periodo n).
Pela definicdo do mapa de Hénon temos para o periodo 3:

T3 =a — 3 + by,

Y3 = 2.

Mas ainda vemos que:

Ty =a— 22 + by,

Y2 = T1.
T =a—:(:(2)+by0,
Y1 = To-

Ou seja vemos que na verdade as Unicas “varidveis” em questao estdo na tltima relacdo apresen-
tada anteriormente, ou seja as relacOes para z1 e y; onde estao contidos explicitamente os termos
T, € Yo que sdo os termos em funcdo dos quais todos os outros “z,”, sdo calculados. Vemos
entdo que temos uma estrutura de funcées compostas, sendo que isto nos da a possibilidade da
utilizacao da regra da cadeia para o calculo das derivadas parciais.

Comecemos considerando as derivadas parciais das fungdes que estao englobadas na equacao
do periodo em questao:

6.’1)1

— = =2

(933 Zo,
6:1:1
== _p
dy ’
Oy
A
Oz ’
M _
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e7
0xo B or1 32/1
or 21 Oz +b8w’
0xo 0z 32/1
Irr _ g9 Y91
8y I ay +b 8@/’
Oy _ O
or Oz’
Oy2 _ 0z
oy Oy’

Tomemos agora finalmente as derivadas das funcoes G(xg,yo), € H(zo,yo) para o periodo em
questao.

o (93,‘2 6y2
G;C—_Q.Z'Q%‘I‘b%—l,

. 8.T2 8’!/2
Gy = 2LE2 ay +0b By ,
Oy2

H, =
T 8x7

Vemos entdo que o processo de derivagao para as funcoes F' (o, o), € G(xo, yo) de um determinado
periodo pode ser visto como um processo em cadeia dotado de uma certa simetria, simetria esta
da qual nos valeremos juntamente com uma extrapolacao algébrica para o periodo n.

Vemos entao que:

O0Tp—1 OYn—1

= —2Lnp_ b -1,
¢ In—l oz + oz
O0rp_1 OYn—1
Gy, =—2xz,_ b ,
y Tp—1 By + ay
O0Yn—1
H. =
xr 6,’1,' b
=%y
Oy

As equacgoes acima valem para qualquer periodo em que se queira tomar as derivadas parciais,
mas podemos escreve-las numa forma ainda mais compacta, como veremos agora.
Pela extrapolacao feita pode-se escrever:

axn _ 83771—1 ayn—l
or 281 Oz o or ’
Oy, O0Tp_1 OYn—1
- = —2Zp- )
By Tp—1 By +b 3y
OYn _ OTn—1
or Oz’
OYn _ OTn1

Oy Jy
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Para facilitar-nos a construgdo de uma regra conveniente e rapida para a obtencdo das de-
rivadas parciais, nada nos impede de tomarmos as duas ultimas relagoes acima e escreve-las
como:

Oyn _ . Oxn1 | Oyn1

or 1 oz +0 oz ’
Oyn, _ O0xn 1 OYn—1
oy 1 By +0 3y

Usando agora algebra matricial, é em principio facil montar um produto de matrizes cujo
resultado reproduz as relagoes acima. Vemos entao que:

dzn  OYn
ox or _
dzyp -

9y 9y

o

OTn—1 OYn—1
55 o b 0

0Tn—1 OYn—1
oz oz ] |:_2x"—1 1:|

Lembremos agora que o processo de derivagdo é um processo em recursivo, no nosso caso,
logo da mesma forma expressamos as derivadas parciais de x,, € ¥, como um produto de duas
matrizes, podemos igualmente expressar as derivadas parciais de x,_1, € y,_1 como um produto

de duas matrizes:
OTn—1 8yn—l OTp—_2 ayn—Z
ox or _ L ox —2zp-2 1
OTn—1 OYn—1 - OTn—2 OYyn—_2 b 0

Jy Jy Jy Jy

Se seguirmos entao este processo, para um determinado periodo n, é facil ver que chegaremos
ao seguinte produto de matrizes:

Z”_% _ Za_% [_lel]:[—%ol][—mll]
X 2 T 1

Este fato agora nos mostra que podemos escrever a matriz das derivadas parciais de x,, € Y,
como um produto simples de matrizes:

6;_; 88% _ —2z9 1 -2z 1 —2x,1 1 -2z, 1
2n  Ln b0 b 0| b 0 b0
Y Y

Utilizando agora a averiguagdo anterior podemos escrever uma forma geral para as derivadas
parciais de F(zo,v0), € G(zo,y0), que sdo as funcdes para um determinado periodo n:

Gz- HJ; . —2.’130 1 —2.’131 1 —2.’En_1 1 —2£En 1 . 10
G, H, | | b 0 b0 b0 b 0 0 1

Verificamos entdo que pode-se escrever as derivadas parciais em uma notagao compacta dada

por:
G, H, _ﬁ—2x,-1 10
Gy, H, | \ b 0 01
=0
Sendo a equacdo acima vélida para qualquer periodo, como estamos trabalhando com o periodo
6 temos entao que nas equacoes acima consideremos o caso especifico n = 6. Notemos ainda que
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esta representacao das derivadas parciais é de grande utilidade para a aplicacao do método de
Newton para equacdes simultdneas uma vez que o determinante da matriz apresentada acima é
exatamente a forma requerida no método em questao.
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