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RESUMO

Propomos um modelo fenomenoldgico estocastico para a dinamica do momento magnéti-
co de particulas superparamagnéticas e obtemos sua solugao para diversas circunstincias
e por diversos métodos. Inicialmente estuda-se a teoria dos processos estocasticos e do
calculo estocdstico, com énfase em processos markofianos difusivos. Para esta classe de
processos, mostramos como usar diretamente as equagoes de Langevin para obter quanti-
dades fisicamente relevantes como médias sobre um ensemble de realizagoes. Este método
é uma alternativa ao emprego da correspondente equagao de Fokker-Planck. Mostra-se
como expressar a fungao-resposta numa forma matematicamente conveniente para que
seu cdlculo possa ser realizado pelo referido método, o qual tem a vantagem de nao
requerer que o sistema satisfaca as condigoes de balanco detalhado. O modelo fenome-
nolégico estocastico, desenvolvido para a dinamica do momento magnético de particulas
superparamagnéticas, é compativel com flutuagoes esperadas também no médulo do mo-
mento magnético das particulas. Mostra-se que o modelo nao obedece as condigoes de
balanco detalhado. O cdlculo estocastico é usado para obter a equacao de Fokker-Planck
do modelo, assim como para realizar consistentemente a transformacgao para coordenadas
cartesianas e obter outros resultados analiticos. Obtém-se também as fungoes-resposta no
limite de ruido nulo, com a mesma férmula matematica usada para obter numericamente
essas funcoes por simulagao numérica na presenca de ruido. Estes resultados sdo usados
como testes analiticos para os resultados numéricos obtidos pelo método da simulagao das
equacoes de Langevin. Discute-se também a teoria de erros na integracao de equagoes es-
tocdsticas tipo Langevin e a implementacao numérica do cédlculo das func¢oes-resposta. Os
resultados assim obtidos mostram-se fisicamente plausiveis e matematicamente confiaveis.
Para valores convenientes dos parametros do modelo sua solugao apresenta o fenémeno
de ressonancia estocastica. O método da simulacao numérica constitui uma importan-
te alternativa ao emprego de equacoes de Fokker-Planck e é suficientemente geral para
abarcar uma classe vasta de sistemas fora-do-equilibrio.



ABSTRACT

A model for the dynamical behavior of the magnetization of superparamagnetic particles is
proposed and its solution is obtained for different circumstances and by different methods,
based on the theory of stochastic processes. Initially the theory of stochastic processes and
stochastic calculus is reviewed, with emphasis on Markoffian diffusive processes. For this
class of processes we show how to use the Langevin equations to obtain physically relevant
quantities, which are ensemble averages of realizations. This is an alternative method to
the use of the corresponding Fokker-Planck equations. A new expression for the response
function of linear response theory for stochastic processes is obtained. This new expression
is appropriate for numerical simulations, based on the Langevin equation, without the
need of solving the Fokker-Planck equations and the detailed balance conditions are not
required. The model developed for the dynamics of superparamagnetic particles is more
general than previous models which can be found in the literature because it allows for
fluctuations in the magnitude of the magnetic moment. Detailed balance conditions are
not satisfied. Ito as well as Stratonowich calculus are used to transform the Langevin
equation in Cartesian coordinates into an equation in spherical coordinates an to obtain
other analytical results. The response functions, in the zero noise limit, are calculated
exactly by the use of the same expression from which we calculate numerically these
functions in the presence of noise. These results are used as analytical tests for the
numerical results obtained by simulation of the Langevin equations. The error theory
for the numerical integration of the stochastic Langevin equations, particularly for the
calculation of the response functions, is discussed. The results obtained in this way are
physically plausible and mathematically reliable. For convenient values of the model’s
parameters its solution shows the phenomenon of stochastic resonance. The numerical
simulation method shows to be an important alternative to the use of the Fokker-Planck
equations and is sufficiently general to comprise a large class of systems out of equilibrium.
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INTRODUCAO

Neste trabalho propomos um modelo estocastico para a dinamica do momento magnético
de particulas superparamagnéticas. Tais particulas sdo sistemas magnéticos mesoscopi-
cos. Um exemplo tipico desses sistemas é o de um ferrofluido onde a concentracao de
particulas é suficientemente pequena (~ 10'¢m™®) para que as interacdes magnéticas
dipolares entre elas possa ser desprezada. A Teoria dos Processos Estocdsticos e o Cal-
culo Estocastico sao empregados no estudo analitico do modelo e também na obtencao
de resultados numéricos. Quantidades fisicamente relevantes, como médias de ensemble,
sao obtidas a partir da simula¢ao numérica de um conjunto de equagoes de movimento
estocasticas do modelo, que constituem um sistema de equagoes diferenciais estocdsticas
tipo Langevin para a evolucao temporal do ensemble simulado no espago de fase termo-
dindmico. Nestas equacoes a presenca do ruido representa o efeito das flutuagoes térmicas
sobre o estado termodinamico do sistema mesoscépico, especificado por um conjunto de m
variaveis termodinamicas de estado. Diferentemente do que normalmente é feito, portan-
to, a obtengao de resultados numéricos nao depende da resolucao numérica ou analitica
da equacao de Fokker-Planck associada as equagoes de Langevin. A obtencao de solugoes
analiticas exatas ou aproximadas de equacoes de Fokker-Planck para sistemas estocds-
ticos com dimensao maior do que um requer, em geral, que o referido sistema obedeca
as condigoes de balan¢o detalhado, o que exclui muitos sistemas magnéticos. Por outro
lado, para dimensoes maiores do que dois, os métodos tradicionais de resolu¢ao numeérica
de equacoes a derivadas parciais, como a de Fokker-Planck, requer em geral uma grande
quantidade de memodria e talvez um grande dispéndio de tempo de CPU, dada a comple-
xidade das operacoes envolvidas nos cdlculos numéricos intermedidrios, como inversao e
multiplicacdo de matrizes com grandes dimensoes.

O método baseado em simula¢oes numeéricas de equagoes de Langevin é vdlido se o
sistema obedece ou nao ao balango detalhado. Outra vantagem desta abordagem é que
os erros numéricos inevitavelmente gerados, devido ao intervalo finito de integracdao ou
ao nimero limitado de réplicas no ensemble simulado, constitui o tipo de erro facilmente
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controlavel.

O trabalho esta dividido em trés partes. Na primeira parte, definicoes e conceitos fun-
damentais da Teoria Estocastica e do Cilculo Estocastico em média-quadratica sao apre-
sentados, numa abordagem voltada para a sua aplicacio imediata ao tipo de problemas
fisicos que nos interessa tratar. Por isso, a énfase é dada ao estudo dos processos marko-
fianos difusivos, descritos por equagdes de Langevin. Mostramos como a essas equagoes
estd associada uma equagao de difusao para as densidades de probabilidade relevantes,
a equagao de Fokker-Planck, cujos aspectos mais importantes para o tipo de problema
que nos interessa tratar sao rapidamente estudados. Apresentamos a Teoria da Resposta
Linear para sistemas estocasticos difusivos, formulada inicialmente a partir da equagao
de Fokker-Planck[1]. Mostramos, em seguida, como obter expressdes matematicas para
as fun¢oes-resposta que nao sao meramente formais, mas praticas, e que permitem seu
célculo por simulagdo numérica das equagoes estocasticas de movimento.

Na segunda parte, apresentamos inicialmente uma pequena revisio sobre superpara-
magnetismo. Em seguida introduzimos o modelo estocastico por nés desenvolvido para a
dindmica do momento magnético da particula superparamagnética, apresentado em tra-
balhos anteriores|2, 3]. O modelo é compativel com a possibilidade de flutuacoes também
na magnitude do momento magnético da particula, o que normalmente é desconsiderado
nos outros modelos formulados para o problema. Mostramos que o modelo proposto nao
satisfaz balango detalhado. Usamos as regras formais do célculo estocastico, nas versoes
de Ito e de Stratonovich, para obter de maneira consistente as equacoes de Langevin
do modelo proposto, em coordenadas esféricas. Também é mostrado que, embora apa-
rentemente diferentes, as equagoes de Ito-Langevin e de Langevin-Stratonovich obtidas
em coordenadas esféricas sao, de fato, equivalentes em média-quadratica, correspondendo
a mesma equagao de Fokker-Planck associada. Também conseguimos obter solucoes da
equagao de Fokker-Planck em limites especiais, as quais mostram-se fisicamente corretas.
Como teste analitico das expressoes obtidas no primeiro capitulo para as fungoes-resposta,
sobre as quais se baseia a obtengio das mesmas por simulacio numeérica na presenca de
ruido, calculamos estas fungoes analiticamente, sem aproximacdes, no limite de ruido nulo.

Na terceira parte, descrevemos inicialmente alguns dos principais métodos passo-a-
passo para a integragao numérica de equagdes de Langevin, com énfase no problema dos
erros médios quadréticos gerados pelos esquemas numéricos usados. Mostramos que as
equagoes estocdsticas cartesianas sao mais adequadas que as correspondentes equagdes
em coordenadas esféricas. As fungGes-resposta sdao obtidas numericamente por simulagao,
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utilizando-se 0 método de Euler para integrar as equacoes diferenciais estocasticas em ca-
sos de campos efetivos de interesse fisico, para vérias combinacoes de valores numéricos dos
parametros do modelo proposto. As correspondentes susceptibilidades magnéticas dina-
micas sio obtidas das fungoes-resposta pela transformada de Fourier discreta (FFT). Os
resultados obtidos mostram-se fisicamente corretos e matematicamente confiaveis. Por-
tanto, o método da simulagao das equagdes de Langevin mostra-se uma importante alter-
nativa para tratar este tipo de sistemas estocdsticos, e suficientemente geral para abarcar
uma classe vasta de fendomenos fora-do-equilibrio.

As contribuigoes inéditas deste trabalho sdo basicamente trés: um novo modelo es-
tocdstico generalizado para a dinamica de particulas éuperparamagnéticas, compativel
com flutuagoes também no médulo do momento magnético da particula; o emprego de
um método numérico baseado em simula¢ées numéricas de equagoes de Langevin, alter-
nativo ao emprego de equacgoes de Fokker-Planck, com o qual podemos obter quantidades
fisicamente relevantes como médias de ensemble; e a obten¢ao das fun¢des-resposta numa
forma matemadtica conveniente para permitir seu calculo por simulacao numérica.



Capitulo 1

CALCULO ESTOCASTICO

Este capitulo é, em quase sua maior parte, uma rdapida introducao ao Calculo Estocastico,
destinada a tornar mais compreensivel a leitura dos capitulos seguintes. Inicialmente é fei-
ta uma pequena revisao sobre processos estocasticos (PE’s) e algumas formas de classifica-
los. A seguir introduzimos o leitor as equagdes diferenciais estocasticas (EDE’s), com
énfase nas equacgoes tipo Langevin. Mostramos como deduzir a equagao de Fokker-Planck
(EFP) associada a processos estocasticos descritos por equacoes de Langevin. Analizamos
também as condicoes a serem satisfeitas para que a equagao de Fokker-Planck obedeca ao
principio do balanc¢o detalhado (BD). O Célculo Estocéstico em média-quadratica, com
énfase nas versoes de Ito e de Stratonovich, é apresentado em duas partes, afim de separar
os casos de ruido aditivo e multiplicativo. A iiltima secao, onde é apresentada a Teoria
da Resposta Linear para sistemas estocdsticos difusivos, contém material inédito. Nesta
se¢ao consiguimos de expressar as fungoes-resposta numa forma matemaética apropriada
que permita seu calculo através de simulagoes numeéricas.

1.1 Sistemas Complexos

De maneira geral, podemos definir um sistema complexo como um sistema aberto formado
por um nimero grande de elementos microscopicos de natureza qualquer, e que apresen-
ta caracteristicas organizacionais macroscopicamente mensuraveis|4]. Sistemas desse tipo
sofrem transformacoes irreversiveis, que podem ser tratados basicamente por duas des-
crigoes extremas. Em um nivel mais fundamental, podemos tratar tais processos por uma
descricao microscopica, em que se trabalha diretamente com as varidveis microscépicas
ou microvaridveis, associadas diretamente aos constituintes microscépicos do sistema, e
com as correspondentes equagoes de movimento. Entretanto, uma vez que o mimero
de varidveis envolvidas nesse tipo de descrigio é muito grande e que, na maioria das
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vezes, as equagoes de movimento siao interdependentes, tal descrigdo é quase sempre de-
masiadamente complexa para a obtencao de resultados analiticos. Mesmo a obtencao de
resultados numeéricos ¢ invidvel, em virtude da demanda proibitiva de memoéria e tempo
de computacao.

No extremo oposto, uma descri¢do termodindmica trata a evolucao do estado ma-
croscopico instantaneo do sistema como um processo dinamico, envolvendo um nimero
relativamente pequeno de varidveis termodinamicas (macrovaridveis), z4(t). Se, para
um particular sistema fisico, existir um conjunto minimo de m macrovaridveis capaz de
especificar de maneira completa o estado termodinamico do sistema, de forma que o conhe-
cimento de seus valores em um certo instante de tempo permita determinar seus valores
em um instante de tempo futuro qualquer, entao dizemos que {z,}, @ = 1,--- ,m, é um
conjunto completo de varidveis termodinamicas de estado. O comportamento dinamico
das macrovariaveis pode ser bem descrito por equagoes diferenciais de primeira ordem no

tempo,
Ta(t) = Fﬂ’(x't)! (1.1)

muitas vezes determinadas empiricamente ou, entao, derivadas do conjunto das equagoes
microscopicas por meio da Mecéanica Estatistica (cldssica ou quéntica). Dessa maneira,
quantidades termodinamicas sao os valores esperados de quantidades que sao combinagoes
das microvariaveis.

O espaco expandido pelo conjunto das macrovaridveis é o espa¢o de fase termodind-
mico, I' = R™, do sistema. Nele, o estado termodinamico do ¢ descrito por um ponto-
representativo, cuja posicao instantanea em I’ é dada pelo vetor

x(t) = (z1(2), z2(8), -+, 2m(1)).

A descrigao termodinamica de um sistema complexo pode ser deterministica ou estocasti-
ca. No primeiro caso, desde que o sistema nao sofra nenhuma transicao de fase, o ponto-
representativo descreve em I' uma trajetéria regular e inteiramente previsivel, a trajetdria
deterministica do sistema. Neste caso, as equacgoes (1.1) serdo equagoes diferenciais or-
dindrias (EDQO) de primeira ordem no tempo. No segundo caso, o ponto-representativo
descreverd uma trajetéria imprevisivel em I', frequentemente irregular. Tais caracteris-
ticas da trajetéria sdo conseqiiéncias do ruido contido no termo F, das equagoes (1.1),
de sorte que essas equacoes serao equagoes diferenciais estocasticas (EDE), cujas solugoes
nao sao fungoes do tempo, mas fungoes estocdsticas ou processos estocdsticos (PE). Elas
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podem ser obtidas a partir das equagdes microscépicas de movimento para as microvaria-
veis do sistema, através de algum procedimento reducionista[5] da Mecanica Estatistica.
Ou, como ¢ mais freqiiente, pela introducao ad hoc de termos estocasticos em equacoes
fenomenoldgicas conhecidas, os quais sdo dependentes de um PE denominado ruido, com
escala de tempo caracteristica das variagoes muito menor do que aquela que é tipica
dos processos envolvendo as macrovariaveis. O paradigma desta segunda alternativa é o
modelamento de Langevin para o movimento browniano de particulas mesoscépicas em
suspensao em um meio fluido[6]. Devido a presenca do ruido nas equacoes de movimento,
o estado termodinamico nao pode mais ser determinado a partir de um estado macrosco-
pico inicial semm um grau de incerteza. A trajetéria estocdstica do ponto-representativo
em [', em geral muito menos regular que a deterministica, se afastara mais ou menos
desta, para um mesmo ponto de partida, dependendo da escala ou intensidade do ruido
existente. Também devemos considerar a trajetéria deterministica do sistema como o
limite da descri¢ao estocastica quando a intensidade do ruido se anula.

A intensidade do ruido depende essencialmente da temperatura e do “tamanho” do
sistema considerado. A origem do ruido pode ser atribuida, em iltima anélise, ao enor-
me nimero de interagoes dos constituintes microscépicos com a vizinhanca do sistema,
encarada como um reservatério térmico em equilibrio macroscopico com o sistema a uma
temperatura 7'. O “tamanho” do sistema pode ser o mimero N de microvariaveis envolvidas
ou mesmo o volume ocupado pelo sistema. Para um sistema termodinamico mesoscdpico,
o “tamanho” é suficientemente grande para conter um nimero razoavelmente grande de
constituintes microscépicos interagentes, tal que faca sentido uma descricao termodina-
mica do sistema. Por outro lado, ele é ainda “pequeno” o bastante para que os desvios
imponderaveis dos valores médios nao sejam despreziveis. Para esse tipo de sistema,
intermedidrio entre 0 mundo microscépico e o mundo macroscépico, uma descricao ter-
modinamica estocdstica freqiientemente é muito adequada. Para sistemas macroscopicos
no sentido usual da palavra, a temperaturas finitas nao muito préoximas das temperatu-
ras criticas de transicoes de fase desse sistema, o valor instantineo das macrovariaveis
se desvia tao pouco de seu valor mais provavel que tais flutuacoes sao mascaradas pelo
grau de incerteza inerente aos instrumentos macroscépicos de medida. Espera-se que a
intensidade do ruido se anule para 7" — 0.

Ao longo deste trabalho, estaremos interessados basicamente em sistemas fisicos me-
soscopicos. Por este motivo, neste capitulo trataremos de apresentar suscintamente os
aspectos da teoria dos processos estocdsticos que sao mais relevantes para a descricao,
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modelamento e tratamento analitico ou numérico deste tipo de sistema.

1.2 Processos Estocasticos

Para definir matematicamente um processo estocdstico (PE), consideremos um experimen-
to £, que consiste em observar qualitativa ou quantitativamente uma grandeza qualquer
X, sujeita a variagoes imprevisiveis com o tempo, ao longo de um intervalo finito [0, #;].
Dado o cardter aleatdério ou a nao-repetibilidade dos resultados, £ serda denominado de
experimento aleatdrio. Se o experimento for repetido imimeras vezes, sob condicoes ma-
croscopicamente idénticas e partindo-se sempre da mesma condi¢ao macroscépica inicial,
a cada repeticao obteremos resultados diferentes para X em cada instante ¢ > 0. Cada re-
sultado observado do experimento para o intervalo [0, ;] ¢ denominado evento elementar,
w, e o conjunto de todos os possiveis resultados de £ é o espago dos eventos elementares S).
Subconjuntos de §2, formados por eventos elementares w € §2 que satisfazem propriedade,
condicao ou regra qualquer estabelecida, sao chamados simplesmente de eventos. Logo, o
conjunto vazio () é o evento tmpossivel e o préprio ) é o evento certo.

Através de um processo de medi¢ao, para cada repeticao do experimento aleatério
obtemos valores numéricos para a grandeza X ao longo do intervalo [0, ¢], ou seja, uma
fungéo real do tempo z,(t) = X (w,t), chamada de realizag¢do, func¢io-amostra ou “trajeté-
ria”. Assim, analogamente a definicao de variavel aleatoria (VA), define-se um processo
estocastico (PE) como um mapeamento X (,t) que associa a cada evento elementar w € §)
uma funcao real do tempo,

w25 X(w,t) = z,(t).

O espago abstrato §2 é mapeado em um espago de fungoes reais, A, formado por todas as
possiveis realizacoes obtidas pelo processo de medi¢ao, denominado correspondentemente
de espa¢o amostral. Analogamente a definicao de evento em {2, subconjuntos amostrais
de A podem ser definidos, constituidos, por exemplo, por realizacoes que satisfazem uma
dada propriedade analitica escolhida. Cada subconjunto corresponde a um certo evento
de §2. O conjunto de todos os subconjuntos de A sera denotado por U e satisfaz, portanto,
as condigoes: ) € U, A€ U ese A€ U e B € U, entdo seus complementos A (“nio A”)
e B (“nao B”), sua unido AU B e sua intersecio A N B, também pertencem a U. O par
(A,U) constitui um espag¢o mensurdvel.

Uma fungao p definida sobre U ¢ uma medida de probabilidade[7] em A se:

(1) u(A) > 0, para todo A € U;
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(ii) (@) = 0;

(i) p (U2 An) = 202, pu(An), se A €U ese A, N Ay =0 paran #n'.

A tripla (A, U, p) constitui um espaco de medida. Se uma medida u = P ¢ finita, ou
seja, se P(A) < oo, normalizamos a medida de modo que P(A) = oo, e entdo dizemos
que (Q,U,P) é um espago de probabilidade.

Para evitar a possivel confusao entre varidveis deterministicas e estocdsticas, adota-
remos a seguinte nota¢ao: um PE normalmente serd denotado por uma letra maiiscula,
por exemplo X, enquanto uma particular realizagio do mesmo ¢ denotada pela letra
minuscula correspondente, por exemplo z.

Dependendo da natureza real ou complexa das func¢oes-amostra, o PE serd real ou
complexo. Se realizarmos diversas repeti¢des do experimento e medirmos o valor da
quantidade observada em um mesmo instante fixado ¢, tal quantidade sera uma variavel
aleatéria (VA) X,, = X(t;). Finalmente, para um particular evento elementar w do
experimento aleatdrio e para um certo instante de tempo ¢; fixado, o resultado obtido,
T,(t1) = X(w,t,), serd um nimero. Por conveniéncia, simplificaremos a z,,(t) para z(t).

A extensao dessas idéias para PE’s vetoriais é imediata: definimos um PE vetorial
com m dimensoes como um vetor estocdstico X(t) com m componentes X;(t), cada uma
delas sendo um PE como definido anteriormente.

Para um instante fixado ¢t; X (¢) é uma VA X (¢,), com distribui¢do de probabilida-
de F(z,t1) = Prob{X(t;) < z,}. E para um conjunto finito de instantes de tempo
fixados {t;,---,t,}, as VA’s correspondentes X (t;),--, X (¢,) tém uma distribuicdo de
probabilidade conjunta, dimensionalmente finita,

Ez(xl;tl;' o ;I,;,tn) — PrOb{X(tl) STy, 1X(tn) < -T:n}:

ou, equivalentemente, uma densidade de probabilidade conjunta dimensionalmente finita

O"F,
Pn :t;"';-’cmtn E—n_"’-
(Il ! ) a.'L'l LS 85’),«1
Essas distribuigoes ou densidades de probabilidade conjuntas para n = 1,2,--- consti-

tui a familia das distribui¢oes ou densidades dimensionalmente finitas associada ao PE
X(t). Nessa hierarquia de distribuicdes e densidades de probabilidade, uma dimensio
n maior corresponde, em principio, a um conhecimento mais refinado das propriedades
estatisticas do PE. De fato, o conhecimento de P, inclui toda a informagao contida em
P, 1,P,9,:-+, P, uma vez que

o0

P alrstes =i %i-1sbi-1) =f Pu(z1, b5+ 3 Ty tn)dzy,.

—00
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Para processos fisicos, todas as propriedades estatisticas do PE sao determinadas inteira-
mente pela familia de distribuigoes ou densidades dimensionalmente finitas associadas ao
conjunto enumerdvel de instantes discretos {¢,s, - }.
Outro conjunto de fungoes definidas a partir das fun¢oes distribui¢ao dimensionalmente
finitas é o das densidades de probabilidade condicional dimensionalmente finitas,
Pl b vt B ba)

T](-'I:mtn|-'5n—l;tn—l;"' ;:Elrtl) o P ]('L‘l t; e ¢ )? (12)
n—=1\L1y 41y """ ydbn—1y bn-1

cujo significado ¢ o de densidade de probabilidade para X, = X, dado que X assumiu
o valor z; em #;, 2o em t5, ---, € T,y em t,_,. Em fisica, tais fun¢oes costumam ser
chamadas de (densidades de) probabilidades de transigao.

Em termos dessas fungoes distribuigao ou densidades de probabilidade, os PE’s po-
dem ser classificados de diversas maneiras. Por exemplo, se toda a estatistica de um
processo pode ser especificada em termos de P (z,t), tal PE é dito ser sem memdria. Isso
significa que X; = X(t;) e Xy = X(¢;) sao VA’s independentes, para t; # t,, tal que
Py(z1,ty; -+« 520, ta) = I Pi(zj,t5). Este é o caso do PE conhecido como ruido-branco,
que terd importancia fundamental ao longo deste trabalho. Em situacoes fisicamente mais
plausiveis, esperamos que X (t3) = X, tenha alguma correlagao com X (¢;) = X,;. Logo, o
préximo passo é considerar os PE’s ditos markofianos, uma classe de PE’s caracterizados
como segue: para quaisquer tempos t; <t < --- < {,, tem-se

Tl (-Im tn‘xn-lvtn—l; R /5 B tl) = TI(‘T?H tll’In—la tn-—l): (13)

o que significa essencialmente que, conhecido o estado do sistema no presente (ty), qual-
quer informacao adicional sobre o estado do sistema no passado (¢ < ty) nao tem efeito
algum sobre o nosso conhecimento acerca do estado do sistema no futuro (¢ > ¢5). Ob-
serve que as equacoes (1.2) e (1.3) implicam em que toda a informacao estatistica rele-
vante sobre um PE markofiano é fornecida pela densidade de probabilidade de transicao
de primeira ordem conjuntamente com a densidade de probabilidade de primeira ordem
Pi(z,t) ou, equivalentemente, pela densidade de probabilidade conjunta de segunda or-
dem, P(z,t;2',t'). Informalmente, costuma-se dizer que um PE markofiano “esquece” sua
histéria pregressa, assim como é comum encontrar na literatura a expressao “sem memo-
ria” associada a tais PE’s, mas isto nao é correto. Na realidade o PE markofiano pode ter
memoéria de longo alcance temporal. Mas, uma vez fornecida informacao sobre o estado
do sistema em um dado instante passado (que pode ser remoto no tempo), tudo o que
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ocorreu anteriormente a este instante nao importa para a determinacio de propriedades
estatisticas nos instantes futuros.

E interessante perguntar se sistemas fisicos reais podem ser descritos por processos
markofianos. Por exemplo, considere o movimento browniano ordindrio de uma particula
coloidal mesoscépica, em suspensao em um meio fluido. A particula encontra-se sub-
metida a um constante bombardeio das moléculas do meio. O processo velocidade da
particula pode ser considerado como markofiano apenas aproximadamente: as colisoes
com as moléculas do meio ocorridas em ¢; tém um tempo de dura¢ao finito, durante o
qual as mudancas ocorridas no passado imediato determinam o tipo da colisio e, portanto,
certamente influenciam as mudancas que se produzirao no futuro imediato. Ou ainda, o
deslocamento das particulas no meio cria um fluxo organizado e sistematico de fluido nas
suas adjacéncias, que certamente terd efeito na probabilidade das colisdes em instantes
futuros, ou seja, um tipo de “memdria” que torna o processo nao-markofiano. Entretanto,
para as escalas de tempo tipicas das observagdes macroscopicas, que sao muitas ordens
de grandeza maiores do que a escala de tempo caracteristica das colisdes microscopicas,
o processo velocidade da particula browniana aparece como markofiano, uma vez que os
efeitos da auto-correlacao da velocidade tém duragao da mesma ordem que a das colisoes
microscépicas e nao mais serao notados. Ou se pensarmos em uma rea¢ao quimica, duran-
te um intervalo de tempo tipico para que cada reagao individual se complete nao podemos
sequer pensar em moléculas individuais. Portanto, existe uma escala de tempo minima -
da mesma ordem de grandeza que os tempos caracteristicos das reagoes microscépicas -
abaixo da qual uma descricao do estado instantaneo do sistema em termos de moléculas
individuais nao faz sentido, assim como a descri¢cao desses processos nessas escalas de
tempo como processos markofianos. Apesar disso, se usarmos uma escala de tempo que
seja muito superior a essa escala minima de tempo, a histéria passada do sistema nao tera
mais influéncia alguma sobre o estado futuro do sistema, uma vez conhecido o seu estado
atual, de forma que podemos tratar o processo como sendo markofiano. Assim, PE’s mar-
kofianos tém existéncia matematica plena, porém existéncia fisica apenas aproximada,
mas sao luteis para descrever a realidade revelada por nossos métodos de observacgao de
larga escala temporal.

Ao classificarmos um PE como markofiano ou nao-markofiano, devemos ter em mente
que esta nao é uma classificacao definitiva e absoluta. Se um PE m-dimensional é mar-
kofiano, o PE descrito por apenas r dessas componentes, 7 < m, muitas vezes nao sera
markofiano; dizemos que este iltimo é uma projecao daquele processo m-dimensional, em
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um espaco de dimensao r < m. Inversamente, qualquer PE nio-markofiano r-dimensional
pode tornar-se markofiano aumentando-se o mimero de componentes envolvidas em sua
descri¢ao, de r para um certo m > r. Por exemplo, consideremos o movimento browniano
unidimensional, descrito pela EDE

X =—9X +N(@),

onde N(t) ¢ ruido branco, < N(t) >=0e < N(¢t)N(t') >= 2D4(t—t'). Para resolver esta
EDE, precisamos especificar os valores da posicao e da velocidade em um dado instante
inicial ou, equivalentemente, os valores da posi¢gao em dois instantes, o inicial e um outro
anterior a este. Sendo assim, o PE nao ¢ markofiano. Mas, definindo os PE’s Q; = X e

Q2 =V = X, a equagao de movimento estocistica anterior é equivalente a um sistema
de duas EDE’s de primeira ordem no tempo,

Q1=Q2

Q2 = —YQ2 + N(t).

Assim, o PE vetorial bi-dimensional (@, Q)2) é markofiano, uma vez que basta especificar
os valores de (), e (22 em um tnico instante inicial. Em se tratando da mecéinica estatistica
cldssica, é claro que no limite m — Ny, onde N; é o mimero de graus de liberdade do
sistema macroscépico, a descrigdo estatistica e incompleta do sistema sempre tende a
confundir-se com a descrigao deterministica e “completa”, dada neste caso pela mecénica
newtoniana para um sistema de muitos corpos. Portanto, neste limite, uma abordagem
estatistica de um sistema qualquer que inicialmente considere apenas r varidveis e que
seja nao-markofiana sempre ha de tornar-se markofiana para algum m suficientemente
grande, porém menor do que Nj.

Podemos deduzir rapidamente uma relagao integral para a densidade de probabilidade
de transi¢ao de primeira ordem de um PE markofiano X (¢). Para isso, consideremos trés
instantes quaisquer t, > t, > t3, tais que

T\ (21, th|zs, t3) Py (23, t3) = Po(zy,t1; 23, t3) = /p:s(i‘l,ﬂl;ﬂfz,tz;ﬁ?a,fs)dﬂiz

- /Tl(-’b‘x,f1|$21tz;Issts)Pz(sz,t'z;-’ﬂs,ts)d&“z,

onde, na iltima igualdade, usamos a relagao genérica P,(A, B) = T)(A|B)P;(B), com
A={z,t1} e B={x2,13;23,t3}. Como, por hipétese, X (t) é markofiano, segue que

T (z1, t1|z3, t3) Py (x3, t3) = /Tl(l‘l,h |z, t2) T (2, ta|z3, t3) P (3, t3)dz,
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e, simplificando o fator P;(x3,3), obtemos
TI (.’L‘l 5 tl |.’L'3, 33) = /T] (I;, t) |:I.'2, fz)Tl (.’L’z, ﬂgll‘g, t:;)d.’l?g. (14)

Esta é a equacao de Chapman-Kolmogorov. No caso considerado, estamos implicitamen-
te tomando X (t) como continuo, no sentido de que a faixa dos valores assumidos pelo
processo ¢ um continuo. Para um PE discreto, N(#), cujo conjunto de possiveis valores é
enumeravel, temos a versao discreta da equagiao de Chapman-Kolmogorov

Ty(ny, ty|ng, t3) = Y Ti(ny, ti|na, t2) Ty (ng, ta|ns, t3).
ng

O significado fisico da equacao de Chapman-Kolmogorov é, essencialmente, o de que
a densidade de probabilidade de transi¢ao de um estado inicial X (¢;) para um estado
futuro X (¢3) (t3 > t,) pode ser obtida integrando-se (somando-se) todas as chances de
tal transicao ter ocorrido com o sistema passando por um estado intermediario qualquer
X(ty), onde t; < t, < t3. Ela é uma relagdo funcional nao-linear. Mais adiante, na se¢ao
[.3, veremos que, sob certas condigoes, podemos obter uma equacao diferencial a partir da
relagao (1.4), da qual um caso particular especialmente interessante é a equacao de Fokker-
Planck (EFP), para descrever aqueles PE’s markofianos ditos difusivos. Daqui em diante,
a nao ser que seja explicitamente manifestado, estaremos considerando exclusivamente
PE’s markofianos.

Costuma-se também classificar os PE’s quanto & invaridncia de suas propriedades
estatisticas frente a uma translacao temporal. Se P,(z,t1;- - ;Zn,tn) = Po(zy,t +
T;+ ;Tn,tn + T) para n qualquer, o PE é estacionario stricto sensu; caso contrario, ele
é classificado como ndo-estaciondrio (stricto sensu). Uma forma mais frouxa de estacio-
nariedade é definida em termos dos dois primeiros momentos do PE. Assim se o valor
esperado Mx (t) = E{X(t)} for constante e a auto-correlagao Cx x (t,t') = E{X (t) X (¢')}
depender tao somente de |t — t'|, o PE ¢ classificado como estaciondrio latu sensu. A pri-
meira e mais restritiva definicdo de estacionariedade implica na segunda, menos restritiva,
mas o inverso nao é verdadeiro. Como toda a informagao estatistica relevante sobre um
PE markofiano estd contida nas duas densidades de probabilidade de ordem mais baixa,
segue que todo PE desse tipo que é estaciondrio latu sensu, o é também stricto sensu.
E como seus momentos de ordem n qualquer (com excegao de My, que é constante) sao
funcoes de |t — t'|, segue que PE’s markofianos estaciondrios sio homogéneos no tempo.

Um PE também pode ser especificado completamente por suas funcoes caracteristicas
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de dimensao finita, definidas por
th--‘tﬂ (51: 2ol !£71) = gﬁﬂ(gh s )gn) = (expi’[E]Xl R EﬂXnD =
[Pn(-rla e !:I:ﬂ.) €xp [i(£13:1 g 5:1;5:1)](17‘3::

ou seja, como a transformada de Fourier da densidade de probabilidade n-dimensional,
onde X; = X(¢;). Logo, invertendo a transformada de Fourier,

Rl (Il} My 3:71) = (gﬂ-)"l / ¢n(§la e )6.?1) €xXp [_i(él"cl apers Gl Eramra)]dnf

podemos determinar a densidade de probabilidade n-dimensional a partir da correspon-
dente fungao caracteristica. Uma extensao imediata do conceito de funcao caracteristica é
o de funcional caracteristico, ®[£(t)]. Tomando t; —¢;_, = dt, podemos definir o funcional
caracteristico por

BE(t)] = (expi [ ()X (). (1.5)

Uma classe notével de PE é aquela constituida pelos processos gaussianos, cuja funcio
caracteristica é dada por

T

(f)n(&la i fn = exp { Z M; EJ Z Z t;-'s tk Ejfk}
j: k=1

onde M; = E{X(t;)} ¢ o valor esperado do PE e Cj(t;,tx) = Ci;(tr, t;) = B{[X(¢;) —
M;)[X (t) — Mi]} = Cxx (t;,tx) — Mx (t;)Mx (tx) é a covarianga de X (¢;) e X (tx). Como a
transformada de Fourier de uma gaussiana é também uma gaussiana, o PE gaussiano pode
também ser definido através de uma densidade de probabilidade gaussiana. Portanto, to-
das as fungoes caracteristicas ou, equivalentemente, todas as densidades de probabilidade
dimensionalmente finitas de um PE gaussiano sido determinadas univocamente pelos dois
primeiros momentos do processo, a média e a fun¢io de correlacao do processo. Outra con-
seqiiéncia importante ¢ que para processos gaussianos com média nula (o que sempre pode
ser obtido, no caso de processos estaciondrios, por subtracio de uma constante) o valor
esperado E{X(t;)---X(t,)} é nulo se n for impar, e igual a somatéria de todos os possi-
veis termos distintos obtidos a partir do termo Cyxx(t;,t2)Cxx(t3,t4) - Cxx(tn—1, tn)
por permutacoes dos sub-indices temporais, se n for par. Este resultado é conhecido
por teorema de Wick, em analogia com o teorema de mesmo nome da teoria de campos
bosonicos. O funcional caracteristico de um PE gaussiano é dado por

BIE(1)] = exp {z’ [ /:’ M(t)é(t)dt % [:" dt : dt'é(t,z')g(t)g(f)]} (1.6)
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que é uma extensao imediata da fungao caracteristica.
Em geral, para qualquer PE as fun¢oes de correlagao de ordem qualquer podem ser
obtidas do seu funcional caracteristico por derivagao funcional.

1.3 Equacgoes diferenciais estocéasticas e equacgoes de
Fokker-Planck

Qualquer equacao diferencial que contenha termos estocdsticos é uma EDE. H4, basi-
camente, trés maneiras de se introduzir aleatoriedade em uma equagdo diferencial: (a)
através de condigoes iniciais: neste caso, a equagao em si é deterministica, mas a condi¢ao
inicial X (¢9) imposta ¢ uma VA; (b) através de coeficientes estocasticos: quando um ou
mais dos coeficientes multiplicativos das derivadas sao PE’s; (¢) através de uma parte
nao-homogeénea estocdstica: quando o termo nao-homogéneo da equacao é dependente de
um PE, N(t¢), chamado genericamente de ruido; eventualmente esse termo pode depen-
der também do préprio estado X (¢). Qualquer EDE pode ser classificada em um desses
casos ou, entao, em uma combinacao qualquer deles. Como estamos interessados neste
trabalho em modelar sistemas dinamicos sujeitos a pequenas perturbacoes aleatérias, nos
concentraremos em analisar as EDE’s de primeira ordem no tempo,

dX(t)

dt

onde X(t) ¢ um PE vetorial de m componentes, N(t) é o ruido, com m componentes, com

= o(X(t),N(t), 1)

a condigao inicial X(tp) = Xy. A solu¢do de uma EDE ¢é também um PE. Cada realizacao
x,(t) de X(t) é uma fungao que satisfaz a equacao diferencial ordindria

%xw(t) = O'()Cu(t); nw(t)a t)

Xy (to) = xJ)

onde n,(t) é uma particular realiza¢ao do ruido N(t) e x,,, representa a condicio inicial
para a referida realizacdo [x(¥) ¢ um possivel resultado para Xo|. O PE X(t) pode, dessa
maneira, ser concebido como a familia de todas as fung¢oes do tempo que satisfazem indi-
vidualmente equacoes diferenciais ordindrias deste 1ltimo tipo, uma para cada particular
realizagao do ruido e cada valor da VA que representa a condicao inicial.

Um tipo especial de EDE de primeira ordem no tempo e de grande interesse em fisica,
quimica e engenharia ¢ aquela das equagoes de Langevin, assim chamadas por analogia
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com a equagao de movimento proposta por Langevin|6| para descrever o movimento de
uma particula browniana. A forma geral dessas EDE’s é dada por

m

Xi(t) = Ai(X,t) + _Z Bij (X, t)N(t). (17)

=1

Cada componente do PE m-dimensional N(¢) é um PE tipo ruido-branco gaussiano, com

(Ni(t)) =0 (1.8)

(Ni(t)N; (') = 2a4;0(t — t') (1.9)

onde o simbolo (- --) significa média sobre todas as realizacoes possiveis do ruido. Se o
ruido for ortogonal, a;; serd proporcional a &;;; e se for também isotropico, entao a;; =
Dé;j, onde D ¢ a intensidade do ruido. Se todos os coeficientes A; e B;; nao forem fungoes
explicitas do tempo, dizemos que o PE é auténomo. Também dizemos que o ruido é
aditivo se os coeficientes B;; nao dependem do estado X(t); caso contrario, o ruido serda
do tipo multiplicativo. A distingao entre esses dois casos é relevante do ponto de vista
matematico, como veremos na parte final deste capitulo.

Pode-se demonstrar|7] que a solu¢do X(¢) de um conjunto de equacoes de Langevin
(1.7) é um PE m-dimensional cujas componentes X;(t) sdo processos markofianos. Heu-
risticamente, podemos nos convencer disso lembrando que X;(t) é uma familia {z®(¢)}
de fungoes do tempo, cada uma das quais satisfaz uma equacao diferencial ordindria de
primeira ordem no tempo,

m

Tf:](f) = Ai(xu,t) + Z Bij(x., t)nl(2),
j=1

onde nl/)(t) é a j-ésima componente de uma particular realizacio w do ruido N(t). Logo,
o comportamento de z{!)(¢) para ¢t > 0 estd determinado somente pelo valor assumido por
Xi(t) no instante inicial, dada a particular realiza¢do do ruido N(¢) para t > 0. Assim
a familia de realiza¢oes que constitui o PE X(f) tem comportamento estatistico para
t > 0 completamente independente do que se passou em instantes anteriores a t = 0,
precisamente o significado de um PE markofiano.

Pode-se demonstrar|8, 9] também que m equagdes de Langevin (1.7) induzem natu-
ralmente em R™ um operador diferencial linear de segunda ordem que comanda a evo-
lucao temporal das densidades de probabilidade T} (x, t|x', ') = T(x, t|x,t') e P(x,t) =
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Jd™z'T(x,t|x',t'). A equagao de evolugao para as densidades relevantes pode ser obtida
da equagao de Chapman-Kolmogorov, sob certas condig¢oes que definem um tipo especial
de processo markofiano, dito difusivo. O que se exige é que existam, com valores finitos
ou nulos, as funcoes definidas a seguir, para qualquer real £ > 0:

.
W (x|z,t) = ;;}:Eo ET(x, t+ Atlz, ), |x — 2| > ¢, (1.10)

W(x|z,t) = limu W (x|z,t)

1
K®(z,t) = Jim s d™z(z; — z)T(x,t + At|z, 1) (1.11)

Ki(z,t) = lim K{?(2,1)

(€) — T 1 m .
D' (z,t) = lim At Jeesice d"z(z; — z)(z; — 2)T(x, 1 + At|z, t) (1.12)

” = Vi DY
Dyi(z;t) = E%D‘J (z,1),

onde estamos supondo convergéncia uniforme em z, € e ¢ nos limites considerados (ou
seja, que a convergéncia de cada um dos termos do lado esquerdo dessas equagoes para
o correspondente termo do lado direito, no limite At — 0, se di4 da mesma maneira em
qualquer ponto de R™, para quaisquer t e £ dados, sem que existam pontos em cuja
vizinhanca a convergéncia torne-se lenta ou mesmo inexistente). Interpretamos essas
condigoes de acordo com:

(a) W(z,t) s serd nao-nulo se houver a possibilidade de salto finito instantaneo do
processo X(t), i. e., se o PE nao for continuo. Neste caso espera-se que, para At — 0,
tenha-se para a probabilidade de transicao T ~ At e, portanto, W (x|z, t) finito. Quando
esta quantidade é nula, o processo é continuo, e dito difusivo.

(b) Ki(z,t) pode ter contribui¢oes de saltos e também de variacdes continuas de X(t).
Entretanto, ao se tomar o limite ¢ — 0 na definigdo de K;(z,t), eliminam-se as contri-
buigoes dos saltos. Se no limite At — 0 houver variagoes AX; com (AX;) ~ At, entao
K;(z,1) existe, sendo finito e nao-nulo. Note que isto significa que AX; tem distribuigao
preferencial para valores positivos ou negativos, o que corresponde a existéncia de deriva
(“drift”) no processo. Por isso, costuma-se chamar K; de coeficiente de deriva.
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(c) Em D;j(z,t) também ¢ eliminada a possibilidade de saltos ao tomarmos o limite
e — 0. Tem-se um valor finito para D;; se (AX;AX;) ~ At para At — 0. E o caso dos
processos difusivos e a matriz de coeficientes D;; chama-se matriz de difusao.

A forma matemadtica dos coeficientes K e D;; depende essencialmente da forma das
equacoes de Langevin associadas. A equagao de evolucao obtida é conhecida como
Equag¢ao Master Generalizada, que no caso especial de processos puramente difusivos
reduz-se & equagao de Fokker-Planck. No Apéndice A apresentamos uma deducao da
equagao master generalizada, dada por

2T(.x, tx’ )= L(E T (x, 3% 1)

ot
+/[W(x|z,t)T(z,t|x', t') — W(z|x, t)T(x,t|x',t')] d"z (1.13)
onde
m 1 m m
L(t) = - > 0:MG(x,t) + §Zzaz'ajDz’j(xat) (1.14)
i=1 i=1g=1

é o operador de Fokker-Planck.

No caso de processos puramente difusivos, podemos esquecer as limita¢oes das inte-
gragoes nas equagoes (1.11) e (1.12) a regido |x — z| < &, uma vez que as densidades de
probabilidade de transi¢ao envolvidas sao nulas no limite At — 0, quando |x — z| # 0.
Neste caso, os coeficientes K; e D;; podem ser escritos na forma

1
Ki(x,t) = AI%EO E(X,-(t + At) — ;) (1.15)

onde z; é o valor assumido por X; no instante t; e
. I, . . N
Dyoe,t) = Jlim —(Xilt + At) - 2, ][X,(t+ Af) — ) (1.16)

Se K; = D;; =0, a Eq.(1.13) se reduz a

gT(x,ﬂx',t') = / (W (x|z,t)T (z, t|x',t") — W (z|x, t)T(x,t|x',t')] d"z,

que é a forma mais conhecida da equagao master, para processos puramente nao-difusivos.
Pode ser demonstrado|8] que as realizagbes de um processo m-dimensional sio quase-
certamente continuas somente se W) (x|z,t) = 0, para qualquer ¢ > 0. Um PE X(¢) ¢
quase-certamente continuo ou continuo com probabilidade 1 se o conjunto daqueles instan-
tes em que suas realizagoes nao sao fungoes continuas do tempo é um conjunto enumeravel
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com medida nula de probabilidade. Ou seja, se no limite At — 0, a probabilidade de que
|X(t + At) — X'()| seja finitamente diferente de zero tender a zero mais rapidamente que
At. Se essa condi¢ao nao for satisfeita, o PE tera realiza¢oes descontinuas em ¢, e por
isso costuma-se denominar esses processos de “Jump Processes”. Um exemplo bastante
conhecido deste tipo de processo é o de Poisson, um processo discreto definido sobre os
inteiros n = 0,1,2,---, do tipo “contagem de eventos”. Consideremos, por exemplo, o
processo mimero de elétrons, N(t), que atingiram um ponto da tela do cinescépio de
uma TV, desde ¢y = 0 até um instante qualquer ¢. Neste caso, podemos assumir que os
elétrons alcancam a tela independentemente uns dos outros, e o processo é markofiano.
Portanto, para At — 0 e considerando-se o regime estacionario, a probabilidade de tran-
sicao T'(n + 1,t + At|n,t) independerd de t e de n, tal que podemos escrever neste limite
T(n+ 1,t+ At|n,t) = AAt, onde A é uma constante, ou ainda,

T(n,t + Atn',t) = AAtdy nr41-

[sto significa que é nula a medida de probabilidade associada ao evento “dois ou mais
elétrons alcancarem um mesmo ponto da tela entre t e ¢t + At”, quando At — 0, embora
tal evento nao seja impossivel. Portanto, para o processo de Poisson temos W (n|n',t) =
Ay nr41. Também é fécil mostrar que K; = 0 = D;;, de modo que a equagao(1.13) se
reduz a
;%T(n, tin',t") = A[T(n — 1,t|n',t') — T(n,tln',t)],

com a condigao inicial T'(n, t'|n',t') = dpn.

No outro extremo, W (x|z,t) = 0, K; # 0 e/ou D;; # 0, a Eq.(1.13) reduz-se a equag¢ao
de Fokker-Planck,
%T(x,tlx’,t’) = L(t)T(x,t|x',t") (1.17)
que ¢ uma equagao do tipo difusiva. A condi¢ao inicial para esta equagao é T'(x, t'|x/, ') =
d(x — x'). Para visualizar a evolucao temporal do PE difusivo, podemos conceber um
ensemble de pontos correspondentes a um mimero muito grande de sistemas macroscopi-
camente idénticos, todos interagindo da mesma maneira com uma mesma vizinhanca, e
todos inicialmente em uma mesma posi¢ao z = X(¢,). Com o decorrer do tempo, essa
distribuicdo muito concentrada de pontos espalha-se difusivamente pelo espaco de fase T,
de maneira analoga a difusao de uma gota de tinta no interior da dgua.

Multiplicando-se (1.17) por P(x',t') e integrando-se em x’, obtemos

%P(x,t) = L(t)P(x, ) (1.18)
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ou seja, a densidade de probabilidade do PE difusivo satisfaz & mesma equacio de Fokker-
Planck que a densidade de probabilidade de transigao. Neste caso, porém, pode-se ter uma
condicao inicial qualquer, P(x,t;) = Fy(x), enquanto que no caso da equacao de Fokker-
Planck para a densidade de probabilidade de transi¢ao a condi¢ao inicial obrigatéria é
T(x,t'|x',t') = §(x — x'), para qualquer ¢'.

Se K; e Dj; e, portanto, L nao dependem explicitamente do tempo, a equacao de
Fokker-Planck é dita auténoma.

A equagao(1.18) pode ser escrita na forma de uma equacio de continuidade,

%P(x,t) = -V -JP(x,1), (1.19)

onde { m
I (x,t) = Ki(x,t)P(x,t) — 5 S 0;Dyj(x,t)P(x,1)
=1
¢ a i-ésima componente do vetor densidade de corrente de probabilidade. Essa equacao
expressa a conservacao local da probabilidade. Com efeito, se V' é uma certa regiao do

espago de fase, com fronteira S(V'), entao

/V P(x.t)d" "z

¢ a probabilidade total de que o sistema seja representado por um ponto interior a V e,
portanto, segue da Eq.(1.19) que

9 L1 S, P m
aj;P(x,t)d - /Vv 3P (x, t)d™z

- ﬁ(vy JP(x,t) - ndS = ~I"[S(V)]

onde dS ¢ um elemento infinitesimal de superficie em R™, n é o vetor unitario perpendi-
cular a S(V') em cada um de seus pontos, orientado para fora de V, e I”[S(V)] é o fluxo
total de probabilidade saindo da regiao V. Ou seja, o decréscimo na probabilidade de
encontrar o sistema representado por um ponto interno a regiao V ¢ igual ao fluxo de pro-
babilidade que sai de V, através de S(V'). Se o PE for estaciondrio, entao P(x,t) — Py(x)
(a densidade de probabilidade do estado estacionério) para t — oo, tal que I7[S(V)] = 0
para t — oco. Ou seja, no estado estaciondrio,

P
t) - o
fg(w J(x,t) - ndS =0
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ou J”(x,t) — 0, para t — oo. Este segundo caso ocorre quando a equacao de Fokker-
Planck do PE satisfaz as condigdes de balango detalhado (BD). Informalmente, um PE
markofiano satisfaz BD se, na situagao estacionaria, cada possivel transiciao é exatamente
contrabalaceada pela transigao reversa. Por exemplo, se considerarmos um géis de parti-
culas materiais cldssicas, com posicoes r e velocidades v, um ponto-representativo realiza
uma transicao

(r,v,t) = (r',v' ")

com densidade de probabilidade conjunta dada por P(r’,v',t';r,v,t). A transicao reversa
(rts __st t) == (ra -V, t,)

tem densidade de probabilidade de ocorréncia dada por P(r. —v,t';r’', —v', t). O principio
do BD requer que

Py(r',v',t';r,v,t) = Py(r,—v,t;r', v, 1) (1.20)
ou ainda, em termos das densidades de probabilidade de transicao,
T(x',v',t'|r,v,t)Py(r,v) = T(r,—v,t'|r', =v', t) Py (r', =V'). (1.21)

onde Py (r,v) é a densidade de probabilidade no regime estacionario.

De forma geral, as condig¢oes de BD sao formuladas em termos das varidveis z;, 1 =
1,2,---,m, as quais se transformam frente a uma transformacao de reversao temporal de
acordo com z; — Z; = €;x;, onde €; = %1, dependendo se a varidvel é par (¢; = +1) ou
impar (e, = —1). Assim, para haver BD é necessario e suficiente que T'(x, 7|x’, 0) Py (x') =
T(X',7|%,0)Py(x), onde 7 = t' —t e X = (£,21,€2%9, " ** ,EmTm). Tal condigao se reflete
em um conjunto de condigoes a serem satisfeitas por W (x|x’, t) e pelos coeficientes K; e
B;;[10]: para que um PE markofiano e homogéneo no tempo satisfaga o principio de BD
¢é necessario e suficiente que

W (x|x') Py (x) = W (X'|X) Poy(x) (1.22)
€iKi(X) Py (x) = —Ki(x) Py (x) + i aj [Dij(x)Pst(x)] (1.23)

€i€;D;j(X) = Dy;(x). (1.24)
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Para um PE puramente difusivo, apenas (1.23) e (1.24) sdo requeridas, pois (1.22) é
identicamente nula. Observe também que a condicio (1.23) pode ser reescrita como

m

Pux)Ri(x) = 53-8 (D) Pu(x)) (1.25)

onde K;(x) = 5[Ki(x) + &;I$;(X)]. Se a matriz de difusio ¢ nao-singular (det{]| D ||# 0),
podemos inverter (1.25) e obter

a% [In Py (x] = Z:D;i‘ 2K~ J_: %if} = Zu(x) (1.26)
ou seja,
Py(x) = Nye ™), (1.27)
onde o potencial ®(x) é dado por
B(x) = — /x :Z(x") . dx'. (1.28)

Portanto, se (1.25) e (1.24) sao validas e W (x|x') = 0, o PE possui solucio estacionaria
analitica dada por (1.27). Mas como o lado esquerdo de (1.26) é explicitamente um
gradiente, para que tal relagao seja consistente é necessario que o rotacional de Z seja
nulo, ou seja, 0;Z; = 0;Z;.

Para PE’s com dimensdo maior do que 1, a densidade de probabilidade estacionaria
Py (x) pode ser obtida analiticamente de forma fechada somente se for vilido o principio
do balanco detalhado[11]. Se a equagao de Fokker-Planck de um PE homogéneo no tempo
nao satisfizer as condigoes de BD, podemos obter analiticamente P(x,t) na forma de uma

série,
P(x,t) = >_ CiFi(x)e™, (1.29)
k=1

onde Cy sao coeficientes numeéricos, Ax sdo os auto-valores de L e F; sdo as auto-funcoes
do operador de Fokker-Planck, ou seja LFi(x) = —A\tFi(x). O valor k = 0 corresponde
a Ap = 0, de modo que F; ¢é proporcional a solugao estaciondria. Em geral, L nao é
hermitiano. Como L ¢ real, seus auto-valores ndo-nulos ou sao reais ou sao pares de
complexos conjugados. Para PE’s estaciondrios, pode também ser demonstrado|12] que
Re{\} > 0,k=1,2,---; logo Pyu(x) existe.
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Outra equagio satisfeita por T'(x,t|x',#') é a equagdo adjunta de (1.17), obtida de
maneira andloga, considerando-se a densidade de probabilidade de transicio como uma
fungao de x’ e ', dado que X = x em ¢, como se tivéssemos invertido o sentido do tempo.
Partimos da identidade

P(x,) = f T(x,t|x', ') P(x', ')d" '
e derivamos ambos os lados com relagao a t', tal que

0= / lP(x’,t’)a—ﬁ;T(x,ﬂx',t') + T(x, t|x',t)L(t")P(x',t") | d™z'.

Integrando-se por partes o segundo termo e considerando-se que P(x,t) e suas derivadas
se anulam nos contornos da regiao de integracao, podemos transferir as derivadas contidas
no operador L(t'), passando as mesmas a atuar sobre T'(x.t|x',#'). Para que a integral
resultante do lado direito da equagao anterior seja nula é necessario que

a—at;T(x,ﬂx’,t') = -LY(t)T(x, t|x’. "), (1.30)
onde
m 1 m Tm
Lt(t) =+ Z I\’;‘(X, t)& + 5 Z Z Dt’j (X, t)('),-aj (131)
i=1 i=1j=1

¢ o operador adjunto de Fokker-Planck. A equacgao (1.17) também é conhecida como
“Kolmogorov forward equation” e a equagao adjunta (1.30) como “Kolmogorov backward
equation”. O espectro de LT ¢ determinado pelo problema de auto-valores associado as
auto-fungdes F}l (x), ou seja, LI FJ (x) = —AcF}l(x). Pode-se demonstrar|12] que o conjunto
{F, F!'} ¢ bi-ortogonal, ou seja

/ Fo(x)E}(x)d™z = i, (1.32)

com FJ(x) = 1, mas a completude do conjunto tem que ser demonstrada caso a caso. Se
isso for verdadeiro e se o sistema for estacionario (ou seja, se sua equacao de Fokker-Planck
for autonoma), pode-se verificar que[12] (7 =t — t')

Tix; 7ix',0) = i Fr(x)Fl(x')e ™7 (1.33)
k=0
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para 7 > 0, com T'(x,0[x’,0) = 6™ (x — x’). Neste caso, o tensor correlacao Cj;(7) =
(Xi(7)X;(0))st = Cji(—7) pode ser escrito como

Cii(7) = (Xl Xj)st + 3 g7 e ™, (1.34)
k=]
para 7 > 0, onde
g = /:riFk(x)d"‘:t:/:1:;Fk(x')Rq¢(X’)d'na;’. (1.35)

As expressoes correspondentes para T'(x, 7|x’,0) e C,;(7) quando 7 < 0 podem ser obtidas
de (1.33) e (3.6), respectivamente, apenas trocando-se 7 — —7 e i por j. Para 7 < 0,
a expressao para C;; pode ser obtida da anterior, trocando-se 7 — —7 e i por j. A
densidade espectral S;;(w) é definida como a transformada de Fourier da autocorrelagao
Cia(r) = ((Xi(t) = (Xa)st) (Xi(0) = (X)) st
Su(w) = [ " Ca(r)emdr.

-0
Das equagoes (1.34) e (1.35), segue que

— @) [ M

Sii(w) = 2’;!};; (m) , (1.36)

de maneira que a forma da densidade espectral de um PE markofiano e homogéneo no
tempo é determinada pelos auto-valores e pelas auto-funcoes de L e de seu adjunto.
Decompondo a somatéria em um primeiro termo que é a soma das contribui¢oes de todos
o auto-valores reais {E,}, mais um segundo termo que é a soma das contribui¢oes dos
pares de auto-valores complexos conjugados {A}:J + iA,[:)}, obtemos

S~ E o - (id AT (W2 + |Ag|?
Sﬁ(w)=2zg£)(ﬁﬁ)+4zgp( O + [Mef2) )
k

= =\ =AY 0 an A

O primeiro termo do lado direito desta expressdo representa uma soma de Lorentzianas
centradas na frequéncia zero, enquanto o segundo termo ¢ uma soma de contribuicoes
tipo Lorentzianas, centradas na frequéncia zero se A,(:) > A,(;) , ou centradas na frequéncia

VAD? AP g A < AW,

1.4 Calculo Estocastico-1

Afim de integrar equagoes diferenciais estocasticas de maneira consistente, precisamos
construir primeiro o cédlculo estocéstico, uma vez que o cédlculo ordinario foi construido
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para tratar fungoes e nao processos estocasticos. Além disso, as realizacoes dos PE’s
freqiientemente sao fungdes tao singulares que podem nio possuir derivadas, no sentido
ordinario do termo, em nenhum instante de sua trajetéria. Na medida do possivel, os con-
ceitos préprios do célculo estocastico serao introduzidos em analogia formal com o calculo
ordindrio. Comecaremos definindo as versoes estocdsticas para as nocoes de limite, con-
vergéncia e continuidade. Em seguida, passaremos aos conceitos de derivada estocaistica,
integral de Riemann estocdstica e integral de Stieltjes estocdstica.

No célculo ordindrio, dizemos que uma seqiiéncia de mimeros z, Ty, -+« , 2, -+ con-
verge para um certo nimero r quando n — oo se

A0, e~ =0

Uma seqiiéncia estocdstica {X,,(t)} pode ser definida como uma seqiiéncia de VA’s
X11X2!“' !f\rﬂ.u"' L]

onde cada VA X, pode assumir valores numéricos discretos ou num continuo. A cada
conjunto de valores assumidos pelas diversas VA’s corresponderd uma seqiiéncia numérica
ou seqiéncia-amostra. Ou seja, uma seqiiéncia estocastica de fato constitui uma familia
de seqiiéncias numéricas. Vejamos alguns exemplos de seqiiéncias estocésticas:

(i) Uma seqiiéncia de VA’s X,, discretas e mutuamente independentes, que podem
assumir apenas dois valores, 0 e 1, com probabilidades P(1) = 1/n e P(0) = 1 — (1/n).
Neste caso, uma seqiiéncia-amostra é uma seqiiéncia de zeros e uns, em que o aparecimento
da unidade ¢ cada vez mais raro a medida que n cresce.

(ii) Uma seqiiéncia de VA’s discretas e mutuamente independentes { X, } que s6 podem
assumir os valores zero e n, com probabilidades P(n) = 1/n? e P(0) = 1 — (1/n?). A
medida que n cresce, torna-se mais raro o aparecimento de valores nao-nulos na seqiiéncia.

(iii) Suponhamos que desejamos determinar o valor esperado m = E{Y'} de uma certa
quantidade mensurdvel Y. Nao conhecemos o valor exato de m, mas podemos calculd-lo
aproximadamente realizando n medidas independentes de Y. A cada medicao, obtemos
um resultado sujeito aos erros inerentes ao processo experimental, de forma que nossa
i—ésima medida Y; de Y é uma VA independente das demais medidas, assumindo valores
em um continuo. Assim, m pode ser estimado a partir de n medidas independentes
(Y,Ys,---,Y,) como
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Obviamente X, é uma VA. Se nosso estimador X,, for niao-viciado (“unbiased”), entao no
limite em que n — oo deve convergir para o valor verdadeiro (e previamente desconhecido)
m. A seqiiéncia das estimativas de m obtidas para valores crescentes de n constitui,
portanto, um exemplo de seqiiéncia estocdstica bastante familiar aos fisicos.

Em que sentido dizemos que uma seqiiéncia “converge”, ou nio, para uma VA X,
no limite n — co? Poderiamos responder a esta questio dizendo simplesmente que a
seqiiéncia estocdstica converge para a VA X quando cada seqiiéncia-amostra da familia
convergir para um possivel valor da VA X (¢é claro que X pode também ser um simples
mimero). Esta nogao de convergéncia é chamada de absoluta e denotada da maneira usual,
ou seja,

lim X, = X.

Mn—ro0
Esta nogao de convergéncia estocdstica, entretanto, ¢ muito restritiva para o tipo de
problemas que desejamos tratar. Ela nao envolve a nogiao de medida de probabilidade.

-1 i
i=1

No caso do exemplo (iii), poderiamos obter X, = n }; diferente do valor verdadeiro
™, mesmo se n — oo, embora tal evento tenha medida nula de probabilidade. Precisamos
desenvolver uma nogao estatistica de convergéncia para tratar de seqiiéncias estocésticas.
Hé diversas maneiras de se realizar isto[9]. A mais 1itil delas, para as aplicaces que nos
interessam, ¢ a nogao de convergéncia em média-quadrdtica: uma seqiiéncia estocastica
{X,} converge em média-quadratica para X se

lim E{[X, - XJ*} = lim (X, — X]*) = 0.

=00

Normalmente, isto é denotado na literatura como
LimiaeXy =X (1.37)

onde “l.2.m.” é chamado de limite em média-quadratica.
Outra forma de convergéncia estatistica ¢ formulada em termos da probabilidade de
que a “distancia” |X,, — X| seja menor do que um £ > 0 arbitrario. Se,

lim Prob{|X, — X| > ¢} =0,

entao dizemos que a seqiiéncia estocastica {X,} converge em probabilidade para X. Con-

vergéncia em média-quadrética implica em convergéncia em probabilidade. Para prova-lo,

usamos a identidade de Tchebycheff|13],

E{lY —n[*}
2

?

Prob{lY —n| 2 e} <
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onde = E{Y'}. Entao escolhemos ¥ = X,, — X e se X, converge em média-quadratica
para X, obtemos
’111_1}{1] Prob{|X, — X| > ¢} =0,

onde usamos o fato de que a medida de probabilidade é definida positiva.

Convergeéncia absoluta claramente implica em convergéncia em média-quadrética, mas
0 inverso nao é verdadeiro, uma vez que esta nogao é menos restritiva do que aquela. Ou
seja, nem todas as seqiiéncias-amostra de X,, convergem para um possivel valor de X, mas
a freqiiéncia com que isto ocorre é desprezivel com respeito a ocorréncia de seqiiéncias-
amostra que efetivamente o sdo, tal que o valor esperado de IX, — X |2 tende a zero no
limite n — oo. Isto ¢ evidenciado pelo fato de que convergéncia-quadratica implica em
convergéncia em probabilidade, como demonstramos antes, sendo nula a probabilidade de
que X, difira de X no limite n — oo.

Notemos que ¢é preciso conhecer previamente X para poder aplicar a definicao de limite
em média-quadratica e assim demonstrar que uma dada seqiiéncia estocastica de fato é
convergente. As vezes, isto ¢ facil de descobrir por inspecdo. Como no caso do exemplo
(i), onde tudo parece indicar que a seqiiéncia converge para 0 (zero), no limite n — oo.
De fato isto é correto, pois fazendo X = 0, temos

lim ((X,, — XJ?) = lim (X2) = lim [(0)? x P(0) + (1)? x P(1)] = lim ~ =0

n—r00 n—00 1)

e, portanto, l.i.m., 40X, = X = 0. Para o caso do exemplo (iii), é facil mostrar que
X, =n"'T",Y; converge em média-quadratica para o valor exato X = m = E {Y}:

s l S _2m 2
(% *’*”—JH&{EZZ W= “’f”m}

i=1 j=1 i=1

i=1j=1

=nll»nc}o{ﬂ22i:(y} }

Pela independéncia de Y; e Y}, e denotando o segundo momento (Y:?) por v, podemos

escrever
<}1Y}) = 'U(Sij e mz(l o (Sij),

tal que

lim ([ X, — X]?) = m{ixnx(v—m2)+%xn2xm2}~m2=0_

n—00 —00 ﬂ2
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Para o exemplo (ii), no entanto, uma andlise superficial semelhante aquela realizada para
o exemplo (i) parece indicar que X,, = X = 0, quando n — oo, mas isto nio é verdade,
pois

lim ([X,, — XJ*) = lim X} = lim [n* x P(n) +(0)* x P(0)] = 1.

n—00 TL—00
De fato, como veremos a seguir, tal seqiiéncia estocdstica ndo é convergente, nem mesmo
em média-quadratica.

Antes mesmo de tentar descobrir qual o limite em média-quadrética de uma dada
seqiiéncia estocdstica, é necessdrio dispormos de um critério estocastico que nos permita
decidir de antemao se uma dada seqiiéncia é convergente em média-quadratica ou nao.
Para isso, podemos usar o critério de Cauchy em média-quadratica: uma condicao ne-
cessdria e suficiente para que uma seqiiéncia de VA’s X}, Xy. -+, X,,, - - seja convergente
em média-quadraitica é

lim ([X, — X]?) = 0. (1.38)

n,n'—oo

Vamos aplicar este critério para mostrar que a seqiiéncia do exemplo (ii) nio é convergente
em média-quadrética:
lim ([X, — Xu)?) = lim {(X2) +(X2) - 2(XnXw)}
n,n'—o0o nn'—oo
; / 2
= lim [n2 x P(n) +n?x P(n') — 2nn' x P(n)P(n’)] = lim 1+1-—]=2.

n,n'—=oo n,n'—oo nn'
A operagao “tomar o limite em média-quadratica” é linear: se a e b sdo constantes e
A,, B,, A e B sao VA’s tal que

lim E {[aA, — ad]’} =0

n—oo
lim E{[bB, - bB]*} =0,

entao o limite em média-quadraticada VA Y,, = aA,+bB, é a VA Y = aA+bB. Podemos
demonstrar isso rapidamente usando a desigualdade de Minkowski[13|

[E(W + ZP})'? < [B{IWPP})'" + (E{ |2}

onde p > 1, e W e Z sao VA’s. Escolhendo p =2, W = a(A4, — A), Z = b(B, — B) e

tomando o limite n — 0o, obtemos

Ef[a(An — A) + b(B, — B)]*} = B{(Y, - Y)?} =0
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o que significa, por defini¢do, que Y, converge em média-quadratica para Y quando n —
0.

E facil mostrar que o critério de Cauchy ¢ equivalente ao critério originalmente definido
para convergéncia estocdstica. Por exemplo,usando a desigualdade de Minkowski para
p=12 \/E{[A + BJ?} < \/E{AQ} + \/E{BQ}, escolhendo A=X, - XeB=-X,+ X
e tomando o limite em que n,n’ — o0, obtemos lim,, , 0 E{[X, — Xv|?} = 0, que

¢ exatamente o critério original de convergéncia estocdstica. Analogamente, podemos
demonstrar o inverso e, assim, ficard demonstrado que o critério de Cauchy em média-
quadrética é necessdrio e suficiente para que a convergéncia estocastica de X,, para X
seja garantida.

Por analogia, dizemos que um PE X(t) ¢ absolutamente continuo se cada uma de
suas realizag¢oes ou fungoes-amostra ¢ uma fungao continua do tempo, no sentido usual do
termo. Vamos substituir esta no¢ao muito restritiva pela nocao estatistica de continuidade
em média-quadrdtica: um PE X (t) é continuo nesse sentido em um certo instante t se
Lim oo X(t+7)=X(2).

TEOREMA I - Um PE X (t) é continuo em média-quadrdtica em um certo instante t
se, e somente se, sua fungao auto-correlagao Cx x(t1,t2) for continua em t; =ty = t.
Para mostrar que a condi¢do acima ¢ suficiente, escrevemos

E{[X(t+7) - X(O)"} = ([X(t+7) - X (1)) =

— ([X(t+T)]2>—2(X(t)X(t+T))+([X(t)]2> = Cxx(t+T, t-+—T)—QC,\',\'(t, 3+T)+C,\'X(t, t)

Para que o lado direito dessa equagao se anule no limite 7 — 0 basta que Cx x(t,,1,) seja
uma funcao continua em ¢, = ¢, = t. Por outro lado, é necessério que Cxx(t1,t2) seja
continua em t; = t, =t para que o lado direito se anule. Q.E.D.

Analogamente, definimos um PE diferenciavel em média-quadrética em um dado ins-
tante £, se

X(t+h)-X(@)] _ .
h ]:X(t)

z.é.m.h_,o [

existe. Neste caso, X (t) se chama “derivada em média-quadratica” de X (t). Entretanto,
uma vez que ndo se conhece a priori X(t), na pratica nio podemos aplicar diretamen-
te este critério. Devemos utilizar um critério equivalente e que evite a necessidade do
conhecimento prévio de X(t). Para isso, podemos utilizar o critério de Cauchy para
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convergéncia em média-quadratica de uma seqiiéncia de VA’s. Assim, para um ¢ fixado,
Y(t) = [X(t+h)—X(t)]/h ¢ uma VA dependente do indice h = 1/n, de forma que quando
n — oo ou h — 0 obtemos uma seqiiéncia estocastica indexada por n. Portanto, usando
o critério de Cauchy em média-quadritica, dizemos que X (¢) possui derivada estocastica
no instante t se

h,h' =0 h h!

lim E{[Xit FR) = X()  X(t+H) - X(t)r} i

TEOREMA 1II -Um PE X(t) possui derivada estocdstica em um instante t se, e so-

mente se,

90°Cxx(t), 1)
Ot 0ty
existir em t) =ty = 1.
Prova:
2
L B { lX(z +-h) = X(t)] } i [cxx(z +h,t+h) = 2Cxx (¢t + h,t) + Cxx(t,1)
h—0 h h—0 h2
- azcxx(tl,tg)/8t16t2|£]=£2=t, (1.39)
e também
fica E{A(Hh) - X(¢) y X(t+h) —X(t)}
hh' =0 h h'

1
= } lfl"rgl] m [Cxx(t + h,t + h’) = C,\',\'(t 5 h.? t) = C,\‘X(t, A hf) + C);X(t, t)]

= 620;\vx(t1,tg)/atlatzrhﬂFt. (1.40)
Logo,
. ' 2
-~ E{[X(t +h) = X(t)  X(t+h)- X(t)] }
hh'—0 h h'
*Cxx(ti,ts) *Cxx(ti,t2)
= = 41
2 ( 0t 0t, 0Ot, 0ty o (Al

e para que este resultado se anule é necessario que a derivada segunda da fun¢ao auto-
correlagao exista. Por outro lado, é suficiente que a derivada segunda de Cx x (¢;, t2) exista
em t; =ty =t para que o limite seja nulo. Q.E.D.
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Pode-se demonstrar|14]| que as derivadas estocdsticas de ordem n > 2, em um certo
instante ¢, existem desde que 8**Cx x(t;,t2)/0"t,0"t, exista em t, = t, = t.

No célculo ordindrio, dizemos que a integral de Riemman de uma funcio z(t), entre
t, e t,, existe se

Al—0 |4
l=l

lim [i .’I.'(T-,‘)(f.,' = f.,;__l) == 1,,,;,] = U,

onde t;_y < 7; < t;, At =t; — tioy = (t — ta)/n. Neste caso

ty
Iﬂb = _/; ‘I.(t)dt

a

é, por definicao, a integral de Riemann. Por analogia, no célculo estocastico dizemos que
um PE X () é Riemann-integravel no intervalo Ty, = [t,, 1] se existe o PE I, tal que

,}LI&E{[ZX ) (s — tizy) — ﬂb] }:n.

Neste caso,
t mn
I = / CX()dt = Limee 3 X (1) (6 — tih)
t

a i=1

é a integral de Riemann do PE X (t), sendo que t, =ty <t, < --- < t, =t,.

TEOREMA III - Um PE X (t) é Riemann-integrdvel em média-quadrdtica no intervalo
Tu se, e somente se, Cxx(t1,t2) também for Riemann-integrdvel na regiao Ty, x Ty

Prova: particionemos o intervalo Ty, de duas maneiras, t, =ty < t; < --- < t,, = 1,
ety =13 <t < - <ty =1, de forma que At = At; = t; —t;_; = (t, — to)/n e
At=At;=1;—t;_, = (t, — t,)/n’. E defina as VA’s

i (Tt — t l]

,1:~ZX [t -t 1].

Para cada valor do indice n temos uma VA S,, de sorte que para n — oo obtemos
uma seqiiéncia estocastica que pode ou nao ser convergente em média-quadratica; se o
for, entao o PE X (t) é Riemann-integravel no intervalo considerado. Logo, usando o
critério de Cauchy em média-quadratica, para que X (t) seja Riemann-integravel basta
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que limy, 00 E{[Sn — Sw]?} = 0. Mas, a partir da definicdo de S,, acima, é ficil mostrar
que

n—00

; o t, i,
lim E{S?} = lim E{5%} = / dt, / ' dtsCxx (b, 1)
T —+00 L,l ta

e, analogamente, que

nan' —oo

= Ly Ly
lim E{S.Sy} = / dt, / dt:Cxx (b1, ).
!’“ t({

Portanto, para que E{[S, — Sy]?} = 0 no limite em que n,n’ — oo, é necessario e
suficiente que exista a integral de Cx x (¢, t,) na regiao Ty, x Tyy,. Q.E.D.

Esses trés teoremas revelam a vantagem de se construir o cdlculo estocéstico a partir
da nogao de convergéncia em média-quadratica: questoes importantes como continuidade,
diferenciabilidade e integrabilidade de um PE podem ser decididas a partir do conheci-
mento de algumas propriedades analiticas da func¢ao auto-correla¢io do processo, que é
uma grandeza fisicamente mensuravel. Vamos aplicar esses teoremas para alguns PE’s
importantes para o desenvolvimento deste trabalho. Comecemos com o PE ruido-branco
gaussiano. Das equagoes (1.8) e (1.9), obtemos Cyy(t,t') = 2D4(t — t'). Logo, este é um
PE estaciondrio stricto sensu. Além disso, como sua func¢éo auto-correlacao é descontinua
emt =t', o PE é descontinuo em média-quadratica. E como 8*Cyn(t,t')/0tdt' nio existe
em t = t', segue que o processo também nao é diferencidvel em média-quadratica. Mas
ele é Riemann-integravel, pois

iy ty iy, ty
f;,, dt /t dt'Can(t, 1) = /: dt [ dt'2Ds(t - t') = 2D(t, — t,)

t(l
existe para qualquer intervalo finito de integracao .
A integral de Riemann estocdstica normalizada do ruido-branco,

W(t) = \/% / ‘N (1.42)

é também um processo gaussiano conhecido como processo de Wiener, com média nula e
funcao auto-correlacao

Cow(t,1) = (WHW(H)) = 515 | dt, : dt2(N(8)N(t2)) = mint, )
(1.43)

Portanto, W (t) nao € estaciondrio stricto sensunem lato sensu. Sua fun¢ao auto-correlacao
é continua em ¢ = t' e integravel na regiao [0, t] X [0, t] e, assim, o PE é continuo e Riemann-
integravel em média-quadrética. No entanto, a fungao min(t,t') nao é diferencidvel em
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t = t', logo W (t) nao possui derivada estocastica em nenhum instante de tempo. Ou seja,
o PE ruido-branco, que seria justamente a derivada de W(t), nio existe de um ponto de
vista matematico. Na realidade, quando se referem ao ruido-branco, fisicos concebem-no
como o limite de um outro PE conhecido como ruido colorido. com funcao auto-correlacio
dada por Cyn(t,t') = 2DG(t — t'), onde G(t — ') é uma fun¢io com um pico estreito
centrado em t = t' e de largura 7, sendo o que se chama informalmente de ruido-branco
o limite do ruido colorido quando 7 — 0. A origem da terminologia “ruido-branco” e
“ruido colorido™ utilizada aqui estd na transformada de Fourier da fun¢ao auto-correlacio,
ou seja, a densidade espectral. No caso do ruido-branco, a densidade espectral é uma
constante e, assim, todas as frequéncias do espectro tém o mesmo peso, enquanto que
no caso do ruido colorido, a densidade espectral é plana somente até uma certa freqéncia

maxima, a partir dai decaindo gradualmente a zero.

1.5 Calculo Estocastico-11

Vamos voltar agora ao problema de integrar as equagoes de Langevin

m
Xi(t) = Ai(X,t) + Y Bij(X, t)N,(1)

j=1
com a condigao inicial X(0) = x¢. Se os coeficientes B;; dependem do estado X instanta-
neo do sistema, essas equagoes nao possuem um significado matemético bem definido, uma
vez que as operagoes algébricas nela indicadas nao podem ser executadas sem ambigiii-
dades. A razao estd na natureza patolégica do ruido-branco. N;(t) pode ser concebido
como uma seqiiéncia densa de impulsos tipo delta de Dirac com intensidades aleatérias,
um para cada instante de tempo. Ora, de acordo com as equagoes de Langevin, cada im-
pulso instantaneo da origem a um salto (ou funcao-degrau de Heaviside) em X;, de forma
que seu valor a ser usado no cdlculo de B;; esta indeterminado; dai que, tautologicamente,
0 proprio valor do salto também nao estd precisamente definido. Poderia ainda se argu-
mentar que nao ¢ o comportamento de X; que nos interessa, mas sim seu comportamento
médio-quadratico, estatistico, mas lembremo-nos de que o ruido-branco é descontinuo e
nao-diferencidvel, mesmo em média-quadratica. Todas as suas realizacdes sao funcoes
descontinuas no tempo, uma vez que (N;(t)N;(t')) ~ (¢ — ') implica em que a varianca
(NZ(t)) ¢ infinita para qualquer instante t. Por esse motivo, os matematicos preferem
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escrever as equagoes de Langevin na forma de equagoes a diferencas infinitesimais,

dX;(t) = A(X, t)dt + Y B;;(X, t)dW,(t), (1.44)
j=1
onde dW;(t) € o incremento infinitesimal do processo de Wiener W, (t) [equacio (1. 42)],
ocorrido durante d¢, como ja haviamos definido anteriormente. Integrando formalmente
as equagoes (1.44),

m

Xi(t) = o, + /ﬂ " AX () t]dt’+z f By [X(t'), ')dW;(#'). (1.45)

Chegamos, assim, a duas integrais estocésticas: a primeira delas é uma integral estocdstica
de Riemann em média-quadratica, do tipo que j analisamos na secdo anterior; a segunda,
no entanto, ¢ de um tipo novo, uma generalizacao da integral estocastica de Riemann,
uma, integral estocdstica de Stieltjes, em que o processo diferencial de Wiener é a medida
de integracao. Vamos resolvé-las iterativamente. Expandindo os coeficientes A; e B;j em
série de Taylor em torno de xq,

AX (), ] = Ai(xo, ') + fj aA (o, Xk(r.*) g ] s o (1.46)
B,‘j [X(f), t'] = + Z aBg Xo, )[X ) = .'L'gk] + e (147)
k=1 To,

e substituindo essas expansoes em (1.45), obtemos o resultado da primeira iteracio

m

X,-m(t) = 1z, + Ai[%0,0 11]/ dt' + - +ZB=J[XU=@2t / dW;(t
=1
= o, + Ai[x0, O1t]t + -+ + ZB,-j[xu,c—)zr]Wj(t) — (1.48)
j=1

onde ©; e ©, sdo mimeros reais pertencentes ao intervalo [0,1]; usando este resultado
aproximado como entrada para a uma segunda itera¢ao e as expansdes (1.46) e (1.47) em
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torno de xg, mas com X" (¢') no lugar de Xk (t'), obtemos a expansio estocastica

t m t
xPw) = ;L-U_+A,-(xu,(-Jlf.)/ dt’+--—+ZB,;j(xn.(-')at% dW;(t') +
j=1

m T 7t 6811 X{),();t] { -

T N

"
+ Bii(xo, (‘3293?‘)/ Wi (") dW;(t') + - - -
j=1k=11=1 -

= g, + Ai(x0,O,t)t + Z B;j(xq, ©2t)W;(t) +
j=1
m s T aBzJ xO, e‘;t)

* R

j=1k=11=1

t
U T B, 85650 /ﬂ Wi () dW; () + - - (1.49)

onde apenas os termos de mais baixa ordem em ¢ foram explicitados. Dentre estes, estamos

especialmente interessados no iltimo deles, contendo a integral

t
f Wi(')dW; (),
0

que € um caso mais simples de integrais estocasticas de Stieltjes da forma mais geral

fot (W (), t')dW (') = Lim.gse i U[W(n), n)[W(t:) — W(ti-1)]

i=1
— E.i.m.n_;oosn (Tf)!

onde At; =t; -t =At=(t—to)/n, t; > 1, > ti_1 e
Saln) = Z VW (n), n)[W(t) — W(ti-1)] (1.50)
i=1

¢ uma VA. Logo, se a integral estocastica existe, ela ¢ o limite em média-quadratica da
seqiiéncia estocdstica Sy, Ss,--+,S,, -+ para n — co. Mesmo existindo, no entanto, nao
estd livre de ambigiiidades, pois seu limite em média-quadratica depende da particular
escolha de 7;. Por exemplo, escrevendo-se 7; = At; + (1 — A)t;_;, com 0 < X\ < 1,
demonstra-se que

W(t’)th') [W*(z)—wz(fu)] +(h— %)(t—tn), (1.51)

o que difere do resultado do célculo ordindrio se A for escolhido diferente de 1/2. Portanto,
as equacoes de Langevin com ruido multiplicativo nao estao livres de ambigiiidades, mesmo
em média-quadratica, até que fornecamos uma prescri¢ao adicional para assinalar um valor
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preciso e inico a integral estocdstica de Stieltjes. E para cada uma das possiveis escolhas
desse valor, teremos uma particular versao do célculo estocastico em média-quadratica.

O calculo de Ito[15] corresponde & prescricdo A = 0, tal que 7; = t;_,. Neste caso, a
integral estocdstica de Stieltjes

n
/U" VW (), ]dW (t') = LiMunoyoo D O[W (ticy), L [[W () — W (ti-1)]
i=1
recebe o nome de integral de Ito e a funcao estocastica ¥[---], que é o argumento da
integral de Ito, é dita ser nao-antecipadora, pois seu valor em ¢ é estatisticamente inde-
pendente dos incrementos do processo de Wiener que se iniciam em instantes de tempo
posteriores. Chamaremos a equacao (1.44), com a ultima das integrais sendo uma inte-
gral de Ito, de equagao de Ito-Langevin. Daqui em diante, para indicar que uma integral

estocdstica estd sendo interpretada como uma integral de Ito, usaremos a notacio
t
/ [W(t), ] o dW (t').
to

E também para indicar ao leitor que as equacoes (1.44) estdo sendo interpretadas como
equacoes de Ito-Langevin, usaremos a notacao

dXi(t) = Ai(X, t)dt + Y B;;(X,t) e dW;(t). (1.52)

j=1
As regras de integragao e diferenciagao do célculo de Ito diferem das correspondentes
regras do calculo ordindrio; em particular, para A = 0, obtemos a partir da equacao (1.51)

/ W) e dW () = % [(W2(t) - W2(to)] - %{f. —to). (1.53)

Este resultado estd demonstrado no Apéndice B. O motivo dessas diferencas reside basi-
camente em que |W(t+ At) — W (t)| quase-certamente é da ordem de /At. Dessa forma,
quando passamos ao limite infinitesimal, ao contrario do que acontece no cdlculo ordin4-
rio, termos de segunda ordem em dW (t) também contribuem. Dizemos, entdo, que dW (t)
é um infinitésimo de ordem v/dt. E apenas infinitésimos de ordem maior do que 1 em dt
sao descartaveis. '

Sem prova, listamos abaixo alguns resultados obtidos usando-se o calculo de Ito (as
demonstragoes podem ser encontradas em|7, 9)):

/ W), ] 0 AW2(H) = / OW (), ¢t (1.54)
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t
ft U[W (), '] & dW (£)"*2 = 0, (1.55)
0
paran > 0, e
!
/ T[W (1), '] & dW (')dt' = 0. (1.56)
to

Tais resultados justificam a notagao consagrada do cdlculo de Ito (com n,n' > 0):

dW;(t)* = dt (1.57)
dW;(t)"*? =0 (1.58)
dW;(t)dt = 0 (1.59)

dt* = 0 (1.60)

dW; @ dW; = 6;;dt (1.61)
dW; ()™ & dW;(t)" ! = 0. (1.62)

Outros resultados vilidos para o cdlculo de Ito sao :

1

i n t
wn ’r ¢ N — 1 £y I_Vn+1 ] ay 22 17n—1 ’J' tr
/m (1) o dW () = — [W™(1) (to)] =5 [ W' (t)d

(1.63)

( /: “GIW (), ¢] e dW () /: CHIW ("), ] « dW (")) = /t (GIW (), £ HW (¢), £t
’ ’ ’ (1.64)

/ (U[W(t'), '] e dW (1)) = 0. (1.65)
to

Esta iltima relagdo é uma conseqiiéncia direta do cardter nao-antecipador da funcdo
¥[- - -], no contexto do célculo de Ito.
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Um resultado final importante € a regra de diferenciacao de Ito: se F[X(t),t] é uma
fungao nao-antecipadora e X () é um processo m-dimensional governado por equagoes de
Ito-Langevin (1.52), entao

OF & OF 1.2 &FF L (')F
1F = —A; !
¢ [X(t) f] 0}( Zl BA-J AJ + = I[Z a){ GA BijIm dt - Z 8){ J,{ . dI/Vt(t)
s (1.66)
Isto pode ser demonstrado rapidamente partindo-se de
ap aJF m 1 T 82,
= e A e Ao
AF[X(t),t] = 51 t+2 Bﬂ (At)? +Z 8/\ X+ Z XOX, e AX; 0 AX+--
aF T BF 1 e T 6 F
ar Bl © AW W, ol
8t+26/\ S gga‘\ o, DikBim ® AW ¢ AWy, + O[(A)’]

onde fizemos uso de (1.52). Tomando-se o limite At — 0 e usando-se as equacoes (1.57)-
(1.62), obtemos a Eq.(1.66).
A versao de Stratonovich|[16] do célculo estocdstico é baseada na prescricao

/t:lI'[W(t'),t']dW(t)—lzmn_woz\l! Wik )+2W(t"“) [W(t:) — W (ti)]-

7= (1.67)

Observemos a notacao empregada para a integral de Stratonovich, lado esquerdo de (1.67),
a mesma empregada no cdlculo ordindrio. E possivel mostrar que, em geral, essa definicao
da integral estocdstica implica em regras de integracao e diferenciacio idénticas as do
calculo ordindrio[17]. Na verdade, essa foi a motivacdo original que levou Stratonovich a
propo-la. Os fisicos normalmente utilizam o calculo estocastico na versao de Stratonovich.
A razao nao reside unicamente no fato de serem iguais as regras formais do calculo de
Stratonovich e do calculo ordindrio, mas em que, com freqiiéncia, quando se trata de
integrar equagoes de Langevin (1.7), eles o fazem considerando que o ruido N;(t) fisico
¢ de fato colorido, com fungao auto-correlacao Cyy(t) de largura € > 0, simetricamente
centrada em torno de um maximo; e que a escala de tempo das variacoes do ruido,
naturalmente definida por €, é muito pequena comparada com as variagbes temporais
tipicas experimentadas pelo sistema. Ou seja, a densidade espectral do ruido, Syy(w),
anula-se gradualmente a partir da freqgiiéncia w, ~ ¢! (figura 1.1).
A funcao auto-correlagdo para N;(t) ortogonal e isotrépico pode ser escrita como

CN;N,— (t, tf) = 2D6{j§5(f. — t’),
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CNN
SNN

Fig. 1.1: Funcao de autocorrelacao e densidade espectral tipicas para ruido colorido,
quase branco.

onde §,.(t—1t') é uma representacao da funcao delta de Dirac, ou seja, d.(t —t') — 6(t —t'),
para € — 0. Integra-se iterativamente as equagoes de Langevin, obtendo uma expansao
para X;(t). O limite e — 0 é tomado e os resultados advindos desse procedimento acabam
sendo os mesmos que se obtém considerando desde o inicio o ruido como branco e usando
o calculo de Stratonovich.

Em geral, nao existe conexdo alguma entre as integrais estocésticas de Ito e de Strato-
novich. Entretanto, quando os integrandos sao funcoes de um PE comandado por equagoes
de Langevin, é vilida a relagao

L WX(), t)dWi(t) = f WX (), ] o dWi(£)

13 aU[X (),
2],

aX, Bjk[X(t‘), t'ldt’. (1.68)

Para demonstrar esta relagé.o, escrevemos a integral de Stratonovich segundo sua definigao,

f WX (t'), ¢)dW, (t)—lzm,._.mZ'Ill )“LQX(“‘) AWi(ti_).
No limite n — 0o, podemos escrever
X(t:) +X(tiz1) , | _ 1 & OY[X(tima), i) o,
lI![ 9 ytio1| = \D[X(t!— ) t—l] 2}2{ SAJ dX; (tl 1)
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Substituindo essa relagao na defini¢do da integral de Stratonovich e usando as equagoes
(1.44), (1.57) e (1.59), obtemos finalmente a expressao (1.68). Uma conseqiiéncia imediata
desta equacao é que para a integral de Stratonovich vale

t
/! (U[X (), £)dW (¢')) # 0, (1.69)
di]
ao contrario do que ocorre para a integral de Ito,
t
f: (U[X(t'), '] » AW (#)) = 0. (1.70)
0

Portanto, a particular versao utilizada do calculo estocdstico tem reflexos diretos na
equagao de Fokker-Planck obtida para o PE. Se usamos o cédlculo de Ito, integrando-
se as equacoes (1.44) entre os instantes ¢ e t + At, sendo z; o valor assumido pelo PE X;
no instante t, obtemos

T

Xi(t+ At) —z; = [+ A [X(t), t']dt +Z/ BU[X '] o dW;(t).

Dividindo-se esta expressao por At, tomando sua média e usando a propriedade nao-

antecipadora, encontramos
K]*(x,t) = Ai(x,t). (1.71)

Se usamos o calculo de Stratonovich, escrevemos

m

X!-(t-i-At)—:r:i:/;H A X(t z]dt'+Z/ X(t'), t'ldW;(t"),

dividimos esta expressao por At, tomamos a média e usamos a relagao (1.68) com ¥[X(#),t] =
B [X(t'), '], e obtemos no limite At — 0

Jim (Xi(t+ A1)~ 2) = Jim { / X, )t + 3 / T BalX (), t']de(t'))} =
k=1

At—=0

— t+ataBik[X(tI)it’] : Nl
=0+ 33 fm > [ P ) ar),

ou seja,

KStret(x, t) = Ai(x, 1) + %Z Z GBU(X tJBkj(Xa t). (1.72)
=1k

Iy
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Para os elementos da matriz difusio encontramos

m
D{°(x,t) = D" (x,t) = Dyj(x,t) = 3 Bu(x,t)Bj(x,1). (1.73)
k=1
Portanto, dadas as equagoes de Langevin, pelas equagoes (1.71), (1.72) e (1.73) podemos
escrever imediatamente as correspondentes equacgoes de Fokker-Planck, tanto na abor-
dagem de Ito como na de Stratonovich, que diferem na expressao para o coeficiente de
deriva I;. Entretanto, no tratamento de um certo problema fisico, nio devemos espe-
rar solugoes distintas para as densidades de probabilidade, dependendo da abordagem
escolhida, pois a equagao de Fokker-Planck é uma equacao diferencial nao-estocastica e
nao admite ambigiiidades na sua interpretacao. Este aparente dilema é resolvido ao se
constatar que, para um dado problema fisico, as equacoes de Langevin nas versoes de Ito
e de Stratonovich devem ser formalmente diferentes,

T

dXi(t) = AM(X, t)dt + 3 By;(X, t) o dW(t) (1.74)
j=1
e
dX,(t) = AS™ (X, t)dt + 3 By(X, t)dW;(t), (1.75)
j=1

respectivamente, diferindo na forma matemadtica dos coeficientes A;’s, porém estatistica-
mente equivalentes, em virtude das relagoes (1.69) e (1.70). Portanto, a partir das relacoes
(1.71) e (1.72), concluimos que

Agm(X,t) AS!ra!‘ X t) " Tl ZZ 83;}?( t)

jlkl

B (% t). (1.76)

No caso particular em que B;; ndo depende de X(t), isto é, para ruido aditivo, as duas

versoes sao idénticas.

1.6 Teoria da Resposta Linear para sistemas

estocasticos

Nesta se¢gao mostraremos como a Teoria da Resposta Linear (TRL) é desenvolvida, a par-
tir da equacao de Fokker-Planck, além do procedimento padrao|12, 18|, para uma classe
vasta de sistemas estocdsticos markofianos, entre os quais o modelo desenvolvido por nés,
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a ser apresentado no capitulo seguinte, é um caso particular. Assim, os resultados aqui
obtidos podem ser automaticamente aplicados para sistemas que se enquadrem dentro
da referida classe. O principal objetivo é obter uma expressio para as funcoes-resposta,
®;;(t), que se preste a simula¢oes numéricas. Apesar de a TRL ser desenvolvida tomando
como ponto de partida a equagio de Fokker-Planck, ela seria de pouca utilidade pratica se
dependesse de fato do conhecimento da densidade de probabilidade P(x,t) e da densidade
de probabilidade de transigao T'(x, t|x?, 0), que sao solugdes da equacio de Fokker-Planck
com condigoes iniciais apropriadas. Isto basicamente por dois motivos: (i) a nio ser para
casos de sistemas muito especiais, para os quais valem as condicoes de BD[10], em geral
nao se consegue obter a solugao analitica de uma equagao de Fokker-Planck para m > 1; e
(ii) mesmo conhecendo-se a solugao analitica da equacao de Fokker-Planck, como veremos
adiante, ainda assim ¢ extremamente complicado realizar os cdlculos analiticos que con-
duzem a fungao-resposta. Solugdes analiticas aproximadas ou numéricas da equacio de
Fokker-Planck sempre podem ser obtidas, mas isto também nao facilita muito o cilculo
de ®;;(t). Por este motivo, o principal objetivo neste capitulo é mostrar como pode-
mos expressar ®;;(t) em uma forma matematica que possibilite seu célculo por simulacio
numeérica das equagoes de Langevin correspondentes & equagao de Fokker-Planck usada
como ponto de partida da teoria, sem haver necessidade de se determinar as densidades
de probabilidade estacionarias|1]. Usando o modelo apresentado neste capitulo, calcula-
remos ainda, analiticamente, as fungoes-resposta para o limite de ruido nulo, fazendo uso
da expressao final para ®;;(t) citada acima.

Consideremos a classe de sistemas estocasticos markofianos cuja equacao de Fokker-
Planck satisfaz a dois requisitos: (i) Os coeficientes de difusdo nio dependem explicita-
mente do tempo: D;; = D;j(x), ¢, =1,2,---,m; e (ii) Os coeficientes de “drift” podem
ser separados em uma primeira parte que é linear nos campos aplicados que dependem
explicitamente do tempo, F}(t), mais uma segunda parte que, se presente, nao depende
explicitamente do tempo:

Ki(x,t) = i 7%i5(X)Fj(t) + K (x) (1.77)

Esses dois requisitos nao sao excessivamente restritivos e a classe de equacoes de Fokker-
Planck definida é suficientemente vasta para englobar um grande mimero de fenémenos
da fisica estatistica cldssica de nao-equilibrio[12, 9]. Em particular, o segundo requisito
¢ sempre satisfeito no limite de campos aplicados infinitesimais. Se um campo que nio
depende explicitamente do tempo também estd presente, ele pode ser considerado parte
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do sistema e seus efeitos incluidos na parte K}n) de K;. Também nao estamos supondo
que a equagao de Fokker-Planck satisfaga a condi¢ao de BD[10], condi¢io usualmente
assumida nos trabalhos sobre o temal19)].

Seguindo o procedimento padrdo na teoria da resposta linear|12, 18], consideramos
que o campo dependente explicitamente do tempo ¢ aplicado a partir do instante ¢ = to
e que tal campo seja fraco comparado aos demais campos que nio dependem explicita-
mente do tempo, se presentes. Ou seja, consideraremos o campo aplicado, dependente
explicitamente do tempo, como uma perturbacao. Ao mesmo tempo, assumimos que an-
teriormente a ¢ = {o o sistema tenha estado em contato com a vizinhanca estacionaria
(isto é, sem o campo aplicado dependente do tempo) por intervalo de tempo suficiente-
mente longo para que possamos considerar que o estado de equilibrio termodinamico ja
tenha sido alcancado. Ou seja, para t < t; o sistema é descrito pela densidade de pro-
babilidade nao-perturbada de equilibrio, Pf,n ) (x), solu¢ao da equacio de Fokker-Planck
nao-perturbada

LoP{Y (x) = 0, (1.78)
onde
ZaK“” (x) + = Z 8,0, Dy;(x) (1.79)
t,j=1

¢ o operador de Fokker-Planck nao-perturbado e m ¢ o mimero de dimensoes do es-
paco de fase termodinamico do sistema, I' = R™. A densidade de probabilidade de
transicao, 7% (x,|x?,0), na auséncia de perturbacdo e dado o valor inicial X(0) =
X! = (af,z},- -+ ,ah,), satisfaz a equacao (1.78) com a condigao inicial T (x, 0|x?,0) =
d(x — x?). Dentro de integrais de R™, sua solugao formal é dada por

TO(x,t|x",0) = e“’:“(x)d(x - xP). (1.80)

Quando a perturbagao Fj(t) ¢ aplicada ao sistema a partir de t = t,, o operador de
Fokker-Planck passa a ser dado por

m

281{ + = ZZaaD,J

1.1_;.-_

e usando-se as equagdes (1.77) e (1.79), obtemos

L= LO_ZZF t'}’u(x

=1 j=1
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donde concluimos que

S B S .

=1 j=1

No limite de resposta linear, a densidade de probabilidade pode ser escrita como Ps(f' ) (x)+
dP(x,t). Mantendo-se apenas os termos lineares em F}(t) e usando-se (1.78), a corres-
pondente equagao de Fokker-Planck para t > ¢, é dada por

9 5P(x,1) = Lo6P(x, 1) + 6L() PV (x), (1.81)

com a condigao inicial dP(x,t) = 0. A solucao formal é dada por

6P(x,t) = [ “exp [(t — #)Lo]L(#') PO (x)dt. (1.82)

A partir daqui, usaremos a nota¢ao 7;(t) para denotar o valor esperado de ensemble
de X;(t), ou seja,
(1) = (Xi(1)) = / i P(x,t)d"™z

¢ a média de ensemble de X;(¢) na presenca da perturbagao F(t), enquanto que
2" = (Xo = [ 5PP (x)d"s

¢ a média de ensemble de X}, constante, na auséncia da perturbacio. A variagao na média
de ensemble de X;(t) como efeito da perturbagao, em relacio ao seu valor na auséncia da
perturbacao, ¢ igual a

0Z;(t) = 7(t) — —(0} [r SP(x,t)d™z.

Usando a equacao (1.82), podemos escrever 67Z;(t) na forma
Z/ @y (t — #') F5(¢)dt’ (1.83)
onde definimos as fungoes-resposta , formalmente, por
D;5(t) = Z/:r, exp [tLo) Ok [vk;(x) P (0)(x)]d'":1:, (1.84)

e escolhemos {y — —oo para que ®;;(t — t') fique definida para qualquer argumento
positivo, ou seja, 0 < t —t' < co. Este resultado ¢ padrao em TRL, para o cilculo das
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fungoes-resposta, requerendo o conhecimento prévio da densidade de probabilidade nio-
perturbada de equilibrio, P{’(x). Mesmo que ela seja conhecida, entretanto, ¢ evidente
a partir da equagao (1.84) que os calculos subseqiientes a serem efetuados até a obtencao
numérica de ®;;(), em muitos casos, podem ser extremamente complexos. Assim como
estd, portanto, a equagao (1.84) ¢ uma expressao meramente formal para as fun¢oes-
resposta. Partindo dela, no entanto, é possivel obter ®,;(t) em uma forma conveniente,
com a qual é possivel obter as fung¢oes resposta simulando numericamente as equacoes de
Langevin que correspondem a equagao de Fokker-Planck utilizada como ponto de partida
da TRL. Para isso, considere a identidade

| £ expltLolg(x)dz = [ g(x) exp L) (x)mz, (1.85)

onde L{T, € o operador adjunto de Lg. Essa relagao ¢ vilida se as fungoes f(x) e g(x) sdo
tais que seus produtos e os produtos de suas derivadas de ordem arbitraria se anulem
no contorno da regiao de integragao (veja demonstracao no Apéndice C). Escolhendo
f(x) = z; e g(x) = X34, Oklyej(x )P (x)] na equacao (1.85), usando-a em seguida na
equacgao (1.84) e realizando uma integragao por partes, obtemos para ¢ > 0

m

(1 — +/P§:’) me )0k {exp [(t — t')Li)z; } ™. (1.86)

Daqui em diante, usaremos a notagao (X;(t[x?)), para o valor esperado de X;(t) na
auséncia da perturbagao e dado que X;(0) = 27, isto é,

(Xi(t1x"))o = / 2. TO (x, t|xP, 0)d™z. (1.87)

Usando-se a solugao formal para T((x,t|x?,0), equagio (1.80), na equacio (1.87) e,
entao, a identidade (1.85), segue que

(Xi(t|xP))o = [:1:1- exp [tLo]d(x — xP)d"'x =
== /6()( — x”)[exp [tL}]z;]d™z = exp [tL}]a?.

Portanto, exp [tL}] pode ser interpretado como o operador evolugao temporal para o valor
esperado de ensemble de X(t), a partir do ponto inicial x”. Usando este resultado na
equacao (1.86), obtemos

Byt) = 3 [ PPy (x) 527 O (Xu(tx?))od™z,
k 1

= Z_: Ve X")a 7 (Xi(1%P))o)st - (1.88)
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Aqui o0 simbolo (- - - ), indica média sobre o ponto inicial x”, distribuido no espaco de fase
termodinamico de acordo com a densidade de probabilidade estacionaria na auséncia da
perturbacao, PS} )(x?’). Em particular,

m

045(0) = Z(’ij(x”)ggfﬂf)u = (7i5(x")) st (1.89)

k=1

¢ o valor inicial da funcdo-resposta. Preferimos usar x”, e nio simplesmente x ou ou-
tro simbolo qualquer, na integral do lado direito da equagao (1.88), para evidenciar que
se trata de uma média sobre a distribuigao inicial (de equilibrio) dos valores de X. A
equagao (1.88) pode ser usada para se obter as fungdes-resposta por simulacio numérica
das equagoes de Langevin. Portanto este método aplica-se mesmo para sistemas que nao
satisfazem o principio do BD Basta que usemos um gerador de mimeros pseudo-aleatérios
para obter intimeras sequéncias de nimeros aleatérios com distribui¢io normal, que simu-
lam possiveis realizacoes do processo incremento de Wiener. A partir dessas sequéncias,
integramos numericamente as equacoes de Langevin, para um ensemble formado por um
grande mimero de realizagoes do PE. A partir delas, em cada instante de tempo, podemos
calcular as médias envolvidas em (1.88) e assim obter as funcoes-resposta.

As fungées mais importantes para efeitos de comparacdo entre teoria e resultados
experimentais, especialmente no caso de ressonincia magnética, sio as componentes do
tensor susceptibilidade dindmica, definidas como a transformada de Fourier-Laplace das

correspondentes fungoes-resposta, isto é,
o0
- 13 jwt —et
Xij(w) = !l_%/ﬂ e d,;(t)dt. (1.90)

Para fungoes-resposta realisticas, que tendem a zero para t — 0o, o fator de convergéncia,
exp (—¢t), ¢ desnecessirio. Como ¢ usual, denotamos as partes real e imaginaria de x;;
Por Xij € Xj;, isto €,

Xii (W) = x;j(w) +ixj;(w) (1.91)
onde
Xij(@) = [ @(t) cos(wiat (1.92)
e
X (w) = fo ” &,,(t) sin(wt)dt (1.93)

Nos capitulos seguintes desta tese calcularemos x;; e xj; para nosso modelo de superpa-

ramagnetismo em diversas circunstincias.



Capitulo 2

MODELAMENTO ESTOCASTICO
DE UM SISTEMA
SUPERPARAMAGNETICO

Este capitulo, em sua maior parte, contém material inédito. Inicialmente realizamos
uma pequena revisao sobre superparamagnetismo. Em seguida, apresentamos um modelo
para a dindmica da magnetizacao de uma particula superparamagnética. As equacoes de
movimento estocasticas sao obtidas inicialmente em coordenadas cartesianas, bem como
a correspondente equacdo de Fokker-Planck. Também sio obtidas as correspondentes
equagoes estocasticas de movimento em coordenadas esféricas, o que demanda o uso do
célculo estocastico. O modelo nao satisfaz ao Balan¢o Detalhado (BD), o que torna
impraticavel a obtencao de solugoes analiticas da equacao de Fokker-Planck em forma
fechada. Mostramos, entdao, como obter as fungoes-resposta do sistema por simulacdo
numérica, sem a necessidade de conhecer a priori as densidades de probabilidade.

2.1 Superparamagnetismo

Consideremos uma particula de material ferromagnético, formada por um nimero N muito
grande de 4tomos, a uma temperatura T' < T, onde T, ¢ a temperatura Curie do material.
Em cada sitio da rede cristalina existe um momento magnético atomico p, (o indice
©=1,2,---, N serve para identificar um particular sitio da rede cristalina), dependente
do momentum angular total atomico do sitio. No caso de metais de transicao, devido
ao “quenching” do momentum angular orbital[20] podemos considerar que o magnetismo
atomico tem sua origem no spin atémico ou micro-spin associado ao sitio da rede cristalina,
tal que p; = 7,8;, onde vy, é o fator giromagnético do a4tomo considerado. Consideraremos
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como sistema de interesse aquele formado pelo conjunto dos N micro-spins da particula.

O sistema magnético é aberto, interagindo com campos magnéticos aplicados, com
campos magnéticos efetivos de origem microscépica, como o campo desmagnetizante Hp,
e também com a rede cristalina. Cada uma dessas interagoes da origem a uma contribuicao
para a energla magnética macroscopica da particula. Além dessas, existe também aquela
associada as interagoes ferromagnéticas entre os micro-spins, representadas pelas integrais
de troca, J;;, do Hamiltoniano de Heisenberg

1
He::c = —=— Z J,'jSi . Sj.
2 1#]

B —

Hy —_-—
4z M -
y //‘—‘\\ ' J /,_4\
- '_,..a-"_'_'"__-——-..‘_
3 ""-——._____‘_'_,_,..-r“ ~4 "‘--_____________.-"1
| L] - S — N
\4—/ /’__-—ov—-_\

M g

(a)
(b)

Fig. 2.1: Particula cilindrica magnetizada.

A interacdo com o campo externo aplicado H,;, corresponde uma energia magnética
macroscopica Veze = —p- Hegy, onde g é 0 momento magnético macroscopico da particula,
se ela o possuir. A energia associada com o campo desmagnetizante, Vp, também chamada
de energia magnetostdtica, é auto-energia magnética da particula devido ao seu proprio
campo, se a particula como um todo estiver magnetizada. Esta energia surge como um
efeito puramente macroscépico associado & forma da particula. Considere, por exemplo,
uma particula de forma cilindrica que foi magnetizada por um campo aplicado muito
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intenso, posteriormente removido (figura 2.1). Nas extremidades do cilindro magnetizado
aparecem concentragoes de pélos magnéticos opostos, o que dd origem a um campo Hp
dentro do material, orientado de N para S e, portanto, que tende a desmagnetizar o
material, uma vez que atua no sentido oposto ao da magnetiza¢io M que lhe deu origem.
A figura 2.a mostra Hy, somente. Fora do material, B = Hp, mas dentro temos B =
Hp + 47M, ou seja, B = —Hp + 4mM, de forma que a inducao dentro do material é
menor do que 47, mas tem o mesmo sentido que M, pois Hj, jamais pode exceder 47w M
em magnitude. No lado direito superior da figura estdo indicados esquematicamente estes
trés vetores. A figura 2.b mostra o campo B. Sabe-se que Hp ¢ sempre proporcional
2 magnetizagao e os fatores de proporcionalidade sao os fatores desmagnetizantes. Eles
dependem basicamente da forma da particula e podem ser calculados exatamente para o
caso elipsoidal|21]. A energia magnética associada a interacao da magnetizacao com Hp
é
1

V:D = —EHD - M.

Existe também a contribui¢ao energética devido as interacoes de troca entre os micro-
spins, Veze, que junto com Vp desempenha um papel decisivo na organizacao dos micro-
spins do material. Para um certo volume v de particula, Vp pode ser minimizada se ela
for subdividida em diversos dominios magnéticos, de forma que seu momento magnético
total seja nulo. Entre dominios vizinhos com magnetizacoes opostas, em uma regiao de
transigao relativamente estreita, os micro-spins tém sua orienta¢ao gradualmente alterada,
de maneira que os micro-spins da 1ltima camada estejam a 180° dos da primeira camada
dessa mesma regiao. Tais regioes constituem as paredes-de-dominio do material (paredes
de Bloch). Para os dominios, onde os micro-spins sio praticamente todos paralelos, V... é
minima, mas isto nao ocorre nas paredes-de-dominio, e por este motivo a divisao ou nao
do material em dominios magnéticos depende fundamentalmente do volume da particula.
De fato, se L é a dimensao caracteristica do dominio, a energia Vp cresce com L3, ao
passo que a energia de troca acumulada nas paredes, V), cresce com L?. Em geral, ha um
tamanho critico L. , tal que para uma particula com L < L., a minimizacao da energia
magnética ¢ favorecida se a particula for um mono-dominio. Neste caso, ela possuird uma
magnetizacao proxima da uniforme,

onde S(t) é o Spin efetivo total ou macro-spin da particula mono-dominio. Para uma
particula esférica de ferro, por exemplo, Kittel[22] estimou teoricamente L. em cerca de
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150A. Uma estimativa teérica do didmetro critico para uma particula magnética mono-
dominio de forma esférica dada por|23]

1/3
L. < 150kgT ,
i Tl

onde K é a constante de anisotropia magnética do material. A grosso modo, estima-se|24]
que, dependendo do material ferromagnético usado, os diametros criticos para particulas
esféricas situam-se entre 30 e 150A. A partir de agora iremos nos concentrar no caso em
que as particulas sao, de fato, mono-dominios magnéticos.

O sistema magnético interage com a rede cristalina através de dois mecanismos:

(i) Empiricamente, sabe-se da existéncia de uma energia macroscépica de anisotropia
cristalina[25], ou energia magnetocristalina do cristal ferromagnético, que é minimizada se
0 momento magnético estd ao longo de certas direcoes cristalograficas especiais, chamadas
de diregoes de magnetizagao facil do cristal. Vamos denotar a energia magnetocristali-
na por V4. Fenomenologicamente, pode-se definir um campo efetivo, H,, ou campo de
amsotropia cristalina, derivado da energia a partir de V4 por meio da relagio

O momento magnético da particula, portanto, interage com um campo de anisotropia
cristalina, tendendo a se alinhar com as dire¢oes de magnetizacio facil do cristal, para
minimizar a energia de anisotropia cristalina. Esta tem sua origem na microscopia como
resultado do acoplamento entre os orbitais atomicos e a rede. e da interacao spin-6rbita. O
acoplamento orbita-rede é forte e resulta da interagio do d4tomo magnético em um sitio da
rede com o campo elétrico cristalino, o qual é produzido pelo ambiente cristalino em torno
do sitio considerado e, assim, possui as mesmas simetrias da rede. Os orbitais atomicos
sao deformados pelo campo cristalino, em rela¢io a sua forma original no dtomo isolado.
Em uma rede ciibica, por exemplo, os orbitais tornam-se alongados ao longo de trés eixos
mutuamente ortogonais. Com isso, pela interacao érbita-rede, os orbitais atémicos ficam
fortemente acoplados a rede, de forma que quando um campo magnético é aplicado ao
longo de uma diregio arbitréria, o acoplamento impede que o orbital se reoriente para que
seu momento magnético orbital se alinhe com o campo. Tudo se passa, portanto, como
se 0s momentos magnéticos orbitais atomicos fossem todos nulos. Os micro-spins, por
sua vez, sao acoplados apenas fracamente a rede, via interacio spin-6rbita, de maneira
que sao mais ou menos “livres” para se reorientar com o campo aplicado. Entretanto,
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0 acoplamento dos micro-spins com a rede, via intera¢ao spin-6rbita, da origem a uma
contribui¢ao macroscépica para a energia, a qual depende dos angulos formados entre os
micro-spins e as dire¢oes dos eixos de simetria da rede. Para uma particula mono-dominio,
em que os micro-spins estao todos praticamente alinhados, a energia resultante serd uma
fungao Va(ay, ey, -+ ) dos co-senos diretores, «;, de g com respeito as vérias direcoes de
magnetizacao facil do cristal, ou seja, as dire¢oes dos eixos de simetria do cristal. Dessa
forma, podemos escrever para a energia total associada & magnetizagio de uma particula
mono-dominio
V = Ver + Vp + Vy,

e definir um campo efetivo total no interior do material e atuando sobre g por

oV
Hef — —a. (21)

A energia total da particula mono-dominio pode, entdo, ser escrita como
V= K Hefs

como se H,; fosse um campo magnético. O equilibrio magnético da particula com H,;,
correspondente a uma situagao de alinhamento entre p e o campo efetivo, pode ser al-
cangado através de dois mecanismos basicos. O primeiro consiste na rotacio meednica
da particula com respeito ao meio onde ela se encontra localizada|26] Tal tipo de rotacao
¢ chamada de eztrinseca. Obviamente isso s6 ¢ possivel se as particulas estiverem em
suspensao em um meio liquido, como é o caso de um ferrofluido|27]. O tempo caracteris-
tico da relaxagao devido a este tipo de rotagao 7., ¢ determinado essencialmente pela
viscosidade 7 da base liquida, o volume v da particula e a temperatura|28],

o 3un
" kT’

Em uma base sélida (como é o caso em paleomagnetismo|29, 30|, onde rochas igneas
contém quantidades apreciaveis de pequenos graos de material magnético) tal mecanis-
mo nao ¢ vidvel. Um mecanismo alternativo foi proposto por Néel|29], para descrever o
paleomagnetismo: sob acado de H.;, p pode girar sem que para isso a prépria particu-
la necessite realizar uma rotagao extrinseca, bastando que os micro-spins coletivamente
tenham suas orientagoes alteradas com respeito & rede cristalina. A isto dé-se o nome
de rotagao intrinseca e a relaxagio decorrente deste mecanismo denomina-se relazacio de
Néel. O tempo caracteristico desse tipo de relaxagao, Tyee, depende essencialmente das
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propriedades ferromagnéticas do material (ver adiante). No caso de um ferrofluido, onde
estao presentes os dois tipos de mecanismo de relaxa¢do, o mais importante serd aquele
com rmenor tempo caracteristico de relaxacao. Outra escala de tempo importante é 7,
o0 tempo caracteristico de resposta do equipamento usado nas medidas. Supondo que
Tnéel < Te, dependendo dos valores relativos das outras duas escalas de tempo, podemos
distinguir trés regimes basicos para o comportamento de uma amostra formada por um
mimero muito grande de particulas mono-dominios idénticas: (a) Se Tng > T, @ bar-
reira de energia ¢ “alta” demais para que o equilibrio com o campo efetivo seja alcancado
dentro do tempo de medida do equipamento e, assim, p parece estar “bloqueado”. Ou seja,
a amostra formada por particulas mono-dominios pode comportar-se como um material
ferromagnético, apresentando histerese; (b) se Ty < T, 0 equilibrio termodinamico
da amostra com H,; pode ser alcangado em um intervalo de tempo pequeno comparado
ao tempo caracteristico do equipamento de medida. Neste caso, a amostra comporta-
se como se fosse formada por dtomos paramagnéticos. Como, tipicamente, a particula
mono-dominio contém 10* — 10° dtomos magnéticos acoplados ferromagneticamente, seu
momento magnético ¢ muitas ordens de grandeza maior do que o atomico; por isso, neste
regime de escalas de tempo, tais particulas sao chamadas de particulas superparamagné-
ticas (PSP’s)[31]. Conseqiientemente, as curvas de magnetizagao da amostra nio revelam
histerese e a susceptibilidade magnética obedece a4 Lei de Langevin, com um momento
magnético gigante; (c) se Tnge € Tn 520 de mesma ordem de grandeza, entdo temos um
regime intermedidrio entre os dois anteriores, em que se observa um “atraso” das variacoes
de p com relagao as mudancgas ocorridas no campo efetivo. Este fenémeno é conhecido
na literatura como “magnetic viscosity”[30).

(ii) As excitagoes térmicas da rede cristalina movimentam as cargas elétricas no in-
terior da PSP, criando micro-correntes elétricas localizadas, que por sua vez dio origem
a um torque resultante I';(t) sobre o micro-spin e, portanto, sobre o spin total S(t) da
particula. Este torque aleatério ¢ andlogo a forga estocastica de origem molecular so-
bre uma particula coloidal em movimento browniano. Da mesma forma, produz-se um
“movimento browniano” de S(¢) no espago de momentum angular. Ao movimentar-se no
espago-de-fase termodinamico expandido por (Sz, Sy, S;), a extremidade do vetor S(t) sera
um ponto-representativo do estado termodinamico instantaneo do sistema magnético; e
tal ponto descreverd em R™ uma trajetéria irregular e imprevisivel em torno da trajetéria
deterministica, ou seja, aquela que o ponto-representativo descreveria se nio houvessem
flutuagoes provocadas pelas excitagoes térmicas da rede. Em outras palavras, o vetor S(t)
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serd de fato um processo estocdstico (PE) tridimensional. Mas para haver movimento do
ponto-representativo em R™ é necessario que o momento magnético obtenha energia sufi-
ciente para ultrapassar uma barreira de energia AV = V,,,,, — V,,.;,,. Esta energia pode ser
obtida das excitagoes térmicas da rede, a qual desempenha o papel de um banho-térmico
interagente com o sistema magnético. Por exemplo, aplicando-se um campo magnético
uniforme e muito intenso, conseguimos alinhar os momentos magnéticos de todas as PSP’s
da amostra com o campo. Depois que o campo é removido, a remanéncia M, (t) relaxa
exponencialmente, M,(t) = M(0)exp(—t/7n¢a), onde Tye ¢ 0 tempo caracteristico da
relaxagao de Néel, que depende de AV e de T na forma

Toder = foe™ 8V, (22)

com o fator de frequéncia fy da ordem de 10°Hz. O equilibrio é restabelecido, M, — 0,
quando um mimero suficientemente grande de PSP’s da amostra ja tiveram seus momentos
magnéticos relaxados pelo mecanismo de Néel, ultrapassando a barreira energética AV
com a energia obtida dos fénons térmicos da rede (o que da origem ao fator exponencial
na expressao para Tnee). A dependéncia exponencial com T e, através de AV, com v na
expressao (2.2) permite-nos definir razoavelmente bem uma transicao do regime (a) para o
regime (b) mencionados na pigina anterior. Por exemplo, para particulas mono-dominios
de ferro com forma esférica e raio igual a 115A, cuja nica fonte de anisotropia é de origem
cristalina, 7pe ~ 107! segundos[23| na temperatura ambiente. Dessa forma, o equilibrio
com um campo aplicado ¢ rapidamente estabelecido e, portanto, a amostra comporta-
se superparamagneticamente nas medidas com campo aplicado estatico ou lentamente
varidvel. Mas se o raio das particulas for aumentado para 1501—’\, Tnéel SODE para cerca de
10° segundos, com o que os momentos magnéticos das particulas estao bloqueados e a
amostra comporta-se como um ferromagneto estavel. Em uma faixa estreita de valores de
raios compreendida entre estes dois valores ou quando o campo aplicado tem freqiiéncia
mais alta, estao aquelas particulas que apresentam viscosidade magnética.

2.2 0O modelamento estocastico

Consideremos uma PSP com volume v, a uma temperatura T < 7,, dotada de um mo-
mento magnético macroscépico
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onde N > 1 ¢ o mimero de sitios de rede existentes na PSP e (---)g é o valor espe-
rado quantico. Sob influéncia do campo magnético efetivo total e das excitacdes tér-
micas da rede, o momento magnético da PSP ou, equivalentemente, seu macro-spin
S(t) = m(t)/7a, descreverd um movimento irregular e imprevisivel no espaco de fase
termodinamico R*. Portanto, desejamos modelar a dinamica de g (ou, alternativamente,
do ponto-representativo univocamente associado) por meio de equagdes estocasticas tipo
Langevin.

Em primeiro lugar, esperamos que no limite termodinamico do sistema, N — oo, e
para temperaturas bastante abaixo da temperatura Curie, anule-se a intensidade do ruido
térmico gerado pelas excitacoes térmicas da rede, de modo que neste limite a diniamica
de p seja dada por alguma equacao do tipo

dp
— =Q(u,1). (2.3)

O modelamento estocdstico é implementado de maneira anidloga aquela realizada por
Langevin|[6] para modelar o movimento de uma particula browniana ordindria; ou seja,
acrescentando-se a equagao acima um termo estocastico tipo ruido-branco, I'(t) = I',(t)i+
I'y(t)j+T.(t)k. Este termo adicionado ad hoc representard matematicamente a influéncia
das excitagoes térmicas da rede sobre p(t): os fénons promovem rearranjos das cargas
elétricas no cristal e essas micro-correntes elétricas constituem fontes de torques sobre os
micro-spins. Portanto, a rede cristalina desempenha o papel de um reservatério térmico
em interagdo com o sistema e produzindo sobre ele um torque resultante I'(t) sobre S(t).
Com isso, obteremos uma equacao diferencial estocdstica para o macro-spin da PSP,

dS Q(S,t)

-
Trata-se, portanto, de uma equacao (vetorial) de Langevin com ruido aditivo, desde que

+ I(2). (2.4)

especifiquemos a estatistica do ruido em termos de suas componentes cartesianas. Por-
tanto, enquanto utilizarmos coordenadas cartesianas, nao precisaremos nos preocupar em
especificar que particular versao do célculo estocastico ¢ utilizada, se célculo de Ito[15],
Stratonovich[16] ou outro qualquer|32] (veja segao 1.5 desta tese).

Podemos identificar a forma matematica do termo deterministico 2 a partir de equagdes
fenomenoldgicas cldssicas estabelecidas para a relaxagio ferromagnética, como, por exem-
plo, as equagoes de Gilbert|33], Landau-Lifshitz[34] ou Bloch-Bloembergen|35|. A equagio
de Gilbert,

du Adu
L By = B8 2.
= o x [Hy - 5% (25)
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onde A é uma constante dissipativa com dimensoes de energia X tempo, tem forte apelo
heuristico por poder ser obtida classicamente a partir das equagoes de Lagrange genera-
lizadas de um pido simétrico carregado, desde que tais equagoes sejam tratadas no limite
de inércia nula]2, 3]. Para tal, considere o problema de um piao com um eixo de sime-
tria e um ponto fixo, eletricamente carregado. Em termos dos angulos de Euler usuais,
0 movimento completo do pido consiste de rotagio com velocidade % em torno do eixo
de simetria, a0 mesmo tempo que esse eixo gira com velocidades 6 e (,v em torno de dois
outros eixos ortogonais ao primeiro e também entre si. O momento magnético desse piao
¢ dado por p(t) = v,J(t), onde J é 0 momentum angular total do pido|36] e v, o fator
giromagnético apropriado,

J= —f]t;'ﬁSin 98’] + [19‘812 -+ Ig(t'f) + écos@)e;;,

e Iy = I e I3 sao os momentos de inércia do pido, 6, ¢ e ¥ sio os angulos de Euler usuais,
e3 € o vetor unitdrio ao longo do eixo de simetria do pido e €', e €', sio vetores unitarios
ortogonais a ez (ver [36], pag. 193). A Lagrangeana do pido simétrico carregado é dada
por
1 TR 1 12 1 i y 2
§ = §Il¢ sin” 6 + 5116 + 513(11,' + ¢cosb) — V (0, 9),

onde V (0, ¢) representa a energia potencial total correspondente a todas as interagoes
do pido com sua vizinhanga. As equacdes de movimento sio obtidas das equacoes de

d (0L oL
s (6_(;,) T Qi(t),

onde q; = 0, g, = ¢ e g3 = v, enquanto a forca generalizada @);, contendo as contribui¢oes

Lagrange generalizadas

dissipativas para o torque total que nao podem ser incluidas na Lagrangeana, ¢ derivada
de uma fungao-dissipagao F de Rayleigh|37]
oF
Qi(t) = — 5=,
) 04;
com :
F = SA6" +4*sin®0).
e sendo A uma constante dissipativa. Afim de emular a dinimica de um spin classico,
essas equagoes de movimento sao resolvidas no limite I; — 0, I; — 0 e 1/) — 00, mas
com I33 finito. Neste limite, temos J — Iye, = S(t)e, = S(t), onde e, = ej, e as trés
equagoes de Lagrange assim obtidas sdo equivalentes a equacio (2.5). Podemos também
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reescrever a equagao de Gilbert na forma de uma equacao de Landau-Lifshitz[34] para
S(1),

dS A
a‘j = ‘}'(82) S x Hﬁf — ES X (S X Hef):! ) (26)

com coeficiente 7(S?) = 7,5%/(X\* + S?). Observemos que ambas as equacdes impli-
cam que o médulo de S(t), S, permanece constante, como pode ser facilmente concluido
multiplicando-se escalarmente membro a membro essa equacio por S. Isto significa basi-
camente que a rotagao intrinseca ¢ dada pelo modo mais baixo de excitacio do sistema
magnético, a rota¢ao em unissono dos micro-spins da rede (encarados como vetores classi-
cos). Entretanto, o torque estocastico sobre os micro-spins, causado pelas micro-correntes
localizadas, com origem nas excitagoes térmicas de que falamos no paragrafo anterior, é
capaz de produzir saltos quanticos na componente 3,(-3) de s; ao longo de um eixo definido
por e3 = e, = u/|p|. Dado o tamanho mesoscépico da PSP, nao hd razio suficiente
para se pressupor tacitamente, como normalmente feito na literatura, que a “rotacio em
unissono” seja o tinico modo excitado termicamente. Ao invés disso, preferimos admitir
que 0 modulo de S(¢) também flutue, em torno de um valor de equilibrio S, definido por

N
So = (Z 5':['3)>Q-
=1

Portanto, antes de realizar o modelamento estocastico, precisamos generalizar a equacao
(2.6), acrescentando-lhe um termo dissipativo longitudinal, paralelo a e,. Se considerar-
mos apenas situagoes de ruido fraco, em que o valor de S(t) = e,(t) - S(¢) ndo se desvia
substancialmente do valor de equilibrio Sy, podemos expandir o termo dissipativo longi-
tudinal em torno do valor de equilibrio, o que resulta em um termo —g(S — Sp)e,, onde
¢ a constante de relaxagao longitudional, com dimensao de tempo~'. Com isso, podemos
finalmente identificar [veja as equagoes (2.4) e (2.6)]

Q A
= (S?) |8 x Hey = 58 x (S x Hep)| = B(S - So)e;. (2.7)

O tempo caracteristico 7o das variagoes produzidas em S(t) pelo termo deterministico
pode ser estimado a partir do primeiro termo do lado direito de (2.7), ou seja, 7q ~
(YaHes) ™! ~ 107'° segundos|38]. Por outro lado, o tempo caracteristico das flutuacgoes de
['i(t) pode ser estimado como sendo da ordem do inverso da freqgiiéncia dos féonons exci-
tados termicamente, ou seja, da ordem de h/kpT ~ 10~'3 segundos, na temperatura am-
biente. Sendo assim, nas escalas de tempo tipicas do movimento deterministico, podemos
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considerar I';(#) como ruido-branco. Pelo fato de que I';(t) é a soma de um mimero muito
grande de torques microscopicos estatisticamente independentes, podemos invocar o Teo-
rema Central do Limite para concluir sobre a natureza gaussiana do ruido. Assim, toda a
estatistica do ruido ¢ dada pelos seus dois primeiros momentos. Sem perda de generalida-
de, podemos tomar como nulos os primeiros momentos, (I';(¢)) = (I, (¢)) = (I',(t)) = 0.
Vamos considerar inicialmente que o ruido seja estatisticamente ortogonal e isotrépico,
ou seja, (I;(t)I';(t')) = 2D4;;0(t — t'), onde D é a intensidade do ruido, com dimensio de
energia® x tempo, e que depende a principio do volume e da temperatura da PSP. Com
1850, a equacao estocdstica de movimento é

dS B

A
dt

5258 X (S x Hey) | = (S ~ So)ex(t) + VZDN(1),

'7(52) S x Hef -
(2.8)

onde N(t) = I'(t)/v2D é o ruido-branco normalizado, tal que (N;(t)) = Oe (Ni(t)N;(t)) =
d0;;0(t — t').

A presenca do ruido-branco nas equagoes estocasticas de movimento torna impraticavel
a realizacao de simulac¢oes numeéricas utilizando tais equagoes, uma vez que é impossivel
gerar este tipo de ruido no computador. Assim, preferimos reescrever a equagao (2.8) na
forma de um sistema de equagoes a diferencas infinitesimais de Langevin (veja Eq.(1.44)

do capitulo inicial)

3
dXi(t) = A(X, t)dt + 3 Bi;dWj(t). (2.9)
7=1
Para isso, definimos o PE adimensional X(t) = S(t)/Sy e o incremento infinitesimal de

Wiener normalizado
dW;(t) = W;(t + dt) — W;(t)

tal que (dW;(t)) = 0 e (dW;(t)dW,(t)) = d;;dt; por comparagao entre as equagoes (2.8) e
(2.9), obtemos:

2D

Bij = d;; 5 (2.10)

8 - 1-RY .
A = ;W(X)Hgf + B (T) X; (2.11)
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com R = |X|,
. R?
(R?) = _L_
= s
(X)) = R?) X A X:X; — &8, R* 2
Yij )__'T( Zesj‘k Ic+SR2(‘ i<V — yy ) s ( 12)

onde ¢;j; é o tensor totalmente anti-simétrico de Levi-Civita ¢ usamos a identidade
D Eijk€ist = 0;s0ky — G4k,
i

Explicitamente, os coeficientes 7,; sao dados por:

__%W/S)
24+ (A/Sp)?
7

R? + (\/Sy)?

(}/’2 + Z2)

A/So
R?

Y12 = — [Z + k—}f]

= gy ‘Ef;sny ly - Af/?fGX Z]
o1 = Rz—j(j—fﬁ [Z = ’\g"m ]
o = e (X 4 2
L e
=g ?fjso)z [Y + AJ/?EUXZ]
Yoo = ﬁ% [x - ’\I/?’f“yz]
Yoz = ﬁ%(Xz +Y?).

Portanto, em coordenadas cartesianas, temos D;; = §;;(2D/S?), e a equacdo de Fokker-
Planck correspondente (veja a se¢ao 1.3 do capitulo anterior e note que em coordenadas
cartesianas o ruido ¢ aditivo, de maneira que K; = A;),

E)JD(x:s ZB[A(x t)P(x,t)] + ZZB@P(xt

i=1 U:—lj 1
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pode ser escrita na forma de uma equacao da continuidade.

%P(x,t) = -V - Jp(x,t) (2.13)
onde
Jp(x,t) = A(x,t)P(x,t) — %VP(X, t) (2.14)
0

¢ a densidade de corrente de probabilidade.

Este modelo é mais geral do que o modelo proposto por Brown|39|, em que o ruido
¢ introduzido como sendo um campo magnético flutuante e conseqiientemente resulta em
uma equacao diferencial estocastica vetorial incompativel com variacoes no médulo de
S. Nosso modelamento, ao contrdrio, contempla a possibilidade de flutuacoes em S,
introduzindo o ruido como torque, de maneira inteiramente semelhante ao procedimento
usado por Langevin no tratamento do movimento browniano ordinario. Como veremos
mais adiante, o modelo introduz um parametro a mais em relacio ao modelo de Brown, o
parametro o = \/D/BS§, correspondente a largura da distribuicio do médulo S em torno
de seu valor de equilibrio Sy. Para o < 1, como serd mostrado na préxima secao, este
modelo se reduz ao modelo proposto por Brown.

Este modelo nao satisfaz as condigoes de balango detalhado (veja a terceira secio do
capitulo 1) para os casos de campos efetivos de interesse fisico, tais como: (I) campo
magnético externo estdtico e uniforme, aplicado segundo o eixo z, Ho; = (0,0, H,y); (II)
campo efetivo de anisotropia cristalina uniaxial, derivado a partir de V = Kwvsin?6 =
Kuv(z* + y?)/r?, tal que

, 2Kv
:f - _’Yus()ré .
2Kv
¥ 2
Hef - "]faS{]"'"tl ¢
2Kv ; 4
=+ z(z? + y?);
ef 'YaSOTA ( Y )

e (III) campo efetivo de anisotropia cristalina cibica, derivado a partir de
22y? + 2222 4 3222

V = +Kuv -
-

(o sinal “+” significa que [100] ¢ um dos trés eixos-faceis de magnetizacio, enquanto “”
significa que [111] é um dos trés eixos-faceis de magnetizacio da PSP), tal que

i 2Kv .,
Hep= o el (¥ +2%) — (v* + 2%,
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2Kwv
o = oy GJ[?; (2° + 2%) = (z* + 2%)),
z 2Kv 202 2 4 4
Hcf = ’}',;Sg?"ﬁz{z (T +y ) - (:I: +y )]

Para provar que o modelo nao satisfaz BD, lembremos que frente a uma transformacao
de reversao temporal o vetor x se transforma como o momentum angular, x — —x, logo
€1 = £y = €3 = —1. Entdo a segunda condicao para haver BD [ver equacao (1.23)] pode
ser escrita como
Py (x)Ky(x Z 95[Dij (x) Pyt (x)]
23

onde K;(x) = 3[Ai(x) — Ai(=x)]. Como, para este modelo, a matriz de difusio D;; ¢
nao-singular, D;;' = (5¢/2D)d;;, invertemos a equacio acima e obtemos

S8 -
Oi[ln Py (x)] = EUK,;(X).

O lado esquerdo desta equagao é um gradiente. Logo, para que a condi¢ao seja consistente
é necessario que o vetor K(x) seja irrotacional. E ficil mostrar que V x K # 0 para os
trés casos de campo efetivo listados acima. Portanto, para esses casos pelo menos, nio
se conhece método para obter analiticamente a densidade de probabilidade estacioniria
Pyi(x).

Para os dois primeiros casos mencionados na pagina anterior, as componentes carte-
sianas do vetor de deriva sao dadas por:

[) Campo externo estatico e uniforme, aplicado segundo o eixo z:

JHor? A/S 1—r
AL = Fjﬂ"iis—o)? [y—(i—ﬂﬂ)wz] +ﬁ( - ’).q: (2.15)

_ Yo Hor? (/a) O
PT35S

0 _ Ya(A/So)Ho
T r2 4 ()\/S,)?

> (2 )+ﬁ(1_r) 2 (2.17)

onde Hy = [Hgy|.
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[T) Campo de anisotropia cristalina uniaxial:

i 2K v (\/So) 1—ry
AiJ s CATEE (/\/50)2]2: [y -0 .’L‘ZJ + ﬁ( - ).L (2.18)
AP = Smjf: ;Ufr)\(/ )i“;o)?]z(x"‘ +y°)+ 8 (1 - "") z. (2.20)

2.3 Transformacao de coordenadas de acordo com o

calculo estocastico

Nesta se¢cao mostraremos como a transformacio de coordenadas cartesianas para esféricas
¢ realizada corretamente usando-se as regras do célculo estocastico, de maneira consisten-
te, nas versoes de Ito e de Stratonovich. As equagdes de Langevin em coordenadas esféricas
podem ser obtidas das equagodes cartesianas anilogas para o modelo estocastico da secao
precedente, por meio de uma transformacao de coordenadas cartesianas — esféricas que é
nao-linear. Por este motivo, apesar do ruido nas equacdes cartesianas de Langevin ser do
tipo aditivo, torna-se necessario escolher uma versao particular do calculo estocdstico (Ito
ou Stratonovich), como ficara evidenciado mais adiante, e realizar os calculos de acordo
com as regras vilidas para a versao escolhida. Os resultados finais alcancados, é cla-
ro, devem ser fisicamente equivalentes, independentemente da particular versao utilizada
do célculo estocdstico. Para facilitar a compreensio do que segue, usaremos a seguinte
notagao: PE’s serao denotados por letras maiusculas, enquanto que funcgoes e varidveis
ordindrias serao denotados por minusculas; sub-indices latinos indicario componentes
cartesianas, ao passo que sub-indices gregos denotarao as correspondentes quantidades
esféricas. Assim, X; representard, como antes, uma particular componente cartesiana do
processo X(t), ao passo que (Q, representard uma certa componente esférica do mesmo
PE. Dessa forma, escrevemos a transformacéo para coordenadas esféricas como

Qa(t) = Qa({Xi(t)})1 (221)

onde a =60,¢,7r=1,2,3.
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Se usamos célculo de Stratonovich, a transformacao de coordenadas é realizada com
regras ideénticas as do calculo ordindrio, tal que

dQa(t) = Z g(i dX;(t) = AST (X, t)dt + Z BSIre(X)dW (). (2.22)
= o 9=1

onde mantivemos o ruido em coordenadas cartesianas, pelas suas vantagens estatisticas.
Aqui fizemos uso da equagao (2.9) para identificar

ASTO((Q), 1) = ; T A(Q). ), (2.23)
B ({@}) Z aQ“ (2.24)

com {Q} = {Q1,Q2, Qs}. Usando as relagdes @, = O(t), Q, = (), Q3 = R(t) =
[X2(t) + Y2(t) + Z2(t)]'/?, X = Rsin©cos®, Y = RsinOsin® ¢ Z = RcosO, obtemos

explicitamente:

: b(R?)
Strat = 2\1/, i P g 2.
A T(X, t) a(R*)Vy + vl (s (2.25)
: b(R?) a(Rz)
Strat - 2.
A P sanV sin® G)H" (2:26)
A'Y(R) = B(1 - R), (2.27)

onde Vp = 9V/96, V,, = 9V/0¢, sendo V o potencial total definido na péagina 47 deste
capitulo, em termos do qual o campo efetivo é obtido, e

— Ya(A/S0)
o(R’) = RZ + (7/S0)?

2y Yo R
") = mrosy

/ 2D cos © cos ¢
Strat .Strat
B; = By, 5,2 — R

/2D Osind
Bi‘)’?trat BStra! SO COS RSIIl
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Assim, os

}QD sin ©
Bbtrat BStrat =
S[] R
B"‘)trat .Strat D sin ¢
Rsm e
Bsamr s:m: 2D cos®
Su Rsin®

Bbtra! Strat

I

St i
e bm © cos ¢

"’S sin © sin ¢
0
Bb!rat sztrat o~ fS cos O.

Strat Strat
Byt = B3

coeficientes B3I sio fungdes das coordenadas esféricas e as equacoes esféricas

aj

de Langevin sao equagoes diferenciais estocasticas com ruido multiplicativo, o que com-

prova a necessidade de especificar a versao utilizada do calculo estocastico, como ji havia

sido mencionado.

equagao de Fokker-Planck em coordenadas esférica sao dados por

BStmt
3%

S.i'.rﬂt

3
I{Etrat = A:‘itra! + % Z Z

j=1p8=1

‘:trm: .Strat Strat
ZB B

Assim, simplificando a notacao para

Strat

= By,
dqp "0

Usando as equagoes (1.72) e (1.73) do capitulo 1, os coeficientes da

e esquecendo momentaneamente o superindice “Strat” em cada um dos coeficientes Bf;““‘

calculados acima, obtemos explicitamente

>

Jh=

aBStrat
1 (')q

— L pitrat _ (B11 1B11 + B112Bo1 + B113Bs1 + Bia,1Biz + Bia2Bao

2D
+Bi2,3Bsz + Bi31B13 + Bi32Bas + B3 3Bs3) = 55 cot ©,

SeR
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tal que
L T L SD cot ©. (2.28)
Analogamente, obtemos
I(gtrat — Agtmt (229)
}"btrm Aﬁtrat ;D (230)
2D
D.Strat
S R?
2D
D‘:traf
e S2R?sin* ©
DStmt ?S?

e todos os outros coeficientes de difusao esféricos sao nulos.

Se usamos célculo de Ito, a transformagao de coordenadas deve ser efetuada de acordo
com a regra de diferenciagao de Ito, equagao (1.66) do capitulo 1, com F igual a Q,(X),
tal que

_[520Qa,  1ghgn 9Qa (&
dQa(t) = Zax ' EZZ dX,0X, (EIB"‘B’“‘

3 3 o 0
dt+y Z Q ;o dW;(t).
i=15=1 0% (2.31)

Mas ja demonstramos que ZLI By Bjy = D;; = 6;;2D/S;. Portanto, comparando a
equagao acima com a Eq.(2.22) e usando também as equagoes (2.23) e (2.24), concluimos
que Bfé-" = Bf}’“‘ = B,; e, portanto, Df,f;’ = D%t = Doy = 32| BaxBgi; enquanto que
as componentes esféricas do deriva sao dadas por

2
A‘{tto = Ai‘trat 2 Z 8 Qa

0 k=1 X121
encontramos
D
.K“a — A;to — Agtrat e S (,Otg (2.32)

Ito __ 4lto __ 4 Strat
K= Al = 48 (2.33)
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20
Sar’

Comparando os resultados acima com as equagoes (2.28), (2.26) e (2.30), concluimos que

I\f:to:A?{to:Aftmt_i_ (234)

K[ = K5 ¢ uma mesma equagao de Fokker-Planck ¢ obtida usando-se caleulo de Ito
ou de Stratonovich.

Por outro lado, as equagoes esféricas de Langevin obtidas usando-se célculo de Ito e de
Stratonovich sao aparentemente diferentes, pois encontramos A% £ A5tret Mas podemos
mostrar que elas sao, de fato, estatisticamente equivalentes. Inicialmente, notamos que a
quantidade estocastica

dW,(t) = Z Z 9Qa —2 B;;dW;(t).
i=1;=1 90X,
que ¢é o ruido total na direcao dada por e,(t) [veja o iiltimo termo do lado direito da
equacao (2.31)], tem diferentes valores esperados conforme a versio usada do céilculo
estocdstico. Assim, pela propriedade nao-antecipadora das funcoes usadas no calculo de
Ito, concluimos imediatamente que neste caso (dW,(t)) = 0. Mas usando o célculo de
Stratonovich, encontramos

3

CADEEDS z

ﬁ 17=1

Entretanto, podemos sempre redefinir o ruido por dW;(t) = dW,(t) — (dW,(t)), de modo

que tenha média novamente nula; com isso, a equacao de Langevin-Stratonovich torna-se

s 0B, ;
dqg

dt # 0.

dQs =

: 1
Aﬁtrat + § Z B,{},j dt + (H/V;(t)a

f=1j=1

idéntica a equacao de Langevin-Ito.
A equagao de Fokker-Planck em coordenadas esféricas para a densidade P(x,t) ¢ dada
explicitamente por

%P(x ) = —% { [*a(:ﬂ)% + bf )V¢ + SJUD cot 9] P(x,t)}
o [16?)y, , ard)
+ %{[sinﬂv 9v¢l Plx, t)}

- &{fwe-0e Bl

D[P 10°P 1 &P
Sg|0r? 12002  r2sin’6 002

(2.35)
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A densidade P({q},t) = P(r,0, ¢,t) é normalizada de acordo com
/' P(r,0, ¢, t)drd0dé = 1,

e a correspondente equagao de Fokker-Planck ndo ¢ covariante. Mas ela pode ser le-
vada facilmente a uma forma manifestamente covariante definindo-se uma densidade de
probabilidade covariante, W (r, 6, ¢,t), a partir da relacao

/ P(r,0,$,t)drdodp = 1 = / W(r, 0,6, t)dz,
onde d*z = r?sin fdrdfde, tal que
P(r,0,¢,t) = r2sin W (r, 0, ¢, t). (2.36)

Substituindo esta iltima relagao na equagao (2.35) e usando as equacdes para Ay, Ay e

A,., encontramos

E%W({Q}’t) =-V-J7({¢},1) (2.37)

onde

3 ({a},0) = AUah OW ({a}.0) - VW ({a},0)

¢ a Densidade de Corrente de Probabilidade, {¢} = {6, ¢,7} e A = AStote, 4 rAStrate, +
T Sin 6A$"‘"“‘e¢ representa a velocidade do ponto-representativo no espaco de fase termo-
dindmico, na auséncia de ruido (D = 0). Esta equagdo tem a forma de uma equacéo
da continuidade, expressando a conservacio local da probabilidade. A mesma forma
haviamos obtido anteriormente, partindo da equacao de Fokker-Planck em coordenadas
cartesianas, o que revela o carater covariante do modelo.

A equagao diferencial estocéstica de Ito para o PE R(t),

dR(t) = |-B(R—-1) + 523%] dt + \/;dw (t), (2.38)

onde s 3
dW,(t) =>_)" LB o dW;(t)
i=1j=1
¢ o ruido total de Wiener na dire¢ao longitudinal definida pelo vetor unitario e,, é indepen-
dente de © e ®. Nesta iltima equagao, as fungoes R/9X; e B;; devem ser consideradas
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como nao-antecipadoras, de modo que (dW,(t)) = 0 e ((dWV,(t))?) = dt, independente-
mente de © e de ®. A equagio de Langevin radial (2.38) esta associada a equacao de
Fokker-Planck unidimensional

) ) 2D D o
SG(rt) = - {[ﬁu —7)+ Ef?J G(r, z)} + 55201, (2.39)

cuja solugao estaciondria ¢ a distribuigio G (r) = Nor?exp [—(r — 1)2/20?], onde ¢? =
D/BS§. Este parametro adimensional constitui uma medida da largura dessa distribuicao.
Assim, concluimos que o modelo se reduz aquele proposto por Brown quando $S2/D —
00, ou seja, 02 — 0, como ja haviamos mencionado na secio anterior. A distribuicao
G(r,t), solugao da equagdao de Fokker-Planck (2.39), relaciona-se com as distribuicoes
P(x,t) e W(x,t) através de

2 T 2 m
— — 5
G(r,t) = /0 dé /ﬂ dOP(0, $,7,t) = r /0 do /ﬁ d0sin OW (6, 6, 1), -

ou ainda,

G(r) = f{S o, W, 0dS, (2.41)

onde d*S = r?sin#dfd¢ ¢ um elemento infinitesimal de rea sobre a superficie S(r) de
uma esfera de raio 7. Para mostrar que a equagao (2.40) ou, equivalentemente, a equacio
(2.41), ¢é efetivamente solugao de (2.39), consideremos a regiao esférica V/(r) interior a
S(r), e a distribui¢ao radial de probabilidade

r 2m t ;
g(r,t) = /0 dr' [0 d fu dOP(x,t) = /v o, W)’ = Prob{jx| <},

que € a probabilidade de encontrar o ponto-representativo dentro da regiao V (r), tal que
G(r,t) = 0g(r,t)/0r. Entdo, derivando G(r,t) com respeito a t, encontramos

9G _ 0 (39 _ 0 (09\ _ 0 [ oW,

E{"ﬁ(%)_@?(ﬁ)_&:ﬁmﬁt ’
o 0

=_5L(r} (V"]P)d%:_g}gm (Jp.er) 1

I D a ;
=5 ﬁ_m lA,(r)W(x,t) - oV t)] 28,
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onde usamos o teorema da divergéncia. Como A, s6 depende de r e usando a relacao

2m ™
/ dé / dOsin OW (x, t) = G(r, 1) /r?.
0 0

segue que ;
G Do ,8 (G
& =il pare ()
0 . Do oG 2 a | . 2D D 8G

que ¢ exatamente a mesma equagao (2.39) e, assim, estd demonstrada a relacao (2.40).

J& demonstramos que a equagdo de Fokker-Planck do modelo estudado nio satisfaz
balango detalhado para campos de interesse fisico, e neste caso nio esperamos poder obter
sua solugao estaciondria analiticamente numa forma fechada, como discutido no primei-
ro capitulo. Ainda assim, podemos obter sua solu¢ao estacionaria para duas situacoes
especiais.

A primeira é o caso em que o potencial V ¢ independente de 6 e de ¢. Neste caso
o campo efetivo ¢ nulo e 0 momento magnético u(t) da PSP, ou equivalentemente X(t)
evoluird ao sabor apenas do ruido térmico atuante sobre os micro-spins do sistema magné-
tico. Apds esperar um tempo suficientemente longo para que o equilibrio térmico ja tenha
se estabelecido, esperamos que a distribuicdo covariante resultante (Wy:) independa de
angulos, com sua largura em torno do valor de equilibrio 7 = 1 dada pelo pardmetro o
definido antes. De fato, para V =constante, Vp = V, = 0, Ky = Dcot0/S2r?, Ky =0 e
K, = —p(r — 1) + 2D/S§r, tal que a equagio de Fokker-Planck estaciondria ¢ dada por

8 [0 2D D (3°Py  10°Py\ _
g[ﬂ(?_l)+%]Ps‘_S_§(6r2 +§agz)—0.

A distribuigao Py depende efetivamente de #, mas devemos lembrar que esta nio é a

d
‘%@ COtQPﬂ +

distribuicdo covariante e, portanto, deve conter mesmo fatores com dependéncia angular,
mas que sao puramente geométricos. Fazendo a transformagao Py (r,0) = f(r)sin6,
obtemos r 55 D&

T [ﬁ(l_r)+§§_r] f(r) = g'g}g'd—?:i

que é a equagao (2.39) no limite ¢ — oo, tal que podemos identificar f(r) = Gy (r) =
Nor*exp[—(r — 1)?/20*]. Ou seja, de acordo com a relagio P(r,sinf) = sinff(r) =
sin @r*W (r), segue que Wy (r) = Noezp[—(r — 1)?/20?], o que corresponde ao que era
fisicamente esperado.
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A segunda situagao especial é o caso limite 0% < 1, quando o modelo de Brown[39] é
uma espécie de “aproximacao de ordem zero” (em r—1), como foi visto a partir da equacao
(2.39). Neste limite, podemos tomar r? ~ 1 naqueles termos da equacao de Fokker-Planck
que envolvem somente derivadas com respeito a 6 e ¢. Para o caso em que V = V(9),
obtemos a equagao estaciondria aproximada (ordem 1 em r — 1),

2 2
c% (—ang + S%cot 9) Py + % [—ﬁ(?‘ -1)+ ggg} Eyii= :9% (aa—ii + %gﬂ) =,

onde ap = A/(S§ + A?) = a(r* = 1). Neste caso a equagio é “separavel” e BD ¢ tri-
vialmente satisfeito. A solugao desta equagio é dada por Py(r,) = Nor?exp[—(r —
1)%/20%] sin fexp[—SaoV (#) /D), que é simplesmente o produto da solucio estacionsria
da equacao (2.39), G (r), pela distribuicao estaciondria para o modelo de Brown|39], que
é proporcional a sin fexp[—SgaoV (0) /D). Para o caso em que V = V (6, ¢), é facil mostrar
que Py (r,0, ¢) tem a mesma forma da expressiao obtida acima. Devemos lembrar que esta
¢ uma boa aproximagao para D < S§f3, com uma distribuicao radial com largura ¢? < 1,
altamente concentrada em torno do valor de equilibrio unitario de R(t). Mas para o caso
especial anterior, em que V' nao depende de 6 e de ¢, esta solucdo é exata.

2.4 Resposta linear no limite de ruido nulo

As fungoes resposta, no limite de ruido nulo, podem ser obtidas a partir da expressio
deduzida por nés no capitulo 1, equagao (1.88), que vamos aplicar ao modelo proposto
nesta tese. Os cdlculos analiticos sao féceis de realizar neste limite, D — 0 ou By — 0.
Neste caso, m = 3 e x¥ = (2, 2}, 2%) = (2, Y, 2,) 6 a posi¢ao X(0):

(1) o médulo de X(t) sera uma constante, 7 = 1, tal que os pontos-representativos dos
sistemas mover-se-ao sobre a superficie de uma esfera unitaria em I';

(ii) todas as realizagoes de X (t|x?) convergirdo em média quadratica para a trajetdria
deterministica z;(t|x?) do sistema, isto é,

; a Py _ . P2 —
B (X (t]e") — (i) =

sendo a funcdo z;(t|x?) a solu¢ao da equacao
d

Sai(th) = AP (x) (2.42)

sob a condigao inicial X(0) = x”. Portanto, neste limite, podemos escrever (X;(t|x?)), =

z; (t|xP).
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(iii) Na auséncia de ruido, todas as trajetérias convergem, para t — oo, para um dos
minimos de energia do sistema, de forma que Ps{f ) (x?) serd um produto de funcdes delta
de Dirac centradas nos minimos de energia.

Escrevendo o campo total efetivo na forma H,f(x,t) = H(x) + §H(t), identifica-
mos Fj(t) com 6H;(t). A parte do coeficiente de deriva que é independente do tempo é
identificada como

A(x) = Z'm HO )+ (—)

Como vemos em (iii), ¢ essenmal para o cdlculo deste limite que conhecamos analitica-
mente a trajetoria deterministica do sistema, x(¢|x?). Isto é possivel para dois casos aqui

considerados:

Caso I: um campo magnético externo, estdtico e uniforme, aplicado paralelamente
ao eixo z, Hfzo (0,0, H(ﬂ)), ou H® = (0,0, H®), onde H©® = ’YuSI]Hijl‘} ¢ medido
em unidades de energia. A energia de interagio entre o campo aplicado e 0 momento
magnético do sistema ¢, portanto, V = —pu - H(O) H(Jr cos®, onde 6 é o angulo
formado entre p e o eixo z. Assim, neste caso, o sistema possui um tnico minimo de
energia localizado em (0,0, 1), tal que P.” (xP) = 6(z,)d(yp)d(2, — 1).

Caso II: um campo efetivo de anisotropia cristalina simétrico em torno do eixo z,
aqui considerado como sendo o eixo de magnetizagao facil da PSP. Este campo ¢ derivado
da energia de anisotropia cristalina V(x) = Kvsin’6 = Kv(z* + y?)/r?, onde r = |x|,
K ¢é a constante de anisotropia cristalina do material, v ¢ o volume da PSP e 6 é o
angulo entre p(t) e o eixo de magnetizagao facil. Assim, simplificando nossa notacao para
HS}) = H"(x) = —9V/0u, encontramos:

HO _ _ 2Kv o2
Z ’}’aSOT4 ;
2Kv
(0) — 2
Hy B _TBSUT‘I 45
2K
H:EU) — +’Y 5'01;4 z(z? + y?).

Neste caso existem dois minimos de energia, correspondentes as situacoes em que pné
paralelo e anti-paralelo ao eixo z, tal que P (xP) = 6(2)0(yp)d(22 — 1).
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Para obter a trajetoria deterministica para o caso I, primeiro reescrevemos (2.42) em
coordenadas esféricas, 6 e ¢ (r = 1):

’\’YnH(D]SO "
— ——mSIHQ (243)
%Htﬂ)lgg

Esta segunda equagao é imediatamente integrdvel, tal que ¢(t) = —wyt + ¢p, onde ¢, é o
valor de ¢ correspondente ao vetor x? e

Y HOSG

ST (2.45)

Wy =

¢ a frequéncia de precessao de p em torno da dire¢do do campo aplicado. Para integrar
a equagao (2.43), primeiro tratamos de reescrevé-la na forma

6 1 .-

5 = ~;singcosz,
onde 7 = Sy/ wy = (5§ + X?)/A7.SoH®). Dividindo esta iltima equacdo por cos? /2,
obtemos

d £an 0 1 i 0

a2 T Ty
e logo

t

tan 9—(2—) = tan [%l exp(—t/7),

onde 6, ¢ o valor inicial de 6 e 7 ¢ a constante-de-tempo da relaxagao de p(t) ao alinha-

mento com o campo aplicado. Usando a identidade
i 0 1 —cos@
an - =4/ —————,
2 1 + cos @

_ _sinh(t/7) + z, cosh(t/7)
) =eoadiy)= cosh(t/T) + z, sinh(t/7)’ \2:46)

obtemos

com z, = cosby,. Logo, usando z;(t|x,) = z(t|x?) = sin 6(t) cos @(t) e z5(t|x?) = y(t|xP) =
sin §(t) sin ¢(t), obtemos

Tp COS wot + Yp Sin wyt
cosh(t/T) + z,sinh(t/7)

2(t|x?) = (2.47)
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—Zp Sinwyt + ¥, cos wyt
cosh(t/7) + z,sinh(t/7)’

y(tx") = (2.48)

Substituindo R,ff}(x”) = 6(2p)0(yp)d(z, — 1) na equacio (1.88) do capitulo 1 e usando as
equagoes (2.46), (2.47) e (2.48), obtemos finalmente

3 a
Dii(t) = | - Wi (xP) mi(txP) ;
k=1 Oz, x»=(0,0,1)

ou seja,

81, (t) = By (t) = EREYT) ot +80), (2.49)

v 1+ (A/So)?

D1y(t) = =Py (t) = —% cos(wot + dg)
0

e ‘1)13(3) = @23(3) = (1’31(3) = @32(” = (1)33(” = 0, onde
do = arctan(A\/Sy) = arctan()).

Para as partes real, x’, e imaginaria, x”, dos elementos diagonais nao-nulos da suscepti-
bilidade dinamica |veja as equagoes (1.92) e (1.93)] encontramos a partir dos resultados
acima:

) . B 1 wo +w+ (A/7) wo — w + (A/7)
(@) =X (w) = 375 [(wu W2+ (/1) (wo—w)2 + (1/?)2]

Xi1 (@) = X5 (w) = 21+ X2) | (wo+w)2+ (1/7)2 " (wo — w)? + (1/7)2

onde A = A\/S; ¢ a constante de relaxacio transversal adimensional. No limite A — 0

1 [(w+wn))-\—(1/7') (w—wo):\+(1/r)}

e 7 — 00, esses resultados reduzem-se a expressdes bem conhecidas nos livros-texto[20)
para paramagnetos ideais; e para A = 0 e 7 = T elas reproduzem os resultados obtidos a
partir da equacgao de Bloch. Portanto, os resultados obtidos neste limite sio consistentes.

A figura 2.2 mostra uma trajetéria deterministica para o caso I, partindo do ponto
xP = (0.2,0.0,-0.95). A constante de relaxacio transversal é A = 0.15S5, neste caso. O
ponto-representativo descreve uma trajetoria sobre a superficie de uma esfera unitaria e
o ponto-fixo de equilibrio corresponde ao pélo norte da esfera.
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Fig. 2.1: Trajetoria deterministica para o caso de um campo magnético estatico e uni-
forme aplicado segundo o eixo z.
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Para o caso II, as equacoes de movimento deterministicas em coordenadas esféricas

Sa0

2K v
0= % sin # cos #
C(S5+ )
e
. 2KvS,
= 0
¢ (S2+ 2 cos
Dividindo a primeira dessas duas equacgoes por cos? 6, obtemos
d 1
g7 tan@(t) = - tan6(t),
onde 7 = (SZ+A?)/2K v ¢ a constante-de-tempo da rela.xa(;'?).o de x(¢) para o alinhamento
com a dire¢ao de magnetizagao ficil da PSP. Logo tan 6(t) = [tan 6,] exp(—t/7). Usando
sinf /1 — 22
tanf = =
cosf b4
e
sind, k= Zﬁ
tanf, = = .
cos b, 25
obtemos
2(t|xP) = cosB(t) = - (2.50)

\/22 1= z.a (—2t/7) "

Substituindo este ltimo resultado na equagao diferencial para ¢(t), encontramos ¢(t) =
¢p — Q(2p, ), onde

dt' So \/1 + 22(e®r — 1) + zet
ol%ps t) = wgz,,/ =a
2+ (1= 22)eC w0 A 1+ 2

€ Wy = SO/AT = QI{US(}/(SO + /\2) ASSiIIl, temos Qg(zp,[)) =0e QU(:tl,t) = Twyi, tal
que para x? = (0,0,=%1) obtemos ¢(t) = ¢, F wot. Assim wy é a frequéncia de precessao
do momento magnético na auséncia de ruido. E facil também mostrar que

S(t]x?) = exp (—t/1)
[22 4+ (1~ z}) exp (—2t/7)]

17z [@p c0s Qo(t, 25) + yp sin Qo (¢, 2,)]
(2.51)

exp (—t/7)

[22 + (1 — 22) exp (—2t/7)]/2 [yp cos Qo(t, 2p) — 2 sin Qo (¢, 2p)]

(2.52)




Modelamento Estocéstico de um Sistema Superparamagnético 71

(@]

w

Lo}

Fig. 2.2: Um par de trajetérias deterministicas para o caso de um campo efetivo de

anisotropia cristalina uniaxial (eixo z como o eixo facil).

Substituindo P (x?) = 8(zp)d(yp)d(22 — 1) na equagao (1.88) do capitulo 1 e usando as
equagoes (2.50), (2.51) e (2.52) obtemos finalmente @15 = ®y; = B3 = Doy = Py, =
P39 = P33 = 0, e 011 (t) = Pyp(t) dadas pela equagao (2.49). a mesma expressao que para
o caso I, mas com 7 = (S? + \?)/2Kv).

A figura 2.3 mostra um par de trajetorias deterministicas para o caso II, com pontos
de partida em hemisférios diferentes, x” = (0.95,0.0,+0.2) para a linha tracejada e x? =
(0.95,0.0, —0.2) para a linha continua. Estas trajetérias correspondem 4 um mesmo valor
da constante de amortecimento transversal, A = 0.155;,. Os pontos movem-se sobre a
superficie de uma esfera unitdria, cujos pélos norte e sul sio os pontos-fixos para qualquer
particula inicialmente localizada nesses hemisférios, respectivamente.



Capitulo 3

IMPLEMENTACAO NUMERICA E
RESULTADOS

Neste capitulo apresentamos os resultados obtidos por simulacio numérica das equagoes
de Langevin, para o modelo proposto no capitulo anterior. A seciio inicial é uma pe-
quena introdug¢ao aos principais métodos usados para integrar numericamente equacoes
de Langevin. Mostramos também a inadequacio das equacoes esféricas de Langevin do
modelo apresentado no capitulo 2 para realizar as simulacoes. Usando as equagoes em
coordenadas cartesianas e a relacao (1.88), obtemos as fun¢oes-resposta por simulagao
numérica, para diversas combinagoes de valores dos parametros do modelo. As corres-
pondentes susceptibilidades sao calculadas como a transformada de Fourier discreta das
funcoes-resposta.

3.1 Integracao Numérica de Equagoes de Langevin

Desejamos integrar numericamente um sistema de m equagdes de Ito-Langevin em coor-
denadas cartesianas acopladas,

dX;(t) = Ay(X, t)dt + Z B;i(X,t) e dWj(t) (3.1)

sob a condicao inicial estocdstica X;(0) = X. Vamos também supor que W;(t) seja um
processo de Wiener normalizado, tal que (W;(t)) = 0 e (Wi(t)W;(t')) = 6;;min(t,t’) (a
intensidade D do ruido de Wiener original é incluida em B;; quando W; é normaliza-
do). O processo estocastico que é a solugao verdadeira da equagao (3.1), X;(t), pode ser
formalmente representado, usando calculo de Ito, por

Xi(t) = X0+ [ AX(E), 00 + 3 [ ByX(E), ) 0 awy(e) (3.2)
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Na maioria dos casos, nao se conhece o resultado exato das integrais no lado direito desta
equagao, mas ela é 1itil para estimar os erros de integracao introduzidos quando o problema
¢ resolvido numericamente, como sera visto mais adiante. Para integrar numericamente
as equagoes (3.1), precisamos utilizar algum esquema ou algoritmo para obter as solucoes
aproximadas, Xi(t), recursivamente sobre um conjunto discreto de instantes de tempo
{tr}, t = kA, k=0,1,2,--- NT e NT x At = Ty, onde Ty ¢ o intervalo de integracao
total e At ¢ o intervalo de um passo de integragdo qualquer. Por simplicidade, vamos
denotar o intervalo At por h. Ha basicamente dois tipos de erro gerados pelo método
de aproximacao utilizado. O primeiro é o erro quadratico médio gerado em um unico
passo de integragao, ou erro local. Além deste tipo de erro, existe também o erro global
originado pela aplicacao sucessiva do algoritmo, para um total de N7 passos de integracao.
Discutiremos rapidamente este segundo tipo de erro numérico mais adiante. Agora vamos
tratar de analisar com algum detalhe o erro introduzido por passo de integracio.

Vamos considerar que o problema seja homogéneo no tempo, de forma que os coeficien-
tes de (3.1) ndo dependam explicitamente do tempo. Isto nio é uma limitacio grave da
andlise, para o tipo de quantidades que desejamos calcular por simulagio, como é o caso
das fun¢oes-resposta: como pode ser visto da relagao (1.88) do capitulo 1, estas funcoes
podem ser obtidas integrando-se as equagoes de Langevin na auséncia da perturbagao ex-
plicitamente dependente do tempo. Suponhamos que o valor correto de X; seja conhecido
em um certo instante de tempo ¢, sendo denotado aqui simplesmente como z;. O valor
correto no instante final do passo de integra¢ao seguinte, t; + h, sera dado por

Xilh) =wp /; et A(X()dt + Y [ " By (X(8)) @ dW; (1) (3.3)

onde fizemos uso da invariancia da estatistica do PE X;(t) frente a uma translacio no
tempo. Um bom esquema numérico de integragao deve fornecer uma aproximacio X;(h)
que convirja em média quadratica para o valor correto dado por (3.3) quando h — 0, ou
seja,
— 2
lim([Xi(h) = Xi(n)] ) = 0.

A quantidade
Ei(h) = ([Xi(h) - Xu(w)]) (3.4)

é o erro quadratico médio gerado por passo de integragao ou erro local[40]. A qualidade
ou rapidez da convergéncia em h do método utilizado é estimada pela ordem O(h?) de
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E;i(h) em termos do comprimento do passo de integracio, #: quanto maior o valor de D,
melhor a qualidade da convergéncia. Tal quantidade desempenha um papel importante
em métodos numéricos que envolvam a determinagao da trajetéria estocastica, como é o
caso das simulacoes que desejamos realizar.

Para estimar a ordem de convergeéncia do erro local gerado por algum método ou esque-
ma numérico de integracio estocastica, precisamos obter uma expansio para as integrais
estocdsticas presentes em (3.3), em termos do parametro /. De maneira analoga aquela
feita na secao 1.5, expandimos 4; e B;; em torno de {z;}. i = 1,2.--- ,m, substituimos
essas expansoes em (3.3) e usamos a equagao (3.1) iterativamente, repetidas vezes. Apés
duas iteragoes, encontramos

X,(h) =z;+ h.A,‘ (XJ -+ Z B,ﬁj (X)W}(h)

aAt(x) Li+h Ly +h ; . e+
I et e
tp+h ti+h , , t+h , )
Z 6?16% l; /tk B, (X(t')) o dW,,(t )] [Z[ B (X(t")) © dW (8 )] dt

lm
BBij Lp+h ti+h
+ % BIEX_ ) /u [/;; A(X(t))dt" + Z/ B (X (') @ dW,,( )J o dW;(t) + - (3.5)

onde apenas os termos de mais baixa ordem em h foram explicitados. Em lugar, porém, de
usar novamente a equagao (3.1) para expressar as componentes de X (t') para a préxima
iteracao, vamos aproximé-lo por x. Os termos gerados com isso, a partir dos termos ex-
plicitados na equagao anterior, correspondem aos de primeira ordem da préxima iteracao.
Definindo os funcionais estocdsticos

Cog(W) = [ Woa(t) o ai () = O(0), (3.6)
ti+h
F(h) = /t W (t)dt = O(h¥?), (3.7)
tp+h .
G (h) = /l W)W (t)dt = O(?), (3.8)

encontramos:
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(a) Para ruido aditivo:

Xi(h) = zi+ Ai(x)h+ 3 Bij(x)W;(h) +

J

1o 94i(x) dA;(x)
+ 5h Z{j %, A;(x)+§ o Bin(x) Fyn(h)

1 9% A;(x) )

= —'B, . i} 5/2) ;
N g £ E} 010z, i (X) Brn (X) G () + O (h*?) (3.9)

(b) Para ruido multiplicativo:

anj (X)
BJL'k

Bkg(x)Cij(h) =+ O(haﬂ).

Xi(h) = z; + Ay( x)h—f—ZBU YWj(h) + >
e (3.10)

Os termos implicitos nessas relagdes nao sao relevantes para as consideragoes que seguem,
e por isso nao foram explicitados. Usando os resultados (1.54)-(1.65) do capitulo 1, para
o cdlculo de Ito, ¢ ficil também mostrar que (Fy(h)) = 0, (W;(h)Cji(h)) =0 e

(Cmj(h)) =0 (3.11)

(Cigh)Cu(h) = SH55 = O(k?) (3.12)

(Gis(W) = 5%, = O(R?) (3.13)

(Gii (W) Gra(h)) = f;_“ {(sg-ja“ & ;( 35 5,;53,5)} O(h) (3.14)
(Wi(h)F5(h)5 K265 = O(h?) (3.15)
(B (W) = =178, = O(h). (3.16)

O método mais simples de integragio numérica é a versio estocastica do método
de Euler para a integra¢iao numérica de equacoes diferenciais ordindrias deterministicas,
definido pelo esquema

Xi(h) = zi + Ai(x)h + > By (x)Wi(h) (3.17)
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onde

wg(h)=‘/“+‘dw@a)::wguk+g-ng(u) (3.18)

i

¢ o incremento do processo de Wiener durante um passo de integmgéo finito qualquer. Este
esquema pode ser obtido de (3.3) aproximando-se A;(X(t).t) por A;(x,0) e B;; i(X(t),t)
por Bjj(x,0), para t € [0, h]. Maruyama demonstrou[41] que tal método produz solucdes
aproximadas, Xy, que convergem uniformemente em média-quadratica para a solugao
verdadeira, Xy, no limite h — (. Para estimar a ordem de convergeéncia deste método,
subtraimos (3.17) de (3.9), para ruido aditivo, ou de (3.10) para ruido multiplicativo, e
obtemos:
(a) Para ruido aditivo:

Ei(h) = ([Xu(h) - Xw)] ) = (€ (h) + CP (h) + €O () + O(h5/2)]"),

onde
(1) 9A;
cM(h) = ¥ 22 By(x) Fi(h) (3.19)
w1 Ok
1
By = =
C;”(h) = 5 kg E Bxkam ————Bim(X) Bin(X) G (1) (3.20)
@y = L2 04i
C; (fl)_Qh Ej Ba':jAJ(x)' (3.21)

Fazendo uso dos resultados (3.11)-(3.16), obtemos (C{"C?) = (CVC®)y = 0, (P )y =

O(h*) e
(COP) = —pd 3~ 94: 04

B, B = O(h?
12" 2 B, Oz ki (x) Bi(x) (h°),

@y - 1 P A;
[C 4 k, Z Z (Bxkaxt) (6371;:-'83:9) Bkm(x)Bk’m (X)X

kLI mm!' nn'

XBm X)Bgr r(X)(Gmﬂ(h)Gmrnf(h)) = O(hd),

(
1) = 3005 (522) (32) Ao () = 0.

A%y

Portanto, para m > 1 e ruido aditivo, E;(h) = O(h?®) com o método de Euler.
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(b) Para ruido multiplicativo, usando as relagoes (3.11) e (3.12), obtemos

2
0B, - ;
E@(h) = < Z —’J—Bkg(x)C;j(h) + OU.?.JR) ) = ()(hz).
Tl oxy.
Um método muitas vezes apresentado como mais preciso que o de Euler é o andlogo
estocastico do método de Heun para equagées deterministicas|42), definido pelo esquema

Xi(h) = z; +1[ Ai(x) + A; (&(R)) h + = Z )) + Bij(x)] W;(h)
(3.22)

onde &;(h) = z; + Ai(x)h+ ; B;;j(x)W;(h) é denominado preditor de Euler. McShane[43]
mostrou que este esquema produz solugoes aproximadas que convergem em média-quadratica
para a solugao da equacao de Ito

{LX’,' (f) = A;(X(t),t) + % Z g-i?-ij dt + Z BU(X(t)) L] dW?(f,)
gi B J (3.23)

a qual, como visto no capitulo inicial, corresponde exatamente a equacao (3.1), quando
reescrita segundo o calculo de Stratonovich. A normalmente suposta superioridade des-
te método em relagao ao anterior s6 ¢ verdadeira em se tratando de convergéncia nos
momentos, em que pode-se mostrar que este método converge com ordem O(h?), tanto
para ruido aditivo como multiplicativo[44]. Em se tratando de convergéncia em média
quadrdtica, entretanto, este método apresenta mesma ordem de convergéncia por passo de
integragio que o esquema de Euler. Para ruido aditivo, procedendo de maneira andloga
ao que foi feito na pagina anterior para o método de Euler, expandimos A;(&(h)) em torno
de {z;} e substituimos em (3.22), com B;;(§) = Bi;(x) = B;j, resultando em

_ OA;
Xih) = @+ Ailx h-i-ZBUdW (h) + 226:5

h|Am(x)h + > Bun Wn(h)] [Ag (x)h + Z B W, (h)] +

[Am(x)h +>° Bmet(h)] +
= Z

m,l axm

1 0A; A;
= I; + A,(x)h + Z B;‘joU’L) s o 5}3 gn: me Bmﬂ%(}t + hz ; 6 Am(x) +
+ - Z > — anBmJ/V (R)Wu (k) + O(h/?) (3.24)

I m n,n' (’)‘z:m
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que € igual ao resultado (3.9) com os termos F,,(h) e G (h) substituidos por expressoes
mais simples com os mesmos primeiros momentos, Fy,(h) ~ W, (h)h/2 e Gunt(h) =~
hWy(h)Wy (h)/2, mas que diferem das originais para os momentos de ordem mais alta.
Usando as equagoes (3.9)-(3.12), obtemos finalmente E;(h) = O(h*). Para ruido multipli-
cativo, os cdlculos sao semelhantes e obtém-se E;(h) = O(h?), como no método de Euler.
O método de Heun tem a desvantagem de requerer mais memoria para os cdlculos em
computador, em virtude da necessidade de obter, a cada passo de integracao, um novo
valor para o preditor de Euler, ou seja, em lugar de resolver m equacdes de Langevin
acopladas, ¢ necessario resolver 2m dessas equagdes. Em simulacoes de ensembles com
um mimero grande de réplicas, em que se precisa obter a trajetéria estocéstica de todas
elas, como é o caso das simulacées que desejamos realizar para o modelo apresentado
no capitulo precedente, isto significa um aumento considerdvel, ou mesmo proibitivo, de
memoria alocada.

Notemos que a quantidade () usada no esquema de Heun é na realidade uma primeira
estimativa para o valor de X; no final de um passo de integracio, obtido usando-se o
método de Euler. Com esta estimativa futura (o “preditor”), obtém-se uma aproximacao
linear para a primeira das integrais estocasticas do lado direito de (3.3),

/ A () dt ~ % [Ai(X(tk + h)) + Ai(x)] b = % [Ai(&(R) + Ai(x)] b,

Ly

que pode ser interpretada como uma estimativa para a velocidade de “drift” média duran-
te um passo de integracgao, obtida com o preditor de Euler. Tanto este método como o
de Heun sao, no caso deterministico, casos de mais baixa ordem de esquemas de Runge-
Kutta multi-estagios generalizados (o esquema de Euler corresponde ao caso de um tinico
estdgio, enquanto o de Heun corresponde ao caso de dois estagios). Pode-se em principio
construir algoritmos mais complexos que os dois anteriores, como analogos estocésticos de
esquemas multi-estdgio do tipo Runge-Kutta generalizado, desenvolvidos para equagoes
deterministicas[42]. Riimelin[40] investigou sistematicamente a qualidade da convergén-
cia em média-quadritica para esquemas estocdsticos gerais do tipo Runge-Kutta. Os
resultados dessa andlise dependem basicamente da validade ou nio da condicio

o' (x,t) - oW (x,t) = o'®)(x,t) - ") (x, ) (3.25)

onde o) é o vetor de componentes a,(s} = Bis(x,1), i =1,2,--- ,m e '™ a matriz de

elementos U’E;) = 0B, /0, para todo 7 e s. Mais explicitamente, esta condi¢io pode ser
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escrita como

= { 0By 0B;
(6_—%3;3 = T%BJ,) =, (3.26)

1=1

para todo ¢, r e 5. Foi demonstrado que:

(i) Se a condi¢ao (3.25) ndo for satisfeita pelos coeficientes Bi;, o melhor esquema
Runge-Kutta de integragao para as equagoes (3.1) gera erro quadratico médio por passo
de integragao da ordem O[(h)?] para ruido multiplicativo, o que também é obtido com o
método de Euler.

(ii) Se a condigao (3.25) for satisfeita, entdo o melhor esquema possivel de integracao
gera erros quadréticos médios com, no minimo, ordem O[(h)?], o que pode ser obtido com
um esquema de Runge-Kutta de quatro estagios.

Portanto, se a condigao (3.25) nao for vilida nao havera vantagem alguma em se
utilizar outros métodos que nao o de Euler, no contexto do célculo estocastico em média-
quadratica, e se tal condicao for vilida, embora existam métodos com convergéncia mais
rapida que a do método de Euler, este ainda ¢ preferivel se 0 mimero de equacdes para
se integrar for grande, como ¢ o caso dos ensembles estatisticos cuja evolu¢io desejamos
simular. Para um esquema de Runge-Kutta de varios estdgios, a quantidade de operagoes
elementares requeridas por passo de integracao e, principalmente, a quantidade de memé-
ria alocada para guardar valores intermedidrios dos cdlculos é substancialmente maior do
que aquela utilizada pelo esquema de Euler, ou mesmo proibitiva. Além disso, dado que o
ruido nas equacoes cartesianas de Langevin do modelo estudado é aditivo e o método de
Euler alcanga neste caso convergeéncia de ordem O(h*) em média quadratica, nao existe,
assim, vantagem alguma em usar outros métodos que nio o de Euler.

Uma integragao sobre o intervalo de tempo total [0,7}] envolve NT passos de inte-
gragao, onde NT ~ 1/h. Demonstra-se[44, 45| que para NT > 1 o erro acumulado
durante o intervalo total de integragdo é uma ordem de grandeza menor em h do que
o erro quadrético-médio gerado por passo de integracdo, para o método de Euler, bem
como para quaisquer outros esquemas de Runge-Kutta[45|. Para identificar um particular
instante discreto de tempo usaremos o indice IT = 1,2,--- , NT, tal que HIT) = IT+ k.

Em principio, um sistema de coordenadas esféricas pode parecer o natural para ex-
pressar as equagoes de Langevin do modelo estocastico apresentado no capitulo anterior,
a serem integradas numericamente. Entretanto ai nos defrontamos com uma dificulda-
de adicional, inerente ao sistema de coordenadas escolhido: para # — 0 o valor de ¢
torna-se indeterminado devido a fatores do tipo sin™' 6 e sin™# nas expressdes para a
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parte de “drift” do esquema de Euler utilizado, e também no coeficiente que multiplica a
componente dWy(t) na equagao de Langevin para o PE ®(t). Usando calculo de Ito, as
componentes esféricas do vetor de “drift” sdo dadas pelas equagoes (2.32), (2.33) e (2.34)
do capitulo anterior, ou seja, as equagoes esféricas de Langevin a integrar numericamente
$a0

b(R*(t))

sino() O

do(t) = ['—‘(L(Rz(t))%(e’(l))_F

1/2
s 00+ (Fg) W (a2

_[f'(_ﬂf@_)

),
sin O(t)

n2o(t) *

1;2
(t)) W(t), (3.28)

dd(t) Vo(O, D) + (O, q))] dt +

2Ddt
SZR2(t)sin* ©

1/2
dR(t) = {[3 1 - R(t)]+ 3—%2(5} dt + (2_?3@) Ws(t) (3.29)

onde Wy(t), Wy(t) e Wj(t) sao processos de Wiener normalizados e estatisticamente in-
dependentes. Vamos imaginar que essas equacoes de Langevin devam ser integradas pelo
método de Euler, por exemplo. Para obter ©(IT + 1) precisariamos conhecer o valor de
®(IT), o que pode ser impraticdvel, se ©(IT — 1) for tio pequeno que sin™' O(IT — 1)
seja maior do que o mdximo valor numérico passivel de registro na maquina. Apenas
quando V(X) for independente de ¢, e a distribui¢do inicial de pontos também (que, por-
tanto, também o serd em instantes posteriores), é que nao precisaremos do valor ¢(IT)
para computar ©(IT + 1), nem integrar a EDE para ®(t). No caso mais geral, portanto,
alguma aproximacao teria de ser feita para dar conta desse tipo de dificuldade, quando
trabalhando com as componentes esféricas do PE. Esta dificuldade é automaticamente
contornada se realizamos as simulagoes integrando as equagoes cartesianas de Langevin.
Usando a equagao (2.11) do capitulo 2, as expressoes para os coeficientes 7Yij € para as
componentes cartesianas do campo magnético efetivo, obtidos na se¢ao 2.2, chegamos as
equacgoes adimensionais:

Caso I: campo magnético externo, estatico e uniforme:

dX (@) = [ ?il) (Y‘ %XZ) (5 X} di + (264D W (d), -
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R? A =i b~ BN vl iz 1
dY (f) = [”T(m) (X + ﬁyz) +4 (l-r—) ) } df + (2€d) /2 W, (D), .

df + (2€dD)'* W, (%), (3.32)

dZ(t) = [T(iﬁ) (X'z -+ 1/2) + 3 (I—I?—R-) Z

com os parametros adimensionais dados por A = \/Sy, 3 = /v Hy, £ = D/S2vHy e
t = (voHp)t, e onde T(R?) = R? + )2,

Caso II: campo efetivo de anisotropia cristalina uniaxial:

dX () = [% (Y = é‘—zxz) + 5 (1—;—3) XJ d + (26dD)/2 W, (B),
(3.33)
dY (t) = [_T(iz) (X ¥ %YZ) +5 (I;R}E) }.J dt + (2¢df)" Wy (2), _

dz(f) = [T’;\i) (X2+7?)+5 (%) Z] di + (26dD) P W(8)  (3.35)

com parametros adimensionais 3 = 3S,/2Kv, ¢ = D/2KvSy e t = (2Kv/Sp)t, e onde A
e T(R?) tém a mesma defini¢io do caso precedente.

Em termos destes parametros, a constante de tempo de relaxacio e a freqiiéncia de
precessao no limite de ruido nulo (calculadas no capitulo anterior), assumem as formas
7= (1+A?)/X e @ = 1/(1+A?), com as constantes adimensionais dadas pelas expressoes
anteriores, correspondentemente a cada um dos casos.

A figura 3.1 mostra um par de trajetérias, uma deterministica (£ = 0.000) e outra
estocastica (§ = 0.005), obtidas com o método do Euler para o caso de campo magnético
externo estdtico e uniforme (caso I), aplicado segundo o eixo-z. Ambas partem de um
mesmo ponto inicial no hemisfério sul, com coordenadas (0.2, 0.0, —0.95), e o mimero de
passos de integragao utilizado ¢ NT = 1000, sendo o intervalo de tempo de integracao
h = 0.05, a constante de relaxacao transversal A = (.15 e a constante de relaxacao
longitudinal # = 1.0. A trajetéria deterministica (linha pontilhada) estd sobre uma
superficie esférica de raio unitdrio, mas a trajetéria estocastica (linha continua) afasta-se
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Fig. 3.1: Um par de trajetdrias deterministica e estocdstica para a caso de um campo
externo estdtico e uniforme, aplicado segundo a direc¢ao do eixo z.

ligeiramente desta superficie atratora, em virtude das flutuagées no médulo de R(t). O
ponto fixo correspondente ao minimo do potencial aplicado coincide com o pélo norte da
esfera de raio unitario.

A figura 3.2 é andloga a anterior, mas mostra dois pares de trajetérias deterministica
e estocastica, para o caso de um campo efetivo de anisotropia cristalina (caso II), com
um unico eixo facil de magnetizagao, o eixo-z. Cada um dos pares de trajetérias parte
de pontos diferentes, situados em hemisférios opostos, cujas coordenadas sio dadas por
(0.95,0.0,+0.2), para o par situado no hemisfério norte, e (0.95,0.0, —0.2) para o par
iniciando no outro hemisfério. Empregamos o método de Euler e 800 passos de integracao,
sendo os outros parametros h = 0.05, A = 0.15, £ = 0.001 e B = 0.1. Neste caso, sao
dois os pontos-fixos, correspondentes aos pélos da esfera de raio unitdrio sobre a qual as
trajetorias deterministicas sao tracadas.

A figura 3.3 mostra um par de trajetérias deterministica e estocéstica, obtidas pelo
método de Euler para o caso em que dois campos estdo presentes: um campo efetivo de
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Fig. 3.2: Dois pares de trajetorias deterministica e estocdstica para o caso de um campo
efetivo de origem cristalina, com o eixo z como o eixo ficil de magnetizacao.
Os dois pontos fixos correspondem aos pélos da esfera de raio unitario.

origem cristalina (eixo z como eixo fécil) juntamente com um campo magnético externo
que gira no plano xy com velocidade angular wy = 27 /T}, mantendo sua intensidade H,
constante. Os pardmetros adimensionais utilizados nas simulacdes sio dados por A = 0.2,
B = BSo/2Kv = 1.0, £ = D/2KvS; = 0.005, Q = 7SoH,/2Kv = 1.0 e Ty = 1.0. As
duas trajetdrias partem do ponto (1,0,0) e foram empregados 450 passos de integracao.

A figura 3.4 ¢ andloga a anterior, mas em lugar de um campo efetivo cristalino ha
um campo magnético estdtico e uniforme, de intensidade Hy, aplicado segundo o eixo
z. Os parametros adimensionais empregados sdo A = 0.15, § = f/70H, = 1.0, £ =
D/SEvHy = 0.005, Q = H;/Hy = 1.0 e Ty = 1.0. As duas trajetorias mostradas partem
do ponto (0,0, —1) e foram realizados 600 passos de integracao.
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Fig. 3.3: Um par de trajetérias deterministica e estocéstica para o caso de campo efe-
tivo de origem cristalina, como na figura anterior, juntamente com um campo
magnético de intensidade constante que gira no plano xy.

3.2 Obtencao das funcgoes-resposta e das

susceptibilidades dinadmicas

Para calcular ®;;(t) pela relacao (1.88) ¢é necessario obter duas médias de ensemble,
(Xi(t|x?))o e (---)s. Elas podem ser calculadas a partir da simulacio numérica do PE
X(t) na auséncia da perturba¢ao dependente do tempo, ou seja, a partir de um conjunto
de realizagoes do PE, cada uma delas obtida integrando-se numericamente as equacdes
cartesianas de Langevin nao-perturbadas

dX;(t) = A9 (X)dt + S By(X) ¢ dIV;(t) (3.36)
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Fig. 3.4: Um par de trajetérias deterministica e estocdstica para o caso de um campo
magnético estatico e uniforme como no caso da figura 3.1, juntamente com um
campo magnético de intensidade constante que gira no plano xy com velocidade
angular constante.

pelo método de Euler, como discutido na secdo anterior. Discretizamos esta equacao,
obtendo as equagoes de recorréncia

, : ©) 2Dh\'/?
X(IT +1) = X,(IT) + A7UT)h+ (== | Wi(IT), (3.37)
0

AT = i'rij[X(IT)]H}“’[XUT)]

j=1
onde W;(IT) é um nimero aleatério com distribuigdo normal, sorteado para o IT-6simo
passo de integragao.

Para a primeira dessas médias, (X;(t|x?))o, precisamos simular um ensemble de NR
pontos-representativos ou réplicas, cada uma delas representando o sistema no espaco
de fase termodinamico T', sujeito & condi¢do de que em t = 0 todas essas NR réplicas
ocupavam a mesma posi¢ao x? em I'. Para identificar cada uma delas, usaremos um ndice
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de réplica, IR = 1,2,--- ,NR. A coordenada cartesiana X,(t|x?) da répica identificada
pelo indice IR, no instante IT, sera denotada por X;(IT, IR|xP).

Para a segunda média de ensemble, (---),, precisamos simular um ensemble de NE
posigoes iniciais x” distribuidas em I" de acordo com a distribuigao de equilibrio P(©)(x?).
Notemos que (X;(t|x?))o € de fato um processo estocastico. Para identificar cada um
desses NE valores de x” usaremos o indice [E = 1,2,---  NE, tal que x” serd repre-
sentado esquematicamente por x?(/E). Ou seja, para calcular ®;,(t) precisamos simular
no computador a evolugao de um ensemble de NE ensembles, cada um constituido de
NR réplicas cujas posigoes iniciais coincidam em t = 0. Denominaremos um ensemble de
ensembles como descrito acima, informalmente, de super-ensemble. Num super-ensemble,
portanto, existe um total de NE x NR réplicas, cada uma delas identificada por trés in-
dices: um indice temporal de integracao IT (IT =1,2,--- ,NT), um indice de ensemble
IE (IE =1,2,---,NE), para identificar cada ensemble do super-ensemble, e um indice
de réplica IR (IR = 1,2,---, NR), para identificar cada réplica do I E-ésimo ensemble
do super-ensemble. Assim, a posi¢ao instantanea de uma certa réplica serd representada
por X(IT,IR|xP(IE)) ou, simplesmente, X(IT,IR|IE). A posicio instantinea de cada
réplica ou realizagao do PE pode ser obtida a partir de sua posi¢ao inicial integrando-se
numericamente as equagoes de Langevin cartesianas pelo método de Euler,

X;(IT+1,IR|IE) = X,(IT,IR|IE)+ AY(IT,IR|IE)h +
+ hY?B,;(IT,IR|IE)W,(IT,IR, IE), (3.38)

onde W;(IT,IR,IE) é um mimero aleatério com distribuicio gaussiana, sorteado no ins-
tante ¢(IT) para a IR-réplica do JE-ésimo ensemble do super-ensemble, de modo que
{W;(IT,IR,IE)} ¢ uma seqiiéncia de N7 nimeros aleatérios com distribui¢ao normal,
com (W;(IT,IR,IE)) =0 e (W;(IT,IR,IE)W,(IT'", IR, IE)) = 0ij0rr 1. Assim, pode-
mos calcular a primeira das médias por

1 NR
NE > X(IT,IR|IE).

IR=1

(Xi(t|x"))o = (Xi(IT|IE))o ~

A segunda meédia, entretanto, envolve como passo intermedidrio o calculo das trés
derivadas parciais

%(Xi(ﬂx”))u,

onde k = 1,2,3. Ou seja, tivemos de simular no computador ndo um, mas quatro super-
ensembles. No primeiro deles, que chamamos de principal, as réplicas tém posicoes ins-
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tantaneas representadas por X(IT,IR|x?(IE)). Nos outros trés, que chamamos de auzi-
liares, as réplicas tém posigoes instantaneas representadas por X(IT, I R|xP(IE)+ Azey),
k =1,2,3, onde e, ¢ vetor unitario e, para o primeiro super-ensemble auxiliar (k=1),¢,
para o segundo super-ensemble auxiliar (k = 2) e e, para o terceiro dos super-ensembles
auxiliares (k = 3), e sendo Az < 1. Portanto,

9 1 NR
X (P o~ = X,(IT. IR|x" A — X,(IT. P _
(%k(}x,(ﬂx o (NE x A) mZ::I [Xi(IT, IR|X"(IE) + Azey) — X;(IT, IR|x (IE))]

O conjunto de NE (NE > 1) pontos x*(IE), distribuidos em I' segundo P©(x?),
foi obtido da seguinte maneira: cada um desses pontos ¢ alcancado partindo-se de algum
ponto arbitririo em I', depois usando-se o esquema de Euler, equacio (3.17), para calcular
suas posi¢oes futuras. E necessario que o nimero de passos de integracao empregado, NT,
seja suficientemente grande para que a distribui¢ao dos pontos obtida em I seja, de fato,
uma distribuicdo de equilibrio, estatisticamente equivalente a P(®)(x?). Representemos
cada elemento 7;;(x”) na equagao (1.88) do capitulo 1, analogamente, por Yi;(xP(IE)) ou,
simplesmente, v;;(/E). Entao encontramos

1 3 NE NR

®,;(IT) ~ (NE x NEx A2) Y>> wiUE)x

k=1I1E=1IR=1

X [X;(IT,IR|xP(IE) + Azei) — X;(IT,IR|x(IE))].

Para integrar numericamente as equagoes de Langevin ¢ preciso primeiro obter reali-
zagoes estatisticamente corretas do processo estocastico incremento de Wiener. Diferen-
temente do ruido-branco, que é impossivel de ser simulado numericamente, para obter
realizagoes do processo de Wiener (normalizado) basta gerar uma seqiiéncia com um to-
tal de NT nimeros aleatérios estatisticamente independentes com distribuicdo normal,
representando os incrementos do processo de Wiener ocorridos durante cada passo de
integragao. Ha diversos métodos disponiveis na literatura|46, 44, 12|, alguns aproxima-
dos e envolvendo um mimero relativamente pequeno de operacoes aritméticas elementa-
res, outros “exatos” mas de maior complexidade aritmética. Escolhemos usar o Método
Polar|46], um método exato que utiliza como ponto de partida um gerador de mimeros
pseudo-aleatdrios com distribui¢ao uniforme no intervalo [0,1]. O método consiste no
seguinte algoritmo: '

(i) geramos dois mimeros aleatérios estatisticamente independentes U, e U,, com dis-
tribui¢ao uniforme em [0, 1], e fazemos a transformacao U; = V; =2U; — 1 e Uy — V, =
2U; — 1. Desta forma, V) e V; terao distribuicao uniforme no intervalo [—1, +1];
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(ii) calculamos a quantidade auxiliar S = V? + V?;
(iii) se S > 1, rejeitamos os dois mimeros gerados e retornamos a (i);
(iv) Se S < 1, calculamos W) = V;(-21n.S/S)% e W, = Vy(~21n S/S)"/2,

Pode-se demonstrar[46] que W, e W, tém distribuicio gaussiana, média nula, desvio-
padrdo unitdrio e que sao estatisticamente independentes, como desejado. Demonstra-se
também que o passo (ii) ¢ executado em média 1,27 vezes para cada par de mimeros
Wy e W, obtido. Para os quatro superensembles com NE x NR replicas num espaco
tri-dimensional, a integracao do total das equagoes de Langevin requer ao todo a geracao
de 4 x 3 x NT x NE x NR nimeros aleatorios estatisticamente independentes e com
distribui¢ao normal. Verificou-se que a maior parte do tempo de CPU consumido pelo
programa era de fato gasto na geracao desses numeros. Por outro lado, dado que o nimero
total de nimeros aleatérios gerados precisa ser consideravelmente grande (NR x NE x
NT > 1), precisivamos garantir que a seqiiéncia gerada tivesse um periodo muito grande,
para que assim nao houvesse chance da seqiiéncia se repetir a partir de um determinado
ponto, numa simulagao tipica. Esses dois requisitos foram satisfeitos usando-se a funcao
RANF(), do CRAY. Ela gera nimeros pseudo-aleatérios com distribuicao uniforme entre
0 e 1 de uma maneira completamente vetorizada, minizando o tempo gasto de CPU.
Seu periodo ¢ 2% ~ 10, um mimero muito maior do que o mimero total de mimeros
aleatorios numa boa simulagao. Tipicamente, precisamos usar para uma boa simulacio
NP = NE =300 e NT = 1000, tal que 4 x 3 x NT x NE x NR ~ 10°, ainda bastante
aquém do periodo da RANF().

Uma vez que as particulas do ensemble sao consideradas interagentes apenas com o
campo efetivo, o erro introduzido pelo uso de valores finitos de NE = NR = N deve ser
proporcional a N~'2. Isto foi efetivamente comprovado nas simulagoes que realizamos,
como fica evidenciado na figura 3.5, que mostra a fungao-resposta ®;, em funcao do tempo,
para um campo externo estitico e uniforme, aplicado segundo o eixo-z. Os resultados ai
mostrados foram obtidos com simulagoes realizadas para valores diferentes de N, e sendo
£ =0.001, A =0.1, = 10eh = 0.02. As figuras (a), (b), (c) e (d) correspondem,
respectivamente, a N = 2, N = 16, N = 64 e N = 256. Podemos observar que a
medida que N aumenta, os erros estatisticos originados pelo uso de um valor finito de
N sao revelados principalmente para tempos progressivamente tardios. O uso de valores
progressivamente maiores de /N da resultados cada vez melhores para as fungoes-resposta,
mas este procedimento é limitado pelo crescimento proibitivo principalmente de memdéria
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Fig. 3.5: @, obtida numericamente a partir da simulacao de ensembles com tamanhos
diferentes: NE=NR=N=2 (a), 16 (b), 64 (c) e 256 (d). Os valores utilizados
para os parametros adimensionais sdo: £ = 0.001, A =0.1, 3=1.0e h = 0.02.

alocada, a qual cresce aproximadamente com N2. Bons resultados sio alcancados para
N = 300, tipicamente.

A figura 3.6 mostra as densidades de probabilidade radiais estaciondrias, G, em
fun¢ao de r = |x|, obtidas por simulagdo numérica para o caso de anisotropia cristali-
na uniaxial (o eixo de magnetizagao facil aqui coincide com o eixo-z), para os valores
B = 1.0 (linha pontilhada) e § = 0.1 (linha continua). Os outros parametros usados
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Fig. 3.6: Densidades de probabilidade radiais estaciondrias para o caso de campo externo
estdtico e uniforme, para dois valores de 3. Note o deslocamento do pico da
distribuigao para a direita do valor 7 = 1. O histograma foi obtido da simulacio
de um ensemble com 90000 réplicas.

valem £ = 0.02, A = 0.2, h = 0.02 e foi usado um ensemble com 90000 réplicas. A figura
mostra claramente que G (r) nao € simétrica em torno do valor de equilibrio » = 1 para o
médulo de X (), bem como pode ser notado que 0os maximos estio ligeiramente deslocados
para a direita da unidade. Isto comprova que, de fato, Gy(r) ~ r2exp[—(r — 1)?/20?] -
como obtido no capitulo 2 usando consistentemente as regras do calculo estocastico em
média-quadrética - e nao G (r) ~exp[—(r—1)?/20?] como se obteria usando ingenuamen-
te as regras do célculo ordinario (equivalentes as do calculo de Stratonovich) e concluindo
apressadamente que (dW,(t)) = 0 (o que s6 é correto no célculo de Ito). E interes-
sante observar que as simulagoes foram realizadas, como sempre, usando-se as equacoes
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cartesianas de Langevin e nao as esféricas, a partir das quais chegamos analiticamente
a conclusao acima, usando calculo de Ito. Resultados semelhantes foram obtidos para
outras combinagoes de valores numéricos dos parametros do modelo, bem como para o
caso de um campo externo estatico e uniforme. Assim comprovamos numericamente a
necessidade de utilizar o cdlculo estocdstico em média-quadratica, em lugar de proceder

usando ingenuamente o calculo ordindrio.

1.0 T 1.2 T

0.0 10.0 20.0 0.0 10.0 20.0

Fig. 3.7: Fungoes-resposta nao-nulas, obtidas numericamente para o caso de campo ex-
terno estdtico e uniforme, paralelo ao eixo z.

A figura 3.7 mostra as fun¢oes-resposta ®,;, @19, P9 e Oo; obtidas numericamente para
o caso de campo externo estdtico e uniforme, para dois valores de 3. Os outros parametros
usados valem £ = 0.001, A = 0.4, h = 0.02 ¢ NE = NR = 300. Os resultados numéricos
mostram claramente que as relagoes ;7 = ¥yy e ), = —P,,, deduzidas analiticamente
no capitulo anterior para o limite de ruido nulo, continuam vélidas quando o ruido estiver
presente. Observe que para 8 = 1.0 (62 = 0.001) o modelo reproduz o modelo de Brown,
ao contrario do que acontece para 3 = 0.01 (62 = 0.1), onde as flutuagoes na magnitude do
momento magnético da PSP sao relevantes. Nota-se claramente o efeito dessas flutuacoes
como uma intensificagdo da resposta do sistema. A figura 3.8 mostra as partes real
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Fig. 3.8: Partes real ¢ imaginaria de x; e X2, correspondentes as simulacoes ilustradas

na figura anterior.

e imagindria de x1; e xi2, evidenciando o efeito das flutuagoes no médulo de p como
uma intensificagao da resposta ressonante, sem modificar, entretanto, a freqiiéncia de
ressonancia do sistema.

Dentro do erro estatistico, devido ao emprego de um valor finito de réplicas no ensemble
simulado, encontramos também as funcées-resposta ®,3, ®53. O3;, P35 ¢ P33 como nulas na
presenga de ruido, semelhantemente ao que haviamos obtido analiticamente no capitulo
anterior para o limite de ruido nulo. Para o caso de um campo externo estatico e uniforme
(caso I), isto pode ser visto da figura 3.9. Observe as escalas usadas nos eixos verticais dos
gréficos de @3, a3, P3y, P32 ¢ P33, ¢ aquelas usadas nos graficos de @1 e Po;. Novamente
confirmamos a validade das relagoes @13 = —®5; e $; = Py (esta ultima nao mostrada
nas figuras citadas, mas numericamente verificada). Os valores usados para os parametros
do modelo sdo A = 0.2, £ = 0.005, 5 = 0.1, h=0.01 e NE = NR = 300. Estes resultados
numéricos sao uma manifestagdo do Principio de Reciprocidade de Onsager, que no caso
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de fungoes-resposta ¢ representado pelas relacoes
®i;(t, H) = £:6;05(t, —H), (3.39)

onde g; = £1 ¢ a paridade de z; com respeito a uma transformagao de reversao temporal.
Para este modelo, como ji visto no capitulo 2, ¢, = —1, i = 1, 2,3. Portanto as relacoes
de Onsager a serem verificadas neste caso sio

$y;(t, H) = +;;(t, —H). (3.40)
A demonstragao desta relagao é muito simples:
q’]g(t, H) = _’(1)21 ((‘,, H) = — [‘I)lz(f, —H)]

= — [=®y (¢, —H)] = +D, (¢, —H).

onde, usamos o fato de que inverter o sentido do campo magnético aplicado é equivalente
a rotar duas vezes o sistema de coordenadas, uma primeira de 180° em torno do eixo
y,comoquée z - 2' = -2,y -y =yez > 2 = -2 e uma segunda rotagao
de 90° no sentido horario em torno do eizo 2/, com a qual obtemos z” = Y, 4" =z e
z"" = —z. Para o caso de campo de anisotropia cristalina (caso II), também constatamos
por simula¢ao numérica relagoes semelhantes, mas com ®,, = ®,; = 0. Neste caso, 0
campo efetivo de fato nao é de natureza magnética e sim elétrica, pois trata-se de um
campo efetivo interno derivado de uma energia de anisotropia cristalina, o qual resulta
do acoplamento spin-6rbita e da interacao dos orbitais atomicos com os campos elétricos
cristalinos. Assim, neste caso, a relagdo de Onsager correspondente é Da(t) = +DPyy (1),
trivialmente verificada numericamente. Portanto, podemos concluir que o modelo satisfaz
as relacoes de reciprocidade de Onsager.

As figuras 3.10 e 3.11 mostram as curvas obtidas numericamente para a &, (), Re{x11}
e Im{x,,} no caso em que um campo magnético externo estitico e uniforme é aplicado pa-
ralelamente ao eixo z. Estes resultados correspondem a quatro simulagoes realizadas com
valores diferentes para a constante de relaxagao longitudinal: 3 = 1.0 (linha continua),
A = 0.1 (linha pontilhada), §# = 0.075 (linha tracejada) e 3 = 0.025 (linha pontilhada-
tracejada). Os valores usados para os outros parametros valem, para todas as rodadas:
€ =0.005, A = 0.2, h =0.01 e NE = NR = 300. Novamente observamos que a progres-
siva diminui¢do no valor de 3, com o consegiiente aumento de o2 = £/ e das flutuacoes
no médulo do momento magnético da PSP, levam a uma intensificacio na resposta do
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Fig. 3.9: Fungoes-resposta para campo efetivo de anisotropia cristalina uniaxial, em
funcao do tempo. Dentro do erro estatistico introduzido pelo valor finito do
numero de réplicas no ensemble simulado, a maioria delas é nula.

sistema a uma perturbacao externa harménica no tempo. No entanto, nao se verifica ne-
nhuma modificacao na freqiiéncia de ressonancia natural do sistema em virtude do ruido.
Estes resultados foram igualmente confirmados por inimeras outras simulagoes realizadas,
para o caso I, com outros valores dos pardmetros do modelo e podemos generalizar estas
conclusoes para este caso de campo aplicado.

Para o caso de um campo de anisotropia cristalina com simetria em torno do eixo
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z (eixo facil de magnetizagdo), caso II, entretanto, os resultados numéricos revelam que
a progressiva diminui¢ao do valor de 3, com o conseqiiente aumento nas flutuacoes do
médulo do momento magnético da PSP, tem o efeito de baixar a freqiiéncia natural de
precessao do momento magnético, acompanhada de uma amplificacio no primeiro pico
das oscilagoes de ®;;(t) e de uma pequena depreciacio nos maximos seguintes. Isto esta
evidenciado na figura 3.12, que mostra ®;,(t) para A = 0.4. £ = 0.001, NE = NR = 300,
h = 0.02 e dois diferentes valores de /3, indicados na propria figura por linhas com tracados
diferentes. A figura 3.13 mostra as partes real e imagindria correspondentes. Este efeito
pode ser compreendido como um aumento no valor efetivo médio do médulo do momento
magnético da PSP, maior do que py, devido as flutuacoes térmicas no médulo do momento
magnético da particula. Fazendo uma analogia mecanica, podemos interpretar o médulo
|| como uma medida da “inércia” do ponto-representativo, que ¢ intensificada com a
diminui¢do progressiva de 3 e o correspondente aumento das flutuacoes do maédulo de p
em torno do valor de equilibrio .

Estes efeitos estdo mostrados mais detalhadamente nas figuras 3.14, 3.15, 3.16 e 3.17,
para o caso de campo efetivo de anisotropia cristalina uniaxial e diferentes combinacdes dos
parametros do modelo. As figuras 3.14 e 3.15 mostram Py, (t) e as partes real e imaginaria
da correspondente susceptibilidade, respectivamente. Os valores usados dos parametros
sa0 A = 0.2, 3=0.1, NE = NR = 500 e h = 0.02. Foram usados trés valores diferentes
para a intensidade do ruido, indicados na figura por linhas com diferentes tracados. Para
esta combinagao de parametros, quando houver ruido presente, as flutuacdes no médulo do
momento magnético sao importantes. Claramente, vé-se que os efeitos destas flutuacoes
sao uma intensificagao na resposta do sistema e uma diminuicao na freqiiéncia natural
de oscilagao do sistema com o aumento de £, como ja haviamos detetado anteriormente.
Para as figuras 3.16 e 3.17, os parametros usados tém os mesmos valores das simulacgoes
correspondentes as figuras anteriores, com excecao da constante de relaxacio longitudinal,
que aqui vale # = 1.0. Com isto, neste caso, o0 modelo se aproxima bastante da situacao
descrita pelo modelo de Brown, uma vez que 0> < 1. Embora continue ocorrendo uma
diminuigéo na freqiiéncia natural do sistema com o aumento da intensidade do ruido,
como no caso das duas figuras anteriores, agora notamos uma clara atenuagao na resposta
do sistema, observada tanto na fungio-resposta como nas partes real e imaginaria da
correspondente susceptibilidade. Estes efeitos foram constatados para diversas simulacées
realizadas para o caso II com outros valores de parametros e podemos generalizar estas
conclusoes para este caso.



Implementagao Numérica e Resultados 96

Vemos claramente das figuras que as flutuacées no médulo do momento magnético
da PSP tém como efeito de intensificar a resposta do sistema a um sinal deterministico
periédico. Como essas flutuagoes sio causadas pelo ruido térmico, estamos diante da
situagao notavel em que o ruido, em lugar de atenuar a resposta do sistema a uma pertur-
bagao periddica, que é a sua conseqiiéncia mais usual, tem a propriedade de amplifica-la!.
Fenémeno semelhante tem sido observado em outros sistemas estocisticos e tem sido
denominado de Ressondncia Estocdstical47]. Nossos resultados mostram que também
em sistemas superparamagnéticos podemos encontrar ressonancia estocdstica, desde que
as PSP’s sejam suficientemente pequenas para que ocorram flutuacdes significativas na
magnitude do momento magnético da particula. Ndo é a primeira vez que ressonincia
estocastica ¢ prevista teoricamente em superparamagnetos, mas os resultados aqui obti-
dos diferem daqueles encontrados em trabalhos anteriores, tanto pelo método como pelas
conclusoes[48]. Nossos resultados mostram que a ocorréncia de ressonancia estocasti-
ca depende fundamentalmente das flutuagdes na magnitude do momento magnético da
particula. Para o caso Il, as figuras 3.14 e 3.15 revelam uma intensificacio na resposta
ressonante do sistema com o aumento das flutuagdes no médulo, quando estas sio rele-
vantes. As figuras 3.16 e 3.17, correspondentes a valores dos parametros para os quais o
modelo se reduz ao do Brown, nio evidenciam ressonancia estocdstica, ocorrendo mesmo
uma atenuacao na intensidade ressonante.

E nossa intencdo dar continuidade a este trabalho a partir deste ponto, aplicando os
métodos numéricos aqui desenvolvidos ao estudo mais sistematico e detalhado do feno-
meno da ressonancia estocdstica em superparamagnetos, tanto no modelo aqui proposto
como em outros modelos para sistemas estocasticos.
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Fig. 3.10: ®,,(t) para valores diferentes de /3, para o caso de um campo externo estatico
e uniforme, aplicado segundo o eixo z.

Fig. 3.11: Partes real e imagindria de x;;, correspondentes as simulacées ilustradas na
figura anterior.
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Fig. 3.12: ¢),(t) para campo efetivo de anisotropia cristalina uniaxial, correspondentes

2.0

a valores diferentes de f.
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Fig. 3.13: Partes real e imagindria de x1;(w), correspondente aos casos da figura anterior.
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Fig. 3.14: $,,(t) para o caso de campo efetivo de anisotropia cristalina uniaxial, quando
as flutuacoes no moédulo de p sdao importantes.

Fig. 3.15: Partes real e imagindria de x;,(w) correspondentes a situagdo da figura ante-
rior.
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Fig. 3.16: ®;,(t) para o caso de campo efetivo de anisotropia cristalina uniaxial, quando

as flutuagoes no moédulo de g sao despreziveis.
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Fig. 3.17: Partes real e imaginaria de x;;(w) correspondentes a situacao da figura ante-

rior.



CONCLUSOES

Mostramos como modelar estocasticamente a dinamica do momento magnético de uma
particula superparamagnética (PSP) de uma maneira inteiramente andloga ao procedi-
mento usado por Langevin, ao tratar o movimento browniano de uma particula coloidal.
O modelo resultante tem como atrativo o fato de ser compativel com flutua¢oes na mag-
nitude do momento magnético da PSP. Dado o tamanho mesoscopico da PSP, este é um
pressuposto muito mais realista do que considerar simplesmente, a priori, que |u| seja
uma constante de movimento e que, portanto, apenas o modo de excitacdo mais baixo
do sistema magnético, que comporta apenas rotagoes em unissono dos momentos magneé-
ticos atomicos, seja ativado pelas flutuacoes térmicas da rede. Neste sentido, o modelo
¢ uma generalizagao do modelo proposto por Brown para o mesmo problema, onde foi
suposto desde o inicio que as flutuagoes térmicas produzem apenas variacoes na orien-
tagao do vetor p. Embora estas duas maneiras de realizar o modelamento estocastico
sejam implementadas introduzindo-se ad hoc ruido-branco em equagoes fenomenolégicas
e deterministicas conhecidas para a dinamica do momento magnético da particula, existe
uma diferenga conceitual entre esses dois procedimentos: naquele seguido por Brown o
ruido é introduzido como sendo um campo efetivo aleatério, enquanto no nosso caso ele
¢ encarado como sendo um torque aleatério resultante sobre os micro-spins que consti-
tuem o sistema magnético mesoscépico. Ai reside também a raziao pela qual o modelo de
Brown nao é compativel com flutuagoes no médulo de p. Obtivemos alguns resultados
analiticos para o modelo proposto. Apés encontrar as equagdes cartesianas de Langevin
e a correspondente equagao de Fokker-Planck, mostramos que esta iltima é covariante,
assumindo a forma de uma equacao da continuidade para a densidade de probabilidade
local. Mostramos também que o modelo incorpora o modelo de Brown num certo limite
de valores dos pardmetros, bem como que o modelo néo satisfaz balanco detalhado. Isto
nos impede de obter a densidade de probabilidade exata no regime estacionario numa
forma analitica exata fechada, para o caso de um potencial V' genérico qualquer. Ape-
sar disto, para dois casos limites obtivemos analiticamente as solugdes estacionarias, que
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mostraram-se de acordo com o que ¢ fisicamente esperado nestes casos, o que constitui
um teste analitico para o modelo proposto.

Mostrou-se a necessidade de usar o cilculo estocastico em média-quadratica para rea-
lizar consistentemente a transformacao de coordenadas cartesianas para esféricas, muito
embora o ruido presente nas equagoes cartesianas seja do tipo aditivo, o que a primeira
vista parece indicar ser irrelevante a escolha de uma particular versao do cilculo estocds-
tico. Isto resulta do fato de que a transformagao ¢ nao-linear, de modo que se este tipo
de cuidado nao for tomado, usando-se simplesmente as regras formais do calculo usual
de fungoes deterministicas, chega-se a uma equacao de Fokker-Planck associada que nao
¢ fisicamente razodvel para o caso especial de um potencial constante, em que a solugio
estaciondria é conhecida a partir de argumentos fisicos. Mostrou-se também como levar a
equacao de Fokker-Planck em coordenadas esféricas a uma forma covariante. Novamente,
isto s6 pode ser realizado consistentemente se as equagdes de Langevin em coordenadas
esféricas forem obtidas, daquelas em coordenadas cartesianas, através de uma transfor-
macao de coordenadas realizada de acordo com as regras formais do calculo estocéstico.

Mostrou-se como obter expressoes matematicas para as fungoes-resposta na presenca
do ruido que nao sao meramente formais, mas que permitem, de fato, o cdlculo numé-
rico dessas fun¢oes a partir da simulagao numérica de um ensemble de particulas que
evoluem no espaco de fase termodinamico comandadas pelas equacoes de movimento do
modelo proposto. Como teste analitico para este método numeérico, obtivemos resultados
analiticos exatos para as funcoes-resposta no limite de ruido nulo. Todos estes resultados
analiticos serviram como testes para os resultados numéricos obtidos na terceira parte
do trabalho, os quais mostraram-se de acordo com os resultados analiticos mencionados,
naquele limite.

Embora solugoes (densidades de probabilidade) da equagio de Fokker-Planck possam
sempre ser obtidas numericamente por virios métodos, preferimos aqui explorar o mé-
todo alternativo, trabalhando diretamente com as equagdes de Langevin, integrando-as
numericamente pelo método de Euler (que se mostrou excelente para este propésito) e
considerando a evolugao temporal de um ensemble de réplicas cuja dinimica esta baseada
nas equagoes de Langevin do modelo considerado. Este método é relativamente pouco
utilizado na literatura como alternativa ao emprego de equacoes de Fokker-Planck. Por
si 0, isto torna atrativa tal abordagem, mas ha outras vantagens no método. A principal
delas ¢ que quantidades fisicamente relevantes, como as fungoes-resposta, as susceptibi-
lidades dinamicas e outras, podem ser obtidas independentemente do modelo incorporar
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ou nao balanco detalhado. E facilmente verificivel na literatura que a grande maioria
dos métodos desenvolvidos para isso, exatos ou aproximados, pressupdem que o modelo
satisfaca balanco detalhado, o que constitui uma importante limitagdo ao seu emprego
generalizado. O método alternativo aqui explorado pode ser aplicado de maneira geral,
independentemente da validade ou nao do balanco detalhado para o modelo especifico em
questao. O prego a pagar, o dispéndio em memoria de maquina e tempo de CPU para a
simulacao da evolu¢ao do ensemble, que eventualmente pode vir a ser excessivo ou mesmo
proibitivo, dependera basicamente do grau de precisao ou do detalhamento requerido nos
resultados finais obtidos. Este é o caso, por exemplo, quando se trata de aumentar a
concentragao de pontos discretos obtidos para o tracado das partes real e imaginaria das
susceptibilidades, em que para se aumentar a precisiao do tragado das curvas é necessario
aumentar o intervalo de tempo total de integragdo das equacdes de Langevin e, assim,
diminuir o intervalo de freqiiéncia usado na transformada discreta de Fourier. De maneira
geral, no entanto, para o modelo tri-dimensional aqui apresentado, constatamos que bons
resultados deste tipo podem ser alcancados com gastos razoaveis de tempo de CPU e de
memoéria de maquina alocada.

Finalmente, os resultados numéricos obtidos revelam a ocorréncia de ressonancia es-
tocdstica, embora isto nao ocorra no limite em que o modelo proposto se reduz ao de
Brown. Uma investigagao sistemética e aprofundada deste fenomeno com a utilizacio das
técnicas utilizadas neste trabalho nos parece ser a continuagao légica desta tese, que de-
verd ser enriquecida de maneira importante pela colaboracio com grupos experimentais,
capazes de preparar amostras apropriadas e medir a susceptibilidade magnética dinimica.

Podemos concluir que a simulacao numérica de equagoes de Langevin constitui um
excelente método para tratar sistemas estocdsticos markofianos fora-do-equilibrio.



Apéndice A

DEDUCAO DA EQUACAO DE
FOKKER-PLANCK

A deducio que aqui apresentamos segue essencialmente os passos da referéncial9]. Dese-
jamos obter uma equacao diferencial para a evolucao temporal de 7T'(x, t|y,t') de um PE
markofiano m-dimensional X (¢) que satisfaca as condigoes (1.10), (1.11) e (1.12), sendo
dada a condigao inicial|9] X(¢') = y. Partimos da equagao de Chapman-Kolmogorov, que
vamos tratar de escrever numa forma apropriada

T(x,t + Atly, t') = f d™2T(x,t + Atlz, )T (2, t]y, ) (A.1)

onde At é arbitrario. Para comodidade do leitor, repetimos aqui novamente as equagoes
(1.10), (1.11) e (1.12):
1 £—
W (x|z,t) = lim ;T Cet + Atla, 1) 28 W (x|z, t), Ix —z| > ¢,

A
(A.2)

1 5
(E} p——t 1 ———— 5 — - E -
K" (z,t) = lim0 % Jors d"z(z; — z;)T(x,t + At|z, 1) = K;(z,t) (A.3)

©) (g ) = lim — I W = D,
D;;'(z,t) = gil_l}u At /n{e}dmm(:r, z)(z; — 2;)T(x,t + Atlz, t) o D;;(z,1)

(A.4)

onde Q(¢) é uma vizinhanga de z definida por |x — z| < €, enquanto Q(¢) significa que
|x —z| > €.

Consideremos uma fung¢ao auxiliar qualquer f(z) que possua pelo menos as duas pri-
meiras derivadas para qualquer ponto de R™. Assim, para um ponto x interior & vizi-
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nhanga §2(¢) suficientemente pequena, podemos escrever a expansio

1 moom azf(z 4
) + Z Bz (z; — Z Y 9395 - z)(z; — 2;) + |x — z|°R(x, z),
i—1 i 1*1 j=1 ”3 (AS)
de modo que, pela existéncia da derivada segunda, |R(x,z)| — 0 quando |x — z| — 0, ou
seja, quando € — 0. Vamos inicialmente usar a Eq.(A.1) na seguinte integral:

/dm:cf T(x iy ) = hm —/d’":rf (x) [T'(x.t + Atly,t') — T(x, t|y,t)]

-0 At
= lim — { / / d™zd™ 2 (x)T(x, t + Atlz, )T(z, t|y, ')
~ [@"zf@)T(z ty, )}, (A.6)

onde fizemos a troca de varidvel x — z, para obter a segunda integral. Entdo usamos a
identidade

/d"‘zT(x,t + Atlz,t) = 1 (A7)
na segunda integral do lado direito, e consideramos as vizinhangas Q(g) e Q(¢), dividindo
em duas a primeira integral do lado direito, com o qué encontramos

/ dmz f ( )4—T(x tly, 1) = umom[ / / d"zd™ 2T (z, t]y, t') f (x)T(x, t + At|z, t)

+ /fﬁ{ )dmxd”‘zT(z,tly,t')f(x)T(x,t+ At|z,t) — /]d’“zdmzf(z)T(x,t+ At|z, t)T (z, t]y,t')| .
E

A seguir, substituimos a expansao (A.5) na integral sobre a regiio (¢), e reagrupamos

os diversos termos, obtendo

/dI T(x,tly,t') = lim — {[] d"zd™ 2T (z,t|y,t') x

At—0 At
= 3f (Z) = 321 (2)

X [Z o %) += Zzaz, - z)(z; — %)

=1 1.*1 i=1

T(x,t+ At|z,t)

]
+ / /ﬂ o 2"z tly. )l - 2 Rx,2)T(x, ¢ + At]z, 1)
+// d"zd™z2f(2)T (z,tly,t")T(x,t + At|z,t)
Qe)
4 [ o 02T 2y, ) f(<)T o + Az, )

—~ f [ dmxdmzf(z)T(x,t+At|z,t)T(z,t|y,t’)}. (A.8)
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O préximo passo consiste em tomar o limite € — 0, de modo que Q(e) identifique-se com
R™. Neste limite, vamos primeiro mostrar que a integral contendo R(x,2) ¢ nula:

lim |—
£—0

1 "
mrlx — z|2R(x.
N _/;I(E)r z|x — z|°R(x,2)T(x,t + At|z, )

1
< lim { [E -/ﬂ(e) d"z|x — z|*T(x,t + At|z, t)] Maz)x_z<c|R(x, z)|}

e—0
= |5 Dutant)|  lisy Masieace Rl 2] =0, (A.9)

onde usamos a equagao (A.4). Consideremos agora as trés iltimas integrais de (A.8).
Dividindo a iltima delas em duas integrais, definidas sobre as regives Q(g) e Q(e), e
efetuando as simplificacoes, obtemos

sl 1. Jm
li% A7 {//ﬂ(e] d"zd™z f(x)T(x,t + At|z,t)T(z, t|y, t)

_f/ﬁ( ]d"*:cd’”zf(z)T(x,H At]z,t)} T(z,tly,t").

No limite € — 0, este resultado é igual a
[ / d"zd™z [f (X)W (x|z, )Tz, tly, t) — f(2)W (x|z, )T (2, t]y, ']

= [ [ dmsdmzf(a) W (alx, )T (x,tly, ¥) = W(x|z, )T (z, tly, )]
onde efetuamos uma troca de varidveis z; = z; na integral que continha f(x) inicialmente.
Usando-se (A.3) e (A.4) na integral da segunda linha de (A.8), obtemos no limite £ — 0

/dm [m aéit) liiaf(z) 1Jz?f)

1131

T(z,tlyt") =

m

= /([mzf(z) {i ——[K (z,t)T(z,tly,t)] + = . iz [D,J(z t)T (z,t|y,t')]},

i=1 25,30
depois de realizar uma integragao por partes na primeira inte gra.l, duas na segunda integral
e usar o fato de que T(z,t|y,t') e suas duas primeiras derivadas se anulam no contorno
da regiao de integracao, ou seja, no infinito. Como f(x) é arbitréria, segue que

%T(z, tly,t') = L(t)T(z, tly,t') + /d’":r (W (z|x,t)T(x, tly,t') — W(x|z,t)T(z, tly,t')]

que é a equagao requerida, conhecida como Equacao Master Generalizada.
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DEDUCAO DA EQUAGAO (1.53)

Para demonstrar a equacao (1.53) temos que calcular o limite em média-quadratica do
somatorio

Sa= WG W(E) - W(ts)] = 32 Wit AW,

i=1 i=1
onde usamos a notagao simplificada W; = W(t;), Wi_, = W(t,i_)) e AW; = W, — W,_,.
O intervalo total de integragao, [to,t], foi particionado em n subintervalos disjuntos de
mesmo comprimento, At; = t; — t;_y = At = (t — ty)/n, para todo i = 1,2,--- ,n, sendo
iy =1.

Antes de encontrar o limite requerido acima, vamos obter previamente alguns resul-
tados acerca do PE incremento de Wiener

"

1 i
= — N(t")dt'.
\/2D ti—1 ( )

Este PE ¢ gaussiano e, portanto, toda a sua estatistica estd dada pelos dois primeiros

AW; = W(t:) — W(ti-1)

momentos. O primeiro momento é nulo, pois

(AW;) = N(t'))dt' = 0.

-7 .

O segundo momento, (AW;AWj), é nulo para i # j, pois se os subintervalos da particao
sao todos disjuntos, entao AW; e AW; sao VA’s estatisticamente independentes e logo
(AW;AW;) = (AW;)(AW;) = 0. Mas se i = j, temos

(AW)?) = \/__ 5 " /m di"(N ()N (¢"))

L L
= dt’ / dt"s(t' —t") = (t; — t;-1) = At.
ti—y i—1
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Pela natureza gaussiana do PE AWj, os momentos ((AW;)") de ordem n > 2 sio dados
por (veja referéncia |13], pagina 147),

((AW)*") =

{ 0 para n impar (B.1)

I1x3%x5x--%x(n—1)(At)"? para n par

Logo ((AW;)*) = 3(At)?, e para i # j temos ((AW;)%(AIV;)?) = ((AW;)2)((AW;)?) =
(At)%. Comegamos a demonstracao propriamente dita escrevendo

Sp=3 Wi, AW, = %Z [(Wie + AW - W2, — (AW)’]
1=1 1=1

= S (AW,)? = SW(0) - W2(t0)] - & i(x_\w

=1

— li(wi WZ

Como tomar o limite em média-quadratica é uma operacao linear, segue que

“WYaw () =

to

[W2(t) — W(to)] — %l.z’.:rn.,,_,m Z(A‘Wi)?
1=1

[l

Seja, entao,

LitMp oo S (AW)2 = 1. (B.2)

=1

Para determinar /, precisamos resolver a equagao

ou seja,
mn n

r —QIhmZ(AW) )+ lim 3= S ((AWN)*(AW;)?) = 0.

n—oo
i=] j=1

Mas:
(a) ((AW;)?) = At; = (t — to)/n, tal que
lim i(aw,-f =nx ((‘E ‘nt")) = (t — to);

n—o0 4

(b) e

lim 3 S (AW HAW;)?) = lim

i=1 j=1

Z((AW +2Z Z (AW;)2(AW;)?)

i=1 =1 j=i+l
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7 7 7n n T 2
3 (AL +2) S At x Aty| = Jlim [2 > o(At)* + (Z At,,-)
i=1 i=1 j=i+1 i=1 i=1

2 . 2
= nll}ngo [2 X n X (Ef—n_to)) gl (n X e ;10)) ] = (t — tp)2.

Substituindo os resultados (a) e (b) na equagao (B.2), obtemos 1% —2(t—to) [+ (t—10)? = 0,
tal que I = (t — ). Portanto

= lim
n—00

[ W(t)dW (') = %[WQ(t) — W3(ty)] - %(r, —tg).
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DEDUCAO DA IDENTIDADE (1.85)

Para provar a identidade (1.85), vamos supor que as fungoes f(x) e g(x) possuam derivadas
parciais de ordem qualquer e que pelo menos uma dessas duas funcoes tenha todas as suas
derivadas de ordem arbitraria nulas no contorno da regiao de integracio. Denotaremos a
integral do lado esquerdo por E e a do lado direito por D. Expandindo exp(tLy] e exp[tL{]
em série de poténcias, obtemos

e
o0 tn
D= Z _!Dn.a
n=0 """
onde
By = [ 16)(Lo)'g(x)d™s
e

Du= [ g)(Lhf(x)d"z.

Para provar a identidade, basta mostrarmos que E, = D, para qualquer n = 0,1,2-
Verificamos de imediato que Ey = D,. Afim de simplificar os cilculos, adotaremos a con-
vengao de Einstein, ou seja, indices repetidos implicam em soma sobre todos os possiveis
valores do indice. Logo, os operadores Lj e seu adjunto podem ser escritos como

Lg = —651{50) (x) + %8,‘6};D5j (X)

1
Lf) - +K§u}(x)3,- + 'Q'D:'j(x)afa}"

Para n = 1, temos:

Dy = [ g(x [ﬁ“”(x 4 D,J( 18:0;| f(x)d™z
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1
E = / f(x) [—(’),-K,-(U)(x)+ 50:0;Di(x)| g(x)d"z.

Para cada uma das m integrais na expressio de E;, integramos por partes uma vez o
termo que contém K}U) e duas vezes o termo que contém D;;. E usando o fato de que
pelo menos uma das fungoes f e g possuem todas as suas derivadas nulas no contorno da
regiao de integracao, obtemos E, = D;.
Para n = 2, temos:
Dy = [ g(x)(Lh?f(x)d"z =

3 1 1
] 9(x) [K,F“}a,-ff}f)ak & 51{1-(0)8@“8#0; & 513,-3-3,-3}-1{,5")3* 3 %

Para cada uma das m integrais na expressao acima, realizamos duas integracoes por

D,-jc’)‘,-c'?jDHc')k& f(x)dmx.

partes para o primeiro dos quatro termos no lado direito, trés integracdes por partes para
o segundo e para o terceiro termos, e quatro integragées por partes para o quarto e tltimo
termo. Novamente, usando o fato de que todas as derivadas de ordem arbitraria de f e ¢
anulam-se no contorno da regiao de integrac¢ao, obtemos,

1 1
Dy = / £(x) [af1(§°’ak1f,£°> ~ 500 Dud K" - SO 0,0,

1
+Zaka,p,,¢aiajp,:j] 9"z = [ F(x)(Lo)*9(x)d™s = B,

Prosseguindo de maneira aniloga para n > 2, obteremos sempre E,, = D,, e, portanto,
a identidade estard demonstrada para funcoes f(x) e g(x) que satisfacam as condicdes de
validade enunciadas no inicio deste apéndice.
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