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Resumo

Neste trabalho estudaremos o comportamento de um feixe de particulas carregadas,
radialmente simétrico, quando este é lancado em um canal solenoidal com campo magnético
constante. Se esse feixe for denso e se propagar com uma velocidade muito menor que
a da luz, sofrera um forte efeito de repulsao Coulombiana, a qual competird com a forca
magnética externa do canal solenoidal. Em um dado momento, entre o regime de transicao
do estado inicial para o estado final de relaxacao, o feixe ejetara particulas do seu nucleo para
a borda e, esse processo se intensificard a medida que o feixe se propaga no canal solenoidal.
Analisaremos esse fenomeno de maneira detalhada, tanto para feixes com temperaturas
quanto para feixes frios. Para isso, construiremos modelos numéricos e analiticos, onde
ambos estabelecerao parametros que permitam otimizar o tempo de vida do feixe dentro do
canal solenoidal até a primeira ejecao de particulas, [1], [2], [3], [4].

Com o intuito de entendermos a dinamica do sistema como um todo, também estu-
daremos o estado estacionario do feixe. Para tanto, utilizaremos técnicas Lagrangeanas e
quantidade conservadas, como a energia total, a fim de determinarmos a emitancia do estado
relaxado [5], [6].

Palavras chaves: Fisica de Aceleradores, Fisica de Feixes, Lei de Gauss, Quebra de

Onda, Estado de Relaxacao, Emitancia RMS, Feixes com Temperatura.
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Abstract

In this work, we will study the behavior of a charged particle beam, radially symmet-
rical, when it is launched in a solenoidal channel with constant magnetic field. If the beam
is dense and propagate with speed much slower than the light, it will undergo a strong effect
of Coulomb repulsion, which compete with the strength of the external magnetic solenoidal
channel. At a certain point, between the transition from initial state to the ultimate state
of relaxation, the beam will eject particles from the core to its edge, and this process will
intensify as the beam propagates in the channel solenoidal. We will analyze this phenomenon
in detail either for cold beams as for beams with temperature. To do this, we will construct
analytical and numerical models, which both provide parameters to optimize the lifetime of
the beam inside the solenoidal channel until the first ejection of particles, [1], [2], [3], [4].

In order to understand the dynamics of the system as a whole, we will also study
the relaxed state of the beam. For this purpose, we will use Lagrangian techniques and
conserved quantities, as the total energy, with the purpose of determine the emittance of the
relaxed state [5], [6].

Key words: Accelerator Physics, Beam Physics, Gauss Law, Wave Breaking, Re-

laxation State, RMS Emittance, Beams with Temperature.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Panorama Geral

Um feixe de particulas carregadas é um conjunto de particulas que se movem na
mesma direcao com aproximadamente a mesma energia cinética. O ramo da Fisica que
estuda a interacao dessas particulas com campos eletromagnéticos é a Fisica de feixes que,
por sua vez, é uma sub-area da Fisica de Plasmas.

E dificil precisar a data dos primeiros trabalhos em Fisica de feixes (ou propria-
mente em Fisica de Plasmas). Contudo, podemos mencionar que algumas das primeiras
contribuigées vem através dos trabalhos de Child (1911) [7] e Langmuir (1913) [8] que, moti-
vados pelas experiéncias de Joseph John Thompson com raios catodicos, determinaram qual
a corrente maxima atingida por um fluxo de fons (de mesma carga) em um diodo planar.

Alguns anos mais tarde, em 1928, surge o primeiro acelerador de particulas. Sua
origem é contada através de duas histérias paralelas. A primeira acontece na Inglaterra,
no laboratério Cavendish, na cidade de Cambridge. Cockcroft e Walton, encorajados por
Rutherford (o qual acreditava ser necessario muitos MeV para continuar sua pesquisa com
ntcleos atomicos), projetam um gerador de 800 keV. Mais tarde, este gerador recebe modi-
ficagoes alcangando 700keV e executando a primeira desintegracao nuclear da histéria [9].

A segunda linha histérica data de 1924, quando Gustav Ising, diferentemente de
Cockeroft e Walton, propoe um modelo de acelerador linear utilizando campos variaveis no
tempo. Este modelo de acelerador so foi construido e aprimorado em 1928, pelo engenheiro
Noruegués Rolf Widerde, em Aaron, na Noruega [10]. Por se tratar do primeiro acelera-
dor com campos variaveis no tempo, muitos autores consideram este como o “verdadeiro”
primeiro acelerador [9], [11].

Enquanto os aceleradores eram construidos e testados tanto na Europa quanto na

América do Norte, por volta de 1929, Tonks e Langmuir utilizam pela primeira vez o termo



1.1. Panorama Geral

plasma em um artigo cientifico [12], para descrever oscilagoes coletivas de elétrons em gases
ionizados.

Em 1938, Anatoly Alexandrovich Vlasov da uma importante contribui¢ao ao mostrar
que a equacao de Boltzmann nao é adequada para descrever a dinamica de um plasma,
devido a existéncia de forcas coletivas de longo alcance (por exemplo, interagoes do tipo
Coulomb). Por isso, propoe a equagao de Vlasov (construida com base no teorema de
Liouville, nas equacoes de Maxwell e na forga de Lorentz) [13], que descreve as interagoes
entre as particulas através dos campos auto-consistentes criados no proprio plasma e nao
apenas através de colisoes.

Pouco apds esta época, entre 1939 e 1945, o mundo entra em um periodo de conflitos,
acontece a 2% guerra mundial. Nesta fase, a tecnologia bélica evoluiu rapidamente, sendo
crucial para o rumo do mundo. Esta corrida contra o tempo motiva os Estados Unidos,
em 1942, a fundar o Laboratério Nacional de Los Alamos, no Novo México. O laboratério
surge como parte do Projeto Manhattan, com o objetivo de ser um centro secreto para o
desenvolvimento de pesquisas nucleares.

Apés a guerra, a Europa sofre uma fase de reestruturacao. Com o apoio da UNESCO,
cria 0 CERN (Organizagao Européia para a pesquisa nuclear), na fronteira entre a Franga e
a Suica, com o intuito de promover a colaboracao entre Paises Europeus na area de Fisica
de Altas Energias. Enquanto isso, os modelos tedricos continuaram a ser desenvolvidos, e
em 1959, na antiga Unido Soviética, Kapchinsky e Vladimirsky [14] propoem uma solucao
particular para a equacao de Vlasov, levando em conta feixes continuos imersos em canais
focalizadores periédicos, conhecida como distribuicao K-V. Esta solucao supoe que as forcas
transversais, geradas pela repulsao das particulas, variam linearmente com suas respectivas
posigoes. Devido a sua simplicidade, a distribuigao K-V é amplamente utilizada tanto em
artigos cientificos quanto em livros [15], [16], [17], [11], [18].

Em 1968, os Estados Unidos concebem mais outro grande laboratério, o Fermilab,
com o intuito de amplificar os estudos em Fisica de Particulas.

Em 1970, os americanos Davidson e Krall [16] desenvolvem uma nova solugao para
a equacao de Vlasov, s6 que agora levando em conta também a rotacao do feixe e algumas
modificagoes na estrutura de focalizac¢ao (solenoidal uniforme), ou seja, criaram uma solugao
para o equilibrio cinético do feixe.

A importancia da distribuigao K-V ganha mais notoriedade quando, em 1971, Sacherer
e Lapostolle introduzem a descri¢ao de feixes em termos de valores médios quadréticos (root

mean square - rms) das quantidades fundamentais como: largura, divergéncia e emitancial

!Para detalhes sobre a emitancia, vide a secdo 4.1



1.2. Resultados do grupo de pesquisa

[19], [20]. Também por eles, foi proposto a popular equacao do envelope do feixe rms, a qual
monitora, através de uma equacao diferencial, a dinamica do raio rms do feixe.

Em 1994, Gluckstern [18] propoe um modelo analitico para a formagao de halo,
também utilizando uma distribuicao do tipo K-V. Seu artigo tornou-se referéncia para estu-
dos em modos de oscilacao coletiva [21], [22], [23], [24].

Em 1997, Chen, Pakter e Davidson [25], derivam uma nova solu¢ao para a equagao
de Vlasov, do tipo rotor-rigido, que leva em conta campos focalizadores periddicos e feixes
com distribuicao radial uniforme.

Em 2004, Moraes, Pakter e Rizzato [26], determinam uma solugao de equilibrio
cinético para um feixe continuo propagando-se fora do eixo de simetria. Até entao, para
todos os equilibrios cinéticos assumia-se, sempre, que o feixe era perfeitamente alinhado com
o eixo de simetria do campo focalizador.

Embora a lista de contribuicoes cientificas possa ser estendida por paginas e paginas,
ficaremos restritos ao estudo da dinamica transversal de feixes intensos, e nesse breve resumo
histérico, destacamos apenas os fatos que, de certa forma, possuem uma importancia mais

relevante no contexto global.

1.2 Resultados do grupo de pesquisa

Motivados pelo trabalho de Chen, Pakter e Davidson [25], citado na se¢ao anterior,
iniciou-se em 1997 o estudo especifico de feixes de particulas carregadas no grupo de Fisica
de Plasmas.

Apesar do grupo ja ter uma vasta experiéncia com o estudo de interacoes nao-lineares
em ondas de Plasma, e caos em sistemas hamiltoneanos, passou-se a focar os estudos nao sé
no desenvolvimento de solucoes de equilibrio para equacao de Vlasov, mas também solucoes
fora do equilibrio além de estudo em: crescimento de emitancia, formacao de halo e andlise
do regime de relaxacao.

Por exemplo, em 2007, Nunes e colaboradores, analisaram o regime de relaxacao de
um feixe frio, homogéneo e casado®. Eles mostraram que é possivel contabilizar a fracao de
particulas que migram do centro do feixe para o halo, sabendo apenas quantidades funda-
mentais como o tamanho do nticleo do feixe e tamanho do halo.

Neste mesmo ano, Rizzato, Pakter e Levin [1] estudaram o efeito de feixes frios,
nao-homogéneos, através de técnicas de perturbagao. Estes resultados permitem que seja

possivel determinar o tempo em que o feixe ejeta suas primeiras particulas para o halo (a

2Para detalhes sobre feixe casado, vide secio 2.3



1.3. Descrigao do feixe e das aproximagoes utilizadas

quebra de onda?).

Estes dois ultimos artigos serviram como base para o desenvolvimento de dois trabal-
hos desta tese [2], [5], onde ambos sofreram mudangas com o intuito de que seus resultados
abranjam situacoes mais gerais dentro da teoria. Além disso, um terceiro trabalho foi pro-
posto (o qual se encontra em fase de conclusao), visando o entendimento de feixes com
temperaturas (feixes quentes), que até entao nao tinha sido realizado no grupo. Entretanto,

deixaremos a descri¢ao basica sobre os trabalhos desenvolvidos para a secao de objetivos.

1.3 Descricao do feixe e das aproximacoes utilizadas

Estudaremos o comportamento de um feixe denso, composto por particulas de mesma
carga. Lancaremos esse feixe em uma regiao de campo magnético, produzida por um canal
solenoidal, o qual o fara espiralar e contrair. Devido a grande densidade de particulas, os
autocampos que se originam nas cargas (causando efeito repulsivo) e nas correntes (causando
efeito compressivo), também influenciardo na dinamica do sistema, fazendo com que esta
seja uma competicao entre forcas de atracao e repulsao.

Em relacao a classificacao dos campos utilizados, eles podem ser estaticos ou depen-
dentes do tempo. Na nossa modelagem, utilizaremos um campo magnético externo (do canal
solenoidal), que além de estatico, é constante e na direcao de propagacao do feixe. Para os
autocampos, mencionados no paragrafo anterior, também consideraremos aproximacoes ele-
trostaticas e magnetostaticas.

Vale salientar que levaremos em conta que as componentes transversais da velocidade
e o espalhamento das velocidades longitudinais sao pequenas em relacao a velocidade média
de propagacao do feixe, a chamada aprorimacao paraxial. Exemplos disso sao feixes obtidos
em aceleradores lineares, microscépios eletronicos, tubos de raios catédicos (CRT), ou mesmo
feixes curvos como os de bétatrons, ciclotrons e sincrotrons [15].

Sobre a geometria do feixe, consideraremos apenas feixes com simetria cilindrica,
continuos e longos, onde a forca de focalizacao é linear. Embora o feixe induza cargas na
borda do tubo condutor que o envolve, vamos considerar que o centroide do feixe nao oscila
em relacao ao eixo de simetria. Sendo assim, pela simetria do sistema, o tubo nao exercera
forga elétrica sobre o feixe (Lei de Gauss). Nenhuma preocupacao serda dada aos processos
de colimacao inicial e aceleracao do feixe, ja que vamos supor que o feixe se propaga com
uma velocidade constante (= ¢) na direcao longitudinal [27].

Os efeitos nao-lineares relativo as aberracoes no sistema de focalizacao, formam um

3Vide capitulo 3



1.4. Objetivos do trabalho

campo altamente especializado e nao serao tratados ao longo desse trabalho. Analisaremos,
contudo, os efeitos nao-lineares causados pela competicao entre a forca magnética devido ao
campo externo e a forca elétrica devido a repulsao Coulombiana entre as particulas, como

ja foi adiantado.

1.4 Objetivos do trabalho

Dentre os efeitos citados na secao anterior, estudaremos particularmente o fenomeno
da quebra de onda, um dos responsaveis pela fuga de particulas do nicleo do feixe para a
sua borda. Esta fuga resulta na perda do feixe ou na formagao de uma estrutura indesejada,
denominada halo.

Em suma, determinaremos quais serao os parametros otimos para que, dada uma
distribuicao inicial de particulas homogénea ou nao, o feixe mantenha-se por mais tempo
estavel dentro do canal solenoidal. Essa descrig¢ao serd abordada tanto numericamente quanto
analiticamente.

Embora a quebra de onda seja consistente para feixes frios, quando a velocidade inicial
de todas as particulas do feixe é zero, tal fenomeno nao ocorre em feixes quentes, mesmo que
a ejecao de particulas para o halo ainda exista. Sendo assim, desenvolveremos um modelo,
baseado na teoria de fluidos, para monitorar essa ejecao de particulas e caracteriza-la segundo
os parametros de controle do sistema.

Sabendo que o crescimento de emitancia (quantidade que em alguns casos pode ser
vista como a drea do feixe no espaco de fase) é um dos principais problemas da fisica de
aceleradores [15], [11], [28], analisaremos o estado de equilibrio do feixe, isto é, quando o feixe
entre em um regime de relaxagao (visto que todo crescimento de emitancia estd associado
a relaxagao do feixe e a um estado de equilibrio [5], [29]). Faremos essa andlise através de
técnicas de Lagrangeano médio, conservacao de energia, bem como técnicas numéricas, deter-
minando a emitancia do estado relaxado. Sendo os tépicos descritos ha pouco os principais
assuntos abordados nessa tese, optamos por dividi-la da seguinte maneira:

No Capitulo 2, deduziremos a equacao de movimento do feixe a partir da forca de
Lorentz e dos campos aplicados, e na sequéncia, faremos a sua adimensionalizacao. Dis-
cutiremos algumas possiveis geometrias para a distribuicao inicial de particulas na seccao
transversal do feixe (feixes parabdlicos, uniformes, gaussianos) e por final ilustraremos a
evolucao temporal do feixe no espago de fase.

No Capitulo 3 trataremos especificamente do fenomeno da quebra de onda (wave
breaking), principalmente para feixes nao-homogéneos. Comegaremos através de uma re-

visao da literatura e depois definiremos matematicamente a quebra de onda. Seguiremos a



1.4. Objetivos do trabalho

discussao propondo um modelo analitico, baseado em técnicas de perturbacao, que estima
o tempo de quebra de onda tanto para feixes casados (em equilibrio) como descasados. No
final do capitulo faremos a comparacao dos calculos analiticos e numéricos através de uma
figura tridimensional (tamanho do feixe, ndo-homogeneidade e tempo de quebra de onda).

No Capitulo 4 discutiremos o estado de relaxacao do feixe e definiremos conceitos
tipicos da area de Fisica de feixes como emitancia e envelope. Com o intuito de estudar a
dinamica de relaxacao do feixe, introduziremos um modelo unidimensional para a dinamica
de distribuicao das particulas, com o auxilio da equacao da continuidade e técnicas de La-
grangeano médio. Esse modelo serd integrado em conjunto com uma simulacao de particulas
testes, e no final, comparado a uma simulacao auto-consistente, onde, em ambos os casos,
calcularemos a emitancia do estado relaxado.

No Capitulo 5 falaremos sobre o feixe quente, deduzindo um modelo de fluido la-
grangeano e comparando a uma simulagao auto-consistente. KEsta comparacgao sera feita
por meio do crescimento da emitancia térmica, quantidade que serd definida com base
na emitancia rms, e na divergéncia ou descontinuidade da compressibilidade (quantidade
derivada da equacao de fluido). Veremos que existe uma transi¢ao de fase no sistema, a qual
pode ser controlada mediante mudancas na nao-homogeneidade e na temperatura inicial do
feixe.

E finalmente, no Capitulo 6, apresentaremos as conclusoes finais, destacando os prin-

cipais resultados e algumas perspectivas para a continuidade do trabalho.



Capitulo 2

Fundamentos

2.1 Forca de Lorentz e a equagao de movimento

Em Fisica, a equacao que descreve o movimento de corpos carregados sob a influéncia
de campos eletromagnéticos é chamada forca de Lorentz, que no sistema CGS de unidades

pode ser escrita como:

—
—

F:q(ﬁ+g x B). (2.1)
Imagine que agora desejamos calcular a for¢a de Lorentz que um fio (que passa pela origem
O de um sistema de coordenadas), com corrente I e uma quantidade = de cargas ¢, exerce
sobre uma carga ¢, contida em um segundo fio, com corrente I, situada a uma distancia 7
do primeiro fio de acordo com a figura 2.1.

Para efetuarmos esse célculo, necessitamos tanto do valor da inducao magnética B
quanto do valor do campo elétrico E no ponto onde desejamos saber o valor da forca, o qual
chamaremos de ponto P.

Se supormos que o fio 1 é infinitamente longo, e que a corrente I é uniforme, pela
simetria do problema podemos dizer que a induc¢ao magnética é, produzida pela corrente
estacionaria do fio 1, deve ser tangente a uma circunferéncia centrada no fio 1, como podemos
ver na representacao da figura 2.2. Nesse caso, podemos usar a lei de Ampere e escolher

como amperiana a circunferéncia C, centrada no fio 1 (vide a mesma figura 2.2), ou seja:

fé-df = @; (2.2)
c C
AT
B(2rr) = %; (2.3)
iR 21N\ ~
B = (Z)a. 2.4
(%) (24)



2.1. Forga de Lorentz e a equagao de movimento

r
Figura 2.1: Dois fios condutores transportando correntes I e Is, com cargas ¢’ e ¢ respectivamente, sepa-

rados por uma distancia 7 e com o fluxo de carga apontado na mesma diregao. A forga magnética (F,,) que

o fio 1 faz sobre o fio 2 é de atragao, e a forga elétrica entre as cargas de mesma espécie é de repulsao.

Figura 2.2: Fio condutor transportando um corrente constante I, envolvido por uma curva amperiana C

de raio 7.



2.1. Forga de Lorentz e a equagao de movimento

Sabendo a expressao de B , agora nos resta calcular o campo elétrico E gerado pelas cargas
contidas no fio 1 no mesmo ponto P. Para isso redesenharemos a figura 2.2, substituindo
a curva amperiana por uma superficie gaussiana. Se utilizarmos os mesmos argumentos
de simetria que empregamos anteriormente, podemos aplicar a lei de Gauss pra calcular o

campo elétrico que no sistema CGS é definida como:

Figura 2.3: Distribui¢ao cilindrica de carga com densidade linear de carga A e comprimento h, envolvida

por uma superficie gaussiana de raio 7.

7{ E - ndA = 4nd; (2.5)
S

Como o angulo entre E e ny (n3) é zero , ja que E é radial pra fora, o fluxo de campo elétrico
ocorrera apenas na superficie lateral do cilindro formado pela superficie gaussiana. Assim,

0 campo elétrico sera:

EAcos(0° = 4nq/; (2.6)
E(2nrh) = 4nq'; (2.7)

se supormos que a carga encerrada pela superficie gaussiana possui uma densidade linear de

carga A, podemos reescrever a expressao da carga elétrica como:

10



2.1. Forga de Lorentz e a equagao de movimento

E27rh) = 4w (\h); (2.8)
logo:
- 2\
E = — 2
o (29)

como sabemos o valor de £ e B no ponto P, podemos calcular agora a forca exercida pelo
fio 1 sobre a carga ¢ contida no fio 2. Entretanto, nos interessa saber qual o efeito desta
forca mediante a competicao com uma outra forca, que surge quando injetamos o feixe em

um canal solenoidal com uma indugao magnética constante, B.,; = Byk.

o : . » = U=
Se incluirmos essa inducao magnética externa B, no produto vetorial — x B, temos
c
em coordenadas cilindricas:
. r 0 k
U B=|w w w |
c c c c )
21
0 = B
v = veBy v, 21\ . Bov,\ » 21v,\ »
Sx B = (M- B2 (o (20 )k (2.10)
c c cre c e

nesse ponto, vamos supor que a velocidade de propagacao do feixe na direcao z é constante, o
que implica diretamente em anular o dltimo termo da equagao (2.10), visto que é proporcional
a aceleracao em z. Sendo assim, e sabendo que v, /¢ = 3, podemos reescrever a equagao (2.10)

COIMoO:

U — B 2[ B r A
E><B~<”" 0——ﬁ>7ﬁ—< oY )9. (2.11)
& C rc C

Inserindo o produto vetorial calculado na equagao anterior e o campo elétrico calculado pela

equagao (2.9), podemos reescrever a forga de Lorentz (equagao 2.1) como:

ﬁ:qK%—%ﬁj"BO)f— (BOUT>é}. (2.12)

r rc C C

Também podemos obter a forca F desse sistema eletromagnético através da segunda Lei de

Newton na forma relativistica:

F = dp/dt = d(ym®)/dt = ymdv/dt = ymd; (2.13)

11



2.1. Forga de Lorentz e a equagao de movimento

onde v = (1 — (v2 + vZ + v?)/c?)~/2, o fator relativistico, é constante no tempo através da
consideracao de que v, e vy sao0 muito menores que v,, que ¢ constante. Logo, se igualarmos

a expressao anterior a equagao (2.12), obtemos entao:

. 2\ 2]5 ’UQBOA B()UTA
=222 ) - ()
r rc c C

(2.14)

que relaciona a segunda Lei de Newton a forca de Lorentz. Agora vamos reescrever o vetor
de aceleracao a@ e as componentes das velocidades v, e vy em coordenadas polares. Por hora
vamos apenas utilizar diretamente as expressoes de @, v, e vy que se encontram deduzidas

na referéncia [30]. Assim, para d, temos:

i = ym [(i»' — )i+ (270 + ré)é] . (2.15)

Sabemos que ¥ em coordenadas polares pode ser escrito como:

7= 0,7 + v = 7 + r60; (2.16)

comparando as componentes radiais das expressoes (2.14) e (2.15), e ainda, levando em conta

que vy = 6 pela equagao (2.16), obtemos:

ym(i —r6?) = q[% (A - %) + B‘;w] = Q[Z (A - @) + Boré];

P [2 (A _ @) n 307’9] (2.17)

ym Lr c

Fazendo o mesmo procedimento para a componente angular (6):

. Ber
ym(2r0 + rf) = 4 Or;
C
. Bor
2 + 1 = — 12 (2.18)
yme

As equagoes (2.17) e (2.18) representam as componentes radial e angular, respectivamente,

da forca de Lorentz em coordenadas cilindricas para um referencial inercial. Contudo, se

12



2.1. Forga de Lorentz e a equagao de movimento

45

' X
\/ 8 #e

Q=de/dt

Figura 2.4: Representacao entre dois referenciais concéntricos, onde S é um referencial inercial(fixo) e S’

é nao-inercial (girante).

quisermos saber como essas equacoes se modificam quando mudamos para um referencial
girante (ndo-inercial), precisamos adaptd-las mediante uma transformada. Faremos isso
com a ajuda da figura 2.4, na qual usaremos trés varidveis (0, ¢ e Qt) para facilitar no

procedimento. Iremos identifica-las como:

e ( serd o angulo entre o ponto P, onde esta o fio 2, e o referencial S;
e ' serd o angulo entre o ponto P e o referencial S’;

e E finalmente, (2t sera a distancia angular entre os eixos dos referencial fixo S e o

referencial girante 5.

Matematicamente, podemos expressar 6’ em funcao de 6 e Qt. Logo:

0 =0— Q. (2.19)

Onde a equagao acima nos fornece a transformacao do referencial inercial S para o referen-
cial nao-inercial S’. Contudo, desejamos achar um referencial mais especifico, um referencial
nao-inercial em que o fio 2, representado por um ponto P na figura 2.4, gire com a mesma
velocidade angular que o referencial nao-inercial S” (o chamado referencial de Larmor). Pode-
mos ver pela geometria da figura 2.4 que se escolher ' igual a zero, temos essa condicao

satisfeita, ou seja:

13



2.1. Forga de Lorentz e a equagao de movimento

0=10-Qt (2.20)

o que implica em:

f=U=0=0=0=0; (2.21)

se substituirmos os novos valores de 8 e 6, dados pela equacio (2.21), nas expressoes (2.17) e
(2.18), obtemos as novas componentes radial e angular da forca de Lorentz, sé que agora ja
adaptadas para o referencial de Larmor [enfatizando novamente que esse é um referencial que
gira com a mesma velocidade angular que o ponto P (fio 2)]. Comegando esse procedimento

pela parte angular, temos:

Byr B
27 = ~ L0 g 100 (2.22)
yme 2yme
para a parte radial:
2 I Byr§2
%_er:L[_(A__ﬁ)JF o7 ]; (2.23)
ym Lr c c
112 I B
7'3_7{22:—[—(]()\——5>}—|—< 470 )Qr; (2.24)
rLym c 2ymc
B
identificando que: Q = — 470 é a freqiiéncia angular, pela equagao (2.22), podemos ree-

2yme
screver a equagao (2.24) como:

F—rQ? = l[ﬁ@\— E)} —2927’;

r Lym

Assim:

7"—1—(227’—%[72—;( —E)}: : (2.25)

que representa a forga de Lorentz entre um fio e uma carga, considerando também um campo
externo By na direcao z. Outra operacao pertinente e comumente utilizada na area de fisica

de feixes, é mudar a dependéncia da derivada de r, a qual é tomada com relagao ao tempo

14



2.1. Forga de Lorentz e a equagao de movimento

t, para uma derivada de r em relacao a coordenada z. Fazemos isso com uma mudanca de

variavel do tipo:

d ddz

onde: dz/dt =v, e f =v,/c = v, = B¢, 0 que implica em considerar que a velocidade na

diregao z é constante. Logo:

&= 2B (2.27)

substituindo o resultado de (2.27) na equagcao (2.25), obtemos:

1r2 1
5202’F + Q2T _ _[ q < _ _/B)] — 0’ (228)

rLym c
onde 7, de agora em diante, representa a derivada em relagao a z, ou seja, dr/dz.! Se

dividirmos a equagao (2.28) por 3?c?, temos:

02 1[ 2q (A—E)]z& (2.29)

F+—==r——|——=
[2c? r LympB2c? c
Identificando que [Sc representa a velocidade v,, podemos definir a corrente I do feixe rela-
tivistico, na direcao z, como I = Ngfc. Também é conveniente reescrever a densidade linear
de carga como A = Ng, onde N é o numero de portadores por unidade de comprimento h,

e a frequéncia ). Sendo assim, a equagao (2.29) torna-se:
(= smga) T s L ')
— B Ng— N =0 2.30
r < 2ympc? " r LympB2c? q ap ( )
Evidenciando Ngq e sabendo que v =1/y/1 — 2= 1/4* =1 — %
. qBo )2 ( 2N ¢? ) 1
_ 170 (= \Z . 2.31
r < 2ympc? " v3mpB2c:/) r (2:31)

O termo Qf, = qBy/2ymBc? é conhecido como freqgiiéncia de Larmor normalizada, e pode ser

escrito em fungao de k, a chamada constante de focalizacao [16], através da relagao: k= Q3.

'Vamos manter a mesma notacio ¥, apenas para nao carregarmos indices extras.

15



2.1. Forga de Lorentz e a equagao de movimento

J4 o termo adimensional K = 2N¢*/y3m[3*c? é conhecido como perveancia auto-consistente

do feixe [16]. Definidos K e k podemos reescrever a equagao (2.31) como:

K
P4+ kr—— =0; (2.32)
T

a equacao anterior, observando do referencial do laboratorio, descreve o movimento
entre dois fios carregados. Nele o fio 1 encontra-se em repouso na origem O do sistema de
coordenadas e o fio 2 gira em torno da origem O com a mesma velocidade angular €2 que o
sistema de coordenadas S’ (vide figura 2.4).

Imagine que agora ao invés de termos apenas o fio 2 tenhamos ¢ fios transportando
correntes I. Se todos esses ¢ fios girarem com a mesma velocidade angular €2 em torno
de O, esse movimento de cargas criard uma corrente que implicard na inducao magnética
de um Eauto, no sentido oposto a indugao magnética do campo externo B = Bol%, ou seja,
um éauto = —Bautol%. Contudo, negligenciaremos esse éauto, pois no calculo que segue
provaremos que Bouto ¢ muito pequeno.

Para isso vamos supor que as linhas de campo magnético geradas pela inducao
magnética gauto sao paralelas ao eixo z, semelhante a linha de campo formada no centro do
solendide, como podemos ver na figura 2.5 (a). Também vamos supor que nosso solenéide é
grande e que o espago entre as espiras é pequeno, para que Bouto seja considerado uniforme.

Sendo assim, aplicando a Lei de Ampere para o caminho 1234, conforme indicado na

figura 2.5 (b), obtemos para M espiras justapostas:

/ Bowo - dl = M-, (2.33)
C

C

- . . . . . . . AT
/ Bauta -dl + / Bauto -dl + / Bauto -dl + / Bauto dl = ML, (234>
12 23 34 41 c

Como:

/ Bouto - dl = / Bouto - dl =0 (2.35)
23 41

Devido ao produto escalar entre B e dl ser nulo; e:

/ Bouto - dl = 0 (2.36)
34

16



2.1. Forga de Lorentz e a equagao de movimento

EEr e
H ¥

(b) 3: ‘4
COEHPOOONOE®

T

7 S ¥
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Figura 2.5: Inducao magnética de um solendide.

Por néao existir indu¢ao magnética fora do solenéide (supomos que as linhas estao confinadas

apenas dentro) a unica integral nao nula é a do caminho 12, logo:

4l
_Bautod - c ; (237)
o sinal negativo provém do fato de que o autocampo ser no sentido negativo de z. Contudo,
se ha M espiras no comprimento i do solenéide, no comprimento [ haverda MI[/h espiras.
Como cada espira transporta uma corrente I, a lei de Ampere para o solendide é escrita

COIMoO:

4]
_Bautod = n%a (238>

Onde n = M/l é o nimero de espiras por unidade de comprimento [. Se reescrevermos a

corrente I em coordenadas polares, temos:

r d r d
I= / / J - hdA = / / ngQdrdz (2.39)
0 0 0 0

onde J é a densidade de corrente, dA é um elemento infinitesimal de area, Q = —¢By/2ymc

(pela equacao (2.22)) é a velocidade angular com que as particulas giram em torno da

17



2.2. A interpretacao, generalizacao e adimensionalizacao da equacao do movimento

origem, n é o numero de portadores por unidade de volume e g é a carga de cada portador.
Supondo que nosso perfil de densidade seja do tipo: n = N/mr? = n = N/(2r [rdr)
= N/2r = n f rdr, onde N é o numero de portadores por unidade de comprimento, se

isolarmos ¢ na equacgao (2.22) podemos reescrever a equagao (2.39) como:

4 By Nd Nq¢?Byd
_Bautod = —TI—W 470 _:_&

¢ 2yme 27 ymc?

(2.40)

o termo v, = N¢*/mc?* é conhecido com parametro de Budker. Para o caso da aproximagao
ial? v, ¢ muit 16 densidade d i < t
paraxial® v, € muito menor que um , € que a densidade de espiras 77 € menor que 7, temos,

aproximadamente que:

Bauto Yy Bauto
— = = 22, 2.41
By Y By ( )

que é o que desejavamos provar.

2.2 A interpretacao, generalizacao e adimensionalizacao

da equacao do movimento

A equagao diferencial (2.32) é nao-linear e foi deduzida para representar a forca entre
dois fios. Contudo, como ja foi adiantado, nao estamos interessados apenas na interacao
entre dois fios, mais sim entre N fios. Ou seja, podemos imaginar que entre o fio 1 e o fio 2
(figura 2.1) existam outros N fios. Sendo assim, torna-se necessério substituir a perveancia
K (que é proporcional ao quadrado da carga ¢ do fio 1), por uma fungao que mega a carga
liquida Q(r) entre a origem, em r = 0, e uma distancia r(z), onde se deseja calcular o campo.
Entao, definiremos a nova perveancia como: Q(r) = KN(r)/n, onde N(r) é o nimero de
particulas entre a origem r = 0 e o ponto P (localizado em 7(z) = r) e n é o ntimero de
particulas por unidade de comprimento axial h. Agora, nossa nova equacao do movimento

fica definida como:

Q(r)

r

= 0. (2.42)

T+ Kr —

A equagao (2.42) representa o movimento de “cada” um dos N fios no referencial de

Larmor. Como o sistema é unidimensional e sua dinamica depende apenas da coordenada

2A aproximacdo paraxial consiste em considerar que o momentos p, e Dy, na direcao transversal do
movimento, sao muito menores que o momento p, na direcao longitudinal de propagacao das cargas, o que

possibilita uma abordagem classica na direcao transversal e relativistica na direcao de propagacao z.

18



2.2. A interpretacao, generalizacao e adimensionalizacao da equacao do movimento

radial r, podemos visualizar os N fios no plano transversal x—y (supondo a mesma orientacao
de eixos da figura 2.2) como um feixe de particulas, onde cada particula representa um pedago
de cada fio em um determinado tempo z. Sua evolucao temporal (na verdade espacial por
se tratar da evolugao da coordenada z) serd feita mediante integracao da equagao (2.42).

O termo rkr representa o efeito de focalizacao sobre o feixe, proporcionado pela
inducao magnética externa Beay que ¢é constante e na direcao z. Jé o segundo termo Q(r)/r é
o termo de repulsao Coulombiana, responsével pelo efeito de carga-espacial (“space charge”).
Sendo assim, a dinamica total das particulas sera dada pela competicao entre a forca de fo-
calizacao do campo magnético externo e os autocampos gerados pelas cargas e correntes das
préprias particulas.

Feixes onde o efeito de carga espacial é relevante, normalmente sao feixes densos [15],
nos quais o efeito de repulsao Coulombiana torna-se intenso devido a grande quantidade de
particulas. Entretanto estes feixes nao podem ser muito energéticos, pois para feixes com
alta energia cinética v, ~ ¢, e o tltimo termo da equacao (2.30) (a saber, Nq — N¢j3?)
torna-se nulo, ja que f = v,/c ~ 1. Como relacao a geometria e o meio de propagagao,
consideraremos que o feixe se propaga no vacuo com velocidade axial v, constante, e é
azimutalmente simétrico ao redor do eixo z, conforme descrevemos na introducao desse
trabalho.

Por questoes de praticidade, a equagao (2.42) ainda pode ser adimensionalizada em
funcao de k, eliminando sua dependéncia e deixando r e z como varidveis adimensionais.

Fazemos isso supondo as transformagoes:

Y=k = 2= ——; (2.43)

/
= \Kr =r=—; (2.44)

ﬁ n kr'! B Q(T/) =0; (2'45)

Simplificando:

d2 7’/

VitV —r A o (2.46)

Dividindo ambos os lados por y/k:
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2.3. Feixes homogéneos

B, QW)
dz’2+7ﬂ oy

=0; (2.47)

Apenas por questoes estéticas vamos remover o indice ’ (linha) e reescrever a equagao de

movimento em sua forma definitiva como:

P — ot =0 (2.48)

onde as novas variaveis r e s sao adimensionais.

2.3 Feixes homogéneos

Agora que temos a equacao do movimento precisamos propor uma distribuicao inicial
de particulas para integra-la. Primeiramente, vamos supor o perfil mais simples de todos,
um perfil onde todas as particulas se distribuem de maneira uniforme e homogénea em sua

seccao transversal:

0<7r<nm; (249>

n(r) = 7r2’
0, rp<r <1y
Onde n é a densidade de particulas por unidade de area, N é o nimero de particulas por
seccao transversal, r;, é o raio maximo do feixe no estado inicial, r,, é o raio do tubo que con-
fina o feixe e r é o raio de cada particula. Assim, temos particulas equidistantes distribuidas
entre valores 79(z = 0) = 0 e 7(2 = 0) = 1. * Também vamos supor que o feixe é frio no
estado inicial, ou seja, vy(z = 0) = 0 para todas as particulas.
As condigbes propostas hé pouco podem ser visualizadas nas figuras (2.6a) e (2.6b).
Em (a) temos o espa¢o x — y de um feixe frio composto por 10.000 particulas no instante
inicial onde z = 0 e ao seu lado, na figura (2.6b), o seu respectivo espaco de fase. Note que
exibimos apenas a condicao inicial do feixe, contudo, se desejarmos visualizar sua evolugao
temporal, precisamos integrar a equacao (2.42).
Excepcionalmente para o caso da distribuigao uniforme com raio méximo (r, = 1),
o feixe nao altera o seu comportamento depois de integrado. Isso se deve a duas condigoes

mutuamente satisfeitas: a distribuicao proposta ¢ uma distribuicao de equilibrio e a escolha

3Novamente, gostariamos de lembrar que fizemos uma mudanga de varidveis na equagao (2.27), e agora

z faz o papel do tempo.
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1,0 | )1 0.1 ®)
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Figura 2.6: Em (a), espago X-Y de um feixe frio com distribui¢ao de particulas uniforme em r para z =0

e vg(z =0) = 0. Em (b), a representacao do mesmo feixe, sé6 que no espago de fase.

do raio maximo, r, = 1, representa a condicao de equilibrio para a borda do feixe. Sabemos
que para um corpo em equilibrio estético, o somatoério das forcas atuantes sobre ele é nula [31].

Se aplicarmos essa condigao a equacao (2.48) teremos:

—w+Qy):0; (2.50)
Isolando r na equacao acima, obtemos:
r=/Q(r); (2.51)

Como a carga total normalizada é conservada, entao Q(r,) = 1, logo:

Teq = :|:17 (252)

Como 7., = —1 nao faz sentido fisicamente, teremos apenas em 7., = 1 um ponto de
aceleragao nula, ou seja, um ponto de equilibrio estatico. E comum na linguagem de fisica
de feixes dizer que o feixe é “casado” (em inglés matched beam) quando escolhemos a borda
do feixe como o ponto de equilibrio, nesse caso, r, = 1.

Assim, para que haja uma dinamica entre as particulas, escolheremos um feixe
“descasado” (unmatched beam, 1, # 1) com um comportamento semelhante ao visto na
figura 2.7.
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-15 -1,0-05 00 05 10 15 1,5 -1,0 -05 00 05 10 15 1,5 10 -05 0,0 05 10 15
X X X

Figura 2.7: Evolugdo de um feixe homogéneo descasado com 10.000 particulas. Em (a) temos o feixe em
seu estado inicial quando z = 0. Nos dois instantes seguintes, em (b) e (c), o feixe sofre uma expansao até

quando, em (d), atinge a amplitude maxima e novamente contrai, em (e), até chegar ao tamanho inicial, em

(f).

No painel (a) temos o feixe em seu estado inicial no espago x — y. Em (b) ele é
integrado uma unidade de tempo, donde verificamos uma expansao em relagao ao estado
inicial, devido a repulsao Coulombiana. Essa expansao continua, como em (c), até atingir
um valor critico, em (d), onde as forcas Coulombianas sao vencidas pelas forcas do campo
focalizador externo, e assim o feixe se contrai, como em (e), até voltar ao seu tamanho
inicial, em (f), completando um ciclo de oscilagdo. Esse movimento de oscilagao perdura-se
ao longo do tempo, como pode ser visto na série temporal da figura 2.8 (a). Embora a
particula nao se mantenha com a mesma amplitude de oscilagao, pela figura 2.8 (b), nota-se
que seu movimento é periodico.

Mesmo no caso do feixe descasado, quando temos uma dindmica mais rica frente ao
feixe casado, o feixe uniforme estd longe de um perfil realistico [15]. Por isso, iremos propor
um perfil de densidade nao-uniforme na préxima secao, o qual serd o objeto de estudo mais

aprofundado nesse trabalho.
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Figura 2.8: (a) Série temporal de uma particula em um feixe homogéneo. E em (b), o seu respectivo espago

de fase para z = 130 tempos de integracao.

2.4 Feixes nao-homogéneos

Embora seja possivel propor diversos perfis de feixes nao-uniformes, optamos por um
perfil parabdlico, principalmente devido a sua simplicidade nos calculos analiticos. Nesse

perfil, todas as particulas sao inicialmente distribuidas de acordo com a equacao:

N r?
(25 -] 0<r<n
n(r,x) =19 7 [ X 2 e (2.53)
0, T, <1 < Ty

Note que agora, além de n depender de r depende também do parametro xy € [—1,1], o
qual definiremos como “parametro de nao-homogeneidade”. Queremos frisar também, que a
equacgao (2.53) é um ansatz, e foi introduzida dessa maneira simplesmente por preencher os
requisitos de parabolicidade e normalizacao que desejamos, ja que n(r, x) & Cr? corresponde
a um perfil parabdlico.

Para entendermos o sentido desse ansatze o efeito do parametro de nao-homogeneidade
X, vamos analisar o seu comportamento na equacao (2.53) em termos de r e da densidade
de particulas n, como consta na figura 2.9.

Neste exemplo geramos cinco feixes em seus estados iniciais (z = 0), com diferentes
valores de x. Observe que para o extremo positivo, quando y ~ 1.0, temos um feixe comple-
tamente parabdlico, onde as particulas populam mais a borda do feixe, préximo a ro/r, = 1.0.
A medida que diminuimos o valor de y, a parabolicidade do feixe vai tendendo a uma dis-

tribuicao uniforme, que é o que acontece quando inicializamos o feixe com y = 0.0. Para
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Figura 2.9: Comportamento da densidade de particulas inicial (equacao (2.53)) em funcao do raio inicial

do feixe para diferentes valores de .

valores de x negativos o comportamento se inverte. As particulas tendem a se concentrar
préximas a regiao central do feixe, r9/r, &~ 0.0, e esse comportamento se acentua quando
atingimos o extremo negativo, em y = —1.0.

Sobre um outro ponto de vista, temos os mesmos cinco feixes reproduzidos a pouco
no espaco x —y. Embora as diferencas entre os quadros (b), (c) e (d) ndo sejam tao visiveis,
a discrepancia entre os casos (a) e (e) é mais marcante, quando olhamos a populagao de
particulas na borda e no centro do feixe.

Agora que temos uma distribuicao inicial de particulas e uma equacao de movimento,
finalmente discutiremos um pouco sobre o processo de integracao e principalmente sobre a

dinamica do sistema.

2.5 Dinamica da equacao do movimento

Como a equagao de movimento (2.48) é nao-linear, nao é possivel integré-la ana-
liticamente. Por isso, recorreremos a técnicas numéricas, no nosso caso, uma simulacao
auto-consistente. A idéia da simulacao auto-consistente provém da interagao dos campos
eletromagnéticos com as coordenadas de posicao e velocidade das particulas. A partir do
momento que inicializamos um conjunto de particulas carregadas, podemos calcular os seus

campos eletrostaticos e magnétostaticos. Estes campos, a medida que sao gerados, alteram as
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2.5. Dinamica da equagao do movimento

Figura 2.10: Espago X-Y para cinco feixes com valores distintos de y, distribuidos em sua sec¢ao reta de
acordo com a equagao (2.53) com z = 0, r, = 1 e v9(z = 0) = 0. Temos, (a) x = 1,0, (b) x = 0,5, (c)
x=0,0,(d) x=-0,5¢ (e) x =—1,0.

coordenadas de posicao e velocidade de cada particula que os gerou. Estas novas mudancas
de posicao e velocidade gerarao novos campos e assim, o processo decorrerda de maneira
auto-consistente.

Embora cada valor de x da figura 2.9 possua um perfil particular para a distribuicao
inicial das particulas, todos eles possuem um grau de nao-homogeneidade, com excecao do
caso x = 0,0 que é uniforme. Sendo assim, escolheremos arbitrariamente o valor de x = 0,6
para ilustrar a dinamica do feixe e o efeitos que surgirao.

Na figura 2.11 dividimos o espaco de fase em quadros, representando nove instantes
de tempo distintos, os quais foram escolhidos especificamente para ilustrar as mudancas mais
significativas que ocorrem no sistema. Ainda devemos lembrar que esse é um feixe casado
e frio, ou seja, possui um raio maximo, r, = 1, e todas as particulas foram inicializadas em
z = 0 com velocidade radial nula, vy = dr/dz = 0.

No quadro (a) temos o estado inicial do feixe, onde todas as particulas estao dis-
tribuidas sobre a linha entre » = 0 e r, = 1. Passados alguns instantes de tempo, inicia-se
entao um movimento de oscilagao semelhante ao movimento de uma corda com as extremi-

dades fixas, ou até mesmo de uma onda, como podemos observar no quadro (b).
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2.5. Dinamica da equagao do movimento

O fato das extremidades se manterem fixas nao é mera coincidéncia, mas sim um
efeito direto da escolha de um feixe casado. A grande vantagem desse tipo de feixe é que ele
restringe o transito das particulas entre 0 < r < r, por um grande periodo de tempo. Essa
restricao nos permitira descrever analiticamente o fenomeno da quebra de onda com mais
facilidade, como veremos nas préoximas segoes.

Em (c), vemos que & medida que o feixe evolui e as particulas vao interagindo entre
si, formam-se frentes de ondas, com pequenos picos, até que em um determinado tempo
critico, zy ~ 128 (quadros (d), e (e)), ocorre o fenémeno da quebra de onda. Diferente
de um processo ressonante onde as particulas seriam expelidas pouco a pouco para fora do
feixe, a quebra de onda é um fendmeno brusco, ou seja, repentinamente jatos de particulas
sao expelidos do nucleo do feixe, circundando-o e criando uma nova estrutura em forma de
anel, denominada “halo” (quadro (f)). Embora todos os mecanismos que formam o halo nao
sejam totalmente conhecidos [23], a quebra de onda tem funcao significativa neste processo,
e por isso sera o elemento de estudo da proxima secao.

No quadro (g), podemos notar que logo apés o primeiro jato, outros sucessivos sao
lancados para o halo. Este processo mantém-se de maneira continua, até resultar em uma
difusdo entre o halo e o niicleo do feixe?.

Mesmo que a ejecao de particulas nao cesse, o sistema migra para um estado final de
relaxacao, ou seja, embora ainda exista uma troca de particulas entre o nicleo do feixe e o
halo, o retrato do espaco de fase ja nao possui uma mudanca tao significativa, como pode

ser visto entre os quadros (h) e (i).

4No atual contexto, quando falamos em ntcleo do feixe estamos nos referindo a linha de particulas mais

escura que se destaca principalmente na regiao central do quadro (i) da figura.

26



2.5. Dinamica da equagao do movimento

0,8

0,6
0,4
0,2

-0,2 |
0,4 1
0,6 1

-0,8

0,8

0,6
0,4
0,2

0,2 1
0,4
0,6 1

-0,8

0,8

0,6 -
04 1
02 4
> 001
021

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4

0,0 0,2 0,4 06 0,8 1,0 1,2 1,4
r

04 17

-0,6

0,8

z=160 (9

0,0 0,2 0,4 06 0,8 1,0 1,2 1,4
r

0,8

0,6 1
0,4 1
0,2 1
0,0 1
02 |
.0’4 4
06 |

-0,8

0,8

0,6 A
0,4 A
0,2

0,0

0,2
0,4
0,6 |

-0,8

0,8

0,6 1
0,4

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4
r

/

7=128 (o)

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4
r

02 s

0,0 |
202 1
04 4
0,6 1

-0,8

z=200  ___(h)

0,0 0,2 0,4 06 0,8 1,0 1,2 1,4
r

0,8

0,6 -
0,4 1
0,2 1
0,0
02
0,4 -
06 |

-0,8

0,8

06 I—
04
02
0,0 1
02
04 |
-0,6 1

-0,8

0,8

0,6

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4
r

z=140 0

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4
r

z=240 ()

04 {
02 | .1

0,0 f:-

02

04 17
-0,6 1

-0,8

0,0 0,2 0,4 06 0,8 1,0 1,2 1,4
r

Figura 2.11: Evolucao temporal de um feixe de particulas no espago de fase. Dentro de cada um dos

quadros exibimos o “tempo”, z , em que cada gréafico foi obtido.
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Capitulo 3

Quebra de onda ( Wawve breaking)

Se estivermos tratando de um feixe frio e nao-colisional, a dinamica de todas as particulas
serd apenas de oscilagao em torno de seus respectivos pontos de equilibrio. Sendo assim,
enquanto nao houver o cruzamento entre elas, podemos interpretar o feixe como um fluido
em regime laminar.

Isso nos permite afirmar que a carga, Q(r, z), em um determinada posicao r, seja
calculada através da carga inicial Q(rg,0), onde rqg = r(z = 0). Logo, a quantidade de carga
d@, entre duas particulas vizinhas localizadas em uma posicao r e r + dr, sera dada por

dQ = 2nrn(r, z)dr = 2wron(ro, 0)dry, ou seja:

To 1

' Or/drg (3:-1)

n(r, z) = n(re,0)

Onde n determina a densidade de carga do sistema, e r a coordenada de cada particula. A
quebra de onda ird ocorrer quando a equacao (3.1) desenvolver uma singularidade na fungao
de densidade n(r, z), ou seja, quando o fator dr/dry tender a zero.

Aparentemente foi Dawson [32] o primeiro a descrever o fenomeno da quebra de onda
relacionada a area de Fisica de Plasmas. Ainda que aplicado a um modelo de plasma frio, ele
mostrou que, através de teorias de perturbagao usuais [33], oscilagoes de grande amplitude
podem provocar distor¢oes no plasma, causando uma nao unicidade do campo elétrico, e
consequentemente, regioes com densidade de elétrons infinita.

Diferente de Dawson, Anderson [34] investigou a quebra de onda aplicada a feixes
frios com efeito de carga espacial. Ele estimou o tempo de quebra de onda através da
teoria de perturbacao de Lindstedt-Poincaré [33] [35], que difere dos métodos tradicionais
de perturbacao pelo fato de considerar perturbagoes nao sé na amplitude mas também na
frequéncia. Provavelmente, devido a énfase do trabalho de Anderson ser focada na anélise do

crescimento da emitancia e nao na quebra de onda em si, ele desprezou os efeitos de quebra
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3.1. Tratamento analitico para feixes casados

de onda causados pela frequéncia de oscilacao e efetuou seus critérios baseado puramente na
amplitude de oscilagao.

Mais recentemente Rizzato et al. [1], utilizando também a teoria de perturbagao
de Lindstedt-Poincaré, analisaram a quebra de onda no dominio da frequéncia para feixes
casados.

Nossa principal contribuigao nas se¢oes seguintes sera uma generalizacao do processo
de quebra de onda. Analisaremos os seus efeitos tanto para o regime de frequéncias quanto de
amplitudes. Essa analise ainda se estendera para feixes descasados e, em trabalhos futuros,

para feixes com temperatura.

3.1 Tratamento analitico para feixes casados

A solugao da equagao (2.48) pode ser aproximada através da teoria de perturbagao
de Lindstedt-Poincaré, isto é, vamos supor que cada particula sofre pequenas flutuacoes ao
redor do seu ponto de equilibrio, re, = \/W . Como as particulas nao colidem, a carga
inicial de cada uma delas é mantida até que ocorra a quebra de onda (Q(r) = Q(rg), onde
ro = r(z = 0)). Dessa forma, para condigoes iniciais estacionarias, vo(z = 0) = 0, temos em

uma aproximagao de primeira ordem para r(z) [1] [2]:

(%) & req + A cos(wz); (3.2)

Onde A = rg—7¢q ¢ a amplitude de oscilagao, w = w(rg) = wo+weA?/12rZ, [1] é a frequéncia
renormalizada dependente de 7, e wy = /2 é a freqiiéneia ndo perturbada. A equacio (3.2)
¢é valida para qualquer tipo de feixe, casado ou nao, e através dela podemos estimar o tempo
de quebra de onda analiticamente.

Como mencionamos na se¢ao anterior, a quebra de onda ocorre quando obtemos uma
singularidade na fungao de densidade, ou seja, dr(z)/0dro — 0. Sendo assim, se expressarmos

a equagao (3.2) em relagao a derivada de rg, obtemos:

Or(z)  Oreg  O[Acos(wz)]

= 3.3
87”0 87"0 * 87”0 ' ( )
Derivando o segundo termo da direita por partes:

or(z)  Ore 0A Ow
= ——A —; 3.4
Bre aro +cos(wz)ar0 z sen (wz>8r0’ (3.4)

\'\/" ~ ~\~ ~\~ -

T1 T2 T3

Utilizando o critério de quebra de onda (0r(z)/dro — 0) e sabendo que 7., = /Q(r0),

temos:
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3.1. Tratamento analitico para feixes casados

L 9Q(r) + COS(Q.)Z)% — Azsen (wz)a—w : (3.5)

0 pr—
D\ /Q(ro) 87”0 . 87"0/ . (97'0

T 7 T3

Teq

87”0

: : 0 . L
seja maior que cos(wz)—— na equagao (3.4), a quebra de onda ocorre de maneira rapida

(97”0

(chamamos também de quebra de onda de amplitude), antes mesmo do cos(wz) completar

Quando a amplitude de oscilacao “A” é suficientemente grande de tal forma que

um ciclo de oscilagao. Nesse caso, também consideramos que o termo 7'3 da equagao (3.4)
pode ser ignorado, ja que ele cresce linearmente com z e a quebra acontece nos instante ini-
ciais. Logo, podemos reescrever os mesmos termos T4, Ty e T3, da equagao (3.4), redefinidos
como 17, Tj e Ty através da equagdo (3.5), lembrando que estamos considerando 73 = 0.

Sendo assim, obtemos a seguinte expressao para o tempo de quebra de onda:

(3.6)

Zh R MAN,

0Q(rg)/0ro
L arccos ( - 612(7“0) %54/)8/7"0 )‘

Wo

O fato de impormos que z,; seja um minimo em ry justifica-se simplesmente por querermos
apenas a informacao da primeira quebra de onda, e o sinal ~ deve-se ao fato de termos
necessariamente que aproximar o valor de ry (que minimiza a fun¢ao dentro do médulo),
devido ao grau do polinomio formado. Veremos esses cdlculos mais detalhadamente quando
substituirmos Q(ry), wo ¢ A na equacao (3.6).

Como foi mencionado anteriormente, o regime de quebra de onda rapida foi investi-
gado por Anderson et al [34], por isso nos deteremos ao tratamento analitico da quebra de
onda lenta (ou quebra de onda na frequéncia), e no final do capitulo analisaremos ambos os
casos numericamente.

Quando a quebra de onda é um fenomeno puramente modulacional, ou seja, causado
apenas por variagoes na frequéncia, o termo de amplitude cos(wz)0A/0ry da equagao (3.5) é
nulo. Se escolhermos, por exemplo, um ponto onde temos um méximo de oscilacao do seno?,

sen (wz) = 1, podemos isolar z na equagao (3.5) resultando em:

1 8Q(T0)/8r0
\2,/@(7‘0) A@w/@ro
Ty

4

(3.7)

Zub R MATL,

LComo escolhemos um valor de especifico para o sen (wz), nosso erro em 2, é da ordem de um ciclo de

seno.
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3.1. Tratamento analitico para feixes casados

Essa equagao nos fornece a expressao para a quebra de onda lenta. Como as equagoes (3.6)

e (3.7) sao fungoes da carga, podemos determiné-las integrando o diferencial d@). A saber:

dQ = /OT0 27 n(r, x)dr. (3.8)

Note que até agora todas as expressoes obtidas sao independentes do perfil de densidade
escolhido, ou seja, até aqui estamos tratando o sistema de uma maneira geral. Se substi-
tuirmos o perfil de densidade parabdlico obtido através da equagao (2.53) na equagao (3.8),

teremos para a expressao da carga

ANAL
Q(ro) = = [X<— - 1) + 1] (3.9)

Ty rh
Agora nossa tarefa torna-se um pouco algébrica. Utilizando a expressao da carga (Q(rg) para
um feixe casado (equagao (3.9) com r, = 1) em conjunto com as expressoes da amplitude de
oscilag@o A e da frequéncia renormalizada w (definidas através da equacdo (3.2)), obtemos

para cada termo de T}

dQ(rq)/dro = 2 (10 — Tox + 2r8X)

A=y = /Qlr) =70 —\/r3(1 + (-1 413) X)

VRO IR0 )
6v2 713 (1+ (=147 x)

Substituindo os termos obtidos na equagao (3.10) dentro da equacao (3.7), obtemos para T}

To
Ow/0rg = 0(wo + w0A2/127‘5q)/8r0 -2+ (

(3.10)

T4:_3\/§(1+(—1+T3)X)3/2(1+(_1+2T3)X); (3.11)

rax ( 1+\/1 —1+73)x )?

Se minimizarmos 7T, em relacdo a rqy estaremos encontrando o primeiro valor de rg

(que para o exemplo especifico da figura 3.1 encontra-se em torno de 1o & 0,4) em que ocorre
a quebra de onda. Contudo, nos interessa saber o minimo de ry para um valor genérico de
X (primeiramente no dominio onde y € [0,1]), ndo apenas x = 0,6. O minimo de uma
funcao encontra-se no ponto onde sua derivada é nula. Se fizermos esse procedimento para

T}, obtemos:

ary 64201 =)+ x [6n = 208 + 4y — 13n(=3n +7) = 2x(x + ) + rix(n + 67)]} .
dro V2rix(=1+7)? o

(3.12)
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Figura 3.1: Quebra de onda (z,5) em fun¢ao do tamanho 7y inicial de cada particula para um perfil de

densidade nao-homogéneo com x = 0, 6.

onde v = /1 + (=1 +7r2)xy e n = x — 1. Note que dT}/dry é um polindmio que apresenta
no minimo grau 6, o que significa que nao possui um solucao analitica simples, entao, vamos
optar por expandi-lo em série de poténcias e utilizar os termos de menor ordem. Em segunda

ordem obtemos:

T —6[V2(—1+ )2 (=1 + V1= x + )] +9V2(—=1 + )22 + Ofrg)* = 0;  (3.13)

d?“()

Com raizes:

VAVETH T+ VT x 0

ro — 4 : 3.14
' (=14 x)%x (314)

Como 1y negativo nao tem sentido fisico para o nosso sistema, utilizaremos apenas a raiz
positiva. Substituindo rg da equagao anterior em T} (equa(;éo (3.11)), e esse resultado na

equagao (3.7), obtemos enfim a expressao da quebra de onda em funcao de x

- <§)3/2 PAVyT—x+x—-1) (3.15)
RPNV ERE Ve S e) |

onde a = (1 +2v/T— x — x)*2. A expressio acima é a mesma obtida por Rizzato et al [1],
e vale apenas para feixes casados, ou seja, quando a particula que estd na borda do feixe,

localizada em 7y, estd parada.
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3.2. Tratamento analitico para feixes descasados

3.2 Tratamento analitico para feixes descasados

Diferente do caso casado, o feixe descasado nao possui uma particula em repouso na
sua borda, mas sim em algum ponto interno a ele. Sendo assim, precisamos determinar esse
novo ponto de equilibrio, o qual chamaremos daqui por diante de 7.

Nosso ponto de partida serd novamente a equagao (2.48), que serd combinada com a expressao
da carga para feixes parabdlicos (equa(;éo (3.9)). Como ja mencionamos anteriormente, as
particulas nao se cruzam antes que ocorra a primeira quebra de onda, sendo assim podemos
atribuir novamente os indices: r = r(z = 0) = 9 e Q(r) = Q(ro) para os valores iniciais de

posicao e carga respectivamente. Logo:

2 2
. Qir) - Qq(:)’o) — 2 +:—§[X<:—§ _ 1) 4 1}; (3.16)

evidenciando os termos comuns, obtemos:

X 4 1 X\, .2 .
il (1- r_§+r_g)r0 = 0; (3.17)

que é um polinomio de grau 4 com duas raizes iguais a zero e outras duas raizes iguais a:

ro = =+ (3.18)

Desprezaremos a raiz negativa, pois para nossas analises apenas rx positivo faz sentido

fisicamente. Sendo assim:

2
—1

T =T} —(Tb )+ X> (3.19)
X

onde r* é o novo ponto de equilibrio para feixes descasados.

Na figura 3.2 selecionamos o espaco de fase de dois feixes descasados, diferindo em seu
ponto de quebra de onda. Reparem que no quadro (a) temos um feixe que sofre quebra de
onda na borda e em (b), ela ocorre no meio do feixe. Esse comportamento pode ser observado
para outros tipos de feixes, com valores diferentes para o y. Sendo assim, optamos em separar
a dinamica dos feixes em duas regides: uma para 0 < r < r* (quando a quebra de onda é
no meio do feixe) e outra para r > r* (quando a quebra é na borda).

Assim, quando a quebra de onda € interna, ela se equivale ao caso do feixe casado, pois

se calcularmos o campo elétrico em um ponto “P”, onde r = rx*, as particulas que possuem
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h N € e N ()
0,2 0,2 /
0,1 0,1
> 0,0 > 00
-0,1 -0,1
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-0,3 -0,3
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Figura 3.2: (a) Espaco de fase de um feixe descasado. Em (a), com r, = 0,80 e 7+« > 0. E em (b), com
7, =0,90e 0> 17> r*

um raio r > rx nao exercerao forca elétrica em P, devido a simetria cilindrica do feixe?.
Sendo assim o feixe descasado com quebra de onda interna se comportara como um feixe
casado. Mas para que possamos reutilizar a expressao (3.7) dos feixes casados, precisamos
renormalizar ry e QQ(rg) em funcdo de r* e, por fim, restabelecer uma nova expressdo para
X em fungao dos novos parametros. A renormalizagao de 19 e Q(ro) pode ser feita via uma

transformacao linear do tipo:

re = A\iTo; (3.20)
Q' = MQ(ro). (3.21)

Nessas expressoes 7|, e ()’ serdo a nova carga e a nova posicao de cada particula, respectiva-
mente, e \; e Ay 0s respectivos fatores de conversao. O fator \; nao precisa ser calculado,
e pode ser facilmente obtido com argumentos fisicos, pois 7( ¢ nada mais do que ry do
feixe casado, normalizado pelo novo raio de equilibrio r*, ou seja, A\; = 1/rx. Para calcu-
lar \g, utilizaremos a expressao da carga (equagéo (3.9)) e substituiremos Q(rg) e o pelas

transformagoes obtidas em (3.21). Logo:

2Vide Lei de Gauss, teorema das cascas [31].
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3.2. Tratamento analitico para feixes descasados

Q<r0>=$§[x($§— )1 = 2o+l
% ):(;b (-2 + A?;b]
Q = ’Z[AAQ (1-x) + Qibxrﬂ (3.22)

Como a nova carga total () deve ser normalizada, temos )’ = 1. Assim:

Y o
1= 7”02 [Fil?(l - X) + )\4 4X 0} (323>

Como sabemos que A; = 1/rx, podemos isolar Ay e enfim obtermos o seu valor em fungao

de x e 1. Logo:

X

Ay = ;
R {CTRT R

(3.24)

Como dissemos anteriormente, o feixe descasado com quebra de onda interna se comporta
como um feixe casado. Logo se compararmos a antiga expressao da carga (equa(;éo (3.9)
comry, =1 ) termo a termo com a nova expressao da carga (equagéo (3.22)) vemos que elas

sao iguais somente se:

A2
(1-X) = Hz(0—x);
Air?
A
X = )\424)(, (3.25)

onde X’ é o novo fator de nao-homogeneidade. Substituindo os valor de A\; e Ay em qualquer

uma das equagoes de (3.25), obtemos para y':

(x—1)
Aot + rg ( )

V=X

Se substituirmos a equagao (3.26) na expressao da quebra de onda (3.7), obtemos a equagao

para quebra de onda na borda:

b \/§ o3 (4ry/T—x +x — 1) _ (3.27)
v 27y (rpv/3—a)2(rey/T=x +x — 1)
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3.3. Controlando a quebra de onda

Onde a = (1 + 2ry/T — x — x)'/?, com a condicdo r*> > 0, isto é, r, > /T — x, satisfeita.
Da equacao (3.27) podemos recuperar o resultado encontrado por Rizzato et al. [1]
fazendo r, = 1. Que estima a quebra de onda para feixes casados.
Quando r > rx temos a primeira quebra de onda na borda do feixe. Como o préprio
nome sugere, o primeiro jato de particulas é expelido da borda do feixe. Sendo assim, o
ro que minimiza o termo T} (na equacao (3.11)) é o proprio 1y, pois, por definicao, r, € o
raio maximo do feixe no instante inicial. Sendo assim, fazendo ry = r, na equacao (3.11), e

substituindo esse resultado na equagao (3.7), temos para a quebra de onda na borda:

by 3WV2(x+1)

P =
wb ro(ry — 1)%x

(3.28)

Na secao seguinte discutiremos os aspectos 28, e z¢, frente a solugdes numéricas, bem como

os efeitos que iremos prever.

3.3 Controlando a quebra de onda

O comportamento das expressoes de 2%, e 22, pode ser comparado & simulagao auto-
consistente se olharmos a figura 3.3. Nela analisamos o tempo de quebra de onda em funcao
do descasamento inicial r, para um feixe parabdlico com nao-homogeneidade y = 0, 6.

Um detalhe que chama muito a atengao na figura 3.3 é o fato do feixe casado (r, = 1)
nao possuir o maior tempo sem quebra de onda. Esse comportamento inusitado de certa
forma surpreende, pois vai contra a idéia de descasamento que, pra muitos autores é um dos
responsaveis pela geragao do halo [36].

Inspecionando a figura 3.3 vemos que o feixe que mais se prolonga até sofrer quebra
de onda é o inicializado em 7}, &~ 0,8527 (ou como chamamos na figura, r.), tempo este que

é em torno de quatro vezes maior que o do feixe casado. E embora exista uma leve diferenca

b

o5 € a solucao numérica nas

entre a curva que representa o tempo de quebra de onda para z
bordas da figura, ambas corroboram o maximo em r..

Vale lembrar que as expressoes de 22, e z!, sdo validas apenas para y € [0,1]. Para
x < 0 utilizaremos o mesmo procedimento matematico das secoes anteriores, e que por isso

nao sera repetido aqui, resultando nas seguintes expressoes:

[25(1 — x)ry — 28%]8°V2 :
p(5ry = B)?(2rf —x + 1)2(rf +x — 1))’

Onde 3 = [4r9 — (x — 1)(25rf + (x — 1)(3r2 — x +1))]'/2. E para a quebra de onda na borda:

7
wb

3
~ — 3.29
§ 5r ( )

36



3.3. Controlando a quebra de onda

600 U | T | [N U I T I U
:('E
f= .b : -
-- 7 :
500 ™ i .
L --Z wh ! ]
— Solugiio Exata | | [:
400 HE .
| Borda M Interna i
s b 1o i
Na 300 B Z wh ."f Z wb 7]
200
100
. | ! | . | . | :
02 06 o8 1 12
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Figura 3.3: Tempo de quebra de onda em funcao do tamanho inicial do feixe. As curvas em tracejado
representam as solugdes analiticas (22, e z¢,) e a curva sélida, a solugio numérica autoconsistente. Para

ambas os casos, adotamos y = 0, 6.

by 3WV2(x+1)

Wy, — 12X

2 (3.30)

Uma observacao importante ¢ que, embora estejamos interessados na primeira quebra de
onda, o comportamento do feixe apds o primeiro jato de particulas é uma competicao entre
2b. ezl tanto para o caso de x > 0 quanto para x < 0. Ou seja, depois da primeira quebra,
o tempo de quebra de onda serd determinado através do minimo: z,;, = min[25,, 2 ].

Para concluir nossa andlise e deixéd-la mais completa, podemos investigar a nao-
homogeneidade x e o descasamento r, do feixe de maneira unificada. Para isso, construimos
a figura 3.4, onde o tempo de quebra de onda esta codificado em uma escala de cores, e r;, e
X estao dispostos nos eixos horizontal e vertical respectivamente.

Podemos observar, para uma larga extensao de parametros, as regioes de quebra
de onda rapida e quebra de onda lenta. As curvas analiticas, representadas pelas linhas
pontilhadas, indicam o lugar onde a quebra de onda é méaxima para um dado valor de y e
r,. Novamente, se confirmam as nossas andlises anteriores, mostrando que a quebra de onda
nao depende apenas da nao-homogeneidade da distribuicao de particulas ao longo do feixe,
mas também do seu tamanho r, inicial.

Outro ponto importante a ser observado ¢é a transicao entre a quebra de onda rapida
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3.3. Controlando a quebra de onda

Figura 3.4: Representacao, em escala log;,, do tempo de quebra de onda do feixe (z,5) em funcao da

nao-homogeneidade (x) e raio maximo (rp) iniciais.

e lenta (regides claras proximas a zero na escala de cores) préxima as bordas da figura. Note
que uma pequena mudanca em 7, pode levar o sistema de uma quebra de onda longa para
um regime de quebra de onda quase instantaneo, o que causaria efeitos catastroficos em
um acelerador de particulas. Todos esses resultados foram publicados e encontram-se na

referéncia [2].
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Capitulo 4
Regime de relaxacao

Até agora demos énfase apenas a dinamica nao estaciondria do feixe, ou seja nos
preocupamos com o que acontece com ele a partir do momento em que ele é lancado no
canal solenoidal até o momento que ocorre a primeira quebra de onda. Contudo, o que
ocorre depois disso?

Esta pergunta pode ser respondida com base nos quadros da figura 2.11 da pagina
22. Como discutimos anteriormente, logo apds a primeira quebra de onda (quadro (e)) 0
feixe ejeta continuamente jatos de particulas até chegar préoximo de um estado de relaxacao,
um estado estacionério (quadro (i) ).

Estudando o estado estacionario podemos entender melhor como certas condicoes
iniciais podem implicar em comportamentos indesejados no estado final, como a formacgao
do halo. Para tanto, utilizaremos técnicas Lagrangeanas para construir um modelo de baixa
dimensionalidade, onde as equagoes diferenciais simulam a dinamica da nao-homogeneidade
X (nas andlises das segOes anteriores y era determinado pelas condigoes iniciais e a dinamica
autoconsistente do sistema de particulas).

Estas equacoes diferenciais serao integradas simultaneamente com um modelo de
particulas testes [18] e descreverdao o movimento de oscilagao médio do nicleo do feixe e
como ele interage com as particulas-teste para formar o halo e subsequentemente provocar a
relaxacao do feixe. Esse resultado serd comparado a uma simulagao autoconsistente (baseado
na equacao (2.48)). E por fim, com o auxilio de quantidades conservadas e a equacao do
envelope do feixe, determinaremos a emitancia do estado relaxado.

Na secao seguinte introduziremos os conceitos de emitancia e envelope de um feixe.
Na sequéncia construiremos o modelo para a dinamica do niticleo do feixe baseada na nao-

homogeneidade x. No final determinaremos a emitancia do estado relaxado.
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4.1. Emitancia de um feixe

4.1 Emitancia de um feixe

No momento em que geramos um feixe de particulas, cada ponto na superficie da
fonte emite particulas em diferentes direcoes com diferentes velocidades. Isto faz com que
existam diferencas na producao de feixe para feixe, tornando necessario medir a qualidade de
cada um deles. A quantidade que mede esta qualidade é denominada “emitancia” [15] [17].

Se cada particula do feixe for descrita através de trés coordenadas de posicao (x,y, 2)
e trés coordenadas de momentum (p,, py, p), elas representam um tinico ponto em um espaco
de fase hexadimensional (na verdade um hiperespago, por ter mais de trés dimensoes). Con-
tudo, vemos que na prética (e em grande parte dos livros da drea [15], [11], [16], [17], [9]), ¢
mais conveniente trabalhar com projecoes bidimensionais do espaco de fase, com angulos z’
e y' ao invés dos momentos p, e p,, a fase ¢ no lugar da coordenada z, e a energia AW no
lugar do momento p,. O que implica em tratar os seguintes planos: 2’ —x, ' —y e AW — A¢,
onde os dois primeiros representam a emitancia transversal (g,,¢,) e o tltimo a emitancia
longitudinal (e,).

Devido a essa mudanca de variaveis, normalmente medimos a emitancia transversal
em mm- mrad (milimetros x miliradianos) e a emitancia longitudinal em deg - keV (graus x
quilo-elétron volt) ou ns - keV (nanosegundos x quilo-elétron volt).

Quando as forcas em um sistema conservativo sao todas lineares, com autovalores
imaginarios puros (como é o caso de dipolos e quadrupolos), a trajetéria de cada particula
no espaco de fase permanece dentro de uma elipse (apéndice B.1). Devido a essa tendéncia,
torna-se conveniente definir a emitancia como a area do espaco de fase dividida por 7, ou

seja:

L Area. (4.1)

™

Essa elipse pode ser parametrizada e descrita por um equagao geral do tipo:

yr? + 2axx’ + B = €. (4.2)

Onde v, a e B sao parametros geométricos que definem a forma da elipse no espago de fase,
chamados invariantes de Courant-Snyder [37] (ou Twiss parameters [9]), como podemos
observar na figura 4.1.

Embora sistemas sob a acao de forcas lineares preencham o espaco de fase de acordo
com a figura de uma elipse de area constante (de acordo com as restri¢oes que mencionamos),

quando tratamos feixes reais algumas particulas nao seguem essa geometria, podendo se
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4.1. Emitancia de um feixe

Figura 4.1: Elipse que representa a emitancia transversal no espaco de fase e seus respectivos parametros

geométricos.

dispersar um pouco do centro dessa elipse. Sendo assim, torna-se conveniente definir varias
elipses, onde cada uma delas contém diferentes fracoes de particulas, como podemos ver na
figura 4.2. Em nosso caso as curvas de emitancia apresentam 65%, 95%, 99% e 100% das

particulas do espaco de fase.

4.1.1 Emitancia RMS

Quando o sistema possui forgas nao-lineares realmente consideraveis, ao ponto de
expelir as particulas para longe do nicleo do feixe, a forma eliptica do espaco de fase é
totalmente deformada (como podemos ver nos quadros da figura 2.11), pagina 22. Sendo
assim, torna-se mais conveniente adotar o conceito de emitancia RMS utilizado por Sacherer
[19] e Lapostolle [20], que leva em conta os segundos momentos estatisticos de r e v, onde r
é a posicao de cada particula e v a velocidade na direcao radial. Logo, podemos escrever a

emitancia RMS radial como:

Erms = VA1) (12) = (rv)?). (4.3)

Agora, nao s6 a area do espaco de fase define a emitancia, mas também leva-se em

conta a correlacao entre r e v, ou seja, o quanto r e v se relacionam linearmente. Um bom
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4.2. Equagao do envelope de um feixe

Figura 4.2: Comparacao de quatro curvas de emitancia no espago de fase, com a porcentagem de particulas
envolvida por elas. Todas elas foram geradas a partir de um feixe com 1000 particulas e uma distribuigao

gaussiana.

exercicio para entender a influéncia do termo de correlagao da emitancia é observar alguns
casos particulares, como os que mostramos na figura 4.3.

Nela exibimos o comportamento de dois feixes (nos quadros (a) e (b)) onde em ambos
podemos ver que as particulas estao distribuidas no espaco de fase na forma de linhas. Sendo
assim, ambas possuem &rea igual a zero. Em (a), temos uma distribuigao de particulas que
forma uma linha reta, nesse caso €,.,,s = 0, pois a relagao entre r e v ¢ linear, logo tanto o
primeiro quanto o segundo termo do radicando da equacao (4.3) se equivalem.

Ja em (b) a relacao entre eles é nao-linear, ou seja, o segundo termo do radicando
da equagao (4.3) é menor que o primeiro, e por isso a emitancia é diferente de zero. Assim,
podemos concluir que a definicao de emitancia rms nao depende apenas da area ocupada no
espaco de fase, como na defini¢ao da equagao (4.1), mas também das distor¢oes produzidas

pelas forcas nao-lineares.

4.2 Equacao do envelope de um feixe

A equacao do envelope de um feixe nada mais é do que uma equagao diferencial que
descreve o comportamento do feixe sob a 6tica do raio inicial maximo, r,. Uma maneira
simples de deduzi-la é partir diretamente da definicao do raio do envelope e, depois, a
partir de suas derivadas primeira e segunda, combiné-la com a definicao de emitancia RMS.

Podemos definir o raio do envelope como:
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4.2. Equagao do envelope de um feixe

11— ‘ ‘ ‘ ‘ 1——
(@) (b)
0,8 - 0,8- -
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Figura 4.3: Espaco de fase de dois feixes com emitancia radial rms, €.,

distinta. Em (a), uma linha reta

onde &7

Tms = 0 e em (b), uma linha curva onde €, # 0.

Ty = \/2(r?). (4.4)

Se lembrarmos que o vetor 7 depende da coordenada z, ou seja, 7(z), podemos derivar o raio

do envelope (7,) em relagao a z, obtendo:

. —~—
d 2(r" - 2(r-
T=r =2 <T2 1772 _ 2, (4.5)
2 r
2r%) Lo
Calculando agora, com a derivada do quociente <d4‘lz %) I dz);,“(d”/ d“)>, a segunda
derivada de 7, em relagao a z:
2 /_3_\ =
&2, 2/7’1,\(77-77—%77-7_‘}— vy (F f"}]
W =Ty = rb2 . (46)
2

Substituindo 7, da equagao anterior, pelo valor encontrado na equagao (4.5), obtemos com

um pouco de algebra:

2
2
b

(i) 4 a7 — 2797 = o (2n206%) — 4 7?) + 2R (@)

Ty

Py =
.



4.2. Equagao do envelope de um feixe

Substituindo 72, presente no numerador da equagao anterior, pela definigao de r, da equagao
(4.4), temos:

iy — %[4((#)@ ()] + . (4.8)

Se observarmos o termo 7T}, sabendo que 77 = v, podemos identifica-lo como o quadrado da

emitancia RMS (equagéo (4.3)). Sendo assim, podemos reescrever a equacao anterior como:

62

o rms 2, -
Ty, = —rg) + T—[)(T . 7:> (49>

A equacao de movimento de uma particula, na direcao transversal, pode ser descrita como
um termo atrativo (que representa a focalizagdo magnética solenoidal), —x7, adicionada a

uma fungao potencial repulsiva, Vi(r, z), ou seja:

7= —ki — Vi(r, 2). (4.10)

Se substituirmos 7 da equagao anterior na equacao (4.9), obtemos:

- 637’)@8 2 hond g é\%'H’LS 2 —
= T T—b<7’ ' [— R =V, Z)]> = T ATVl 2)). (4.11)

O termo (- Vi) (r, z)) (que representard parte da forca elétrica), pode ser reescrito através

da prépria definicao de média, ou seja:

(- V(r, z) N/ d@/ rdr(r 87“) n(r). (4.12)

Para determinarmos n(r) na equagao anterior, podemos utilizar a equagao de Poisson escrita

adequadamente em funcao do potencial adimensional v, como:

9 2rK
Vo = —Tn(r z), (4.13)

assim, o Laplaciano na direcao radial, V21, pode ser escrito como:

10, 0 2mK
FEO'%}) . (4.14)



4.3. O modelo analitico para a nao-homogeneidade y

Isolando n(r, z) na equagao anterior e substituindo esse resultado na equagao (4.12), obtemos:

(- V(r, z)) = (r 8—¢> _2m <r 8_@/)) ( — ilg(r a—w))'r’dr; (4.15)

“or’ N 0 " or K ror.  or
. Y A o oYy
vt =g (o g)d 5) (416)

onde r,, é o raio do tubo que envolve o feixe e 91 /0r é o préprio campo elétrico radial, E,.

Integrando a equagao anterior:

(7 Volr.2)) = = 5 ()

"o, (4.17)

Sabendo que o campo elétrico adimensional, E,., pode ser definido em funcao da perveancia,
E, = K/r [16]. Logo:

(7 V(r, 2)) = —K/2. (4.18)

Assim, se utilizarmos o resultado da expressao anterior, na equacao (4.11), temos:
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b K Tms
Ty = =Ky + — + ——=, (4.19)
Ty Ty

que é a equacao do envelope do feixe para um perfil de densidade uniforme. Utilizaremos
essa equagao em secoes seguintes, especialmente quando formos descrever as particulas-teste

e sua dinamica.

4.3 O modelo analitico para a nao-homogeneidade y

Novamente, como no caso da descricao analitica da quebra de onda, vamos considerar
que as particulas do nosso feixe encontram-se em um regime de fluido laminar, ou seja, para
cada coordenada r em determinado tempo z, podemos associar apenas uma unica velocidade
radial v. Também assumiremos que a carga de cada particula que compoe o niicleo do feixe
é a mesma em todos os instantes de tempo, ou seja, Q(r, z) = Q(rg), onde 1o = (2 = 0) é a
coordenada de cada particula no instante inicial z = 0.

Sabendo disto, a equagao diferencial (2.48) pode ser modelada a partir do Lagrangeano

L de uma tunica particula. Logo:
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4.3. O modelo analitico para a nao-homogeneidade y

7',2 7,2

L(r#) = 5 = 5 +Qro) Inr). (4.20)

Como nosso sistema possui N particulas, o Lagrangeano transversal total pode ser obtido
multiplicando o Lagrangeano £ de uma tunica particula, pelo nimero total de particulas
desde 79 = r(z = 0) até um tamanho méximo r,. Estas entdo serdo somadas sobre toda
a area da seccao transversal através de uma integral e avaliadas sobre todas as condicoes

iniciais, ou seja:

L= / L(r, #yn(r, x)rdrdd, (4.21)

onde n(r, x) é a densidade parabdlica ja proposta pela equagao (2.53) e rdrdf é o elemento
infinitesimal de area.

A proposta agora é utilizar a técnica do Lagrangeano Médio [38] para obter, de
forma simples, um modelo de baixa dimensionalidade que simule a frequéncia e a amplitude
de oscilagao do nicleo do feixe, tal qual a simulacao autoconsistente.

De maneira geral, o que faremos é supor um perfil de densidade n = n(r, X(z)),
onde a dependéncia em z é relacionada indiretamente pelo fator y = x(z), o qual tera sua
dindmica determinada através das equagoes de Euler-Lagrange [39]. Entao, integramos a
equagao (4.21) desde ry = r(z = 0) até um tamanho maximo 7.

Entretanto, para efetuarmos essa integral, precisamos reescrever 7 (da equacao (4.20))
em funcao de r e x, a fim de obtermos um modelo unidimensional. Para isso, utilizaremos

a equagao da continuidade [40]:

on L
o + V- (nv) = 0. (4.22)

Como em nosso sistema z faz o papel de tempo e o divergente é tomado em coordenadas

cilindricas, a equacao anterior torna-se:

— + ——(rnv) = 0. (4.23)

Isolando v na equagao (4.23), obtemos:

L0 ey = =20 & [ dtre) = — /Tg—ndr L7 onlrx(2)]
z

0z ™ J, 0z

dr. (4.24)

46



4.3. O modelo analitico para a nao-homogeneidade y

Substituindo a expressao da densidade n(r, X(z)) da equagao (2.53) na equagao anterior e

integrando em 7, obtemos:

. (P =m?x(2)
S RN -

Agora que possuimos uma expressao adequada para 7, também precisamos determinar Q(rg)
(presente na equacao (4.20)) em funcao de r. Para isso utilizaremos a expressao da carga

em funcao da densidade, ou seja:

Q(ro) = %/n(r, X)rdrde. (4.26)

Novamente, se substituirmos a expressao da densidade n(r,x(z)) (equa(;éo (2.53)), mas

agora na equagao (4.26) e integrarmos em r, obtemos:

2
,

Q(ro) = @[er + x(2)(r* — rb?)]. (4.27)

Agora que temos uma expressao para (1) e para v, onde ambas estdo em funcao de r,

podemos substitui-las na expressao do Lagrangeano £ da equacao 4.20), ou seja:

7“2(7“2 . sz)QX(z)Q r2 r2
L(r, 1) = - — 4+ — [r2 + X(z)(r2 — 7’2) In(r); (4.28)
St —rwxeP 2t T
Ecin Vmag Velet

onde E.;, é a energia cinética, V,,,, a energia potencial magnética (representando o efeito
do solendide) e V., a energia potencial elétrica. Assim, podemos reescrever a equagao que

fornece o Lagrangeano Médio (equagéo (4.21) ), como:

27 Th 27 Th 21 Th
L= / / Krdrd0+/ / Vinagrdrdf +/ / Viter rdrdf . (4.29)
o Jo o Jo Jo o Jo |
Iy

Io+13

Fazendo x(z) = x, apenas por simplicidade, e resolvendo a integral da energia cinética,

temos:

_ NP 2XB + (3 = 20x] +3(=1 + )1+ X)*[=in(1 = x) + (1 + )X

I
! 3844

(4.30)

Lembrando que agora y € [—1,1]. Resolvendo agora, a segunda e a terceira integral da

equagao (4.29):
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4.4. Orbita das particulas-teste

1
L+ ls=—1oN 6(1 + 2r%) + x(—4 + 4% + x) — 24Log(ry)|. (4.31)

Somando I7 + I, + I3, definimos entao a expressao para o Lagrangeano Médio L:

L Z%{—%(l +2r7) + x (=4 + 41 + x) — 24Log[ry]) + (1/(x"))*(2x(3 + (3 — 2x)x)

+3(=1 4+ ) (1 +x)*(—In[l = x] + In[1 + x])X*}-
(4.32)

Com o Lagrangeano Médio L completamente descrito em funcao do tamanho do feixe r;, e
da nao-homogeneidade x, podemos aplicar entao a equagao de Euler-Lagrange [39] e definir

uma equacao de movimento para a nao-homogeneidade y, da forma: ¥ = F[x, x|. Assim:

d <8L> oL 0 (4.33)

dz\ox/)  Ox
Substituindo a expressao de L (equagéo (4.32)) na equagao (4.33), depois de algumas

derivadas encontramos a expressao final:

X :{ — 8 (=2 + 22 + x) + 12 [ — 12Atanh(x) + x(2) [12 — 9Atanh(x)
+ X<9 + 6Atanh(x) + [—2 + 3Atanh(x)]x>] } )'(2}/{27"02)([ — 3Atanh(x)  (4.34)

+ X<3 — 3Atanh(x) + 3[1 + Atanh(x)]x + [-2 + 3Atanh(x)]x2>} }

A dinamica da equagao (4.34) deve ser comparada frente a simula¢oes autoconsistentes e
integrada simultaneamente com as equacoes que governam o movimento das particulas-teste,

como mostraremos na proxima secao.

4.4 Orbita das particulas-teste

A simulagao de particulas-teste (ou particle-core model em inglés) é uma maneira
simples de estudar como um conjunto de particulas é influenciado pelo movimento de os-
cilag@do ocasionado pelo nicleo do feixe. Embora a simulacao nao fornega uma riqueza de
detalhes como a simulagao autoconsistente, ela é vantajosa em relacao ao tempo computa-
cional, principalmente quando se quer determinar quantidades estatisticas no estado final do

sistema.
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4.4. Orbita das particulas-teste

O método consiste em definir uma equacao que fornece a dinamica do nicleo do
feixe (core), e em seguida uma segunda equacao para representar as particulas-teste que vao
interagir com esse ntcleo. Essa segunda equacao, tera suas condigoes de contorno de acordo
com a posigao de cada particula em relacao ao nicleo (particula dentro ou fora do nicleo do
feixe).

Descreveremos o modelo de particulas-teste de acordo com as aproximacoes feitas
principalmente por Davidson et al. [16] e de forma semelhante por Wangler et al. [28]. Nosso
objetivo com essa simulagao é estimar o tamanho méaximo do ntcleo do feixe, do halo e,
consequentemente, calcular a fracao de particulas pertencentes ao halo do feixe no estado
relaxado.

Na secao anterior determinamos uma equacao para a dinamica da nao-homogeneidade
X. Agora precisamos determinar uma equacao que determina a dinamica das particulas-teste
em relacao a posicao do nicleo. Comecaremos essa descricao a partir da equacao do envelope,

que fornecera o movimento do nicleo do feixe, ou seja:

K
Ty + KTy — P —;:w =0; (4.35)

onde k, K e ¢ sao a constante de focalizacao, a perveancia e a emitancia, respectivamente,
previamente definidas em secoes anteriores; e 1, é o raio do nicleo do feixe. Ja a dérbita das

particulas-teste serd dada pela equacao:

F=—ki — Vip(r, 2); (4.36)

onde 1 é o potencial eletromagnético adimensional. Podemos determinar v através da

equacao de Poisson adimensional (equagao (4.13)) [16], [41]:

2rK
V) = —W—n(r, 2); (4.37)
N
onde n(r, z) é um perfil de densidade radial qualquer. Aplicando o Laplaciano em coorde-
nadas cilindricas na equagao (4.13), podemos ver explicitamente a contribuigao de Vi) (7, 2)

na equagao (4.36), ou seja:

10/ 0 2K
;EOE)_@?{)) = —WTn(r, 2). (4.38)

Agora precisamos aplicar as condicoes de contorno impostas pelo modelo de particulas-teste,

isto é, vamos supor que as particulas que estao dentro do nicleo do feixe (com r < ry, onde
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4.4. Orbita das particulas-teste

rp, € 0 tamanho maximo do feixe na inicializacdo z = 0) sentem uma forga diferente das

particulas que estao fora do nicleo (r > ). Matematicamente isto equivale a:

2K
81#) —%n(’r,z) , T < Ty

(4.39)
r 87‘( or 0 >

Para nossa andlise escolheremos novamente um perfil de densidade nao-homogeéneo, dado
pela equacao (2.53). Lembramos que a mesma equagao pode ser usada para obter um
perfil homogéneo, fazendo xy = 0.0 na equacao de n,. Essas andlises encontram-se nas
referéncias [41], [42].

Integrando (4.39) em ambos os lados, para r < 13, e substituindo n(r, z) na mesma

equacao, temos:

/d( ?f) — % i[l +x(2) (2:—; - 1)]7’dr. (4.40)

7T7'b2

Integrando e simplificando:

5% —K T2 2 2
T = o [7‘ X—1m- (=14 X)} + A; (4.41)
onde 1. é o potencial do nicleo feixe. Isolando W‘ , obtemos:

rlr? + (r —r?)x(2)]

0. =Viy(r,z) = -K

> - + A (4.42)

onde A é a constante de integracao obtida através da resolucao das integrais anteriores. Para

Y . Y
5~ Na origem, ou seja, ¢ = 0 quando

determina-la, avaliamos o valor do campo elétrico

r = 0, portanto, A = 0. Assim:

g+ = 2]

e oo
o =Viy(r,z) = - K "

(4.43)

Para a regiao onde r > 1y, utilizaremos o mesmo procedimento. Integrando a segunda parte

da equagao (4.39):

obn\ obn\ Oy
T () =0= [l 5t) —o= g+ B0 ey
oy, B
o )
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4.5. Descricao do halo através de particulas-teste

Onde 9, é o potencial do halo e B é a constante de integracao que pode ser determinada pela

continuidade do campo elétrico g—f na interface da equacao (4.39), ou seja, quando r = 7,
8&’1 = %/:f. Assim:
87% 5%
— = ; 4.46
or or’ (4.46)
2 2
— B
_KT[Tb + (r 47”b )x(2)] __Z (4.47)
Ty r
Para r = ry, temos:
B =K, (4.48)
logo:
oy, K
— = - 4.49
or r ( )

Entao, a equagao que determina o movimento das particulas-teste pode ser reescrita como

uma equagcao:

.
P (4.50)

K/r, >y
Finalmente, se resolvermos a equagao (4.50) simultaneamente com a equagao (4.34), obtemos
a dinamica das particulas-teste e sua interacao com o nicleo do feixe. Na proxima secao,
integraremos essas equacoes e estimaremos a fracao de particulas f que saem do nicleo do

feixe no estado inicial e permanecem no halo quando atingimos o estado estacionario.

4.5 Descricao do halo através de particulas-teste

A dinamica da nao-homogeneidade y, que esta acoplada diretamente com as particulas-
teste através da equagao (4.50), é completamente integravel e periddica, como podemos ver
na figura 4.4, tanto em sua série temporal (quadro (a)) quanto em seu espago de fase (quadro
(b)).

Sendo assim, as particulas-teste podem ser representadas através de um mapa de

Poincaré, onde gravaremos e plotaremos um conjunto de valores de r(z) e 7(z) para cada
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4.5. Descricao do halo através de particulas-teste

1,0 ‘ ()
o5 | // \\\\\\\\
< > 0,0
-0,5 1 \‘\ //
-0,8 A -1,0 ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30 35 40 10 05 00 05 10
z X

Figura 4.4: Dinamica da ndao-homogeneidade x para duas condigoes iniciais diferentes: x(z = 0) = xo = 0.4
e x(0) = 0 para a linha sélida e x(z = 0) = xo = 0.6 e x(0) = 0 para a linha pontilhada, ambas com

r, =k =K =1. Em (a), temos as séries temporais e em (b) os respectivos espagos de fase.

ciclo em que x(z) completa um periodo. Se integrarmos simultaneamente a equacao do
envelope (4.35) que fornece o movimento do nicleo do feixe, a equagdo da dinamica da
nao-homogeneidade (4.34) e a equagao das particulas-teste (4.36), obtemos a figura (4.5).

Exceto pelo acimulo de particulas proximas a linha de v = 0.0, as particulas-teste
se distribuem uniformemente ao longo de uma regiao limitada do espaco de fase, como
podemos ver no quadro (a) da figura 4.5. J4, o espago de fase feito através de simulagdes
auto-consistentes (quadro (b)), apresenta-se em uma versao um pouco mais achatada (a érea
do espaco de fase é menor). Contudo, como o objetivo é obter apenas uma descri¢ao aproxi-
mada de quantidades de equilibrio (emitancia relaxada, por exemplo), essa discrepancia nao
influencia significativamente os resultados. Podemos obter o tamanho do halo procedendo
da seguinte maneira:

Primeiro, realizamos uma simulagao de particulas-teste, tal qual fizemos para obter
o quadro (a) da figura 4.5 (com excec¢ao da curva que delimita esse espago de fase). Depois,
por inspecao direta do espago de fase, extraimos a velocidade maxima das particulas-teste
para r = 0, que nessa figura é v, ~ 0.504.

Entao, utilizamos o valor de v, como condicao inicial de uma nova simulagao de
particulas-teste, que agora, por simplicidade, pode ser feita com apenas uma tnica particula
teste. Nessa simulacao vamos supor que as particulas que compoem o halo estao uniforme-
mente distribuidas no espago de fase, o que equivale a fazermos y = 0 na equagao (4.50) e

depois integra-la em conjunto com a equacao do envelope (4.35), que fornece o movimento do
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4.6. Calculo da fragao de particulas do halo através de conservagao de energia

1,0 1,0 ‘ ‘ —

(a

0,0 0,5 1,0 15 2,0 0,0 0,5 1,0 15 2,0

Figura 4.5: Em (a), o espago de fases da dinamica de 100 particulas-teste apds 300 tempos de integracao.
Em (b), o mesmo espaco de fase, sé que feito com simulagoes autoconsistentes para N = 10.000 particulas em

z = 1100. Em ambos os casos as condigdes iniciais s@o x(z =0) = xo = 0.4 e x(0) =0, comr, =k =K =1

nicleo do feixe. Esse procedimento resulta na linha mais espessa que circunda as particulas
no espaco de fase, em ambos os painéis da figura (4.5). Por ela podemos visualizar que o
tamanho maximo do halo é r, ~ 1,36. Esse valor nos sera util na préxima secao, quando

estimaremos a fracao de particulas que migram do nicleo do feixe para o halo.

4.6 Calculo da fracao de particulas do halo através de

conservacao de energia

Embora saibamos aproximadamente o tamanho do halo, r, ~ 1, 36, precisamos esti-
mar o nimero de particulas que migram do niticleo do feixe no estado inicial para compor
o halo no estado final, pois nos beneficiaremos do fato de nosso sistema ser conservativo,
para estimar a emitancia do estado relaxado. Vamos comecar introduzindo a expressao que

define a energia total do nosso sistema [15]:

22 2
E = constante = % + Hg ) + E(2); (4.51)

onde () representa a média sobre todas as particulas. O primeiro termo do lado direito
representa a energia cinética, o segundo a energia potencial do campo magnético externo e €

define a energia potencial eletrostatica de interagao entre as particulas. A energia potencial
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4.6. Calculo da fragao de particulas do halo através de conservagao de energia

eletrostatica pode ser expressada em termos do gradiente de um potencial eletrostatico.

Sendo assim, podemos escrevé-la em sua forma adimensional [16] como:

1 9 ‘

onde Vv pode ser obtido integrando a equacao de Poisson, em sua forma adimensional

(4.13).

4.6.1 Calculo da energia total do estado inicial

Agora vamos determinar a energia total do estado inicial, comecando pelo termo de

energia potencial eletrostatica inicial &.

L —C
0,6 - -

0,4 -
0,2 -
> 0,0 + - >

-0,2 i rb =1

04 1
-0,6 1
-0,8

-0,8

00 020406081012 14 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 14
r r

Figura 4.6: Seccoes tranversais do espago de fase para um feixe composto por N = 10.000, com nao-

homogeneidade y = 0.6. Em (a) temos o estado inicial, quando z = 0, e em (b) quando z = 600.

Se definirmos novamente a densidade do estado inicial de acordo com uma distribuicao
de particulas nao-homogénea, semelhante & equagao (2.53), podemos descrever a densidade

inicial do feixe como:

N N
—+x[=er-1], 0<r<y;
m

no(r,x) =49 7 (4.53)

0, 1 <r <ry;

onde aqui, r,, representa o raio do tubo aterrado que envolve o feixe (e que nao interage com

ele). Além disso, utilizamos r, = 1, para simplificar os calculos que virao a seguir. Inserindo
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4.6. Calculo da fragao de particulas do halo através de conservagao de energia

termo a termo da equacdo anterior na equacao de Poisson (4.13), podemos integrar este

resultado, obtendo:

EY = —xr3 —1 0<r<1;
Egz‘g_qf‘:{ c X?” +<X )Ta ST L (454)

EL o= —1/r, 1 <71 <7y

vacuo

Onde E? é o campo elétrico total do estado inicial, dividido em duas regices: no vécuo, onde
ele decresce com —1/r, e na regiao populada pelas particulas, que obedece ao polinémio
—xr3+ (x—1)r. Note que o valor da nao-homogeneidade x (que equivale & forma com que as
particulas sao distribuidas na secgao transversal) influencia diretamente no valor do campo,
como era de se esperar. Se inserirmos a equagao do campo elétrico, obtida anteriormente,

na equagao da energia média eletrostética (4.52), obtemos:

1
En=E(z=0)= M—K// |V |*rdrdd;

& = ﬁ%r{ /01[_X7‘3 + (x = V)rPrdr + /l’“w (— %)Zrdr}.

Calculando para o caso onde a perveancia K ¢ igual a um, temos:

& = (4.55)

gl

que é a expressao final da energia potencial eletrostatica. O calculo do termo relativo a
energia cinética (média) inicial, pode ser feito via inspegao direta do espago de fases na
figura 4.6 (a). Nela vemos que todas as particulas sao inicializadas com velocidade nula,
logo, a energia cinética média inicial também ¢é nula.

J& a energia potencial magnética média pode ser calculada a partir da definicao de

raio rms, ou seja:

Trms = \/ (T?). (4.56)

Como (r?) é uma média, podemos reescrever essa expressao na forma de uma integral:

1 2 Th
Trms = \/—/ d@/ rdrr?n(r, x), (4.57)
N Jo 0
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4.6. Calculo da fragao de particulas do halo através de conservagao de energia

onde 7, é o raio maximo do feixe em z = 0 e como estamos tratando um feixe casado,
r, = 1. Agora basta inserir a equacao da densidade ng (equagao (4.53)) na expressao acima

e integrar. Isso resulta em:

Trms = \/@ - @ = <7"2> = <3 - X) : <458>

Assim, determinamos a expressao da energia total média do estado inicial inserindo as ex-
pressoes da energia cinética, potencial magnética e potencial eletrostatica médias, termo a

termo na expressao da energia total média (equagao (4.51) com k = 1), obtendo entao:

2
X 3 In(ry)
Bo=X 124 :
0 48 8 2

(4.59)

onde o indice zero indica que essa é a energia total média no estado inicial (z = 0).

4.6.2 Calculo da energia total do estado final estacionario

Depois da propagacao através do canal solenoidal, o feixe chega enfim em seu estado
final relaxado, como podemos ver na figura 4.6 (b). Nesse estdgio, para que tenhamos
uma descricao analitica mais acurada, torna-se interessante segmentarmos a densidade de
particulas ns(r) em duas partes: uma que considere apenas as particulas pertencentes ao
nicleo do feixe, denominada n.., e outra que agregue as particulas pertencentes ao halo, ny.
Sendo assim, a equacao que descreve a densidade de particulas no estado estacionéario assume

o formato:

ne+ny, 0<r<rg
ng(r) = np, e <1 <1y (4.60)
0, Th < T < Tws

Onde r. representa as particulas do nucleo, 7, o raio do tubo que envolve o feixe e 7y
determina o raio das particulas do halo, como podemos ver na figura 4.6 (b).
Para definir as particulas do nicleo, devemos fazer algumas consideracoes. Uma deles

é que o numero total de particulas é conservado, o que implica matematicamente em escrever:

27 Tw
N = / d@/ ng(r)rdr = N. + Np; (4.61)
0 0

onde N, e Nj, s@o o nimero de particulas do nicleo e do halo, respectivamente, e ng(r) é

a densidade de particulas, definida através da equacao (4.60). Suporemos que as particulas
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4.6. Calculo da fragao de particulas do halo através de conservagao de energia

do nucleo, N, estao uniformemente distribuidas ao longo da seccao transversal, a densidade

superficial pode ser escrita como:

Ne
5, para 0 <7 <. (4.62)

Ne = ——5
TTe

Como todas as quantidades calculadas até aqui sao médias, é interessante expressar as den-
sidades superficiais (n. e n;) em fungdo de uma fracdo, a qual definiremos com a fragao f

das particulas que populam o halo, ou seja:

f = Nu/N. (4.63)

Utilizando a equacao da conservacao do numero de particulas (equa(;éo (4.61)) podemos

reescrever a fracao f em funcao das particulas do nucleo:

N.JN =1-f. (4.64)

Assim, a densidade das particulas do nicleo (equagao (4.62)) pode ser re-expressa como:

(1-f)N

5—, para 0 <7 < 7|, (4.65)
.

Ne =

Para determinar a densidade superficial das particulas do halo, n;,, vamos supor que estas
particulas se distribuem de maneira uniforme no espaco de fase, com os extremos limitados
por um retangulo (como pode ser visto na figura 4.6 (b)), de forma que a densidade linear

do halo, \j,, pode ser escrita como:

!

A\p = /T o(r,r")dr; (4.66)

-
onde 1’ representa a velocidade méaxima das particulas no espaco de fase (indicado também
na figura 4.6(b) ) e o(r,r") é a densidade superficial do espaco de fase (parametro que sera
eliminado com o decorrer dos célculos). Supondo o(r,7’") = o = constante, temos como
resultado da integral (4.66):

A\ = 207", (4.67)

Nossa tarefa agora ¢é conectar a densidade linear de particulas A\, com a densidade

superficial ny, ja que a equagao de Poisson (4.13) estd escrita em fungao de ny, (vamos manter
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4.6. Calculo da fragao de particulas do halo através de conservagao de energia

o indice h apenas por conveniéncia, contudo a dedugao que segue é geral). Fazemos isso a
partir da definicao da densidade superficial de particulas, que é equivalente ao numero de

particulas dividido pela area da seccao transversal na qual elas residem. Ou seja:

d*N,, d* Ny,
" drag T T drd (4.68)
Multiplicando por df e integrando ambos os lados da equagao anterior, obtemos:
2m 2m d th
=[] = (—)de; 4.69
/0 et /0 o\ dr (4.69)
logo:
dN;
np2mr = d_rh (4.70)

Contudo, o nimero de particulas divididas por uma unidade de comprimento, dN,,/dr, é a
prépria definicao de densidade linear de carga. E assim, concluimos que a relacao entre ny,

e>\hé:

An

2mr’

(4.71)

Np

como A\, = 2071’ pela equagao (4.67), podemos substituir esse resultado na equagao anterior,

obtendo entao:

or’
r
Para eliminar a dependéncia de o, podemos utilizar a relacao entre o ntumero total de

particulas do halo com a sua densidade superficial, que é:

2 Th
Ny, = / / nprdrdd. (4.73)
o Jo

Substituindo n, que obtivemos na expressao (4.72) na equagao anterior, obtemos:

Ny,

Ny, = 20,7 = or' = )
27“h

(4.74)

Utilizando o resultado anterior, podemos reescrever a equagao (4.72) eliminando a de-

pendéncia de o:
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4.6. Calculo da fragao de particulas do halo através de conservagao de energia

Np

h p—
2mryr

n , para 0 <7 <71y, (4.75)

Reescrevendo a densidade do halo em fungao da fragao f, definida na equagao (4.63), temos:

Nf

2rryr |

Np

(4.76)

Agora que possuimos expressoes de densidade tanto para o halo (equa@éo (4.76)) quanto
para o nucleo do feixe (equa(;éo (4.65), podemos enfim inserir ambas na expressao de ny

(4.60) e calcularmos a energia eletrostatica média do estado final. Fazendo isso:

A-/N, NJ

2 ) 0 S r S TC;
Tre N 2mryr
ng(r) = > 7 ro <1< 1 (4.77)
TrpT
0, T <1< Ty

Substituindo termo a termo da equagao (4.77) na equagao de Poisson (4.13) e integrando

esta ultima, obtemos para o campo eletrostatico médio no estado estacionario:

Ef:—w—i, 0<r<rg
aw re . Th
F __ o —
ET:E‘_ T N Ul ) [ (4.78)
Th T
Ef;cuo:_l/ra Th < T < Ty

onde EF e EJ" sao, respectivamente, os campos elétricos do nticleo e do halo do feixe e EX
¢ o campo elétrico no vacuo. Uma das constantes de integracao foi determinada utilizando
a finitude do campo elétrico (EX = 0 quando r = 0) e as outras duas pela continuidade
do potencial elétrico nas interfaces que separam (EX = Ef quando r, =r e EF = ET
quando rp = 7).

Agora podemos determinar a energia média armazenada nos campos elétricos do
estado estaciondrio final do feixe. Inserindo os termos da expressao (4.78) na equacao (4.52)

e integrando em seus respectivos intervalos, obtemos:

&= [sn ()5 -glr e () -+ e gu(B) 4y am
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4.6. Calculo da fragao de particulas do halo através de conservagao de energia

Sendo a ultima expressao funcao apenas do raio do ntcleo do feixe r., do raio do halo do
feixe 1y, e da fragao de particulas do halo f, onde r. e 7}, foram estimados no comeco desta
secao, e f serd determinado através da conservacao de energia do sistema.

Precisamos calcular agora a energia potencial magnética média do estado final. No-
vamente como no caso do estado inicial, utilizaremos a expressao (4.57) e a defini¢ao de raio
rms (4.56), contudo, separando dentro da integral do raio rms as densidades do nucleo e

halo, ou seja:

1 21 Te Th
Trms = \/—/ d@[/ rdrr’n, +/ rdrTth] (4.80)
N 0 0 0

Inserindo n. e nj, obtidas nas respectivas expressoes (4.65) e (4.76), obtemos:

B N.r? Nhr,%

2 4.81
que pode ser re-expressa em fungao da fracao f de particulas do halo, tornando-se:
1 — 2 2
<T2> _ ( Qf)rc + f;h (482)

Para calcular a energia cinética média do estado final, precisaremos utilizar a equacao da

emitancia rms [16], [15]:

Erms = \A((02)(r2) — {r0)?). (4.83)

Note que esta é a definicdo de emitancia rms utilizada para sistemas nao-lineares (a qual
discutimos nas segoes anteriores), pois suas inimeras defini¢oes na literatura causam muita
confusao.

Como no estado estaciondrio as oscilagoes do raio rms, 7,5, Sa0 praticamente nulas (o
sistema se encontra em um estado estacionério), podemos fazer a aproximacao dr,,s/ds = 0,

o que implica em anular o ultimo termo da equacao da emitancia rms. Resultando em:

Erms = 1/ 4((v2)(r?)). (4.84)

Utilizando a mesma aproximagao, dr,.,s/ds = 0, na equagao do envelope (4.35), obtemos:

K &2
—— — I8 =0, 4.85
KT o 3 ( )
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4.7. Conexao entre os estados inicial e final

E importante frisar que nosso objetivo agora é encontrar uma expressao para a energia
cinética média do estado estaciondrio. Para isso precisamos reescrever a equagao (4.85), que
estd escrita em fungao do raio do envelope do feixe, 1, e a equagao (4.84), que esta escrita
em fungao do raio quadrdtico médio, (r?), ambas em funcao do raio rms. Entao:

Se lembrarmos que a relagao entre o raio do envelope, 7y, e o raio quadratico médio,

(r?), vem através da defini¢do de raio rms, 7, temos:

Frms = \/(12) = % (4.86)

Sendo assim, se utilizarmos as relagoes (4.86) obtemos para a emitancia:

Erms = 4((V)77 ). (4.87)
e para a equacao do envelope:
K 2
KT s — _ Srms 0. (4.88)

2yms AT

Substituindo a nova expressao da emitancia rms (4.87) na equagao anterior e fazendo k =

K =1, obtemos depois de um pouco de algebra:

(V) =712 . —1/2. (4.89)

rms

Assim, a energia total média do estado estaciondrio, Er, pode ser obtida inserindo as ex-

pressoes (4.89), (4.82) e (4.79) na equagao da energia total (4.51), o que resulta em:

1 T 2r. 5 Te or. r2 rz 3 1 Tw r
(@) 23 (o) 2 Y ()
[nrc T el TG T e Ty Tl e ) T

= ;.

4.7 Conexao entre os estados inicial e final

Igualando as expressoes do estado final de energia (4.90) e do estado inicial (4.59),
obtemos finalmente uma equacao que determina a fragao de particulas que migram do nicleo

para o halo, ou seja:
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4.8. Célculo da emitancia do estado relaxado

EOZEf;

2 2 2
X 3 In(ry) [1 rh 2r, 5 Te 2r. r ri 3
Do () 2 ()2 e )
8 Tg T o) e, s G ) e ot N

1 r r2 1

L (fe) 4 2L w91

o) e T (4.91)

Podemos reescrever a equacao acima de uma maneira mais compacta, através de polinomio

com coeficientes constantes:

Af’+ Bf*+C =0. (4.92)
Onde:
A:11n<r—h) 27‘6_5’
2 Te 37’h 8
r 2r r2 r2 3
B:(1 _C>_ e ey Thy S
e s N A
In(r, 2 21
ool e XL (4.93)

4.8 Calculo da emitancia do estado relaxado

De posse da equagao (4.92) com seus respectivos coeficientes (equagao 4.93) podemos
enfim calcular a emitancia do estado relaxado. Sabemos que r. = 1 e que x pode ser
determinado pelas condicao iniciais do nosso feixe. Resta saber 75, o qual estipulamos de
uma maneira aproximada na secao 4.5 como: r, &~ 1,36. Sendo assim todas as variaveis
presentes nos coeficientes da equagao (4.93) sdo conhecidas.

Se fizermos y = 0.4, com r. = 1 e r, &~ 1,36, obtemos: A ~ 0,0189384, B =~
0,0688520, C' ~ —0,003333, o que resulta em uma fracao de particulas do halo f =
0,045574943. Sabido o valor de f, podemos determinar (r?) pela equacao (4.82), ou seja:

(1—f)r?
2

2
frh

(r?*) = + ~ 0, 505568; (4.94)

e determinar o raio rms através da relagao (4.86):

Ty

Trms = \/ (r?) 7 = Trms & 0,71103. (4.95)
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4.8. Célculo da emitancia do estado relaxado

Com o raio rms do item anterior, determinamos (v?) inserindo-o na equagao (4.89):

(v*) =712  —1/220,0055. (4.96)

rms

Assim, com a estimativa de (r?) e (v?), podemos estimar enfim a emitancia rms através da

equagao (4.84):

Erms = /A[(02))(r2)] ~ 0, 106. (4.97)

Na tabela a seguir temos a comparacao dos valores de emitancia em relacao a simulacao

auto-consistente:

X  Eanalitico  Esimulacio
0,2 0,053 0,051
0,4 0,106 0,099
0,6 0,152 0,140
0,8 0,211 0,175

Estes resultados estao publicados nas referéncias [5], [29] e [6].
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Capitulo 5
Feixe com temperatura

Nos capitulos anteriores, discutimos os fenomenos da quebra de onda e relaxacao
sobre a o6tica de um feixe frio, ou seja, quando todas as particulas sao inicializadas com
velocidade inicial igual a zero. Contudo, se o feixe for quente o que é que muda? Podemos
obter a resposta com base na figura 5.11. Nela temos o espaco de fase de dois feixes onde a

unica mudanca entre eles é a velocidade (temperatura) inicial.

0,010 0,010

(@) (b)
0,005 - — 0,005 - -
> 0,000 - > 0,000 {°
-0,005 - — -0,005 - -
-0,010 : : : : -0,010 : : : :
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

Figura 5.1: Em (a), temos um feixe inicializado frio e em (b), um feixe quente. Em ambos os casos foram

utilizados os feixes estao inicialmente casados, 1, = 1.0, e com nao-homogeneidade x = 0.6.

Observe que uma diferenca visivel estd na maneira com que eles se agrupam no espaco de
fase. Note que no quadro (a), o feixe frio, cada particula que compoe a linha em v = 0.0
associa-se a uma tnica coordenada r. Ja para o quadro (b), o feixe quente, podemos verificar
que o agrupamento de particulas ja nao se restringe apenas a um valor singular de v, o que
implica diretamente que um tnico r esteja associado a mais de um valor de velocidade. Este

fato isolado ja invalida o regime de fluido, proposto nas se¢oes anteriores, no instante inicial
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5.1. Modelagem de um feixe quente segundo equagoes de fluido ideal

(por termos vérios valores de velocidade para o mesmo valor de r), o que consequentemente
acarreta na divergéncia da densidade n na equagao da quebra de onda (equagao (3.1)).

Sendo assim, necessitamos de outro critério para controlar os jatos de particulas que
sao ejetados pelo feixe!. Isto serd feito numéricamente através de duas maneiras distintas:
a primeira sera baseada na equagao da emitancia rms (equagao (4.3)) e a segunda na refor-
mulacao das equacoes de fluido, utilizando uma nova interpretacao, na qual consideraremos
o feixe como um elemento de fluido sofrendo a acao de um campo de pressao proporcional a
temperatura.

Outra alteracao necessaria é na equacao do movimento da simulacao autoconsistente
(equacao (2.42)). Como agora cada uma das particulas possui uma velocidade total, v =
7 &+ (Lg/r)éq, distinta e diferente de zero (no caso frio todas as particulas tinham momento
angular igual a zero), é necessario adicionar um termo do tipo Lj/r®, onde Ly representard
o momento angular distinto e constante de cada particula, de maneira que a equacao de

movimento fica:

K Lj
Fi + KT — — + —2 =0, (5.1)

r; Ti

onde ¢ denota o indice de cada particula.

5.1 Modelagem de um feixe quente segundo equacoes

de fluido ideal

Quando nao ha troca de calor entre um sistema termodinamico e o meio externo
podemos dizer que temos um processo adiabdatico. Sendo assim, a variagao de energia interna
sempre vird na forma de trabalho; levando nosso sistema termodinamico (no caso de uma
aproximagao de gds ideal) a seguinte condigao adiabatica®

— = constante, (5.2)
n

onde P é a pressao exercida sobre o fluido pelo meio externo, n é a densidade volumétrica
e v é um fator dimensional definido como v = (f + 2)/f, sendo f é o nimero de graus de

liberdade do sistema. Para o caso de um sistema bi-dimensional, v = 3, logo, a pressao pode

LA partir de agora o termo “quebra de onda” serd utilizado apenas para feixes frios e embora exista
um processo de ejecdo muito semelhante nos feixes quentes com baixa temperatura, ele nao se enquadra na

defini¢ao de quebra de onda utilizada 3.1.
2Vale ressaltar que utilizaremos a massa igual & unidade para a equacio 5.2.
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5.1. Modelagem de um feixe quente segundo equacoes de fluido ideal

ser escrita como

P:n2P0

: (5.3)

2
N
onde os indices zero denotam o estado inicial. Como a massa do sistema se conserva, podemos

expressar n em funcao da densidade inicial do sistema na forma

ToNo

nrordfd = ngroOredfy = n = , (5.4)
Cr
onde C' = 9r/dry é a compressibilidade e ny = W—]:Q <1 + X <2TL§ — )) sera a densidade inicial
b b

parabdlica definida para o feixe. Se combinarmos as equagoes (5.3) e (5.4) com a equagao
de estado dos gases ideais (Py = n¢Tp, com k;, = 1), obtemos que a pressao que o fluido sofre

pelo meio externo é dada por:

2
TL()T’OTO
027“2 :

Contudo, ainda nos resta deduzir como o termo de pressao aparece na equacao de movimento

p= (5.5)

que ird governar a evolucao desse fluido. Essa montagem sera feita com base na figura 5.2.

Figura 5.2: Representacao bidimensional do elemento de fluido na forma de uma coroa circular.

Suponha que nosso elemento de fluido esteja localizado entre dois circulos concéntricos

de raio interno r, e externo r + dér. Imagine também que esse sélido sofra uma pressao P
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5.1. Modelagem de um feixe quente segundo equagoes de fluido ideal

em suas paredes, gerada pelos fluidos que o rodeiam, conforme a indicacao da figura 5.2. Se
aplicarmos a Segunda Lei de Newton para o elemento infinitesimal de volume (indicado por
uma proje¢ao bidimensional, pela cor verde) e soubermos que o numero de particulas dessa

regiao pode ser expresso como dm = ndV, obtemos:

F = ndVd*r/d?, (5.6)

onde dV é o elemento infinitesimal de volume entre os circulos e n sua densidade volumétrica.
Reescrevendo o médulo da forca como a pressao multiplicada pela unidade de area, F' = PA,

temos para a direcao radial

dz{Prdf — [(P + dP)(r + dr)df] + Pdrsen(df/2) + Pdrsen(df/2)} = ndVd*r/dz*. (5.7)
Desprezando os termos de segunda ordem e fazendo sendf = df, obtemos:

dzdf(Pr — Pr — Pdr — dPr + Pdr) = n(drrdfdz)d*r/d>*
“apr = nlrdn)ie/iz 55

logo, se isolarmos o termo de aceleragao somos guiados a seguinte equacao de movimento

2
d 7’5;, z) _ _%dP(C;?,z). (5.9)
A equac@o acima representa apenas o efeito da pressao sobre o elemento de fluido (efeito
térmico), contudo, para que tenhamos uma equacao comparavel aos feixe utilizados dos
capitulos anteriores, ainda precisamos adicionar os termos de forca elétrica e magnética.

Fazendo isso a equacao que descreve o fluido fica:

dr_ Qo) 1dP (5.10)

dz2 r n dr’

Substituindo os valores de n, P e calculando as derivadas, obtemos:

d? 2T, 2xre 274D 2T,
r_ Q(To)_ U XTo 4 2o T0+ 0”0

o, 220 _ 7
dz? r rC? 2 ((2% )X + 1) rC3 r2C

— —
b T

(5.11)

onde 7 = r(rg, 2), Q(rg) = fo% OTO norodrodf é a carga inicial integrada, C' = Or/0ry e
D = 9%*r/0re®. A integracio da equacdo (5.11) pode ser feita numericamente, entretanto,
deixaremos esse procedimento para a ultima secao do capitulo, onde compararemos o mode-
lo de fluido com as curvas de emitancia térmica e direta, conceitos os quais discutiremos a

seguir.
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5.2. Emitancia térmica e direta

5.2 Emitancia térmica e direta

A emitancia térmica e direta nao sao mais do que maneiras de separar a emitancia rms
em duas partes, uma que dependa da velocidade média das particulas e outra da dispersao
dessa média. O calculo dessas quantidades pode ser feito resgatando o conceito de emitancia
rms (equacao (4.3)), onde agora v e r sdao vetores, redefinindo a velocidade total como

U = U+ 0U, ou seja:

Ems = A(r?) (V) — (7 0)%);
& ms = 4 (r*){(T + 60)%) — (F - (T+00)));
€2 = A[(r2) (T + 20 - 67 + 0v%) — ((F- D)2 + (22T - 08) + (7 60)2)]. (5.12)

rms

Sabendo que (%) = 7 — U= 0, temos

_ 2

&2 = AN + () (50%) — (7 ). (5.13)

™ ms

Na equacao (5.13) podemos identificar termos que dependem de T e dv, 0 que nos permite
separar estas dependéncias em duas novas quantidades, definidas como emitancia térmica e

emitancia direta:

Caireta = ALr*) (@) = (7F-0); (5.14)
Crermica = 4L(1%)(00%)]. (5.15)

Logo, podemos reescrever a emitancia rms de uma maneira compacta como

2 _
rms — Edireta + Etérmica

£ (5.16)

Os efeitos dessa separacao de emitancias podem ser vistos na figura 5.3. Dividindo a
emitancia rms (curva (a)) em duas partes, nos beneficiamos em poder olhar os efeitos de os-
cilagao média (macroscépica) do feixe pela emitancia direta (curva (c)), e os efeitos cinéticos
microscépicos através da emitancia térmica (curva (b)). Para complementar essa andlise,
podemos verificar o que acontece no espaco de fase em dois instantes distintos, no instante
inicial e no ponto de formagao do primeiro jato de particulas, indicados na figura 5.3 por
duas setas, e dispostos lado a lado na figura 5.4.

Ainda na figura 5.3, vemos que a emitancia térmica no instante inicial, z = 0, oscila
préxima de zero. S6 nao ¢ exatamente zero devido ao efeitos de temperatura, que produzem

uma largura inicial na direcao de v, (figura 5.4, quadro (a)) e os efeitos numéricos causados
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5.2. Emitancia térmica e direta

0,2
— (a) Emifanciarms | |
—— (b) Emitancia termica
—— (c) Emitancia direta
2 T U R S 11 1 T e
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Figura 5.3: Em (a) temos a emitancia rms e em (b) e (¢) a emitancia térmica e direta, respectivamente,

de um feixe com baixa temperatura. Utilizamos y = 0.6 para a nao-homogeneidade inicial.

pela baixa estatistica de particulas (npaticulas = 20.000). Por consequéncia do valor da
emitancia térmica, a emitancia direta é a praticamente a emitancia rms. Quando z ~ 120
(figura 5.4, quadro (b)), temos o primeiro jato de particulas, fazendo com que a emitancia
térmica cresga abruptamente, e consequentemente, que a emitancia direta tenha uma queda.

Este crescimento da emitancia térmica magnifica a deteccao dos jatos em relacao a emitancia

0,0001 : : : ‘ ‘ 0,4 ‘ ‘ ‘ ‘
(®)
0,3 - i L
5e-05 /
o 0,2 - i -
> 0 - > 0,1 -
0 4 |
-5e-05

0,1 - L

-0,0001 \ \ ‘ ‘ ‘ -0,2 : : : ‘
00 02 04 06 08 1,0 o0 02 04 06 08 1,0

Figura 5.4: Espaco de fase para um feixe parabélico de um feixe quente com temperatura inicial 7, = 107°.
Em (a), no estado inicial com z = 0 e em (b), poucos instantes antes do primeiro jato de particulas, em
z ~ 120.

rms, tornando-se mais 1til para analisar fenomenos de ejecao de particulas no ambito de

feixes quentes. Sendo assim, reservaremos a proxima secao para examinar diversos feixes
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5.3. Transi¢ao na emitancia térmica

quentes a medida que aumentamos a temperatura inicial. Veremos que conforme escolhemos
os parametros o crescimento de emitancia térmica se modifica, podendo ser abrupto ou
suave. Estes comportamentos nos darao a idéia de quais feixes possuem um tempo de
ejecao de particulas da mesma ordem do caso frio e quais demoram mais para atingir esse
patamar. No final, compararemos o modelo de fluido proposto na secao 5.1 com a simulacao

autoconsistente através de graficos de emitancia térmica.

5.3 Transicao na emitancia térmica

Na secao anterior, mostramos o comportamento de um feixe quente com baixa tem-
peratura por intermédio da figura 5.3, contudo, para que se tenha uma anélise mais criteriosa,
¢ necessario entender como o sistema evolui também para temperaturas mais altas. Fize-
mos isso na figura 5.5 plotando a emitancia térmica de cinco feixes com temperaturas iniciais

diferentes. A primeira curva que vamos investigar, a preta, é um feixe frio. Repare que tanto

T ‘ T
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b
0,15 pe 0,15+ ( )f
] i T N R
@ o e '
Q o
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E 01 E’ 0,1 i
© o st Thpestomnesiubth et AL
(8] - (8] MW‘“’W i A ! :
5 WO 1 & e :
= — T,51,00.10 = W
L _ -4 L
0,05 - TFL010 0,05 o
~ T,=1,0010° ‘ 1 004d
T =1,26.10" " ~ T=10010"
o , L 0 3 . o
~ T,2100.10°
L/ I— T=126.10"
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Figura 5.5: Curvas de emitancia térmica para cinco feixes com valores distintos de temperatura inicial.
Para todos os gréfico utilizamos 20.000 particulas e nao-homogeneidade inicial y = 0.6. Em (a), temos as

cinco curvas para z = 1500 e em (b), para um intervalo mais curto, até z = 750.

no quadro (a) quanto no quadro (b), ela possui uma subida abrupta préxima de z ~ 128.
Este crescimento caracteriza um jato forte de particulas para o halo, como ja discutimos
na secao anterior, exibindo um comportamento tipico dos feixes frios nao-homogéneos. Se
continuarmos a observar as curvas seguindo uma ordem crescente de temperatura, veremos
que a curva vermelha ja possui um crescimento de emitancia um pouco mais demorado,
indicando que, embora existam jatos, eles estao associados a um processo de ejecao relativa-

mente mais lento do que o feixe frio. A medida que seguimos estas curvas, vemos que quanto
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5.3. Transi¢ao na emitancia térmica

mais aumentamos a temperatura, menos abrupto é o crescimento da emitancia. Em curvas
como a verde e a amarela por exemplo, a temperatura ja é alta o suficiente para que o feixe,
em poucos ciclos de oscilagao, atinja o seu estado de equilibro dinamico e relaxe.

Entao, o que nos chama a atencao, é que existe um processo de transi¢ao que relaciona
os feixes de baixa temperatura e os feixes mais quentes, de modo que o conhecimento desse
ponto de transi¢ao implica em um entendimento maior sobre a influéncia da temperatura
na maneira com que os jatos sao efetuados, e consequentemente, permite relaciona-los ao
tempo de quebra de onda do caso frio.

Um meio de determinarmos, aproximadamente, para qual valor de temperatura ocorre
a transigao, é calcular, para cada curva no grifico da emitancia térmica (figura 5.5), a
diferenca entre o seu valor inicial e um valor final equivalente a 4 ou 5 vezes o tempo de
quebra de onda do caso frio (que é quando a emitancia térmica do caso frio (curva preta da
figura 5.5) atinge um platd)®. Embora nao seja uma técnica rigorosa, ela torna-se eficiente
para fendmenos que ocorrem em um tempo finito.

Se tomarmos como exemplo a curva vermelha da figura 5.5 (b), esta diferenca, que
chamaremos de Aeg, seria o valor da emitancia térmica em z ~ 600 (5 vezes o valor da
emitancia térmica do caso frio logo apds o primeiro jato de particulas (z ~ 128)), subtraida
da emitancia térmica em z = 0, ou seja, Ae &~ 0.145 — 0.0065 =~ 0.138. Se este procedimento

for feito para varias curvas, além das expostas na figura 5.5, obteremos a figura 5.6

0,2 \\\\\\! \\\\\\' T T TTTT
L «— i

0,15\ -
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|

Temperatura de Transi¢ao L

0,05~

—>
O L1 \l | [ |
1e-05 0,0001 0,001 0,01

T

Figura 5.6: Transicao de regimes de relaxacao a tempo finito para 20.000 particulas com nao-homogeneidade

inicial x = 0.6.

3A escolha do fator 4 ou 5 é subjetiva, sendo feita simplesmente para facilitar o processo de comparacao.
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5.3. Transi¢ao na emitancia térmica

Devido a flexibilidade dos critérios utilizados, o valor da temperatura de transicao
(Tp ~ 1.6.107%) fica estabelecido dentro de uma margem de erro, tendo esta sido estipulada
através de um valor médio entre o ultimo maximo e o primeiro minimo da figura anterior.

Embora exista uma transicao para uma dada temperatura em y = 0,6, ela nao
precisa, obrigatoriamente, ocorrer para outros valores de y, ou simplesmente pode ocorrer
para valores de temperatura diferentes.

Além do alto custo computacional necesséario para plotarmos a figura 5.6, mas sobre-
tudo para compararmos o modelo de fluido com resultados obtidos através da variacao da
emitancia térmica (andlogos a figura 5.6), evocaremos a equagao (5.11), deduzida na segao
5.1., para construir uma figura mostrando o comportamento geral da nao-homogeneidade y

em funcao da temperatura inicial (figura 5.7)(vide apéndice B).

4 -6.5 -6 -5.5 -5 -4.5 4 3.3 -3

log{Temperatura)

Figura 5.7: Gréafico da transicao de fase na emitancia térmica em fungao da nao-homogeneidade e da

temperatura inicial.

Nesta figura, a barra de cores representa o logaritmo da razao entre o tempo para
que o modelo de fluido nao seja mais valido, normalizado pelo tempo de quebra de onda do
feixe frio. Por exemplo, quando a barra de cores é igual a um (preto), significa que o tempo
de validade do modelo de fluido é da mesma ordem que o tempo de quebra de onda do caso
frio (vide o tempo de quebra de onda do caso na figura 3.4).

A regiao amarela representa os valores de y e Ty para os quais o modelo de fluido

precisa um tempo infinito para um crescimento abrupto da emitancia. Entre a regiao escura
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5.3. Transi¢ao na emitancia térmica

e a regiao amarela, ocorre a transicao do regime abrupto para o suave, determinado pela
cor azul. Finalmente, os pontos vermelhos representam o valor da temperatura de transicao

obtida através da emitancia térmica e os triangulos verdes, as respectivas barras de erro.
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Capitulo 6
Conclusoes

Como foi visto neste trabalho, investigamos o comportamento de um feixe de particulas
carregadas, denso, quando este é lancado em um canal solenoidal. Dentre as inimeras modi-
ficacoes que o sistema sofre, escolhemos estudar principalmente a ejecao de particulas para
o halo e o estado de relaxacao.

No ambito da ejecao de particulas, dividimos o problema em duas partes. Na
primeira, estimamos o ponto de equilibrio de um feixe frio e, através de técnicas de per-
turbacgao, determinamos analiticamente o seu tempo de quebra de onda. Nesse caso, ainda
foi possivel generalizar esta aproximagao tanto para feixes casados (ponto de equilibrio na
borda do feixe) quanto descasados (ponto de equilibrio fora da borda do feixe). De maneira
a sintetizar os resultados analiticos com as simulagoes numéricas, montamos uma figura que
mostra para quais valores de nao-homogeneidade y e descasamento 7, iniciais obtemos um
determinado tempo de quebra de onda.

Na segunda parte, analisamos o feixe quente por intermédio de dois modelos numeéricos,
um deles baseado em técnicas de fluidos ideais e o outro através de simulacoes auto con-
sistentes (através do conceito de emitancia térmica). Com a emitancia térmica foi possivel
comparar a ordem de grandeza do tempo de ejecao das particulas para o halo, para diferentes
valores de temperatura, em relacao ao tempo de quebra de onda que obtivemos para o feixe
frio. Mostramos também que esse tempo de ejecao apresenta trés fases, sendo possivel ser
da mesma ordem de grandeza do caso frio, muito maior ou estar em um regime de transicao.
Para fornecer um panorama geral, esse resultado foi exposto através de uma figura que
relaciona os tempos de ejecao com a nao-homogeneidade e a temperatura inicial.

Para investigar o estado relaxado do feixe de uma maneira alternativa, utilizamos a
técnica do Lagrangeano médio, determinando uma equacao de movimento para a dinamica
da nao-homogeneidade, tomada como um parametro constante nas analises de quebra de

onda e ejecao de particulas. Esta equacgao foi acoplada a um conjunto de particulas-teste,
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fornecendo assim uma descricao do espaco de fase. Partindo do espaco de fase foi possivel
estimar quantidades, como, o tamanho do nicleo e do halo do feixe, que foram essenciais para
determinar a fracao de particulas que migram do nticleo para o halo e por fim, a emitancia
do estado relaxado.

Como perspectiva natural para a continuidade do trabalho, propomos analisar o
feixe quente com modelos de fluido mais abrangentes, visto que o modelo utilizado é ideal,
funcionando bem apenas para alguns valores de temperatura e nao-homogeneidade. Outra
possibilidade seria a comparagao dos resultados obtidos, tanto para o feixe frio quanto o
quente, com medidas experimentais, de forma a estabelecer valores numéricos reais. Ainda
podemos destacar que quantidades como entropia e expoente de Lyapunov ainda sao pouco
exploradas no contexto de feixes e, embora ja tenham sido analisadas em alguns trabalhos,

carecem de modelos mais abrangentes.
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Apeéendice A

A.1 Trajetodrias elipticas no espaco de fases

Esbocaremos aqui, sobre certas condi¢oes matematicas, que as solugoes de um sistema

linear conservativo ocupam uma elipse no espago de fase. Suponha que esse nosso sistema

[dl’/dt] _ [CLH a12 ] ) [l’] (A]_)
dy/dt 21 A929 Yy
~————

A

linear seja descrito como

Utilizando a equacao secular, podemos calcularmos os autovalores da matriz A, obtendo o

seguinte polinomio caracteristico

M — Aan + a22) + ajpaz — ajpaz =0 (A.2)

que através da formula de Bhéskara nos fornece:

(@11 + ag) £ \/(Cln + ag2)? — 4(a11a22 — a12a21)
2

Se restringirmos o sistema as condicoes aj; + age = 0 € aj1a00 — a2a9; > 0, teremos as

A= (A.3)

condicoes necessarias e suficientes para autovalores do tipo imaginarios puros. Para facilitar

a algebra, ainda podemos simplificar o sistema dado como uma tnica equacao

dy _ an + axy

= = ey A4
dr  anz + any (A-4)
e sabendo que ay; = —asy, pode reescreve-la como:
(012 + agoy) dx + (agex — ajay) dy = 0 (A.5)
—_— ———
M N
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A.1. Trajetérias elipticas no espaco de fases

A equagao anterior é uma EDO (equacao diferencial ordinéria) do tipo exata [43], pois

oM _ o _,
oy — oz — W22

Como a equagao (A.1) nao possui termos de dissipagao (proporcionais a velocidade,
por exemplo), podemos achar sua solugao definindo um vetor de campo F , que representa
o campo vetorial conservativo associado a esse sistema. Como todo campo conservativo
¢é irrotacional, V x F = 0, podemos escrevé-lo em funcao do gradiente de uma funcao
arbitraria ¢, (pois da mesma maneira, V x (V¢) = 0), que em coordenadas retangulares

pode Ser expressa Ccomao:

99(x, y)i 99(x, y)j

Vo(r,y) = pe o

Assim, se compararmos os termos das equagoes (A.5) e (A.6), obtemos:

a 2
% = AT + Gy = ¢(x,y) = aQ;x + axnyx + k(y)
99(z,y) ary? (A7)

= At — apy = ¢(z,y) = — + azyz + k()

oy 2
onde k(z) e k(y) sado as constantes provenientes da integragao de ¢(x,y). Uma maneira de
determind-las, é escolher uma das equagoes de ¢(z,y) em (A.7), (escolhemos a primeira) e

depois deriva-la em relacao a variavel que k£ possui dependéncia implicita, nesse caso y.

9¢(x,y) dk(y)
NI ekl CA A.
dy 29T + dy ( 8)
comparando w entre a equacao anterior e (A.7), obtemos agx — 12y = agx + %(y),
Y Y
logo:
dk a12Y?
W) g = k() = —42 1 ¢ (A.9)

dy
Agora que possuimos o valor de k(y), voltamos na primeira equagao de ¢(z,y) em (A.7) e

determinar-lo como

2
21T a12Y
+ agxy —

+C (A.10)

A constante de integragao C' se funde em uma tnica constante, que chamaremos de K, com
o argumento de que sendo Vé(z,y) = 0, isso implicard que ¢(z,y) também produza uma

outra constante, ou seja ¢(x,y) = C". Logo escreveremos (multiplicada por 2)
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A.1. Trajetérias elipticas no espaco de fases

anx® + 2001y — a1y’ = K (A.11)

onde K é uma constante arbitraria. Para facilitar a manipulagao, escreveremos a matriz B

na sua forma quadratica, ou seja

K=" 11" "™ |\gyl=7-B-27 (A.12)
Yy Qg2  —a12

Agora vamos analisar os coeficientes da matriz B para saber os sinais de seus autovalores [43].

e Se ap; é maior que zero, a matriz B é dita positiva definida, ou seja, o determinate
de B e da sub-matriz formada pelo elemento as;, sao positivos. Nesse caso, todos os

autovalores sao positivos;

e Se ap; é menor que zero, a matriz B é dita negativa definida, ou seja, o determinante
de B é maior que zero e da sub-matriz as; é negativo. Nesse caso, todos os autovalores

sao negativos.

Em ambos os casos citados acima, os autovalores possuem o mesmo sinal. Além
disso, como B é hermitiana (B = ET), sabemos que ¢ diagonalizavel e seus autovetores sao
ortogonais. Portanto, podemos encontrar uma matriz P que diagonalize B, fazendo uma
mudanca de varidvel Z = P - Z, afim de eliminar os termos mistos da equagao (A.12).

Na verdade, a ortogonalidade dos autovetores indica que a matriz P é, em geral, uma
matriz de rotacao. Deste modo, nossa mudanca de variavel causara apenas uma rotacao na
base da forma quadrética original. Se substituirmos ¥ = P - Z na forma quadratica original
da equacao (A.12), obtemos K = z - P.-B-PT.2T =7z.D.2T onde D é uma matriz

diagonal cujos elementos sao, justamente, os autovalores de B. Escrevendo explicitamente

D, temos
A0
D=|"" (A.13)
0 A
Logo:
r A1 0
K=z.D-2T=|" ! & 9] (A.14)
Y 0 X

Resolvendo o produto matricial, chegamos a seguinte expressao para a matriz na forma

quadrética nas novas coordenadas z = (&, 7)

78



A.1. Trajetérias elipticas no espaco de fases
(A.15)

M2+ Nt = K

~2 2
x_+y_:1

Co

onde A\; e Ay possuem o mesmo sinal. Fazendo A\ = K/c¢; e Ay = K /¢y, obtemos finalmente
(A.16)

&1

que ¢ a equacao da elipse centrada na origem.
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Apeéendice B

B.1 Conexao entre Temperatura e Velocidade

Quando realizamos uma simulacao auto-consistente é necessario um par de condigoes
iniciais de posicao e velocidade para cada uma das particulas. A posicao é obtida através de
um perfil parabdlico de densidade (equagao 2.53), e a velocidade é distribuida de maneira
uniforme entre zero e um valor maximo. J4 no modelo de fluido nossas condicoes iniciais
sao levemente diferentes, porque embora utilizemos o mesmo perfil de densidade ainda pre-
cisamos definir a temperatura inicial (equagao 5.11). Sendo assim, é inevitavel que tenhamos
uma relacao entre temperatura e a velocidade iniciais para comparar ambos os modelos. Um
maneira de estabelecer esta conexao, como ja adiantamos, é supor que a funcao de dis-
tribuicao de velocidades uniforme entre zero e uma velocidade maxima, conforme a figura a

seguir

max V

Figura B.1: Funcao de distribuicao de velocidades.

Assumindo que no estado inicial todas as particulas tem a mesma temperatura, entao, para
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B.1. Conexao entre Temperatura e Velocidade

uma aproximacao de gas ideal, cada grau de liberdade do nosso sistema contribuird com
kyTy/2, onde ky é a constante de Boltzmann e Ty é a temperatura inicial, para a ener-
gia cinética média total, segundo o teorema da equiparticao. Como nosso sistema €é bi-
dimensional, logo, a contribuigao total para o espago de velocidades é do tipo: m(v?)/2 =
kyTy. Tomando k, = m = 1, obtemos (v?)/2 = Tj. Se calcularmos o valor de (v?)/2, supondo

f com uma func¢ao de Heaviside, temos em coordenadas cilindricas

Umazx [27
(v*) lfo o fo*vdudd _ Vi (B.1)

22 [ 2T fududg 4

onde v,,,, € a velocidade inicial maxima permitida para cada particula.
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