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RESUMO

Esta dissertacdo apresenta uma proposta de ensino da Trigonometria para estudantes
do Ensino Médio, baseada na utilizacdo do software GeoGebra. Seu principal objetivo €
avaliar a aprendizagem da Trigonometria propiciada por uma sequéncia de ensino
desenvolvida em um ambiente informatizado e dinamico. A metodologia utilizada na pesquisa
foi o estudo de caso. As atividades da experiéncia didatica foram aplicadas em uma escola
particular de Porto Alegre em duas etapas: inicialmente, com uma turma de 45 alunos e,
posteriormente, com um grupo de 7 alunos dessa turma. A analise dos dados coletados foi
baseada na Teoria dos Campos Conceituais de Gerard Vergnaud e enfocou a identificacdo e
interpretagdo de conceitos-em-acdo ¢ teoremas-em-acdo utilizados pelos alunos nas
resolucdes das atividades. A aprendizagem dos conceitos de angulo, razdes trigonométricas,
circulo trigonométrico e fungdes trigonométricas e propriedades a eles relacionadas foi
favorecida pelo uso do sofiware de Geometria Dindmica, que propiciou a observagdo e
compreensdo de relagdes entre elementos de uma construc¢do, permitiu a experimentacdo de
hipoteses e elaboragdo de conclusoes, instigou discussdes e tornou as aulas mais dinamicas,
com o professor assumindo o papel de mediador na aprendizagem, e o trabalho cooperativo
entre os alunos organizados em grupos.

Palavras-chave: Ensino de Matematica — Educacdo Matematica - Trigonometria -
Ensino da Trigonometria - GeoGebra - Geometria Dindmica — Teoria dos Campos
Conceituais.



ABSTRACT

This dissertation presents a Trigonometry teaching proposal for High School students,
based on the use of the software GeoGebra. The main purpose of this paper is to evaluate the
learning of Trigonometry provided by a sequence of teaching developed in a computerized
and dynamic environment. The methodology used in the research was a case study. The
activities of the teaching experience were applied in a private school of Porto Alegre, in two
stages: first, with a 45-student group and afterwards with a 7-student group of the former one.
The analysis of the collected data was based on the Conceptual Fields Theory by Gerard
Vergnaud and focused on the identification and interpretation of in-action-concepts and in-
action-theorems used by the students to solve the activities proposed. The learning of
concepts such as angles, trigonometric reasons, circles and functions and the properties
related to them was favored by the use of the software of Dynamic Geometry, which provided
an observation and comprehension of relations between elements of a construction, allowed
the experimentation of hypothesis and the elaboration of conclusions, instigated discussions
and made the classes more dynamic, with the teacher taking the role of mediator in the
learning, and the cooperative work among students organized in groups.

Keywords: Mathematics Teaching — Mathematics Education - Trigonometry —
Trigonometry Teaching - GeoGebra — Dynamic Geometry — Conceptual Fields Theory.
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INTRODUCAO

O ensino da Trigonometria é uma das inquietacdes que tenho como professora.
Durante as minhas experiéncias docentes na Educacdo Basica ¢ na Educacdo Superior,
percebi diversas dificuldades na aprendizagem dos alunos relativas a esse tema. Os registros
de resolugdes de exercicios nos cadernos, os registros de provas ¢ os comentarios realizados
durante as aulas mostravam que muitas vezes os alunos ndo estavam compreendendo os
significados dos contetidos trigonométricos que estavam sendo desenvolvidos, nem
compreendendo a linguagem simbdlica utilizada nesse conteiido € nem conseguiam entender a
Trigonometria como wuma ferramenta matematica capaz de resolver problemas
contextualizados.

As minhas vivéncias em sala de aula evidenciaram também que as dificuldades de
aprendizagem dos alunos ndo estdo restritas a Trigonometria. Porém, por que desenvolver um
estudo sobre o ensino e a aprendizagem da Trigonometria? Porque considero a Trigonometria
um conteudo rico e importante, por abranger conhecimentos relativos a Algebra e a
Geometria, unindo esses dois ramos da Matemadtica: por exemplo, uma equacdo
trigonométrica pode ser resolvida através da representacdo de suas possiveis solugdes no
circulo trigonométrico. Também ¢é importante quanto as suas aplicacdes. Entre as mais
antigas, esta o calculo de distancias inacessiveis, como alturas de prédios, de montanhas, de
satélites e de avides, larguras de rios e comprimentos de pontes. Na Fisica, algumas
aplicagdes estdo no calculo do trabalho de uma forca atuante no deslocamento de um corpo e
no estudo de fendmenos ondulatorios. Na Medicina, o estudo da respiragdo humana, que é um
fenomeno ciclico, pode ser feito através da modelagem com fungdes trigonométricas, assim
como o estudo da pressdo sanguinea ¢ do ciclo menstrual. Pode-se citar ainda outros
fendmenos ciclicos que podem ser estudados através de fungdes trigonométricas, como a
oscilagdo periddica das marés e a variagcdo das temperaturas anuais em determinada regido.

Tendo como referéncia essas percepcdes e convicgdes, decidi pesquisar e desenvolver
uma proposta alternativa de ensino da Trigonometria, com o objetivo de promover uma
aprendizagem para os alunos que envolvesse a compreensdo dos conteudos e a utilizacdo
correta do simbolismo matematico envolvido, que promovesse o raciocinio e a autonomia dos
alunos na realizagdo de tarefas e desenvolvesse sua capacidade de resolver exercicios e

problemas contextualizados.
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Assim, desenvolvi um conjunto de atividades que compdem uma sequéncia de ensino.
A opcédo pela elaboracdo dessa sequéncia, sua aplicagdo e posterior analise, embasada pela
Teoria dos Campos Conceituais, tem dois objetivos principais: testar uma alternativa didatica
que pudesse contribuir para a melhoria do ensino, além da minha sala de aula, e contribuir
para a discussdo e as pesquisas que vém se desenvolvendo em torno do tema. Portanto, ndo
foi minha intengdo apenas identificar e analisar problemas relativos a aprendizagem e ao
ensino, mas construir uma alternativa didatica como uma sugestdo de material para outros
professores utilizarem com seus alunos, adaptando ¢ alterando o que fosse preciso conforme
suas necessidades.

O carater inovador dessa experiéncia de ensino esta relacionado ao uso do software
GeoGebra', um programa que permite estudar Algebra ¢ Geometria a0 mesmo tempo. Em
todas as atividades, construgdes geométricas manipulaveis foram apresentadas aos alunos, ou
eles construiram figuras geométricas, também manipulaveis, a partir de suas propriedades; as
atividades foram elaboradas buscando instigar os alunos a criarem hipoteses e testa-las para
serem comprovadas ou modificadas.

No capitulo 1 do trabalho, apresento um estudo do tema: o ensino da Trigonometria.
Sdo discutidas questdes relativas ao ensino da Trigonometria na Educa¢do Bésica, focando-se
a abordagem do tema pelos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio ¢ a maneira
como a Trigonometria ¢ abordada no Exame Nacional do Ensino Médio. Em seguida,
comento minhas experiéncias docentes no Ensino Superior, no Ensino Médio e os livros
didaticos adotados no Ensino Médio pela escola onde realizei a experiéncia e apresento um
estudo sobre abordagens diferenciadas da Trigonometria propostas em trabalhos recentes de
pesquisadores da area.

No capitulo 2, relato o processo através do qual surgiu a ideia da elaboracdo da
sequéncia de ensino, as questdes que nortearam a pesquisa e a metodologia utilizada.

No capitulo 3, apresento a fundamentagdo teorica da pesquisa: comento a Teoria dos
Campos Conceituais de Gerard Vergnaud, utilizada na interpretacdo das falas e das escritas
dos alunos, as potencialidades da Geometria Dinamica, como recurso de aprendizagem, e
apresento um estudo sobre o conceito de angulo.

O capitulo 4 ¢ dedicado ao detalhamento das atividades da sequéncia, ao relato de sua
aplicagdo e a analise das resolugdes desenvolvidas pelos alunos. A andlise foi iniciada com a

classificacdo das respostas, levando-se em consideracdo acertos, erros ¢ solugdes que se

! Software livre, disponivel em: <http://www.geogebra.org/cms/>.



17

destacaram quanto a criatividade ou por serem especialmente reveladoras dos modos de
pensar dos alunos. Em seguida, analisou-se o que poderia ter levado os alunos a procederem e
a responderem de uma forma ou de outra. A ultima etapa da analise envolveu a identificagdo e
a interpretacdo de conceitos-em-agdo e teoremas-em-acdo usados pelos alunos durante a
realizagdo das atividades. Nesse capitulo, detalho também os objetivos das atividades, os
conceitos e os conhecimentos abordados em cada uma.

As consideragdes finais apresentam reflexdes sobre a experiéncia de ensino. Analiso
de que maneira as questoes norteadoras da pesquisa foram, ou ndo, respondidas. Destaco seus
pontos principais: os beneficios que considero que a experiéncia trouxe para a aprendizagem
dos alunos, as dificuldades que surgiram e o que poderia ser melhorado, tendo em vista a

aplicagdo da sequéncia em outras turmas de ensino médio.
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1 ESTUDO DO TEMA: O ENSINO DA TRIGONOMETRIA

Este capitulo apresenta o estudo realizado sobre o tema: ensino da Trigonometria. A
secdo 1.1 aborda questdes referentes as expectativas em relagdo ao ensino da Trigonometria
na Educacdo Basica. Considerou-se nesse estudo o que os Parametros Curriculares Nacionais
do Ensino Médio (PCNEM) apresentam sobre o tema e como o0s conhecimentos
trigonométricos estdo sendo avaliados no Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM). A
secdo 1.2 é dedicada ao relato das minhas experiéncias docentes no Ensino Médio e no Ensino
Superior ¢ a analise dos livros didaticos adotados na escola onde lecionei e onde foi realizada
a pesquisa. Pretende-se com essa se¢do explicar, de modo mais detalhado, como a experiéncia
de sala de aula motivou e orientou o desenvolvimento da pesquisa. A secdo 1.3 ¢ dedicada a
uma breve discussdo de propostas diferenciadas de ensino de Trigonometria realizadas no

Brasil nos ultimos anos.

1.1 A TRIGONOMETRIA NA EDUCACAO BASICA

A Trigonometria é abordada na Educacdo Basica, no Brasil, usualmente, em dois
momentos principais: no final do Ensino Fundamental, quando se introduzem os conceitos de
seno, cosseno e tangente no tridngulo retangulo, e no Ensino Médio, quando sdo abordados os
conceitos de arcos, angulos e suas unidades de medida (graus e radianos), a caracterizagdo do
circulo trigonométrico, a identifica¢do das razdes trigonométricas no circulo trigonométrico, a
resolugdo de equacdes trigonométricas, as fungdes trigonométricas, a representagcdo grafica
das fungdes e a resolugdo de problemas que envolvem a Trigonometria. Os conceitos
trigonométricos sao abordados ou retomados em outros momentos na disciplina Matematica,
como por exemplo, no estudo do coeficiente angular de uma reta, com a construcdo de
graficos de fungdes lineares afins, ¢ no estudo da Geometria Analitica. A Trigonometria
também pode aparecer no estudo dos nimeros complexos, de sua representacdo na forma
trigonométrica, e das operacdes com esses numeros nessa forma. A Trigonometria também
pode ser abordada na disciplina de Fisica, por exemplo, com o estudo das ondas que envolve

classificagdo, comprimento, periodo, frequéncia, fase e velocidade.



19

1.1.1 A Trigonometria nos Pardmetros Curriculares Nacionais do Ensino Médio

(PCNEM)

Os PCNEM (Brasil, 2000) destacam a importancia do ensino da Trigonometria e a
utilizacdo de recursos pedagdgicos com vistas ao aprimoramento do aprendizado matematico
e das outras disciplinas. E necessario destacar que um dos objetivos principais dos Parametros
Curriculares Nacionais do Ensino Médio ¢é orientar as instituigdes de ensino da Educacgédo
Bésica quanto as competéncias, as habilidades e aos conhecimentos fundamentais que se
espera que os alunos desenvolvam durante a vida escolar. Sendo assim, considero que esse €
um dos documentos oficiais mais importantes que devem ser considerados na construgdo dos
curriculos das institui¢des de ensino basico do pais.

Especificamente sobre o ensino da Trigonometria, o0 documento ressalta a importancia

do tema:

Outro tema que exemplifica a relagdo da aprendizagem de matematica com o
desenvolvimento de habilidades e competéncias ¢ a Trigonometria, desde que seu
estudo esteja ligado as aplicacdes, evitando-se o investimento excessivo no célculo
algébrico das identidades e equagdes para enfatizar os aspectos importantes das
funcdes trigonométricas e da andlise de seus graficos. Especialmente para o
individuo que ndo prosseguird seus estudos nas carreiras ditas exatas, o que se deve
ser assegurado sdo as aplicagcdes da Trigonometria na resolu¢do de problemas que
envolvem medigdes, em especial o célculo de distincias inacessiveis, e na
constru¢do de modelos que correspondem a fendmenos periddicos (BRASIL, 2000,
p.44).

O trecho citado acima embasa a ideia de que os estudantes devem estudar os
conhecimentos trigonométricos necessarios para que desenvolvam habilidades e competéncias
voltadas para a resolucdo de problemas aplicados. Destaca-se ainda o comentario de que os
calculos algébricos das identidades e as resolucdes de equagdes continuam sendo importantes,
0 que ndo se recomenda ¢ unicamente focar o ensino nesse aspecto da Trigonometria.

Entre as habilidades e competéncias que os PCNEM consideram necessarias serem
desenvolvidas no estudo da Matematica, estdo:

Representacio e comunicacio
. Ler, interpretar e utilizar representagdes matematicas (tabelas, graficos,

expressoes, etc).
Investiga¢io e compreensio

. Interpretar e criticar resultados numa situagdo concreta.

. Fazer e validar conjecturas, experimentando, recorrendo a modelos, esbogos,
fatos conhecidos, relagdes e propriedades.

. Discutir ideias e produzir argumentos convincentes.

Contextualizacio sécio-cultural
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. Desenvolver a capacidade de utilizar a Matematica na interpretagdo e
intervengao no real.
. Aplicar conhecimentos e métodos matematicos em situagdes reais, em
especial em outras dreas do conhecimento.
. Utilizar adequadamente calculadoras e computador, reconhecendo suas
limitag¢des e potencialidades (PCNEM, 2000, p. 46).

Essas habilidades e competéncias foram tomadas como referéncias na constru¢do da

sequéncia de ensino que sera apresentada no capitulo 4.

1.1.2 A Trigonometria no Exame Nacional do Ensino Médio

Um instrumento que deve ser considerado, pois pode influenciar na organizagdo e
planejamento do curriculo escolar, ¢ o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) promovido
pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP). Desde
2009, o exame passou a ser ndo s6 uma ferramenta de avaliacdo da qualidade de ensino das
escolas de Ensino Médio brasileiras, mas uma alternativa de ingresso em uma instituicdo de
Ensino Superior?.

Com o objetivo de conhecer a forma como os conteudos trigonométricos sao avaliados
no ENEM, consultou-se a Matriz de Referéncia de Matematica e suas Tecnologias3 , um dos
quatro grandes eixos do exame, e as provas dos anos de 2010 ¢ 2009*. A matriz de referéncia
ndo esta organizada por conteidos, mas sim por competéncias que se considera que os alunos
devem ter desenvolvido em 7 areas da Matematica. Essas areas sdo:

1) Construir significados para os nimeros naturais, inteiros, racionais e reais.

2) Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura e a representacdo da
realidade e agir sobre cla.

3) Construir no¢des de grandezas e medidas para a compreensdo da realidade e a

solu¢do de problemas do cotidiano.

% As instituigdes de Ensino Superior sdo livres para adotar nos seus critérios de selecdo a nota obtida, pelo aluno
do Ensino Médio, no ENEM. As institui¢des podem adota-lo como unica fase no seu processo de sele¢do, como
primeira fase do processo, combinar a nota do ENEM com a nota do vestibular da institui¢do ou ainda adoté-lo
como critério de preenchimento de vagas remanescentes do vestibular.

3 Disponivel em:
<http://download.inep.gov.br/educacao_basica/enem/edital/2011/edital n07 18 05 2011 2.pdf> Acesso: ago.
2011.

4 Disponiveis em: < http://portal.inep.gov.br/web/enem/edicoes-anteriores > Acesso em: ago. 2011.
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4) Construir no¢des de variacdo de grandezas para a compreensdo da realidade e a
solu¢do de problemas do cotidiano.

5) Modelar e resolver problemas que envolvem variaveis socioeconémicas ou técnico-
cientificas, usando representagdes algébricas.

6) Interpretar informagdes de natureza cientifica e social obtidas da leitura de graficos
e tabelas, realizando previsoes de tendéncia, extrapolagdo, interpolagdo e interpretacio.

7) Compreender o carater aleatorio ¢ ndo deterministico dos fendmenos naturais e
sociais e utilizar instrumentos adequados para medidas, determina¢do de amostras e calculos
de probabilidade para interpretar informagdes de variaveis apresentadas em uma distribui¢do
estatistica.

A figura 1 nos mostra uma questio da prova azul’ realizada em 2010. Essa questio ¢
um exemplo de como a Trigonometria pode ser abordada na prova. O aluno podera resolver a
questdo se conhecer uma das caracteristicas principais da fungdo cosseno: que seus valores

maximo ¢ minimo so 1 e -1, respectivamente.

Questao 152

Um satélite de telecomunicagbes, { minutos apés ter
atingido sua drbita, esta a r quildmetros de distancia
do centro da Terra. Quando r assume seus valores
méaximo e minimo, diz-se que o satélite atingiu o apogeu
e o perigeu, respectivamente. Suponha que, para esse
satélite, o valor de rem funcao de ¢ seja dado por

5 865

= 4 0,15 % cos(0,060)

Um cientista monitora o movimento desse satélite para
controlar o seu afastamento do centro da Terra. Para
isso, ele precisa calcular a soma dos valores de r, no
apogeu e no perigeu, representada por S.

O cientista dewveria concluir que, periodicamente, S
atinge o valor de

o 12765 km.

12 000 km.
® 11 730km.

® 10965 km.
@ 5865 km.

Figura 1: Questdo 152 da prova do ENEM 2010.
A figura 2 mostra a questdo 164 da prova azul do ENEM 2009. A questdo envolve

conhecimentos de Trigonometria, especificamente relativos a razdo trigonométrica tangente,

de Geometria (calculo de area de tridingulo) e calculo de porcentagem. Detalhando um pouco

As provas do ENEM recebem cores diferenciadas. As questdes sdo semelhantes, mas os gabaritos sdo
diferentes. Esse ¢ um recurso para tentar-se evitar fraudes na realizacdo do exame.
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mais a parte da Trigonometria, o estudante precisa ser capaz de identificar que deve encontrar
a medida do cateto oposto ao angulo de 30° para calcular a area do tridngulo. A figura
informa a medida do cateto adjacente, logo o estudante deve ser capaz de identificar e utilizar

a razdo trigonométrica tangente para solucionar o problema.

[Questao]R T 1

Ao mormer, o pai de Jodo, Pedro e José deixou como
heranga um tereno retangular de 3 km x 2 km gue contém
uma area de extragio de curo delimitada por um quarto de
circulo de raio 1 km a partir do canto inferior esquerdo da
propriedade. Dado o maior valor da area de exfracdo de
ouro, 08 irmé&os acordaram em repartir a propriedade de
modo que cada um ficasse com a terga parte da area de
extragio, conforme mostra a figura.

3 bt
7
/ —
i / (__-"/
4 -~
/ Ped-o - .
. - H
T -
/ H'x _.f"f.
1km // __’__,_z\{:\' s
;o '.II

Em relagie & partilha proposta, constata-se que a
porcentagem da area do temeno gque coube a Jodo
comesponde, aproximadaments, a

(considers % =0,58)

0%,
43%.
KT
33%.
19%.

SODe O

Figura 2: Questdo 164 do ENEM 2009.

A figura 3 mostra a questdo 174 também da prova azul do ENEM 2009. Para a
resolucdo da questdo, o aluno necessita compreender que a variagdo horizontal,
correspondente a0 movimento de Q sobre o eixo x, informa a variagdo do cosseno do angulo e
que se a distancia d, sobre o circulo, deve ser menor ou igual ao raio r, isso significa que a
distancia percorrida pelo ponto P deve ser menor do que 1 radiano. Esse raciocinio conduz a
informag@o de que o argumento da fungdo estd medido em radianos, que é obtido pela razio

d/r, logo a distancia que P percorre sobre o eixo ¢ dada pela expressdo do item b.
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Considere um ponto P em uma circunferéncia de raio r no
plano cartesiano. Seja Q a projecéo ortogonal de P sobre o
eixo x, como mostra a figura, e suponha que o ponto P
percorra, no sentido anti-horario, uma disténcia d <r sobre
a circunferéncia.

F Y
Y‘
\
|
1 X >
Entdo, o ponto Q percorrera, no eixo x, uma distancia dada
por
’ !
o r[1—seng] ) (o} rser{LJ.
r d
’ | P
(r} r[1—cosEJ . (7] rcos[LJ.
r d
C] r[1—tg%].

Figura 3: Questdo 174 da prova azul do ENEM 2009.

A partir do que foi observado sobre os conhecimentos citados na matriz de referéncia
do ENEM e pela andlise das questdes, podemos perceber que o ENEM ndo tende a exigir dos
alunos memorizagdes de formulas, de regras ¢ de valores para as razdes trigonométricas, mas
pretende verificar a capacidade de analisar, de relacionar, de interpretar informacdes
matematicamente a partir do dominio de conhecimentos basicos ou fundamentais da
Trigonometria.

Na elaboragao da sequéncia de ensino, levou-se em consideragdo essa caracteristica do
ENEM, ou seja, buscou-se o desenvolvimento dos conhecimentos bésicos da Trigonometria a
partir da compreensdo desses conhecimentos e ndo pela memorizacdo de foérmulas

trigonomeétricas.
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1.2 EXPERIENCIAS DOCENTES COM O ENSINO DA TRIGONOMETRIA

Durante minha graduagdo, participei de um programa de Iniciacdo Cientifica,
promovido pela Universidade Federal do Rio Grande do Sul - UFRGS, no qual pesquisei
dificuldades que alunos da disciplina de Calculo e Geometria Analitica [A apresentavam,
relativas as suas noc¢des sobre fungdes. Essa disciplina aborda o Calculo Diferencial e Integral
de fungdes de uma variavel e é oferecida para alunos calouros de varios cursos da
universidade. Apods a conclusdo da graduagdo, no periodo de 2006 a 2008, pude continuar
observando o aprendizado e as dificuldades de alunos de Calculo, porém como professora
substituta na mesma universidade.

Desde 2008 até¢ maio de 2011, fui professora de Matematica no Colégio Marista
Assuncdo, escola particular de Porto Alegre. Durante esse periodo, trabalhei com turmas do
segundo ano do Ensino Médio, além de outros niveis.

Essas minhas experiéncias permitiram-me observar que a Trigonometria ¢ vista tanto
por alunos do Ensino Médio quanto por alunos ingressantes no Ensino Superior como um
conteudo dificil, sem sentido ou com poucas aplicagdes praticas e que requer o conhecimento
de um extenso formulario para utilizacdo na resolucdo de exercicios. Nessas minhas
experiéncias como professora, ouvi, diversas vezes dos alunos, que nas provas as questdes de
Trigonometria eram as mais dificeis e, muitas vezes, elas eram deixadas em branco.

Comentar essas experiéncias docentes ¢ importante, pois as primeiras, como bolsista
de Iniciagdo Cientifica e como professora substituta na UFRGS, permitem exemplificar
alguns tipos de erros cometidos pelos alunos em questdes que envolvem a Trigonometria e, a
segunda experiéncia, como professora do Colégio Marista Assungdo, motivou a elaboragdo do
material que compde a sequéncia de ensino baseada em atividades que utilizam o software

GeoGebra.

1.2.1 Dificuldades apresentadas por alunos do Calculo I relativas ao estudo da

Trigonometria

Durante o ano de 2005, fui bolsista de Iniciagdao Cientifica na Universidade Federal do
Rio Grande do Sul — UFRGS sob a orientagdo das Professoras Elisabete Zardo Burigo e Luisa

Rodriguez Doering. Nesse periodo, realizamos a pesquisa intitulada Investiga¢do em turmas
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de Calculo: nogoes de fun¢do, que estava inserida dentro do projeto Ensino e Aprendizagem
de Cdalculo, que teve seu inicio no ano de 2003.

Esse trabalho teve por objetivos

compreender como os alunos vém construindo as nogdes de funcdo, as dificuldades
que enfrentam ocasionadas por nog¢des, muitas vezes fragmentadas, sobre esse
assunto e como os alunos superam essas dificuldades (PEDROSO, 2006).

Os dados coletados foram obtidos através da observagdo de turmas especiais de
Calculo I (compostas por um numero reduzido de alunos e que tiveram mais de uma
reprovacdo na disciplina), por andlise de provas dos alunos, por entrevistas com eles e
preenchimento de questionario. Entre as varias dificuldades observadas na constru¢do do
conceito de funcdo, as dificuldades relativas aos conceitos trigonométricos, as fungoes
trigonométricas e suas inversas apareceram com grande frequéncia. Abaixo exponho cinco

;. . y . .1
exemplos de erros e diividas apresentadas por alunos transcritos do Relatério da Pesquisa :

a) Na resolucao de um exercicio em que apareceu
1 i do 1 [c0s0d0
= =_Jcos = ..., um aluno pergunta: “Como é que saiu a
5" sec® 5 pergy q
secante ali de baixo?”.
b) Rogério comenta, sobre a fungao f(x) = x + sen x: “Derivar ¢ fécil, mas ¢é
impossivel de interpretar!”.
~ sen30
c) Duvida de um aluno para calcular o lim 0 : “Posso passar o 3 pra
—>0
fora?” .
d) Em outra questdo, da segunda area, sobre taxas de variagdo envolvendo

Trigonometria, a aluna escreve: COS 0= 5 (sendo que —1<cos6< 1).

e) Para a questdo “Determine o valor mdximo absoluto da fungdo
2 _ T
f(e) =—cosO—sen“0® o intervalo I=|- E > E 7, ele deriva

corretamente e encontra o valor correto, mas divide a derivada por “sen 07, ndo se
dando conta de que este valor pode ser zero e, mais adiante, conclui que, se

T
cos® = E, entdo 0 = g, esquecendo que este valor pode ser negativo também

(PEDROSO, 2006).

No exemplo a, observa-se que o aluno ndo consegue identificar a identidade

. . 1 TE . .
trigonométrica cos6= soc > 9F5TkmkeZ  portanto ndo observou que foi feita uma

substituicdo na integral por essa identidade. No exemplo b, outro aluno comenta sobre a sua

dificuldade de interpretar a lei da fungdo. Essa dificuldade mostra que o aluno ndo esta
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conseguindo desenvolver interpretagdes e/ou construgdes graficas, que podem ser feitas com
o auxilio do estudo das primeira ¢ segunda derivadas da funcdo e dos limites. Ou, até mesmo,
a duvida pode ser mais basica: o aluno pode estar pensando em x como um angulo medido em
graus e ndo em radianos, dessa forma fica sem significado, por exemplo, a expressao
f(30°) = 30° + sen(30°)
£(30°)=30°+0,5
O exemplo ¢ mostra uma davida comum dos alunos que envolve a ideia de

simplificagdo em uma fra¢do. Essa dlivida pode ser resolvida com um contra-exemplo: se

T sen(3.n/3) senm
X = g, entao: =

=0, o que ¢ bem diferente de "passar o 3 para fora" e obter

T T
3 3
3. /3 3 3 943
M=3.£.—=£. Porém eles ndo costumam fazer esse tipo de teste, o que
T 2 n 2n
3

também pode ser explicado pela dificuldade em se trabalhar com a variavel x em radianos.

O exemplo d mostra claramente que a aluna ndo compreende que o cosseno de 6
nunca sera maior do que um, ou menor do que -1. Isso pode estar relacionado com a falta de
significado do cosseno para a aluna. Ela poderia pensar que, em um triangulo retangulo, o
cosseno ¢ a razdo entre as medidas do cateto adjacente e da hipotenusa e que, como a
hipotenusa ¢ sempre o maior lado, a razdo serd maior que zero e menor do que 1. Estendendo
a ideia de cosseno para angulos quaisquer no circulo trigonométrico, tem-se que o raio do
circulo ¢ 1, portanto o cosseno estard variando entre -1 e 1 inclusive.

No exemplo e, o aluno ndo encontra a outra possivel solugdo, claramente ele ndo
percebeu os valores simétricos nos outros quadrantes do ciclo trigonométrico. Todos esses
exemplos indicam que ha alunos que chegam a universidade com dificuldades de raciocinar
sobre os conteudos trigonométricos, relacionando esses conhecimentos entre si. Também séo
indicios de que alguns alunos constroem um conhecimento fragmentado, onde conhecem
algumas férmulas ou formas decoradas de resolugdes e que, quando € exigido um pouco mais
de autonomia e interpretagdes na resolucdo de um problema ou exercicio, eles ndo conseguem
realiza-los.

Apos o desenvolvimento dessa pesquisa, trabalhei durante dois anos (de agosto de
2006 até julho de 2008) como professora substituta no Instituto de Matematica da UFRGS

lecionando a disciplina de Célculo Diferencial e Integral IA. Esse trabalho permitiu-me
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também observar que as dificuldades com a Trigonometria apresentadas na pesquisa
reapareceram.

Essas experiéncias que tive no Ensino Superior com o ensino e aprendizagem de
Trigonometria foram fundamentais para que eu me questionasse sobre o que eu poderia fazer
de diferente para auxiliar os meus alunos da Educag¢do Basica a terem uma compreensdo
melhor desse contetido. Permitiram também que eu refletisse sobre o que eu poderia fazer
para que as aulas ficassem mais interessantes, mais dindmicas e quem sabe até poder ampliar
o grupo de alunos com interesse pela area das ciéncias exatas. Enfim, essas experiéncias
levaram-me a pensar sobre quais os tipos de recursos que eu poderia utilizar para ajudar na
compreensdo das relagdes trigonométricas para que os alunos ndo cometessem erros do tipo

senx

= sen
X

e que tipos de atividades poderiam ser elaboradas para a superagao dessas dificuldades.

1.2.2 Dificuldades apresentadas pelos alunos do Ensino Médio

Ao longo das minhas experiéncias docentes no Ensino Médio, pude perceber diversas
dificuldades apresentadas por muitos alunos, por exemplo: a) frequentemente, muitos nao
conseguiam aplicar as razdes trigonométricas na resolu¢do de problemas, ou seja, em uma
situacdo simples como calcular a altura de um prédio, sabendo a distancia até um certo ponto
no solo e o angulo sob o qual se avista o topo de um prédio a partir desse ponto, os alunos
utilizavam seno ou cosseno ao invés da tangente, ou ainda, substituiam a tangente pelo valor
do angulo (zg 30° = 30); b) decoravam os sinais de seno e de cosseno nos quadrantes do
circulo trigonométrico, sem conseguir entender porque o seno ¢ positivo no 2° quadrante,
negativo no 3°, e assim por diante; ¢) ndo compreendiam o que era radiano, frequentemente
escreviam igualdades parecidas com sen 1 = 1 ou sen 0,5 = 30° d) tentavam decorar as
formulas de reducdo ao 1° quadrante para cada razdo, ou seja, um total de nove formulas
diferentes; ¢) ndo conseguiam estabelecer as principais diferencas ou semelhangas entre os
graficos de seno e cosseno; f) na resolucdo de equagdes trigonométricas, na maioria das vezes,
esqueciam os valores de arcos simétricos que também eram solucdes da equagdo.

Esses sdo apenas alguns exemplos dos erros que frequentemente observava nas
perguntas que os alunos faziam em aula, na resolu¢do de provas, na resolucdo de exercicios

propostos em aula e para serem resolvidos em casa. Esses erros mostram a auséncia de
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significado desses contetidos e que, basicamente, os alunos fixavam-se em decorar formulas

para tentar resolver exercicios.

1.2.3 A Trigonometria nos livros didaticos adotados pela escola onde a

experiéncia foi realizada

A andlise de livros didaticos foi considerada importante para o desenvolvimento da
sequéncia de ensino, pois o livro didatico pode ser uma importante ferramenta de apoio para
os professores em sala de aula e uma fonte alternativa de estudo para os estudantes.

Para a realizacdo desse trabalho, julgou-se interessante fazer uma breve analise do
livro adotado até o ano de 2010 pela escola em que foi realizada a experiéncia de ensino e do
livro adotado em 2011 por essa mesma escola. Optou-se pela andlise desses dois livros para
ter-se uma ideia de como a Trigonometria é abordada por esses recursos de apoio ao ensino na
escola.

O capitulo referente a Trigonometria no livro Matematica — Contexto e Aplicagdes, de
Luiz Roberto Dante (2006), adotado até¢ 2010 pela escola, inicia com uma breve introducdo
que aborda o significado da palavra Trigonometria e, em seguida, passa a comparar rampas
que aparecem em figuras, questionando qual ¢ a mais ingreme. Conclui essa introducdo
dizendo que situagdes que envolvem angulos e¢ lados podem ser resolvidas através da
Trigonometria. A segunda parte do capitulo ¢ intitulada "indice de subida". Uma rampa em
forma de tridangulo retangulo (ver figura 4) ¢ apresentada com as denominagdes: percurso,
afastamento e altura. Com base em alguns tridngulos semelhantes ao tridngulo dado, ¢ feita
uma listagem das razdes entre altura e afastamento para cada tridngulo e conclui-se que essa
razao ¢ sempre uma constante para a mesma subida e que essa constante ¢ o indice de subida.
Outra figura ¢ apresentada com indice de subida diferente. Pede-se ao estudante, no item
“para refletir”, como devem ser o afastamento e a altura para se ter um indice de subida igual
a 1 (um) e maior do que 1 (um). Cinco exercicios sdo apresentados e neles pede-se para
calcular o indice de subida, ou ¢ dado o indice e pede-se para calcular o afastamento ou a
altura. Um dos exercicios pede que o estudante desenhe uma rampa com um indice dado.
Ainda dentro desse segundo topico ¢ estabelecida uma comparagdo entre angulo de subida e

indice de subida.
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percurso
altura

afastamento

Figura 4: Tridngulo com lados denominados percurso, afastamento e altura.

Os topicos trés, quatro e cinco abordam, respectivamente, as ideias de tangente, seno ¢
cosseno. A figura da rampa aparece novamente e diz-se que a palavra tangente ird representar
a razdo entre a altura e o afastamento: “Usaremos a palavra tangente para associar a medida
do angulo de subida e o indice na mesma subida. A tangente do angulo de subida ¢ igual ao
indice de subida associado, e o indicaremos por k;” (DANTE, 2006, p.200). Em seguida,
volta-se ao problema inicial citado na introducdo que era saber qual rampa era mais ingreme,
sem conhecer as medidas dos dngulos. Comparam-se as tangentes de cada angulo e responde-
se a questdo. Os topicos quatro e cinco sdo desenvolvidos de maneira semelhante ao da
tangente. Em cada um desses topicos aparece o quadro intitulado “para refletir”. As questdes
envolvem fixar o percurso, pensar em um angulo o maior do que 3 e responder qual terd a
maior altura, qual valor de seno/cosseno sera maior e qual das subidas ¢ mais ingreme.

No sexto topico, intitulado “O triangulo retangulo”, sdo dadas as definicdes do que €
um triangulo retangulo, o que ¢ hipotenusa, cateto oposto e cateto adjacente, e também sdo
reescritas as razdes trigonométricas utilizando essa nomenclatura. O quadro “para refletir”
pede que o estudante justifique a afirmag@o de que “em todo tridngulo retdngulo um angulo ¢
reto e os outros dois sdo agudos e complementares” (DANTE, 2006, p.201). E dado um
exercicio que pede que o estudante, utilizando um transferidor, construa um triangulo
retangulo com um angulo de 40° e calcule as trés razdes vistas com uma precisdo de trés casas
decimais; pede ainda que confira suas respostas na tabela de razoes trigonométricas dada no
final do capitulo.

Ainda no sexto topico, sdo feitas simples manipula¢des algébricas para isolar, nas
razdes trigonométricas, ora a medida do cateto oposto, ora a da hipotenusa, ora a do cateto
adjacente, isso para mostrar que em qualquer triangulo retangulo em que sdo conhecidos um
angulo e um lado pode-se obter todas as medidas dos lados e dos angulos consultando na
tabela trigonométrica os valores de seno, cosseno ou tangente do angulo conhecido. No
quadro “para refletir”, afirma-se que os valores de seno e cosseno de um angulo agudo variam

entre 0 e 1 e que a tangente desse mesmo angulo ¢ sempre maior do que 0. Em seguida,
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mostra-se: que o seno e¢ o cosseno de angulos complementares sdo iguais, a relagdo
fundamental da Trigonometria, obtida a partir do Teorema de Pitagoras (sen? x + cos*> x = 1),
e que a tangente de o pode ser escrita em fungdo de seno e cosseno de a.

Finalizando esse capitulo inicial, é feito um quadro resumo de tudo o que foi visto até
o momento, sdo mostrados quatro exercicios resolvidos que envolvem célculos diretos das
razdes trigonométricas, ou das medidas dos lados, ou das medidas dos angulos e sdo dados
exercicios para os estudantes resolverem, parecidos com os exemplificados. Em um item a
parte, estdo as aplicagdes que envolvem resolucdo de problemas. Nesse ponto sdo
apresentados, como exemplos, os contextos: descobrir a altura que uma pessoa atingiu, com
relagdo ao solo, ao subir por uma rampa; descobrir o comprimento de um cabo que liga o pé
de uma arvore ao topo de uma encosta reta; calcular a distdncia de um barco até uma
plataforma maritima; calcular a altura de uma montanha utilizando-se duas medi¢des de
angulos e a distancia entre os pontos em que foram feitas essas duas medic¢des; calcular a
medida do raio da Terra. Contextos que aparecem em problemas propostos para os estudantes
resolverem: calcular a altura atingida por um caminhdo, em relagdo ao solo, ao subir uma
rampa; calcular a largura de um rio; calcular a altura maxima atingida por uma moeda lancada
por um cowboy que a atinge com dois tiros quando seu brago faz determinado angulo com a
horizontal; calcular a distancia de uma ilha até a praia, sendo conhecido o angulo de
depressdo do topo de uma torre nessa ilha e a altura dessa torre; calcular a altura atingida por
um avido no instante em que ele passa por uma torre distante 2km do ponto de levantamento
de voo; calcular a altura de um telhado; calcular o0 médulo dos vetores horizontal e vertical
que sdo a decomposi¢do de um vetor de inclinacdo igual a 30° calcular a altura do Pdo de
Acgucar, quando informadas duas medigdes de angulos e a distidncia entre os pontos de
medigdo; calcular a medida do raio da Terra, sabendo a altura da montanha em que esta o
Cristo Redentor e o angulo que um observador obtém com a linha do horizonte; aplicagdes a
Fisica: calculo de trabalho, forca ¢ mais vetores.

Desses contextos, considero um exemplo de aplicagdo sem sentido o exercicio do
cowboy atirando em uma moeda. Uma vez que, se o cowboy atinge a moeda com um tiro, ela
mudard sua trajetoria, portanto ndo se podera imaginar a representagao da situacdo como um
triangulo retangulo. O enunciado do exercicio diz para se considerar que ndo ha mudanga
nessa trajetoria, ou seja, a moeda continua caindo perpendicularmente ao solo depois do tiro.

Nesse caso, ndo ha sentido no contexto.
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O capitulo termina com trés textos sobre a historia da Trigonometria que sd3o apenas
informativos, ou seja, ndo € proposta nenhuma atividade a partir deles.

A série Matematica, de autoria de Giovanni, Bonjorno e Giovanni Jr., ¢ composta por
trés livros, um para cada ano do Ensino Médio. No primeiro livro, ¢ feita uma revisdo da
Trigonometria no tridngulo retangulo. Primeiro, explica o que sdo cateto oposto, cateto
adjacente e hipotenusa, depois, sdo dadas as defini¢des das razdes. Basicamente, os exercicios
de aplicagdes sdo: calcular altura de prédio, de torres, de arvores, largura de rio, entre outras.
Uma diferenga significativa entre esse livro ¢ o outro ¢ que no primeiro ha uma pequena
explanagdo sobre o significado da Trigonometria e comenta-se um pouco de sua historia, seja
no inicio ou no fim do capitulo. J4 nesse, ndo ¢ citado em nenhum momento o significado da
palavra Trigonometria e nem sdo feitas referéncias a parte historica.

O préximo contetido desenvolvido € o das relagdes trigonométricas em um tridngulo
qualquer. Os autores comegam dizendo o que s@o angulos suplementares ¢ ja definem que o
seno de um angulo x ¢ igual ao seno de seu suplemento 180° - x e que o cosseno de um angulo
x € igual ao oposto do cosseno de seu suplemento.

Percebo aqui uma precipitagio no tratamento dessas informagdes, pois ndo ha
justificativa dada aos alunos para essas igualdades, principalmente com relacdo ao cosseno,
pois essas razdes foram vistas, até esse momento, como o quociente de duas medidas,
portanto com resultados positivos. Agora, como aparece esse resultado negativo?

Na sequéncia, seguem as demonstragdes das leis dos cossenos, em tridngulos
acutangulos e obtusangulos, e dos senos em tridangulo acutangulo. A parte tedrica ¢ finalizada
com a demonstra¢do da férmula da area de um tridngulo qualquer. Seguem entdo exercicios
resolvidos como exemplos e outros para os alunos resolverem. Alguns desses exercicios
envolvem aplicagdes diretas das formulas e em outros, ha um contexto, como calcular a
distdncia de um barco até um certo ponto, calcular o comprimento de um tinel e o
comprimento de uma ponte sobre um rio.

Até essa parte da andlise, percebo que em ambos os livros ha uma preocupagdo com a
apresentacdo de exercicios que mostram basicamente uma das aplicagdes da Trigonometria:
calculo de distancias inacessiveis. As explicagdes em geral apresentam informagdes que
alunos do Ensino Médio ja devem ter condigdes de acompanhar, porém percebo alguns
aspectos que poderiam ser modificados.

O livro de Dante (2006) dedica um tempo significativo ao trabalho com os termos:

percurso, afastamento, altura, indice de subida (figura 5a). Em seguida, define as razdes
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trigonométricas em fungdo desses termos. Somente apos esse estudo inicial ¢ apresentada a
definicdo do que so cateto adjacente, cateto oposto e hipotenusa. Por fim, sdo retomadas as
definigdes das razoes com a linguagem formalizada. Acredito que esse excesso de informagéo
pode causar mais confusdo aos alunos do que ajuda-los. Basta observar o seguinte: a palavra
altura, como esta colocada no texto, ¢ valida como a altura de uma rampa, portanto o tridngulo
retangulo teria que estar em uma posicdo fixa; as palavras percurso (usada no lugar de
hipotenusa) e afastamento (usada no lugar de cateto adjacente) poderiam muito bem ser
trocadas (figura 5b), pois o que impede o aluno de pensar que afastamento ¢ a distancia
percorrida pela pessoa do ponto inicial até o ponto em que ela subiu na rampa? Por que o
percurso ndo pode ser entendido como a distancia do ponto inicial até a posi¢do da pessoa
vista na horizontal? E se o tridngulo retdngulo em um exercicio estiver posicionado de uma
forma diferente, por exemplo, com a hipotenusa na horizontal (figura 5c¢), e o aluno tiver
memorizado as razdes trigonométricas utilizando as palavras percurso, altura e afastamento,

sera que ele conseguird calcular as razdes identificando corretamente a altura, o percurso € o

afastamento?
percurso afastamento
altura altura
afastamento
percurso
(@) () (el

Figura 5: Possiveis utilizagdes dos termos percurso, afastamento e altura.

O capitulo seguinte do livro de Dante (2006) trata do seno e cosseno de angulos
obtusos e das leis de seno e cosseno para tridngulos quaisquer de forma muito semelhante ao
que foi feito no livro de Giovanni et.al. (2007). Inclusive, 0 mesmo comentario feito
anteriormente sobre o tratamento de cos x = - cos (180°- x) aplica-se aqui.

O segundo livro do sistema de ensino da FTD inicia com um estudo sobre arcos ¢
angulos. O proximo capitulo do livro de Dante (2006) também segue esse conteido. A partir
desse ponto, a sequéncia dos contetidos é semelhante nas duas colegdes: estudo de arcos ¢
angulos e suas unidades de medida (radiano e grau), circulo trigonométrico, arcos congruos,
simetrias, seno e cosseno no circulo trigonométrico, redugdes ao primeiro quadrante, fungdo
seno, funcdo cosseno, tangente e funcdo tangente, fungdes secante, cossecante ¢ cotangente,

relagdes trigonométricas, equacdes trigonométricas, inequagdes trigonométricas, formulas de
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adigdo e subtracdo de arcos, formulas de arco duplo, formulas de transformagdo em produto,
formulas de divisdo de arcos (FTD) e técnicas para demonstracdo de identidades (FTD).

Algumas considera¢des devem ser feitas comparando-se os dois livros: em ambos, na
parte relativa ao estudo dos graficos das fungdes seno e cosseno (com transformagdes), é
enfocada a constru¢do de tabelas com os valores de seno e cosseno dos chamados angulos
notaveis (0°, 30°, 45°, 60°, 90°, 180°, 270° ¢ 360°) para obtencdo dos graficos, ou seja, ndo se
destacam as construgdes pelas transformagdes. Por exemplo, ao invés de se construir uma
tabela de valores para, a partir dela, esbocar o grafico da fun¢do f{x) = I + sen x, poderia-se
obté-lo pensando-se no deslocamento vertical do grafico de sen x. O livro de Dante (2006)
sugere apenas uma compara¢do em um exemplo resolvido através do quadro "Para refletir":
"Verifique que mudangas ocorreram nos graficos de f(x) = 3.sen x com relagdo a f{x) = sen x
e f{x) = 1 + cos x com relagdo a f{x) = cos x" (DANTE, 2006, p.250). A estratégia de
construir graficos com base em alguns pontos ndo enfatiza as propriedades das fungdes seno e
cosseno, como crescimento ¢ periodicidade, que sdo conservadas pelas transformagdes que
geram as fungdes do tipo y = a + b.sen (cx + d).

O livro da FTD ndo aborda exercicios de calculo de seno, de cosseno ¢ de tangente que
ndo sejam dos angulos mais comumente utilizados (adotados como referéncia): 0°, 30°, 45°,
60°, 90°, 180°, 270°, 360° e de seus simétricos e/ou congruos. Sobre angulos diferentes
desses, aparecem alguns exercicios de analise de sinal, nos quais ndo ¢ necessaria a
determinacdo de valores. No livro de Dante, aparecem alguns exercicios em que os alunos
devem consultar a tabela com valores de seno, cosseno e tangente para angulos de 0° a 90°,
com varia¢do de 1 em 1 grau.

Esse tratamento, enfocando os angulos adotados como referéncia, passa a ideia para o
aluno de angulos fixos, elementos estaticos, sem variacdo, logo seno, cosseno e tangente
também parecem sempre ter os mesmos valores. At¢ mesmo o modo como sdo construidos os
graficos, por tabelas, induz os alunos a pensarem sempre nos mesmos valores.

Outro aspecto que deve ser considerado € que, no inicio do estudo de arcos e angulos,
¢ feito, em ambos os livros, o estudo da unidade radiano, trabalham-se exercicios que
envolvam comprimento de circulos, comprimento de arcos, etc. Porém, no decorrer das
secoes a unidade radianos torna-se "m radianos", ou seja, nos exercicios e explicagdes
T T T

aparecem os arcos de medidas —

, —» —, —, T, entre outros, em que os estudantes apenas
6 4 3 2

trocam 1 por 180°. Esse procedimento os induz a entenderem "n radianos" ndo como um arco
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de, aproximadamente, 3,14 radianos, mas unicamente como o angulo de 180°, que ¢ tomado
como referéncia para a conversdo entre graus e radianos. Os alunos ndo sdo levados a pensar,
por exemplo, no significado de sen 2, ou cos (-1).

A quantidade de exercicios propostos aos alunos ¢ grande nos dois livros. O livro da
FTD, além dos diversos blocos com cerca de 10 a 20 exercicios e/ou problemas ao longo das
secodes, no final do capitulo, apresenta um caderno de atividades com 178 exercicios e/ou
problemas extras. Em ambos, aparecem problemas que envolvem fungdes trigonométricas
como: estudo de variacdo de temperatura e variacdo de marés, no livro do Dante, e
movimento de roda-gigante, variacdo de marés, variagdo do custo de determinado produto,
variagdo da distancia atingida por um objeto lancado obliquamente, variacdo da quantidade
mensal de produtos vendidos e variacdo de ar nos pulmdes, no livro da FTD.

Durante minhas experiéncias docentes na escola utilizei esses dois livros didaticos.
Pude perceber que ambos apresentavam aspectos que precisavam ser abordados de maneiras
diferentes. Esses aspectos foram comentados durante a andlise, mas podemos resumi-los
como: informacgdes em excesso e confusas (como a utilizagdo das palavras afastamento,
percurso e altura na defini¢do das razdes trigonométricas); algumas contextualizagdes falsas
ou equivocadas (como o exemplo do cowboy); apresentacdo de definigdes de modo que ndo
fazem sentido para os alunos (como o cosseno negativo, quando o calculo das razdes s6 havia
sido desenvolvido considerando-se medidas positivas); tratamento de seno, cosseno e tangente
como valores fixos (com explicagdes e exercicios que enfocam sempre os mesmos angulos de
0°, 30°, 45°, 60°, 90°, 180°, 270° e 360°); a unidade de medida radiano ¢ trabalhada
inicialmente, mas nos capitulos seguintes enfocam a transformag@o para a unidade grau e o
radiano ¢ deixado de lado; os graficos das fungdes sdo construidos de forma padronizada e
fixa (por tabelas).

Durante minhas aulas, utilizava os livros didaticos como complemento ao meu
trabalho, aproveitando o que considerava relevante e abordando de forma diferente (utilizando
material desenvolvido por mim em folhas ou escrevendo conteiidos no quadro) o que eu
acreditava que precisava ser melhorado. Percebi que, ainda assim, os alunos ndo aprendiam
ou compreendiam a maior parte dos conceitos que eu julgava serem fundamentais. Eram
tantos contetidos abordados, tantos exercicios solicitados que os alunos acabavam optando por
decorar, por exemplo, os valores principais de seno, cosseno e tangente dos angulos citados
anteriormente ¢ decorar a resolucdo de alguns exercicios para se prepararem para uma prova ¢

nada mais. Portanto, nem minhas aulas, nem o livro didatico estavam conseguindo
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proporcionar situagdes que promovessem a compreensdo dos conteudos trigonométricos de
forma significativa para a maioria dos alunos.

Um dos objetivos da elaboragdo de uma sequéncia de ensino alternativa foi suprir as
falhas apresentadas nos livros e nas aulas e reorganizar os conteudos como acredito ser mais
coerente para o aprendizado dos alunos: de forma mais dindmica, mais interessante, com
menor quantidade de exercicios, mas com exercicios e problemas significativos, lavando os
alunos a refletirem, testarem possibilidades, experimentarem e construirem conceitos de

forma mais significativa para eles.

1.3 ABORDAGENS DIFERENCIADAS PARA O ESTUDO DA TRIGONOMETRIA

Nesta sec¢do, descrevo brevemente alguns trabalhos sobre ensino da Trigonometria que
foram consultados por ocasido da pesquisa. Diversos trabalhos® apontam para novos rumos na
abordagem desse conteiido em sala de aula. Frequentemente, utilizam materiais concretos, a
resolucdo de problemas e os recursos de informatica (sofiwares) como meios de qualificar o
ensino da Trigonometria. As diferengas basicas entre esses materiais alternativos estdo no tipo
de software utilizado, na opcdo de trabalhar apenas uma parte da Trigonometria com o auxilio
de software ou estendendo esse tipo de trabalho para a maior parte do conteido, no tipo de
atividade proposta pelo professor com o uso desses recursos, nos tipos de materiais concretos
e como eles sdo usados. Nesse topico, portanto, relato algumas dessas propostas a que tive
acesso durante o processo de constru¢do da experiéncia de ensino.

Costa (1997) realizou uma investigagdo sobre a influéncia que os contextos
"computador" e "mundo experimental" trazem para a aprendizagem da Trigonometria. A
autora escolheu o assunto: fungdes seno e cosseno. Elaborou duas sequéncias de ensino para
serem aplicadas para duas turmas do 2° ano do Ensino Médio: uma introduziu o assunto por
meio de atividades com o uso do computador (utilizou os softwares Cabri-Géométre’ e
Graphmatica®) e, posteriormente, continuou abordando o assunto por meio de manipulagdes
no "mundo experimental" (problemas e experiéncias praticas sobre fungdes trigonométricas),
a outra sequéncia abordou o assunto em ordem foi invertida, isto €, comegou com as

manipulagdes no "mundo experimental" e terminou com as atividades no computador. A

®Como os trabalhos de Costa (1997), Klein (2009), Goés e Colago (2009) e Piva (2009).
7 Cabri-Géométre é um software de geometria dindmica que precisa de uma licenca paga para sua utilizagao .

¥ Disponivel em: <http://graphmatica.apoiomatematica.net> Acesso em: ago. 2011.
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autora buscou verificar qual organiza¢do metodoldgica culminaria em melhor aprendizagem
para seus alunos e procurou também investigar a "eficacia de cada contexto e sua interferéncia
no momento da aprendizagem" (Ibidem, 1997, p. 91). A comparacdo das metodologias foi
baseada nos resultados obtidos em trés fases avaliativas: pré-teste, teste intermediario ¢ pos-
teste. Destacarei aqui seu trabalho com os softwares. Costa desenvolveu atividades em que os
alunos acessavam os arquivos do Cabri com construgdes prontas, os alunos podiam manipular
essas construgdes e responder as questdes no roteiro entregue em papel. Em outras atividades,
especificas para analise de graficos, os alunos digitavam as fungdes no Graphmatica e
analisavam os graficos registrando suas conclusdes no roteiro. Os conteudos abordados
foram: triangulo retangulo (retomada de conteudos ja vistos anteriormente), ciclo
trigonométrico e relacdo fundamental da Trigonometria, seno e cosseno no ciclo, grafico de
seno e cosseno (feito a mao pelos alunos a partir de valores observados no ciclo), simetrias,
transformacdes nos graficos de seno e cosseno. A autora comparou as avaliagcdes dos dois
grupos experimentais com um grupo de alunos que estavam tendo aulas regulares e concluiu
que os dois contextos (do mundo experimental ¢ do computador) possibilitaram um melhor
aprendizado por parte dos alunos. Concluiu que o grupo que primeiramente trabalhou com os
problemas e depois com as atividades no computador teve um melhor desempenho tanto no
teste intermediario quanto no pds-teste.

Marjunia Klein (2009) apresenta, para uma turma do segundo ano do Ensino Médio,
uma sequéncia de atividades que envolvem recursos diferenciados. O objetivo de Klein é
"propor ¢ avaliar uma metodologia de ensino, baseada na Teoria da Aprendizagem
Significativa de Ausubel e¢ na Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud, que possa
contribuir para a constru¢do significativa dos conceitos envolvidos no campo conceitual
trigonometria" (2009, p. 22). A autora especifica outros objetivos: investigar concepcdes
prévias, elaborar atividades significativas, investigar conhecimentos-em-acdo dos alunos e
avaliar o aprendizado sob essa perspectiva. Inicialmente, realiza uma atividade de avaliacdo
de conteudos prévios dos alunos, estudados na oitava série do Ensino Fundamental. Essa
atividade consistiu na exploragdo de conceitos trigonométricos no tridngulo retangulo. A
partir dessa avaliacdo dos conhecimentos prévios, a autora elaborou sete situacdes didaticas,
procurando utilizar materiais concretos, recursos diferentes (como o software Graphmatica) e
resolugdo de problemas. Os conteudos abordados nas situagdes foram: razdes trigonométricas
no tridngulo retangulo; relacdes entre grau e radiano; seno, cosseno e tangente no circulo

trigonométrico; arcos congruos; redugdes ao primeiro quadrante; fungdes seno, cosseno e



37

tangente e as transformacdes de alongamento e compressdo vertical e deslocamento vertical
nos graficos dessas fungdes. Alguns materiais concretos utilizados pela autora foram:
triangulos retangulos confeccionados em E.V.A., régua, transferidor, astroldbio
(confeccionado pelos alunos), fita métrica, circulos confeccionados em E.V.A, circulos
trigonométricos (confeccionados a partir de um modelo em papel, com canudinhos, bailarina -
objeto para prender os canudinhos no molde - folha de papel transparente, cola, tesoura e
percevejos), folha quadriculada e papel pardo para construcao grafica.

A autora concluiu seu trabalho destacando as contribui¢cdes que a sua sequéncia de

ensino promoveu para o ensino:

Verifica-se que essa metodologia favorece a concentracdo dos alunos, sua
participagdo, seu envolvimento, sua criatividade; a possibilidade de argumentagdo, o
levantamento de hipoteses, a reflexdo, a oportunidade de estarem mais preparados
para resolverem problemas do cotidiano (KLEIN, 2009, p.95).

Goes e Colago (2009) desenvolveram o artigo "A Geometria Dinamica e o Ensino da
Trigonometria" (2009). O objetivo desse trabalho era experimentar uma metodologia que
utilizasse um software de Geometria Dindmica para criar uma motiva¢ao maior para os alunos
e que permitisse a eles descobrir ¢ construir conhecimentos. Nesse artigo, os autores relatam
uma experiéncia de ensino realizada em uma turma de 9° ano do Ensino Fundamental. Essa
experiéncia utilizou o software CaR Metal’ para a construgdo de triangulos de angulos de 30°,
45° ¢ 60° e posterior calculo das razdes trigonométricas. A respeito desse trabalho destaco
que os angulos, nos passos das construgdes, foram fixados, ou seja, o aluno ndo tinha a
liberdade de mover um ponto para mudar o angulo indicado. Em segundo lugar, os tridngulos
foram construidos no primeiro quadrante de um circulo, porém o circulo trigonométrico nao
foi abordado de forma alguma, a ndo ser pela mudanca do seu raio, para ampliacdo ou
redugdo dos triangulos, processo que poderia ser feito sem a imagem desse circulo. A
utilizagdo do software apresentou um problema, o mesmo que apareceu na utilizagdo do
GeoGebra e que sera comentado ao longo do relato: durante o calculo das razdes com as
medidas encontradas para os catetos, encontraram-se valores diferentes, ou seja, um pequeno
erro de aproximagdo resultante dos arredondamentos que o software fez.

O trabalho "Explorando Conceitos da Trigonometria Através de Software Livre",
realizado por Piva, Dorneles, Spilimbergo e Dosciati (2009), e consiste em um mini-curso

sobre a utilizagdo de sofiwares livres para o ensino da Trigonometria. Os softwares livres

? Disponivel em: <http://db-maths.nuxit.net/CaRMetal/> Acesso em: ago.2011.
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Trigonometria'® e Circulo Trigonométrico'' foram utilizados nesse mini-curso. O objetivo
desse mini-curso foi "socializar com alunos de licenciatura e professores uma possibilidade de
trabalho em sala de aula fazendo uso de softwares livres para o ensino da trigonometria"
(Ibidem, p.1). Sugestdes de como trabalhar com os programas ou propostas de atividades ndo
foram relatadas, porém, acessando-se o programa Trigonometria, percebe-se que ele pode ser
utilizado como apoio para uma aula do professor, pois apresenta as definicdes das razdes
trigonométricas obtidas a partir de tridngulo retangulos, os graficos das seis funcdes
trigonométricas basicas (seno, cosseno, tangente, secante, cossecante e tangente) e¢ das
inversas (arco seno, arco cosseno...), ilustracdes de relacdes entre dngulos (complementares,
suplementares e simétricos) € uma tabela com intimeras formulas trigonométricas. Esse
software mostra constru¢des animadas, porém todas sdo prontas, ou seja, o aluno ndo faz
construgdes, apenas observa.

A busca por trabalhos e propostas de ensino diferenciado da Trigonometria objetivou
conhecer o que outros professores ¢ pesquisadores estavam pensando e realizando nos ultimos
anos sobre o tema. Esses trabalhos mostram que muitas propostas estdo surgindo com o
intuito de melhorar o ensino da Trigonometria, promovendo um ensino diferenciado através
de atividades elaboradas com ideias, materiais e recursos alternativos. Oportunizou também a
observagdo de aspectos que ndo foram contemplados nas experiéncias desses professores e
pesquisadores ou que poderiam ser abordados de outras maneiras.

Os estudos aqui apresentados ndo utilizaram softwares na abordagem de todos os
conteidos propostos. Os autores selecionaram uma parte do contetido para ser desenvolvida
com auxilio desse recurso. Acredita-se que seja possivel desenvolver uma sequéncia que
aborde todos os contetdos trigonométricos propostos com o auxilio de softwares, com o
objetivo de promover a manipulagdo de construgdes geométricas, observacdo de medidas de
lados, de angulos, de arcos, entre outros.

O instrumento utilizado por Klein (2009) para a visualizagdo de angulos no circulo
trigonométrico ¢ de seno, cosseno, tangente, secante, cossecante ¢ cotangente ndo favorece a
compreensdo das simetrias entre os angulos nos quadrantes. A autora ndo enfocou em seu
trabalho a resolugdo de equagdes trigonométricas. Com relagdo a construgdo grafica, a autora

optou por construir os graficos em trés etapas: papel quadriculado, papel pardo e computador.

' Disponivel em: <http://josefleal.no.sapo.pt> Acesso em: ago. 2011

' Disponivel em:<http://www.giase.min-edu.pt/nonio/softeduc/soft3/circ.htm.>
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As duas primeiras atividades correspondem a marcagao dos valores padrdo de seno e cosseno
(calculados com referéncia aos angulos de 0°, 30°, 45°, ..., 360°) e a atividade no computador
abordou somente deslocamento e alongamento/compressao vertical.

Esses aspectos destacados poderiam ser abordados de maneira alternativa: com a
utilizagdo de um software que aborde Geometria e Algebra. A utilizagio de um programa de
Geometria e Algebra pode possibilitar uma melhor compreensdo das simetrias e,
consequentemente, do calculo das redugdes ao primeiro quadrante; pode possibilitar também
a observagdo dos graficos das fungdes trigonométricas seno e cosseno de forma dinamica, a
partir da modificagdo dos valores dos pardmetros na propria tela e consequente movimento
das curvas (o que ¢ diferente de digitar a fungdo no programa e ele mostrar o grafico fixo ¢
pronto da funcdo); e pode possibilitar a compreensdo das equagdes trigonométricas através
das suas resolugdes no circulo trigonométrico.

Com relagdo ao trabalho de Goées e Colago (2009), observei apenas que seu objetivo
era abordar as razdes trigonométricas no tridngulo retangulo. Foram enfocados os angulos de
30°, 45° e 60°, ou seja, novamente aparece a ideia de que s6 se podem calcular seno, cosseno
e tangente para esses valores. Outro aspecto que deve ser notado: ndo ¢ justificado, em
nenhum momento para os alunos, o motivo de o tridngulo ter sido construido dentro do
circulo. A atividade poderia ter sido realizada igualmente sem essa construg¢do do circulo.
Acredito que outros angulos, além dos considerados notaveis, devem ser abordados com os
alunos tanto no estudo do tridngulo retdngulo quanto no estudo da Trigonometria no circulo
trigonométrico.

Piva et al. (2009) ndo sugerem, a0 menos no artigo sobre o mini-curso, atividades
baseadas nos softwares. Como foi citado anteriormente, o software Trigonometria apresenta
excesso de formulas e constru¢des prontas (ndo manipuldveis), portanto ¢ um programa
informativo, ndo interativo.

Com relagdo ao trabalho desenvolvido por Costa (1997), destaco que a autora utilizou
dois programas: Cabri e Graphmatica, porém atualmente existem programas que abordam a
Geometria e a Algebra a0 mesmo tempo, como, por exemplo, 0 GeoGebra. Uma vantagem
que esse software apresenta ¢ a possibilidade de se realizar a construgdo dos graficos de seno
e cosseno a partir do circulo trigonométrico de forma concomitante (um ponto P move-se
sobre o circulo e um ponto S vai movendo-se sobre o plano de acordo com seno no circulo,

idem para cosseno) e permite também utilizar recursos como o de trocar os parametros de
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uma fun¢do do tipo f(x) = a + b.sen (cx + d) para observar os graficos movimentando-se na
tela.

A autora enfocou as transformacdes de radianos para graus. No entanto, acredito que €
necessario promover uma melhor compreensdo dos radianos, uma vez que associam-se as
medidas dos arcos em radianos com os numeros reais que compdem o dominio das fungdes
trigonomeétricas.

O trabalho desenvolvido por Ricardo Santos (2008) n3o abordou o ensino da
Trigonometria, mas a Geometria Analitica. Esse trabalho foi considerado relevante uma vez
que enfocou uma abordagem diferenciada para o ensino da Geometria Analitica com o uso de
software. Uma das questdes que Santos procurou responder em seu trabalho foi: "A
manipulagio de igualdades e desigualdades no GrafEq'?, verificando suas representagdes no
plano cartesiano, ajudara os estudantes na apropriacdo da linguagem algébrica representativa
de situagdes do plano?" (2008, p.16). O autor realizou uma sequéncia de ensino com
atividades que buscaram desenvolver conhecimentos de Geometria Analitica. Santos, apds a
realizagdo da sequéncia e analise do material coletado, concluiu especificamente sobre a

utiliza¢do do software que:

[...] ampliou a percepgdo dos estudantes sobre os objetos algébricos, geométricos e
as equivaléncias entre eles. [...] o distanciamento existente entre as estruturas dos
sujeitos (estudantes) e os objetos de estudo (expressoes algébricas, representagdes
graficas) foi reduzido. [...] aumentou a capacidade de exploragdo dos estudantes
(2008, p. 122).

Os beneficios que a utilizagdo do programa GrafEq agregou aos processos de
aprendizagem dos alunos dos conteudos da Geometria Analitica levam a questdo: outros
softwares, também podem contribuir de forma positiva no desenvolvimento de conhecimentos
matematicos, em especial, na area da Trigonometria? Essa ¢ uma das questdes que procurei
responder em minha pesquisa. No final do seu trabalho, Santos sugeriu a realizacdo de
pesquisas sobre a utilizacdo do GrafEq em parceria com o GeoGebra como alternativa para o
ensino da Geometria Analitica.

Os trabalhos desenvolvidos pelos autores aqui citados e analisados mostraram que
existem aspectos que ainda podem ser melhorados no ensino da Trigonometria. No capitulo 2,
relatarei como surgiu a ideia da elaboragdo de uma sequéncia de ensino em que utilizei o

software GeoGebra.

" Disponivel em: < http://www.peda.com/grafeq/>.
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2 A PROPOSTA DE ENSINO DA TRIGONOMETRIA

A seg@o 2.1 apresenta a motivacdo para a elaboracdo de uma sequéncia de ensino
alternativa para a Trigonometria, envolvendo atividades construidas com auxilio do software
GeoGebra. A secdo 2.2 descreve os objetivos e as questdes que nortearam a realizagdo desta

pesquisa e, por fim, a secdo 2.3 descreve a metodologia utilizada.

2.1 COMO SURGIU A IDEIA DA ELABORACAO DAS ATIVIDADES NO GEOGEBRA

No primeiro semestre de 2010, trabalhei com uma turma de Progressdo Parcial de
Estudos (PPE) do Colégio Marista Assungdo, além das minhas turmas regulares. Essa turma
era formada por alunos que haviam sido reprovados apenas em Matematica no 2° ano do
Ensino Médio. Eles apresentavam dificuldades como as citadas na se¢do 1.2.

Como uma tentativa de promover situagdes de aprendizagem diferentes, visando
superar essas ¢ outras dificuldades que apresentavam, optei por desenvolver com eles um
trabalho de retomada da Trigonometria utilizando o software GeoGebra. Procurei com isso
facilitar a compreensdo dos conceitos trigonométricos através do dinamismo e da
interatividade com as construgdes geométricas promovidos pelo programa. Esse dinamismo e
interatividade residem no fato de que os alunos podiam manipular as construgdes dadas ou as
construcdes feitas por eles para observar quais caracteristicas alteravam-se ou permaneciam
iguais e também para testar hipoteses.

A utilizacdo do programa de Geometria Dindmica com os alunos da PPE foi
importante porque permitiu o trabalho com figuras construidas com precisdo a partir de suas
propriedades. As figuras desenhadas pelo professor no quadro-negro, além de serem estaticas,
rigidas, podem ser muito diferentes daquilo que ele quer representar: por exemplo, um
professor desenha no quadro de giz um triangulo e escreve que um dos adngulos agudos mede
30° mas se o angulo ndo foi construido com base nas suas propriedades (um ter¢co do angulo
reto), € provavel que sua medida fique bem diferente de 30°; ou ainda, o professor esboga um
circulo trigonométrico sem compasso, produzindo uma figura que ndo tem formato circular, o
que prejudica a observacdo das caracteristicas do circulo trigonométrico e das simetrias entre
os quadrantes. Portanto, a possibilidade de se construir figuras geométricas com base em suas
propriedades e, apds sua construg¢do, poder manipular essas figuras ampliando-as, reduzindo-

as ¢ rotacionando-as mostrou-se um aspecto importante para a adocdo de um software de
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Geometria Dindmica como ferramenta auxiliar e fundamental para a aprendizagem desses
alunos da PPE.

Nesse trabalho com os alunos da PPE, desenvolvi atividades que ficaram restritas a
construcdo do tridngulo retangulo e posterior calculo das seis razdes trigonométricas, a
relagdo entre as unidades de medidas de angulos e de arcos: grau e radiano, as reducdes ao
primeiro quadrante e a constru¢do e andlise de graficos de seno e cosseno. Durante esse
periodo, percebi que esses alunos, que tinham bastante dificuldade com a Trigonometria,
conseguiram compreender as nogdes fundamentais que estavam sendo trabalhadas com esse
formato diferenciado de atividade e que manifestaram maior interesse por essa proposta do
que pelas atividades até entdo desenvolvidas.

Observei, durante essa experiéncia na elaboragdo das tarefas para os alunos da PPE,
que o programa propiciava o estabelecimento de relagdes importantes entre a Algebra e a
Geometria, porque mostra a0 mesmo tempo duas janelas (ver figura 6): a "janela de
visualizagdo""’, onde sdo realizadas as construgdes geométricas e graficas, ¢ a "janela de
algebra", onde aparecem as representacdes algébricas dos elementos construidos. Pode-se, por
exemplo, construir um circulo na janela de visualizagdo, utilizando-se a ferramenta "circulo
dado centro e raio" e, imediatamente, o programa mostra, na janela de Algebra, a equagio
desse circulo. Inclusive, ¢ possivel proceder de maneira inversa: digitar a equagdo de um
circulo e, em seguida, observar a figura na janela de visualizacao.

Também ha a possibilidade de se trabalhar somente com a janela de visualizacdo,
ocultando-se a janela de Algebra. O programa também propiciava um aprendizado rapido
quanto a manipulagdo de suas ferramentas, porque cada vez que se clica sobre uma ferramenta
da barra de ferramentas, aparece um pequeno texto indicando o nome e como se utiliza a
mesma. Por exemplo, ao clicar na ferramenta "angulo", aparece o texto: "Angulo. Selecione
trés pontos ou duas retas". Portanto, essas foram algumas das caracteristicas que mais
influenciaram na minha escolha do programa GeoGebra. O apéndice A mostra um exemplo
de construgdo realizada no GeoGebra e um exemplo de utilizagdo da ferramenta protocolo de

construcao.

7

O nome "Janela de visualizagdo", utilizado pelo GeoGebra, refere-se ao espago na tela onde é exibida a
imagem da figura geométrica construida.
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Figura 6: Interface do GeoGebra.

Com os resultados positivos quanto a avaliagdo da aprendizagem dos alunos da PPE,
pensei em ampliar, reformular e aprofundar as atividades, buscando uma sequéncia de ensino
que favorecesse um ambiente de aprendizagem interessante e dindmico para uma turma
regular do 2° ano do Ensino Médio. Um ambiente que permitisse aos estudantes fazer mais
experimentagdes (podendo variar arcos, angulos, lados, medidas de segmentos, graficos),
estabelecer relagdes entre elementos que variavam ou ndo, construir figuras geométricas e
utilizar ferramentas do programa para facilitar a visualizagdo de caracteristicas e propriedades
(como mostrar a medida de um objeto, mostrar um objeto ou escondé-lo, mudar cor,
espessura, entre outros).

Nesse momento, cabe esclarecer que utilizarei a palavra "visualiza¢do" no trabalho
para fazer referéncia a conexdes entre imagens mentais e figuras exibidas na tela do
computador, conforme a defini¢do adotada por Zazkis, Dubinsky ¢ Dautermann (1996):

Visualiza¢do é um ato na qual um individuo estabelece uma forte conexdo entre uma
construgdo interna e alguma coisa ao qual o acesso ¢ obtido através dos sentidos. Tal
conexdo pode ser feita em duas dire¢des. Um ato de visualizagdo pode consistir de
qualquer construgdo mental de objetos ou processos que um individuo associa com
objetos ou eventos percebidos por ele como externo. Por outro lado, uma agdo de
visualizagdo pode consistir da constru¢do, em algum meio externo como um papel,

quadro ou tela de computador, de objetos ou eventos que o individuo identifica com
objeto(s) ou processo(s) em sua mente (Ibidem, p. 10, traducdo nossa).
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Além dessa experiéncia pessoal com o uso do GeoGebra, que foi o ponto de partida
para a eclaboracdo de um experimento de ensino baseado em um sofiware de Geometria
Dinamica, a opgao pelo trabalho com o software foi reforgada pela argumentagdo de Gravina

(1996, p. 2):

[...] a partir de exploracdo experimental vidvel somente em ambientes
informatizados, os alunos conjecturam e, com o feedback constante oferecido pela
maquina, refinam ou corrigem suas conjecturas, chegando a resultados que resistem
ao "desenho em movimento", passando entdo para a fase abstrata de argumentagdo e
demonstragdo matematica.

Apo6s a escolha do software GeoGebra para a elaboracdo das atividades da sequéncia
de ensino, pesquisei materiais que tratassem do uso do GeoGebra em sala de aula. Tive acesso
entdo ao material disponibilizado pelo curso: Especializagdo em Matematica, Midias Digitais
e Didatica (GRAVINA, 2011), que foi oferecido pelo Instituto de Matematica da UFRGS em
parceria com a Universidade Aberta do Brasil (UAB), de 2009 a 2011, com objetivo de
contribuir com a formagdo de professores da Educagdo Basica. A modalidade de ensino
oferecida ¢ a distancia. A disciplina Geometria e Trigonometria na Resolu¢do de Problemas
(HOFFMANN, 2011) ¢ uma das disciplinas oferecidas no curso. Ela ¢ composta por quatro
moddulos que desenvolvem um estudo sobre a modelagem como metodologia de ensino no
contexto da Geometria e Trigonometria. O médulo III da disciplina desenvolve um estudo
sobre Geometria e Trigonometria a partir do problema de calcular a distancia de uma
espagonave a superficie da Terra. No decorrer do estudo, sdo propostas atividades com
conteidos trigonométricos e nessas atividades sdo apresentadas animacgdes realizadas no
software GeoGebra sobre: calculo da altura de um prédio, seno, cosseno, tangente, secante, ¢
cotangente no circulo trigonométrico. Enfatizo que o material disponibilizado no site dessa
disciplina foi uma inspiragdo para a realizagdo das atividades da sequéncia de ensino
elaborada por mim. Os problemas e questdes apresentados e construidos no GeoGebra

incentivaram a criagdo ou o aprimoramento de algumas atividades da sequéncia.
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2.2 OBJETIVOS E QUESTOES DE PESQUISA

Considerando tudo o que foi dito sobre minhas inquietagdes como professora, sobre a
importancia da Trigonometria, sobre as dificuldades no aprendizado desse conhecimento e
sobre a possibilidade de se pensar em um ensino com caracteristicas mais dindmicas e
interativas, decidi elaborar e testar uma sequéncia de ensino para ser aplicada em uma turma
do 2° ano do Ensino Médio. A sequéncia foi construida com o objetivo de que as atividades
desenvolvidas com auxilio do programa GeoGebra auxiliassem os alunos a construir nogdes e
conceitos trigonométricos, isto é, de que o trabalho com a Geometria Dinamica, a
interatividade dos alunos com as constru¢des ¢ a autonomia na realizagdo das tarefas,
auxiliassem os alunos a entender ¢ a utilizar os conceitos trigonométricos ¢ ndo apenas
decorar definicdes, valores e procedimentos. Esses conceitos trigonométricos estariam
relacionados com a Trigonometria no tridngulo retangulo, com as unidades de medidas de
angulos, com a Trigonometria no circulo trigonométrico, com a resolugdo de equagdes, com o
estudo das fungdes trigonométricas e com aplicagdes da Trigonometria.

As atividades foram elaboradas procurando sempre a utilizacdo de uma linguagem que
fosse acessivel aos alunos, que permitisse a eles lerem as instrugdes e realizar a maior parte
dos exercicios de maneira auténoma. Primou-se também pela variedade de situagdes
apresentadas aos estudantes, para que ndo seguissem somente uma linha de raciocinio fixa,
padronizada; consequentemente, as perguntas foram elaboradas ora de um jeito, ora de outro,
justamente para promover essa diversificagdo. Houve também preocupacdo relativa a
apresentacdo visual das atividades, isto é, procurei utilizar as ferramentas do programa como
colorir, aumentar ou diminuir espessura de um objeto, mostrar, esconder, estilo, entre outras,
evitando a apresentacdo monotona de atividades sempre iguais e, principalmente, esses
recursos permitiram destacar os elementos mais importantes das atividades.

A pesquisa foi realizada buscando-se verificar se esses objetivos de compreensao dos
conceitos seriam atingidos e identificar as condi¢des que permitiriam (ou n3o) que fossem

alcangados. Buscou-se, com a pesquisa, responder a seguinte questio:

Em que momentos e de que modos as atividades que compoéem a sequéncia de ensino,
realizadas no software GeoGebra, conseguirdo ajudar e serdo importantes no aprendizado

dos alunos de conhecimentos relativos a Trigonometria?
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A partir dessa questdo, outras emergiram e orientaram a elaborac¢do da sequéncia, bem
como a analise de sua experimentagao:

a) Quais sdo as ideias e os conhecimentos anteriormente construidos dos quais os
alunos irdo fazer uso, como esses conhecimentos serdo modificados ou adaptados ao longo da
experiéncia e quais 0s conceitos € teoremas-em-agdo que os alunos estardo formulando, ou
reformulando, durante a experiéncia?

b) O uso do software ajudard na visualizagcdo e interpretacdo das representagdes
geométricas? Por outro lado, quais as dificuldades que podem surgir durante um processo de
aprendizagem em que as atividades sdo elaboradas com base no Geogebra, relacionadas a
utilizacdo das ferramentas do programa ou aos conteudos trigonométricos?

¢) Quais os beneficios que a experimentacdo, por meio de tentativas que envolvem
acertos e erros, trara para a aprendizagem dos alunos?

d) E possivel que os alunos compreendam os principais conceitos relativos a
Trigonometria no tridngulo retangulo, ao circulo trigonométrico, as diferentes unidades de
medidas de arcos e angulos, as equacdes ¢ as fungdes trigonométricas de uma forma mais

autonoma?

2.3 PROCEDIMENTO METODOLOGICO

O estudo de caso ¢ uma das metodologias de pesquisa qualitativa que, segundo Liidke
e André (1986, p.13), "[...] vém ganhando crescente aceitagdo na area da educacdo, devido
principalmente ao seu potencial pra estudar as questdes relacionadas a escola". Dentre as
caracteristicas basicas que uma pesquisa qualitativa apresenta, segundo Bogdan e Biklen

(apud LUDKE e ANDRE, 1986, p. 11), destacam-se :

1. A pesquisa qualitativa tem o ambiente natural como sua fonte direta de dados € o
pesquisador como seu principal instrumento.

2. Os dados coletados sdao predominantemente descritivos.

3. A preocupagdo com o processo € muito maior do que com o produto.

4. O 'significado' que as pessoas ddo as coisas e a sua vida sdo focos de atengdo
especial pelo pesquisador.

E o estudo de caso, segundo Liidke e André, caracteriza-se por: primeiro, visar "a
descoberta" (1986, p.18). Isso significa que o pesquisador parte de "alguns pressupostos
teoricos iniciais" (p.18), porém durante o processo de pesquisa novos aspectos poderdo ir

surgindo e se agregando ao trabalho; segundo, caracteriza-se por enfatizar a "interpretagdo em
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contexto" (p.18), isto é, considera-se que o contexto onde estd inserido o objeto de estudo ¢
fundamental para se compreender esse objeto de forma completa. Terceiro, buscar retratar "a
realidade de forma completa e profunda" (p.19), levando-se em consideragdo os diferentes
pontos de vista e diferentes aspectos que envolvem a situacdo e/ou problema analisados.
Quarto, os estudos de caso caracterizam-se também por utilizar "uma variedade de fontes de
informacdo" (p.19), referindo-se as diferentes formas de coletas de dados que podem ser
utilizadas e aos diferentes momentos em que podem ocorrer. Quinto, revelar "experiéncia
vicaria" e permitir "generalizagdes naturalisticas" (p.19), em outras palavras, o leitor procura
associar as informagdes pesquisadas com a sua propria experiéncia, analisando o que ¢
possivel, ou ndo, agregar dessas suas experiéncias pessoais. Sexto, procurar "representar os
diferentes e as vezes conflitantes pontos de vista presentes numa situagdo social" (p.20), esses
pontos de vista conflitantes tanto podem dizer respeito aos sujeitos pesquisados quanto ao
proprio pesquisador. Sétimo, por fim, um estudo de caso caracteriza-se por utilizar "uma
linguagem e uma forma mais acessivel do que os outros relatorios de pesquisa”, ou seja, "os
relatos escritos apresentam, geralmente, um estilo informal, narrativo, ilustrado por figuras de
linguagem, citagdes, exemplos e descri¢des" (p.20).

Sobre o desenvolvimento do estudo de caso, Liidke e André (1986, p.21) indicam trés
fases: a fase exploratoria, a fase de delimitagdo do estudo e a fase de analise sistematica ¢
elaboracdo do relatorio. Na primeira fase, sdo identificadas e formuladas algumas questdes ou
problemas iniciais, os quais poderdo ser alterados durante o estudo e também outros poderao
ser agregados. Essas questdes ou problemas podem ter seu ponto de partida na leitura de
bibliografia, na observacdo dos sujeitos, em documentos de registro, entre outros. A segunda
fase caracteriza-se pela coleta de materiais e pela sele¢do do que sera analisado. Na terceira
fase ¢ feita a articulacdo entre os materiais coletados, sua analise e escrita do relatorio.

Tanto o modo como pensei nas questoes de dificuldades de aprendizado dos alunos,
como o modo como foram pensadas as atividades da sequéncia de ensino enquadravam-se nas
caracteristicas da metodologia de estudo de caso, foi escolhida uma turma, e, depois, um
grupo dessa turma, para a aplicacdo da sequéncia. O objetivo ndo era estabelecer comparagdes
com outras turmas, mas analisar como essa sequéncia contribuiu para o aprendizado dessa
turma em particular. Portanto, o estudo de caso mostrou-se a metodologia mais adequada para
a realizacdo dessa pesquisa de caracteristicas qualitativas.

O estudo de caso iniciou com a identificacdo de problemas e formulagdo de questdes

relativas as dificuldades de aprendizado da Trigonometria e ao que se poderia pensar em
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termos de alternativas de auxilio para superagdo dessas dificuldades. Esse processo baseou-se
nas minhas experiéncias docentes citadas anteriormente. A partir desse momento, iniciei o
processo de criacdo e recriagcdo das atividades que iriam compor a sequéncia de ensino. As
atividades ndo ficaram prontas nessa fase, pois foram sendo adaptadas e reformuladas durante
o processo de coleta de dados.

A coleta de dados em sala de aula foi feita através de gravagdes de audio de todas as
aulas e através dos materiais das atividades que os alunos realizaram nesse processo.
Inicialmente, os alunos e os pais e/ou responsaveis assinaram um termo de consentimento
(apéndice B) autorizando a gravagdo em audio e a utilizacdo dos trabalhos dos alunos na
pesquisa. Os arquivos de audio foram obtidos a partir de um gravador que eu levava comigo
nas aulas, portanto pude captar os didlogos que aconteceram e pude ouvi-los novamente,
selecionando o que foi mais relevante para a pesquisa. As atividades foram resolvidas no
proprio GeoGebra, isto ¢, os alunos foram orientados quanto a utilizacdo da ferramenta
"inserir texto" para responder as questdes. Outro recurso do GeoGebra foi fundamental na
coleta dos dados: o recurso “gravar”. Esse recurso permitiu que eu organizasse pastas no
computador onde os alunos puderam gravar os arquivos onde estavam registradas suas
atividades. Inclusive, acessando o arquivo das atividades dos alunos pude analisar as proprias
construcdes deles através do protocolo de construcdo, ou através da manipulagdo dessas
construcdes, para tentar entender as suas respostas. Em duas atividades, os registros foram
feitos em folha de papel, pois a resolug@o delas exigiria maior quantidade de calculos e, por
uma questdo de otimizagdo do tempo, optou-se por ndo digitar as resolugdes. A andlise dos
materiais gravados no computador foi feita do seguinte modo: acessaram-se os arquivos da
atividade 1, por exemplo, gravados por cada grupo; copiaram-se todas as respostas dadas ao
1° exercicio e foram coladas em um arquivo de texto com a identificagdo do respectivo grupo.
Esse processo foi feito com cada exercicio de cada atividade, o que permitiu reunir em um
mesmo arquivo todas as respostas dadas a atividade 1, outro com as respostas dadas a
atividade 2 e assim por diante. Tendo esse material pronto, foi possivel analisar as respostas
dos grupos separando-as por semelhangas ou diferencas (erros, acertos, curiosidades,...).
Quando se passou a trabalhar com um grupo menor de alunos, esse processo de reunido das
respostas ndo foi mais realizado. Passou-se a analisar um trabalho de cada vez. No primeiro
material entregue em papel pela turma inteira, foi feita uma catalogacao das respostas também

item a item; no segundo, com o grupo pequeno, analisou-se cada material individualmente.
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A descricdo das atividades, dos sujeitos da pesquisa ¢ do embasamento teorico
utilizado como referéncia para a analise do material (na terceira fase do estudo de caso) sera

apresentada nos proximos capitulos da dissertacao.
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3 BASES TEORICAS

O capitulo 3 apresenta as bases teoricas utilizadas para a analise dos dados coletados
durante a realizagdo da experiéncia de ensino. A secdo 3.1 aborda o tema: ambientes de
Geometria Dindmica. A sec¢do 3.2 apresenta elementos da Teoria dos Campos Conceituais de
Gerard Vergnaud usados nesse estudo. A se¢do 3.3 apresenta uma discussdo sobre o conceito

de angulo, um dos conceitos fundamentais para a compreensao da trigonometria.

3.1 AMBIENTES DE GEOMETRIA DINAMICA

Segundo Gravina (2001), "os ambientes de Geometria Dinamica sdo ferramentas
informaticas que oferecem régua e compasso virtuais, permitindo a constru¢do de objetos
geométricos a partir das propriedades que os definem" (p. 82).

A autora, em sua tese de doutorado intitulada Os ambientes de geometria dindmica e o
pensamento hipotético-dedutivo, mostra que os ambientes de Geometria Dinamica auxiliam
os estudantes a transpor as barreiras dos raciocinios apenas empiricos para os raciocinios
hipotético-dedutivos, isto €, aqueles raciocinios baseados em demonstracdes de teoremas e
ndo apenas baseados na observacdo e experimentagdo. A autora desenvolveu seu trabalho na
area da Geometria Euclidiana visando o aprendizado através das demonstracdes geométricas
em ambientes dindmicos. Mesmo nosso enfoque sendo diferente, ndo orientado para
dedugdes, consideramos oportunas as reflexdes presentes nessa tese sobre os beneficios e as
contribui¢cdes que os ambientes de Geometria Dindmica podem trazer para a aprendizagem da

Matematica. Essas contribuigdes podem ser estendidas para diversas areas do ensino:

Na transi¢do do conhecimento empirico para o que tem carater de teoria
matematica, mostra-se necessaria uma crucial reestruturagdo de forma de pensar, e a
tecnologia informdtica pode muito bem intermediar o desenvolvimento das
habilidades cognitivas que ai entram em jogo. Anuncia-se, entdo, ao que se pretende
esta tese: investigar como as situacdes que chamar-se-iam de tecno-didaticas -
situacdes didaticas que acontecem em ambientes informatizados - podem favorecer a
superacdo das dificuldades presentes no processo de aprendizagem da geometria
(GRAVINA, 2001, p. 5).

Para a realizagdo de seu trabalho, Gravina escolheu o software Cabri-Geometry II,
pois o considerou "[...] um dos mais versateis quanto a recursos de construgdo ¢ manipulacdo
dinamica de objetos geométricos[...]" (2001, p. 5). A autora destaca também que um dos

beneficios do programa é permitir a manipulagdo das figuras diretamente na tela:
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O "desenho em movimento" torna-se revelador dos invariantes que sdo
decorréncias implicitas da construgdo feita. De imediato percebe-se parte da
potencialidade do ambiente: ao permitir a constru¢do e manipulacdo de objetos
concreto-abstratos, ele desencadeia algumas das primeiras ac¢des mentais
caracteristicas do pensar matematico - o estabelecer relagdes e conjecturar - € o faz
de forma contundente, se comparado as possibilidades apresentadas pelo desenho,
estatico, em papel (GRAVINA, 2001, p. 6).

Essas caracteristicas, atribuidas ao programa Cabri-Geometry II, também foram
observadas por nos na escolha no software GeoGebra, sendo que uma das vantagens
observadas por nos nessa escolha é que o GeoGebra ¢ um software livre, portanto pode ser
utilizado nas escolas sem necessidade de qualquer investimento financeiro extra para
aquisi¢do de softwares.

A metodologia escolhida pela pesquisadora foi a engenharia didéatica. Apos sua
realizagdo, Gravina concluiu que os estudantes passaram a perceber o desenho sob um novo
ponto de vista: "como instancia de representacdo de um objeto geométrico, desqualificando as
imagens prototipicas advindas da fusdo inadequada de componentes conceitual e figural"
(2001, p. 190). Para a autora, imagens prototipicas sdo desenhos particulares, apresentados
sempre em uma mesma situagdo € com uma mesma posi¢do; componentes conceituais sdo as
propriedades caracteristicas de uma classe de objetos e componentes figurais sdo as imagens
mentais associadas ao conceito. A autora concluiu também que os estudantes passaram a
compreender a importancia das demonstragdes geométricas; que os estudantes "mostraram
atitudes que caracterizam o 'pensar matematico' - formular conjecturas, errar, realizar muitos
experimentos de pensamento e entdo avangar no processo de demonstracao" (Ibidem, p. 190).
Especialmente com relagdo aos beneficios da utilizacdo de ambientes de Geometria Dindmica
no processo, Gravina destaca que esse tipo de ambiente promoveu os alunos de um patamar
de conhecimento para outro: "[...] a partir do patamar de conhecimento ainda empirico, os
alunos ascenderam aquele em que a geometria ¢ entendida como um modelo teorico" (Ibidem,
p. 191) e também que "[...] com os 'desenhos em movimento' os alunos desenvolveram
progressivamente habilidades para construir suas proprias demonstra¢des” (Ibidem, p. 191).

Outro aspecto que o trabalho da autora mostra € que o processo de construgdo
geomeétrica esta relacionado com o conceito de fungdo e é essa relacdo funcional que promove
o dinamismo das figuras: "as variaveis independentes correspondem aos objetos que podem
ser movimentados e sdo esses que ddo o dinamismo a figura" (Ibidem, p. 85). A autora
exemplifica essa ideia através da construgdo de um quadrado a partir do lado AB. O lado AB

corresponderia a variavel independente e o quadrado (construgdo final) a variavel dependente.
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Ao finalizar seu trabalho, a autora enfatiza a utilizacdo dos ambientes de Geometria
Dindmica com o objetivo de desenvolver o pensamento hipotético-dedutivo. Mesmo tendo
objetivo diferente do trabalho que busquei desenvolver, pois pesquisei a construcdo de
conceitos trigonométricos pelos estudantes enfocando os significados (invariantes
operatorios) construidos por eles, julguei importante comentar as conclusdes de Gravina a
respeito dos ambientes de Geometria Dindmica porque mostram como esses ambientes podem

favorecer o aprendizado dos estudantes.

3.2 A TEORIA DOS CAMPOS CONCEITUAIS DE VERGNAUD

Esta secdo ¢ dedicada ao estudo da Teoria dos Campos Conceituais de Gerard
Vergnaud tomada como referéncia na andlise dos dados coletados durante a experiéncia
didatica, tendo em vista que se aplica largamente no estudo das estruturas cognitivas relativas

a Matematica.

O objeto de estudo que tem ocupado o maior nimero de investigacdes
embasadas na Teoria dos Campos Conceituais como referéncia estd centrado na
analise das estruturas aditivas e multiplicativas; [...] é, portanto, no dmbito do
conhecimento das matematicas onde sua aplicagdo tem sido maior (VERGNAUD
apud MOREIRA, 2004, p. 14, tradugdo nossa).

A Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud ¢ uma teoria psicolégica cognitivista,
isto ¢, que estuda os processos mentais de aquisicdo ¢ de constru¢do de conhecimentos pelos

sujeitos.

A intengdo da teoria dos campos conceituais ¢ proporcionar uma estrutura as
investigagdes sobre atividades cognitivas complexas, em especial, com referéncia
aos aprendizados cientificos e técnicos. Trata-se de uma teoria psicologica do
conceito, ou melhor, da conceituagdo do real, por que permite situar e estudar as
semelhancas e diferengas entre os conhecimentos desde o ponto de vista de seu
conteudo conceitual (VERGNAUD apud MOREIRA, 2004, p. 8, tradugao nossa).

O desenvolvimento de conhecimentos ¢ um processo complexo ¢ a Teoria dos Campos
Conceituais surge como uma importante ferramenta tedrica para ajudar na sua compreensao,
porém ela mesma nao deixa de ser complexa. Para entendé-la ¢ necessario compreender uma
séric de conceitos-chave, como: campo conceitual, conceito (referente, significado,
significante), situacdo, esquema, invariantes operatorios (conceito-em-acdo e teorema-em-

acdo) e representacdo. Cada um desses conceitos-chave sera comentado e, em seguida, esses
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conceitos-chave serdo relacionados com o objetivo de proporcionar uma visdo geral da Teoria
dos Campos Conceituais.

Para Vergnaud (apud MOREIRA, 2002, p. 8), "campo conceitual € [...] um conjunto
informal e heterogéneo de problemas, situagdes, conceitos, relagdes, estruturas, contetidos e
operacdes de pensamento, conectados uns aos outros e, provavelmente, entrelacados durante o
processo de aquisi¢dao". Essa ideia de campo conceitual surgiu a partir de trés consideracoes
fundamentais, que sdo:

1) Um conceito ndo se forma dentro de um so tipo de situagao; 2) Uma situagdo ndo
se analisa com um s6 conceito; 3) A construgdo e a apropriagdo de todas as
propriedades de um conceito ou todos os aspectos de uma situagdo ¢ um processo de
muito folego que se estende ao longo dos anos, as vezes uma dezena de anos, com

analogias e mal-entendidos entre situagdes, entre concepgdes, entre procedimentos,
entre significantes (VERGNAUD apud MOREIRA, 2002, p. 9).

Um conceito ndo é apenas uma defini¢do ou um enunciado. Vergnaud define que um

conceito é:

[...] uma terna de trés conjuntos distintos (ndo independentes entre eles
evidentemente): C = (S, I, L)

S conjunto de situagdes que dao sentido ao conceito

I conjunto de invariantes operatdrios que estruturam as formas de organizacdo da
atividade (esquemas) suscetiveis de serem evocados por essas situagdes

L conjunto das representagdes linguisticas e simbdlicas (algébrica, graficas...) que
permitem representar os conceitos e suas relagdes e, consequentemente, as situagdes
e os esquemas que eles evocam (VERGNAUD, 2009, p. 29).

Segundo Moreira (2002, p. 10), o conjunto S também ¢ chamado de referente do
conceito. O conjunto I é o significado do conceito. O conjunto L (ou R como aparece am
algumas bibliografias) ¢ chamado de significante. As situagdes correspondem a realidade, os
invariantes operatorios e as representacdes linguisticas e simbolicas correspondem ao
pensamento do sujeito, a forma como o sujeito representa essa realidade.

Segundo Moreira, Vergnaud utiliza o conceito de situacdo como tarefa: "O conceito de
situacdo [...] ndo é o de situagdo didatica, mas sim o de tarefa, para as quais é importante
conhecer suas naturezas ¢ dificuldades proprias" (2002, p. 11). O desenvolvimento do
conhecimento pelo sujeito ndo ocorrera em apenas uma situacdo, mas diversas situagdes
enfrentadas por ele ¢ que irdo proporcionar o desenvolvimento de significados, como ja citado
anteriormente.

Segundo Vergnaud (2009, p. 21), "esquema é uma organizacdo invariante da atividade

para uma situagdo dada" e envolve quatro componentes:
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eum objetivo, subobjetivos e antecipagdes.

eregras em agdo de tomada de informagdo e de controle.

e invariantes operatOrios: conceitos em agao e teoremas em agao.

e possibilidades de inferéncia em situagdo (VERGNAUD, 2009, p. 21).

r r

Destaca-se da definicdo que a organizagdo ¢ invariante, isto €, a forma com que o
individuo se organiza para resolver uma situacdo ou um problema ou uma classe de situagoes,
mas as acdes e os comportamentos que sao gerados no decorrer da atividade podem variar.
Para Vergnaud (apud MOREIRA, 2002, p. 12), "o desenvolvimento cognitivo consiste,
sobretudo, e principalmente, no desenvolvimento de um vasto repertorio de esquemas”, isto €,
quanto mais esquemas o sujeito tiver e dominar, mais condi¢des e ferramentas cognitivas ele
tera para auxilia-lo no enfrentamento de novas situagdes. Esse vasto repertorio consiste em
esquemas que podem ser perceptivo-gestuais (contar, classificar objetos, esbocar um
grafico...), verbais (fala, discurso...) e sociais (a¢des sociais como mediacdo de conflitos,

sedugdo de uma pessoa...).

\

Com relagdo a segunda definicdo de esquema, o primeiro item, que se refere aos
objetivos, subobjetivos e antecipagdes, segundo Vergnaud (apud MOREIRA, 2002, p. 12),
significa que "um esquema se dirige sempre a uma classe de situagdes nas quais o sujeito
pode descobrir uma possivel finalidade de sua atividade e, eventualmente, submetas; pode
também esperar certos efeitos ou certos eventos". Ja as regras em a¢@o sdo justamente a base
do esquema, ou seja, "permitem a geracgdo e a continuidade da sequéncia de a¢des do sujeito;
sdo regras de busca de informagao e controle dos resultados da agdo" (ibidem). Os invariantes
operatorios (conceitos em acdo e teoremas em ac¢do) constituem os conhecimentos existentes
ou gerados no esquema, isto €, "dirigem o reconhecimento, por parte do individuo, dos
elementos pertinentes a situacdo; sdo os conhecimentos contidos nos esquemas" (ibidem). O
ultimo item, ou ingrediente do esquema, as possibilidades de inferéncia, sdo raciocinios que
"permitem 'calcular', 'aqui e a agora', as regras e antecipacdes a partir das informagdes e
invariantes operatorios de que dispde o sujeito” (ibidem).

Os invariantes operatorios sdo fundamentais no desenvolvimento do campo conceitual
por justamente constituirem os conhecimentos em a¢do envolvidos nos esquemas. Vergnaud
define e distingue os invariantes operatorios conceito-em-agdo e teorema-em-agdo: "Um
conceito-em-agdo ¢ um conceito considerado pertinente na agdo em situagdo. Um teorema-

em-agdo ¢ uma proposic¢do tida como verdadeira na agdo em situagdo" (2009, p. 23).
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Ha uma relagdo dialética entre conceitos-em-agdo e teoremas-em-acao, uma
vez que conceitos sdo ingredientes de teoremas e teoremas sdo propriedades que dao
aos conceitos seus contetidos. Mas seria um erro confundi-los. Conceitos em agao
sdo ingredientes necessarios das proposi¢cdes. Mas conceitos ndo sdo teoremas, pois
ndo permitem derivagdes (inferéncias ou computacdes); derivagdes requerem
proposicdes. Proposi¢des podem ser verdadeiras ou falsas; conceitos podem ser
apenas relevantes ou irrelevantes. Ainda assim ndo existem proposigdes sem
conceitos (VERGNAUD apud MOREIRA, 2002, p. 16).

Moreira (2002, p. 15) cita alguns exemplos de conceitos em acdo frequentemente
utilizados por alunos: "grandeza e magnitude, valor unitario, razdo e fragdo, funcdo e variavel,
taxa constante, dependéncia e independéncia, quociente e produto de dimensdes". Cita ainda
outros exemplos como: "numero cardinal, ganho e perda, aumento ¢ diminuigdo,
transformacdo e estado, estado inicial e final, transformagdo positiva ¢ negativa, adicdo e
subtragdo" (idem). Esses exemplos ilustram a caracterizagdo de Vergnaud para conceito-em-
acdo:

Os conceitos em agdo permitem identificar os objetos, as propriedades e as
relagdes. Por 'objeto’ é preciso compreender ao mesmo tempo objetos materialmente
perceptiveis e 'objetos construidos' pela cultura, pela ciéncia, pela técnica, ou pelo
proprio sujeito individual. Por ‘propriedades e relagdes' ¢ preciso compreender ao
mesmo tempo predicados observaveis e predicados que podem ser inferidos a partir
dos observaveis, mas que sdo eles proprios construgdes culturais individuais
(VERGNAUD, 2009, p. 22).

Sendo assim, os conceitos em acdo permitem que o sujeito identifique as
caracteristicas (objetos, propriedades e relagdes) que estdo presentes em uma determinada
situacdo e que sdo importantes ou ndo (pertinentes ou ndo) para a resolucdo de um problema
ou para alcangar um objetivo que se apresente a esse sujeito. Essa identificagdo faz parte
entdo do esquema que o sujeito colocara em agdo para alcangar seus objetivos. Tendo posto
em agdo esses conceitos, o sujeito passa a fazer inferéncias e raciocinios, ou seja, passa a
elaborar teoremas em acdo (ndo necessariamente nessa ordem). Um teoremas em ag¢do, como
citado acima, ¢ "uma proposi¢do tida como verdadeira na a¢do em situacdo". Vergnaud

esclarece ainda que:

Entre todos os teoremas em agdo, alguns t€ém um estatuto de proposigdo tida
como verdadeira aqui e no momento presente; enquanto que outros Sao
universalmente verdadeiros, para toda uma classe de situagdes. Entretanto é preciso
observar que o estatuto de uma proposi¢do pode oscilar entre o particular e o
universal: por exemplo, 4+5=9 é uma proposicdo particular se a distinguimos de
4+6=9 ou de 7+3=10, mas é uma proposicdo universal se a considerarmos
verdadeira tanto quando contamos cavalos em um estdbulo como quando contamos
canetas sobre uma mesa (VERGNAUD, 2009, p. 23).
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Podemos perceber entdo que os invariantes operatorios representam os conhecimentos
em agdo do sujeito. Considerando-se os invariantes operatérios é que percebemos esse lugar
ou momento em que o sujeito estabelece relagdes entre conceitos construidos anteriormente (e
ainda assim talvez ndo acabados) com objetos e elementos (tanto materiais quanto abstratos,
mentais) ainda em fase de exploragdo e descoberta pelo sujeito. Os invariantes operatorios
criam portanto o espago para a criagdo de raciocinios e de hipoteses que ao longo de um certo
tempo vao sendo testados, comprovados ou refutados de acordo com as situagdes que vao se
apresentado ao sujeito. Nesse sentido, Moreira explica que:

Em geral, os alunos ndo sdo capazes de explicar ou mesmo expressar em
linguagem natural seus teoremas e conceitos-em-acdo. Na abordagem de uma
situagdo, os dados a serem trabalhados e a sequéncia de célculos a serem feitos
dependem de teoremas-em-agdo e da identificacdo de diferentes tipos de elementos
pertinentes. A maioria desses conceitos € teoremas-em-agdo permanecem totalmente
implicitos, mas eles podem também ser explicitos ou tornarem-se explicitos e ai
entra o ensino: ajudar o aluno a construir conceitos e teoremas explicitos, e

cientificamente aceitos, a partir do conhecimento implicito (MOREIRA, 2002, p.
16).

A figura 7 abaixo ¢ um mapa conceitual da Teoria dos Campos Conceituais, criado por
Moreira (2002), e permite-nos compreender as relagdes entre os conceitos-chave que foram

caracterizados ao longo desse texto.
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Figura 7: Mapa conceitual criado por Marco Antdnio Moreira (2002, p. 18).

Podemos ler esse mapa da seguinte forma: campo conceitual ¢ gerado a partir de um
conjunto de diferentes situa¢des apresentadas ao sujeito; a construgdo do campo conceitual
requer o dominio de conceitos pelo sujeito e requer que ele seja capaz de utilizar diferentes
representagdes simbodlicas. Para alcangar os objetivos e metas das situagdes apresentadas, o
sujeito colocard em agdo seus esquemas que organizam suas acdes € que sdo compostos de
metas ¢ antecipagdes, regras de agdo e inferéncias. A interacdo entre as situagdes e 0s
esquemas levara o sujeito a utilizar-se de representagdes simbolicas (imagens mentais, fala,
escrita, desenho...) que sdo fundamentais na construgdo de um conceito. Os conceitos, por sua
vez, sdo constituidos basicamente por trés aspectos interrelacionados: referente (situagdo),
significados (invariantes operatorios) e o significante (representagdes simbolicas). O
significado de um conceito ¢ dado entdo pelos invariantes operatorios: conceito-em-agao,
utilizados pelo sujeito na selecdo das caracteristicas pertinentes ou ndo em uma situagdo, e
teoremas-em-agdo, que sdo as proposi¢coes elaboradas pelo sujeito em situagdo (verdadeiras
ou ndo). Nesse processo todo, chega-se entdo ao ponto de como se da o desenvolvimento

cognitivo do sujeito: ¢ através de suas acdes frente as situagdes que lhe sdo apresentadas, €



58

pela articulagdo e mobilizacdo de um vasto repertorio de esquemas construidos anteriormente
ou durante o processo, ¢ pela acomodagdo dos invariantes operatorios e ¢ pela capacidade de

desenvolver e construir conceitos que o sujeito desenvolve-se cognitivamente.

3.2.1 A aprendizagem sob a perspectiva da Teoria dos Campos Conceituais

A Teoria dos Campos Conceituais tem consequéncias importantes para a reflexdao
sobre o ensino: o que ¢ de fato a aprendizagem? Qual o papel do professor nesse processo?
Como se da a pesquisa em educacdo sob esse ponto de vista?

A pergunta: "o que ¢ aprender? ¢ respondida por Vergnaud de forma simples e direta:
"Conhecimento ¢ adaptacdo" (2009, p. 13). Vergnaud afirma que o individuo adapta-se as
diferentes situagdes a que € apresentado e que essa adaptagdo ocorre através da "evolugdo da
organizacdo de sua atividade" (ibidem), que, como vimos anteriormente, consiste em
evolugdo e enriquecimento de seus esquemas. Aqui o autor deixa claro que as situacdes
aparecem ao longo das experiéncias dos individuos (criangas, adolescentes e adultos). As
experiéncias podem ser cotidianas, escolares e profissionais. Vergnaud explica que aqueles
que desejam criar situagdes de aprendizagem na escola ou no trabalho devem aproximar essas
situagcdes a forma como os sujeitos normalmente desenvolvem "novas formas de atividade,
sozinhos ou com ajuda" (2009, p. 14).

Sobre a possibilidade de conhecer os processos de aprendizagem, o autor explica que:
sendo a primeira fun¢do do conhecimento de fazer e ter éxito, a analise da atividade
em situacdo ¢ um meio essencial para compreender os processos de aprendizagem,
por mais delicada e dificil que ela seja. Ela passa notadamente pela anélise dos erros,
das hesitagdes e dos desfuncionamentos, assim como pela identificagdo das

diferentes etapas pelas quais se constréi uma nova forma de organizagdo da
atividade (VERGNAUD, 2009, p. 14).

Esse "fazer e ter éxito" pode ser resumido, segundo o autor, com o termo
"competéncia". Com base na ideia de competéncia, Vergnaud aprofunda sua definicdo do que

¢ aprender sob quatro aspectos:

X é mais competente no tempo t do que no tempo t' se ele sabe fazer o que
ele ndo sabia fazer. [...] X ¢ mais competente se ele se coloca de uma maneira
melhor (mais rapida, mais confidvel, mais compativel com a maneira de colocar de
seus parceiros). X ¢ mais competente se ele dispde de fontes alternativas para tratar
situagdes de certos tipos [...] X € mais competente se ele ¢ menos desprovido diante
de uma situagdo nova (VERGNAUD, 2009, p. 17).
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Essas consideragdes feitas por Vergnaud acerca do que ¢ aprender levam-nos a
questdo de qual € o papel do professor no processo de aprendizagem escolar. Fica claro que,
segundo a Teoria dos Campos Conceituais, um conceito ndo & desenvolvido, aprendido a
partir de uma defini¢do ou enunciado feito pelo professor. Nesse contexto dos Campos
Conceituais, o papel do professor ¢ de mediador. O professor ¢ responsavel por desenvolver
situacdes didaticas que propiciem ao aluno a colocagdo de seus esquemas em agdo e,
consequentemente, seus conceitos em agdo e teoremas em agdo. Cabe ao professor também
auxiliar no enriquecimento dos esquemas dos aprendizes, bem como auxilid-los no
desenvolvimento de suas representacdes da realidade, isto é, mediando a construgdo dos
significados (a partir dos invariantes operatorios) e dos significantes (da linguagem, da

escrita, dos gestos...).

Professores sdo mediadores. Sua tarefa ¢ de ajudar os alunos a desenvolver
seu repertorio de esquemas e representagdes. Desenvolvendo novos esquemas, 0s
alunos tornam-se capazes de enfrentar situagdes cada vez mais complexas.[...] Os
professores usam palavras e sentencas para explicar, formular questdes, selecionar
informagdes, propor metas, expectativas, regras e planos. Contudo, sua agdo
mediadora mais importante ¢ a de prover situagdes (de aprendizagem) frutiferas para
os estudantes (VERGNAUD apud MOREIRA, 2002, p. 21).

E importante destacar também que esse papel mediador do professor inclui a mediagio
entre os conhecimentos prévios que os alunos desenvolveram e os conhecimentos cientificos a
que se quer chegar. Segundo Moreira (2002, p. 20) "[...] € normal que os alunos apresentem
tais concepgdes [prévias] e que elas devem ser consideradas como precursoras de conceitos
cientificos a serem adquiridos. A ativagdo desses precursores é necessaria ¢ deve ser guiada
pelo professor". Moreira complementa ainda essa afirmacdo explicando que certos conceitos
podem "ser construidos somente se certas concepgoes prévias forem abandonadas. [...] Nesse
caso, a acdo mediadora do professor ¢ também imprescindivel" (ibidem).

A ideia de professor mediador de situagdes de aprendizagem escolar requer o
estabelecimento das caracteristicas do que é resolugdo de problemas ou situacdes de resolugio
de problemas. Para Vergnaud "[...] ha uma relagdo dialética e ciclica entre a conceitualizagdo
e a resolugdo de problemas. [...] a problematizagdo vai muito além da abstragdo de
regularidades do mundo observavel. Problemas s3o tedricos e praticos, ndo meramente
empiricos, mesmo para criangas pequenas". Com base nisso, Vergnaud observa que o que ¢é
problema para um individuo, pode ndo ser para outro, pois essa questdo depende dos tipos de

conceitos que ja foram desenvolvidos pelos individuos. Com o passar do tempo, com o
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enfrentamento de situagdes diversificadas e com o desenvolvimento de esquemas, o que é um
problema podera deixar de sé-lo e assim, o individuo estard pronto para enfrentar novos
problemas. Esse processo de resolugdo de problemas caracteriza um ciclo de aprendizado

constante.

Vergnaud chama de "ilusdo pedagogica" a atitude dos professores que
creem que o ensino [...] consiste na apresentacdo organizada, clara, rigorosa das
teorias formais e que quando isso é bem feito os alunos aprendem. [...] € através de
situagdes de resolugdo de problemas que os conceitos se desenvolvem no aluno e as
situacdes de resolugdo de problemas que tornam os conceitos significativos para os
alunos podem estar, pelo menos inicialmente, muito distantes do formalismo
apresentado pelo professor. Mas, apesar disso, tais situagdes sdo essenciais para o
desenvolvimento de conceitos (VERGNAUD apud MOREIRA, 2002, p. 23).

Por fim, ¢ fundamental considerar como se da a pesquisa na area do ensino com base
na Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud. O trecho abaixo citado mostra que a
pesquisa ¢ realizada de maneira ciclica, o que esta de acordo com a teoria, visto que ela

propria € um ciclo de conceitos-chave relacionados uns com os outros. A pesquisa envolve:

Identificar e classificar situagcdes e, entdo, coletar dados sobre
procedimentos e outras maneiras através das quais os estudantes expressam seu
raciocinio. Um ciclo de pesquisa inicia com a identificagdo de niveis de objetos,
relagdes e teoremas-em-agdo. O ciclo continua, entdo com o delineamento de
situagdes e materiais e sua experimentagdo com alunos, completando-se com a
construgdo de representagdes simbolicas através da observagdo e analise dos
diferentes fendmenos que ocorrem. Comega, entdo, um segundo ciclo para melhorar
o primeiro, e assim sucessivamente (VERGNAUD apud MOREIRA, 2002, p. 26).

3.3 CONCEITO DE ANGULO

As nogdes sobre angulo sdo fundamentais no estudo da Trigonometria. A se¢do 3.3.1
aborda as diferentes definicdes de angulo presentes em livros didaticos e em livros de
geometria e expde como essas nogdes serdo abordadas na experiéncia de ensino. A segdo
3.3.2 apresenta uma pesquisa realizada por Piaget ef al. (1948) e tem o objetivo de evidenciar

a complexidade da constru¢@o cognitiva desse conceito.

3.3.1 O conceito de dngulo no ensino da Trigonometria

O conceito de angulo ¢ fundamental para a compreensdo dos conceitos

trigonométricos que serdo abordados na experiéncia de ensino. Os livros didaticos do Ensino

Fundamental e do Ensino Médio e os livros de Geometria pesquisados apresentam definigoes



61

para angulo que envolvem as ideias de inclinagdo, de semirretas com mesma origem, de

regido do plano e de angulo como giro.

Em "Os Elementos", de Euclides, encontramos a seguinte defini¢do:

E angulo plano ¢ a inclinagdo, entre elas, de duas linhas no plano, que se tocam e
nao estdo postas sobre uma reta (EUCLIDES, 2009, p. 97).

A definicdo de angulo mais encontrada nos livros € a que envolve a ideia de semirretas

com mesma origem:

Seja a um plano qualquer e h, k duas semirretas distintas que partem do ponto O de
o e que pertencem a retas distintas. Ao sistema destas duas semirretas chamamos

angulo e o designamos com (h, k) ou (k, h). As semirretas h, k recebem o
nome de lados do angulo, e o ponto O se chama vértice do angulo (HILBERT, 1953,
p. 15, traducdo nossa).

Se duas semirretas tiverem a mesma origem mas ndo estiverem contidas na mesma
reta, entdo sua reunido ¢ um angulo. As duas semirretas sdo chamadas lados do
angulos e a origem comum das semirretas ¢ chamada vértice do angulo (MOISE,;
DOWNS, 1971, p. 67).

Angulo ¢ a figura formada por duas semirretas de mesma origem. As semirretas sio
os lados do angulo e a origem comum ¢ seu vértice (CARMO, MORGADO e
WAGNER, 2005, p. 5).

Essa defini¢do também aparece em livros didéticos, como:

Angulo ¢ uma figura plana formada por duas semirretas de mesma origem. As
semirretas chamam-se lados do angulo e o ponto de origem chama-se vértice
(DANTE, 2009, p. 210).

Figura formada por duas semirretas de mesma origem. Indica-se por: AOB (angulo
AOB)ou BOA (4ngulo BOA). Esse angulo tem o vértice O e lados OA e
OB (DANTE, 2003, p. 318).

Sdo exemplos de definigdes de dngulo que utilizam a nogdo de regido do plano:

Uma regido do plano, convexa, determinada por duas semirretas de mesma origem, ¢
denominada angulo (GIOVANNI, CASTRUCCI e GIOVANNI JR, 2007, p. 148).

Angulo ¢ a regido do plano formada por duas semirretas distintas e de mesma
origem (OLIVEIRA e FERNANDES, 2008, p. 80).

A definicdo de angulo como um giro foi encontrada em apenas um livro didatico.

Imenes e Lellis (2003) iniciam o capitulo "Formas Planas", no livro didatico para 5 série,
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com o topico: "Giros, cantos e angulos". O tdpico desenvolve nogdes de dngulo mostrando a
imagem de uma régua escolar com uma extremidade fixa e a outra livre. As imagens mostram
giros dessa régua e explica-se "O giro da régua corresponde a um angulo" (Idem, p. 59).
Outras informagdes sdo adicionadas como, por exemplo, "Para medir dngulos, consideramos
que a volta toda tem 360°" e "O angulo de meia volta também ¢ chamado angulo raso. Ele
mede 180° porque 180° é a metade de 360°". O topico se encerra com a figura de um angulo
(dois segmentos de reta com mesma origem, o ponto A) ¢ a identificagdo de seus elementos: o
vértice A, os lados e o 4ngulo A (a regido interna entre os dois segmentos).

Contudo, a nocdo de angulo como um giro ou uma rotagdo, isto ¢, angulo
compreendido como uma figura dindmica também estd presente em alguns textos
pesquisados.

Moise ¢ Downs (1971) definem angulo utilizando a ideia de semirretas de mesma

origem, porém mais adiante, no mesmo capitulo, explicam que:

Essa ¢ a forma mais simples da ideia de um angulo. [...] Mais tarde, no entanto,
quando vocé estudar trigonometria, a ideia de angulo aparecerd de uma forma
diferente. Em trigonometria, fard diferenca qual lado do angulo é mencionado em
primeiro lugar. Isto é, em trigonometria fazemos distingdo entre ZCAB ¢ ZBAC. Em
ZCAB, o lado AC é o lado inicial e 4B é o lado final. [...] Angulo assim sdo
chamados angulos orientados (Ibidem, p. 72).

A expressdo "angulo orientado", citada no texto, remete a ideia de movimento, ou seja,
esse angulo orientado sera construido através de uma rotagcdo de sentido horario ou anti-
horario.

Giovanni, Castrucci ¢ Giovanni Jr. (2007), no topico "Um giro pode ser medido"
(Ibidem, p. 148), apresentam figuras de um palito fixo em uma extremidade e livre na outra.
As figuras mostram esse palito em movimento e afirma-se: "Um giro nos d4 uma ideia de
angulo"; somente depois dessa abordagem inicial ¢ que os autores definiram angulo a partir da
ideia de regido do plano.

Iezzi (1999) nao trata, explicitamente, da ideia de angulo como um giro ou uma volta.
Sua definicdo geométrica de angulo ¢ fixa (definiu angulo a partir de duas semirretas de
mesma origem). Contudo, quando o autor passa a tratar de fungdes circulares, a palavra
"percurso" ¢ utilizada para indicar a marcacdo de arcos com comprimentos reais e remete a
um movimento, um giro, no sentido anti-horario ou horario, e ¢ utilizada com esse

significado. O autor deixa claro também que um arco esta associado a um angulo central,
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logo, o texto sugere que, se um arco pode ser marcado no circulo a partir de um giro, entdo o
angulo determinado por esse arco também pode ser compreendido a partir desse giro.
No seu livro didatico para o Ensino Médio, Dante (2009) inicia o capitulo "Conceitos
trigonométricos basicos" definindo arco e dngulo central da seguinte maneira:
Arco geométrico: ¢ uma das partes da circunferéncia delimitada por dois pontos,
incluindo-os. Se os dois pontos coincidem, teremos arco nulo ou arco de uma volta.
Arco e angulo central: todo arco de circunferéncia tem um angulo central que o
subentende (DANTE, 2009, p. 278 - p. 279).
As imagens que sdo apresentadas ao leitor exemplificam angulos e arcos de circulo e
sdo seguidas de legendas como: "arco AB de 90° (um quarto de volta)" ¢ "arco AB de 180°
(meia volta)" (Ibidem, p. 279).

Mais adiante, o autor define arcos congruos:

Toda vez que o ponto da circunferéncia, final do arco iniciado em (1, 0), ¢ o mesmo
para dois arcos diferentes [...], chamamos esses arcos de arcos cdngruos ou
congruentes. E conveniente notar que todos os arcos congruos diferem entre si de
um multiplo de 2rt, que ¢ o comprimento de cada volta (Idem, p. 281).

A maneira como o autor define e explica o conceito de arco sugere o tratamento como
um giro, uma rotacao, pois usa, constantemente, a expressao "volta".

Esse tratamento de angulo como giro também fica evidente ao analisar-se o livro para
a 5% série do Ensino Fundamental de autoria de Dante (2003). Ele define angulo a partir de
semirretas de mesma origem, mas explica a ideia de angulo utilizando contextos de giro. No
topico intitulado: "Giros e angulos" (Ibidem, p. 173), apresenta figuras de pistas circulares
com carrinhos andando por elas e explica: "[...] para cada giro ha um angulo correspondente”
(Ibidem, p. 173).

Uma discussdo sobre as diferentes definicdes de angulo foi realizada por Gadotti
(2008). O quadro abaixo resume as definicdes de angulo encontradas por ela nos periodos:

apos o Movimento da Matematica Moderna (MMM), durante e antes do MMM.
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Quadro 1
Resumo das defini¢des por periodo referente 8 Matematica Moderna no Brasil por categoria.
Categorias Apébs Durante Antes Total

Par de linhas 17 4 2 23
Regido no espago 16 6 1 23
Como giro 4 - - 4
Nao define/outros 3 1 - 4
Total geral 40 11 3 54

Fonte: Gadotti (2008, p. 85)

O quadro 1 mostra que, dos 40 livros de matematica pesquisados no periodo apos o

MMM, 17 definiram angulo como par de linhas, 16 como regido no espago ¢ apenas 4 como

giro. Os livros analisados no periodo do movimento e antes dele, ndo definem angulo como

giro. A autora analisou esses dados e comentou que:

Angulo como giro permite considerar dngulos maiores que 360°, angulos
positivos e negativos, mas, segundo Casas e Luengo (2005, p. 203), é uma ideia
abstrata, pois ndo hé algo material para representa-la como um par de linhas ou uma
regido no espago. Além disso, essa defini¢do de angulo proporciona uma visdo
dindmica, como algo em movimento, em contraste com as outras duas que ddo uma

visdo estatica (GADOTTL 2008, p. 86).

A autora escreve também sobre a dificuldade de se definir conceitos em Matematica,

ndo so o de angulo, e explica que:

Pelo exposto, ndo se pretendeu nesse trabalho verificar quais livros ou quais
professores ddao a melhor definicdo de dngulo, mas evidenciar as diferentes formas
de se identificar um mesmo elemento geométrico. Se o professor conhecer as
possiveis definigdes de angulo e suas limitacdes podera ter mais liberdade e
seguranca em escolher a mais adequada a uma determinada situagcdo de ensino

(Ibidem, p. 87).

Essa discussdo sobre angulo teve como objetivo esclarecer as no¢des de angulo que a

sequéncia de ensino pretende abordar com os alunos: angulo formado por duas semirretas de

mesma origem e angulo como um giro.

A nocdo de angulo como duas semirretas de mesma origem estard presente nas

atividades que envolvem triangulo retdngulo nas atividades 1 (Relacionando lados e angulos

em um tridngulo retangulo), 2 (Aplicagdes das razdes trigonométricas), 5 (Seno e cosseno no

circulo trigonométrico) e 6 (Simetrias).
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A nocdo de angulo como giro estard presente nas atividades que envolvem o circulo
trigonométrico. Na experiéncia de ensino, o circulo trigonométrico serd construido centrado
sobre a origem de um sistema cartesiano ortogonal. A origem do sistema serd o ponto

O = (0, 0) e o raio medira uma unidade de comprimento. O angulo no circulo trigonométrico
ser4 considerado como sendo formado por um segmento fixo OA (raio do circulo), em que A
¢ o ponto de coordenadas (1, 0), e pelo segmento OP, sendo P um ponto qualquer pertencente

ao circulo. Pretende-se desenvolver a nogdo de dngulo como um giro do lado OP, em torno
de O, no sentido horario ou anti-horario. Essa no¢ao de angulo sera abordada nas atividades: 3
(Construindo e caracterizando o circulo trigonométrico), 4 (Relacdo entre as unidades de
medidas de angulos e arcos: grau x radiano), 5 (Seno e cosseno no circulo trigonométrico) e 6
(Simetrias). Esse tratamento dindmico para angulo foi favorecido pelas possibilidades de

construcdo de figuras em movimento proporcionadas pelo software GeoGebra.
3.3.2 A construcio do conceito de dngulo

Piaget, Inhelder e Szeminska (1948) estudaram a construg¢ao do conceito de angulo em
criangas. Os autores relatam uma experiéncia que mostra diferentes niveis nesse processo de
construcdo do conceito. A experiéncia consistiu em solicitar as criangas que reproduzissem
uma figura composta de um segmento AB (horizontal) e um segmento CD, concorrente ao
segmento AB e sendo D o ponto em comum entre os dois segmentos, conforme imagem

destacada no quadro 2.

Quadro 2: Experiéncia sobre o conceito de angulo.

iZ

As criangas ndo poderiam olhar a figura no momento em que desenhavam, mas
poderiam utilizar instrumentos como réguas, papéis, compasso e triangulos de cartolina. O
primeiro nivel identificado pelos autores caracteriza-se pela auséncia de qualquer medida de
angulo. As criangas ndo medem os segmentos AD ¢ BD, marcando o ponto D em qualquer

lugar do segmento AB.
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Sua medida da figura proposta como modelo permanece de fato, estritamente
unidimensional, ainda que se referindo as retas distintas AB e CD: em outras
palavras, em presenga de uma figura angular, esses sujeitos nem mesmo suspeitam
que se possa medir outra coisa além do comprimento dos lados (PIAGET,

INHELDER & SZEMINSKA, 1948, p. 230, tradug@o nossa).

No segundo nivel, as criangas marcam com precisdo o ponto D e tentam conservar a
inclinacdo da régua. Essas criangas "ndo assimilam a figura modelo a um sistema de angulos
[...]: eles véem apenas uma linha inclinada cuja extremidade coincide com um ponto dado em
uma horizontal, e ndo dois angulos a serem medidos enquanto angulos” (Ibidem, p.233). No
terceiro nivel, os sujeitos conseguem estruturar a figura modelo como um sistema de angulos:
medem as distdncias AC e BC marcando a abertura dos angulos complementares ADC e

CDB, ou as vezes a distancia CK sobre uma reta perpendicular tirada de C até¢ AB.

De um lado, em efeito, a medida do angulo ¢ bidimensional, como a
determinac@o de um ponto sobre um plano: [...] a medida de um angulo implica uma
coordenacdo sui generis entre o comprimento dos lados e o tamanho da abertura,
essas duas medidas ndo estando orientadas segundo a mesma dimensdo e encerrando
por isso o plano compreendido entre os lados do angulo [...] (Ibidem, p. 236,
tradug@o nossa).

No quarto nivel identificado, os sujeitos apresentam preferéncia mais marcada pela

"abertura normal" do angulo CDB, aquela que intervém na determinagdo do seno.

Sem o saber, eles estdo perto de medir os éangulos pelas relagdes
estabelecidas entre os comprimentos dos lados (DC ou CK) e a linha de abertura
normal (CK): bastaria substituir a simples coordenagao logica dos valores métricos
obtidos das medidas pela multiplicagdo e divisdo métricas, para chegar a um calculo
do seno e da tangente do angulo (Ibidem, p. 236, tradug@o nossa).

Com base nesse experimento e na discussdo apresentada pelos autores, nota-se que: a
construcdo do conceito pode ocorrer fora do ambiente escolar, sem que haja uma
intencionalidade de ensino; essa constru¢do é complexa e envolve, entre outros aspectos, a

superagdo do pensamento unidimensional e focado nos elementos explicitos das figuras.
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4 A EXPERIMENTACAO DA SEQUENCIA DE ENSINO

O capitulo 4 apresenta um relato detalhado sobre o processo de elaboragdo das
atividades que compdem a sequéncia de ensino, sobre a aplicacdo dessas atividades, sua

resolucdo pelos alunos e a analise do material coletado durante a experiéncia.
4.1 O PLANEJAMENTO DAS ATIVIDADES

As atividades'* que compdem a experiéncia de ensino foram elaboradas com o intuito
de desenvolver os conteudos da Trigonometria usualmente estudados no Ensino Fundamental
e Médio. O objetivo de se criar essa sequéncia de ensino foi construir um material que
permitisse o estudo desses contetidos e que contasse, durante todo o seu desenvolvimento,
com o auxilio do software GeoGebra. Essa sequéncia foi aplicada para uma turma e um grupo
em particular, mas esperava-se que esse material e a andlise dos resultados desse caso
pudessem contribuir para o ensino e a aprendizagem da Trigonometria para outros grupos de
alunos. Pensei em atividades que tivessem um carater dindmico, em que os alunos pudessem
visualizar e desenvolver construgdes geométricas baseadas em suas propriedades, que
pudessem manipular essas construgdes para experimentar possibilidades, identificar padrdes,
formular conjecturas, novamente testa-las e assim por diante.

Tendo por base a Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud, as atividades da
sequéncia de ensino foram elaboradas tendo em vista conceitos relativos a Trigonometria
considerados importantes para serem desenvolvidos no Ensino Médio, e como deveriam ser
abordados.

Pensando nos conceitos trigonométricos a serem abordados na sequéncia de ensino,
tomei como referéncia o artigo de Klein e Costa (2011) no qual as autoras mencionam que a
primeira etapa para a realizacdo de sua abordagem diferenciada sobre o ensino da
Trigonometria foi a construgdo de um Mapa Conceitual do Campo Conceitual da
Trigonometria. Elaborei, entdo, um Mapa Conceitual do Campo Conceitual da Trigonometria
com o objetivo de organizar e explicitar os conceitos que seriam abordados na experiéncia de
ensino.

Considerando que "Mapas Conceituais sdo diagramas de significados, de relagdes

significativas; de hierarquias conceituais" (MOREIRA, 1997) construi um Mapa Conceitual

" Ver apéndice E.
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do Campo Conceitual da Trigonometria que estd apresentado na figura 8. Nesse mapa, os

conceitos-chave abordados na sequéncia de ensino estdo destacados em vermelho.

Resolugdo de problemas

aplicagias na aphigadas na

Seno Cosseno Tangente
Tridngulo retangulo

. & Razoes trigonor "e" icas | Fung:oes trigonométricas
Razao
Circulo trigonométrico 5
Semelhanga 9 TMHUS
Graficos
Simetria

Allgulos — Arcos Equagdo trigonométrica

unifades de medida

Graus Radianos

Figura 8: Mapa Conceitual do Campo Conceitual da Trigonometria desenvolvido
para a Sequéncia de ensino.

No mapa conceitual, destaquei os conceitos: seno, cosseno e tangente. Sobre esses
conceitos centrais, esperava que os alunos pudessem conhecer as razdes trigonométricas no
triangulo retangulo, identificar os lados do tridngulo de acordo com o angulo de referéncia,
calcular essas razdes e aplica-las na resolucdo de exercicios e problemas. Relacionados a
esses conceitos iniciais, estdo os conceitos de razdo trigonométrica, circulo trigonométrico e
fungdo trigonométrica. Além de conhecer as razdes trigonométricas, esperava que os alunos
entendessem que essas razdes sdo constantes, para um mesmo angulo de referéncia, devido a
semelhanca de triangulos. Esperava que os alunos pudessem compreender as caracteristicas e
aplicagdes do circulo trigonométrico a partir de sua construg@o, que pudessem marcar arcos
de circulo e compreendessem a unidade de medida de comprimento de arcos, bem como
associassem esse arco a um angulo central e estabelecessem relagdes entre as unidades de
medida de arcos e angulos (radiano e grau). Esperava que os alunos conhecessem as fungoes
trigonométricas f(x) = sen x e g(x) = cos x no circulo trigonométrico, relacionando as razdes
trigonométricas com as fungdes e identificando x como um niimero real associado a medida
de um arco do circulo trigonométrico. Esperava que os alunos resolvessem equagdes
trigonométricas do tipo: sen a =sen f(a= [+ 2krou a= -+ 2kn) e cos a = cos B (a

= B+ 2kmou o = - B + 2kn) a partir da observagdo das simetrias entre os angulos no circulo
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trigonométrico. Esperava que os alunos pudessem conhecer, caracterizar e analisar os graficos
das fungdes trigonométricas seno e cosseno, observando a periodicidade, o crescimento, a
variagdo de sinal ¢ a imagem das fungdes, e que pudessem também construir os graficos das
funcgdes f(x) = A + B sen (CX + D) e g(x) = A + B cos (CX + D) a partir de transformagdes
como deslocamentos verticais e horizontais, alongamentos, compressdes ¢ reflexdes e que
pudessem aplicar esses conhecimentos na resolucdo de problemas.

Para promover o dinamismo esperado, as atividades foram desenvolvidas utilizando-se
o programa GeoGebra. Os arquivos das atividades foram criados a partir da ideia de promover
situacdes diversas para os alunos. Alguns arquivos apresentavam construgdes prontas cujo
objetivo principal era permitir aos alunos a manipulacdo dessas construcdes e observagdo de
padrdes, caracteristicas e propriedades a partir dos movimentos. Outros arquivos continham
roteiros de construgdes que eles deveriam fazer. Essas construgdes visavam favorecer a
observagdo e compreensdo de propriedades geométricas importantes e que, provavelmente,
ndo seriam percebidas pelos alunos se as construgdes fossem dadas prontas. Gravina (1996)
enfatiza os aspectos didaticos relacionados as construgdes feitas pelos alunos e as construgdes

feitas pelo professor:

Dois sdo os principais aspectos didaticos de utilizagdo dos programas: a) os
alunos constroem os desenhos de objetos ou configuragdes, quando o objetivo € o
dominio de determinados conceitos através da construgdo; b) recebem desenhos
prontos, projetados pelo professor, sendo o objetivo a descoberta de invariantes
através da experimentagdo e, dependendo do nivel de escolaridade dos alunos, num
segundo momento, trabalham as demonstracdes dos resultados obtidos
experimentalmente (GRAVINA, 1996, p. 7).

Uma construcgdo simples e que pode ser citada para ilustrar essa ideia ¢ a construcao de
um tridngulo retangulo que permanece retangulo quando um dos seus vértices ¢ deslocado,
mudando sua posi¢do ¢ dimensdes. Resultado diferente encontraria um aluno que construisse
um tridngulo a partir de trés pontos quaisquer, posicionados de tal forma que parecessem
determinar um tridngulo retdngulo; nesse caso, a0 movimentar algum vértice, esse tridngulo
deformar-se-ia e deixaria de ser triangulo retangulo. Necessariamente, os passos para a
construcdo no GeoGebra do tridngulo, que ndo perde suas propriedades, envolvem retas
perpendiculares ou a marcagdo de angulo cuja medida ¢ 90°, portanto, leva a obrigatoriedade
da existéncia de um angulo reto no tridngulo.

A tabela 1 mostra a organizagdo das atividades da sequéncia de ensino, bem como seus

respectivos contetidos e as caracteristicas das construgdes desenvolvidas em cada uma delas:
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N° de
Atividade| Nome Conteudos abordados Construcoes
encontros
- Semelhanca de tridngulos. - Tridngulo retdngulo
- Soma dos angulos internos de um  |construido pela professora.
Relacionando lados e (tridngulo; - Tridngulo retdngulo
1 angulos emum |- Identificagdo em um tridngulo construido pelos alunos ;
triangulo retdngulo. [retangulo de hipotenusa, cateto oposto [através de suas propriedades.
e adjacente a um angulo agudo;
- Razdes trigonométricas: seno,
cosseno e tangente;
- Utilizagdo das razdes
trigonométricas seno, cosseno e » .
) ) - Tridngulos retdngulos
2 Aplicacdes tangente para calculo de medidas ] 1
) ) construidos pela professora.
desconhecidas em situagdes
contextualizadas.
- Caracterizagdo do circulo
trigonométrico: raio, pontos de
. intersec¢do do circulo com os eixos
Construindo e ) ) ) o
. coordenados, quadrantes, sentido - Circulo trigonométrico
3 caracterizando o ) ) ) ) ;
) ) . |horério e sentido anti-horario; construido pelos alunos.
circulo trigonométrico.|
- Angulos congruentes; 1
- Angulos marcados no sentido encontro
horario. para as
. - Unidade de medida de comprimento . atividades
Relagdo entre as ) - Construcdo pelos alunos de
) ) de arco: radianos; ) . 3ed.
unidades de medidas ) ) . arco de circulo e angulo
4 - Unidade de medida de angulo: graus; ]
de angulos e de arcos: . ) correspondente no circulo
) - Conversdo de graus para radianos e | o
grau X radiano. . trigonometrico.
vice-versa.
- Seno e cosseno no circulo
trigonométrico: variagdo das medidas
dos angulos e variag@o dos valores de
seno e cosseno em cada quadrante;
Seno e cosseno no |- Analise do sinal de seno e cosseno |- Circulo trigonométrico
5 1
circulo trigonométrico. [para angulos do 1°, 2°, 3° e 4° construido pela professora.
quadrantes;
- Identificagdo dos valores de seno e
cosseno de angulos de 0° (zero grau),
00°, 180°,270° e 360°.
) ) - Simetria de angulos em relacdo ao | Circulo trigonométrico
6 Simetrias 1

eixo y;

construido pela professora,
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- Simetria de dngulos em relacdo ao
leixo x;

- Simetria de angulos em relacdo a
origem dos eixos.

- Comparagdo dos valores de senos e
cossenos de angulos simétricos;

- Resolugdo de equagdes

trigonométricas.

com pontos simétricos entre
si marcados em cada

quadrante.

Retomando conceitos:
seno e cosseno de arcos

medidos em radiano.

- Seno e cosseno de arcos medidos em
radianos;

- Associa¢do do comprimento do arco
dado em radianos com a unidade

utilizada no eixo das abscissas.

- Circulo trigonométrico
construido pela professora

icom arco AP marcado.

Grafico das fungoes

seno e cosseno a partir

- Construgdo e analise dos graficos

das fungdes f(x) =senxe

- Circulo trigonométrico

construido pela professora e

transformagdes nos
graficos das fungdes

S€no € CoSseno.

deslocamentos, alongamentos,
compressoes e reflexdes;

- Analise das fungdes: imagem,
periodo e raizes;

- Resolugdo de problemas aplicados

através da analise de graficos.

do circulo ] pontos S, e C, associados a
) ) lg(x) = cos x no intervalo [0, 27].
trigonométrico. Seno € cosseno.
- Construgao das fungdes f(x) = sen x
e g(x) = cos x parax € R. . )
- Construcao dos graficos

-Transformacdes nos graficos:

Explorando pelos alunos.

- Graficos de seno e cosseno
construidos pela professora,
com pardmetros para serem

manipulados na tela.

Tabela 1: Atividades que compdem a experiéncia de ensino e contetidos abordados.

Nas constru¢des dadas ou solicitadas, os alunos podiam utilizar ferramentas do
software para medir angulos e comprimentos, para construir pontos, segmentos, retas, circulos
e uma série de outros elementos geométricos. Também tinham a sua disposi¢do ferramentas
como mostrar ou esconder objetos, inserir texto, podiam personalizar uma construgdo
modificando sua aparéncia, como cor e espessura.

Pensei que a melhor forma de registrar as respostas dos alunos seria utilizando o
proprio GeoGebra, para facilitar a gravacdo das resolucdes das atividades para posterior
analise. Quando necessario, o registro ou o roteiro de alguma atividade foi feito em folhas de

papel, como nas atividades 2 ¢ 9 (apéndices C e D respectivamente).
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Nas aulas, cada grupo de alunos utilizava um computador. Eles acessavam os
arquivos e neles estavam escritos o nome da atividade, as instrugdes relativas ao que deveriam
fazer e as perguntas a serem respondidas; apos cada pergunta, havia um espago apropriado
para digitacdo da resposta. A figura 9 mostra uma parte da atividade 5, nela pode-se ver um
exemplo do formato em que as atividades foram apresentadas aos alunos. Apds a realizagdo
de cada atividade, cada grupo identificava e gravava seu trabalho, no formato de arquivo

GeoGebra, em uma pasta ja preparada com o nome da atividade.

Seno e cosseno ho circulo trigonométrico

Observe a construgdo dada ao lado.
Melatemos:

1) O circulo trigonomeétrico.

2) O ponto P sobre o circulo

3) O tridngulo retangulo OCP.

4) Os segmentos OS5 e OC.

5) 0 angulo O ou AOP.

Atnadades:

1. Qual & a medida da hipotenusa do tridngulo retngulo? Resposta:

2. Mova o ponto P APEMAS no 1° quadrante. Qual relagdo vocé
ohserva entre as medidas dos segmentos 0S5 e OC comparando-as
com as coordenadas do ponto P? Resposta:

3. Fixe o ponto P em algum ponto do 1° quadrante.

a) Calcule o seno do Angulo O. Resposta:senQ==

by Calcule o cosseno do angulo 0. F!-':5|:--:-Sta:|:-:-s-f-:_:

4. Com base nessas informagdes, responda: ao maovimentarmos

o ponto P no 1° quadrante, 0s valores de seno e cosseno estdo
variando de quanto a quanto? Resposta:

F=1(0.63078)

Figura 9: Parte inicial da atividade 5.

O detalhamento de cada atividade e de seus objetivos especificos sera apresentado no

decorrer do relato da implementacdo da experiéncia.
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Destaco, nesse momento, a utilizacdo da palavra "circulo" nas atividades. Os livros
didaticos adotados na escola utilizam a palavra "circunferéncia" para se referirem a curva, e a
palavra "circulo", para se referirem a regido interna a curva. Outros livros de matematica

usam "circulo" para designar a curva. O seguinte trecho ¢ um exemplo desse uso:

[...] consideremos o conjunto dos pontos de um plano que estdo a uma distancia fixa
(digamos 1) de um ponto fixo O do plano. Este conjunto constitui um circulo S; de
raio 1 e centro O, que serd chamado de circulo unitirio do plano (CARMO,
MORGADO e WAGNER, 2005, p. 3).

O GeoGebra usa a palavra circulo para se referir a curva, portanto optei por manter a
mesma linguagem do programa nas atividades e ao longo da escrita desse trabalho. Essa
escolha também estd embasada na discussdo que Lima (1987) faz sobre o uso dessas

denominagdes:

Em resumo: circunferéncia e disco sao palavras de sentido bastante claro, cada uma
com um significado na lingua portuguesa. Por outro lado, circulo ¢ uma palavra que
tanto pode ser empregada no sentido de circunferéncia como no sentido de disco
(LIMA, 1987, p. 197).

4.2 OS ALUNOS PARTICIPANTES DA PESQUISA

A experiéncia de ensino foi realizada em dois momentos distintos'>. O primeiro,
aconteceu com a turma 221 do 2° ano do Ensino Médio do Colégio Marista Assun¢do de
Porto Alegre, no qual trabalhei at¢é maio de 2011. O segundo momento contou com a
participagdo de sete alunos voluntarios da turma 221. A aplicagdo das atividades, no primeiro
momento, iniciou-se em 31 de marc¢o e terminou em 03 de maio de 2011, totalizando 6
encontros. O segundo momento iniciou em 17 de maio e terminou em 21 de junho de 2011,
totalizando também 6 encontros.

A turma 221, formada por 45 alunos, foi o grupo que iniciou a realizacdo das
atividades da experiéncia. Trabalhei com essa turma desde o primeiro ano do Ensino Médio,
entdo tive oportunidade de observar os alunos e conhecer as dificuldades que apresentavam.
Durante esse ano que passou, percebi que, dos quarenta e cinco alunos, poucos apresentavam
um conhecimento matematico esperado em um primeiro ano do Ensino Médio. Considero
conhecimentos basicos: compreender e resolver equacdes do primeiro grau e equagdes do
segundo grau; resolver sistemas de equagdes de primeiro grau; resolver expressdes e calculos

que envolvam numeros racionais (sejam esses na forma decimal ou fraciondria) e as

!> Devido a uma mudanga na minha situagdio profissional, foi necessaria a realizagio da experiéncia em dois
momentos distintos.
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operacdes de adigdo, subtragdo, multiplicacdo, divisdo, potenciagdo e radicia¢do; compreender
e resolver problemas que envolvam esses conhecimentos. Durante todo o primeiro ano, fui
observando esses conhecimentos em relagdo aos quais os alunos apresentavam dificuldades e
fui tentando retomar esses conteidos conforme as necessidades que apareciam no estudo das
fung¢des. Foram revisados desde os conceitos iniciais de fungdes até os diferentes tipos de
func¢des estudados no inicio do ensino médio: fungdo constante, linear, polinomial de primeiro
grau, polinomial de segundo grau, funcdo composta, inversa e modular. Nesse extenso estudo,
percebi que foram aparecendo novos empecilhos a aprendizagem. Os alunos apresentaram
dificuldades quanto a marcacdo de pontos no plano cartesiano, a identificagdo do dominio da
funcdo, ao calculo da imagem de um elemento do dominio, a visualizacdo de um grafico
como uma representacdo de uma situacdo e analise da mesma a partir dele, a obtengdo de uma
lei de formagdo de fungdo a partir de algumas informagdes dadas, ao calculo de raizes (tanto
com relag@o ao processo algébrico, como a compreensdo do significado de raiz ou zero), entre
outras.

Esses problemas todos ja foram suficientes para provocar em mim varias inquietacdes
como professora. Porém, ainda ¢ importante citar que esse grupo de alunos apresentou baixa
concentragdo e pouco interesse durante as aulas e durante a realizagdo das tarefas. Os alunos
ndo conseguiam se organizar rapidamente para o inicio das aulas, nem conseguiam manter
postura adequada durante as explicagdes (prestar atencdo, ndo conversar com 0s colegas nesse
momento, anotar a matéria e fazer perguntas para esclarecer duvidas). Acrescento também a
resisténcia a realizar atividades propostas (exercicios dados no quadro-negro ou indicados no
livro didatico e trabalhos em grupos).

As minhas inquietacdes relativas ao ensino da Trigonometria e ao aprendizado dos
alunos, conjugadas a necessidade de modificagdo na estrutura das minhas aulas de
Matematica, tendo em vista as caracteristicas do grupo, levaram-me a pensar ¢ desenvolver a
sequéncia de ensino apoiada no uso do programa GeoGebra. Nesse ano, percebi, durante o
primeiro més de aulas com esses alunos, uma mudanga na sua postura. Apresentaram-se mais
atentos, participativos e dispostos aos trabalhos propostos. No final do més de margo, iniciei o
trabalho com os alunos. Expliquei a eles como seriam as atividades que iriam desenvolver,
quais os objetivos dessas atividades, a duragdo do processo de sua aplicagdo; expliquei que as
resolugdes seriam recolhidas pela professora, que as aulas seriam gravadas em arquivos de
audio e que a analise do processo de aplicagdo da sequéncia e do material coletado faria parte

de uma pesquisa. Expliquei os objetivos da pesquisa e que ela fazia parte do meu trabalho de



75

dissertacdo de Mestrado. Durante essa apresentacdo geral da proposta aos alunos, foram
entregues os pedidos de autorizagdo para a coleta dos dados, que tanto eles quanto seus pais
e/ou responsaveis deveriam assinar se estivessem de acordo com a participacao (apéndice B).
Acredito ser importante comentar que durante e apds essa apresentacdo alguns alunos
demonstraram interesse em saber mais informagdes sobre a pesquisa e sobre o curso de
mestrado.

No dia 31 de margo, iniciou-se a realizagdo da atividade 1 da sequéncia. Desse
momento até 3 de maio, trabalhei com a turma completa, com seus 45 integrantes. A partir de
6 de maio, houve uma mudanga na minha situagdo profissional e deixei a escola. Conversei
com a coordenagdo pedagogica do Colégio Marista Assungdo, com a dire¢do e com os alunos
da turma sobre a possibilidade de continuar aplicando o material da pesquisa na escola, porém
no turno inverso de aula. A escola colocou-se a disposi¢do para ajudar na continuidade da
pesquisa, disponibilizando um dos laboratérios de informatica em uma tarde por semana.
Conversei com a turma antes do meu desligamento explicando a eles os motivos dessa
mudanca e convidando-os para voluntariamente virem a escola para continuar realizando as
atividades. Dezesseis alunos inscreveram-se para continuar participando do processo; destes,
sete compareceram aos encontros.

O estudo de caso foi, portanto, desenvolvido em duas fases. As atividades 1 a 5 foram
realizadas com a turma. As atividades 6 a 9 foram realizadas com o grupo de sete alunos
voluntarios. A mudanga no carater ¢ na composi¢do do grupo foi considerada na analise da
implementacdo da sequéncia. Ainda, um aspecto considerado negativo por mim nessa
mudanca foi a reducdo na quantidade de materiais coletados para andlise e um aspecto
positivo foi a possibilidade de conversar mais tempo com cada aluno, questionando durante a
realizagdo das atividades o que eles estavam pensando, ou porque estavam fazendo um
determinado procedimento ou outro.

A partir da proxima se¢do, descreverei a aplicagdo da sequéncia planejada, detalhando,
para cada atividade: seus objetivos, sua realizagdo pelos alunos, comentarios deles durante a
realizagdo das atividades e a andlise dos seus aprendizados. Para a andlise das atividades 1 a
5, as respostas dos alunos foram agrupadas em tabelas, para se ter uma ideia quantitativa do
nimero de alunos que responderam corretamente as questdes ou que deram respostas
diferentes do esperado; para as atividades 6 a 9, as respostas ndo foram agrupadas em tabelas,
pois analisei o trabalho de cada grupo separadamente. Foram selecionadas, dos materiais que

os alunos entregaram em cada atividade, respostas interessantes para exemplificar situagdes
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de aprendizagem relevantes para os objetivos da pesquisa. Também foram analisados didlogos
entre alunos e a professora que ocorreram durante as aulas, os quais foram registrados em
arquivos de dudio. A identificacdo dos grupos, na primeira fase, foi feita com as letras: A, B,
C e assim por diante; na segunda fase, optou-se por utilizar a numera¢do romana: I, I, Il e
assim por diante, uma vez que a organizacdo dos grupos foi alterada. Em alguns momentos,
identificaram-se alguns componentes dos grupos. Por questdes éticas, a identificagdo dos

alunos foi feita através da atribui¢do de nomes ficticios.

4.3 RELACIONANDO LADOS E ANGULOS EM UM TRIANGULO RETANGULO

4.3.1 Objetivos da atividade 1

Quadro 3: Objetivos da atividade 1.

e Compreender as no¢des de seno, cosseno e tangente como razdes que nao dependem
das medidas dos lados;

e Compreender os conhecimentos iniciais de trigonometria no tridngulo retangulo:
desde a identificagdo dos lados no tridngulo até o calculo das razdes trigonométricas;

o Entender claramente as instru¢des que estdo dadas na atividade;

e Resolver as atividades com autonomia;

e Conhecer, manipular e utilizar as ferramentas do programa para a realizacdo das

atividades.

A atividade 1 introduziu o estudo da Trigonometria, ou seja, foi a primeira aula a
abordar esse conteudo e também a primeira em que os alunos tiveram acesso ao programa
GeoGebra. Ela é composta por dez exercicios que deveriam ser resolvidos em grupos com
dois ou trés componentes, cada grupo teria um computador a sua disposi¢@o no laboratorio de
informatica da escola. E importante citar que essa turma ndo havia estudado Trigonometria no
triangulo retdngulo na oitava série, embora esse conteudo constasse no plano de estudos da
escola para essa série.

No 1° exercicio, foi apresentada uma constru¢do que poderia ser manipulada: um
triangulo retangulo em que estavam marcados alguns elementos, como ilustra a figura 10. Os

alunos deviam mover o ponto B no tridngulo e observar quais as modificagdes que
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aconteciam. O tridngulo havia sido construido de modo que, ao mover-se o ponto B, o ponto
C também se movia, mantendo-se assim o lado BC perpendicular ao lado AB. Os angulos
internos foram fixados com o intuito de se trabalhar com triangulos semelhantes. Na figura
10, a esquerda, esta o tridngulo inicial da atividade e, a direita, pode-se ver um exemplo do
efeito do movimento de clicar sobre o ponto B e arrasta-lo para a esquerda. Vemos que os
angulos mantém-se com as mesmas medidas. O triangulo pontilhado ao fundo foi incluido na
figura para permitir a comparagdo entre a figura original e a figura apds o movimento, mas o
aluno ndo via mais o triangulo original apés movimentar o ponto B. O objetivo desse
procedimento era que os alunos observassem que as medidas dos lados do tridngulo se

alteram, mas as medidas dos angulos internos permanecem as mesmas.
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Figura 10: Tridngulo inicial e movimento de “arrastar” para esquerda o ponto B.

Os conceitos abordados no exercicio 1 estdo relacionados com o conceito de fungdo
existente no processo de constru¢do geométrica, favorecido pelos ambientes de Geometria
Dinamica. Nesse exercicio, a posi¢do do ponto B corresponderia a variavel independente e os
lados, a variavel dependente de uma fung@o, ou ainda, a posi¢do do ponto B corresponderia a
variavel independente e os angulos, as variaveis dependentes (nesse tltimo caso, teriamos um
exemplo de fung@o constante).

Na figura 11, pode-se observar o enunciado do 2° exercicio, que teve por objetivo
retomar a propriedade da Geometria Euclidiana que afirma que a soma de todos os angulos

internos de qualquer triangulo é sempre 180° (180 graus).
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2. A soma dos angulos internos de um tridngulo & sempre a mesma. Vocé
sabe qual é o valor dessa soma?® Em caso afirmativo, utilize essa soma

para calcular o valor do anguloy. Em caso negativo, selecione ngulo, no
nitavo botdo, clique sobre os pontos A, C e B, nessa ordem, e obtenha o valor
dessa soma.

Resposta:

Figura 11: Enunciado do 2° exercicio da atividade 1.

O 3° exercicio identificava os nomes dos lados do triangulo retangulo com referéncia
ao angulo agudo a: "O segmento AC, que € oposto ao angulo reto, é chamado de hipotenusa.
O segmento AB ¢é chamado de cateto adjacente ao angulo a ¢ o segmento BC é chamado de
cateto oposto ao angulo a". Na figura 12, estdo as perguntas feitas aos alunos apos essa

introducéo.
a) qual segmento & o cateto oposto ao angulo y?
by gual segmento é o cateto adjacente ao angulo y?
) qual segmento é a hipotenusa?
Resposta:

Figura 12: Perguntas do 3° exercicio.

Esperava que os alunos percebessem que o cateto oposto ¢ o adjacente iriam mudar
quando utilizassem como referéncia o angulo y, mas que a hipotenusa permanece sempre a
mesma. Na figura 13, estdo identificados os lados de acordo com o angulo de referéncia. Os
alunos ndo tinham essa imagem na atividade, contudo, essa figura mostra ao leitor a

conclusdo a qual eu esperava que eles chegassem.

c 2:
p
Cateto Cateto
Hpeicaus oposto Hipotensa adjacente
ao ao
angulo angulo
& ¥
3 a0
v ’ B
: 3 A o
% Cateto adjacente ao dngule o Cateto eposto ac dngule ¥

Figura 13: Identifica¢@o dos lados do tridngulo retdngulo de acordo com o angulo de referéncia.
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A partir do 4° exercicio (conforme figura 14), comegou-se a explorar as ideias
relativas as razdes trigonométricas. Os alunos deveriam modificar a posi¢cdo do ponto B e
calcular a razdo entre as medidas do cateto oposto ao angulo a e da hipotenusa, modificar a
posicdo do ponto B novamente e calcular a razdo entre as novas medidas do cateto oposto e da
hipotenusa e repetir, uma terceira vez, esse procedimento. Eles poderiam utilizar calculadora
para agilizar a resolugdo do exercicio. Esperava que os alunos ndo tivessem dificuldade com a
palavra razdo, isto €, esperava que eles compreendessem a razdo como quociente entre
numerador ¢ denominador. O primeiro objetivo desse exercicio era que os alunos
observassem que, mesmo mudando as medidas dos lados, mantendo 0 mesmo angulo como
referéncia, a razdo ¢ uma constante. O 5° ¢ 0 6° exercicios tinham esse mesmo objetivo, com a
diferenca de que no 5° a razdo a ser calculada ¢ entre as medidas do cateto adjacente ao
angulo a e da hipotenusa e, no 6°, entre as medidas do cateto oposto e do cateto adjacente ao
angulo a. O segundo objetivo era trabalhar com os valores de seno, cosseno e tangente do
angulo de 30° por ser um dos angulos que aparecem com maior frequéncia em livros
didaticos, em exercicios, em questdes de provas de vestibulares, por ser facil de memorizar e

por servir como referéncia para comparagdo com outras.

4. Cligue inicialmente em Razdo 1 & preencha as chaves {W}

com os valores do cateto oposto ao &ngulo @ e da hipotenusa
respectivamente. Apds o segundo sinal de igual, escreva o valor
fue vocé encontrou para essa razao com o auxilio da calculadora.
Em seguida, mova o ponto B, preencha as chaves e repita o calculo
para os novos valores que apareceram. Faga isso uma udltima vez,
movendo novamente o ponto B.

Razdo == Razdo, == Razdo,==

5. Repita 0 que vocé fez no itermn 4, porém agora as razées devem ser
formadas pelo cateto adjacente ao dngulo @ & a hipotenusa.

Razao = Raz: 0,== Raz;’.;.g: =

f. Repita o que vocé fez nos itens 4 & 5, porém as razées devem ser
formadas pelo cateto oposto e pelo cateto adjacente respectivamente.
1 . 2

Razdo, == Razdo,== F!azﬁ-:-gz_:

Figura 14: Enunciados do 4°, 5° e 6° exercicios.
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No 7° exercicio (figura 15), houve uma mudanga no angulo de referéncia. Os alunos
deveriam calcular trés razdes: a primeira, entre as medidas do cateto oposto ao angulo y e da
hipotenusa, a segunda, entre as medidas do cateto adjacente ao angulo y e da hipotenusa e, a
terceira, entre as medidas do cateto oposto ao angulo y ¢ do cateto adjacente ao angulo v.
Esperava que os estudantes comparassem a primeira razdo com os resultados obtidos no 4°
exercicio (ver enunciado na figura 14a); a segunda, com os resultados do 5° exercicio (figura
14b) e, a terceira, com os resultados do 6° exercicio (figura 14c). Esperava que eles
observassem que, mudando o angulo de referéncia, os valores das razdes iriam mudar
também. Outro objetivo aqui era introduzir os valores de seno, cosseno e tangente do angulo

de 60°, pelas mesmas razoes citadas anteriormente para a escolha do angulo de 30°.

7. Se mudarmos o dngulo que tomamos como referéncia, os valores

das razdes irdo mudar? Responda a essa pergunta calculando as
razdes abaixo com relagdo ao dnguloy e comparando com os resultados
obtidos nos exercicios 4, 5 & 6.

cat.op. cat.adj.

cat.op.

hip ’ hip. catad)

Resposta;

Figura 15: Enunciado do 7° exercicio.

O 8° exercicio da atividade consistia na leitura de um texto que apresentava uma
conclusdo sobre o que havia sido feito a partir do 4° exercicio até aquele momento. Na figura
16, pode-se acompanhar o que foi apresentado para os alunos. O objetivo era que, nesse
momento da atividade 1, os alunos tivessem a oportunidade de organizar e sistematizar as
ideias que estavam sendo desenvolvidas e que se fizesse a nomeagdo das razoes utilizando a
nomenclatura usual de seno, cosseno e tangente. Esperava também que ficasse clara para os
alunos a importancia da referéncia ao angulo em cada uma das razdes, pois ¢ comum
observarmos em aulas de estudo da Trigonometria os alunos escreverem em seus cadernos

sen = 0,5, por exemplo, sem identificar o angulo.
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8. Ohserve que calculamos diversas razdes entre os lados do

trigdngulo relacionando-as com o0s angulos o ey, A cada passo mudamos

05 lados ou o angulo de referéncia. Para ndo haver confusdo entre

05 elementos que estamos relacionando, atribuem-se nomes especificos
para cada uma dessas razdes especificando também o dngulo de referéncia.
Assim:

a) as razdes do exercicio 4 sdo0 chamadas de seno do dngulo @ & eSCrevemaos:

cateto oposto
hipotenusa

sena=

h) as razdes do exercicio 5 s8o0 chamadas de cosseno do Angulo @ & escrevemos:

cateto adjacente
hipotenusa

cosa=

¢) asrazfies do exercicio 6 sdo0 chamadas de tangente do Sngulo @ & escrevemaos:

cateto oposto
tgu= —
cateto adjacente

d) Mas razdes do exercicio 7, mudamos o dngulo de referéncia;

cat.adj. _ catop.
sen =ca‘t.-:-|3. COS§ Y==——— t[il V= —tadi
V=Te, hip. e=has

Figura 16: Texto de introdugdo aos termos seno, cosseno e tangente.

No 9° exercicio (figura 17), foi solicitado que os estudantes construissem um triangulo
retangulo. O exercicio foi dirigido com a indicacdo dos passos da construgdo, pois eles ainda
ndo haviam tido a oportunidade de explorar o GeoGebra. Os objetivos eram: que os alunos
comecassem a conhecer as ferramentas e possibilidades do GeoGebra; que os alunos se
familiarizassem com a linguagem matematica (ponto, reta, segmento, angulo, etc); que os
alunos comecassem a se familiarizar com construgdes geométricas baseadas nas suas
propriedades e, finalmente, que fixassem as razdes trigonométricas estudadas até agora e que

conhecessem os valores do seno, do cosseno e da tangente de 45°.
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9. Construa um tridngulo retangulo em que o = 45° na regido indicada ao lado. Calcule sena,
cosa e tga. Para a construgdo do tridngulo retdngulo, siga os passos abaixo:

a) Mo terceiro botdo, selecione segmento definido por dois pontos.

b) Faga o segmento no espago indicado para a construgdo do tridngulo.

t) Cligue com o botdo direito do mouse sobre 0s pontos extremos do segmento

& selecione a opgdo exibir rotulo.

d) Mo quarto botdo, selecione reta perpendicular. Cligue sobre o segmento

e cligue sobre o ponto E.

g) Mo oitavo botdo, selecione dngulo com amplitude fixa e clique no ponto E &

depois no ponto D. Digite 45° na janela que abriu.

fi Mo terceiro botdo, selecione reta definida por dois pontos. Clique sobre o

ponto D e sobre o ponto preto.

o) Mo segundo botdo, selecione intersegdo de dois objetos e clique

onde a reta do item fe a reta perpendicular se cruzam (cligue quando as duas

retas ficarem em negrito).

Ry Clique com o botdo direito do mouse sobre esse ponto e selecione exibir rotulo.

i) Mo terceiro botdo, selecione segmento definido por dois pontos e cligue nos pontos D e F,
depoisemEeF.

J Clique com o hotdo direito do mouse sobre areta criada no item f e sobre a reta perpendicular.
Selecione exibir objeto (isso ira escondé-1as).

k) Cligue com o botdo diretio do mouse sobre um dos segmentos. Selecione

propriedades. Ma aba basico, selecione exibir rotulo & valor. Faga isso para os trés segmentos.

Figura 17: Enunciado do 9° exercicio.

O 10° e ultimo exercicio (figura 18) caracterizou-se por incentivar a autonomia dos
alunos, pois ecles podiam fazer a constru¢do do tridngulo com um angulo a sua escolha e
também os passos da construgdo do tridngulo retangulo ndo foram indicados, isso significa
que eles podiam repetir os passos do item anterior ou podiam construir um tridngulo retangulo
através de outro procedimento. Os objetivos aqui eram: que os alunos explorassem as
ferramentas do GeoGebra, que calculassem corretamente as razdes trigonométricas dos
angulos escolhidos por eles e que pudessem verificar que, em qualquer triangulo retangulo, as
razdes podem ser calculadas, ou seja, que tridngulos retangulos ndo precisam ter

obrigatoriamente angulos de medidas iguais a 30°, 45° ou 60°.

10. Agora, construa um tridngulo retdngulo com um angulo diferente dos que foram trabalhados
até agora (30° 45° e 609, Calcule o seno, o cosseno e atangente dos dois Angulos agudos do
teu tridngulo.

Figura 18: Enunciado do 10° exercicio.
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4.3.2 A realizacido da atividade 1 pelos alunos

Neste topico, sera analisada a realizagdo da atividade 1 pelos alunos e as ideias e os
comentarios interessantes que eles foram fazendo durante a aula ou registrando na propria
tarefa, ou seja, aspectos relativos a aprendizagem inicial deles dos conceitos trigonométricos.

Para cada exercicio, inicialmente, serd apresentada uma andlise quantitativa das
respostas dos alunos e, logo apds, uma analise qualitativa das respostas mais interessantes
quanto a corre¢do ou quanto as ideias diferentes ou erroneas que apareceram. A andlise das
respostas e dos dialogos sera baseada na identificagdo e interpretacdo dos conceitos-em-acao
explicitados e, principalmente, dos teoremas-em-acao utilizados pelos alunos.

Os grupos serdo designados por letras ¢ os alunos por nomes ficticios, como
comentado anteriormente, para preservar o anonimato dos participantes €, a0 mesmo tempo,
permitir comparagdes entre situa¢des e procedimentos referentes a um mesmo aluno ou grupo.

A atividade 1 foi desenvolvida ao longo de trés encontros. Foi realizada por 17 grupos
de trabalho, cada um desses grupos sendo formado por dois, trés ou quatro componentes (o
unico grupo com quatro componentes foi separado mais adiante em duas duplas).

O 1° exercicio era uma questdo de observagdo e identificacdo da propriedade dos
triangulos semelhantes (enunciado conforme figura 19). Vemos na tabela 2 a classifica¢do das
respostas: 13 grupos deram a resposta esperada, isto €, de que as medidas dos lados aumentam

ou diminuem proporcionalmente enquanto os angulos permanecem 0S mesmos.

1° exercicio

Responderam que as medidas dos lados do triangulo se alteram, mas os angulos
13 grupos
permanecem 0s mesmos.

IA resposta dada estava relacionada com as ideias de seno, cosseno ou tangente. | 3 grupos

Nio respondeu a questio'®. 1 grupo

Tabela 2: Classificagdo das respostas do 1° exercicio da atividade 1.

Dos trés grupos que relacionaram sua resposta com seno, cosseno e tangente, dois
tinham componentes que afirmaram terem estudado Trigonometria anteriormente (alunos que
vieram de outra escola ou que fizeram cursos preparatorios para Escola Militar). Porém, ¢

importante destacar que essas trés respostas ndo estavam corretas. Um exemplo ¢ a resposta

'O grupo P ndo salvou a atividade antes de fecha-la. Na aula seguinte, recomecaram a atividade a partir do
exercicio 4, onde haviam parado.
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abaixo:

1. Mova o ponto B na figura. © que acontece com as medidas dos
lados do tridngulo? O gque acontece com as medidas dos angulos?

Resposta: Muda proporcionalments o valor do seno, cosseno e tangente. E os angulos continuam os mesmaos.

Figura 19: Enunciado do 1° exercicio e resposta do grupo L.

Percebe-se aqui que o grupo L pode estar associando as palavras seno, cosseno ¢
tangente com as medidas dos lados do tridngulo e ndo com as razdes entre essas medidas.
Concluo isso, pois o que "muda proporcionalmente" sdo as medidas dos lados, porém, as
razdes entre elas permanecem constantes ja que os tridngulos sdo semelhantes. Outra hipotese
¢ a de que os alunos consideram que, quando os lados mudam, as razdes também mudam.
Essa confusdo ¢ um indicio de que os conceitos basicos de Trigonometria no tridngulo
retangulo estudados ndo foram bem compreendidos pelos alunos, ou ainda, pode indicar que o
grupo estd apenas buscando na memdria conhecimentos estudados anteriormente e nogoes
prévias que estavam desorganizadas naquele momento, mas que poderiam ser reorganizados
ao longo da tarefa.

Considerando-se que "os conceitos em acdo permitem identificar os objetos, as
propriedades e relagdes" (VERGNAUD, 2009, p. 22), observou-se que nesse momento os trés
grupos mobilizaram conceitos em agdo relativos as razdes, pois estabeleceram uma relacao
imediata entre triangulo retangulo e as palavras seno, cosseno e tangente. Na resolugdo do
exercicio, expressaram a ideia de que os valores de seno, cosseno e tangente mudavam
proporcionalmente, mostrando uma certa indiferenciacdo entre os lados e as razdes. Essa
hipdtese pode ser considerada um teorema-em-agdo, visto que "um teorema-em-a¢do ¢ uma
proposic¢do tida como verdadeira na agdo em situagdo" (idem, 2009, p. 23).

Na resolugdo do 2° exercicio (figura 11), 16 grupos obtiveram a soma das medidas dos
angulos internos do triangulo. Essa resolugdo surpreendeu-me pelo nimero de alunos que néo
sabiam ou ndo utilizaram o valor dessa soma, pois essa informacdo em geral ¢ trabalhada em
diferentes momentos da vida escolar, como no estudo de poligonos e no estudo da semelhanga
de figuras planas. O acesso a essa informagdo fica evidente ao observarmos a tabela 3, no qual

vemos que 5 grupos sabiam dela inicialmente.
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2° exercicio
Obtiveram o valor da medida do terceiro angulo, utilizando a ferramenta angulo
do GeoGebra, para dar o valor da soma dos angulos internos. 1 grupos
Responderam que a soma da medida dos angulos internos de um triangulo ¢é
180° sem calcular/obter o valor do terceiro angulo que estava faltando. > grupos
Sabiam o valor da soma e utilizaram-na para calcular o valor da medida do
2 grupos
terceiro angulo.
INao respondeu. 1 grupo

Tabela 3: Classificagdo das respostas dadas ao 2° exercicio.

E importante comentar que na resoluco desse exercicio apareceu um problema no uso
do programa. Durante a aula, a maior parte das duplas que utilizaram a ferramenta "angulo"
do GeoGebra para calcular o valor de y estava respondendo 66° (sessenta e seis graus).
Perguntei ao primeiro grupo em que observei esse problema o motivo dessa resposta e eles me
mostraram que haviam lido esse valor na tela. O que aconteceu é que o valor do angulo
(y = 60°) aparece sobre a linha que marca o angulo, dividindo o 0 (zero) ao meio e a medida,
visualmente, parece 66°. Esse problema foi corrigido com todos os grupos em que isso
ocorreu. Ha aqui uma questdo importante: essa informagao visual ndo seria um problema se os
alunos estivessem fazendo o calculo; essa leitura equivocada ¢ um indicio de que de fato ndo
sabiam o valor da soma ¢ estavam baseando-se apenas na informagdo na tela. A transcrigdo
abaixo de um dialogo ocorrido durante a realizagdo da atividade entre o aluno Gerson'’, do

grupo G, e a professora ¢ um exemplo dessa situagio:

Professora: "Vocés ndo sabem qual € a soma dos angulos internos de um triangulo?".

Gerson: "Sim, é 66°".

Professora: "Nio, ndo é 66°". E que ele estd em cima da linha. Clica na seta de mover, clica sobre o
valor e arrasta ele para o lado para poder enxergar".

Gerson: "Aonde?"

Professora: "Sobre o valor do angulo. Clica e arrasta ele. Isso".

Gerson: "Ah! é 60°".

Professora: "Isso. Entdo, qual ¢ a soma dos angulos internos?"

Gerson: "60°".

Professora: "Nao. A soma dos angulos internos e ndo o valor do y".

17 Nome ficticio.
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Gerson: "Ah...esse, mais esse, mais esse".
Professora: "Isso".

Gerson: "Ah é...deixa eu ver... ¢ 180°".

Nesse dialogo, podemos observar também a dificuldade de compreensdo do que esta
sendo pedido, pois a professora perguntou qual era o valor da soma das medidas dos angulos
internos e o aluno respondeu, duas vezes, o valor da medida do angulo y, primeiro o valor
errado e depois o correto para y. O aluno esta focado no angulo cuja medida ele consegue ver
e tem dificuldade de estabelecer uma relacdo entre os angulos (algo que ndo estd dado na
tela).

No didlogo abaixo, vemos mais um exemplo de que outro grupo (grupo K) estava
baseando-se apenas na informacdo da tela, ou seja, mostra a dependéncia desses alunos em

relagdo as informacgdes que estdo dadas, escritas, aparentes.

Karina: "Eu ndo entendi a [questao] dois. Eu pensei que era somar o 30° com 0 90°, mas ndo era".
Professora: "E porque esses ndo sdo os unicos angulos que a gente tem no tridngulo. Faltou aquele
outro angulo 14 em cima. Vocés sabem qual € a soma dos trés angulos de um tridngulo?"

Karina: "Nao".

Professora: "Entdo, em caso negativo, se voc€s ndo sabem, o que t€ém que fazer? Clique sobre angulo
no oitavo botdo, clique sobre os pontos ACB, nessa ordem [Professora 1€ parte do enunciado]. Viu que
apareceu um valor 142"

Karina: "Nao estou enxergando".

Professora: "Nido estd enxergando, entdo clica aqui na seta, clica sobre o valor do angulo e arrasta ele
para o lado".

Karina: "Ai somo os trés?"

Professora: "Isso, isso mesmo".

Identificou-se nesse didlogo o uso de um teorema-em-agdo no momento em que
Karina, do grupo K, fala "Eu pensei que era somar o 30° com o 90°". O teorema aqui
implicito €: para somar os angulos internos de um triangulo, somam-se os valores dos angulos
que aparecem dentro do tridngulo. Esse teorema ¢ falso, uma vez que havia um angulo cuja
medida ndo estava visivel na tela, mas que precisava ser somada também. O didlogo evidencia

que a aluna percebeu que o teorema ¢ falso e solicitou ajuda para corrigi-lo.
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A pergunta trés (ver enunciado na figura 20) foi importante para introduzir os termos

cateto oposto, cateto adjacente e hipotenusa e para enfatizar que esses termos dependem do

angulo que se toma como referéncia. Essa identificagdo era fundamental para que os calculos

das razdes abordadas a partir do 4° exercicio fossem realizados corretamente. Considero que o

objetivo da questdo foi atingido, ja que 14 grupos identificaram corretamente essas

informagdes, como mostra a tabela 4.

3° exercicio

Identificaram corretamente hipotenusa, cateto oposto e cateto adjacente

. 14 grupos
relativos ao angulo v.
INdo identificaram corretamente. 2 grupos
INao respondeu. 1 grupo

Tabela 4: Classificagdo das respostas dadas ao 3° exercicio.

Com relag@o aos erros na identificagdo dos lados, cito como exemplo a resposta dada

pelo grupo A:

3.0 angulo a & determinado pelos segmentos AB & AC. O segmento

AC, que & oposto ao angulo reto, @ chamado de hipotenusa. ©

segmento AB & chamado de cateto adjacente a0 dngulo o & o segmento BC,
& chamado de cateto oposto ao dngulo . Agora
responda:

a) qual segmento & o cateto oposto ao Angulo y?

by qual segmento & o cateto adjacente ao Anguloy?
¢) qual segmento é a hipotenusa?

Resposta:
a)CB
hICA .
' —ane 40
OIAC Yu=30 ]

3

w

A 6.24

Figura 20: Enunciado do 3° exercicio e resposta com erro na identificagdo dos lados com referéncia ao angulo y

(grupo A).

Nota-se que os alunos do grupo A perceberam a mudanga do angulo de referéncia para

Y, pois na identificagdo dos segmentos nos itens a ¢ b comecam pelo vértice C. Porém,

identificaram o lado oposto ao angulo y (que ¢ o segmento AB) como sendo CB (que € o

adjacente). Identificaram o cateto adjacente como sendo o segmento CA (que ¢ a hipotenusa),
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quando deveriam ter respondido CB. Identificaram corretamente que AC ¢ a hipotenusa, mas
ndo se deram conta de que essa € a mesma resposta dada ao item c.

A resposta do grupo A mostra confusio na identificacdo dos lados do triangulo e
mostra também que a no¢do de angulo ndo estd clara, pois ha dificuldade de identificar
relacdes entre os lados e um angulo dado. Essas confusdes podem estar associadas a
incompreensdo ou desatencdo a expressdo "cateto oposto" ou, ainda, a identificagdo do cateto
oposto como sendo o segmento vertical.

O 4° exercicio solicitava que os alunos calculassem a razdo entre as medidas do cateto
oposto e da hipotenusa para o triangulo retangulo da atividade. Deveriam mover o ponto B,
para modificar as medidas dos lados, calcular a razdo novamente e, por fim, repetir o
procedimento e calcular a razdo uma ultima vez. A tabela 5 mostra a classificacdo das
respostas dadas ao 4° exercicio (ver enunciado na figura 21). Nela observamos que 11 grupos

calcularam corretamente as trés razoes.

4° exercicio
Calcularam corretamente as trés razoes (medida do cateto oposto sobre a
) ) 11 grupos
medida da hipotenusa).
Calcularam corretamente duas razoes. 2 grupos
Calcularam corretamente uma razao. 2 grupos
Erraram as trés razdes. 2 grupos

Tabela 5: Classificagdo das respostas dadas ao 4° exercicio.

Os alunos do grupo A, que no exercicio anterior apresentaram a dificuldade na
identificacdo dos lados do tridngulo retangulo, persistiram com esse problema no 4° exercicio,

como podemos ver na figura 21.

4. Cligue inicialments em Razdo 1 e preencha as chaves {4}

com os valores do cateto oposto ao dngulo a e da hipotenusa
respectivamente. Apds o segundo sinal de igual, escreva o valor
que vocé encontrou para essa razdo com o auxilio da calculadora.
Em seguida, mova o ponto B, preencha as chaves e repita o calculo
para 0s novos valores que apareceram. Faga isso uma Ultima vez,
movendo novamente o ponto B.

38 75 . B30
Razdo, =——=0.500 Razdo, = 7 <
17719 2

Figura 21: Inversdo entre cateto oposto e hipotenusa (grupo A).
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O grupo A calculou corretamente a razdo 1 entre as medidas do cateto oposto e da
hipotenusa, porém nas razdes 2 e 3 aparecem problemas. Em ambas, o grupo inverteu os
termos calculando a razdo entre a medida da hipotenusa sobre a medida do cateto oposto. Essa
inversdo pode ser um indicio de que preferem dividir o maior numero pelo menor,
considerando que a ordem ndo importa. Na razdo 2, ha também um erro de célculo, pois o
resultado correto da razdo que eles digitaram ¢ 2, porém digitaram na resposta o nimero
27,125. Isso ndo s6 indica um erro de digitacdo na calculadora, mas uma auséncia de reflexdo
sobre o resultado encontrado, pois como um nimero um pouco maior do que sete, dividido
por um numero proximo a quatro, pode resultar em 27,125?

O grupo C organiza as razdes corretamente (figura 22). H4 um erro na resposta da
razao 1, que também pode ter sido causado por erro na digitagdo dos valores na calculadora e
novamente ha a auséncia de reflexdo sobre o resultado encontrado. Nas razdes 2 ¢ 3, podemos
observar respostas proximas, mas diferentes. A razdo entre as medidas do cateto oposto e da
hipotenusa com referéncia ao angulo de 30° ¢ exatamente 0,5 e as respostas encontradas
foram 0,499 e 0,496. O GeoGebra mostra valores para as medidas de segmentos, de arcos, de

angulos, entre outros, com arredondamentos, por isso essa diferenca nos resultados obtidos.

26 33 N LI peps
Jazdn =——= Fi Yazdn.=——=0.4499 Razao, = =0.498
P1_1_1 e 1.18 Raza T 3 143

Figura 22: Aproximagdes no GeoGebra (Grupo C).

Esses valores aproximados apareceram em diferentes atividades e essa questdo foi
discutida com os alunos durante as aulas. Mostrei a eles que, se quisessem aumentar a
precisdo na obtencdo dos valores, eles poderiam aumentar o niimero de casas decimais nos

numeros mostrados pelo programa, conforme pode ser visto na figura 23.
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Figura 23: Ferramenta para modifica¢do no niimero de casas decimais.

A transcrig@o abaixo ¢ de um trecho do didlogo entre a professora e o aluno Jonas do
grupo R. O aluno comegou a realizar o 4° exercicio, tendo calculado apenas a primeira razdo,

e chamou a professora para confirmar o que ele estava pensando:

Jonas: "Nao vai dar 0,499 em todos?"
Professora: "Em todos por qué?"

Jonas: "Porque todos diminuem igual."

Essa observacdo do aluno ¢ um indicio de que ele percebeu a existéncia de um padrio,
antes mesmo de registrar e efetuar o célculo das outras razdes do exercicio. Inclusive o aluno
movimenta o tridngulo e mostra para a professora que a razao entre esses outros valores que
aparecem para a medida do cateto oposto e para a medida da hipotenusa vai dar 0,499 ou 0,5.

O teorema-em-agdo implicito aqui identificado ¢ que se os tridngulos retangulos sdo
semelhantes, entdo a razdo entre os lados sera igual. Esse é um exemplo de teorema-em-agdo
verdadeiro e era justamente o objetivo do exercicio, ou seja, que os alunos percebessem que
as razdes resultariam em valores constantes.

J& o proximo didlogo mostra um tipo de dificuldade de identificacdo dos elementos do
triangulo diferente das dificuldades citadas anteriormente, onde houve troca entre cateto

oposto com cateto adjacente, ou cateto oposto com hipotenusa, e assim por diante. Nesse
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didlogo entre os alunos Otavio, do grupo S, Mario, do grupo G, e a professora, vemos que

Otavio associa os catetos ¢ a hipotenusa com a letra que identifica o vértice dos angulos.

Professora: "Qual € o cateto oposto ao angulo alfa?"

Otavio: "E C ou B."

Professora: "C ou B? Mas catetos sao os lados, ndo os angulos."

Otavio: "Lado B."

Professora: "Lado B?"

Mario: "Nao! B, C e A sdo os angulos. Olha: angulo...e cateto oposto" [colega aponta os elementos na
tela].

Otavio: "Esse ¢ o cateto alfa."

Professora: "Esse € o cateto adjacente em relagdo ao alfa."

Mario: Ah ta! Em relacdo ao alfa! Entdo o cateto oposto ¢é esse. Viu? Eu sei."

Otavio: "Nao da de esperto!"

Professora: "Quando quiser falar o cateto, ndo diz s6 um ponto. Tem que dizer que vai do ponto B até

o ponto C, entdo o cateto oposto € o lado BC."

O dialogo evidencia a indiferenciagdo entre lado, ponto e angulo. Para Otavio, angulo
se confunde com vértice. Outra explicacdo para a fala de Otavio ¢ que podia estar olhando
para as letras B e C ao lado dos vértices, mas interpretando essas letras como se estivessem
designando os lados, o que pode justificar as falas "E C ou B" e "Lado B". Nesse caso, Otavio
ndo estaria considerando o segmento como sendo determinado por dois pontos. Mario mistura
cateto adjacente com cateto oposto, o que também indica dificuldade com a nog¢do de angulo.
Esses conceitos-em-ag¢do indicam a dificuldade em desenvolver a nocdo de angulo. Essa
nocdo ¢ complexa, porque envolve, ao mesmo tempo, a identificacdo dos lados e de uma
relagdo entre eles.

No 5° exercicio (ver enunciado na figura 24), os alunos deveriam calcular trés vezes a
razdo entre as medidas do cateto adjacente ao angulo o e da hipotenusa, com deslocamento do

ponto B. Na tabela 6, pode-se ver que 12 grupos resolveram corretamente o exercicio.
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5° exercicio
Calcularam corretamente as trés razoes (medida do cateto adjacente sobre a
. . 12 grupos
medida da hipotenusa).
Calcularam corretamente duas razoes. 2 grupos
Calcularam corretamente uma razao. ---
Erraram as trés razdes. 3 grupos

Tabela 6: Classificagdo das respostas dadas ao 5° exercicio.

No 5° exercicio, o grupo A continua apresentando o mesmo problema relativo a
inversdo entre os termos da razdo. Aqui, deveriam calcular a razdo entre as medidas do cateto
adjacente e da hipotenusa, porém calculam a razdo entre a medida da hipotenusa sobre a
medida do cateto adjacente, o que pode ser visto na figura 24. Essa inversdo entre hipotenusa
e cateto adjacente apareceu em mais dois grupos. Um fez isso nas trés razdes e o outro, em

uma das razdes.

5. Repita o que vocé fez no itern 4, porém agora as razdes devem ser
formadas pelo cateto adjacente ao dngulo @ e a hipotenusa.
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Figura 24: Inversdo entre as medidas do cateto adjacente e da hipotenusa (grupo A).

Na figura 25, pode-se observar que o grupo D, que calculou corretamente as duas
primeiras razdes'", optou por utilizar um maior niimero de casas decimais em suas respostas.
Mesmo tendo errado a terceira razdo, as partes fundamentais da atividade, que sdo a
identificacdo dos lados do triangulo de acordo com o angulo de referéncia, o calculo das
razdes trigonométricas e a compreensdo das razdes trigonométricas como razdes constantes

para cada angulo agudo do tridngulo, foram compreendidas pelo grupo D.

. BEO . 5 e S -
Raza.:.1:&?:|_|_8|_ﬂ_-.1 71003 F-!azq.:.::EITB:U_EI;-DUD']E||_|3 93_1-3—4Ig:—'.'.31 300813

Figura 25: Resposta dada ao 5° exercicio pelo grupo D.

' Ha um erro na razio 3 que, provavelmente, ocorreu no momento de identificarem o valor do cateto adjacente
ou da hipotenusa no tridngulo ou no momento de digitar o valor observado na montagem da razo.
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A tabela 7 mostra a classificagdo das respostas dadas ao 6° exercicio, que pedia para
calcular a razdo entre as medidas do cateto oposto e do cateto adjacente do angulo a, trés

vezes novamente, com deslocamento do ponto B (figura 26).

6° exercicio
Calcularam corretamente as trés razoes (medida do cateto oposto sobre a
] ) 14 grupos
medida do cateto adjacente).
Calculou corretamente duas razoes. 1 grupo
Calculou corretamente uma razao. -
Erraram as trés razdes. 2 grupos

Tabela 7: Classificagdo das respostas dadas ao 6° exercicio.

O grupo A, que apresentou dificuldade em identificar os lados do tridngulo retdngulo
no 3° exercicio e permaneceu com essa dificuldade no 4° e 5° exercicio, parece compreender
melhor a situagdo e a tarefa, e mostra maior organizacdo na solug¢do do exercicio. Na figura
26, aparece a resposta do grupo A ¢ nela podemos observar que as trés razdes foram escritas
corretamente e que o calculo da primeira ¢ da terceira razdo estdo corretos, apesar de haver
uma diferenca no arredondamento do valor'’. Considerando-se essas observagdes, o grupo A
demonstra um crescimento na sua compreensao quanto a identificacdo dos lados do tridngulo,
na montagem das razdes ¢ no calculo das mesmas, porém permanece ndo analisando ou

comparando suas respostas

6. Repita o que vocé fez nos itens 4 e &, porém as razdes devem ser
formadas pelo cateto oposto e pelo cateto adjacente respectivamente.

Razdo, = =047 Razia g = _ 38
el - =t 2q7a0._= =0.27 Fazio_=
1 274 2 358 3 824

=0.58
Figura 26: Diferenga no arredondamento e erro na segunda razao (grupo A).

Ainda sobre a questdo dos arredondamentos nas respostas, uma situagdo semelhante a
do grupo A apareceu. A resposta do grupo F (figura 27) mostra que eles utilizaram uma casa

decimal nas suas respostas. O problema aqui esta no seguinte: o grupo arredondou os valores

' Na resposta da segunda razio ha um erro, pois os valores para o cateto oposto e o cateto adjacente estdo
corretos e calculando-se a razdo, encontra-se 0,579, portanto, trocaram o algarismo 5 pelo algarismo 2.
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para baixo, quando deveriam arredondar para cima (conforme critério de arredondamento
mais utilizado na escola). Tomando a razdo 1 como exemplo, o resultado dela, dado com trés
casas decimais, € 0,579. Se os alunos quisessem dar a resposta com duas casas decimais,
deveriam escrever 0,58, ja que o algarismo dos milésimos ¢ maior do que 5 e, se quisessem
dar a resposta com uma casa decimal, deveriam escrever 0,6, pois o algarismo da casa dos
centésimos ¢ maior do que cinco. Esse arredondamento por corte acarreta um problema maior,
que ¢ o de ndo permitir que o grupo diferencie as razoes do 4° exercicio, entre as medidas do
cateto oposto e da hipotenusa, com as razdes do 6° exercicio, entre as medidas do cateto
oposto ¢ do cateto adjacente, possibilitando uma confusdo entre sen 30° e tg 30°, que sdo
expressas pelo grupo com o mesmo valor de 0,5.

Como arredondamentos ja haviam sido trabalhados em outros momentos da vida
escolar dos alunos, ndo era esperada essa dificuldade. Porém, ela representou uma
oportunidade para discussdo de um tema que parece simples, mas nao é, como ficou evidente
nesses exemplos. Portanto, revisei com eles os critérios de arredondamento durante a

atividade.

2,79 F!azﬁ-:-::'—:l'l 5 F!azﬁ-:-g- =0,4

Figura 27: Resposta dada pelo grupo F ao 6° exercicio.

Os dois grupos que erraram as trés razdes inverteram cateto oposto com hipotenusa.
Na tabela 8, pode-se ver a classificagdo das respostas dadas ao 7° exercicio (figura 28),
que pedia para calcular as razdes entre as medidas do cateto oposto e da hipotenusa, do cateto

adjacente e da hipotenusa e do cateto oposto e do cateto adjacente com relagdo ao angulo y.

7° exercicio

Calcularam corretamente as trés razoes (seno, cosseno e tangente com relagdo a y). |7 grupos
Calcularam corretamente duas razoes (seno € cosseno). 4 grupos
Calcularam corretamente uma razao (cosseno). 2 grupos
Erraram as trés razdes. 4 grupos

Tabela 8: Classificagdo das respostas dadas ao 7° exercicio.

Nesse exercicio, o numero de erros na resolu¢do foi maior quando comparado com os

exercicios 4, 5 e 6. Aqui o grau de dificuldade aumentou, pois houve a troca do angulo de
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referéncia, de o para y, e os grupos deveriam calcular trés razdes: entre as medidas do cateto
oposto ¢ da hipotenusa, do cateto adjacente ¢ da hipotenusa e, por ultimo, do cateto oposto e
do cateto adjacente. Para responder a esse exercicio, esperava que os alunos comparassem o
resultado da primeira razdo (entre as medidas do cateto oposto ao angulo y e da hipotenusa)
com as razdes do 4° exercicio (entre as medidas do cateto oposto ao angulo o e da
hipotenusa). A segunda razdo (medida do cateto adjacente ao angulo y e da hipotenusa)
deveria ser comparada com as do 5° exercicio (entre as medidas do cateto adjacente ao angulo
o e da hipotenusa) e a terceira razdo, comparada as razdes do 6° exercicio (entre as medidas
do cateto oposto ao dngulo o e do cateto adjacente).

Na resposta apresentada na figura 28, podemos ver que o grupo G conseguiu trocar o
angulo de referéncia e identificar os lados de acordo com esse angulo. Calculou corretamente

a primeira e a segunda razao, porém inverteu cateto oposto com cateto adjacente na terceira.

7.5e mudarmos o angulo gque tomamos comao referéncia, os valores
das razdes irdo mudar? Responda a essa pergunta calculando as
razdes abaixo com relagdo ao dngulo vy e comparando com os resultados
obtidos nos exercicios 4, 5 e 6,

cat.op. 5.98 =
P T 0.866 catadj. 3.45 catop. 3.8
hip G.80 hip. _|3_.QI:I:D' catadj. 5.08

in

h

Resposta: Mo, os valores continuam os mesmaos,
s6 muda a ordem em que se apresentam com relagdo atroca de angulo de referéncia.

Figura 28: Inversdo entre as medidas do cateto oposto e do cateto adjacente na terceira razdo (grupo G).

Na figura 29, podemos observar que o grupo F ndo conseguiu trocar o angulo de
referéncia, ou seja, continuou olhando para o angulo o, que mede 30° e identificou os lados
de acordo com esse angulo. Saliento que nos exercicios 3, 4, 5 e 6 o grupo identificou os lados
corretamente, inclusive com relagdo ao angulo y no 3° exercicio. Isso ¢ um indicio de que o
conceito de razdo trigonométrica no tridngulo retangulo ainda ndo estd bem compreendido
nesse momento. Eles tanto podem estar fixando sempre um angulo, como podem estar fixados
em uma determinada imagem da figura, onde cada cateto fica numa determinada posi¢do. Na

terceira razao, aparece novamente o problema do arredondamento.
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]
al

catop. 3,82 -
e, catadj, 6,27 catap. 3.62_
hip 7.2 hip. _7.24_U'8 catadj. &,27

a

o

Figura 29: O angulo de referéncia ndo foi alterado (grupo F).

A analise da resolugdo desse exercicio pelo grupo F revelou um conceito-em-agdo que
estava implicito: cateto oposto ¢ aquele que esta posicionado verticalmente, cateto adjacente ¢
0 que esta posicionado horizontalmente e hipotenusa ¢ o segmento que une 0s extremos
desses segmentos. Identificou-se esse conceito a partir da andlise da atividade do grupo até
esse exercicio: erraram apenas quando se pediu para trocar o angulo de referéncia para vy, e o
cateto vertical passou a ser cateto adjacente e o cateto horizontal passou a ser cateto oposto.
Esse equivoco apareceu também para os grupos [, K e M. A identificacdo desse falso conceito
¢ importante, pois exemplifica uma confusdo comum que pude observar em minhas
experiéncias docentes anteriores com alunos do ensino médio e que esta associada a ideia de
"desenho prototipico". Gravina (1996) explica o que s@o esses "desenhos prototipicos” e as

consequéncias que o uso desse tipo de desenho causam no aprendizado dos alunos:

"[...] sdo desenhos bem particulares [...]. Por exemplo, quadrados com lados
paralelos as bordas da folha de papel, retdngulos sempre com dois lados diferentes,
alturas em tridngulos sempre acutdngulos, etc... Isto leva os alunos a ndo
reconhecerem desenhos destes mesmos objetos quando em outra situagdo. E mais,
para os alunos, a posi¢do relativa do desenho ou seu tragado particular, passam a
fazer parte das caracteristicas do objeto, quer nos aspecto conceitual [expressa
propriedades que caracterizam um certa classe de objetos] ou quer no aspecto figural
[corresponde a imagem mental que associamos ao conceito], estabelecendo
desequilibrios na formagdo dos conceitos (GRAVINA, 1996, p. 2).

Na figura 30, pode-se observar que as respostas do grupo H para as razdes sdo iguais.
O erro do grupo H estd em calcular a razao entre as medidas do cateto oposto e da hipotenusa
para o angulo a trés vezes, apenas mudando os valores das medidas dos lados ao deslocar o

ponto B, isto é, repetiram o procedimento do 4° exercicio, sem considerar o enunciado.

catop. 128
= =

I catadj. Z2.3G
hip 2.58 =—=1

bk
=]
I

in
I
in

hip. 472 88

[ ]
o
fax)

[

Figura 30: Grupo H calcula razdes entre a medida do cateto oposto € da hipotenusa com relagdo a a.

O 8° exercicio propunha uma leitura que visava proporcionar aos alunos um momento

de reflexdo sobre o que eles tinham feito até aquele momento e introduzir os termos seno,
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cosseno e tangente. E interessante observar que esse exercicio de leitura causou um certo
desconforto para os alunos, pois varios grupos perguntaram “o que era para fazer”. Esse
desconforto ou estranheza pode indicar que os alunos entendem que, em um exercicio de
Matematica, deve-se necessariamente calcular algum valor. Esse procedimento estd
relacionado aquilo que Brousseau (apud SILVA, 1999) denomina “contrato didatico” e que ¢

estabelecido nas aulas de Matematica ao longo da vida escolar dos alunos:

Chama-se contrato didatico o conjunto de comportamentos do professor
que sdo esperados pelos alunos e o conjunto de comportamentos do aluno que sdo
esperados pelo professor...Esse contrato € o conjunto de regras que determinam, uma
pequena parte explicitamente, mas sobretudo implicitamente, o que cada parceiro da
relacdo didatica devera gerir € aquilo que, de uma maneira ou de outra, ele terd de
prestar conta perante o outro (BROUSSEAU apud SILVA, 1999, p. 43).

Segundo Silva (1999), nas aulas de Matematica, o contrato didatico que prevalece ¢
aquele em que o professor da aulas expositivas e "passa" exercicios para os alunos. O

n 1 4
professor "deve selecionar partes do contetido que o aluno possa aprender e propor problemas
cujos enunciados contenham os dados necessarios e tdo-somente esses, cuja combinagdo
racional, aliada aos elementos da aula, permite encontrar a solu¢do do problema". O papel do
aluno nesse contrato ¢ compreender a aula e conseguir resolver os problemas.

O exercicio 8 permitiu um momento de quebra de contrato didatico. O autor explica
que expressoes do tipo "ndo sei fazer", "como comeca?", "ndo entendi o que é para fazer",
entre outras, indicam essa ruptura. Identificou-se entdo que a "clausula" implicita que foi
rompida nesse momento ¢ aquela que afirma que "sempre ha uma resposta a uma questdo
matematica ¢ o professor a conhece. Deve-se sempre dar uma resposta que eventualmente
seréa corrigida" (SILVA, 1999, p. 51).

Mesmo tendo sido explicado que deveriam somente fazer a leitura das informagdes
apresentadas, alguns grupos substituiram nas definicdes apresentadas valores para as medidas
do cateto oposto, do cateto adjacente ¢ da hipotenusa, calculando novamente o valor das

razdes. Um exemplo desse procedimento é o que o grupo A fez, como pode ser observado na

figura 31, a seguir:



98

8. Ohserve que calculamos diversas razdes entre os lados do

tridngulo relacionando-as com o0s angulos @ ey, A cada passo mudamos

05 lados ou o &ngulo de referéncia. Para ndo haver confusdo entre

05 elementos que estamos relacionando, atribuem-se nomes especificos
para cada uma dessas razdes especificando também o dngulo de referéncia.
Assim:

a) as razdes do exercicio 4 530 chamadas de seno do dngulo @ & BSCrevemos:

38 s
sena=3==0.

by as razdes do exercicio 5 sdo chamadas de cosseno do Angulo @ & eSCrevemaos:

_6.24 =0.866
cosa= 72 .

t) as razfes do exercicio 6 sdo chamadas de tangente do Angulo @ & eScrevemaos:

tga= 38 =0.57
R T

d) Mas razées do exercicio 7, mudamos o Angulo de referéncia;

_— 36 t _5.24 -1.73
sem.r=_f;—2=I].Bﬁﬁ cosy=-—=0.5 =g

Figura 31: Texto do 8° exercicio com valores substituidos nas defini¢des (grupo A).

Esse procedimento indica também a dificuldade do grupo em lidar com um angulo
genérico, pois precisaram fixar um valor. E importante destacar aqui que o grupo A
interpretou, equivocadamente, que precisava substituir os termos e calcular as razdes. Mesmo
assim, esse procedimento ndo atrapalhou a compreensdo dos conceitos que estavam sendo
trabalhados, pelo contrario, ajudou o grupo a sistematizar as ideias sobre o que sdo as razdes
trigonométricas e como sdo calculadas, justamente o que era o objetivo principal naquele
momento. Fago essa afirmacdo analisando o crescimento que o grupo mostrou ao longo da
atividade, pois justamente o grupo A foi um grupo que ndo conseguiu identificar os lados
quando foi mudado o angulo de referéncia e que nao calculou corretamente as razdes do 4° e

5° exercicio. Apresentou indicios de maior compreensdo na montagem das razdes e no calculo
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das mesmas no 6° exercicio, mas ainda com erros. No 7° exercicio, o grupo mudou o angulo
de referéncia e calculou as razdes corretamente, e confirma-se entdo o crescimento deles com
0 que fizeram nesse 8° exercicio: identificaram todos os lados de acordo com o angulo de
referéncia e calcularam as razdes. Destaco ainda que no 9° exercicio, que pedia para
construirem um tridngulo retdngulo com angulos agudos medindo 45° utilizando as
ferramentas do GeoGebra e para calcularem seno, cosseno e tangente desse angulo, o grupo
construiu e calculou tudo corretamente.

Na figura 32, pode-se observar o enunciado do 9° exercicio e o roteiro para a
construcdo do tridngulo retdngulo. Optou-se por dar o roteiro para os alunos devido a falta de
familiaridade deles com o GeoGebra. Como foi comentado anteriormente, essa foi a primeira
aula com a utilizagdo do programa. Os objetivos eram que os alunos percebessem as
propriedades do tridngulo retangulo a partir da realizacdo da construg¢do indicada e que
conseguissem calcular as razdes trigonométricas (seno, cosseno ¢ tangente) para esse

triangulo.

9. Construa um tridngulo retangulo em que o = 45° na regido indicada aco lado. Calcule sena, i
cosa e tga. Para a construgdo do tridngulo retdngulo, siga os passos abaixo:

a) Mo terceiro hotdo, selecione segmento definido por dois pontos.

b) Faga o segmento no espaco indicado para a construgdo do tridngulo.

) Cligue com o hotdo direito do mouse sobre os pontos extremos do segmento

e selecione a opgdo exibir rétula.

d) Mo quarto botdo, selecione reta perpendicular. Clique sobre o segmento

e clique sohre o ponto E.

&) Mo oitavo botdo, selecione dngulo com amplitude fixa e clique no ponto E &

depois no ponto D. Digite 45° na janela que abriu.

fi Mo terceiro botdo, selecione reta definida por dois pontos. Clique sobre o

ponto D e sobre o ponto preto.

g) Mo segundo botdo, selecione intersegdo de dois ohjetos e clique

onde a reta do item fe a reta perpendicular se cruzam (clique quando as duas

retas ficarem em negrita).

h) Cligue corm o botdo direito do mouse sobre esse ponto e selecione exibir rétulo.

iy Mo terceiro botdo, selecione segmento definido por dois pontos e cligue nos pontos D e F,
depoisemEeF.

i Clique com o botdo direito do mouse sohre a reta criada no item f e sobre a reta perpendicular.
Selecione exibir objeto (isso ira escondé-las).

k) Cligue com o botdo direito do mouse sobre um dos segmentos. Selecione

propriedades. Ma aba basico, selecione exibir rétulo e valor. Faga isso para os trés segmentos.

Figura 32: Enunciado e roteiro do 9° exercicio.
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A tabela 9 mostra que 14 grupos conseguiram realizar a construgdo e, desses grupos,

11 calcularam as razdes corretamente.

9° exercicio

Calcularam seno, cosseno ¢ tangente
11 grupos
corretamente.
Construiram corretamente
] . 14 grupos |Calculou corretamente duas razoes. 1 grupo
o triangulo retangulo.
Calculou corretamente uma razao. 1 grupo
Errou as trés razdes. 1 grupo
INao conseguiram construir
) 2 grupos ----
o triangulo retangulo.
INao fez a questao. 1 grupo -

Tabela 9 : Classificagdo das respostas dadas ao 9° exercicio.

Para iniciar a construc¢do do tridngulo do 9° exercicio, os grupos tiveram dificuldades,
chamavam-me para ajudar a realiza-lo sem nem mesmo terem tentado fazer o que estava
sendo pedido no item a. Ajudei-os nos passos iniciais de constru¢do do segmento e, a partir
dai, eles terminaram a construcao.

O grupo F foi um dos dois grupos que ndo conseguiu fazer a construcdo. Na figura 33,
podemos observar que dois pontos estdo identificados pelas suas coordenadas, ao invés de
estarem identificados pelas letras D e E*. Isso ja dificultou a leitura do que deveria ter sido
feito nos proximos passos. Observa-se que, mesmo assim, 0 grupo conseguiu construir a reta
perpendicular ¢ marcar o angulo de 45°, o que faltou foi eles perceberem que o tridngulo
retangulo seria formado ao prolongarem o segmento cujos extremos sdo o ponto azul € o

ponto I até a reta perpendicular, o que havia sido orientado nos itens f'¢ g do roteiro®'.

%0 Para identificar os pontos com essas letras, bastava clicar com o botdo direito do mouse sobre os pontos e
selecionar, no menu que se abria, a op¢do "exibir rotulo”. Essa identifica¢do diferente que os alunos fizeram deu-
se provavelmente por eles terem selecionado no menu a opgdo "propriedades" e entdo modificado o tipo de
rétulo (para valor, ao invés de nome).
20 A : PPN P : :

inha tracejada na figura foi feita pela professora para indicar o que o grupo deveria ter feito para formar o
triangulo retangulo.
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£36.73,-3.24)

;3

(36.66,-7.3)

Figura 33: Construgdo feita pelo grupo F.

Na figura 34, vemos o que o outro grupo, que ndo conseguiu construir o tridngulo, fez.
Durante a realiza¢do da atividade, o grupo I criou trés pontos na janela de visualizacdo que
ndo estavam sendo pedidos (nomeados pelo GeoGebra de D, E e F). Como eles ja tinham
criado esses pontos, 0 GeoGebra nomeou os proximos pontos como G, H e I e o grupo ndo

conseguiu prosseguir, pois ndo compreendeu o roteiro dado.

Mao consegui o item D porgque ndo achei o ponto E

Figura 34: Construgdo feita pelo grupo L

Com relagdo aos erros nos calculos das razdes, cito como exemplo a resolucdo do
grupo J, que pode ser vista na figura 35. O grupo conseguiu construir o triangulo
corretamente, mas ndo conseguiu identificar os lados com referéncia ao angulo de 45°. O

grupo trocou cateto oposto por hipotenusa. Escreve que a medida do cateto oposto ¢ 3,4,
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quando na verdade esse ¢ o valor da medida da hipotenusa, e que a da hipotenusa ¢ 2,4
(medida do cateto oposto). Esse grupo apresentou dificuldades ao longo de toda a atividade.
Nao conseguiu resolver corretamente o 3°, 0 5° o 6° o0 9° e o 10° exercicios, ou seja, a

dificuldade de identificar os lados do tridngulo persistiu até o final da atividade 1.

Construa o tridngulo nessa regido:

J

a4 24 4= 5
sends’=—=1.418 cos45°= =1 1045°=—=1.416

I

Figura 35: Construgao correta e erro no calculo das razdes trigonométricas (grupo J).

O ultimo exercicio da atividade 1 caracterizou-se por dar aos alunos a liberdade de
escolherem um angulo diferente de 30°, 45° e 60° para iniciar a constru¢do de um tridngulo
retangulo e pedia que os alunos calculassem, apds essa constru¢do, o seno, o cosseno € a
tangente desse angulo. Pode-se observar na tabela 10 que foi grande o nimero de grupos que
ndo fizeram ou ndo conseguiram realizar a atividade. Isso pode ter ocorrido devido a falta de
tempo para realizagdo da atividade, ou os grupos podem ndo ter se dado conta de que
poderiam repetir os passos do 9° exercicio bastando trocar o angulo de 45° pelo que eles

escolhessem.



103

10° exercicio
Calcularam seno, cosseno ¢ tangente
4 grupos
corretamente
Construiram corretamente Calcularam corretamente duas razdes -
N . 8 grupos _
o triangulo retangulo. Calcularam corretamente uma razao -
Erraram as trés razdes 3 grupos
INao calcularam 1 grupo
INdo conseguiram construir
) 5 grupos ---
o triangulo retangulo.
INao fizeram a questdo 4 grupos -

Tabela 10: Classificagdo das respostas dadas ao 10° exercicio.

A dificuldade dos grupos que conseguiram fazer a constru¢do, mas erraram no calculo
das razdes, parece estar na identificacdo dos lados. A figura 36 mostra a construcdo feita pelo
grupo G, que escolheu um dos angulos agudos para ter medida de 66°. Eles inverteram cateto
oposto e hipotenusa, identificando corretamente apenas o cateto adjacente. E importante
destacar aqui que o grupo G acertou toda a atividade, exceto a terceira razdo do 7° exercicio,
onde trocou o cateto oposto pelo cateto adjacente. Poderia se atribuir essa dificuldade de
identificar a hipotenusa ao fato de ndo estar destacado o angulo de 90° no tridngulo, porém,
no 9° exercicio, esse angulo também ndo esta destacado e a hipotenusa é identificada
corretamente. Esse erro sugere que a posi¢do do tridngulo, diferente do que foi dado
inicialmente na tarefa, teria dificultado a identificacdo. Contudo, no exercicio anterior, o
triangulo construido por eles também estd em uma posi¢@o diferenciada e isso ndo se mostrou
um problema. Essa ¢ uma situacdo de transi¢do entre a fixacdo de uma imagem e uma certa

capacidade de deslocar o ponto de vista.
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2.85
7 o_ _ o_
SE”EE°=E=1_DQ cos66 —_5.4—0.44 tgﬁﬁ

! =245
285 ©

Figura 36: Confusao entre cateto oposto e hipotenusa (grupo G).

Comentario semelhante ao feito acima pode ser atribuido a resolugdo feita pelo grupo
K. O grupo K acertou todas as questdes, exceto o 7° exercicio, quando ndo trocou o angulo de
referéncia para y no calculo das razdes. Uma dificuldade no tridngulo construido pelo grupo
foi que a figura ficou muito grande e o grupo ndo conseguiu ver o tridngulo integralmente na
tela.

Nas razoes, o grupo identificou a medida do cateto oposto como 3,02, que é a medida
do cateto adjacente, identificou a medida do cateto adjacente como 17,15, que é a medida do
cateto oposto. No calculo de seno do angulo de 80°, utiliza a medida da hipotenusa
corretamente, mas no calculo do cosseno utiliza a medida 3,02. Aqui podemos notar que o
grupo mostra dependéncia da imagem na tela, ou seja, sem conseguir ver o triangulo
integralmente, ndo conseguiu identificar corretamente os lados e, consequentemente, escrever

as razoes.

%2 Na figura 37, o triangulo foi reduzido pela professora para se ter a visualizagio integral do tridngulo.



105

17.41 17.15 sena=-——2=0,17
_‘IT-".15_5 §
cosa= am
t 20 =017
vo=7 s
o 80Y H
302

Figura 37: Resolucdo do 10° exercicio pelo grupo K.

A figura 38(a) mostra a construcdo realizada pelo grupo B. O tridngulo retangulo
parece isdsceles, porém observa-se uma pequena diferenca nas medidas dos catetos. Ao clicar
sobre o ponto H e arrastd-lo para verificar a constru¢do, vemos na parte (b) que o tridngulo
retangulo se desfaz e, portanto, nio foi construido conforme o roteiro®. Esse ¢ um exemplo
de constru¢do em que ndo ha "estabilidade sob acdo de movimento" (GRAVINA, 2001, p.
83), pois a construcdo transforma-se com o deslocamento do ponto H, mas ndo preserva as
relacdes geométricas. O ponto principal aqui é que, mesmo com os problemas na construgao,
percebe-se que o grupo tinha a intengdo de calcular as razdes trigonométricas para um angulo

agudo. Embora tenham escrito sen 90° e cos 90°, provavelmente, por ser o angulo cuja

» Nessa construgio podemos observar que o grupo destacou o angulo de 90° no tridngulo e escreveu as razdes
trigonométricas com referéncia a esse angulo. A principio parece que o grupo escolheu o angulo de 90°, mas nao
foi isso que aconteceu. O GeoGebra possui uma ferramenta chamada "protocolo de construcao". Essa ferramenta
permite que se refaga passo a passo o que estd mostrado na tela. Utilizando essa ferramenta para analisar a
construgdo e tentar entender o que o grupo fez, vi que ele construiu o segmento inicial GH, depois a reta
perpendicular a esse segmento, passando pelo ponto G; construiu um segundo ponto sobre H, utilizou esse novo
ponto e o ponto G para construir um angulo de 45° graus ou proximo a ele. Essa medida néo ficou fixa, entdo
nao fica clara a ideia de qual valor eles escolheram. Enfim, o grupo continua construindo retas, segmentos e

marcando angulos até chegar na parte (a) da figura 38.
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medida ficou visivel na tela, observa-se que a identificagdo dos lados foi feita corretamente

com relag@o ao angulo agudo de vértice H em (a).

M 3.55 G
@ . 3.58 ,_3.54 . 3.55
SenQD—S.DQ—D.? cos40 _5.02_0'? tg90—3.54—1
354
5.02
H
]
@)
®
M 2.94 G
90
354
382
H
L]
(k)

Figura 38: Construgao realizada pelo grupo B.

4.3.3 Comentarios sobre a realizacao da atividade 1

A realizagdo da atividade 1 foi um momento de descoberta, pelos alunos, do programa
e de suas ferramentas. Nesse momento, foram observadas dificuldades de compreensdo de
como resolver os exercicios (qual botdo selecionar, onde clicar, como escrever as respostas,
entre outras) ¢ de compreensdo daquilo que estava sendo pedido (como no 8° exercicio, por
exemplo).

A atividade 1 mostrou que muitos grupos ficaram focados na imagem mostrada na
tela, como pode ser observado no exercicio que pedia para obterem a soma dos angulos
internos do tridngulo (quando os alunos identificaram um angulo de 66° ou somaram apenas
as duas medidas de angulos que estavam visiveis), nos exercicios em que o angulo de

referéncia foi alterado ¢ também ficou evidente essa fixagdo da imagem na tela quando o
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triangulo construido pelo grupo K ficou muito grande na janela de visualizagdo e ndo pdde ser
visto pelo grupo inteiro na tela.

Ao mesmo tempo em que os alunos estavam fixando-se na imagem na tela, o
GeoGebra mostrou-se um recurso fundamental para a discussdao dessas dificuldades. Os
recursos de clicar sobre um objeto e arrasta-lo, para melhor visualizagdo do mesmo, mostrar
um angulo, girar e mudar a posicdo dos triangulos e aproximar ou afastar a imagem mostrada
na tela, no caso do tridngulo que ficou muito grande, foram utilizados para destacar aqueles
aspectos que os alunos ndo estavam observando, ou o que eles estavam concluindo de maneira
equivocada em um exercicio. Essas dificuldades de identificar os lados dos tridngulos,
angulos e mudar o angulo de referéncia, que estdo relacionadas a compreensdo do conceito de
angulo, também aparecem em aulas sem o uso de soffware, em que as imagens sdo
representadas no papel ou no quadro de giz. Porém, no quadro de giz ¢ no papel, é mais dificil
ajudar os alunos a perceberem seus erros, pois sdo muito limitados os recursos para
representar um giro, uma amplia¢cdo ou uma redugao.

Nos exercicios sobre calculo das razdes trigonométricas, alguns grupos encontraram
valores para seno e cosseno maiores do que 1 (um). Julgou-se, nesse momento, que seria mais
facil para os alunos compreenderem que seno e cosseno nao ultrapassam o valor 1 quando
esses conceitos fossem abordados no circulo trigonométrico. Portanto, ndo se chamou atengdo
para esses erros nesse momento da sequéncia de ensino.

As dificuldades com a identificagdo dos lados e com a nogdo de angulo mostram que é
necessario desenvolver com os alunos situagdes que apresentem triangulos retangulos
posicionados de maneira diferente e mudando-se o angulo de referéncia, para que ndo fixem a
imagem mental de lado vertical como cateto oposto e lado horizontal como cateto adjacente.
Os exercicios 9 ¢ 10 podem ser citados como exemplos de situagdes em que os alunos se
depararam com triangulos posicionados de maneiras variadas, uma vez que a construcdo feita
por eles nem sempre partiu de um segmento horizontal, e mais, o0 GeoGebra permitiu que os
alunos clicassem sobre um dos vértices e girassem seus tridangulos. A atividade 2, que sera
detalhada na proxima secdo, foi uma oportunidade de retomada dessas nogdes de lados e
angulos. Nela, outros triangulos retdngulos foram apresentados aos alunos, em problemas que
envolveram contextos variados, para identificacio dos lados, dos angulos ¢ para que
efetuassem célculos envolvendo as razdes trigonométricas.

A analise das resolugdes da atividade 1 mostrou que alguns grupos (como os grupos E

¢ J) permaneceram até o fim com dificuldades como a identificagdo de cateto oposto e cateto



108

adjacente referentes a um determinado angulo e, consequentemente, de calculo do valor das
razdes trigonométricas. O grupo E, desde o inicio, apresentou dificuldades em identificar os
lados para o angulo y e inverteu os termos no célculo das razdes do 4° exercicio até o 9°
exercicio, ndo seguindo um mesmo padrdo. J& o grupo A mostra um crescimento na
compreensao dos conceitos envolvidos na atividade: inicialmente, ndo consegue identificar os
lados de acordo com v, invertem os lados ou calculam erroneamente os valores das razdes nos
exercicios 4 e 5, porém a partir do 6°, identificam os lados e calculam corretamente todas as
razdes, inclusive para o tridngulo construido por eles no 9° exercicio (ndo fizeram o 10°). O
grupo O foi o Unico que acertou todos os exercicios propostos, o que indica que, com a
mediagdo da professora quando tiveram dividas e com o auxilio do programa, conseguiram
compreender e usar os conceitos que estavam sendo abordados naquele momento.

Abaixo, estdo listados os grupos que resolveram a atividade 1 e um comentario final
sobre o desempenho de cada um.
a) Grupo A: apresentou erros até o 5° exercicio, porém nos exercicios 6, 7 e 9 resolveu todas
as razdes corretamente e conseguiu construir o tridngulo (exercicio 9), o que demonstra que o
grupo conseguiu até final da atividade identificar lados, angulos e calcular as razodes
trigonométricas seno, cosseno ¢ tangente.
b) Grupo B: cometeu erros no 4° exercicio € ndo conseguiu construir o triangulo do 10°
exercicio. O restante da atividade estava todo certo, o que indica que o grupo atingiu a
maioria dos objetivos propostos para a atividade.
c¢) Grupo C: errou as razdes no 4° exercicio e a conclusdo do 7° exercicio (porém calculou as
razdes corretamente). O restante da atividade estava correto. O grupo atingiu os objetivos
propostos.
d) Grupo D: errou apenas uma razdo no 5° exercicio. O grupo atingiu os objetivos propostos.
e) Grupo E: calculou corretamente as duas primeiras razdes do 4° exercicio, porém nos
proximos (5, 6, 7 ¢ 9) apresentou confusdo com a identificagdo dos lados e dos angulos. Nao
fez o 10° exercicio. O grupo permaneceu com dificuldades e confusdes até o final da
atividade.
f) Grupo F: realizou a atividade corretamente até o 5° exercicio. Comete erros no 6° ¢ 7°
exercicio e ndo consegue realizar as construgdes no 9° ¢ 10°. Portanto, o grupo ndo conseguiu

atingir os objetivos propostos.
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g) Grupo G: o grupo errou o 7° exercicio, o restante da atividade estava certo. O grupo
conseguiu atingir a maioria dos objetivos da atividade, mas apresentou dificuldades na
identificacdo de lados ao se mudar o angulo de referéncia.

h) Grupo H: os exercicios 4 e 7 apresentaram erros. O restante estava certo, inclusive as
construcdes do 9° e 10° exercicio. O grupo atingiu alguns dos objetivos propostos para a
atividade.

1) Grupo I: errou os exercicios 5 ¢ 7. Nao conseguiu realizar as construgdes. Logo, o grupo
ndo alcangou alguns dos objetivos da atividade.

j) Grupo J: o grupo permaneceu com dificuldades até o final da atividade. Acertou apenas o
7° exercicio. O grupo ndo alcangou os objetivos da atividade.

k) Grupo K: errou os exercicios 7 ¢ 10, o restante estava certo. O grupo atingiu alguns dos
objetivos propostos.

1) grupo L: apresenta erros no 1°, 9° e 10° exercicios. O restante estava certo. O grupo atingiu
a maioria dos objetivos da atividade.

m) Grupo M: apresenta erros nos exercicios 7 ¢ 10. O grupo atingiu alguns dos objetivos da
atividade.

n) Grupo N: apresenta erros nos exercicios 7 € 10 (ndo construiu o tridngulo corretamente). O
grupo ndo atingiu alguns dos objetivos da atividade.

0) Grupo O: toda a atividade estava correta. O grupo atingiu os objetivos propostos.

p) Grupo P: tudo que fez estava certo, porém deixou os exercicios 1, 2, 3 e duas razdes do 4
em branco. O grupo deixou em branco, pois teve problemas ao tentar salvar o arquivo na
primeira aula e continuou, na aula seguinte, de onde tinha parado. O grupo alcangou os
objetivos propostos.

q) Grupo Q: ndo entregou a atividade.

r) Grupo R: errou uma das razdes no exercicio 7, ndo fez o 9° e o 10° exercicio. O grupo
atingiu a maioria dos objetivos da atividade.

s) Grupo S: ndo entregou a atividade.

t) Grupo T: ndo entregou a atividade.

u) Grupo U: ndo entregou a atividade.
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4.4 ATIVIDADE DE APLICACOES DAS RAZOES TRIGONOMETRICAS

4.4.1 Descricao da atividade 2 e seus objetivos

A Atividade 2 consistia em quatro problemas contextualizados de aplicacdo das razdes
trigonométricas, sendo que cada um foi apresentado em um arquivo separado, portanto os
alunos tinham que abri-los um de cada vez.

O 1° problema consistia em calcular a altura de um prédio. O enunciado e a figura

dada para os alunos podem ser vistos na figura 39.

Atividade 1: Calcular a altura de um prédio.

a) Inicialmente, mova o ponte A na figura. O gque acontece com o dngulo quando
a pessoa se afasta ou se aproxima do prédio?

h) Uma pessoa esta a uma certa distancia de um prédio e avista seu topo

sob um angulo a. Mova novamente o ponto A para escolher essa distancia e esse angulo.
Em seguida, utilize uma relac¢éo trigopnométrica adequada (seno, cosseno ou tangente?)
para calcular a medida h. [Obs: as medidas de comprimento estao dadas em metros].
Qual é a altura do prédio?

c) Compare a sua resposta para a altura do prédio com a resposta dos seus colegas que
estdo a direita e a esquerda. O que vocés ohservaram?

e e - -

12.085 I

Figura 39: Enunciado e figura do 1° problema de aplicacdo.
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Para a resolu¢do desse problema, os alunos deveriam: observar que, ao se mover o
ponto A da figura na dire¢do do prédio, a medida do angulo o aumenta, e que, ao se afastar o
ponto A, a medida do angulo o diminui; identificar que 4 ¢ o cateto oposto e que o lado
paralelo ao solo ¢ o cateto adjacente ao angulo o identificar a razdo trigonométrica a ser
utilizada na resolugdo; obter o valor dessa razdo a partir dos recursos do programa (esse
procedimento foi orientado, como pode ser visto na figura 40), substituir esse valor na razido
trigonométrica escolhida, calcular o valor de /4, somar a altura da pessoa ao valor de % e, por
fim, comparar a resposta do grupo com as respostas obtidas pelos grupos proximos. Esse
ultimo item permitiria aos alunos observar que, mesmo variando os angulos e a distancia da
pessoa ao prédio, o valor encontrado para a altura do prédio ¢ sempre o mesmo, como a figura
indica. Cabe destacar que, mesmo sendo informada a medida do cateto adjacente e sendo
necessaria a obtengdo da medida do cateto oposto para o calculo da altura, podendo-se utilizar
para essa obtencdo o valor da tangente, os alunos poderiam obter, através dos recursos do
GeoGebra vistos na atividade 1, o valor da hipotenusa e, entdo, utilizar o seno para resolver o
problema. Ainda, os alunos poderiam, novamente através dos recursos do GeoGebra, obter a
altura do prédio diretamente, porém se algum grupo fizesse esse procedimento, seria
orientado a pensar sobre como calcular essa altura sem ter esse recurso, € poderia entdo usa-lo

apenas para verificar se a sua resposta estava de acordo com a do software.

Importante! Fara obter o valor do seno, cosseno ou tangente faga o seguinte:
1) Digite em Entrada:
sanog=sin{u)
ou
cosssenoo=cosia)
ou
tangentea=tania)

2} Mo menu Exibir, selecione janela de algebra e localize o
Seno, cosseno outangente com o respectivo valor informado
pelo Geogebra.

Figura 40: Orientagdo para obtencao do valor de seno, cosseno ou tangente de a.

O 2° problema era semelhante ao primeiro, pois as razdes trigonométricas a serem
utilizadas também poderiam ser tangente ou seno. Na figura 41, pode-se observar o enunciado
e a figura dada aos alunos; pedia-se a altura da arvore, dada sua sombra e o angulo de
incidéncia dos raios solares. As diferencas entre os dois primeiros estdo: na posi¢do do

triangulo; no fato de que a medida do cateto oposto ao angulo o ¢ a altura da arvore; e na
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auséncia da indica¢do do procedimento para obtencdo do valor de seno, cosseno ou tangente
do angulo - logo, os alunos deveriam lembrar o procedimento feito antes ou apenas abrir o
arquivo anterior para relembra-lo. Esse 2° problema foi proposto aos alunos mais como um
exercicio para que eles revisassem os procedimentos relativos a resolugdo (como identificago
da razio trigonométrica, obtencdo e substituicdo do valor da razdo trigonométrica de acordo
com o angulo) antes de se aumentar o grau de dificuldade dos problemas e dos

procedimentos.

Atividade 2: Calcular a altura da arvore.

Uma arvore projeta no solo uma sombra com um certo comprimento gquando um raio de sol
forma um angulo o com a horizontal. Movimente o ponto S para determinar

esse comprimento e esse angulo. Utilize uma relacao trigonométrica adequada

para calcular a altura da arvore.

y o= 30.33°

8.38

Figura 41: Enunciado e figura do 2° problema.

O 3° problema solicitava que os alunos calculassem a medida do raio da Terra. O
enunciado e a figura dada podem ser vistos na figura 42. Nesse problema, o grau de
dificuldade é maior que nos anteriores, visto que a medida do cateto oposto ao angulo o € o
raio da Terra e a medida da hipotenusa ¢ dada pela soma do raio da Terra com a distancia do
satélite a superficie da Terra. Portanto, os objetivos do 3° problema eram: identificar os lados

do triangulo de acordo com o angulo de referéncia, identificar a razdo trigonométrica a ser
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utilizada, calcular e substituir o valor de seno, cosseno ou tangente obtido pelo programa,
proceder com a manipulagdo algébrica coerente a fim de obter o valor do raio e, por fim,

utilizar a informacdo da escala para obter o valor real do raio da Terra em quildémetros.

Atrvidade 3: Medindo o raio da Terra

Um satélite S sobrevoa a orhita daTerraa uma certa distancia de sua superficie.
Um instrumento no satélite mede o dangulo p gque & formado pela perpendicular a
superficie da Terra e pela linha do horizonte,

Mova o Satélite para determinar a distancia em relagdo a Terra e o angulo .
Utilize uma rela¢ao trigonométrica adequada para calcular o raio da Terra.
[Observacao: a figura foi feita com a escala de 1: 1000]

Figura 42: Enunciado e figura do 3° problema.

O 4° problema solicitava aos alunos medir a largura de um riacho, conforme pode ser
visto na figura 43. A resolucdo deveria ser feita em duas partes, considerando-se os tridngulos

ADC e BDC. Esperava-se que os alunos, no tridngulo ADC, identificassem e utilizassem a
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razdo trigonométrica tangente, envolvendo o cateto oposto ¢ e o cateto adjacente d. No
tridngulo BDC, também utilizariam a tangente, envolvendo o cateto oposto ¢ ¢ o cateto
adjacente dado pela soma de d com a distancia entre A ¢ B. Através de manipulagdes
algébricas, os alunos deveriam obter a medida de ¢ e, em seguida, subtrair a medida da

distancia da reta até a margem, obtendo, assim, a largura do riacho.

Atividade 4: Calcular a largura de um riacho.

Uma pessoa esta em uma das margens de um riacho e deseja conhecer a sua largura.

Ela segue o seguinte procedimento: para em um ponto A e avista, na margem oposta, uma

pedra, situada no ponto C, que usara como referéncia para medida dos angulos. Utilizando

um instrumento de medida de angulos, mede o angulo formado pela reta paralela a margem e
suavisdo da pedra. Desloca-se para um ponto B, na reta paralela a margem, e faz uma nova medigao
e dngulo.

Mova os pontos A e B como desejar. Utilize os valores dos angulos, a distancia entre A e B, as distinciasced
e uma relacéo trigonométrica adequada para calcular a largura do rio.

Figura 43: Enunciado e figura do 4° problema.

Uma consideragdo importante a ser feita sobre um objetivo presente nos quatro
problemas apresentados ¢ que eles permitiriam aos alunos trabalhar com valores de angulos
diferentes. Mostrando que o seno, o cosseno e a tangente podem ser calculados com
referéncia a qualquer angulo no triangulo retangulo que esteja variando entre 0° e 90°. Esse
fato nem sempre fica claro para os alunos; afirmo isso com base nas minhas experiéncias
como professora, pois os alunos acostumam-se a utilizar os angulos de 30°, 45° ¢ 60° nos

exercicios e problemas, que sdo os angulos que aparecem com maior frequéncia nos livros e
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os mais utilizados pelos professores, e, quando aparece um angulo diferente, muitas vezes
ndo sabem como proceder na resolugéo.

Para a realizagdo da atividade 2, os alunos foram orientados a abrir os arquivos das
atividades no GeoGebra, mas a resolugdo seria feita em uma folha apropriada para o registro
entregue pela professora (apéndice C). Optou-se por ndo fazer o registro no GeoGebra devido

as manipulagdes algébricas que teriam que ser feitas e que demorariam para ser digitadas.

4.4.2 A resoluciio da atividade 2 pelos alunos

A folha de resolugdo dos problemas de aplicacdo foi entregue por 15 grupos.

A tabela 11 mostra a classificacdo das respostas dadas ao item a do 1° problema, que
pedia para observar o que acontecia com o angulo quando o ponto A era aproximado do
prédio ou afastado. Pode-se observar na tabela que 14 grupos responderam corretamente que a

medida do angulo aumentava ou diminuia respectivamente.

1° problema: item a

Responderam que a medida do angulo aumentava ou diminuia conforme a
] o 14 grupos
pessoa se aproximava ou se afastava do prédio.
Errou a resposta. 1 grupo
Tabela 11: Classificagdo das respostas dadas ao item a do 1° problema.
. adjacente
O grupo A errou a resposta, pois escreveu apenas: "h,Jt— = oposto "' sem dar
ipotenusa

indicios sobre de que modo estava pensando para chegar a essa relagdo. Podemos notar pela
resposta que relaciona os lados sem considerar o angulo.

Através dessa resposta, identifiquei a utilizacdo de um teorema-em-agdo: a razdo entre
dois lados do triangulo retangulo resulta na medida do terceiro. Esse teorema ¢ falso, percebi
que ele foi uma tentativa de obtencdo da medida do cateto oposto (valor de /). Percebi
também que o grupo ndo estava observando o angulo e com isso ndo percebeu que poderia
usar uma razdo trigonométrica, ou, ainda, ndo entendeu as razdes trigonométricas, entdo a
informa¢@o do angulo tornou-se irrelevante. Por outro lado, o teorema-em-agdo mostra ainda
que o grupo sabe que é possivel obter a medida do terceiro lado conhecendo a medida de dois
deles, considerando, por exemplo, o Teorema de Pitdgoras estudado anteriormente, ¢ tenta

estabelecer alguma relac@o entre os lados, utilizando a escrita de razdo abordada na atividade.
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A resposta mostra que o grupo estd mais atento aos lados, que sdo os elementos mais visiveis,
que seus componentes sabem medir ¢ com os quais estdo familiarizados. Nesse sentido a
informag@o sobre a medida do angulo ficou irrelevante. O conceito de angulo ndo estd bem
construido pelo grupo A, assim como o conceito de razdo. Consequentemente, ndo consegue
pensar nas razdes como propriedades dos angulos.

A dificuldade em perceber o angulo remete a pesquisa realizada por por Piaget et al
(1948) sobre a construcdo do conceito de angulo. No procedimento realizado pelo grupo A,
percebemos que identificou as medidas dos lados € também o tamanho da abertura (associado
ao cateto oposto), mas ndo o angulo em si. Os alunos estdo focados nos elementos lineares,
que eles conseguem medir.

Para resolver o item b, que pedia a altura do prédio, os alunos tinham que identificar a
relacdo trigonométrica que iriam utilizar (tangente), obter o valor da tangente do angulo no
GeoGebra, calcular o valor de / (cateto oposto) e calcular a altura do prédio somando ao valor

de / a altura da pessoa. A tabela 12 mostra a classificacdo das respostas dadas ao item b.

1° problema: item b

Calcularam o valor de A 5
Identificaram e somaram a altura da
corretamente a Obtiveram grupos
12 pessoa.
razao corretamente o valor
_ o 13 grupos. | Calcularam o valor de 4,
trigonométrica da tangente. 10
grupos mas nao somaram a
tangente para grupos
altura da pessoa.
resolver o
Nao obteve o valor da
problema. 1 grupo. —-
tangente.
Identificaram,
erroneamente, 5
a razao -
) L grupos
trigonometrica
seno.

Tabela 12: Classificacdo das respostas dadas ao item b do 1° problema.

Nessa tabela observa-se que, dos 15 grupos, 13 identificaram corretamente essa

relagdo como sendo a tangente e 2 grupos a identificaram como seno. Um desses dois grupos
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(grupo J) identificou a distancia da pessoa ao prédio como sendo hipotenusa (e ndo cateto
adjacente), ¢ a medida 4 como sendo a medida do cateto oposto. O outro grupo (grupo A) ndo
deixou claro nos seus registros a forma como pensou para utilizar essa relagdo, escrevendo
apenas "sen 45°=0,707". Nenhum desses dois grupos obteve a medida da hipotenusa através
de recursos do GeoGebra para calcular a medida de 4.

Dos 13 grupos que identificaram a razéo trigonométrica tangente, 12 obtiveram o
valor da tangente para seus respectivos angulos corretamente e 1 grupo ndo desenvolveu a
questdo além dessa identificagdo.

Os 12 grupos que obtiveram corretamente no GeoGebra o valor da tangente
encontraram o valor de £ como sendo, aproximadamente, 6,9 metros. E esta correto, porém,
para encontrar a altura do prédio, ainda era necessario somar a altura da pessoa que estava
indicada na figura e apenas 2 grupos fizeram essa soma. Isso mostra que os alunos ndo
consideraram a altura da pessoa indicada na figura, ou, ainda, que estdo acostumados a
calcular utilizando a "féormula", no caso, a razdo trigonométrica, ¢ obter um niimero, sem
pensar no significado desse nimero que aqui representava uma parte da altura do prédio e ndo
a altura toda. Esse procedimento evidenciou a seguinte regra do contrato didatico estabelecido
implicitamente nas aulas de Matematica: "as questdes colocadas ndo tém, em geral, nenhuma
relacdo com a realidade cotidiana mesmo que paregam ter, gracas a um habilidoso disfarce.
Na verdade, elas s6 servem para ver se os alunos compreenderam o assunto que esta sendo
abordado" (SILVA, 1999, p. 51). Logo, o aluno ndo pensa sobre a resposta, pois ja realizou o
procedimento que o professor havia ensinado.

Durante a aula, algumas davidas apareceram. O grupo G pensou em calcular a altura
do prédio utilizando o Teorema de Pitagoras, como pode ser observado através do dialogo

abaixo:

Mario: "A gente vai escolher a tangencial, que é o oposto pelo adjacente. S6 que o oposto a
gente ndo sabe".

Professora: "Ta. Vamos ver a figura".

Mario: "Eu fiz pelo valor da...a ao quadrado igual a b ao quadrado, mais ¢ ao quadrado

[a>= b2+ )",

A resolug@o do problema pelo grupo G mostrou que o grupo utilizou um conceito-em-
acdo que identifica o triangulo retdngulo com o Teorema de Pitdgoras, pois relacionou

triangulo retangulo com a necessidade de utilizar esse teorema. A situagdo envolvia: tridngulo
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retangulo, identificacdo dos lados e do angulo, identificagdo da razdo trigonométrica e
resolugdo do problema. Observei que o grupo conseguiu identificar os lados do tridngulo
retangulo corretamente, identificou a razdo trigonométrica tangente como pertinente, mas nao
resolveu o problema através dela por ndo observar o angulo, ou por ndo entender que poderia

L. . . cateto oposto .
substituir o valor da tangente do angulo na igualdade fan o = 5 . Sendo assim,
cateto adjacente

encontrou uma alternativa de resolucéo, através do Teorema de Pitagoras, que foi considerada
pertinente a situagdo e, de fato, foi suficiente para a obten¢do da medida de 4 no problema,
pois conseguiu obter o valor da hipotenusa através de recursos do GeoGebra que mostram o0s
valores dos lados.

E interessante observar que o grupo sabia que precisava fazer algum célculo, pois o
enunciado pedia para calcular a medida /. Porém, poderia ter visto o valor de /4 diretamente
através do mesmo recurso que usou para encontrar o valor da hipotenusa. O procedimento
realizado pelo grupo estava relacionado ao "contrato didatico" mencionado anteriormente.
Aqui observou-se a utilizagdo da "clausula" que diz: "em matematica resolve-se um problema
efetuando-se operacdes. A tarefa é encontrar a boa operagdo e efetua-la corretamente"
(SILVA, 1999, p. 51).

Na continuagdo do dialogo, a professora explicou a necessidade de utilizar a tangente
(corrigindo a expressdo "tangencial") e como utilizd-la no desenvolvimento do problema. Foi
enfatizada a questdo sobre como iriam calcular a altura 4 sem terem a possibilidade de obter a
hipotenusa diretamente pelo GeoGebra. O grupo entregou o trabalho com a questdo resolvida
corretamente, mas sem somar a altura da pessoa no final.

No item ¢, onde deveria ser feita a comparagdo das respostas entre 0s grupos
proximos, 10 grupos compararam as suas respostas € 5 grupos ndo responderam a esse item,

como pode ser visto na tabela 13.

1° problema: item ¢

Concluiram que a altura ¢ a mesma. 5 grupos
Compararam suas respostas. | 10 grupos

Encontraram valores aproximados. 5 grupos

Nao responderam ao item. 5 grupos -

Tabela 13: Classificagdo das respostas dadas ao item ¢ do 1° problema.
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Com relagdo as comparagdes que os grupos fizeram, apenas 5 atingiram o objetivo do
item, que era observar que, mesmo mudando o angulo e a distdncia da pessoa ao prédio, a
altura do prédio, ou, no caso, a medida de # que a maioria utilizou para essa comparagdo, era
a mesma. Exemplos disso podem ser vistos nas respostas dada pelo grupo G: "Mesmo
escolhendo angulos diferentes, a resposta ¢ a mesma" e pelo grupo K: "Mesmo o angulo
sendo diferente, ¢ a mesma altura". Cinco grupos responderam que acharam uma pequena
diferenca nos valores, como ¢ o caso do grupo B: "A altura é 0,003 maior que a da minha
colega". Nesses casos, ndo € possivel concluir se os alunos perceberam, ou ndo, que essa
diferenca ocorreu pelas aproximagdes e arredondamentos utilizados nos valores das tangentes
¢ até mesmo nos valores das distancias da pessoa ao prédio. Apenas 1 desses 5 grupos, o
grupo L, deixa claro através de sua resposta que ndo percebeu isso: "A minha altura é 0,08
maior do que a da minha colega, devido a angulos diferentes". Nessa resposta notei que os
alunos concluiram exatamente o contrario do que esperava para a resolucdo do item, isto &,
esperava que percebessem que a altura ¢ invariante, mesmo mudando-se a medida do angulo.

A comparagdo das respostas feita pelo grupo L mostrou que o grupo utilizou o
teorema-em-agdo: “se os angulos sdo diferentes, entdo as alturas também serdo diferentes”.
Esse teorema ¢é falso, uma vez que a altura do prédio ¢ sempre a mesma. O uso do teorema
demonstra, por um lado, uma atitude frequente entre os alunos de desconsiderarem o contexto
do problema. Se o grupo que deu essa resposta fosse questionado se a altura de um prédio
(real e ndo sua imagem na tela) varia quando um observador se move, eles certamente
responderiam que ndo. Essa atitude estd relacionada com o contrato didatico, como se os
problemas escolares ndo tivessem relacdo com o mundo real. Por outro lado, considerando
que estavam fixados na figura da tela, a resposta indica, mais uma vez, a dificuldade de
diferenciagdo entre angulos e lados, como se a mudanga de um dos elementos do triangulo
acarretasse, necessariamente, a mudanga dos demais. A resposta indica, também, uma certa
dificuldade de analisar a figura. O triangulo da tela ndo ¢ visto como uma figura construida
para a interpretacdo da situacdo, mas como algo que “contém” a altura do prédio; a altura
passa a ser tomada como um elemento do triangulo.

Na resolucdo desse primeiro problema, 3 grupos registraram a tangente sem identificar
o angulo de referéncia, isto é, escreveram apenas "tan", porém desenvolveram a questdo
corretamente até encontrar o valor de 2 ¢ 1 grupo registrou "seno" também sem o angulo de
referéncia. Dez grupos escreveram o angulo de referéncia, independentemente de terem

desenvolvido a questdo corretamente.
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A tabela 14 mostra a classificacdo das respostas dadas ao 2° problema, que pedia para
calcular a altura da arvore. Na tabela, podemos ver que o problema foi resolvido corretamente

por 11 dos 15 grupos.

2° problema

Calcularam corretamente a altura da arvore. 11 grupos
Nao resolveram o problema. 2 grupos
Erraram a resolucéo. 2 grupos

Tabela 14: Classificagdo das respostas dadas ao 2° problema.

Na tabela 14, vemos também que 2 grupos ndo fizeram a questdo. Outros 2 grupos
erraram, sendo que o grupo M identificou a tangente, mas substituiu na expressao o valor do

cosseno do angulo 30,66° (cos 30,66° = 0,855) ao invés da tangente desse angulo

(tan 30,66° = 0,59), fazendo: "0.855 = %

O grupo J identificou a tangente como a razao a ser utilizada e obteve corretamente o
valor da tangente do angulo no GeoGebra, porém deu esse mesmo valor como altura da
arvore, quando deveria ter obtido, através desse valor, a medida do cateto oposto, que ¢ a
altura da arvore. Outro erro cometido foi o de ndo escrever o angulo de referéncia.

As resolugoes de 5 grupos foram feitas com os valores 17,89m, para o comprimento da
sombra, e 15,32° para o angulo formado pelo raio de sol com a horizontal. A principio,
estranhei que tivessem utilizado os mesmos valores, e pensei que poderiam ser copias um do
outro, porém a forma como foi resolvido o problema e/ou a forma de registro feita pelos
grupos foi diferente. Observei entdo que os grupos utilizaram os valores que aparecem na tela
ao abrir-se a atividade, ou seja, eles ndo moveram o ponto S como estava sendo solicitado na
questdo. Esse fato ndo causou erro nas resolugdes, mas os alunos ndo observaram a variagdo
do angulo e do comprimento da sombra da arvore. Isso pode indicar que os alunos
perceberam através do problema anterior que, modificando o adngulo e o comprimento da
sombra, ndo se altera a altura da arvore, portanto poderiam utilizar os valores informados ao
abrir o arquivo.

A tabela 15 mostra que nenhum grupo acertou integralmente a resolugdo do 3°

problema, que pedia para calcular a medida do raio da Terra.
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3° problema

Resolveu corretamente o 3° problema. -—--

Calcularam o raio da figura, mas ndo utilizaram a escala informada para obter o
_ 4 grupos
raio da Terra.

Identificaram seno, escreveram a equagdo, mas erraram a manipulago algébrica. | 2 grupos

Desenhou um triangulo com as medidas da figura, inclusive com a medida do raio. | 1 grupo

Identificaram seno, mas ndo escreveram nada além disso. 4 grupos
Identificaram a relagdo trigonométrica cosseno e ndo prosseguiram na resolucao. 1 grupo
Tentaram resolver o problema sem utilizar as relagdes trigonométricas. 3 grupos

Tabela 15: Classificagdo das respostas dadas ao 3° problema.

Quatro grupos identificaram o seno como a razdo a ser utilizada, obtiveram o valor do
seno do angulo, substituiram esse valor na igualdade e manipularam corretamente a equacao
obtendo o valor do cateto oposto (raio da Terra). O erro cometido foi a ndo utilizagdo da
escala informada no enunciado, ou seja, a resposta encontrada foi aproximadamente 6,38 km,
que deveria ser multiplicada por 1000 para haver coeréncia com a medida do raio da Terra, de
6380 km aproximadamente.

Um dos 2 grupos que erraram a manipulagdo algébrica (grupo C) identificou seno

como a razdo a ser utilizada, obteve o valor correto para o seno do angulo, substituiu na

igualdade, porém errou a resolu¢do da equagdo. Escreveu corretamente: " 0,67 = 317—+R"’

mas errou ao fazer: "0,67.3,17 = R". Mesmo assim, foi o Unico grupo que encontrou a
resposta correta, considerando a escala dada. Aparentemente, o grupo percebeu que havia
erros na resolucdo da equacdo, pois ndo finalizou a resolugdo, e utilizou os recursos do
GeoGebra para obter diretamente a medida do segmento que representava o raio da Terra.

O outro grupo (grupo N) identificou seno como a razio a ser utilizada, obteve o valor
correto para o seno do angulo, substituiu na igualdade, iniciou a resolucdo da equagdo
corretamente, mas errou a resolucdo a partir de um erro de sinal.

Um grupo (grupo Q) desenhou o triangulo dado no problema dando o valor do raio
como 6,38. Certamente, o grupo utilizou os recursos do GeoGebra para obter esse valor, no
entanto, desconsiderou a escala informada.

Com relagdo ao restante dos trabalhos, 4 grupos identificaram seno como a razao a ser

utilizada e ndo escreveram nada além disso e 1 identificou cosseno, também ndo prosseguindo
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na resolugdo. Trés grupos, provavelmente copias um do outro (os registros estdo exatamente
iguais e as medidas do angulo e da distancia do satélite a superficie da Terra ndo sdo aquelas
informadas ao abrir o arquivo) utilizaram uma informagao visual para calcular o raio da Terra.

No quadro 4, esta registrada uma transcrigdo da resolugdo apresentada por eles:

Quadro 4: Resolucdo do 3° problema.

Distancia do satélite a superficie da Terra: 2,64
Distancia do satélite ao centro: 7,92

angulo: 45°

2,64x3=17,92

Resposta: raio da Terra: 14.782,52

E provavel que os alunos tenham tentado calcular a distancia do centro da Terra ao
satélite através de uma informagdo visual, pois ao posicionar o satélite formando um angulo
de medida igual a 45° e com distancia a superficie da Terra de 2,64 (como na figura 44 feita
pela professora) a imagem sugere que do centro ao satélite temos uma medida que ¢é cerca de
3 vezes a da distancia do satélite a superficie. Essa seria uma explica¢do para o calculo 2,64 x

3, feito por esses grupos.

Figura 44: Imagem utilizada pelos grupos para estimar a relagdo entre as distancias.
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Os proximos raciocinios utilizados pelos grupos ndo estdo registrados. Escrevem
apenas a resposta 14782,52, que mais parece estar associada ao didmetro da Terra do que ao
Raio.

Tendo em vista a dificuldade apresentada pelos grupos na resolucdo do 3° problema, o
inicio da resolugdo do 4° foi orientado por mim. No quadro branco da sala de aula, mostrei
aos alunos um esbogo dos dois triangulos retangulos dados no problema (ver figura 45) e que
permitiriam calcular a largura do riacho. Questionei os alunos se o lado ¢ (sobre o riacho) era
o cateto oposto, o adjacente ou a hipotenusa com relacdo aos angulos dados nos dois
tridangulos. Em seguida, repeti a pergunta, mas agora com relacdo ao lado d (paralelo ao
riacho) e ao lado dado pela soma de d mais a distancia de A a B. Tendo sido feita a
identificagdo dos lados como cateto oposto e adjacente, chegamos a conclusdo de que a
relacdo trigonométrica a ser utilizada era a tangente. Escrevi no quadro as duas igualdades,
uma para cada tridangulo (utilizando valores ficticios para as tangentes e para a distancia entre
A e B), ¢ orientei os alunos que, ao abrirem a atividade no laboratério de informatica,
deveriam escolher os angulos, obter os valores das tangentes e, em seguida, isolar uma das

incognitas na equacgdo mais simples e substituir na segunda equacio.

Figura 45: Triangulos retangulos ACD e BCD.

A tabela 16 mostra a classificagdo das respostas dadas ao 4° problema. Nela podemos

observar que 3 dos 15 grupos obtiveram a medida da largura do rio corretamente.
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4° problema

Calcularam a largura do rio corretamente (aproximadamente 2,3m). 3 grupos
Calcularam a medida de ¢, mas ndo descontaram a distancia da reta & margem. 2 grupos
Desenvolveram a maior parte do problema corretamente, mas cometeram um erro 5
. ~ e N grupos
na manipulacdo algébrica, aparentemente por falta de atencao.
Fez a manipulagao algébrica das equagdes, porém usando os mesmos valores |
: o . .. grupo
ficticios utilizados pela professora ao invés dos valores dados na atividade.
Substituiu o valor de ¢ pela medida do dngulo S. 1 grupo
Nao calculou os valores da tangente corretamente e errou também a manipulagdo
. 1 grupo
algébrica.
Deixaram a questdo em branco, ou apenas anotaram o que a professora escreveu no
5 grupos
quadro como exemplo.

Tabela 16: Classificagdo das respostas dadas ao 4° problema.

4.4.3 Comentarios sobre a atividade 2

Durante a resolug@o da atividade 2, observei mais um aspecto interessante do trabalho
com o GeoGebra. Foi frequente a tentativa dos alunos de obterem um lado que estéa faltando
em um tridngulo retangulo através da aplicacdo do Teorema de Pitdgoras. Com o GeoGebra
isso foi possivel, porém, em outros tipos de aulas, os alunos recebem os tridngulos em papel,
como pude observar através dos relatos de colegas e das minhas proprias experiéncias. Nesses
triangulos aparecem as medidas de um lado ¢ de um angulo com o objetivo de se aplicar as
razdes trigonométricas e obter a medida do cateto oposto, ou do adjacente ou da hipotenusa.
Em geral, os alunos ndo conseguem obter a medida do segundo lado que esta faltando e que ¢
necessario para a aplicagdo do Teorema de Pitdgoras. Muitas vezes nem com o auxilio de uma
régua isso ocorre pois, por exemplo, um segmento desenhado no papel pode ser associado
com uma medida de 20 unidades, mas aparecer desenhado com medida de 3 cm nesse papel.
Portanto, os alunos deveriam encontrar a escala em que o desenho foi feito e s6 entdo calcular
a medida do lado que estava faltando, procedimento raramente realizado por eles.

A resolucdo no GeoGebra desses problemas de aplicagdo sobre o calculo de distancias
inacessiveis mostrou-se interessante sob diversos aspectos: os alunos puderam manipular as

figuras, ver os objetos movendo-se, e observar caracteristicas variaveis e invaridveis. Essa
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observagdo dos objetos em movimento ndo ¢ possivel com representacdes de situagdes feitas
apenas no quadro de giz e no papel.

O software permitiu também que os alunos encontrassem alternativas de resolugdo dos
problemas: por exemplo, tornar visivel uma medida que ndo aparecia na figura inicial e, assim
obter a resposta ou, a partir dela, resolver o problema, como através do Teorema de Pitagoras
comentado anteriormente. Os objetivos dos problemas eram que os alunos aplicassem as
razdes trigonométricas para resolvé-los, porém alguns alunos, como em outras situacdes
escolares, tentaram simplificar a resolucdo e utilizar os conhecimentos previamente
construidos, mesmo ndo sendo suficientes para a resolucdo do problema.

Outro aspecto que deve ser observado ¢ que as dificuldades com manipulagdes
algébricas apareceram na atividade, assim como aparecem nas aulas que ndo utilizam um
recurso como o0 GeoGebra. A mediagdo da professora na resolucdo dos problemas foi
importante para ajudar os alunos a lidarem com essas dificuldades.

A tabela 17 mostra uma avaliagdo do desempenho dos grupos na resolu¢do dos

problemas:

14 dos 15 grupos responderam corretamente ao item a.

12 dos 15 grupos identificaram e calcularam corretamente a relagdo tangente,

porém apenas 2 dos 12 grupos consideraram o contexto do problema e somaram
1° problema )
a altura da pessoa no item.

10 dos 15 grupos compararam as suas respostas ¢ apenas 1 dos 10 grupos

mostrou uma conclusdo diferente do que era esperado.

11 dos 15 grupos resolveram corretamente a questdo. Dos outros 4 grupos, 2
2° problema )
erraram (grupos J ¢ M) e 2 deixaram a questdo em branco (grupos A ¢ Q) .

3° problema | Nao foi resolvido corretamente por nenhum dos grupos.

5 dos 15 grupos conseguiram calcular o valor de ¢. 5 grupos deixaram a questdao
4° problema | em branco e 5 grupos apresentaram erros na manipulagio algébrica das suas

equacgoes.

Tabela 17: Avaliagao do desempenho dos grupos na resolucdo dos problemas.

A realizagdo do primeiro problema mostrou que a maioria dos grupos conseguiu

identificar os lados de acordo com o angulo e identificar a razdo trigonométrica
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correspondente a essas informacgdes. Os trés grupos que ndo conseguiram responder
corretamente ao item b foram os grupos A, J ¢ Q.

Para compreender o desempenho desses grupos, vamos comparar suas respostas com o
desempenho na atividade anterior.

O grupo A, na atividade 1, havia inicialmente apresentado problemas de identificagao
das relagdes entre lados e angulos e, nos ultimos exercicios, havia identificado essas relagdes
e calculado as razdes corretamente. Contudo, no primeiro problema da atividade 2, identificou
a razdo a ser utilizada como seno e utilizou o teorema-em-a¢do “a razdo entre dois lados do
triangulo retangulo resulta na medida do terceiro”. Também ndo comparou sua resposta com a
dos colegas no item c¢. Conclui entdo que o grupo nao havia conseguido ainda desenvolver as
nogdes de angulo e razdes trigonométricas. Estava num processo intermediario da construgéo
dos conceitos, pois mostrou em um momento que conseguiu identificar e utilizar as nogdes
abordadas na atividade, mas em outro momento ndo conseguiu.

O grupo J permaneceu com as dificuldades apresentadas na atividade 1, ndo
identificando os catetos oposto e adjacente de acordo com o angulo e, consequentemente,
ndo identificou a razdo trigonométrica a ser utilizada.

O grupo Q ndo entregou a atividade 1, portanto ndo foi possivel avaliar seu
crescimento quanto a compreensdo das nogdes abordadas. O grupo ndo conseguiu realizar a
atividade 2, respondendo corretamente apenas o item a do 1° problema.

Observou-se também que o grupo I, que ndo tinha atingido os objetivos propostos na
atividade 1, conseguiu realizar os problemas 1 e 2 corretamente, indicando que houve uma
organizacdo das nog¢des de angulo, de lado e de razdes trigonométricas. Nao resolveu os
problemas 3 e 4.

Os grupos E ¢ F, que também ndo haviam atingido os objetivos da atividade 1, ndo
entregaram a atividade 2, portanto ndo foi possivel avalid-los.

A maioria dos grupos conseguiu atingir os objetivos do 2° problema: identificar as
relagdes entre os lados e o angulo dado, a relag@o trigonométrica envolvida e encontrar a
medida solicitada.

O grau de dificuldade do 3° problema era maior do que dos dois primeiros. O tridngulo
(apresentado) estava em uma posi¢do diferente dos triangulos apresentados nas atividades
anteriores, com a hipotenusa posicionada quase verticalmente. Mesmo assim, 10 dos 15
grupos identificaram corretamente a relagdo trigonométrica a ser utilizada como sendo o

seno, o que indica que conseguiram identificar as relagdes entre lados e o angulo dado. Foi
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observado, nesse problema, que a dificuldade dos alunos estava no equacionamento ou no

. N L N N raio
processo de manipulagdo algébrica para resolugdo da equagdo: senB=T. Essa
raio+a

resolucdo foi retomada com os alunos em aula, obtendo-se o equacionamento e resolvendo-
se a equacdo. No momento seguinte, orientei o equacionamento do 4° problema, como
comentado anteriormente.

As orientagdes dadas pela professora ajudaram os alunos a resolver o 4° problema,
sendo que 5 do 15 grupos conseguiram encontrar a medida c. Novamente, os problemas de

manipulagdo algébrica apareceram como obstaculos a resolu¢do do problema.

4.5 CONSTRUINDO E CARACTERIZANDO O CIRCULO TRIGONOMETRICO

4.5.1 Descricao da atividade 3 e seus objetivos

A atividade 3 solicitava que os alunos fizessem a construg@o do circulo trigonométrico
e, com base nessa construgdo, respondessem a algumas perguntas. O roteiro da construcao

pode ser visto na figura 46 e as perguntas podem ser vistas na figura 47.

Construindo e caracterizando o circulo trigonométrico

1) Mo 67 botdn, selecione Circulo dado centro e raio no menu que ird abrir.

2) Clique no ponto © e digite 1 para o raio;

3) Marcar os ponto de intersecgdo (2° botdo, selecionar Intersecgdo de dois ohjetos)

do circulo com oS gixos.

4) Clique com o botdo direito do mouse sobre o ponto A (ponto de coordenadas (1, 0) ),
selecione propriedades e, emn exibir rotulo, selecione nome & valor. Repita isso para

0s pontos B, C e D (no sentido anti-horario).

4y Momear o5 quadrantes (inserir texto no pendltimo botdo); escreva 1° Q e arraste o texto
até ele ficar sobre o quadrante AOB, depois novo texto, digite 2°Q e arraste o texto para

o quadrante BOC e assim por diante, no sentido anti-haorario.

5) Marcar um ponto P qualgquer sobre o circulo (selecione novo ponto no segundo

botdo e depois, para renomear o ponto, clique com o botdo direito do mouse sohre ele e
selecione renomearn;

B) Marcar o angulo AOP (oitavo botdo) e arrastar o ponto sobre o circulo para
observar o angulo.

Figura 46: Roteiro para a construgdo do circulo trigonométrico.



128

Agora responda:
a) Os dngulos do 1° quadrante variam de quanto a quanto?

Resposta:
b) E os Angulos do 2° quadrante?
Resposta:
) E o5 dngulos do 3° quadrante?
Resposta:

d) E o5 Angulos do 4° quadrante?

Resposta:

) Selecione dngulo com amplitude fixa no oitavo botdo. Cligue sobre Ae O &

digite, na janela que ird abrir, urm angulo maior do que 360°. Qual dngulo ficou marcado
no circulo? Explique o gque aconteceu.

Resposta:

fi Movamente, selecione dngulo de amplitude fixa, mas agora digite um angulo
negativo. Qual dngulo ficou marcado no circulo? Expligue o que aconteceu.

OBS: se os valores ficarem uns sobre os outros, selecione mover no primeiro botdo,
cligue sobre o(s) valor(es) e arraste um pouco para o lado para poder enxerga-los).

Resposta:

Figura 47: Perguntas relacionadas ao circulo trigonométrico.

Ao final da realizacdo dos passos indicados para a construcao, os alunos deveriam ter

uma imagem como a que pode ser vista na figura 48, onde P ¢ um ponto qualquer do primeiro

quadrante do circulo.

B=1(0 1)

A=(1,0)

D=1(0-1)

Figura 48: Construgdo que os alunos deveriam realizar.
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O primeiro objetivo da atividade 3 era que os alunos observassem as principais
caracteristicas do circulo trigonométrico a partir de sua constru¢do: centro na intersec¢io dos
eixos coordenados, raio com medida igual a 1 (uma) unidade, intersec¢des do circulo com os
eixos coordenados, origem dos arcos marcada no ponto A e quadrantes identificados no
sentido anti-horario. O segundo objetivo era que os alunos pudessem observar um ponto P
deslocando-se sobre o circulo e as variagdes, conforme ele se desloca, da medida do angulo
central por ele determinado (AOP).

A atividade 3 também teve como objetivo levar os alunos a pensar sobre a marcacéo,
no circulo trigonométrico, de angulos com medidas maiores que 360° e de angulos cujas
medidas sdo negativas. Aqui introduziu-se a ideia de angulo como giro, ou seja, um angulo
maior do que 360° equivale a mais de uma volta completa no circulo, no sentido anti-horério,
e um angulo negativo equivale a um giro no sentido horario. Essa reflexdo era especialmente
importante porque o GeoGebra ndo mostra angulos com medidas maiores do que 360°, nem
com medidas negativas. O programa desconta a medida do angulo correspondente a uma volta
completa, quantas vezes for necessario, ¢ marca a menor determinagdo positiva. Para ilustrar
esse procedimento, pode-se pensar nos angulos com medidas iguais a 400° e -30°. Para o
primeiro angulo, o GeoGebra marca a extremidade final do arco no 1° quadrante e o angulo
destacado ¢ 40°, pois 400° - 360° = 40°, como pode ser visto na figura 49(a); para o segundo
angulo, o GeoGebra marca o angulo de 330°, pois - 30° + 360° = 330°, como pode ser visto
na figura 49(b).

B=(0 1) B=(0,1)

270 1°Q Q 1°0Q

o lomd a=(1,g C=E1D) 330"&“ A=(1,0)
o . \
0 420 0 4°0Q

C=(1,0

D=(0,-1) "1 o=,-1)

(a) (®)

Figura 49: Marcagao dos angulos de medidas iguais a 400° (a) e -30° (b) no GeoGebra.
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A atividade 3 foi realizada por 17 grupos. Na tabela 18, observamos o nimero de

acertos ¢ erros relativos a construcdo e as perguntas a, b, ¢ e d que abordavam a variagdo das

medidas dos angulos marcados no 1°, 2°, 3° e 4° quadrante respectivamente.

Resposta | Realizaram/responderam | Realizaram/responderam
esperada corretamente erroneamente
Construcdo do circulo
_ e 17 grupos ---
trigonométrico.
Variagao da medida do
0°a90° 15 grupos 2 grupos
angulo no 1° quadrante.
Variagao da medida do
90°a 180° 16 grupos 1 grupo
angulo no 2° quadrante.
Variagdo da medida do
180°a270° 16 grupos 1 grupo
angulo no 3° quadrante.
Variagao da medida do
270° a 360° 16 grupos 1 grupo

angulo no 4° quadrante.

Tabela 18: Numero de acertos e erros na constru¢do e nas perguntas a, b, ¢ e d da atividade 3.

O erro cometido pelo grupo C na andlise da variacdo dos angulos pode ser observado

na figura 50.
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Agora responda:
a) 0s dngulos do 1° quadrante variam de guanto a quanta?

Resposta: a0

b) E os &ngulos do 2° quadranta?

Resposta:180°
) E o5 dngulos do 3° quadrante?
Resposta:270°
d) E os angulos do 47 quadrante?
Resposta:360°

Figura 50: Resposta dada pelo grupo C para a variagdo dos angulos nos quadrantes.

Pode-se observar que o grupo C ndo compreendeu a ideia de variagdo dos angulos, isto
¢, tomando a pergunta b como exemplo, ndo percebeu que os angulos marcados no 2°
quadrante podem variar de 90° até 180°. Provavelmente, o grupo estava focado nas divisdes
entre os quadrantes e destacou somente os angulos que so mostrados na tela.

A maioria dos grupos escreveu a variagio da medida do angulo AOP dando suas
respostas na unidade graus. J4 o grupo A expressou a variagdo dos angulos através das
coordenadas dos pontos de intersec¢do do circulo com os eixos, como se pode ver na figura
51. Revisando o protocolo de construgio® da atividade dos alunos, percebi que também nio
marcaram o ponto P "livre" sobre o circulo, marcaram pontos fixos e seus respectivos
angulos, logo ndo conseguiram ver os angulos variando. Utilizaram entdo as coordenadas dos
pontos de interseccdo que estavam aparecendo na tela para indicar a variagdo. Considerei a

inversdo dos pontos na resposta da pergunta a como erro de atengao.

# Protocolo de construgdo ¢ uma ferramenta do GeoGebra que permite retomar passo a passo o que foi feito nas
construgdes do arquivo. Para maiores informagdes sobre a ferramenta, ver apéndice A.
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Agora responda:
a) Os angulos do 1° quadrante variam de quanto a quanta?

Fesposta: (0,17 a (1,0)
k) E 05 &ngulos do 2° quadrante?
Resposta:(0,1) a (-1,0)
c) E 05 angulos do 3° quadrante?
Resposta:(-1,00a(0-1)

d) E 05 angulos do 47 quadrante?

Resposta:(0-1a (1,0}

Figura 51: Resposta do grupo A as perguntas a, b, c e d.

Para a pergunta e, que pedia para os grupos utilizarem a ferramenta "angulo de
amplitude fixa", escolherem um angulo maior do que 360° e observarem qual angulo ficou
marcado no circulo, houve maior diversidade de respostas. Pode-se notar isso através das

informagdes na tabela 19.

Pergunta e
Indicaram corretamente o angulo que ficou marcado e explicaram também
8 grupos
corretamente.
Indicaram corretamente o angulo que ficou marcado, mas ndo explicaram. 2 grupos
Indicou corretamente o angulo, mas errou a explicagdo. 1 grupos
Erraram a resposta. 6 grupos

Tabela 19: Classificacdo das respostas dadas a pergunta e.

As respostas corretas podem ser exemplificadas pelo que os grupos D e N escreveram.
Na figura 52, esta apresentada a resposta do grupo D. Nela podemos observar que ha um erro
de atencdo na identificacdo do quadrante, porém o angulo esta correto (digitaram o angulo de

medida igual a 405°) e a explicagdo para o angulo marcado ser de 45° esta certa.

Resposta: 45° no segundo gquadrante, isto aconteceu pois ao atingir 360° da uma volta
completa, sendo assim, comecga outra volta 1 volta= 360° | 405° =1 volta + 45°

Figura 52: Resposta correta dada pelo grupo D.
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A figura 53 mostra a resposta do grupo N, que digitou uma amplitude de 370° ¢
observou na tela um angulo de 10°. Observei, a partir de sua escrita, que o grupo percebeu que
¢ possivel marcar angulos maiores do que 360°, bastando descontar as voltas completas. O
grupo finaliza dizendo que, ao deslocar-se o ponto P, os 10° continuavam marcados.
Aparentemente, o grupo esperava que existisse alguma relacdo de dependéncia entre o angulo

AOP ¢ o angulo de amplitude fixa marcado por eles.

Resposta: sim ficou marcado mas nao da forma
Tradicional’ porque quando eu cologquei 370% 0
que apareceu marcado foi 10°, ou seja, 0 dngulo
deutoda avolta de 360° & recomegou como so
tinha 10° a mais do que 360° ficou marcado 10°
e sempre que eu mechia o ponto 'P'os 10°
continuavam marcados

Figura 53: Resposta dada pelo grupo N a pergunta e.

Essas respostas mostram um teorema-em-acao utilizado pelos alunos: se um angulo
mede um valor maior do que 360°, entdo descontam-se as voltas completas e marca-se no
circulo a medida restante. Os alunos que utilizaram esse teorema-em-agdo aparentemente
perceberam as nogdes basicas de arcos congruos determinados por angulos maiores do que
360° e compreenderam angulo como giro.

Os 6 grupos que erraram a resposta a pergunta e parecem ter desenvolvido raciocinios
semelhantes, pois todos disseram, de algum modo, que ndo existe angulo maior do que 360°
ou que nio ¢ possivel marcar um angulo maior do que 360° no circulo. As respostas

apresentadas nas figuras 54 e 55 sdo exemplos dessa afirmacao.

Resposta; Menhum, pois ndo existe nenhum angulo maior gue 360°

Figura 54: Resposta dada pelo grupo K.

Fesposta: Henﬁum l:i'l'l:ulcl pode ter circunferéncia maior do que 360° porque
360° & uma volta completa.

Figura 55: Resposta dada pelo grupo O.

As respostas dadas por esses grupos que erraram foram analisadas através da

ferramenta do GeoGebra: protocolo de constru¢io”. Chegou-se a seguinte conclusio: esses

25 : ~ : : T
Dois protocolos de construgdo aqui analisados foram apresentados como exemplos no apéndice A.
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grupos ndo seguiram o procedimento de marcar o angulo de amplitude fixa conforme
solicitado no enunciado. Acredito que clicaram sobre o ponto P e arrastaram-no sobre o
circulo, no sentido anti-horario, observando que a medida do angulo AOP aumenta, porém ao
ultrapassar o ponto A (completando uma volta) o angulo indicado volta a marcar angulos
inferiores a 360°. Essa maneira de proceder para responder a pergunta, tentando simplificar o
procedimento, causou esse erro. A utilizacdo do "angulo de amplitude fixa" tinha exatamente
o0 objetivo de evidenciar a marcagdo de um angulo de medida maior do que 360°, pois o aluno
precisaria digitar essa medida de angulo escolhido por ele, obteria um novo angulo no circulo
e teria como analisa-lo. Talvez eles tenham pensado que era preciso utilizar sempre o ponto P.

Essas resolucdes permitiram a identificagdo do conceito-em-acdo: se um angulo de
360° determina um arco de uma volta completa no circulo trigonométrico, entdo ndo existem
angulos maiores do que 360°. Esse conceito-em-acdo explicita a maneira como os alunos
entenderam a marcac¢do de angulos maiores do que 360° no circulo trigonométrico, ou seja, se
a volta estd completa, entdo ndo ha a possibilidade de marcar uma segunda volta no circulo,
portanto entendem que a primeira volta sempre se repete. Percebo aqui que estdo pensando no
angulo como uma figura fixa; nesse caso, ndo faz sentido considerar medidas maiores do que
360°. Eles estdo acostumados com essa forma de pensar e de enxergar os elementos
geomeétricos: fixos, estaticos, limitados. Esse teorema-em-agdo também pode ter se originado,
ou pelo menos foi reforcado, pela simplificagdo que alguns grupos fizeram na realizacdo do
exercicio, isto €, ndo marcaram o angulo de amplitude fixa solicitado. Nessa situacdo, a figura
mostrada na tela do GeoGebra levou os alunos a concluirem sobre uma propriedade dos
angulos que ¢ falsa.

A pergunta f solicitava que os alunos selecionassem angulo de amplitude fixa e
digitassem um angulo negativo e que observassem qual angulo ficou marcado no circulo

trigonométrico. Também houve diversidade de respostas, como pode ser visto na tabela 20.

Pergunta f
Indicaram corretamente o angulo que ficou marcado e explicaram também
7 grupos
corretamente.
Indicaram corretamente o angulo que ficou marcado, mas ndo explicaram. 2 grupos
Indicaram corretamente o angulo, mas erraram a explicagao. 4 grupos
Erraram a resposta. 4 grupos

Tabela 20: Classificacdo das respostas dadas a pergunta f.
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Para ilustrar o conjunto das 7 respostas corretas, pode-se observar a figura 56, onde

aparece a resposta dada pelo grupo N.

Fesposta: eu cologuei-10% e o angulo marcado que
apareceu foi 350°, ou seja, o que o computador fez foi
medir o angulo 360° Menos 05 graus que eu cologuei
no caso-10°

Figura 56: Resposta dada pelo grupo N a pergunta f.

Noto nessas respostas a utilizacdo do teorema-em-ac¢do: se um angulo é negativo,
entdo diminui-se o médulo desse valor do angulo de 360° e marca-se a medida restante.
Também observo que os alunos que utilizaram esse teorema em suas respostas aparentemente
perceberam as nog¢des basicas de arcos congruos a angulos menores do que 0°. Esse teorema
utiliza como referéncia o angulo de 360°, pois nenhum dos grupos escolheu um angulo
negativo menor do que -360°, isto é, se algum grupo tivesse escolhido um angulo de medida
-450°, por exemplo, o modulo desse valor seria descontado de 720° (duas voltas completas).

Um exemplo de resposta dada pelos 4 grupos que erraram a explicagdo, mas
procederam corretamente na marca¢do do angulo de amplitude fixa, pode ser visto na figura
57.

Resposta:Ficou marcado um angulo de 315°, pois foi digitado um angulo negativo.

Figura 57: Resposta dada pelo grupo A a pergunta f.

O grupo A escolheu o angulo de medida igual a -45°, mas ndo conseguiu explicar o
motivo de ter aparecido no circulo o angulo de medida 315°, ou seja, qual a relagdo existente
entre o angulo negativo escolhido e o positivo que apareceu.

Com relag@o aos 4 grupos que erraram a resposta, todos responderam que um angulo
negativo ndo existe ou que ndo pode ser marcado no circulo. Analisando o protocolo de
construcdo dos grupos, confirmei que novamente ndo marcaram "angulo de amplitude fixa"
como havia sido solicitado no enunciado.

Esses 4 grupos utilizaram o teorema-em-acdo: se no circulo trigonométrico mostrado
na tela s6 aparecem angulos positivos, entdo ndo existem angulos negativos. A origem desse
falso teorema-em-ac¢do pode estar na simplificacdo realizada pelos alunos que ndo utilizaram a

ferramenta "angulo de amplitude fixa", procedimento comentado anteriormente, ou ainda,
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pode estar no conceito-em-agdo de que medidas sdo sempre representadas por numeros

positivos. Nesse ultimo caso, o0 GeoGebra sé reforgou isso.

4.5.3 Comentarios sobre a atividade 3

Destacamos na atividade 3 a utilizagdo de dois teoremas-em-agdo falsos, os quais
afirmaram que ndo ¢ possivel marcar angulos maiores do que 360°, nem angulos menores do
que 0°. Os teoremas-em-a¢do mostram ainda que os alunos estavam focados nos valores
mostrados na tela. Mesmo vendo a variagdo dos angulos de 0° a 360°, eles ndo conseguiram
ampliar essa ideia para angulos maiores do que 360° ou menores do que 0°, como se aqueles
valores mostrados marcassem o inicio e o fim dos angulos existentes. Isso mostra que, mesmo
oferecendo recursos mais dindmicos do que o quadro de giz, onde o professor se limita a
contornar o circulo trigonométrico para indicar as voltas no sentido horario ou anti-horario, a
utilizagdo do programa, nesse caso, acabou dificultando a compreensdo dos angulos congruos
para alguns alunos. Isso refor¢a a convic¢do de que a mediagdo do professor ¢ fundamental
em qualquer ambiente de sala de aula, inclusive nos ambientes informatizados.

As ideias relativas a angulos congruos foram retomadas com os alunos nas aulas
seguintes. A professora utilizou o quadro para mostrar que os angulos negativos sdo marcados
no sentido horario e explicou o procedimento utilizado para se marcar a menor determinagdo
positiva dos mesmos. Explicou também o significado dos angulos com medidas maiores do
que 360° graus e como se faz para marcé-los no circulo trigonométrico.

Enfim, os dois ultimos exercicios da atividade 3 evidenciaram a importincia da
mediagdo do professor para o esclarecimento de diividas dos alunos. Mostraram também que
novas situagdes que envolvam angulos negativos e angulos maiores do que 360° deveriam ser
apresentadas aos alunos para oportunizar novas reflexdes e para observar se as discussdes
feitas a partir das atividades 3 e 4 (que sera relatada na proxima secdo) permitiram que 0s

~ A A 26
alunos entendessem as nogoes de angulos congruos™ .

6 Nas atividades 4, 7 e 9, que serdo descritas ao longo do trabalho, novas oportunidades de discussdo e
retomada desses conceitos foram apresentadas aos alunos. Como exemplos podemos citar os exercicios que
envolveram: marcacdo de arco medindo 7 radianos, célculo de seno ou cosseno de angulos negativos e
construgdo de graficos com dominio real (e ndo restritos ao intervalo correspondente a uma volta no circulo).
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4.6 RELACAO ENTRE AS UNIDADES DE MEDIDAS DE ANGULOS E DE
ARCOS - GRAUS X RADIANOS

4.6.1 Descricao da atividade 4 e seus objetivos

Na atividade 4, os alunos receberam um roteiro de construg¢do (ver figura 58) que
deveria ser feita a partir de um circulo dado e quatro exercicios que deveriam ser respondidos
com base nessa construgdo. Na figura 59(a), esta apresentado o circulo inicial dado aos
alunos: com centro em O = (0, 0), raio igual a 1 unidade e com o ponto A = (1, 0) destacado.
Na figura 59(b), vé-se a imagem da construcdo apos a realizagdo dos procedimentos indicados

no roteiro.

Relagdo entre as unidades de medidas de angulos e de arcos - grau x radiano

13 Marque um ponto P sobre o circulo (2° botdo, novo ponto. Renomear, botdo direito do mouse).
2y Selecionar, no 6° botdo, a ferramenta "arco circular dados o centro e dois pontos®. Cligue em O,
depois nos pontos A e P.

3) Mude a cor e a espessura do arco para melhorvisualizagdo: na janela de algebra, cligue

com o botdo direito do mouse sobre o d e selecione propriedades. Mude a cor para vermelho g,em
estilo,aumente a espessura do arco para &.

4y Exibir o rétulo "valor” {também clique com o botdo direito sobre d, propriedades & basico).

5) Marcar o angulo AOP nessa ordem (8° botdo).

Figura 58: Roteiro da construgdo da atividade 4.

(a) (b)

Figura 59: Circulo inicial e circulo ap6s a realiza¢do dos passos da construgao.
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Essa construgdo ¢ um exemplo de situagdo que envolve o conceito de fung¢do no

processo de construgdo geométrica, comentado anteriormente. O ponto P corresponde a

-

variavel independente e o arco AP, a variavel dependente, ou ainda, o ponto P corresponde
variavel independente e o angulo AOP, a variavel dependente.

A atividade 4 teve por objetivos: que os alunos pudessem compreender as nogdes
basicas sobre arcos, isto é, que sdo partes do circulo com duas extremidades, cujo
comprimento pode ser medido ¢ que pode ser associado a um angulo central do circulo; e
permitir aos alunos o estabelecimento de correspondéncias entre as unidades de medidas de
angulos e arcos - grau e radiano. Esperava que, ao movimentar o ponto P sobre o circulo, os
alunos observassem a correspondéncia entre o comprimento do arco AP, em radianos, e
angulo AOP medido em graus. Esperava também que, com essas comparagdes, conseguissem
expressar a unidade grau em radiano e vice-e-versa.

Na figura 60, estdo apresentados os quatro exercicios que deveriam ser resolvidos

pelos alunos.

11 O que representa o valor que aparece associado ao arco AQP?

Resposta:

27 Posicione o ponto P de tal forma a obter urm arco de medida iguala 1.
Quantos arcos com a mesma medida desse cabem no circulo aproximadamente?

_ Resposta:
3 Em que quadrante fica o ponto P para um arco de medida igual a:

a2 b3 ¢4 dhs e OH7F

Resposta;

a b oo d f)

_l.'[ !

47 Complete:

a) O arco de 1 rad é correspondente a um angulo de aproximadamente...... graus.
by Um angulo de 80° é correspondente a um arco de aproximadamente..... rad.

c) 180° corresponde a ... rad.

d) 270° corresponde a ... rad.

g) 360° corresponde a ... rad.

fimrad corresponde ... radou ... °

q) 2w rad corresponde a ... rad ou........ @

h) ™2 rad coresponde a ...
i) 32 rad corresponde a ... *

Figura 60: Exercicios da atividade 4.
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4.6.2 A realizacido da atividade 4 pelos alunos

A atividade 4 foi realizada por 19 grupos. A tabela 21 mostra a classificagdo das
respostas que foram dadas ao primeiro exercicio, que perguntava sobre o valor associado ao

arco AP.

1° exercicio

Responderam que o valor associado ao arco AP ¢ a medida do arco. 8 grupos
Responderam que o valor associado ao arco ¢ a medida do angulo. 1 grupo
Responderam que o valor ¢ "o radiano". 4 grupos
Nao responderam. 3 grupos
Utilizaram uma linguagem imprecisa em sua resposta. 2 grupos
Respondeu erronecamente. 1 grupo

Tabela 21: Classificac@o das respostas dos alunos dadas ao 1° exercicio da atividade 4.

A resposta dada pelo grupo N ao 1° exercicio ("O que representa o valor que aparece
associado ao arco AP?") foi: "A circunferéncia do angulo". Aparentemente, os alunos se
referiram ao comprimento do arco, usando elementos de linguagem desenvolvidos em outros
momentos. Em outras palavras, o grupo associou "circunferéncia" com o comprimento do
circulo, que seria a medida correspondente ao arco de uma volta completa, e, como ndo foi
dada uma volta completa, o grupo especificou "do angulo". Portanto, o grupo escolheu uma
expressao imprecisa para dar sua resposta, mas ha o indicio de que esta observando o arco € o
seu comprimento. Outra confusdo, ou indiferencia¢do, que essa resposta pode estar indicando
¢ que ndo esta claro para os alunos a diferenca entre um objeto e a sua medida, pois o valor
associado ndo € o arco, ou o circulo, mas sim a medida desse arco, ou desse circulo.

A segunda resposta escrita com linguagem imprecisa foi dada pelo grupo A. O grupo
respondeu: "A diferenga de angulos entre o ponto A ¢ P". A frase esta confusa pelo uso da
palavra angulo. Retirando-se essa palavra, o grupo teria escrito apenas: "a diferenca entre o
ponto A e P", ou seja, percebe-se que "a diferenca" refere-se a medida do percurso entre o
ponto A e o ponto P e, portanto, ao comprimento do arco. O grupo observa essa medida e
sente necessidade de relacionar a medida do arco com o angulo que estava aparecendo no
circulo. Esse procedimento indica a utilizagdo do conceito-em-agdo que relaciona arco e

angulo.
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O grupo P respondeu apenas "1,33". Essa resposta foi classificada como errada e pode
estar indicando que o grupo ndo prestou atengdo ou ndo entendeu o que estava sendo
perguntado. Pode indicar também que o grupo ndo moveu o ponto P para responder a essa
pergunta, ndo percebendo que a medida do arco iria variar.

Os grupos que responderam apenas "os radianos" foram grupos que pediram auxilio a
professora. Foram explicadas a eles ideias sobre comprimento de arco e medida desse
comprimento em radianos e que essa unidade de medida estava relacionada com o raio do
circulo. Eles resumiram a informagdo apenas em "radianos".

O 2° exercicio (Quantos arcos com a medida 1 radiano cabem no circulo?) foi
respondido de forma correta pela maioria dos grupos, como pode ser visto na tabela 22. As
respostas variaram quanto a escrita: alguns grupos responderam "aproximadamente 6 arcos",

outros "aproximadamente 6,2", ou apenas "6 arcos", entre outras.

2° exercicio

Responderam que cabem aproximadamente 6 arcos no circulo. 18 grupos

Respondeu erroneamente. 1 grupo

Tabela 22: Classifica¢do das respostas dos alunos dadas ao 2° exercicio.

A resposta dada pelo grupo L destacou-se das demais: "6,27. Pois ¢ a razdo do angulo
sobre 0 360°". Podemos notar que o grupo, apesar de ter escrito os termos da razdo na ordem
inversa, calculou a razio entre o angulo de medida igual a 360° e o angulo de,
aproximadamente, 57,34° (correspondente ao arco de medida 1 radiano) obtendo o niimero de
vezes que o arco cabe no circulo.

A resolugdo do exercicio pelo grupo L permitiu identificar o seguinte teorema-em-
acdo: "o nimero de vezes que um arco cabe em uma circunferéncia ¢ dado pela razdo entre
360° e o angulo correspondente ao arco". O teorema-em-agao estd correto e surpreendeu pela
sua complexidade, uma vez que eu esperava apenas que os alunos observassem o arco de 1
radiano e movessem o extremo do arco (ponto P) até completar uma volta, quando ficaria
marcado um comprimento de 6,28 radianos aproximadamente. Porém o grupo pensou em
termos de razdo e interpretou o resultado dessa razdo como o nimero que indica quantas
vezes o angulo de 57,3° cabe em 360°.

O grupo A errou a resposta escrevendo "4 arcos". Talvez o grupo tenha entendido que

deveria posicionar o ponto P no ponto de coordenadas (0,1), ao invés de posicionar o ponto P
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formando um arco de medida igual a 1. Essa confusdo pode ser melhor compreendida
observando-se a figura 61. Na figura, o ponto P foi posicionado (pela professora) sobre a
intersec¢do do circulo com o eixo vertical, ou seja, onde estd aparecendo o valor 1. Seguindo
esse procedimento, vemos que cabem "4 arcos" vermelhos no circulo.

Nessa resolugdo identifiquei o teorema-em-acdo: "do ponto A = (1, 0) até o ponto
P = (0, 1) tem-se um arco de medida 1, entdo cabem 4 arcos iguais a esse no circulo". Esse
teorema ¢ falso e, como foi dito acima, foi elaborado a partir da confusdo feita com o valor 1,
mostrado na tela. O grupo ndo utilizou o valor que aparecia associado ao arco, pois quando o
arco foi construido, provavelmente, o valor indicado ndo era 1, logo os alunos deveriam

mover o ponto P até que o nimero 1 ficasse visivel, mas nao fizeram isso.

Figura 61: Ponto P posicionado sobre o ponto de coordenadas (0, 1).

Essa resolugdo feita pelo grupo A pode estar também evidenciando a dificuldade de
selecionar os valores ¢ as medidas relevantes em uma figura para a resolugdo de um exercicio.
A dificuldade de selecionar informagdes pode estar associada ao contrato didatico mais usual
nas aulas de Matematica, onde os problemas e os exercicios apresentam apenas os dados que
serdo utilizados em algum célculo. Silva (1999) especifica a clausula do contrato didatico a
esse respeito: "para resolver um problema € preciso encontrar os dado no seu enunciado. Nele
devem constar todos os dados necessarios ¢ ndo deve haver nada de supérfluo" (Ibidem, p.
51).

Na resolucdo do 3° exercicio ("Em qual quadrante fica o ponto P para um arco de
medida 2, 3,4, 5, 6 e 7?"), destacou-se o nimero de grupos que erraram somente a resposta ao
item f (tabela 23), que perguntava em qual quadrante ficaria o ponto P, considerando-se um

arco de medida igual a 7 unidades.
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3° exercicio

Identificaram corretamente todos os quadrantes. 6 grupos
Errou somente o item a, acertando os outros. 1 grupo
Erraram somente o item f, acertando os outros. 8 grupos
Responderam erroneamente a todos os itens. 4 grupos

Tabela 23: Classificacdo das respostas dos alunos dadas ao 3° exercicio.

Dentre essas 8 respostas de grupos que erraram somente o item f, destaco trés. A
resposta dada pelo grupo O exemplifica o que a maior parte desses 8 grupos concluiu: "Nao
tem como estar em nenhum quadrante, pois o valor do arco sé vai até um valor aproximado ao
6". Nessa resposta aparece novamente a confusdo que ja tinha sido evidenciada na atividade 3,
quando os grupos tinham que marcar angulos com medidas maiores do que 360°. Parece que a
ideia de sobrepor uma parte do arco sobre ele mesmo ¢ considerada impossivel.

O grupo B responde que "Nao tem como, pelo fato de que o  ndo tem valor maior que
7". O sentido dessa resposta ¢ o0 mesmo que foi dado pelo grupo O. O que diferencia essa
resposta ¢ o fato de utilizarem "n" no lugar de comprimento do circulo ou comprimento do
arco. Essa confusdo pode estar associada a formula do comprimento do circulo
(C = 2mwr) estudada em séric anterior ¢ a uma indiferenciacdo entre a constante € o
comprimento do circulo, dado pela expressdo. Deve-se levar em consideragdo que, para
muitos alunos, © ndo é considerado como um niimero, o que ajuda a alimentar essa confus3o.
Esse foi outro momento que evidenciou uma confusdo com o uso da linguagem como havia
aparecido, anteriormente, com os grupos N e A no 1° exercicio, quando se utilizaram de
linguagem imprecisa para escrever suas respostas.

A terceira resposta que se destacou foi dada pelo grupo E, que escreveu "7 = 0,88".
Esse grupo percebeu que o arco iria ultrapassar uma volta completa, porém, ao invés de
responder o quadrante em que ficou o ponto P, respondeu uma medida aproximada do arco

que ultrapassa essa volta completa, como pode ser visto na figura 62 (feita pela professora).
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Figura 62: Medida do arco observada pelo grupo E.

Nas 4 respostas em que todos os itens estavam errados, apareceram os seguintes
problemas: o grupo Q, ao invés de identificar o quadrante em que ficaria o ponto P, indicou as
coordenadas do ponto P para as medidas dos arcos pedidas no enunciado, o que mostra uma
indiferenciacdo entre arco e extremidade. Um aspecto interessante nessa resposta € que o
grupo apagou da pergunta o item f, indicando que percebeu a dificuldade de marcar um arco
de medida igual a 7 unidades e, a0 ndo conseguir resolver esse problema, apagou-o evitando
assim deixar um item em branco ou dar uma resposta errada. Os grupos L e R responderam
dando o angulo, medido em graus, correspondente ao arco AP: o grupo L respondeu que o
arco de 7 radianos corresponde a "360°" ¢ o grupo R respondeu "45,23°", ou seja, o primeiro
ndo observou que o arco ultrapassa uma volta completa e o segundo observou que iria
ultrapassar ¢ deu uma resposta aproximada para o angulo correspondente ao arco. Essa
aproximacao feita pelo grupo R ndo foi baseada em calculo, mas foi baseada em estimativa
visual, ou seja, posicionou o ponto P onde pensou completar o arco de medida 7 unidades. Em
consequéncia disso, a resposta estd com um erro de aproximadamente 4°. A resposta dada
pelo grupo A (figura 63) foi a Gnica que pareceu sem sentido ¢ ndo consegui chegar a uma

conclusdo sobre como o grupo pensou.

3) Em que guadrante fica o ponto P para um arco de medida igual a:

a2 b3 o4 ds e)s 07

Resposta:
ay e bi1°Q T ] dica e)3tQ N3N0

Figura 63: Resposta do grupo A dada no 3° exercicio.
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Na tabela 24, esta apresentada a classificagdo das respostas ao 4° exercicio, que pedia

a conversdo de medidas dadas em graus para radianos, ou vice-e-versa. Nela podemos

observar que 14 grupos completaram corretamente 8 ou 9 itens do exercicio.

4° exercicio

Completaram corretamente os 9 itens. 9 grupos
Completaram corretamente 8 itens. 5 grupos
Completaram corretamente 7 itens. 2 grupos
Completaram corretamente 6 itens. 1 grupo
Completaram corretamente apenas 2 itens. 1 grupo
Nao concluiu a atividade. 1 grupo

Tabela 24: Classificac@o das respostas dos alunos dadas ao 4° exercicio.

A resolugdo do 4° exercicio destacou-se pelas diferengas nas aproximagdes das

respostas mostradas no GeoGebra. Pequenas diferengas de aproximagdes ndo foram

consideradas problematicas quanto a compreensdo das relagdes entre as unidades de medida

grau e radiano, porém foram consideradas problematicas quando provocaram uma conclusdo

errada. Para ilustrar essa diferenciacdo entre as respostas, observe, na figura 64, o que o grupo

C respondeu.

47 Complete:

a) 0 arco de 1 rad @ correspondente a um angulo de aproximadamente 57.35 graus.
by Um &ngulo de 890° é correspondente a um arco de aproximadamente 1.57 rad.

£) 180° corresponde a T rad.

d) 270° corresponde a 4.71 rad.

&) 360° corresponde a 0rad.

fiwrad corresponde 3.14 rad ou 180°

o) 2 rad corresponde a 6.28 rad ou 355.01 °
Ry 2 rad corresponde a 88.7°

i) 3m2 rad corresponde a 296.61°

Figura 64: Resposta dada pelo grupo C ao 4° exercicio.

Nessa resposta, o Unico item considerado errado foi o e. No item e, o dngulo de 360°

corresponde a uma volta completa, entdo o arco correspondente mede aproximadamente 6,28

radianos. O GeoGebra, quando o ponto P para sobre o ponto A completando uma volta,

imediatamente, "apaga" o arco feito. Se o aluno movimenta o ponto P lentamente, ele
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consegue perceber isso, se movimenta mais rapidamente, ndo consegue perceber esse fato e
marca apenas o angulo inicial de 0°. As respostas dos itens g, # ¢ i ndo foram consideradas
erradas, pois nos itens g € & ha uma pequena diferenca quanto a aproximacgdo e, no item i,
houve um erro de atengdo (a resposta que aparece no circulo € 269,61°) e ndo de compreensio
de relagoes.

Na figura 65, vemos a resposta do grupo N. O grupo erra os itens de a até g por estar

interpretando 1 rad como sendo igual a & rad.

4) Complete:

a) O arco de 1 rad é carrespondente a um angulo de aproximadamente 1807 graus.
k) Um angulo de 90° é correspondente a um arco de aproximadamente 0,5 rad.

£) 1807 corresponde a1 rad.

d) 270° corresponde a 1,5 rad.

&) 360° corresponde a 2 rad.

fiwrad corresponde 1 rad ou 180°

) 21 rad corresponde a 2 rad ou 360°

hy 2 rad corresponde a 90°

i} 3m2 rad corresponde a 270°

Figura 65: Resposta do grupo N dada ao 4° exercicio.

Identifiquei nessa resolugdo o teorema-em-agdo: "1 radiano ¢ igual a © radianos". Essa
¢ uma confusdo frequente que observei em minhas experiéncias docentes, pois 0s arcos

T T 3n
55555nj_e

medidos em radianos mais comuns de serem utilizados em aula sio: >

NG

T
5’
27 radianos, ou seja, aparecem com o nimero 7. E como se n deixasse de representar um
numero e passasse a ser entendido como a préopria unidade de medida de arcos. w radianos
pode ser tomada como unidade de medida, mas nessa situagdo ficou claro que eles ndo
entenderam o que ¢ 1 radiano. A atividade 7, que sera relatada mais adiante, teve por objetivo
retomar essas relagdes entre graus e radianos, esclarecendo as duvidas que persistiram na

atividade.
4.6.3 Comentarios sobre a atividade 4

A atividade 4 mostrou dificuldades que alguns alunos (grupo N e grupo B, por

exemplo) apresentaram em relagdo a utilizagdo de linguagem precisa para expressar suas
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ideias. Observar a linguagem dos alunos € importante, pois a construgdo de um conceito
depende das situagdes propostas, dos invariantes operatorios e das representacdes (falas,
escritas, desenhos...) utilizadas pelos alunos.

No 3° exercicio vimos que a maioria dos grupos conseguiu identificar corretamente o
quadrante em que o extremo do arco medido em radianos estaria localizado, tanto que 15 dos
19 grupos responderam corretamente a todos os itens ou erraram apenas 1 deles. Nesse
exercicio, reapareceu o problema de marcar arcos maiores do que uma volta (item f: localizar
o extremo final do arco de medida 7 radianos) que ja tinha aparecido na atividade 3. E
importante comentar que as duas atividades (3 e 4) foram realizadas no mesmo dia, pois a
aula teve duracdo de dois periodos. Sendo assim, os esclarecimentos foram feitos na aula
seguinte, como foi explicado na se¢do 4.5.3 (comentarios sobre a atividade 3).

Ainda sobre o 3° exercicio, observei um fato interessante: um grupo apagou o item f
do exercicio, provavelmente por ndo saber como resolvé-lo. Esse procedimento ndo poderia
ter sido feito se a atividade fosse dada em uma folha impressa. Mostra uma estratégia, ou um
truque proporcionado pelo GeoGebra, para ndo precisar resolver o problema, contando ainda
com a possibilidade de que a professora ndo percebesse uma questdo nao respondida.

A atividade 4 foi importante, pois introduziu as nogdes sobre arcos medidos em
radianos. Notei que a maioria dos grupos (18 de 19) conseguiu observar que o arco de 1
radiano cabe, aproximadamente, 6,28 vezes no circulo. Observei também que a maioria dos
grupos conseguiu estabelecer relagdes entre o angulo medido em graus e o arco medido em
radianos correspondente a esse angulo. Essa afirmacdo estd embasada nos dados da tabela 23,
onde vemos que 16 grupos dos 19 conseguiram responder corretamente a 7 itens (do total de
9) ou mais do exercicio.

A realizagdo da atividade mostrou ainda a dificuldade de alguns grupos em distinguir
o ponto P do arco que tem A e P como extremidade, uma dificuldade que podia ser esperada

pelo arco se tratar de um objeto novo, que eles nunca tinham se preocupado em medir.

4.7 SENO E COSSENO NO CIRCULO TRIGONOMETRICO

4.7.1 Descricao da atividade 5 e seus objetivos

Na atividade 5, os alunos receberam uma construg¢do pronta. A constru¢do ¢ composta

pelo circulo trigonométrico, pelos segmentos OS ¢ OC sobre os eixos, pelo ponto P, pelo
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angulo AOP e pelo tridngulo retingulo OCP, como pode ser visto na figura 66(a). O ponto P é
livre para ser movimentado sobre o circulo e, conforme o movimento ¢ realizado, as
coordenadas do ponto P se alteram, bem como as medidas dos segmentos OS e OC e a

medida do angulo (figura 66(b)).

F=1(0.63 0.78)

P={-0.78 -0.63)

(a) (k)

Figura 66: Construgdo dada aos alunos na atividade 5.

Nessa construgdo, o ponto P pode ser associado a variavel independente de uma
funcdo e o segmento OC (ou o segmento OS), a variavel dependente.

O objetivo principal da atividade 5 era proporcionar aos alunos a compreensdo do seno
e do cosseno no circulo trigonométrico, ampliando o significado de seno e cosseno como
razdes entre as medidas dos catetos e da hipotenusa do triangulo retangulo para seno e
cosseno como coordenadas do ponto P. Consequentemente, amplia-se a ideia do calculo de
seno e cosseno de angulos entre 0° ¢ 90°, para angulos maiores ou iguais a 90° e, até mesmo,
para angulos menores do que 0°.

Na figura 67, podem ser vistos os enunciados dos trés primeiros exercicios. No
primeiro, os alunos deveriam observar o tridngulo retdngulo apenas no primeiro quadrante e,
nesse triangulo, identificar a medida da hipotenusa (igual a 1 unidade). O 2° exercicio tinha
por objetivo chamar a atencdo dos alunos para as coordenadas do ponto P, proporcionando a
eles o estabelecimento da comparacdo entre os valores das coordenadas e os valores
associados aos segmentos. O 3° exercicio solicitava que os alunos fixassem o ponto P, ainda
no primeiro quadrante, e calculassem o seno e o cosseno do angulo AOP. Esse exercicio tinha
como objetivo que os alunos calculassem seno e cosseno do angulo como razdo entre as

medidas dos catetos e a hipotenusa.
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1. Qual é a medida da hipotenusa do tridngulo retangulo?
Resposta:

2. Mova o ponto P APEMAS no 1° quadrante. Qual relagdo vocé
ohserva entre as medidas dos segmentos 05 e OC comparando-as
com as coordenadas do ponto P?

Fesposta:

3. Fixe o ponto P em algum ponto do 1° quadrante.
a) Calcule o seno do dngulo O

Resposta:senf==

by Calcule o cosseno do dngulo s}

Resposta:cosO= =

Figura 67: Enunciados dos trés primeiros exercicios.

Do 4° exercicio até o 8°, as perguntas referem-se a variacdo dos valores de seno e
cosseno em cada um dos quadrantes, a variacdo dos angulos também em cada quadrante e a
associacdo das medidas dos segmentos OS ¢ OC com as coordenadas do ponto P. Sobre a
associacdo das medidas dos segmentos com as coordenadas de P, esperava que os alunos
percebessem que os resultados de seno e cosseno, no primeiro quadrante, correspondem as

coordenadas do ponto P. Para ilustrar essa ideia, pode-se observar na figura 66(a), acima, que

sen50,84° = T = 0,78, que ¢ a medida do segmento OS e também a ordenada do ponto P.

Portanto, o seno do angulo pode ser visto como a segunda coordenada do ponto P. Para os
outros quadrantes, esperava que os estudantes percebessem que as medidas dos segmentos
continuam relacionadas com as coordenadas do ponto P, porém as coordenadas de P
apresentam sinal positivo ou negativo, conforme a posicao de P no plano cartesiano.

Os enunciados podem ser vistos na figura 68. Entre o 5° ¢ o 6° exercicio, foi
apresentado aos alunos um esclarecimento sobre a ideia principal que estava sendo
desenvolvida na atividade. O objetivo desse esclarecimento foi provocar um momento de

reflexdo dos alunos, para que prestassem aten¢do no aspecto principal da atividade.
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4. Com base nessas informagdes, responda: ao movimentarmos o ponto P no 1° quadrante,
0s valores de seno e cosseno estdo variando de quanto a quanto?

Resposta:

5. Agora, movimente o ponto P APEMNAS sohre o segundo quadrante.
Qual relagdovocé observa entre as medidas dos segmentos 05 e OC
comparando-as com as coordendas do ponto P?

Resposta:

Importante: ohserve que estamos ampliando a ideia de senos
e COSSenos para angulos maiores do gque 90°,

Passamos a olhar o seno e o cosseno nao somente como

as medidas dos segmentos 05 e OC, mas como sendo as
coordenadas do ponto P: 0 cosseno & a primeira coordenada
e 0 seno, a segunda.

6.Com base nessas informacdes, responda: ao movimentarmos o ponto P no
2" quadrante, os valores de seno e cosseno estdo variando de quanto a quanto?

Resposta:

7. Mo terceiro quadrante, o angulo A0P varia de fquanto a quanto?
E osvalores de seno e cosseno, variam de quanto a quanto?

Resposta:

8. Mo quarto quadrante, o angulo AOP varia de quanto a quanto?
E osvalores de seno e cosseno?

Fesposta:

Figura 68: Enunciados dos exercicios 4, 5, 6, 7 ¢ 8.

O 9° exercicio teve como objetivo chamar a atengdo dos alunos para os valores de
seno e cosseno calculados quando o ponto P encontra-se exatamente sobre as intersecdes dos
eixos com o circulo, ou seja, formando angulos de medidas: 0°, 90°, 180°, 270° e 360°. Os
exercicios seguintes, 10°, 11° ¢ 12°, tinham o objetivo de levar os alunos a perceberem os
sinais de seno e cosseno em cada quadrante. Os enunciados dos exercicios 9 ao 12 podem ser
vistos na figura 69. Em especial, no 10° exercicio, esperava-se que os alunos percebessem que
a segunda coordenada do ponto P (seno do angulo) para o angulo de 210° tem o valor oposto
a segunda coordenada do ponto quando esse determina um angulo de 30° no circulo (figura

70).
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8. Movimente o ponto P e responda;

sen0°= cos 9=
gan 90°= cos 9Q°
gsen 180°= cos 180°=
gen 270°= cos 270°=
sen 360°= cos 360°=

10. Classifique a afirmagio em verdadeira ou falsa, justificando a sua resposta:

sen3ff=05esen210°= - 05
Resposta:

11. Em quais quadrantes os valores de seno s3o0 positivos?
E em quais 530 negativos?

Fesposta:

12. Em quais quadrantes os valores de cosseno sdo positivos?
E em quais 530 negativos?

Resposta:

Figura 69: Enunciados dos exercicios 9 ao 12.

= (0.87,0.5)

"\1 Elo

C D.Bfﬁ\\

- — — 4

F=1(-087-05

Figura 70: Coordenadas do ponto P com valores opostos no 1° e 3° quadrantes.

4.7.2 A realizacido da atividade 5 pelos alunos

A atividade 5 foi a ltima a ser realizada com o grupo de 45 alunos. Essa atividade foi
realizada por 13 grupos. A tabela 25 mostra a classificacdo das respostas dos grupos dadas ao

1° exercicio.
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1° exercicio

Responderam corretamente que a medida da hipotenusa ¢ igual a 1 unidade. 11 grupos

Responderam erroneamente. 2 grupos

Tabela 25: Classificacdo das respostas dadas ao 1° exercicio da atividade 5.

Dos 11 grupos que responderam corretamente que a hipotenusa no circulo
trigonométrico tem medida igual a 1 unidade, 10 grupos observaram diretamente o raio do
circulo e 1 grupo, o grupo R, desenvolveu o calculo da medida da hipotenusa através da
utilizacdo do Teorema de Pitdgoras. A resolucdo feita pelo grupo R pode ser vista na figura
71.

Resposta:

hip== 0,783

hip== 06084 + 0 3969

hip==1,0053

hip=raizde 1,0053=1,0026464

Figura 71: Célculo da medida da hipotenusa através do Teorema de Pitagoras.

Nesse momento, identifiquei novamente a utilizagdo do conceito-em-ag¢do que
relaciona o tridngulo retangulo com o Teorema de Pitdgoras. Pude observar que o grupo
desenvolveu corretamente o calculo da hipotenusa. A diferenca no resultado deve-se ao fato,
j& comentado anteriormente, dos arredondamentos feitos no GeoGebra. Nos exercicios
seguintes, o grupo R utilizou o valor 1 para a hipotenusa. Apesar do exercicio ndo solicitar o
calculo, os alunos poderiam resolvé-lo caso sentissem necessidade e talvez tenham feito o
calculo por estarem acostumados aos exercicios de Matematica em que, em geral, pede-se
para calcular, efetuar ou resolver, o que novamente remete a ideia de contrato didatico citada
anteriormente.

O grupo K errou a resposta. Assim como o grupo R, tentou calcular a hipotenusa

através do Teorema de Pitagoras, figura 72.

1. Qal é a medida da hipotenusa do tridngulo retangulo?
Resposta: a°= 0787 +0,63% =167

Figura 72: Resposta dada pelo grupo K ao 1° exercicio.
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O grupo K também utilizou o conceito-em-agdo “Teorema de Pitdgoras”, porém errou
o calculo, uma vez que utilizou o seguinte teorema-em-agdo: "o quadrado de um nimero ¢
igual ao nimero multiplicado por dois". O grupo K calculou: 2 x 0,78 + 2 x 0,63 (ao invés de
elevar ao quadrado esses valores). Obteve 2,82 como resposta e extraiu a raiz quadrada,
chegando entdo a, aproximadamente, 1,67. A confusdo entre "dobro" de um numero e o
"quadrado" de um niimero ¢ comum em alunos de diferentes niveis, como pude observar em
minhas experi€ncias como professora. Os alunos percebem que a potenciagdo esta relacionada
com a multiplicagdo, mas ndo distinguem as expressdes: 2 x 0,78 e 0,782 Aqui ha uma
indiferenciacdo entre adicdo e a multiplicagdo: entre "somar com ele mesmo" e "multiplicar
por ele mesmo", ou entdo "duas vezes o nimero" com "o niimero vezes ele mesmo".

Uma segunda observagdo estd no uso dos valores 0,78 e 0,63 pelos grupos R ¢ K.
Esses sdo os valores que aparecem na tela assim que os alunos abrem o arquivo do GeoGebra,
portanto, concluiu-se que, inicialmente, nenhum desses grupos moveu o ponto P.

O outro erro foi cometido pelo grupo A. O grupo responde que "Com angulo de 45°
obtemos a altura de 0,71". Esse erro indica que o grupo estd ainda trocando os lados no
triangulo retangulo, confundiu hipotenusa com cateto oposto.

A tabela 26 mostra a classificagdo das respostas dadas ao 2° exercicio, que pedia para
comparar as medidas dos segmentos OS ¢ OC com as coordenadas do ponto P no 1°

quadrante.

2° exercicio

Observaram apenas que os segmentos aumentam ou diminuem sem explicitar
) o 10 grupos
que os valores das medidas sdo iguais as coordenadas do ponto P.

Identificaram que os valores das medidas sdo iguais as coordenadas do ponto P. | 2 grupos

Concluiu que as medidas aumentam ou diminuem ao mesmo tempo. 1 grupo

Tabela 26: Classificagdo das respostas dadas ao 2° exercicio.

Vemos na tabela que 10 grupos perceberam que, conforme se movimenta o ponto P, as
medidas dos segmentos OS ¢ OC diminuem ou aumentam. Porém, eles ndo deixaram claro
em suas respostas se perceberam que a medida do segmento OC era dada pela 1? coordenada
do ponto P e que a medida do segmento OS era dada pela 2* coordenada. Na figura 73, pode

ser observado um exemplo desse conjunto de respostas.
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2. Mova o ponto P APENAS no 1° quadrante. Gual relagdo vocé

ohsemva entre as medidas dos segmentos 05 e OC comparando-as

com as coordenadas do ponto P?

Resposta: Ohservamos que quando mexemos o ponto P para baixo

a medida do segmento OS5 diminui & para cima a medida vai aumentando,
no segmento OC & ao contrario, quando mexemos o ponto P para haixo,
as medidas aumentam & quando mexemos para cima a medida diminui.

Figura 73: Resposta dada pelo grupo M ao 2° exercicio.

Apenas 2 grupos responderam o que estava sendo esperado no exercicio, explicitando

a comparagdo entre os valores. A figura 74 mostra a resposta do grupo R.

Resposta: Os valores mudam conforme o ponto P & maovimen
tado, pois o valor de Seno & igual a cordenada do eixo Y do
ponto P e o Cosseno @ igual a cordenada do eixo X do ponto.

Figura 74: Resposta dada pelo grupo R ao 2° exercicio.

Pela resposta do grupo, fica evidente que os componentes perceberam que as medidas
dos segmentos mudam e que identificaram o significado das coordenadas do ponto P. O grupo
compreendeu o objetivo da atividade, pois ao invés de usar a expressdo "medida dos
segmentos” ja estava relacionando essas medidas com os respectivos valores de seno e
cosseno.

A tabela 27 mostra a classificagdo das respostas dadas ao 3° exercicio, que pedia para
fixar o ponto P no primeiro quadrante e calcular o valor do seno e do cosseno para o angulo

AOP.

3° exercicio

Calcularam corretamente seno e cosseno para o angulo escolhido. 11 grupos
Errou por utilizar um valor incorreto para a hipotenusa. 1 grupo
Errou por ndo identificar os lados no triangulo retangulo. 1 grupo

Tabela 27: Classificagdo das respostas dadas ao 3° exercicio.

O grupo K, que anteriormente havia calculado a hipotenusa como sendo 1,67, utilizou
esse valor no calculo de seno e cosseno e, consequentemente, errou o valor das razdes. Ja o

grupo A, que indicou que estava com dificuldade de identificar os lados no 1° exercicio
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(trocou a hipotenusa pelo cateto oposto) repetiu aqui esse problema. Na figura 75, podemos

observar o que o grupo A pensou.

Resposta:send=——=1.42

=1,42

-

Resposta:cosOs=

48 F9° c A
07 05

Figura 75: Resolucdo do 3° exercicio pelo grupo A.

Na figura 75, apresento a resposta do grupo A acrescida da figura feita pela professora
onde o ponto P foi posicionado de acordo com os valores indicados pelo grupo nas duas
respostas a esquerda. Fica evidente que o grupo ndo identificou a hipotenusa, escreveu a razdo
apenas com os valores dos segmentos que apareciam na tela. Os alunos ndo pensaram o seno
como a razdo entre as medidas do cateto oposto e da hipotenusa, a mesma observagdo pode
ser feita para o cosseno.

Na tabela 28, estdo classificadas as respostas dadas ao 4° exercicio, que pedia para os

alunos responderem de quanto a quanto o seno e o0 cosseno variavam no 1° quadrante.

4° exercicio

Responderam corretamente que tanto o seno quanto o cosseno variam de 0 a 1
8 grupos

no 1° quadrante.
Responderam que as medidas dos catetos variam de 0 a 1. 2 grupos
Nao identificaram os valores, apenas identificaram que quando um aumenta o

e 2 grupos
outro diminui.
Concluiu que seno e cosseno nao sofreram variacao. 1 grupo

Tabela 28: Classificagdo das respostas dadas ao 4° exercicio.
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A resposta dada pelo grupo I é um exemplo de conclusdo correta do exercicio: "o valor
de seno estd variando de 0 a 1 e o do cosseno estd variando de 1 a 0". Dois grupos referiram-
se aos catetos para dar a resposta ¢ foram classificados separadamente do grupo que
respondeu corretamente. Essa separacdo foi feita apenas por ter ficado a divida se os alunos
perceberam ou ndo que, no primeiro quadrante, as medidas dos catetos sdo os valores de seno
€ cosseno.

A resposta mais diferente, nesse exercicio, foi dada pelo grupo A. O grupo afirma que
"Os valores de seno e cosseno ndo sofreram variagcdo durante a movimentagdo". Aqui ndo fica
claro o que o grupo pensou, pois, ao movimentar o ponto P sobre o circulo, as medidas dos
segmentos e do angulo e as coordenadas do ponto variam. Ficam fixos a hipotenusa e o
circulo (o qual permanece centrado na origem e com raio sendo a hipotenusa). E possivel que
o grupo esteja associando os valores de seno e cosseno a ideia de razéo constante (para um
mesmo angulo) que foi trabalhada na atividade 1. Nessa atividade anterior, calculou, por
exemplo, trés vezes a razdo entre as medidas do cateto oposto e da hipotenusa e chegou a
conclusdo de que, para um mesmo angulo, o seno ¢ uma constante. Logo, poderia estar
pensando que seno e cosseno tém sempre o mesmo valor, nao percebendo que, se o dngulo
mudar, as razdes sofrerdo alteracdo. Outra possibilidade ¢ que, como o grupo calculou da
mesma forma seno e cosseno (rever figura 75), tenha chegado a conclusdo de que sdo iguais,
portanto ndo haveria "variacdo". Nas duas hipoteses, a resposta mostra que ainda ha
incompreensdo das nogdes de seno e cosseno.

Para o 5° exercicio, que pedia para movimentar o ponto P no segundo quadrante e
comparar as medidas dos segmentos com as coordenadas do ponto, houve respostas

diversificadas, como pode ser visto na tabela 29.

5° exercicio

Identificaram que os valores das medidas dos segmentos sdo iguais as 5
coordenadas do ponto, porém a primeira coordenada tem sinal negativo. STHPOS
Concluiu que sdo iguais, ou seja, ndo observou o sinal. 1 grupo
Responderam corretamente que seno e cosseno vao diminuindo. 2 grupos
Observaram apenas que as medidas aumentam ou diminuem sem relacionar com

4 grupos
0 ponto, nem com sinal.
Responderam que o segmento OC ficou negativo. 3 grupos
Concluiu que as medidas aumentam ou diminuem relacionando com o angulo. 1 grupo

Tabela 29: Classificagdo das respostas dadas ao 5° exercicio.
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Dois grupos concluiram o que se esperava do exercicio, um exemplo ¢é a resposta dada
pelo grupo R: "Que o valor do cosseno se torna negativo ja o do seno permanece igual”. Esse
grupo claramente estd identificando as coordenadas do ponto como seno e cosseno (rever
figura 74) e perceberam a mudanca de sinal no 2° quadrante.

Trés grupos responderam que o segmento OC ficou negativo. Aqui ha uma confusdo: a
medida de um segmento nunca ¢ negativa, as coordenadas dos pontos que determinam esse
segmento sim, podem ser negativas. Entdo, esses grupos perceberam a mudanga do sinal para
o intervalo que estd relacionado com o cosseno, mas ndo souberam escrever isso
corretamente.

O grupo B respondeu novamente que as medidas aumentam ou diminuem ao mesmo
tempo, sem observar que enquanto uma aumenta, a outra diminui: "Quanto mais préximo do
angulo de 90° menores sdo as medidas dos segmentos OS e OC. Ja quando estdo
aproximando-se do angulo de 90° as medidas dos segmentos sdo maiores". Aparentemente, 0
segundo angulo considerado pelo grupo era o de 180°. O grupo estava olhando apenas para o
eixo das abscissas.

O 6° exercicio perguntava de quanto a quanto variavam seno € cosseno no 2°

quadrante. A tabela 30 apresenta os diferentes tipos de respostas.

6° exercicio

Responderam corretamente que o seno varia de 0 a 1 e que o cosseno varia de 0 a

| 4 grupos
Responderam que ambos variam de 0 a 1, sem observar o sinal negativo. 4 grupos
Responderam de forma geral: de -1 a 1, sem distinguir seno do cosseno. 2 grupos

Identificaram erroneamente que seno varia de 0 a -1 e que cosseno variade O a 1. | 2 grupos

Respondeu o angulo de variagdo (de 0° a 180°) 1 grupo

Tabela 30: Classificagdo das respostas dadas ao 6° exercicio.

Cabe comentar aqui que 4 grupos permanecem observando apenas as medidas dos
segmentos, sem olhar para as coordenadas do ponto. Esse exercicio estava posicionado logo
abaixo da observagdo que buscava chamar a atencdo dos alunos para os valores de seno e
cosseno dados pelas coordenadas do ponto, ¢ ndo mais pelas medidas dos catetos. Isso mostra

que a informac¢ao dada aos alunos nessa observagdo nao foi compreendida por esses grupos.
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E possivel que os 2 grupos que responderam de forma geral, que a variagdo era de 1 a
-1, tenham pensado no seno e no cosseno separadamente, mas ndo tiveram o cuidado de
distinguir essas variagdes na escrita.

O grupo K respondeu que varia "de 0° a 180°", ou seja, fixou-se na variagdo do angulo
no primeiro ¢ no segundo quadrante, ndo observando a variagdo do seno e do cosseno. Ha
uma indiferenciagdo entre o angulo e suas propriedades. E provavel que a identificacdo das
coordenadas do ponto como sendo os valores de cosseno e seno ndo tenha sido compreendida
até aquele momento. E possivel também que ndo tenham entendido a pergunta.

No 7° exercicio hd uma mudan¢a na forma da pergunta: ao invés de perguntar-se a
relagdo entre as coordenadas ¢ os segmentos, pergunta-se sobre a variagdo do angulo no
terceiro quadrante e sobre a variagdo de seno e cosseno nesse mesmo quadrante. Na tabela 31

estdo apresentados os diferentes tipos de respostas.

7° exercicio

Responderam corretamente que o angulo varia de 180° a 270° e que seno e
) 5 grupos
cosseno variam de 0 a -1.
Respondeu a variagdo de seno e cosseno corretamente, mas identificou a |
o grupo
variagdo do angulo no 3° quadrante de 0° a 270°.
Responderam apenas que seno e cosseno variam de 0 a 1. 2 grupos
Responderam apenas a variacdo do angulo. 2 grupos
Responderam a variagdo do angulo corretamente, mas concluiram que seno e
2 grupos
cosseno aumentam.
Errou a variag@o do angulo, do seno e do cosseno. 1 grupo

Tabela 31: Classificagdo das respostas dadas ao 7° exercicio.

Uma resposta chamou minha atengdo nesse exercicio. O grupo M responde que "Os
valores de seno e cosseno variam de 0,67 a 0,74. E o angulo AOP varia de 95° a 227°". Parece
que o grupo posicionou o ponto P em um lugar qualquer do 2° quadrante ¢ em um ponto
qualquer do 3° quadrante e concluiu que essa € a variacdo do angulo. Sobre a variagdo de seno
e cosseno, o grupo considerou os valores das medidas dos segmentos OS ¢ OC, dadas quando
o ponto formou o angulo de 227°, e atribuiu esses valores para a variagdo do seno ¢ do
cosseno (ver figura 76 feita pela professora). O grupo ndo estd observando a variagdo dos

elementos, e aparentemente precisou fixar valores para tentar responder ao exercicio. Isso
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pode ser uma consequéncia do habito de responder aos exercicios de Matematica com valores

fixos, sem pensar em um conjunto de possibilidades ou intervalo de valores como resposta a

um problema.

- —— 4

P=(-0.67,-0.74)

Figura 76: Ilustragdo da resposta dada pelo grupo M ao 7° exercicio.

O 8° exercicio repetia a pergunta do 7°, porém referia-se as variagdes no quarto

quadrante. A tabela 32 mostra a classificagdo das respostas.

8° exercicio

Responderam corretamente a variagdo do angulo, do seno e do cosseno. 3 grupos
Respondeu corretamente a variagdo de seno e de cosseno, mas a variagdo do

.. . 1 grupo
angulo foi identificada como de 0° a 360°.
Responderam apenas que a variagdo de seno e de cosseno ¢ de O a 1. 3 grupos
Respondeu a variacdo do angulo corretamente, mas escreveu que seno e

) 1 grupo

cosseno variam de 0 a -1.
Respondeu apenas a variagdo de seno e de cosseno de forma geral: de -1 a 1. 1 grupo
Respondem apenas a variagcdo do angulo. 2 grupos
Errou a variag@o do angulo, do seno e do cosseno. 1 grupo
Nao respondeu. 1 grupo

Tabela 32: Classificagdo das respostas dadas ao 8° exercicio.

Do mesmo modo como havia feito no 7° exercicio, o grupo S identificou a variagdo do

angulo a partir de 0° e ndo a partir do inicio do quadrante. O grupo ndo conseguiu distinguir
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essas duas situagdes: fixar uma extremidade (nos pontos de coordenadas (0, 1), (-1, 0) ou
(0, -1)) e restringir a variagdo da outra.

O grupo Q respondeu de forma genérica e ainda deu um exemplo para explicar como
estava pensando: "De -1 a 1 Cosseno = -0,63 Seno = 0,78". O grupo demonstra que
compreendeu que seno e cosseno podem assumir valores positivos ou negativos, porém nao
conseguiu perceber seno e cosseno separadamente, ou seja, que seno varia de -1 a 0 e cosseno
de 0 a 1. Nao percebeu também a necessidade de escrever o angulo, justamente o que vai
indicar se o resultado sera positivo ou negativo e, por ultimo, percebe a confusdo: os alunos
consideraram a primeira coordenada do ponto como seno ¢ a segunda como cosseno.

O 9° exercicio pedia que os grupos completassem os valores de seno e cosseno dos

angulos de 0°, 90°, 180°, 270° ¢ 360°. Observe a classificagdo das respostas na tabela 33.

9° exercicio

Completaram corretamente todos os itens. 8 grupos
Completaram com valores errados. 4 grupos
Nao fez a questio. 1 grupo

Tabela 33: Classificagdo das respostas dadas ao 9° exercicio.

Dos quatro grupos que preencheram erroneamente os valores, destaco dois deles, C e
O, que atribuiram valor 1 para todos itens. Claramente, os alunos observaram apenas as
medidas dos segmentos, pois em qualquer um dos pontos em que P ¢é posicionado formando
os angulos 0°, 90°, 180°, 270° ou 360° um dos segmentos tem sempre medida igual a 1
unidade, enquanto o outro segmento ndo ¢ mostrado, pois sua medida fica igual a zero. Esses
dois grupos, durante toda a atividade, ndo observaram as coordenadas do ponto P como foi
solicitado. Uma possibilidade de explica¢do para esse problema ¢ que os grupos podem ter
percebido que as coordenadas do ponto P no primeiro quadrante sdo iguais as medidas dos
segmentos e concluiram que ndo havia necessidade de ficar observando as coordenadas; outra
¢ a de que simplesmente tomaram as medidas que eram dadas na tela. Esse procedimento
pode ter sido feito pelos grupos como uma tentativa de simplificagdo da atividade.

Nesse procedimento estava implicito o seguinte teorema-em-acao: "se seno € cosseno
no circulo trigonométrico podem ser vistos pelas medidas dos segmentos, entdo seno e
cosseno de 0°, 90°, 180°, 270° e 360° sdo sempre 1". Os grupos que utilizaram esse teorema-

em-acdo ndo observaram que seno e cosseno podem assumir valores negativos ¢ nem
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distinguiram as duas razdes, uma vez que se o valor de seno é 1, o do cosseno ¢ zero; se
cosseno € -1, o seno ¢ zero, e assim por diante.

O grupo T, que também errou o exercicio, comegou preenchendo os trés primeiros
itens respondendo que " sen 0° = 0, sen 90° = 1,5, sen 180° = 3,0", ou seja, o grupo estava
observando o comprimento do arco, aproximadamente, e ndo os valores de seno. Interessante
observar ainda que o comprimento do arco AP ndo aparecia nessa atividade, portanto parece
que o grupo estava respondendo baseando-se no que foi trabalhado na atividade anterior sobre
as unidade de medidas de angulos e arcos. Nos exercicios anteriores da atividade 5, o grupo
parece estar olhando para as medidas dos segmentos OS e OC ou para o ponto P, porém aqui
o grupo confunde-se, indicio de que as nogdes de seno e cosseno no circulo ndo estdo ainda
bem compreendidas por eles.

Essa resolucdo evidencia o teorema-em-agao: "os valores de sen 0°, sen 90°, sen 180°,
e assim por diante, sdo dados pelas medidas dos arcos determinados pelos respectivos
angulos". Esse falso teorema-em-agdo ¢é interessante de ser observado nessa situacdo, pois €
um erro comum que notei em minhas experiéncias em sala de aula. Alguns alunos consideram

que seno ou cosseno de um angulo medido em graus ¢ a medida do arco correspondente, em

. . . , . T
radianos, e isso foi o que o grupo T fez no exercicio, como por exemplo: sen 90° = By ou cos

T . .
30° = o O mesmo vale para seno ¢ cosseno de um angulo medido em radianos:

T T . . <
sen By = 90° ou cos P = 30°. Nao era esperado que esse tipo de confusdo aparecesse nessa

situagdo, uma vez que, no circulo trigonométrico da atividade, estavam indicados os
segmentos associados ao seno e ao cosseno e as coordenadas do ponto P, que mostram os
valores de seno e cosseno. Nas atividades mais comuns de sala de aula, os alunos ndo tém
essa figura junto aos exercicios em que precisam calcular esses valores. Esperava que a figura
da atividade evidenciasse a relacdo de que seno e cosseno sdo dados pelas coordenadas do
ponto P e ndo pela medida do arco correspondente ao angulo.

O grupo K ndo fez o exercicio. Registrou que "Ndo conseguimos fazer pois nao
sabiamos a hipotenusa". Esse grupo ¢ o mesmo que obteve o valor errado da hipotenusa no 1°
exercicio pelo Teorema de Pitagoras. Aqui fica evidente que o grupo ndo percebeu que a
medida da hipotenusa ¢ uma constante no circulo trigonométrico, ¢ pensou que teria que

calcula-la novamente, ndo usando o valor 1,67 encontrado anteriormente. Nos casos dados, o
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grupo ndo poderia obter a hipotenusa pelo mesmo procedimento, pois para os angulos dados
ndo existe triangulo.

Na tabela 34, estdo apresentadas as classificagdes das respostas dadas ao 10° exercicio.
No 10° exercicio, os alunos tinham que avaliar se a afirmativa "sen 30° = 0,5 ¢

sen 210° = -0,5" era verdadeira ou falsa e justificar essa resposta.

10° exercicio

Responderam corretamente e justificaram. 5 grupos
Responderam corretamente, mas ndo justificaram. 6 grupos
Nao responderam. 2 grupos

Tabela 34: Classificacdo das respostas dadas ao 10° exercicio.

Interessante observar que todos os alunos que responderam a questdo o fizeram
corretamente. Inclusive o grupo K, que ndo havia resolvido o 9° exercicio por ndo saber a
hipotenusa, resolveu o 10° corretamente e justificou: "Verdadeira segundo visualiza¢do do
grafico nos angulos 30° ¢ 210 °". Esse é um indicio de que o grupo conseguiu observar as
coordenadas do ponto P como seno ou cosseno, mas essa relagdo ndo esta clara para ele de
modo que consiga usar essa ideia em diferentes situagoes.

Com relagdo as respostas corretas, destaco a do grupo R: "Verdadeiro. O seno no
angulo de 30° ¢ igual a 1/2 ou 0,5. O angulo 210° ¢ o angulo oposto ao 30°, portanto o valor
de seno também ¢é oposto, ou seja igual ao de 30° mas negativo". Esse ¢ um exemplo de
resposta completa e que mostra que os alunos estdo construindo os conceitos de seno e
cosseno no circulo trigonométrico corretamente.

A tabela 35 mostra a classificagdo das respostas aos exercicios 11° e 12°. As respostas
foram agrupadas em uma unica tabela por serem semelhantes. Os dois ultimos exercicios
solicitavam que os grupos escrevessem em quais quadrantes o seno ¢ positivo ou negativo e

em quais quadrantes o cosseno € positivo ou negativo.
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11° exercicio | 12° exercicio

(seno) (cosseno)

Identificaram corretamente os sinais para seno ou cosseno nos
9 grupos 10 grupos

quadrantes.
Responderam que apenas em um quadrante seno ou cosseno ¢

_ 2 grupos 2 grupos
negativo.
Errou a resposta. 1 grupo -
Nao respondeu. 1 grupo 1 grupo

Tabela 35: Classificacdo das respostas dadas ao 11° e 12° exercicio.

Dois grupos responderam que em apenas um quadrante ocorre o sinal negativo. O
grupo B respondeu no 12° exercicio: "O valor do cosseno ¢é positivono 1°Q,3°Qe4°Q e
negativo, apenas no 2° Q".

O grupo O errou a resposta do 11° exercicio, pois fez a mesma analise realizada para o

cosseno: "O seno ¢é positivo em dois quadrantes, no 1° ¢ no 4°, e negativo em dois, no 2° ¢ 3°".

4.7.3 Comentarios sobre a atividade 5

A atividade 5 foi a ultima a ser realizada com a turma de 45 alunos no laboratério de
informatica. Apenas 13 grupos conseguiram completar a atividade durante a aula e, mesmo
sendo possivel entrega-la apos o periodo de aula, apenas esses grupos entregaram o trabalho.

Sobre as resolugdes dos exercicios da atividade 5, cabe destacar as observagdes
seguintes:

Muitos grupos ndo compreenderam perguntas como a do exercicio 2: "Mova o ponto P
apenas no 1° quadrante. Qual relagdo vocé observa entre as medidas dos segmentos OS ¢ OC
comparando-as com as coordenadas do ponto P?". Esperava que os alunos observassem que a
abscissa ¢ a ordenada do ponto tinham o mesmo valor (em mddulo) que as medidas dos
segmentos OC e OS. A maioria dos grupos (11 dos 13 grupos - tabela 26) ndo comparou as
medidas dos segmentos com as coordenadas do ponto, fixou-se na informacdo de que os
segmentos OS e OC aumentam ou diminuem. Essa fixagdo nos segmentos pode ser constatada
também no 5° exercicio, em que 7 dos 13 grupos observaram apenas o aumento ou a

diminuigdo dos segmentos.
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Alguns grupos ndo conseguiram responder aos exercicios em que eram formuladas
mais questdes, como no exercicio 7: "No terceiro quadrante, o angulo AOP varia de quanto a
quanto? E os valores de seno e cosseno, variam de quanto a quanto?". Nesse exercicio, trés
informagdes foram pedidas: variacdo do angulo, do seno e do cosseno. No 7° exercicio, 4
grupos responderam somente o que se referia a seno e cosseno ou somente a variagdo do
angulo. No 8° exercicio, 6 dos 13 grupos também responderam somente a variagdo de seno e
cosseno ou somente a variagao do angulo.

Alguns grupos fixaram-se nos valores que apareciam juntos aos segmentos OS e OC,
consequentemente, ndo observaram as mudancas de sinal nos quadrantes. Percebi esse fato
analisando e comparando as respostas dadas aos exercicios 4, 6, 7, 8 ¢ 9. No 4° exercicio, 10
dos 13 grupos respondem que, no 1° quadrante, seno e cosseno variam de 0 a 1 (observando
os segmentos ou o ponto P). Nesse exercicio ndo importava se os grupos olhavam para os
segmentos ou para o ponto, pois seno e cosseno sao positivos no 1° quadrante. J4 no 6°
exercicio, 4 grupos respondem a variagdo de 0 a 1 para seno e cosseno, porém cosseno no
segundo quadrante varia de 0 a -1; no 7°, 2 grupos respondem que a varia¢do ¢ de 0 a 1, mas
cosseno e seno variam de 0 a -1 no 3° quadrante; no 8°, 3 grupos ndo observaram o sinal
negativo e no 9° exercicio, 2 grupos atribuiram o valor 1 (positivo) para todos os valores de
seno e cosseno solicitados.

Essas respostas dos alunos podem estar associadas ao fato de que, na figura dada,
varias informagoes estavam aparecendo: o circulo trigonométrico de raio 1, o segmento OS ¢
sua medida, o segmento OC ¢ sua medida, o triangulo OCP, o ponto P e suas coordenadas e o
angulo AOP e sua medida em graus. Os alunos tinham que distinguir as informacdes em cada
exercicio conforme o que estava sendo perguntado ou relacionar duas, trés ou mais
informacgdes para responder ao exercicio. Esses procedimentos ndo sdo triviais considerando-
se que, em geral, os alunos resolvem exercicios em que ndo ha necessidade de escolher as
informagdes pertinentes a pergunta, essas informagdes ja estdo explicitas no enunciado ou na
figura. Ainda deve-se considerar que solicitar comparagdes entre dados matematicos também
pode ser complicado para os alunos, na medida em que estdo acostumados, de acordo com
minhas experiéncias, com exercicios matematicos cujos enunciados solicitam: calcular,
efetuar ou resolver ao invés de observar, comparar e analisar. Essa dificuldade relaciona-se
novamente com a ideia de contrato didatico: "para resolver um problema € preciso encontrar
os dados no seu enunciado. Nele devem constar todos os dados necessarios e ndo deve haver

nada de supérfluo”" (SILVA, p. 51, 1999).
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Com relagdo aos avangos obtidos pelos grupos nessa atividade, destaco:

a) dos 13 grupos, apenas 1 ndo conseguiu identificar os lados do tridngulo retdngulo
corretamente para o calculo do seno e¢ do cosseno no exercicio 3, e 11 desses grupos
calcularam corretamente seno e cosseno no tridngulo. Aqui observo que as dificuldades
identificadas nas atividades iniciais parecem ter sido superadas pela maioria dos grupos.

b) mesmo os grupos apresentando dificuldades em observar os sinais de seno e de
cosseno (comentado no item ¢ anteriormente), observo que nos exercicios 10, 11 ¢ 12 a
maioria dos grupos percebeu as mudancgas de sinais. No exercicio 10, que pedia para avaliar
como verdadeira ou falsa as igualdades sen 30° = 0,5 e sen 210° = -0,5 ¢ justificar a resposta,
11 grupos responderam que eram verdadeiras. Nos 11° e 12° exercicios, os quais pediam para
identificar os quadrantes positivos ¢ negativos para seno ¢ cosseno respectivamente, 9 grupos
identificaram corretamente os sinais para seno ¢ 10, para cosseno. Destaco que os grupos que
ndo estavam observando o sinal negativo nos exercicios anteriores incluiram-se nos grupos
que acertaram ou que identificaram o sinal negativo em apenas um quadrante, ou seja,
perceberam a possibilidade de ter-se valores negativos para o seno € 0 cosseno.

Nao tive oportunidade de dar um retorno sobre as resolugdes da atividade 5 para os
alunos, porém foi feita uma aula de revisdo (no ultimo dia de aula com a turma) sobre os
pontos importantes e sobre os problemas que foram observados nas resolucdes das atividades
anteriores. Essa aula de retomada foi a conclusdo da primeira etapa da experiéncia didatica.
Apds minha saida da escola, a turma continuou estudando os conteudos de Trigonometria da
forma mais usual, sem a utilizagdo do GeoGebra.

Para a realizacdo de uma avaliacio dessa primeira etapa da experiéncia, separarei os
grupos em trés categorias conforme o desenvolvimento dos conhecimentos abordados nas

atividades. A tabela 36 mostra os conhecimentos que busquei desenvolver em cada uma delas.
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Tridngulo retangulo (identificacdo de lados e de angulos).

Razdo.

Angulo (angulos agudos, angulo reto, soma de angulos internos, relagio
o entre lados e angulos).

Atividade 1
Semelhanga.

Razdes trigonométricas: seno, cosseno e tangente.

Construir tridngulos retangulos a partir de suas propriedades.

Conhecer, manipular e utilizar as ferramentas do programa.

Identificar a razdo trigonométrica a ser utilizada de acordo com as
informag¢des dadas no problema.

o Aplicar as razdes trigonométricas na resolu¢do dos problemas.
Atividade 2 A
Obter os valores de seno, cosseno ou tangente do angulo.
Resolver os problemas.

Estabelecer comparagdes.

Construir o circulo trigonométrico.
Caracterizar o circulo trigonométrico.

o Observar a variagdo do angulo central AOP.
Atividade 3 .
Compreender angulos congruentes (maiores do que 360° e menores do que
0°).

Discutir as limitagdes do programa.

Angulos no circulo trigonométrico.
Atividade 4 | Arcos.

Relacionar angulos medidos em graus e arcos medidos em radianos.

Triangulo retangulo.

o Seno e cosseno dados pelas coordenadas do ponto P no circulo
Atividade 5 _ _
trigonométrico.

Analise da variag@o dos valores de seno e cosseno em cada quadrante.

Tabela 36: Conhecimentos abordados nas atividades da 1* etapa da experiéncia.

Na primeira categoria, estdo os grupos que mostraram ter compreendido os conceitos
abordados ao longo da experiéncia; na segunda categoria, estdo os grupos que mostraram ter
compreendido parte dos conceitos abordados; na terceira categoria, estdo os grupos que

mostraram nao ter compreendido a maior parte dos conceitos abordados nas atividades.
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1*) Os grupos B, D, G, N, O e P conseguiram compreender os conceitos abordados ao
longo da experiéncia de ensino.

Por exemplo, o grupo G desenvolveu os conceitos de razdo trigonométrica: calculou
corretamente 14 das 18 razdes pedidas na atividade 1, mas em 4 razdes, errou a identificagido
dos lados do triangulo retangulo de acordo com o angulo de referéncia. Porém, na atividade 2,
conseguiu identificar todas as razdes trigonométricas a serem utilizadas na resolugcdo dos
problemas de aplicacdo e identificou os lados dos tridngulos retangulos corretamente nas
resolugdes. Na atividade 1, observou corretamente a variagdo dos lados dos tridngulos
retangulos semelhantes, enquanto os angulos permaneciam com as mesmas medidas;
construiu corretamente os triangulos retadngulos conforme o roteiro indicado. Na atividade 3, o
grupo conseguiu observar a variagdo dos angulos em cada quadrante do circulo
trigonométrico ¢ compreendeu o conceito de angulos maiores do que 360° ou menores do que
0°. Na atividade 4, compreendeu a nocdo de arco medido em radianos, identificando
corretamente o quadrante em que fica a extremidade final dos arcos indicados e estabelecendo
corretamente as relagdes entre os angulos medidos em graus e os arcos medidos em radianos.
O grupo ndo entregou a atividade 5.

2%) Os grupos H, I, K, L, S, R e U conseguiram compreender parte dos conceitos
abordados.

Por exemplo, o grupo I, na atividade 1, ndo conseguiu calcular todas as razdes
trigonométricas, confundindo-se na identificacdo dos lados do triangulo para o calculo de
cosseno ¢ confundindo-se quando houve troca do angulo de referéncia, portanto, nesse
momento da experiéncia, os conceitos de razdo trigonométrica, de tridngulo retdngulo e de
angulo ndo estavam bem organizados. O grupo também ndo conseguiu realizar as duas
construcdes de triangulos retangulos. Na atividade 2, o grupo consegue resolver corretamente
os dois primeiros problemas propostos, identificando as razdes a serem utilizadas e
identificando os lados de acordo com os angulos de referéncia. Porém, o grupo ndo conseguiu
resolver os dois ultimos problemas, deixando-os em branco. Na atividade 3, o grupo
conseguiu construir e caracterizar circulo trigonométrico, observar a variagao dos angulos nos
quadrantes e conseguiu marcar os angulos congruentes (maiores do que 360° ¢ menores do
que 0°), explicando o procedimento realizado. Contudo, na atividade 4, ndo conseguiu
identificar os quadrantes onde estariam as extremidades finais dos arcos indicados, medidos
em radianos, inclusive considerou que o arco de 7 radianos ndo poderia ser marcado, pois

"ndo completa". Observei entdo que o conceito de dngulo ou de arco com medida maior do
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que uma volta ainda ndo tinha sido bem compreendido. Na atividade 5, o grupo consegue
calcular as razdes no triangulo retangulo, consegue observar corretamente a variacdo de seno
e cosseno nos quadrantes, inclusive observando os sinais, calcula os valores de seno e cosseno
para angulos de 0°, 90°, 180°, 270° e 360°.

3% Os grupos A, C,E, F,J, M, Qe T ndo conseguiram compreender a maior parte dos
conceitos abordados nas atividades. O grupo A permaneceu com dificuldades ao longo de
todas as atividades. Na atividade 1, ndo observa a propriedade da semelhanga de tridngulos de
que os lados variam proporcionalmente, enquanto os angulos ndo se alteram. Teve dificuldade
em identificar os lados quando se mudou o angulo de referéncia. Calculou corretamente 9 das
18 razdes solicitadas. Construiu corretamente um dos tridngulos retdngulos, mas ndo construiu
o outro. Nao compreendeu que o exercicio 8 era apenas para ser lido, completou as definigdes
apresentadas com valores. Na atividade 2, o grupo no conseguiu resolver nenhum dos
problemas apresentados, ndo identificando nenhuma das razdes trigonométricas a serem
utilizadas. Na atividade 3, ndo identificou a variagdo dos angulos em cada quadrante, mas
respondeu corretamente as questdes sobre angulos congruos. Na atividade 4, ndo
compreendeu a ideia de arco e medida de arco. Na atividade 5, ndo conseguiu identificar a
hipotenusa do tridngulo retangulo, ndo conseguiu calcular seno e cosseno no tridngulo
retangulo, concluiu que seno e cosseno ndo variam no circulo trigonométrico e ndo conseguiu
observar os valores de seno ¢ de cosseno dos angulos de 0°, 90°, 180°, 270° e 360°.

Nessa terceira categoria, foram incluidos os grupos que ndo entregaram duas ou mais
atividades, portanto ndo puderam ser avaliados de maneira precisa quanto ao seu crescimento
com relacdo ao aprendizado. Os grupos E e M ndo entregaram 2 atividades cada um e os
grupos F e T ndo entregaram 3 atividades.

A identificacdo dessas categorias permitiu observar que para alguns grupos seria
necessaria a continuagdo das atividades enfocando a retomada de conceitos, oportunizando
assim novas situacdes de aprendizagem para superacdo dessas incompreensdes que

persistiram ao longo da experiéncia.
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4.8 SIMETRIAS
4.8.1 Descricdo da atividade 6 e seus objetivos

A atividade 6 era composta por uma construcdo pronta e 5 exercicios. Nessa
construcdo, pontos P, P;, P, e P3 eram marcados sobre o circulo trigonométrico, segmentos
OS e OC apareciam destacados sobre os eixos e também era marcado o angulo AOP, como
pode ser visto na figura 77(a). Nessa construgdo, o tinico ponto que poderia ser movimentado
livremente era o ponto P, todos os outros movimentavam-se a partir do movimento de P, pois
foram construidos como simétricos uns dos outros: P; é simétrico a P com relagdo ao eixo
vertical, P, ¢ simétrico a P em relagdo a origem e P; ¢ simétrico a P com relacdo ao eixo

horizontal. Na figura 77(b), podemos ver a nova posi¢do dos pontos apés movimento do

ponto P.

P,=1-0.39,082) F=1(039 097

Py=1(0.77,-0.64)

Po=(-0.77,-0.64]

P, = (0.39,-0.92)
P, = (-0.39,-0.92) att '

(a) (b)

Figura 77: Constru¢ao dada aos alunos na atividade 6 e movimentacao do ponto P.

Nessa construgdo, o ponto P pode ser associado a variavel independente de uma
fun¢do, enquanto os pontos P;. P, e P; podem ser associados a variavel dependente. Assim
como o ponto P pode ser associado a variavel independente, enquanto os angulos AOP; AOP,

ou AOPs, a varidvel dependente.



169

O 1° exercicio pedia apenas que os alunos movimentassem o ponto P sobre o circulo e
observassem as relagdes entre os pontos marcados. Também apresentava aos alunos os nomes
das simetrias existentes entre os pontos. Aqui os alunos ndo precisavam registrar nenhuma
conclusdo. No 2° exercicio, os alunos também ndo precisavam registrar nenhuma resposta,
bastava que posicionassem o ponto P no primeiro quadrante. Esses dois enunciados podem ser

observados na figura 78.

1.inicialmente, apenas movimente o ponto P sobre o circulo trigonométrico e
ohserve as relagdes entre os pontos P's:

Os pontos P e P, sdo simétricos em relagdo ao eixo y.

F e P, sdo simétricos em relagdo ao eixo x.

F e P, sdo simétricos em relagdo @ arigem.

2. Fixe o ponto P no primeiro quadrante (ndo mexa mais no ponto por enguanta).

Figura 78: Enunciados dos exercicios 1 e 2.

O 3° exercicio pedia que os alunos obtivessem as medidas dos angulos AOP, AOP,

AOP; ¢ AOP;. Seu enunciado pode ser visto na figura 79.

3. Calcule e complete com as medidas (positivas) dos angulos tomados
no sentido anti-horario:

med(A0P) =

med{AOP, )=

med(AOP,) =

med(ADP )=

Figura 79: Enunciado do 3° exercicio.

O 4° exercicio era constituido de 10 itens ordenados de a até j. Cada item deveria ser
julgado como verdadeiro ou falso. Os alunos ndo precisavam justificar sua resposta, pois
respondiam apenas através da observacdo do movimento do ponto P sobre o circulo. Cada um

dos itens pode ser visto na figura 80.



4. Classifique emverdadeiras ou falsas as seguintes afirmacdes:

a) Os senos dos angulos AOP & AOP, t&m o mesmo
valor abhsoluto @ 0 mesmao sinal. R

b) Os senos dos dngulos AOP e AOP, tEm o mesmo
valor absoluto e 0 mesmo sinal. B

¢) Os cossenos dos angulos AOP & AOP, tém o mesmo
valor absoluto e sinais opostos. R

d) Os cossenos dos dngulos AOF e AOP, t&m o mesmo
valor absoluto & sinais opostos. R

g) Os senos dos angulos AOP & AOP, t8m mesmo
valor absoluto e sinais opostos. B

f) Os cossenos dos &ngulos AOP e AOP, t8m o mesmo
valor absoluto & sinais iguais. R

g) sen 246 5°=- sen 66,5° R:

hycos 317 49°=cos 42 51° R
ilsen14812°=-s5en 31,88° R:

jleos10088°=-cos 7912°R:

Figura 80: Enunciado do 4° exercicio.
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O 5° exercicio era constituido por 6 itens ordenados de a até f. Nesse exercicio, os

alunos tinham que resolver as equagdes trigonométricas apresentadas através da observagao

das relagdes no circulo trigonométrico. O enunciado e as equagdes podem ser vistos na figura

1.
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5. Resolva as equacdes trigonomeétricas abaixo. Para cada equagdo,
ohtenha todas as solugdes possiveis considerando 07 =x<360° ou
0=w=2m

a)senx=sends®
R

b) cosx=cos 1

R:

c)senx=-045
R

djcosx=10,7
R:

glsen2x=04

) cos 3x=-1

Figura 81: Enunciado do 5° exercicio.

O objetivo geral dessa atividade era que os alunos observassem as simetrias entre os
pontos em relacdo ao eixo x, ao €ixo y € a origem e, consequentemente, a simetria entre os
angulos, e que fizessem uso dessas relagdes para compreender as igualdades entre os valores
de seno para angulos em quadrantes diferentes, o0 mesmo para cosseno. Esperava que no 3°
exercicio os estudantes conseguissem calcular as medidas dos angulos AOP;, AOP, e AOP;
utilizando o angulo AOP, os angulos de 180° ou 360° e as no¢des de simetria. O objetivo do
4° exercicio era que os estudantes observassem e avaliassem se ¢ quando os valores de seno
ou cosseno para angulos em diferentes quadrantes tém o mesmo valor absoluto e sinais iguais
ou opostos. Pretendia com esse exercicio também desenvolver as redugdes dos angulos ao
primeiro quadrante de uma forma mais dindmica, enfocando as simetrias e ndo as féormulas de
reducdo comumente apresentadas aos alunos. O 5° exercicio introduziu as nog¢des basicas
sobre resolucdo de equacdes trigonométricas, enfocando o significado da incognita x no
circulo trigonométrico. O 5° exercicio também teve como objetivo que os alunos resolvessem

as equagdes utilizando as unidades de medida grau ou radiano.
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4.8.2 A realizacido da atividade 6 pelos alunos

A atividade 6 foi a primeira a ser realizada com o grupo reduzido de alunos, ou seja,
nesse ponto, iniciou-se a segunda etapa da pesquisa. Essa atividade foi realizada por 7 alunos,
sendo que duas duplas foram formadas e trés alunos trabalharam individualmente. Devido a
essa nova formagdo dos grupos de trabalho, a identificagdo dos mesmos passara a ser feita
como: grupo I, grupo II, grupo III, grupo IV e grupo V. A apresentacdo da analise das
respostas dadas pelos grupos também sera modificada. Serd apresentada por grupo e ndo mais
por exercicio de cada atividade como foi feito até a atividade 5. Essa mudanga na analise foi
considerada pertinente, uma vez que, com o nimero reduzido de participantes, o desempenho
de cada grupo poderia ser analisado ao longo das atividades € em um s6 momento, ao invés de
se intercalar, na analise, as respostas de cada grupo.

O grupo I foi formado por um aluno do grupo D. Esse grupo respondeu corretamente
ao 3° exercicio, o qual pedia para, ap6s fixar o ponto P no 1° quadrante, obter os valores dos
angulos simétricos ao AOP. No 4° exercicio, onde os alunos deviam classificar como
verdadeiras ou falsas as afirmativas, o grupo errou somente um dos itens, provavelmente, por
ser o primeiro que abordou o cosseno (os cossenos dos angulos AOP ¢ AOP; tém o mesmo
valor absoluto e sinais opostos). Respondeu como se fosse para seno, ou seja, que a afirmagao
seria verdadeira, porém ¢ falsa, pois no 1° e no 4° quadrante cosseno tem sinais iguais. Os
itens seguintes, sobre cosseno ou seno, estavam corretos, aparentemente percebeu a diferenga
entre as afirmativas sobre seno e as afirmativas sobre cosseno.

O 5° exercicio pedia que os alunos resolvessem as equagdes trigonométricas através
do circulo. Ele foi resolvido corretamente pelo grupo I até o item d, porém nos itens e ¢ f
(equacgdes sen 2x = 0,4 e cos 3x = -1), o grupo respondeu, respectivamente, "0,2 radianos//12°
e 2,94 radianos//168,5°" e "0,34 radianos//19,39° e 2,8 radianos //160,53°". O grupo I ndo
seguiu o caminho esperado de marcar um arco de comprimento 0,4, no sentido anti-horario no
item e, ¢ um arco de comprimento 1, no sentido horario, no item f, tomar os angulos
correspondentes e dividir esses angulos por 2 (item e) e por 3 (item f). As respostas mostram
que o grupo optou, no item e, por dividir o numero 0,4 por 2, marcar no circulo
trigonométrico o seno igual a 0,2 e observar a medida do arco em radianos e do angulo em
graus no 1° quadrante e no 2° quadrante. O grupo fez o mesmo para o item f. Na figura 82(a),
feita pela professora, pode-se observar o caminho seguido pelo grupo: posicionou o ponto P

de modo a ter a segunda coordenada, correspondente ao seno, com valor 0,2; o arco ficou
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também com medida 0,2 radianos e o angulo correspondente ficou igual a 11,68°, o qual foi
arredondado para 12°. Na figura 82(b), observa-se a resposta obtida no segundo quadrante: o
ponto P também apresenta o valor para seno igual a 0,2, o arco medindo 2,94 radianos e o

angulo medindo 168,5°.

Py=(-08802 P,=(0.98,02)

,=1(0.98,-0.2)
Py=(0.98-0.2)

Y *)

Figura 82: Resposta do grupo I ao item e do 5° exercicio.

A figura 83, também feita pela professora, ilustra o raciocinio andlogo utilizado para a
resolugdo do item f. Em 83(a) temos o ponto P = (0,94; 0,33), o arco de 0,34 radianos ¢ o
angulo de 19,39°. Em 83(b) temos o ponto P = (-0,94; 0,33), o arco de 2,8 radianos ¢ o angulo
de 160,53°. Isto ¢, o grupo tentou resolver a equacdo cos 3x = -1 como se fosse equivalente a

sen x = 1/3.

P, = (-0.94,0.3%) P=(0.94,0.33) 051 P, =(0.94,0.33)

_____ - — — — — —
- 160.53°

|
Py "
|

P4=(0.94,-0.33) P, = (-0.94,-03)

P, =(-0.94,-093) P,=(0.94,-0.33)

(@ (®)

Figura 83: Resposta do grupo I ao item f.

Esse procedimento na resolu¢do do 5° exercicio evidenciou a utilizagdo do teorema-
em-acdo: se sen ax = b entdo sen x = —, com a# 0. Esse teorema indica um tratamento linear
a

da razdo trigonométrica, como uma generalizacdo do procedimento de resolugdo de equagdes
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. b , -
do tipo ax" = b, ou x" =—, com a # 0. E um teorema falso, porém frequentemente utilizado
a

por alguns alunos de Ensino Médio; seu uso esta associado ao habito de simplificar o processo
de resolu¢do de uma equagédo pensando em "passar para o outro lado" da igualdade o valor
que esta multiplicando a incognita.

O tratamento linear aplicado a situagdes matematicas ndo-lineares tem sido
investigado por alguns pesquisadores, entre eles pode-se citar Villarreal, Esteley e Alagia
(2005). Os autores afirmam que a aplicacdo do tratamento linear a contextos ndo-lineares
aparece tanto nas resolugdes de problemas realizadas por estudantes de nivel médio, como por
estudantes de nivel superior, e ndo é, necessariamente, consciente.

O grupo II foi formado por um aluno do grupo L ¢ um do grupo S. O grupo realizou o
3° exercicio, que pedia para calcular os angulos simétricos ao angulo AOP do primeiro
quadrante. O didlogo abaixo mostra o tipo de raciocinio que o grupo II estava usando
inicialmente para tentar calcular o angulo AOP; do segundo quadrante e como foram
esclarecidas as duvidas pelo grupo I, que participou do didlogo, e pela professora. O aluno
que compde o grupo I serd identificado como Marcos, os dois alunos que compdem o grupo II

serdo identificados como Carlos e Otavio:

Carlos: Sora, como ¢ que eu fago essa aqui, a trés?

Professora: Tu fixou um angulo de quantos graus?

Carlos: 52, 92°.

Professora: Entdo a primeira coisa que tu vai escrever é a medida do AOP. O O é sempre esse ponto
central, entdo o dngulo AOP ¢ direto.

Carlos: Ta, 52,92°

Professora: Agora, mantém ele fixo [0 ponto P] na mesma posicio e tu vais medir o angulo AOP;.
Carlos: Ta, € esse aqui.

Professora: Isso. Como € que tu pode fazer pra calcular esse angulo?

Otavio: Levo o ponto P até o ponto P;.

Professora: Mas sem mexer no ponto P. O ponto P tem que estar fixo.

Carlos: AOP;...ndo ¢ o dobro?

Otavio: E, tu dobra!

Professora: Nao, ele ndo vai dobrar, porque se vocés dobrarem ¢ como se voc€s dissessem que o
angulo POP, tem a mesma medida [que o AOP]. [Professora mostra na tela os dois dngulos para os
alunos compararem as medidas e verem que sdo diferentes, conforme pode ser visto na figura 84].

Carlos: Sora, aqui € 90° graus.
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Professora: Certo.

Carlos: Aqui diz que P e P, s@o simétricos em relagdo ao eixo y .

Professora: Correto.

Carlos: Entdo eles estdo a uma mesma distancia um do outro.

Professora: Isso, eles estdo a uma mesma distancia.

Carlos: Entdo se aqui tem 52,92°, aqui também vai ter.

Professora: Correto.

Otavio: Dai, 90° mais 52...

Marcos: Nao, dai tu diminui 52,92° de 90° e soma o que sobrar com mais 90° daqui.

Professora: Pode ser, essa ¢ uma alternativa de resolugao.

Marcos: Ta.

Professora: Outra alternativa que vocés té€m....vocés podem resolver das duas formas...mas outra ideia
€ vocés olharem o angulo total do primeiro e do segundo quadrantes, juntos eles medem quanto?

Otavio: 180°.

Professora: Certo. O Marcos viu que esse angulo aqui € igual ao angulo de 52, 92° . Entdo se vocés
pegarem o 180° e tirarem essa parte vai sobrar o angulo AOP;. Vocés conseguem enxergar isso?

Carlos: Sim, sim.

P, = (0.5, 0.8) : = (0.6,0.8)

P,=1(-06,-0.8) P,=1(06-0.8)

Figura 84: Angulos AOP e POP, com medidas diferentes.

Destaco no didlogo acima que Marcos, do grupo I, utilizou um teorema-em-agdo que
se refere ao calculo do 4angulo simétrico a AOP no segundo quadrante:
AOP; = 90° - AOP + 90°. Esse teorema é verdadeiro e mostra que o aluno consegue

identificar, compor ¢ decompor angulos.
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O grupo II classificou corretamente como verdadeiras ou falsas todas as afirmativas do
4° exercicio, que abordavam as igualdades entre senos ou cossenos de angulos em quadrantes
diferentes.

No item a do 5° exercicio, os alunos tinham que encontrar a segunda solucdo da
equagdo sen x = sen 45°, para 0° <x < 360°. O grupo Il ndo observou a medida do dngulo no
segundo quadrante, respondeu apenas "0,79 radianos", ou seja, observou a medida do arco
correspondente ao angulo de 45°. J& no item b, que pedia a solugdo da equagdo cos x = cos 1,
para 0 < x < 2w, o grupo além de escrever uma aproximagdo correta em radianos, também
respondeu em graus: "5,8 r/ 303°". Esse procedimento mostra que o grupo estava conseguindo
estabelecer relagdes entre angulos e arcos. O grupo também resolveu corretamente a préxima
equagdo (sen x = -0,5), observando as duas solugdes (no 3° ¢ no 4° quadrante), ¢ deu a
resposta nas unidades grau e radiano. Ja na equacdo do item d (cos x = 0,7) o grupo observou
o valor de x somente no primeiro quadrante e deu a resposta em grau e radiano. As respostas
dadas aos dois ultimos itens sdo iguais as respostas dadas pelo grupo 1. O raciocinio utilizado
pelos alunos para resolverem as equagdes sen 2x = 0,4 e cos 3x = -1 foi confirmado na aula

seguinte, como mostra o seguinte dialogo:

Carlos: A ultima eu ndo entendi o que era para fazer.

Professora: Ta. Os itens iniciais estavam ok. Eu queria tentar entender como € que vocés resolveram
os itens e ¢ f, se vocés lembram.

Carlos: Aquele dia a gente pegou o arco e botou...a gente colocou o 0,4 em radianos.

Professora: 0,4 como radianos...mostra como € que tu fez.

Carlos: Deixa eu ver 0,2 radianos...na verdade, a gente pegou o 0,4 em radianos dai ¢ seno de 2x...a
gente dividiu por dois.

Professora: Pegaram o 0,4 e dividiram por dois?

Carlos: Dai a gente botou que 0,2 radianos equivalem a 12°.

Professora: E no f?

Carlos: Foi a mesma coisa...- 1. T4, 3x...igual ao angulo de 0,3. Agente dividiu -1 por 3.

Professora: Entdo vocés dividiram -1 por trés e acharam um arco de aproximadamente 0,34 e viram
qual era o angulo?

Carlos: E. Como fica o radiano negativo?

Na sequéncia do didlogo, foi explicado aos alunos que o valor do seno era igual a 0,4
na primeira equagao, portanto deveria ser visto o valor 0,4 na segunda coordenada do ponto P,

e que a segunda equagdo referia-se a cosseno, ¢ também se chamou a atencdo para a
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coordenada do ponto P. Discuti com os alunos que um arco cujo radiano ¢ negativo ¢ marcado
no sentido horario no circulo trigonométrico, porém na equagdo cos 3x = -1 esse valor -1 ndo
¢ a medida do arco, mas sim o valor do cosseno.

O procedimento do grupo II para a resolugdo dos ultimos itens do exercicio confirmou

o que havia sido comentado na analise da resposta do grupo I, isto €, que sdo frequentes os
casos de alunos que se utilizam do falso teorema-em-agdo: se sen ax = b entdo sen x = —,
a

considerando essas equagdes trigonométricas como lineares.

O grupo III foi formado por um aluno que pertencia ao grupo R. O grupo III realizou
toda a atividade corretamente, exceto pelo item f do 5° exercicio. Durante a realizacdo da
atividade, o grupo mostrou que estava entendendo os conceitos sobre simetrias abordados na
atividade. O diadlogo seguinte mostra que o grupo consegue perceber as simetrias entre os
pontos P, Py, P, e P; claramente e que consegue articular diferentes formas de pensar como
calcular os angulos simétricos. Inclusive, a escolha da medida 45° para o angulo AOP foi feita
de forma intencional, para facilitar o calculo mental ou simplificar o problema. O raciocinio
verbalizado sugere que o grupo provavelmente conseguiria calcular os angulos simétricos,

talvez com auxilio de lapis e papel, se a medida escolhida fosse outra.

Jonas: P e P, sdo simétricos em relag@o ao eixo y, isso quer dizer que t€ém a mesma distancia? [aluno
refere-se a distancia do ponto P ao eixo y e do ponto P; ao eixo y].

Professora: Sim. Essa distancia aqui ¢ a mesma daqui.

Jonas: Entao quer dizer que todos sdo simétricos a todos.

Professora: Sim, o P € simétrico ao P; em relagdo ao eixo x, depois P e P, sdo simétricos em relagdo ao
y e P eo P, sdo simétricos em relagdo a origem.

Jonas: Entdo P, e P; sdo iguais.

Professora: O P; e o P3 sdo simétricos em relag@o a origem.

Jonas: Entdo isso aqui [calculo da medida do angulo AOP,], eu tenho que fazer 45° + 45° + 45° ou
180°- 45°?

Professora: Sim, como tu fixou um angulo de 45° pode ser.

Jonas: Melhor do que complicar com um angulo cheio de virgula.

Observei a partir desse didlogo que Jonas utilizou-se de dois teoremas-em-acao
referentes as simetrias. O primeiro deles foi: "se os dngulos formam um retangulo no circulo
trigonométrico, entdo os quatro angulos sdo simétricos entre si". Esse teorema-em-acdo pode

ser observado a partir da fala de Jonas logo apds ter observado a figura apresentada na
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atividade: "Todos sdo simétricos a todos". O segundo teorema-em-agdo identificado referiu-se
ao calculo do angulo simétrico a AOP no 2° quadrante: 40P, = 180° - AOP ou
AOP, = AOP + AOP + AOP. A primeira parte desse teorema-em-agdo é verdadeira para
qualquer angulo AOP do 1° quadrante; porém, a segunda parte, s6 é verdadeira se
AOP = 45°, valor escolhido pelo grupo.

Para o item f'do 5° exercicio, no qual o grupo tinha que resolver a equacdo cos 3x = -1,
no intervalo de 0 < x < 360°, o aluno respondeu: "60° ¢ 100,9°". A primeira parte da resposta
indica que o aluno compreendeu o significado da equacdo, ou seja, encontrou o angulo cujo
cosseno vale -1 e depois dividiu esse angulo por 3. A segunda parte, o valor 100,9°, parece
ndo ter significado. O aluno foi questionado na aula seguinte sobre o que pensou e ndo soube
explicar, inclusive parece considerar que para essa equacdo ha apenas uma solucdo

considerando-se 0° < x < 360°, como pode ser observado no didlogo seguinte:

Professora: No item f, tu colocou duas respostas: 60° ¢ 100,09°. Tu lembra porque tu colocou essas
respostas?
Jonas: O de 60° eu lembro. Trés vezes alguma coisa para dar 180°. Agora, como eu cheguei em 100°?

Como € que eu cheguei em 100°?! ...Eu acho que eu viajei. Nao me lembro.

Observamos aqui que Jonas faz uso de um teorema-em-acdo que mostra a

compreensdo do procedimento que pode ser utilizado para a resolugdo da equagdo

o

trigonométrica: se cos ax = -1, entdo ax = 180°, logo x = . Esse teorema esta implicito

na fala: "O de 60° eu lembro. Trés vezes alguma coisa para dar 180°".
O grupo IV foi formado pelas duas alunas do grupo O da primeira etapa da
experiéncia. O grupo IV respondeu corretamente ao 3° exercicio. O dialogo seguinte mostra o

tipo de raciocinio que o grupo utilizou para calcular os angulos simétricos.

Francisca: Prof. ta tudo errado aqui.

Professora: O que ta tudo errado?

Francisca: T4, do AOP,, dai eu fiz 90°...ndo fiz 180° menos 39,91°, ai deu 140,09°. Ai eu fiz AOP,
pegando 180° mais 39,91°.

Professora: Correto.

Francisca: Ai esse aqui a gente fez 270° mais 39,91° deu errado, entdo fiz 360° menos 39,91° e deu
certo.

Professora: Exatamente, ¢ com o 360°. Por que gurias?
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Francisca: E esse aqui...

Manuela: ...foi o que eu falei, tinha que dar 09 no final, porque o outro calculo deu com 91.

Podemos notar que o grupo ndo estava utilizando diretamente a simetria entre os
angulos, porém estava analisando as possiveis respostas para o valor do angulo, observando
um padrdo que decorre das simetrias: para o 2° e 3° quadrantes obtiveram 140,09° ¢ 219,91°,
entdo se no 1° quadrante o angulo era de 39,91°, ele terminava em "91", logo o angulo do
quarto quadrante teria que terminar em "09". O grupo somou 270° mais 39,91° e observou
que ndo dava final 09, sendo assim, eliminaram essa resposta e acabaram calculando
corretamente 360° - 39,91°.

Nesse didlogo identifiquei a utilizagdo do seguinte teorema-em-acao para o calculo de
angulo simétrico no 4° quadrante: 4OP; = 270° + AOP ou AOP; = 360° - AOP. Apenas a
segunda parte do teorema ¢ verdadeira e foi interessante o raciocinio utilizado pelo grupo para
determinar qual dessas duas formas de calcular seria a correta: a compara¢do, comentada
acima, das casas decimais das respostas possiveis. A partir dessa comparacdo, optaram pelo
procedimento: AOP; = 360° - AOP. Essa comparagdo mostra que o grupo conseguiu resolver
o problema a partir da observac@o de padrdes nos valores.

No 4° exercicio, erraram os itens ¢ ¢ f. O erro do grupo IV parece estar associado a ndo
diferenciagdo entre seno ¢ cosseno nas resolugdes dos itens a ao f. Essa conclusdo esta
baseada no fato de que, se se trocar cosseno por seno nos itens ¢, d ¢ f, as afirmativas ficam
todas corretas (isto pode ser visto analisando-se as respostas que constam na figura 85, onde o

circulo foi acrescentado pela professora para melhor visualizagdo dos angulos).
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a) Os senos dos angulos AOP e AOP, tm o mesmo
valor absoluto e 0 mesmo sinal.

R Werdadeira.

b) Os senos dos dngulos AOP & AOP, tém 0 mesmo
valor absoluto e 0 mesmo sinal.

P,=(-074 068 P=(074 068
R: Falso.

c) Os cossenos dos angulos AOP eﬁu[')F’3 t&m o mesmo
valor absoluto e sinais opostos.

R Werdadeiro. A :
5 15
o) Os cossenos dos dngulos AOP eﬁuf)F’2 t&m o mesmo
valor absoluto e sinais oposios.
R:Werdadeiro. _ R
P,=(-0.74,-0.8 Py=(0.74,-0.68)

£) Os senos dos dngulos AOP & AOP, tém mesmo
valor absoluto e sinais oposios.

R:Verdadeiro.

f) Os cossenos dos dngulos AOP eA0P1 t&m o mesmo
valor absoluto g sinais iguais.

R:Verdadeiro.

Figura 85: Resolucdo do 4° exercicio pelo grupo IV.

Os itens g ao j, do mesmo exercicio, foram respondidos corretamente pelo grupo,
inclusive para cosseno. O que pode ter ajudado na resolugdo desses itens foi a mudanga no
formato das afirmativas, isto €, passou-se de frases escritas por extenso para igualdades
numéricas. Podemos observar, por exemplo, o item /: cos 317,49° = cos 42,51°.

No 5° exercicio, o grupo IV resolveu corretamente todos os itens, exceto o b, como
pode ser observado na figura 86. No item b, o grupo parece ter interpretado a equagdo como

cos x =1, e desse modo teria chegado ao valor 0° ou 0,01°, como foi aproximado pelo grupo.



181

a)senx=sendq®
R: 1357

ycosx=cos1

clsenx=-05
F:210%e 330.18°
dycosx=07
F:4562* e 314°
e)sen 2x=04

R x=1172"e78,28°
fieos 3x=-1

R x=60°

Figura 86: Resolucdo do 5° exercicio pelo grupo IV.

Na resolugdo do item b, identificou-se o teorema-em-agao: resolver cos x = cos 1 é o
mesmo que resolver cos x = 1. Esse teorema-em-agdo ¢ falso, uma vez que as solugdes da
equacdo dada, para 0 < x < 2m, s@o o arco de 1 rad e o arco simétrico a ele no 2° quadrante,
isto ¢, m - 1; a resposta obtida pelo grupo ¢ uma aproximac¢do de um angulo, ou arco, cujo
cosseno vale 1. Nao ficou claro se o grupo respondeu 0,01 em radianos ou quis responder em
graus, mas esqueceu o simbolo: °.

O grupo V realizou a atividade até o 4° exercicio, sendo que resolveu corretamente o
3° e errou apenas 2 dos 10 itens do 4° exercicio. O aspecto que destaco na realizacdo da
atividade pelo grupo foi a forma como entendeu a simetria inicialmente. Observe o didlogo

abaixo.

Professora: Qual relacdo tem entre o P e o P3?

Leandro: Um ¢ negativo em relagdo ao outro. E um espelho.

Professora: Isso, eles tém uma posi¢ao espelhada um em relagdo ao outro. Essa posi¢do espelhada ¢
em relacdo a quem: ao eixo y ou ao x?

Leandro: [Aluno aponta para o eixo y].
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Professora: Como ¢é que tu estas enxergando que € em relagdo a )?

Leandro: Esse é o negativo desse [Aluno aponta para os segmentos vermelhos OS marcados sobre y]
Professora: Ok. Quando a gente usa essa ideia do espelho que tu disseste, ¢ como se a gente estivesse
colocando o espelho sobre o eixo x. Olha aqui, se eu colocar [0 espelho] nessa posi¢do, eu vou ver o

ponto refletido ali em baixo [no 4° quadrante]. Entdo essa ideia ¢ a reflexdo com relagdo ao eixo x.

Fica evidente que Leandro observa a simetria existente entre os pontos P e Pj,
respectivamente no 1° e 4° quadrantes, mas pensa que essa simetria ¢ relativa ao eixo y

justamente por estar comparando as alturas.

4.8.3 Comentarios sobre a atividade 6

A atividade 6 foi a primeira a ser realizada com o grupo menor de alunos. Observou-se
que a reducdo no numero de participantes facilitou o acompanhamento da realizacdo da
atividade. Pude sentar com cada um dos grupos, acompanhar e participar dos dialogos por
mais tempo, observando melhor e registrando as ideias que foram sendo expressas durante a
resolugdo dos exercicios, mas que ndo foram escritas nas respostas. Com a turma toda (45
alunos) n3o havia sido possivel acompanhar cada pequeno grupo por um tempo mais
significativo, uma vez que varios grupos solicitavam auxilio ao mesmo tempo.

A atividade 6 foi uma situagdo em que as dificuldades apresentadas na atividade 5
foram retomadas. Na atividade 6, enfatizei a utilizagdo das coordenadas dos pontos para
observagdo dos valores de seno e de cosseno, e por isso as medidas dos segmentos OS e OC
permaneceram ocultas. Essas medidas tinham sido utilizadas pelos alunos para a obtengdo dos
valores de seno e cosseno e, por isso, alguns deles haviam obtido somente valores positivos
para seno e cosseno na atividade anterior. Ao ocultar essas medidas, observei que os alunos
conseguiram observar as coordenadas dos pontos para obter as informagdes pedidas nos
exercicios.

Destaco nessa atividade a variedade de teoremas-em-agdo utilizados pelos alunos para
a obtengdo dos angulos simétricos:
1°) AOP, = 90° - AOP + 90° (grupo I);
2°) AOP; = 180° - AOP ou AOP, = AOP + AOP + AOP (grupo III);
3°) AOP; = 270° + AOP ou AOP3 = 360° - AOP (grupo IV).

Essa variedade de teoremas-em-agdo demonstra que existem diferentes e interessantes

estratégias de resolucdo de uma mesma situagdo ou de situagdes semelhantes. Essa atividade
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permitiu registrar essas estratégias e discutir com os alunos suas ideias. Observei também que
a troca de informagdes entre os grupos enriqueceu os didlogos, que ndo ficaram restritos a
mediagdo da professora. Essa cooperacdo entre os grupos foi considerada um aspecto
fundamental para a compreensdo dos conceitos abordados na atividade, uma vez que um
aluno explica sua ideia para outro utilizando-se de uma mesma linguagem, a qual é diferente
daquela utilizada pela professora.

Destaca-se na resolucdo da atividade o aparecimento do falso teorema-em-agdo: se
< b . L .
sen ax = b entdo sen x = —, comentado anteriormente, que ¢ utilizado por alunos do Ensino
a

Médio e do Ensino Superior, conforme pude observar em minhas experiéncias em sala de
aula. Para a retomada e corre¢do desse teorema-em-ac¢do, o GeoGebra foi fundamental, pois
permitiu a professora mostrar aos grupos a diferenca entre marcar um arco de 0,4 radianos,
observar o angulo correspondente e dividir a medida do angulo por dois (procedimento errado
realizado por dois grupos para a resolu¢do da equagio sen 2x = 0,4) e posicionar o ponto P de
tal forma que o seno seja 0,4, observar o angulo correspondente e entdo dividi-lo por dois
(procedimento correto). O GeoGebra também facilitou a visualizacdo das outras possiveis
solugdes das equagdes apresentadas, pois ¢ comum que o aluno encontre, por exemplo, uma
solucdo de equagdo trigonométrica no 1° quadrante, porém ndo observa as outras solu¢des no
2°, no 3° ou no 4° quadrante.

Finalizo a analise dessa atividade enfatizando a facilidade com que os grupos deram
suas respostas as equagdes tanto em radianos como em graus, indicando que a unidade
radianos estava sendo, aos poucos, usada com naturalidade, ou seja, os alunos mostraram que
estavam conseguindo observar a medida do arco em radianos ¢ a medida do dngulo em graus
ao mesmo tempo. Essa observacdo ¢ importante, pois ela mostra que é possivel que os alunos
compreendam radianos sem precisarem recorrer ao calculo de regra de trés para sua

transformagdo para graus.
4.9 RETOMANDO CONCEITOS: RADIANOS
4.9.1 Descricao da atividade 7 e seus objetivos
A atividade 7 tinha o objetivo de retomar com os alunos o significado dos calculos de

seno e cosseno de arcos medidos em radianos e também introduzir a associagdo de um

segmento OP', marcado sobre o eixo x, com a mesma medida do arco AP. Essa associagdo
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deveria ser feita através da observacdo da abscissa do ponto P', que representa a medida do
arco AP, ou através da observacdo da medida do segmento OP'. A atividade 7 era, portanto,
uma preparacdo para a proxima atividade, que abordaria o estudo dos graficos das funcdes
seno e cosseno no plano cartesiano.

A atividade era composta por dois exercicios ¢ uma constru¢do. A constru¢do era o
circulo trigonométrico em que a medida do angulo AOP em graus nio estava visivel. Estavam
marcados apenas o ponto A = (1, 0), o ponto P sobre o circulo ¢ o arco AOP. No 1° exercicio,
os alunos deveriam mover o ponto P sobre o circulo e completar os valores de seno e cosseno
dos arcos cujas medidas eram dadas em radianos. O enunciado do 1° exercicio, os itens para

serem completados e a constru¢do dada podem ser vistos na figura 87.

1. Mova o ponto P sobre o circulo e complete:
senl= 2r
1 cos 1= sen4-=
sen 2,02=
cos 2,02= m
cos =
sen 3,46 =
21 cos 3,45= m
sen(-—)=
a
sen b=
cos f= cos (- 2)=
P=(089 048
- — — — —
0.47
I
0 Ve .
oo ™2 m

Figura 87: Parte inicial da atividade 7.

O 2° exercicio pedia que os alunos exibissem a janela de Algebra e clicassem sobre o
ponto P' e sobre b para torna-los visiveis. "b" era o nome do segmento com extremos nos

pontos O e P'. Os alunos deveriam mover o ponto P no circulo e observar que o ponto P'
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movia-se de forma dependente de P. O exercicio perguntava entdo qual era a relagdo que

existia entre a medida do arco AP ¢ a medida do segmento OP'. Na atividade, o eixo
. . T T . , -
horizontal foi graduado de 5 em . Na figura 88, podemos ver o enunciado do 2° exercicio

e o circulo com o ponto P' e 0 segmento b exibidos.

2. Exiba ajanela de algebra e nela clique sobre o ponto P'e sobre b para torna-los visiveis.
Mova o ponto P e observe a relagdo gue existe entre as medidas do arco AP e do
segmento 0P O que vocé observou?

Resposta:

P =(-0.65 0.76)

Figura 88: Enunciado do 2° exercicio e ponto P' e segmento b sobre o eixo x.

4.9.2 A realizacido da atividade 7 pelos alunos

O grupo I realizou toda a atividade corretamente. No 2° exercicio, por exemplo,
concluiu que "Independente do movimento feito, a medida do arco AP serd igual a medida do
segmento OP"'.

O grupo I também entregou a atividade resolvida corretamente, exceto por um erro de
sinal em um dos itens que, aparentemente, foi um erro de atengdo. Durante a realizacdo da
atividade, o grupo apresentou confusdes entre o valor do seno de um arco dado em radianos e
a medida do proprio arco. No didlogo abaixo, o grupo II mostra essa duvida com relagdo ao

sen 2,02 e cos 2,02 pedidos no exercicio 1:

Carlos: Aqui no sen 2,02 a gente fez uma regra de trés.

Professora: Como assim regra de trés? Me explica melhor.



186

Carlos: Aqui ndo quer saber o sen 2,02 quantos radianos?

Professora: Como?

Carlos: 2,02 quer dizer que € o valor do seno?

Professora: Essa que € a ideia: 2,02 é a medida do arco medido em radianos.

Carlos: Entdo ¢ aqui 6...[aluno marca no circulo trigonométrico um arco de medida 2,02]...¢ 0,9.
Professora: Isso. Entdo vocés tém que cuidar isso: vocés estdo confundindo um arco medido em
radianos com o valor do seno desse arco. Outra coisa, o seno de um arco teria como dar resultado
maior do que 1? [professora vé a resposta dada ao primeiro item sen 1 = 1,57 e aproveita para
questiona-los sobre isso]

Otavio: Nao, o limite dele ¢ 1.

Professora: Olha o que vocés responderam no item anterior.

Carlos: Mas ndo ¢ aqui 6: 1? [aluno aponta para o valor 1 que aparece no eixo y]. Se colocar no 1, fica
1,57.

Professora: Ent3o, de novo: aqui vocés colocaram o valor do arco como sendo 1,57 e o seno como
sendo 1, mas € o contrario. Vocés tém que marcar um arco de medida 1 radiano e ver o seno
correspondente.

Carlos: T4, no caso, 90°.

Professora: Nao, esse € o angulo correspondente ao arco de 1,57 radianos. O que se quer em sen 1 é o
seno de um arco de medida 1 radiano. A medida do arco ¢ aquela em vermelho.

Carlos: Sim, mas tipo em sen 1, ndo € s6 colocar a coordenada em 17?

Professora: Ai € que ta. O seno ndo ¢ 1, o valor 1 que aparece ali € o arco em radianos. Marca um arco
de 1 radiano.

Carlos: [aluno marca o arco].

Professora: Isso. Tu marcou o arco de 1 radiano e quer o seno de 1 radiano.

Carlos: Ahta, é 0,84.

Otavio: Ah, agora entendi!

Observei nesse momento que o grupo II estava utilizando-se do seguinte teorema-em-
acdo: sen a € o mesmo que sen = a, com o medido em radianos. Pude notar com esse
teorema-em-agdo que o grupo estava com dificuldades de diferenciar a medida do arco dada
em radianos do valor do seno desse arco. Esse teorema-em-acdo foi identificado através das
falas: "Aqui ndo quer saber o sen 2,02 quantos radianos? 2,02 quer dizer que é o valor do
seno?" e através da resposta: sen 1 = 1,57. Ao longo do didlogo com o grupo, os
componentes percebem a diferenca entre as expressdes sen a = x e sen x = o, sendo oo um

valor conhecido. Aproveitei esse momento de didlogo para discutir que senos e cossenos nao
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assumem valores maiores do que 1, ou menores do que -1, pois o raio do circulo
trigonométrico tem sempre 1 unidade de medida.

Para a resolug@o do ultimo item do 1° exercicio, Carlos estranha o sinal negativo em
"cos (-2) =", porém Otavio (do mesmo grupo II) e Marcos (do grupo I) intervém sugerindo

duas resolugdes possiveis:

Carlos: Cosseno do radiano -2?

Otavio: Mas ¢ o arco. Pega o arco.

Carlos: Nao entendi essa tltima.

Professora: O raciocinio que vocés vao usar ¢ semelhante ao que vocés fizeram no item anterior
[referindo-se ao sen (-n/3) resolvido corretamente pelo grupo].

Carlos: Sim, mas a gente tava vendo em radianos....E que ndo tem como dar negativo.

Otavio: Mas aqui a gente faz a mesma coisa com o 2. A gente transforma em -2, ai a gente pega o
valor dele negativo, bota o menos. [Otdvio mostra na tela o arco de medida 2 e aponta o seu simétrico
em relacdo ao eixo x].

Marcos: Ou tu bota o quanto falta para atingir uma volta inteira.

Professora: Quanto falta para atingir uma volta inteira?

Marcos: Isso. Por exemplo, aqui 6. Bota o ponto P aqui, praticamente da 6,28. Foi o que eu fiz pelo
menos e diminui o valor que pediu.

Professora: Isso. Também esta certo.

Professora: Entdo o cosseno do -2 é...?

Otavio: -0,42.

Nesse didlogo observamos que Carlos, ao dizer "mas a gente tava vendo em radianos",
considera que radianos aparece associado ao numero m, que pode ser transformado
rapidamente para graus (substituindo-se m por 180°) e ai estd a maior facilidade em calcular
sen (-1/3) do que cos (-2). Carlos comenta também que "ndo tem como dar negativo", ha
indicios de que consegue compreender um angulo negativo medido em graus (marcado no
sentido hordrio no circulo trigonométrico), porém ndo consegue fazer o mesmo raciocinio
para um arco medindo -2 radianos (que também ¢ marcado no sentido horario). Otavio explica
ao colega utilizando a simetria: primeiro marca um arco de 2 radianos (sentido anti-horario),
observa o valor correspondente para o cosseno e depois "transforma em -2" (indicando o arco

simétrico com relagdo ao eixo x). Por sua vez, Marcos sugere outra resolugdo possivel: marcar
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o arco de uma volta completa (aproximadamente 6,28) e diminuir 2, encontrando assim o arco
de medida 4,28 radianos que é congruo ao arco de -2 radianos.

Nessas intervengdes dos colegas, identificaram-se dois teoremas-em-agdo: se -2 ¢ o

simétrico do arco de medida 2 em relacdo ao eixo x, entdo cos(-2) = cos(2), utilizado por
Otavio, e se -2 é congruo ao arco de medida 4,28 obtido por 6,28 - 2 = 4,28, entdo cos(-2) =
cos(4,28), utilizado por Marcos. Esses teoremas-em-agdo mostram um avango na
compreensdo desses angulos pelos alunos. O didlogo entre os colegas evidencia a importancia
das trocas de conhecimentos entre eles, um explicando para o outro a maneira como
conseguiu entender. A professora nesse momento estava mediando o dialogo e iria interferir
apenas no caso de que algum teorema-em-acao falso fosse utilizado como explicagdo.

Com relagdo ao 2° exercicio, a resposta dada pelo grupo II sobre o que eles
observaram de relacdo entre o arco AP e o segmento OP' foi a seguinte: "A relagdo dos
valores dos angulos com as medidas em radianos. Quanto maior o angulo, maior o valor em
radianos de P'. Observamos que o valor de 180° equivale a 3,14 ou 7 radianos ¢ que 360° ¢
duas vezes maior que 180°, portanto seu valor em radianos também ¢ o dobro: 6,28 ou 2x".
Observa-se aqui que o grupo procura associar o comprimento do segmento ou do arco com os
angulos medidos em graus, ao invés de concluir apenas que o segmento OP' tem a mesma
medida do arco AP em radianos.

O grupo III respondeu corretamente a maioria dos itens do 1° exercicio. Errou os

2
valores de cos% e de sen?n, respondeu ”cos% = 0,77", quando deveria ter respondido

T
0,707 aproximadamente, e respondeu " sen? =0,95", quando deveria ter respondido 0,866

aproximadamente. Uma explicagdo para essas respostas ¢ que o grupo Il transformou as
medidas dadas em radianos para graus (45° e 120° respectivamente); novamente aparece a
preferéncia em trabalhar com angulos medidos em graus. Como as medidas em graus ndo
estavam visiveis, posicionou o ponto P perto da metade do primeiro quadrante, para o
primeiro item, ¢ entre a metade do segundo quadrante ¢ o ponto (0, 1) para o segundo item,
como pode ser visto na figura 89, feita pela professora. Na figura 89(a), pode-se observar que
a primeira coordenada do ponto, relativa ao cosseno, ¢ 0,77. Na figura 89(b), a segunda
coordenada, relativa ao seno, € 0,95. Portanto, pude concluir que, mesmo o grupo nédo tendo
marcado o arco precisamente, ele tinha uma estimativa da medida desses arcos, ¢ mais, 0

grupo sabia identificar seno e cosseno através das coordenadas do ponto P.
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P=(-0.31, 085

=(0.77,0.64)

(a) (b)

Figura 89: Interpretagdo grafica das respostas dadas pelo grupo III.

O grupo III foi questionado pela professora sobre como pensou para obter o valor de

2n
sen—.

3

yis
Professora: Como tu pensaste para calcular o seno de ——?

3

T
Jonas: ¢ 180°. ¢ 120°. Ai fiz uma regrinha de trés.

Professora: Que regra de trés tu fizeste?

Jonas: m é 180°. X € 120°. 120 por 180 ¢ 0,6 radianos. Entdo 120° ta aqui do lado, entdo o seno ¢ esse
aqui. Tipo...eu ndo sei onde ta o 120° aqui, eu sei que o seno € esse aqui. [O aluno marcou um arco de
0,6 radianos e observou o seno desse arco].

Professora: Deixa eu ver aqui...tu pegaste o 180°...0 120°...

Jonas: O de 120° ndo € igual a esse aqui s6 que do outro lado?

Professora: Tu estas usando o simétrico.

Jonas: O cosseno ¢ igual e s6 muda o sinal.

Professora: E o que tu fizeste com o w da regra de trés?

Jonas: Ah! E 0,6m...agora eu achei o 120°.

Nesse dialogo, podemos perceber que ao invés de substituir  pela aproximacgdo 3,14

2n . . A
em ER o aluno transformou a medida para graus e depois fez uma regra de trés para obter a

medida correspondente em radianos, para entdo marcar o arco com essa medida e obter o seno
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correspondente. O raciocinio esta certo, a ndo ser por ter omitido 7 ap6s dividir 120° por 180°
na resolugdo da regra de trés. Talvez essa omissdo de m esteja indicando um pouco de
automatismo na resolugdo e/ou dificuldade de lidar com sistemas de medidas diferentes.
Destaco que o calculo de 0,6 x 3,14 = 1,89 esta de acordo com a figura 88(b) acima. Outro
aspecto que deve ser considerado ¢ que o aluno percebe, ao marcar o arco de 0,6 radianos, que
ele ndo é correspondente ao angulo de 120°, e entdo considera corretamente que o seno do
arco no 2° quadrante tem o mesmo valor do seno no 1° quadrante, devido a simetria.

O grupo IV também respondeu corretamente os exercicios, apresentando um erro de
sinal que foi considerado erro de ateng¢@o. Concluiu no 2° exercicio que "enquanto movemos o
ponto P, o valor da reta e do comprimento do circulo ficam iguais". Nessa resposta, podemos
observar que, embora utilizando um vocabuldrio equivocado, pois ndo diferencia reta de
segmento, nem comprimento do circulo de comprimento do arco, o grupo mostrou que
conseguiu compreender a relagdo entre o comprimento do arco ¢ o comprimento do segmento

OP' ou a abscissa do ponto P'.

4.9.3 Comentarios sobre a atividade 7

A atividade 7 buscou retomar o calculo de seno e cosseno de angulos e arcos medidos
em graus ¢ radianos. Foi uma nova situagdo proposta com o objetivo de corrigir ideias
erroneas acerca do uso dessas unidades de medida que tinham sido observadas nas atividades
anteriores. O grupo II foi um exemplo de que essas ideias ainda estavam confusas. Apds o
didlogo entre os colegas e a professora, o grupo mostrou que estava conseguindo compreender
a diferenga entre o valor do seno de um angulo e a medida em radianos do arco e resolveu o
exercicio corretamente.

Nessa atividade, oportunizou-se também a retomada do significado de angulos e de
arcos negativos. Alguns alunos tinham apresentado problemas de compreensdo dessas
medidas nas atividades 3 e 4. Observei que a atividade 5, sobre simetrias, ajudou os alunos a
entenderem os angulos simétricos que tém o mesmo valor de seno ou cosseno e, a partir disso,
conseguiram entender o significado de angulos negativos e angulos congruos. Esse
comentario tomou como referéncia os teoremas-em-acdo: "se -2 ¢ o simétrico do arco de

medida 2 em relag@o ao eixo x, entdo cos(-2) = cos(2)" e "se -2 é congruo ao arco de medida

4,28 obtido por 6,28 - 2 = 4,28, entio cos(-2) = cos(4,28)".
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A atividade evidenciou a preferéncia dos alunos por realizarem os exercicios com

angulos medidos em graus, ao invés de arcos medidos em radianos. Para os alunos, ¢ mais

27
facil substituir © por 180° do que = por 3,14, como pude observar no calculo de sen? pelo

grupo III.

De acordo com o que foi comentado acima, avaliei que a atividade 7 foi importante
por permitir a discussdo e a correcdo de ideias que haviam ficado confusas sobre arcos e
angulos e calculo de seno e cosseno dessas medidas. Esse momento foi fundamental para a
continuidade da experiéncia de ensino, uma vez que as proximas atividades iriam abordar as
fungdes trigonométricas ¢ essas nogdes de angulo, de arco e de seno e cosseno no circulo

trigonométrico precisavam estar claras para os alunos.

4.10 GRAFICO DAS FUNCOES SENO E COSSENO A PARTIR DO CIRCULO
TRIGONOMETRICO

4.10.1 Descricao da atividade 8 e seus objetivos

A atividade 8 era composta por oito exercicios € uma construgdo: o circulo
trigonométrico em que estavam marcados os segmentos OS, OC, os pontos P ¢ A ¢ o angulo
AOP. Os exercicios 1, 3, 4, 6 e 7 eram procedimentos que os grupos deveriam realizar e os
exercicios 2, 5 e 8 eram perguntas que os alunos deveriam responder. Na figura 90, podem ser

observados o circulo e os enunciados dos exercicios.
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Grafico das fungdes seno e cosseno a partir
do circulo trigonométrico

1. Observar seno e cosseno destacados no circulo.

2. Cligue no ponto B, na janela de algebra. Mova o ponto P
sohre o circulo

Responda: qual relagdo existe entre

o arco AP e 3 posigdo do ponto B sobre o eixo horizontal?

Resposta:

3. Clicarem 82 ei.

4. Habilitar rastra do ponto 5, clicando com o botdo direito
do mouse sohre ele & selecionado habilitar rastro,

5 Mova o ponto P sobre todo circulo. Faga isso varias
vezes até a curva que apareceu ficar toda pintada.
Responda: Que relagdo vocé observa entre essa curva e as informagdes
fornecidas no circulo trigonométrico?

Resposta:

6. Clicar em 02 ej.

7. Habilitar rastro do ponto C,.

8. Responda: O que significa essa curva que apareceu? Que relagio
existe entre ela e as informagdes do circulo trigonomeétrico?

Resposta:

F=1(0.63 0.78)

Figura 90: Enunciados e circulo da atividade 8.

O objetivo do 1° exercicio era que os grupos observassem o circulo dado e os valores
de seno e cosseno representados pelas coordenadas do ponto P ou pelos segmentos OS e OC.
O 2° exercicio pretendia retomar a relagdo introduzida na atividade anterior: que o segmento
OB, sobre o eixo x, tem a mesma medida do arco AP em radianos. As diferengas entre o que

foi pedido nessa atividade e o que havia sido pedido na atividade anterior sdo: que o eixo
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. - , s s . .
horizontal ndo esta graduado de Y em % mas de 0,5 em 0,5; e mais, que a medida do arco

em radianos ndo ¢ visivel, ou seja, na atividade 8, os alunos podiam ver apenas a medida do
angulo AOP em graus. Esperava que os alunos percebessem essa diferenga na apresentago
das informagdes ¢ que essa diferenca ndo fosse um obstaculo para o desenvolvimento da
atividade, ou seja, que os alunos associassem os numeros reais apresentados no eixo x, que
sdo valores do dominio da func¢do seno e¢ da fungdo cosseno, com as medidas dos arcos em
radianos.

No 3° exercicio, os alunos deveriam tornar visiveis o segmento i, paralelo e
congruente ao segmento OS, e sua extremidade S, (sendo B a outra extremidade). No 4°
exercicio, os grupos deveriam habilitar a ferramenta "rastro" para o ponto S,. Essa ferramenta
mostra o rastro que um objeto deixa no plano apods ser movimentado. No 5° exercicio, 0s
alunos deveriam movimentar o ponto P sobre o circulo. Ao fazer isso, o ponto B deslocava-se
sobre o eixo x, ¢ 0 segmento i deslocava-se também paralelamente ao eixo das ordenadas, de
modo que a ordenada do ponto S, era sempre a mesma do ponto S ¢ do ponto P, ¢ a abscissa
do ponto S, era sempre a mesma do ponto B. Portanto, as coordenadas do ponto S, mostram a
medida do arco em radianos ¢ o seno desse arco, ¢ o rastro que esse ponto deixa no plano
mostra o grafico da fungdo seno. A figura 91 ilustra as etapas de tragado do grafico. Em 91(a)
estdo marcados os pontos B e S; e 0 segmento i, mas P ndo foi movimentado. Em 91(b) o
ponto P movimentou-se no primeiro e segundo quadrantes e, em 91(c), P completou uma

volta no circulo.
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P=(0.63078)

Figura 91: Construgdo do grafico da fungdo seno no intervalo de [0, 27].

Nessa primeira atividade de constru¢do dos graficos das fungdes seno e cosseno, as
fungdes ficaram restritas a0 dominio [0, 2w], pois o GeoGebra, como ja foi comentado
anteriormente, ndo mostra angulos maiores do que 360° nem menores do que 0° no circulo
trigonométrico. O trabalho com as fungdes tendo como dominio todo o conjunto dos niimeros
reais sera relatado na proxima atividade.

Nos exercicios 6, 7 ¢ 8, os grupos deveriam fazer procedimento semelhante ao citado
para os exercicios 3, 4 ¢ 5, mas o grafico tracado era o da fungdo cosseno. As etapas dessa
construcdo podem ser vistas na figura 92. Em 92(a) aparecem os pontos B ¢ C, e o segmento j
(paralelo ao eixo das ordenadas, de extremos em B e C,), esse segmento j corresponde ao
segmento OC marcado no circulo, ambos tém a mesma medida. Em 92(b) esta representado o
movimento de P no primeiro e segundo quadrantes. Em 92(c) vemos o grafico da funcdo

cosseno com dominio restrito ao intervalo [0, 27].
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P =1(0.56, 0.83)

s

S BJA 15

(&) b)

@

Figura 92: Construgao do grafico da fung¢do cosseno no intervalo [0, 27].

Nessa atividade, hd uma situacdo implicita interessante de ser observada. Ja foram
comentadas, nas atividades anteriores, funcdes envolvidas no processo de construgdo
geométrica das figuras. Aqui, vemos um processo de composi¢do de fungdes. O ponto P
corresponde a varidvel independente, a medida do arco AP depende desse ponto P e, por sua
vez, o ponto B depende da medida do arco AP.

Esperava dessa atividade 8 que os alunos observassem os graficos das fungdes seno e
cosseno e conseguissem relacionar as informac¢des que aparecem nos graficos com os
conhecimentos desenvolvidos sobre o circulo trigonométrico desde as primeiras atividades.
Portanto, esperava que os alunos percebessem que no intervalo do eixo das abscissas [0, 7/2],
(ou como aparece na tela: aproximadamente [0; 1,57]), o grafico representa o comportamento
de seno, ou cosseno, no primeiro quadrante, 0 mesmo para os proximos intervalos até 2.
Esperava que os grupos percebessem que os valores do eixo horizontal representam as
medidas dos arcos em radianos ¢ que a imagem de cada um desses valores corresponde ao

valor de seno, ou cosseno, do arco. Esperava que percebessem as mudangas de sinal das
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fungdes, que percebessem as diferencas entre os graficos de seno e de cosseno e que
conseguissem associar as raizes das funcdes com as extremidades dos quadrantes.

E importante destacar que essa atividade foi considerada como ponto principal da
sequéncia de ensino, uma vez que, para a sua realizagdo, os alunos tinham que fazer uso da
maior parte dos conhecimentos desenvolvidos até 0 momento e transpor esses conhecimentos
para o contexto das fungdes trigonométricas, onde a variavel independente corresponde a
medida de um arco em radianos. Portanto, os alunos tinham que, consciente ou
inconscientemente, utilizar nogdes da Trigonometria do tridngulo retangulo (uma vez que os
segmentos BS, e BC, representam o cateto oposto ¢ o cateto adjacente do tridngulo AOP
formado no circulo trigonométrico) e/ou utilizar seno e cosseno como coordenadas do ponto
P; utilizar as informagdes que caracterizam o circulo trigonométrico (os alunos deveriam, por
exemplo, perceber que as alturas maxima e minima atingidas pelos graficos sdo 1 e -1 e que
isso ocorre pois o raio do circulo mede 1 unidade, logo seno e cosseno ndo assumirdo valores
maiores do que 1, nem menores do que -1); utilizar as nogdes sobre as medidas de angulos e
arcos em graus e radianos; utilizar as no¢des de simetria para perceber que os valores das
fungdes se repetem para angulos e arcos simétricos, podendo variar o sinal dependendo do
quadrante em questdo e, por fim, utilizar os conhecimentos do célculo de seno e cosseno no
circulo e associar essas informacgdes as coordenadas dos pontos S; = (o, sen ) e
Cy = (o, cos a).

Nessa atividade, o uso do GeoGebra seria fundamental para desenvolver o conceito de
fun¢do, pois os alunos poderiam ver os pontos S, ¢ C; mudando de posi¢do conforme as suas
coordenadas fossem variando de acordo com o movimento do ponto P no circulo
trigonométrico. Estabelecer todas essas relagdes seria um desafio fundamental para os alunos,
logo a atividade teria um papel significativo na avaliagdo do quanto eles estavam ou ndo
conseguindo aprender acerca dos conceitos trigonométricos desenvolvidos na sequéncia de
ensino.

Na atividade 8, as perguntas foram elaboradas de maneira que os alunos tivessem
liberdade de escrever aquilo que estavam observando, ou seja, inicialmente procurei ndo
dirigir ou induzir os pontos a serem observados por eles. Durante a aplicacdo das atividades,
apos os alunos escreverem suas observagoes, a professora foi questionando os grupos sobre

alguns aspectos importantes que eles deveriam notar.
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4.10.2 A realizacio da atividade 8 pelos alunos

O grupo I respondeu aos exercicios 2 e 5, porém ndo concluiu a atividade. O 2°
exercicio perguntava qual a relagdo entre o arco AP e a posi¢do do ponto B sobre o eixo
horizontal. O grupo respondeu "Eles possuem as mesmas medidas". Essa resposta indica que
o grupo estd comparando corretamente a medida do arco com a medida do segmento OB. O
grupo poderia também ter relacionado a medida do arco com a abscissa do ponto B, porém
parece que nio pensou dessa forma. E importante destacar que nem as coordenadas do ponto
B eram visiveis na tela, nem o segmento OB, portanto os alunos eram livres para fazer essa
comparagdo. Percebi que a tendéncia do grupo é comparar a medida do arco com o segmento
ao invés de compara-la com as coordenadas do ponto. Isso se explica pelo fato dos alunos
poderem imaginar o arco sendo esticado ¢ ficando do tamanho do segmento, ao passo que
associar essa medida do arco com a abscissa do ponto seria uma ideia mais abstrata.

A figura 93 mostra a analise do grafico da fung@o seno feita no 5° exercicio.

Resposta:

*oponto 5% acompanha o movimento do seno
* altura maxima do ponto S%= raio do circulo
*no1®e 2°quadrantes y = 0

*no 3*e 4 quadrantey = 0

*1 volta do 5= 360°

*walor de 5% no eixo horizontal = radianos

Figura 93: Analise da fun¢@o seno realizada pelo grupo L.

Pela analise realizada, pude observar que o grupo conseguiu associar corretamente as
relagdes que ocorrem no circulo trigonométrico com o que ¢ mostrado no grafico da fungéo.
A primeira conclusdo que o grupo escreveu € que "o ponto S, acompanha o movimento do
seno". Essa observacdo ¢ importante, pois mostra que o grupo conseguiu analisar o
movimento do ponto S;, cuja altura representa o seno do arco. Essa relacdo é fundamental
para o conceito de func¢do, que justamente desenvolve as nog¢des de variagdo e dependéncia de
variaveis. A segunda conclusdo que o grupo escreveu é que a "altura maxima do ponto S, =
raio do circulo". Essa observacdo mostra que o grupo compreendeu as caracteristicas do
circulo trigonométrico e estava conseguindo transpor essas informagdes para o grafico da
fun¢do, nesse caso, construindo as nog¢des sobre a imagem da fungdo seno. As duas analises

seguintes: "no 1° e 2° quadrantes y > 0" e "no 3° e 4° quadrantes y < 0" mostram claramente
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que o grupo relacionou os sinais dos quadrantes com os sinais da fungdo, utilizando
corretamente a linguagem de fungdo: y > 0 e y < 0. A afirmagdo "1 wvolta do
S, = 360°" deixa claro que o grupo compreendeu que a curva tragada no plano se refere a uma
volta completa do ponto P sobre o circulo trigonométrico. Considerei que o grupo
compreendeu que ndo € o ponto S, que completa a volta no circulo, ou seja, ele apenas
utilizou o recurso de linguagem que achou adequado para se referir ao periodo da funcdo,
termo que ainda ndo havia sido mencionado. A ultima conclusdo escrita pelo grupo foi que: o
"valor de S, no eixo horizontal = radianos", aqui 0o grupo mostrou que conseguiu pensar em
uma volta completa no circulo em graus, mas também em radianos, e que associou esse valor
em radianos com a abscissa do ponto S;. Destaco que o grupo I conseguiu estabelecer
relagdes entre variagdes no eixo das abscissas e no eixo das ordenadas. Esse destaque merece
ser feito, pois alguns alunos frequentemente ndo conseguem estabelecer essa relacdo,
atentando apenas para o que acontece horizontalmente, isto &, para as variagdes nas abscissas,
ou apenas verticalmente, no eixo das ordenadas. Um exemplo dessa dificuldade ¢ quando
alguns estudantes, observando um grafico no sentido da esquerda para a direita, conseguem
ver que os valores da abscissa s3o crescentes, porém, mesmo que esse grafico seja decrescente
no intervalo considerado, classificam-no como crescente, pois "os valores de x crescem”".

O grupo II respondeu ao 2° exercicio que "O ponto B ¢ o valor em radianos do arco
AP". Nessa resposta, pude perceber que o grupo estava comparando a medida do arco com a
posi¢do do ponto B, ou seja, o grupo percebeu que a posi¢cdo do ponto sobre o eixo x informa

a medida do arco AP. A figura 94 mostra as respostas dadas ao 5° exercicio e ao 8° exercicio.

£ Resposta: Ovalorde s2 corresponde ao valor do seno, alterando portanto,
zuas coordenadas conforme o seno obtido.

8 Resposta: O c2 representa ovalor do cosseno, portanto altera suas coordenadas
conforme a alternancia do valor do cosseno.

Figura 94: Analise do grupo II dos graficos de seno e cosseno.

Percebe-se que a andlise escrita pelo grupo Il ndo traz tantas informag¢des como a do
grupo I, porém percebe-se que o grupo II estava atento as coordenadas dos pontos S, e C; ¢
conseguiu compreender a relagdo entre o seno ¢ o cosseno do circulo trigonométrico com a
sua representacdo pelos pontos no plano. A ideia de variagdo também esta presente na analise

do grupo. O dialogo seguinte mostra que os alunos conseguiram perceber essa variago:
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Professora: Vocé€s conseguem visualizar no grafico onde fica o 1° quadrante? Vocés conseguem
entender porque [0 ponto no grafico] ta subindo, descendo?

Carlos: Sim, ta. Primeiro, aqui ta o valor 1...no C,.

Professora: Ta, C,.

Carlos: E aqui [no circulo trigonométrico] ta o valor 1. Ai ele sobe [0 ponto P no circulo] e ai ta
descendo [0 ponto C; no grafico, pois cosseno vai diminuindo]. Quando ele chegar no zero [segmento
OC do circulo], ai ele chega no zero [ponto C; no grafico]. Ai aqui ele assume valor negativo e ali
também assume valor negativo. Entdo ¢ o mesmo resultado s6 a representacdo muda. E no S, € a

mesma coisa.

Nessa fala, o Carlos comparou o circulo trigonométrico com o grafico. Quando ele
disse "Ai ele sobe e ai ta descendo", mostrou o ponto P no circulo subindo a partir do ponto
A = (1, 0) no sentido anti-horario e o valor do cosseno diminuindo no grafico. Depois o aluno
disse "Quando ele chegar no zero, ai ele chega no zero ", também referiu-se ao cosseno no
circulo e depois a posi¢do do ponto C, no grafico. Fez as mesmas relagdes para a andlise do
sinal.

E importante destacar também que o grupo relacionou os graficos de seno e cosseno
com o estudo que fizeram, paralelamente ao desenvolvimento da sequéncia de ensino, na

disciplina de Fisica, onde estudaram ondulatoria:

Carlos: Uma coisa eu ja sei.

Professora: O que tu ja sabes?

Carlos: Isso aqui € o lambda. Lambda de valor 6,25 [aproximadamente].

Professora: Ta relacionado com a Fisica. Tu lembras qual é o significado do lambda?

Otavio: Sim, € o comprimento de onda.

O grupo III respondeu ao 2° exercicio da mesma forma que o grupo II: "O ponto B é o
valor em radianos do arco AP", portanto também relacionou a medida do arco com a posi¢do

do ponto B sobre o eixo x. A figura 95 mostra a resposta do grupo ao 5° e ao 8° exercicios.



200

5 Resposta: As curvas sdo o grafico dafungdo seno
Acurva sobe e desce conforme ovalor de seno e ndo passa de
porgue o maximao valor que seno pode atingir & 1.

8 Resposta: Acurva que apareceud é o grafico da fungdo cosseno
Ele ndo passade altura 1 e -1 comoo grafico da fungdo seno
Acurva sobe e desce conforme os valores de cosseno,

Figura 95: Resposta dada pelo grupo Il ao 5° e ao 8° exercicios.

Percebi, pelas respostas acima, que o grupo identificou a variagdo das fungdes de
acordo com a variacdo do seno e¢ do cosseno no circulo trigonométrico. O grupo destacou a
imagem maxima e minima que as fungdes atingem no plano de acordo com o que acontece no
circulo trigonométrico. O didlogo abaixo indica que o grupo III compreendeu as relagdes

existentes entre o circulo trigonométrico e os graficos das fungdes.

Professora: Que relagdes tu consegues estabelecer entre as informagdes do circulo e essa curva
vermelha que esta sendo criada?

Jonas: O circulo vai abrir.

Professora: Abrir de que forma?

Jonas: ?

Professora: Por exemplo, tu consegue identificar o primeiro quadrante? Onde ele é representado
quando tu olha para o grafico vermelho?

Jonas: Vamos ver. Isso aqui vai até 6,28, que equivale a 360° [referindo-se aos valores do eixo x].
Professora: Correto.

Jonas: Logo a metade ¢ 3,14, 180°.

Professora: Ta.

Jonas: T4 aqui o primeiro quadrante [aponta para o intervalo de 0 a w/2].

Professora: Isso. Entdo o que tu consegue observar no grafico da fungdo seno? Por exemplo, qual é a
altura maxima atingida pela fung¢ao?

Jonas: Um.

Professora: Se eu te pergunto: sen x = 2, qual € o valor de x?

Jonas: Nio existe.

Professora: Isso
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Destaca-se do dialogo a afirmacdo de Jonas: "o circulo vai abrir", parece que o aluno
imagina o circulo como um corddo que pudesse ser cortado em um ponto e esticado sobre o
eixo X.

As perguntas seguintes foram feitas pelo aluno Jonas do grupo III e mostram que,
inicialmente, pensou que os graficos das fungdes sempre teriam o mesmo formato e dominio
restrito ao intervalo [0, 2r]. Mostra ainda que, com a mediacdo da professora, o aluno
compreendeu como se dara a transposi¢do dessas nogdes iniciais de seno e cosseno do circulo
para a representacdo, no plano cartesiano, do seno e do cosseno como fungdes de medidas de

arcos.

Jonas: Professora, o grafico de seno e cosseno ¢ padrao, né? Porque € sempre 1 e vai sempre até 6,28.

A partir dessa pergunta, a professora retomou com o aluno a ideia de como ¢ feita a
marcagdo de angulos maiores do que 360° ¢ menores do que 0° no circulo trigonométrico pelo
GeoGebra, ou seja, que o programa marca sempre a menor determinagdo positiva, como se
reiniciasse a mesma volta no circulo. Falei que na atividade seguinte seriam abordadas com o
grupo as transformagdes que podem ser feitas nos graficos "padrdes" de seno e cosseno e que
eles também poderiam ver como ficariam os graficos com dominio no conjunto dos numeros
reais € ndo apenas no intervalo [0, 27]. O aluno mostra que compreendeu essa discussdo e que

consegue imaginar como esse processo ocorre. Como pode ser visto nas colocagdes seguintes:

Professora: Se eu quiser marcar um angulo de 420°, o que vai acontecer?

Jonas: Vai dividir por 360° e vai achar.

Jonas: Entdo, pode acontecer de tu dar um grafico gigantesco, gigantesco, gigantesco, com um monte

de curvinhas e perguntar quantas voltas deu?

A ultima frase mostra que Jonas conseguiu antecipar a visualiza¢do do grafico de seno
ou de cosseno pensando nas voltas que o ponto P pode dar no circulo trigonométrico. Mostra
também que as duvidas sobre angulos congruos foram esclarecidas.

O grupo IV ndo terminou a atividade, respondeu somente ao 2° item, pois durante o
inicio da aula estava terminando a atividade anterior e o grupo ndo retornou nas aulas
seguintes para fazer a conclusdo. Ao 2° item, o grupo respondeu: "Existe relagdo entre o valor

do arco e dos angulos, portanto quanto maior for o angulo e o radianos, maior sera o valor de
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B". Percebi também que o grupo relacionou a medida do arco com a posi¢do do ponto B sobre
o eixo x. Nessa resposta, pode-se destacar a distingdo que o grupo faz entre angulo e arco ao
escrever "...quanto maior for o angulo ¢ o radianos...". Essa distingdo é importante, pois nas
atividades propostas angulo ¢ medido com a unidade graus, enquanto comprimento de arco €
medido através da unidade radianos e, a0 mesmo tempo, o grupo percebe claramente a
correspondéncia que existe entre esses dois elementos geométricos. Esse era um dos objetivos
da atividade 4 (Relagdo entre as unidades de medidas de angulos e de arcos: graus x radianos)
que continuou sendo abordado ao longo das atividades seguintes, e aqui o grupo mostra que
compreendeu essa distingdo.

O grupo V respondeu ao 2° exercicio escrevendo: "Quanto maior for o grau do angulo,
o ponto B estard mais distante". Nessa resposta, pude observar que o grupo ndo estava
associando de maneira precisa o comprimento do arco com a medida do segmento OB, nem
com a abscissa do ponto B. O grupo entendeu que ha relagdo entre a medida do angulo ¢ a
distancia entre B e a origem, porém ndo ¢ possivel afirmar que o grupo compreendeu a
relagdo entre esse valor marcado no eixo x ¢ o angulo. Destaca-se ainda que essa dificuldade
pode ser atribuida a auséncia do grupo na realizagcdo da atividade 7 (Retomando conceitos:
radianos).

Com relagdo ao 5° e 8° exercicios, as respostas do grupo podem ser vistas na figura

96.

51 Resposta: Mos Quandrantes 1 & 4 o ponto na curva estara subindo
g nos pontos 2 e 3 0 ponto estara descendo
A) Resposta: Mos quadrantes 1 &2 o ponto desce e nos quandrantes

Jedoponto sobe.

Figura 96: Respostas do grupo V aos exercicios 5 e 8.

Podemos notar que o grupo associou corretamente o crescimento e o decrescimento
das fungdes relacionando-os com o crescimento e¢ decrescimento de seno e de cosseno no
circulo. Apesar de, na resposta do 5°xercicio, o grupo ter escrito "...c nos pontos 2 ¢ 3 o

"

ponto estara descendo" entende-se que o grupo quis dizer: "...e nos quadrantes 2 e 3...". O
estabelecimento dessa relacdo entre crescimento e decrescimento poderia levar o grupo a
observar também caracteristicas como a mudanga de sinal das fungdes e o intervalo de

varia¢do da imagem das fungdes.
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4.10.3 Comentarios sobre a atividade 8

A atividade 8 destacou-se pela maneira com que os alunos se expressaram ¢
analisaram os graficos, comparando-os com o circulo trigonométrico. Ficou evidente o
crescimento ¢ o amadurecimento deles quanto aos conceitos relacionados a angulos, a arcos, a
seno e cosseno no circulo trigonométrico e a transposicdo desses conceitos para a
representagdo no plano cartesiano. As nog¢des de dependéncia entre as variaveis também
parecem ter sido bem compreendidas. Para embasar essa afirmacdo, destaco novamente a
analise feita pelo grupo I que escreveu: "O ponto S, acompanha o movimento do seno. Altura
maxima do ponto S, = raio do circulo. No 1° ¢ 2° quadrantes y > 0. No 3° ¢ 4° quadrantes
v <0. 1 volta do S, = 360°. Valor de S, no eixo horizontal = radianos". Vejo nessa resposta
que os conhecimentos expressos estdo corretos e que a linguagem utilizada na representagdo
desses conhecimentos estd adequada, mesmo que informal.

Outro aspecto importante que apareceu na realizagdo dessa atividade ¢ o
estabelecimento de relagdes entre as ideias desenvolvidas em diferentes situagdes. Nessa
atividade promovi uma situagdo em que os alunos poderiam comparar elementos, observar
variagdes e escrever suas conclusdes acerca das fungdes trigonométricas seno e cosseno. Na
disciplina de Fisica, foram apresentadas diferentes situagcdes de aplicagdes das fungodes
trigonométricas no estudo de ondas. Um grupo manifestou sua observacdo de que ja sabia
algumas coisas, como o valor de lambda para os graficos apresentados. Ao ser questionado
sobre o que era o lambda, o aluno explicou corretamente que era o comprimento de onda.
Esse estabelecimento de relagdes entre os conhecimentos desenvolvidos em deferentes

situagdes ¢ fundamental para a constru¢do dos conceitos envolvidos.

4.11 EXPLORANDO TRANSFORMACOES NOS GRAFICOS DAS FUNCOES SENO E
COSSENO.

4.11.1 Descricao da atividade 9 e seus objetivos

A atividade 9 foi a ultima da sequéncia de ensino. A atividade era composta por um
roteiro dado aos alunos em papel, em que havia 12 exercicios que envolviam a andlise dos
graficos e das transformagOes nos graficos das fungdes seno e cosseno; e por dois desafios

(dois exercicios selecionados de provas de vestibular ¢ adaptados para a sequéncia) que
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envolviam aplicagdes das transformagdes nos graficos das fung¢des trigonométricas estudadas.
O roteiro da atividade 9 pode ser visto no apéndice D.

Para a realizagdo da atividade, os alunos tinham que construir os graficos pedidos no
roteiro no GeoGebra. Do 1° ao 9° exercicio os enunciados eram semelhantes e perguntavam
algumas informacOes sobre a transformagdo realizada em cada item. Para ilustrar esse

conjunto de enunciados, observe no quadro 5 o que foi pedido no 3° exercicio:

Quadro 5: Enunciado do 3° exercicio.

3. Na janela de algebra, clique sobre as fungbes f 1 e f 2 para esconder seus graficos.
a) Digite (amarelo) e g_2(x)= 3sin(x) (verde). Compare os graficos com a fungdo f(x) = sen
x. O que aconteceu com as alturas atingidas pela fungao?

b) Os pontos de corte com o eixo x (raizes) modificaram OUNG0? .......ccccuviiieiiiiee e e e

c) Qual é a imagem de cada uma das fuNGEES dO ILEM A? ....cceeiiiiiiiee e e e e

Para a realizacdo do 10° exercicio, os grupos tinham que acessar o arquivo intitulado
"transformacgdes nos graficos variagdo". Nesse arquivo, estavam construidos os graficos das
fungdes f(x) = A + B.sen (Cx + D) e g(x) = A + B.cos (Cx + D). Os parametros A, B, Ce D
deveriam ser alterados e, consequentemente, os graficos seriam modificados. A figura 97
mostra o grafico da func¢do f, enquanto o grafico da fungdo g estd escondido. Em 97(a)
aparece o grafico inicial da funcio f, com A=0,B=1,C=1eD = 0. Na janela de Algebra,
pode-se observar as leis de formacao das fungdes e os parametros. Em 97(b) aparece o grafico

da fungdo f'ap6s os parametros serem modificados para A=1,B=2,C=2e¢ D= 1.
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Figura 97: Arquivo utilizado para a realiza¢do do 10° exercicio.

Apos alterar o valor dos parametros no arquivo, os grupos deveriam completar as
frases dos itens a ao f com as expressdes dadas: deslocamento para cima/para baixo,
deslocamento para direita/para esquerda, alongamento vertical, compressdo vertical,
alongamento horizontal, compressdo horizontal e reflexdo do grafico em torno do eixo x.

Como exemplo de frase a ser completada pelos grupos, pode-se citar o item a (quadro 6).

Quadro 6: Item a do 10° exercicio.

a) A provoca um no grafico da funcgdo f(x) = sen x. Se A for positivo sera

para e se A for negativo sera para
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O 11° exercicio pedia para os alunos construirem os graficos das cinco fung¢des dadas:
2 + (172).cos (x), fa(x) = -1 + cos (2x), fs(x)= -3.cos x, fa(x)= 2.cos(x + @) ¢

cos[(1/3)x]. A partir dessas constru¢des, os alunos tinham que identificar quais

Ni)
J5x)

transformacdes ocorreram no grafico da funcdo cosseno. O 12° exercicio mostrava a figura de

trés graficos e os alunos tinham que obter a lei de formagdo de cada um deles. Para responder
a esse exercicio, os alunos poderiam utilizar o arquivo "transformagdes nos
graficos_variagdo" para tentar reproduzi-los e obter as leis de formagdo. A figura 98 mostra o

grafico dado no item a do exercicio.

\EEASSASTASTATE
ERVEAVARVERVARVES

Figura 98: Grafico do item a do exercicio 12.

T
3
6]

a

7]

Os dois desafios finais eram duas questoes de vestibular (adaptadas para a atividade)
que envolviam aplicacdes de funcdes trigonométricas para interpretacdo de fendmenos
periddicos (enunciados conforme quadros 7 e 8). As questdes deveriam ser respondidas com
base na construcdo dos graficos das fun¢des dadas. Em um segundo momento, os alunos
deveriam pensar sobre como resolver o que estava sendo questionado, caso ndo tivessem o

recurso de utilizar o GeoGebra para as construgoes.
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Quadro 7: Enunciado da primeira questdo de aplicacdo das fungdes trigonométricas.

1. (Vunesp) Do solo, vocé observa um amigo numa roda-gigante. A altura h em metros de seu amigo em

relacdo ao solo é dada pela expressdo h(t):11,5+105enK%}(t—26)] onde o tempo t é dado em

segundos e a medida angular em radianos.

a) determine a altura em que seu amigo estava quando a roda comegou a girar (t = 0).

b) Determine as alturas minima e maxima que seu amigo alcanca e o tempo gasto em uma volta

completa.

Importante:

e para responder a questdo, obtenha o grafico que representa a situagdo descrita acima
digitando, no geogebra: f(x) = 11.5+10sin[(rt/12)*(x-26)]

e para facilitar a visualizagdo dos valores, crie um ponto sobre o grifico e movimente-o
observando suas coordenadas. [no segundo botdo, selecione: novo ponto; clique com o botdo
direito do mouse e selecione: exibir rétulo : valor].

Desafio 1: sem ter o grafico da fungdo dado pelo geogebra, como vocé faria para calcular a altura inicial

do seu amigo?

Quadro 8: Enunciado da segunda questdo de aplicagdo das fungdes trigonométricas.

2. (FGV - SP) Um supermercado, que fica aberto 24 horas por dia, faz a contagem do nimero de clientes na
loja a cada 3 horas. Com base nos dados observados, estima-se que o nimero de clientes possa ser

calculado pela fungdo trigonométrica f(x) :900—80059n(%) onde f(x) € o nimero de clientes e x, a

hora da observagao (x é um inteiro tal que 0 < x < 24). Utilizando essa fungdo, a estimativa da diferenca
entre o niUmero maximo e o niumero minimo de clientes dentro do supermercado, em um dia completo é
igual a:

a) 600. b) 800. ¢) 900. d) 1500. e) 1600.

Importante: ajuste a janela de visualizacdo!

e Clique com o botdo direito do mouse sobre o eixo x. Selecione janela de visualizagdo. Em eixos,
digite -2 para valor minimo e 28 para maximo. Selecione a aba Eixo Y. Digite -100 para valor
minimo e 2000 para maximo. Clique em fechar.

Desafio2: sem ter o grafico da fungdo dado pelo geogebra, como vocé faria para calcular o ndmero

maximo e minimo de clientes dentro do supermercado?
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Os objetivos da atividade eram: proporcionar um estudo aprofundado dos graficos das
fungdes seno e cosseno, desenvolvendo conhecimentos como dominio (ampliando as fungdes
trabalhadas anteriormente no intervalo de 0 a 27 para o conjunto dos niimeros reais), raizes,
imagem, maximos, minimos e periodicidade; proporcionar o desenvolvimento dos conceitos
sobre transformagdes nos graficos das fungdes trigonométricas a partir da variagdo de
parametros; desenvolver nos alunos a flexibilidade na utilizagdo de diferentes linguagens, ou
seja, desenvolver a compreensdo do grafico a partir da lei da fung@o e a compreensao da lei de
formag¢do da fungdo a partir de seu grafico e, por fim, proporcionar aos alunos a
contextualizagdo dos conceitos desenvolvidos em problemas que envolveram fendomenos

periodicos.

4.11.2 A realizacio da atividade 9 pelos alunos

A atividade 9 foi realizada pelos grupos I, II e III e teve duragdo de dois encontros. O
grupo I realizou a atividade até o 10° exercicio e ndo conseguiu termind-la devido a falta de
tempo. Todas as respostas dadas pelo grupo I estavam corretas. O grupo conseguiu identificar
as raizes das funcdes, as imagens os valores maximos e¢ minimos, conseguiu estabelecer
comparagdes entre os graficos dados e conseguiu associar corretamente todas as
transformacdes indicadas no 10° exercicio.

Destaco duas respostas do grupo: no 6° exercicio, foi solicitado que o grupo
construisse os graficos das fungdes i1(x) = sen (2x), em vermelho (figura 99a) feita pela
professora), e i>(x) = sen (4x), em azul (figura 99b), e os comparasse. O grupo respondeu: "A
frequéncia do grafico vermelho é menor do que a do grafico azul". A resposta do grupo esta
correta e, além disso, mostra que o grupo esta associando os conceitos desenvolvidos em
Matematica com os conceitos desenvolvidos em Fisica, pois os alunos estudaram o conceito
"frequéncia" nessa disciplina, porém, na sequéncia de ensino, isso ainda ndo tinha sido

abordado.
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Figura 99: Graficos das fungdes i;(x) = sen(2x) e ir(x) = sen(4x).

A segunda resposta que destaco € a do 9° exercicio, que pedia para comparar o grafico
da fun¢ao ji(x) = sen (x-(/2)), em laranja na figura 100, com o grafico da fungao
J3(x) = sen (x +(m/2)), em verde. A intengdo aqui era que os alunos percebessem o
deslocamento horizontal para a direita e para a esquerda respectivamente, porém o grupo
observa outra relagio entre esses graficos: "E igual & onda laranja, porém esta ao contrario".
Essa conclusdo ¢ facilmente verificada ao se analisar os dois graficos no mesmo plano e
perceber que de fato um grafico ¢ a reflexdo do outro em torno do eixo x (figura 100 feita pela
professora). Essa maneira de enxergar os graficos indica a utilizacdo do seguinte teorema-em-
acdo:

Ji(x) = sen (x-(7/2)) € uma reflexdo em torno do eixo x do grafico de j3(x) = sen (x +(7/2)).
No 10° exercicio, o grupo preencheu as lacunas sobre as transformagdes corretamente,
inclusive aqueles itens que questionou sobre deslocamento horizontal e reflexdo em torno do

elxo x.
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Figura 100: Graficos de e ja(x)=sen (x +('2)).

O grupo II deixou de realizar apenas o exercicio 12°. Das respostas dadas pelos alunos
destaco a seguinte: o item a do 1° exercicio perguntava quais eram as alturas maxima e
minima atingidas pelo grafico da funcdo f(x) = sen x e o grupo respondeu "[1; -1]". Nessa
resposta pude observar que os alunos entenderam que a pergunta estava relacionada a
variagdo das alturas no grafico, mas ndo utilizaram uma escrita adequada para o registro. Ja
nos itens seguintes, que perguntavam qual a imagem da funcdo e o valor de cinco raizes,
utilizaram adequadamente colchetes e chaves respectivamente.

Destaco também a resposta dada ao 5° exercicio, que perguntava o que acontecia com
o grafico da funcdo f(x) = sen x, ao se multiplicar a fungdo f por -1 obtendo-se a fungdo
h(x) = - sen (x). Na figura 101, podem ser vistos os dois graficos no mesmo plano. O grupo
responde: "Alterna as alturas, ou melhor, muda o periodo". Aqui pude notar o seguinte
teorema-em-acdo: se uma fungdo trigonométrica for multiplicada por -1, entdo as alturas se
alternam ou muda o periodo. A primeira parte do teorema-em-acao esta correta, ou seja, as
alturas que eram positivas no intervalo [0, 7], passam a ser negativas ¢ assim por diante. A
segunda parte esta errada, ja que o periodo da fung@o permanece sendo 27. Porém, a resposta
sugere que o grupo nao quis dizer isso, mas sim percebeu que houve um deslocamento
horizontal do grafico, isto é, a curva que aparecia originalmente no intervalo de [0, 2],
aparece agora no intervalo [-7m,7], ou [7, 37], e assim por diante. Ao mencionarem o periodo,

estavam se referindo ao seu "inicio" e "final".
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Figura 101: Graficos das fungoes f{x) = sen x e h(x) = - sen x.

O item a do 8° exercicio perguntava qual a diferenca entre os graficos das fungdes
Ji(x) = sen (x-(m/2)), em laranja, e jo(x) = sen (x - n), em roxo. O grupo Il respondeu "O roxo
¢ o dobro do outro". Para tentar entender a ideia do grupo, a professora construiu (ver figura

102) os graficos j; e j» no mesmo plano que o grafico de f(x) = sen x.

Figura 102: Grafico das fungdes ji(x) = sen (x-(7/2)), ja(x) = sen (x - m) € f{x) = sen x.

Pela figura, observa-se que a curva no intervalo [0, 2mn] da fungdo
f(x) = sen x desloca-se para o intervalo [n/2, 51/2], no grafico em laranja, e para o intervalo
[r, 31], no grafico em roxo. Se observarmos apenas o inicio de cada um desses dois Ultimos
intervalos - /2 e 7 - vemos que o segundo valor, 7 (raiz no grafico roxo), ¢ o dobro do outro,
7/2 (raiz no grafico laranja), sendo assim, os alunos concluiram que um "¢ o dobro do outro".
Portanto, percebe-se que estdo focados em um uUnico ponto e a partir dele chegam a suas
conclusdes. Ja com relagdo ao item b, foi solicitado que os alunos identificassem um intervalo
em que cada fungdo (j; e j») completa um periodo e que obtivessem o comprimento desse
intervalo. O grupo II responde para a fungdo j;: "Intervalo: [0, 57/2]. Comprimento: 57/2" e
para a fungdo j,: "Intervalo [0, 37t]. Comprimento: 31". Nesse item, podemos ver que o grupo
considera que o periodo sempre se inicia na origem, mas identifica o final do periodo com o
valor correspondente a 2w, isto €, com o resultado do deslocamento horizontal de 2.
Observei aqui a utilizagdo do teorema-em-acdo: o periodo comega sempre em x = (. Essa

maneira de pensar mostra um inicio de compreensdo, pois o grupo indica um periodo
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corretamente na funcdo seno, e tenta identificar 0 mesmo "desenho de curva" nos outros
graficos, mas sem deslocar a origem. Nao percebe que € como se a curva se deslocasse,
mantendo o comprimento, nos casos em questao.

A resposta do grupo Il ao 9° exercicio, que pede para comparar as fungdes
Ja(x) = sen (x - 7) € j3(x)= sen (x +(7/2)), foi: "Semelhangas: mesmo comprimento de onda e
periodo. Diferencgas: inverso do outro, uma comega em 7/2 antes do que a outra". A parte
referente as diferencas mostra que o grupo estava conseguindo analisar as transformagdes dos
graficos de dois modos diferentes, tanto observando a reflexdo em torno do eixo x, como
observando os deslocamentos horizontais. Sobre os deslocamentos, pode-se observar que o
grupo ndo enxergou a transformac¢do como um deslocamento para a direita e outro para a
esquerda, mas enxergou que houve um deslocamento para a direita de ©/2 em um gréfico e,
aparentemente, enxergou que houve um deslocamento para a direita de 37/2 no outro. Essa
conclusdo esta baseada na afirmagdo "...uma comeca em 7/2 antes do que a outra".

As respostas dadas ao 10° exercicio estavam corretas. No inicio da resolugdo desse
exercicio durante a aula, ao abrir o arquivo "Transformagdes nos graficos variagdo", o grupo
mostrou que percebeu diferencas fundamentais entre os graficos de seno e cosseno. O grafico

que aparece inicialmente ao abrir o arquivo ¢ o da fungdo cosseno e o grupo comentou:

Carlos: Esse aqui € o cosseno.

Professora: Como ¢é que tu fizeste para concluir que esse € o cosseno?

Carlos: Porque eu vi que cosseno equivale ao x e seno equivale ao y [referindo-se ao circulo
trigonométrico]. Dai eu lembrei, vim pra cd [aluno aponta para a interseccdo do grafico de cosseno

com o eixo y], dai se o cosseno equivale ao x, ta vindo por aqui e fica negativo no segundo quadrante.

Portanto, o grupo diferenciou um grafico do outro através da mudanga de sinal das
fun¢des. Ele pensou no que aconteceu no circulo trigonométrico e depois relacionou essas
informagdes com o grafico.

O item d do 10° exercicio (quadro 8) deveria ser completado com as expressoes

. 2n . .
"compressao horizontal" e P = "—-". O item e, por sua vez, deveria ser completado com

. 2n
"alongamento horizontal" e P = "F".
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Quadro 9: Itens d e e do 10° exercicio.

d) Se C for um nimero maior que 1 (um), ird provocar uma no grafico de

f(x) = sen x e o periodo serd dado por: P = (verifique isso nas fungGes do item 6).

e) Se C for um numero entre 0 (zero) e 1 (um), ird provocar um no grafico de

f(x) = sen x e o periodo também sera dado por P = (verifique isso nas fungGes do item 7).

O grupo II conseguiu, com a mediagdo da professora, chegar a expressdo que calcula o
periodo das funcgdes trigonométricas. O didlogo abaixo mostra que o grupo novamente estd
relacionando o estudo das fungdes trigonométricas com os conteidos desenvolvidos na

disciplina de Fisica.

Professora: Como € que tu poderias pensar em uma forma de calcular o periodo?

Carlos: Ta. O periodo € o inverso da frequéncia.

[aluno faz o grafico da fungdo seno no GeoGebra. ]

Professora: Entdo, em relagdo ao C da fungdo, pensando na frequéncia, como tu estavas
imaginando...tenta pensar em uma maneira, uma férmula de calcular esse P.

[aluno fica pensando e professora retorna depois]

Carlos: Eu ia tentar descobrir a frequéncia.

Professora: E tu colocou a frequéncia como sendo...[professora deixa o aluno pensar um pouco].

Carlos: E que ¢ uma formula, por que varia. Posso pegar uma [fungio] aqui e fazer. [Carlos precisa
pensar no célculo a partir de uma fungdo especifica].

Professora: O que ¢ isso aqui que tu colocou? [A professora pergunta sobre uma anota¢do do aluno na
folha].

Carlos: Periodo € 1 sobre f.

Professora: Entdo ¢ o inverso da frequéncia.

Carlos: Com isso eu descobri a frequéncia.

Professora: E isso aqui? [Sobre outra anotagao feita no canto da folha].

Carlos: Isso aqui ¢ um comentario: x vai ser o comprimento de onda [comprimento de onda é o
periodo], lambda, e aqui a velocidade.

Professora: Tu colocou uma frequéncia de 2 para esse grafico.

Carlos: E. O comprimento de onda como 2m. [Carlos identifica a frequéncia como sendo
f = C. Identifica, pelo grafico, o comprimento de onda].

Professora: A frequéncia dele aqui € 2, num periodo de 2.

Carlos: E 7 dividido por... [Carlos ndo completa seu raciocinio].
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Professora: Tu consegue ver aqui [no grafico] o valor da frequéncia que tu colocou? [Professora
pretende que o aluno observe a frequéncia no grafico além de identificé-la através da lei da fungao].
Carlos: Ta vamos ver.... O comprimento de onda aqui é m, o intervalo digamos que é...[Carlos ndo
completa seu raciocinio].

Professora: A tua frequéncia é quantas vezes o teu grafico oscila no intervalo de 0 a 2m. Quantas
oscilagdes completas tu vés?

Carlos: Duas.

Professora: Entdo a frequéncia é de 2[em 27]. Entdo tu colocou frequéncia igual a 2r dividido pelo
que ¢ o comprimento da tua onda. [Professora chama a aten¢do do aluno para o céalculo que ele fez].
Carlos: T4 vamos fazer aqui.... [Aluno escreve a lapis].

Professora: Qual seria o periodo?

Carlos: 0,5. [Conclusdo feita a partir da ideia inicial de que periodo ¢ o inverso da frequéncia,
sendo = C].

Professora: Tu consegue ver o intervalo em que completa uma oscilagdo? Qual seria o comprimento
dessa onda?

Carlos: T4, a gente ta tomando como padrdo o intervalo. Entdo da 2 oscilagdes para 1...

Professora: E o periodo?

Carlos: Se da 2 oscilagdes para 1, € 3,5.

Professora: 3,5?

Carlos: Nao, da m.

Professora: T4, entdo o periodo é m. Se tu observar o que tu colocou aqui [periodo € o inverso da
frequéncia], o teu periodo seria 1 sobre 2. Como que eu faria aqui pra aparecer o 7 na resposta?

1 2n
Carlos: 27 [Carlos percebe que precisa ajustar sua formula inicial P = E para P= —1].

C

Professora: Isso, entdo no lugar do 1, seria 2m. Agora 27 dividido pelo 2 da o periodo que é m. E de
onde que aparece esse 2?

Carlos: O 2 ¢ a frequéncia.

Professora: Isso, o 2 ¢ esse valor da frequéncia que fica aparecendo na fun¢do multiplicando o x. Entao
aqui té a formula do teu periodo.

Carlos: Entdo eu posso colocar o periodo como 27 sobre C.

Um teorema-em-agdo interessante foi identificado a partir do dialogo: "O periodo € o
inverso da frequéncia". O aluno Carlos mostrou que sabia identificar o numero de oscilagdes
do grafico no intervalo de comprimento 27 e que sabia identificar o comprimento de onda

(que € o periodo da fun¢do), porém fixou-se, inicialmente, na ideia de que o periodo era o
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inverso da frequéncia para tentar encontrar a formula do periodo, sendo que estava
. 1 , . . ~
considerando f= Ce P = Vol Através do didlogo, queria que o aluno percebesse que ndo

bastava inverter a frequéncia para se ter o periodo. Conversei com o grupo com o objetivo de
que percebesse que calculando 1/2 encontraria periodo igual a 0,5 (como o grupo mesmo
disse), mas os alunos estavam afirmando, a0 mesmo tempo, que o comprimento de onda era
7, entdo trabalhei com a ideia do que precisava ser alterado nessa formula. Concluiu-se que o
1 deveria ser trocado por 27, assim chegou-se a expressdo: P = 27/C.

As respostas do 11° exercicio também estavam corretas, exceto por 1 dos 5 itens, em
que o grupo escreveu transformacdes que ndo aconteceram. Para fi(x) = 2 + (1/2).cos x, o
grupo identifica: "Alongamento horizontal, deslocamento para cima e¢ deslocamento para a
direita". A confusdo aqui é que a compressdo vertical parece alongar o grafico
horizontalmente, ele ndo percebeu que o periodo ficou o mesmo, ou seja, confundiu uma
alteragdo com a outra, o que indica que estava focado na forma e ndo na imagem do grafico.

O grupo II respondeu aos desafios corretamente. O 1° primeiro desafio pedia para se
obter a altura de uma pessoa em uma roda-gigante ao iniciar o movimento, as alturas maxima
e minima atingidas por ela e o tempo em que a roda gigante completa uma volta. Inicialmente
poderia ser construido o grafico da fungdo A(t) = 11,5 + 10.sen [#/12(¢ - 26)] no GeoGebra,
em seguida, a altura inicial deveria ser calculada sem observar o grafico no GeoGebra. Pude
notar (figura 103) que os alunos resolveram o 1° desafio utilizando a unidade de medida
radianos. O grupo queria transformar a medida para graus, porém a professora explicou a eles

que poderiam utilizar radianos para calcular o seno. O grupo aparentemente compreendeu a

ideia de dividir a parte superior do circulo em seis partes iguais (devido ao g), a parte
e . . . n T ,
inferior também em seis partes, ¢ entdo, contar de g em g até completar os

—13% solicitados (ver figura 104), inclusive, o grupo percebeu que a contagem deveria ser

feita no sentido horario por causa da medida negativa. O grupo finalizou calculando

corretamente o seno do valor encontrado.
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Desafio 1: sem ter o grafico da fungio dado pelo geogebra,:omo vocé faria para calcular a algura inicic
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Figura 104: Localizagao da medida -13 g no circulo trigonométrico.

O 2° desafio pedia para calcular a diferenga entre o nimero maximo e minimo de

pessoas que circulam em um supermercado durante um dia, esse movimento foi modelado
XTC
pela funcdo f{x) = 900 - 800 sen(E). Podemos perceber, na figura 105, que o grupo

conseguiu substituir o seno pelo seu valor maximo (1) e minimo (-1) para obter os numeros
maximo e minimo de pessoas no supermercado. A professora, durante a aula, chamou a
atengdo do grupo para o fato de terem encontrado, ao substituir a altura minima, o valor
maximo de nimero de clientes no supermercado e vice-versa. A professora destacou o sinal "-
" na frente do seno, que provocou uma reflexdo em torno do eixo x, portanto houve a inversao

das alturas do grafico.
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Figura 105: Resolugdo do 2° desafio pelo grupo II.

O grupo III respondeu corretamente a atividade até o 5° exercicio. No exercicio 6,
item ¢, que pedia a identificacdo de um intervalo em que as fungdes i1(x) = sen (2x) e
i»(x) = sen (4x) completam um periodo e o comprimento desse intervalo, o grupo respondeu
para a primeira fungdo: "Intervalo: [0, m/2]. Comprimento: /2" e, para a segunda fungio,
"Intervalo: [0, n/4]. Comprimento: m/4". Analisando essas respostas, conclui que o grupo
considerou como periodo apenas a parte positiva da fungfo, ou seja, a curva cresce
(observando o grafico a partir de x = 0) e decresce atingindo o eixo x em x = 1/2 e esse trecho
do grafico corresponderia a um periodo. O grupo parece ter utilizado o mesmo raciocinio para
a outra funcdo. Essas respostas indicaram a utilizagdo do conceito-em-a¢do que considera que
apenas os valores positivos importam. Nos demais exercicios, o grupo respondeu
corretamente os intervalos e os comprimentos dos mesmos, tanto para alongamento horizontal
como para deslocamento horizontal.

No 10° exercicio, o grupo responde a maior parte dos itens corretamente, porém nao

consegue identificar que o periodo varia quando ha compressdo ou alongamento horizontal, e
, 2n . . .
que ¢ dado por P = e (os outros dois grupos conseguiram). Ele completa o item d

escrevendo: d) Se C for um nimero maior que 1 (um), ird provocar uma "compressao
horizontal" no gréfico de f{x) = sen x e o periodo sera dado por: P ="2x". E completa o item e
escrevendo: Se C for um nimero entre 0 (zero) e 1 (um), ird provocar um "alongamento
horizontal" no grafico de f{x) = sen x e o periodo também serd dado por P = "2xn". Com base
nessas respostas pode-se supor que o grupo III tem a ideia de que o periodo sera sempre 27, o
que indicaria a utilizagdo do teorema-em-agdo: "periodo ndo muda"; ou que estdo se baseando
em alguma fungdo dos exercicios anteriores para responder.

O item b do 11° exercicio pedia para identificar as transformacdes na fung@o

fa(x) = -1 + cos (2x), o grupo respondeu: "Vai cair uma unidade e as raizes dividiram por 2".
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Essa resposta pode estar indicando que o grupo conseguiu compreender a mudanga de periodo
ou talvez estivessem focados apenas nas raizes e ndo pensando em uma "volta completa".

O grupo III foi o tinico que tentou realizar o 12° exercicio. Para o primeiro grafico
dado, figura 106, o grupo identifica "f(x) = 3.sen (2x)", quando deveria ter escrito cosseno no
lugar de seno, ou ter considerado ainda a fungdo seno, mas com um deslocamento horizontal.
Mesmo assim, ¢ importante observar que o grupo conseguiu identificar no grafico o

alongamento vertical e a compressdo horizontal e usar essas informagdes na lei de formacgao

(S SFASARTAREA
VIV VY

Figura 106: Grafico do item a da questdo 12.

da funcdo.
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O grupo III também aproximou-se da segunda lei de formagao da funcdo (o grafico do
item b pode ser visto na figura 107) e deu ainda duas possibilidades para a resposta:
"o(x) = -2 + sen (x -0,8) ou -2 + (x + 5,52)". Nesse caso, o grupo observou tanto o
deslocamento vertical para baixo como os deslocamentos horizontais, que podem ser
considerados para a direita ou para a esquerda, porém o deslocamento para a esquerda deveria
ser representado por "+0,8" na primeira fungdo, ou para a direita por "-5,52" na segunda
funcdo. Esse é um erro comum: interpretar o sinal do parametro como indicativo do sentido

de deslocamento, associando negativo para esquerda e positivo para direita.
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Figura 107: Grafico do item b do 12° exercicio.

Para o item ¢, o grupo identifica a lei "A(x) = 0,5 + 2,5 sen (x + 1,5) ou

3
E+Esen (x +§ ) ". O grafico do item ¢ pode ser visto na figura 108. As duas respostas

representam as mesmas transformagdes, porém uma esta no formato decimal ¢ a outra no
formato fracionario. A resposta do grupo indica que ele percebeu o deslocamento vertical para
cima e o alongamento vertical, mas ndo conseguiu identificar quantas unidades deslocou ou
alongou. Observei que o grupo escolheu os valores 0,5 e 2,5, que somados resultam em 3, o
valor maximo da fungdo que pode ser visto no grafico, portanto teve o cuidado de escolher
valores que mostrassem essa relagdo com a altura maxima da fungdo, mesmo estando errado.
O grupo ndo identifica o valor médio como critério para deslocamento vertical, compensa
deslocamento vertical com alongamento vertical. Algumas alternativas corretas de respostas
que o grupo poderia dar eram: fix) = 1 - 2sen(x), fix) = 1 + 2 sen(x + 75,
ftx) =1+ 2 sen (x - m) . Ja com relagdo ao deslocamento horizontal, o valor escolhido estaria
correto se a fungdo fosse cosseno, ou seja, o grafico estaria deslocado para a esquerda,

aproximadamente, 1,5 unidades: f(x) = 1 + 2.cos(x + 7/2), porém o grupo registrou seno.
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Figura 108: Grafico do item ¢ do 12° exercicio.

A resolucdo dos desafios pelo grupo III foi feita de forma correta. O grupo iniciou
corretamente a resolu¢do do 1° desafio (sobre o movimento da roda gigante) substituindo ¢
por O (figura 109 abaixo). Atrapalhou-se porém com as unidades grau e radiano. O grupo
transformou m/12 para a unidade grau e diminuiu do resultado o valor 26 que estava em
radianos. Apos a orientacdo da professora, o grupo transformou tudo para radianos, obtendo
argumento igual a -25,74. Porém, aqui repetiu o erro de misturar graus e radianos. Entendeu o
valor -25,74 radianos como -25,74° e reduziu esse valor para o primeiro quadrante.
Novamente, a professora interveio e sugeriu que passassem tudo para graus, ja que o grupo
estava confundindo-se com radianos. O aluno d comenta: "Radianos s6 complica! Os
numerozinhos sdo menores, mas ¢ mais dificil". Entdo, utilizou regra de trés para transformar
radianos para graus, através da relagdo que o grupo lembrava: 1 radiano equivale a um angulo
de 57,3° aproximadamente. A partir desse momento, a resolucdo foi correta: encontrou a
medida -1474,902°, diminuiu as voltas completas, encontrando um resto igual a -34,902°,
reduziu esse valor para o primeiro quadrante, obteve o seno correspondente (inicialmente
escreveu positivo, porém em seguida colocou o sinal correto) e calculou o que estava sendo
pedido na questdo. A resposta do aluno teve uma diferenca grande com relacdo a resposta
correta (uma diferenca de 0,7m para menos), devido aos arredondamentos que o aluno foi

fazendo durante o calculo. A figura 109 mostra a resolugdo da segunda parte do desafio pelo

grupo III.
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Kot e a0
Desafio 1: sem ter o grafico da fungdo dado pelo geogebra, como voce faria paracalcular a altura inicial do seu amigo?

/4 - 24) , 474,908 L

Figura 109: Resolugdo do 1° desafio pelo grupo 1L

O segundo desafio, sobre o numero de clientes que circulam em um supermercado, foi
resolvido corretamente pelo grupo, porém pude perceber uma certa confusdo no registro. Na

primeira linha da resolugdo, a esquerda na figura 110, 0 grupo escreveu
12

ftx) = 900 - 800 sen(—n), na segunda linha, omitiu 0 x ¢ o 12, escrevendo apenas
X

f(x) =900 - 800.sen(r) e somente na terceira escreveu o argumento corretamente.

Desafio2: sem ter o grafico da fungdo dado pelo geogebra, como vocé faria para calcular o nimero maximo e minimo

de clientes dentro do supermercado?

Figura 110: Resolugao do 2° desafio pelo grupo III.

4.11.3 Comentarios sobre a atividade 9

A atividade 9 permitiu que os alunos observassem caracteristicas importantes dos
graficos das fungdes seno e cosseno como: imagem, raizes, alturas maxima e¢ minima, periodo
¢ as transformagdes nos graficos. Permitiu também que os grupos analisassem e comparassem
os graficos, percebendo semelhangas ou diferencas. O GeoGebra mostrou-se um recurso
importante na realizagdo desses exercicios, pois os alunos conseguiram construir os graficos
facilmente (bastando digitar a fun¢do na "entrada"), personaliza-los (modificando as cores
conforme foi orientado), observa-los na janela de visualizacdo e ainda podiam ver as leis das
fungdes na janela de Algebra facilitando a identificacio e analise desses graficos. O
GeoGebra permitiu também que os alunos observassem os graficos em movimento. O recurso

de modificar 0s parametros A, B, C e D nas fungdes
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fix) = A + B sen[C(x + D)] e gix) = A + B cos[C(x + D)] apresentado no arquivo
"transformagdes nos graficos variagdo" permitiu que os alunos vissem os graficos sendo
alongados, comprimidos, deslocados... de maneira dindmica e ndo estatica como nos graficos
iniciais da atividade.

O exercicio 12 foi resolvido por apenas um grupo. Nesse exercicio, os alunos tinham
que identificar os valores dos pardmetros A, B, C e D através dos graficos e escrever a fungio
correspondente a cada um deles. Poderiam inclusive utilizar o arquivo "transformagdes nos
graficos_variagdo" para tentar reproduzir os graficos e observar as leis na janela de Algebra.
O grupo I, como foi comentado anteriormente, realizou a atividade somente até o 10°
exercicio por causa da falta de tempo, portanto ndo foi possivel concluir se teria conseguido
realiza-lo ou ndo. Ja o grupo II deixou de realizar somente esse exercicio. O grupo II mostrou
que conseguiu identificar as transformagdes nos graficos a partir das leis das fungdes, pois
realizou corretamente a maioria dos exercicios até o 11°, porém no 12° foi solicitado que
raciocinasse de forma inversa e ndo conseguiu realizar esse processo. Isso mostra que as
nogdes sobre transformagdes ainda ndo estavam bem compreendidas pelo grupo.

Percebi na resolugdo dos problemas que os grupos ndo compreenderam o calculo do
seno da funcdo do 1° desafio, pois o argumento foi dado em radianos. Um grupo conseguiu
obter o valor do seno do arco através dos radianos e o outro grupo transformou o arco para um
angulo medido em graus. Com ajuda da professora durante a realizagdo dos problemas,
conseguiram resolvé-los e parece que compreenderam o que estavam fazendo. Notei isso pois
os alunos conseguiram, por exemplo, substituir os valores maximo ¢ minimo do seno para
achar o nimero maximo ¢ minimo de pessoas que circulavam no supermercado ¢ também
conseguiram entender a inversdo desses valores provocada pelo "-1" que multiplicou a fungéo
seno.

No encerramento da 2? etapa da experiéncia de ensino, realizou-se uma avaliagdo dos
grupos quanto a compreensdo dos conhecimentos. A tabela 37 mostra os conhecimentos

abordados em cada atividade.
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Simetrias.

o Circulo trigonométrico.
Atividade 6 ) )
Comparar valores de seno e cosseno de angulos simétricos.

Resolver equagdes trigonométricas.

Arcos medidos em radianos.

o Arcos com medidas negativas.
Atividade 7
Calcular seno e cosseno de arcos.

Associar a medida de arco com a abscissa de um ponto sobre o eixo x.

Circulo trigonométrico.

o Seno e cosseno no circulo trigonométrico.
Atividade 8 . .
Fung@o seno e fungdo cosseno.

Construir e caracterizar os graficos de seno e cosseno no intervalo [0, 27].

Funcao seno e cosseno.

o Analisar fungdes trigonométricas.
Atividade 9 )
Analisar transformagdes nos graficos de seno e cosseno.

Resolver problemas que envolvam fungdes trigonométricas.

Tabela 37: Conhecimentos abordadas nas atividades da 2* etapa da experiéncia.

Os grupos foram separados em duas categorias: na primeira, estdo os grupos que
conseguiram compreender a maior parte dos conhecimentos; na segunda categoria, estdo os
grupos que conseguiram compreender alguns conhecimentos, porém precisariam retomar
alguns pontos.

1*) Os grupos I, II e III conseguiram compreender a maior parte dos conceitos
abordados. O grupo III foi o que teve melhor desempenho na 2% etapa evidenciando isso nas
resolugdes das atividades e nas suas falas durantes as aulas. O grupo I apresentou dificuldade
com a resolucdo de algumas equagdes trigonométricas na atividade 6, porém os outros
conhecimentos foram compreendidos. Nas atividades seguintes, o grupo mostra que também
compreendeu os conhecimentos abordados, sendo que a ultima atividade ndo pdde ser
avaliada integralmente, pois o aluno ndo teve tempo de acaba-la. O grupo II, na atividade 6,
apresentou dificuldade em resolver algumas equagdes trigonométricas, porém durante as
discussdes em aula, mostrou ter avancado na compreensdo dessas equacdes. Nas demais

atividades, o grupo mostrou ter desenvolvidos os conhecimentos, apresentando ainda algumas
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davidas sobre calculo de seno ou de cosseno de arcos medidos em radianos, contudo essas
davidas parecem ter sido esclarecidas.

2%) Os grupos IV e V compreenderam parte dos conceitos. O grupo IV apresentou
dificuldade em resolver algumas das equagdes trigonométricas da atividade 6. Conseguiu
avancar na compreensdo dos conhecimentos da atividade 7. N@o compreendeu os
conhecimentos abordados na atividade 8, pois respondeu apenas a um exercicio, deixando os
restantes em branco. Nao compareceu em aula para a realizacdo da atividade 9. O grupo V
ndo compareceu em aula para a realizagdo das atividades 7 e 9. Na atividade 6, ndo conseguiu
resolver as equagdes trigonométricas propostas. Na atividade 8, o grupo conseguiu perceber o
crescimento ou decrescimento dos graficos das fungdes seno e cosseno, porém ficou limitado
a essas observagoes.

A identificacdo dessas duas categorias permitiu observar que os trés grupos que
realizaram todas as atividades conseguiram compreender os conceitos propostos, e acredito
que os outros dois grupos poderiam ter tido melhor aproveitamento se tivessem comparecido
a todas as aulas, completando a sequéncia de ensino. Ficou evidente que a mediagdo da
professora ¢ as discussdes com os grupos foram fundamentais para o esclarecimento das

duvidas e que o nimero reduzido de alunos participantes na 2* etapa contribuiu para isso.
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CONSIDERACOES FINAIS

A andlise das resolucdes das atividades dos alunos e didlogos gravados durante as
aulas permitiram observar o avango na compreensdo de conceitos trigonométricos importantes
que me propus desenvolver, como os de: seno, cosseno e tangente como razdes
trigonométricas, angulo, circulo trigonométrico, simetria, equagdo trigonométrica, fungéo
trigonométrica e transformagdes trigonométricas nos graficos de seno e cosseno.

Observei que os alunos relacionavam as situagdes propostas com conceitos-em-acao
construidos por eles anteriormente e¢ que consideravam pertinentes a essas situagdes. A
identificacdo e andlise dos teoremas-em-agdo utilizados por eles foi fundamental para a
observagdo ¢ compreensdo das ideias que foram desenvolvendo ao longo das situagdes
propostas. Tanto os teoremas-em-agado verdadeiros como os falsos representaram importantes
oportunidades de discussdes em aula sobre os conhecimentos que estavam sendo abordados.
Os teoremas-em-agdo verdadeiros, enunciados ou utilizados, indicaram que as atividades
propostas, realizadas com o auxilio do sofiware GeoGebra, foram situacdes propicias a
construcdo desses conhecimentos. Os teoremas-em-agdo falsos também foram fundamentais,
pois, a partir deles, novas discussdes foram realizadas no momento em que apareceram ou
posteriormente a observacdo das resolugdes das atividades pela professora. Nessas discussdes,
procurei superar as confusdes observadas ¢ o GeoGebra mostrou-se uma ferramenta
importante nesse processo.

A utilizagdo do GeoGebra e a analise das resolugdes das atividades e das falas dos
alunos, baseada na Teoria dos Campos Conceituais, permitiram ndo s6 identificar as
dificuldades e os erros cometidos, mas acima de tudo, permitiu compreender melhor os
raciocinios dos alunos frente aos desafios e assim, a professora pode fazer intervengdes mais
adequadas a constru¢do dos conceitos. O uso dos recursos do software foi importante para
destacar os elementos que estavam desconsiderando ou relagdes entre os objetos que ndo
estavam percebendo.

Tendo em vista a discussdo sobre conceitos-em-acdo e teoremas-em-agao utilizados e

elaborados pelos alunos ao longo da experiéncia de ensino, varios deles sdo enunciados a

seguir:

1) Se os lados do triangulo mudam, entdo seno, cosseno e tangente também mudam. (Falso).
2) Se os angulos sdo diferentes, entdo as alturas [cateto oposto] também serdo diferentes.

(Falso).
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3) A soma dos angulos internos de um triangulo ¢ dada pela soma dos angulos que aparecem
na figura. (Falso).

4) Cateto oposto ¢ aquele que esta posicionado verticalmente, cateto adjacente é o que esta
posicionado horizontalmente e hipotenusa é o segmento que une os extremos desses
segmentos. (Falso).

5) A razdo entre as medidas de dois lados do tridngulo retangulo resulta na medida do
terceiro. (Falso).

6) Se um angulo mede um valor maior do que 360°, entdo descontam-se as voltas completas
¢ marca-se a medida restante no circulo. (Verdadeiro).

7) Se um éangulo de 360° determina um arco de uma volta completa no circulo
trigonométrico, entdo ndo existem angulos maiores do que 360°. (Falso).

8) Se um angulo ¢ negativo, entdo diminui-se 0 modulo desse valor do angulo de 360° e
marca-se a medida restante (para 0° > o > -360°). (Verdadeiro).

9) Se no circulo trigonométrico mostrado na tela s6 aparecem angulos positivos, entdo nao
existem angulos negativos. (Falso).

10) Se os triangulos retangulos sdo semelhantes, entdo a razao entre lados correspondentes
sera igual. (Verdadeiro).

11) Se um triangulo ¢ retdngulo, entdo a relacdo a ser utilizada ¢ o Teorema de Pitagoras.
(Verdadeiro).

12) O nimero de vezes que um arco cabe em um circulo ¢ dado pela razdo entre 360° e o
angulo correspondente ao arco. (Verdadeiro).

13) Do ponto A = (1, 0) até o ponto P = (0, 1) tem-se um arco de medida 1, entdo cabem 4
arcos iguais a esse no circulo. (Falso).

14) Um radiano ¢ igual a & radianos. (Falso).

15) O quadrado de um numero ¢ igual ao nimero multiplicado por dois. (Falso).

16) Se seno e cosseno no circulo trigonométrico podem ser vistos pelas medidas dos
segmentos, entdo seno e cosseno de 0°, 90°, 180°, 270° e 360° sdao sempre 1. (Falso).

17) Os valores de sen 0°, sen 90°, sen 180°, [e assim por diante], s3o dados pelas medidas dos

arcos determinados pelos respectivos angulos. (Falso).
b
18) Se sen ax = b entdo sen x = —, com a# 0. (Falso).
a

19) O ponto P esta no 1° quadrante, P; esta no 2° quadrante e € simétrico a P com relagdo ao
p q q

eixo y. Sendo assim, AOP; = 90° - AOP + 90°. (Verdadeiro).



227

20) O ponto P esta no 1° quadrante, P, estd no 2° quadrante e ¢ simétrico a P com relagdo ao
eixo y. Sendo assim, AOP; = 180° - AOP ou AOP, = AOP + AOP + AOP. (Verdadeiro).

21) O ponto P esta no 1° quadrante, P; estd no 4° quadrante e ¢ simétrico a P com relagdo ao
eixo x. Sendo assim, AOP3 =270° + AOP ou AOP; = 360° - AOP. (Verdadeiro).

22) O ponto P estd no 1° quadrante do circulo trigonométrico, P; estd no 2°, P, estd no 3° e P;
estd no 4° quadrante. Se forem tragados segmentos unindo os pontos ¢ formar-se um

retangulo, entdo os quatro pontos sdo simétricos entre si. (Verdadeiro).

o

23) Se cos ax = -1, entdo ax = 180°, logo x = (Verdadeiro).

a

24) Resolver cos x = cos 1 é 0o mesmo que resolver cos x = 1. (Falso).

25) Sen aé o mesmo que sen = @, com o medido em radianos. (Falso).

26) Se -2 é o simétrico do arco de medida 2 em relagdo ao eixo x, entdo cos(-2) = cos(2).
(Verdadeiro).

27)Se -2 ¢ congruo ao arco de medida 4,28 obtido por 6,28 - 2 = 4,28, entdo
cos(-2) = cos(4,28). (Verdadeiro).

28)ji(x) = sen (x-(m2)) ¢é uma reflexdo em torno do eixo x do grafico de
Ja(x) = sen (x +(n/2)). (Verdadeiro).

29) Se uma fungdo trigonométrica for multiplicada por -1, entdo as alturas se alternam ou
muda [desloca horizontalmente] o periodo. (Verdadeiro).

30) O periodo comecga sempre em x = 0. (Falso).
1
31) O periodo ¢ o inverso da frequéncia, sendo f = Ce P = Pk (Falso).

32) Periodo ndo muda (sempre P = 27). (Falso).

A sequéncia de ensino evidenciou confusdes dos alunos relativas a nogdo de angulo,
desde a primeira atividade. Inicialmente, observei que alguns grupos confundiam lado do
triangulo com o angulo, ou ndo conseguiam mudar o angulo de referéncia para a identificacao
dos lados. Os teoremas-em-agdo citados acima nos itens 2, 3, 7, 9 sdo exemplos de teoremas
falsos sobre nogdes ou propriedades de angulos. Essas noc¢des erroneas foram retomadas em
aula e em outras situagdes, como na atividade de retomada dos angulos e arcos medidos em
graus ¢ radianos. Ja os itens 6, 8, 12, 19, 20, 21, 22 sdo exemplos de teoremas-em-acao

verdadeiros sobre essas nogdes ou propriedades.
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Confusdes com o seno (ou cosseno) de um arco, medido em radianos, e o valor desse
seno como sendo a propria medida do arco em radianos apareceram também nas atividades.
Pude observar escritas do tipo: sen 1 < sen = 1. O GeoGebra nesses casos também serviu
como referéncia para esclarecimento desses teoremas-em-acao falsos, pois pdde-se marcar um
arco de 1 radiano e chamar a ateng@o do aluno para o seno correspondente e, em seguida,
mostrar o seno com valor 1, pela ordenada do ponto ou pelo segmento OS no eixo y, e chamar
a atengdo para qual angulo ou arco determinava esse seno de valor 1. Outras confusdes
semelhantes a essa podem ser observadas nos itens 17, 24 ¢ 25. Ja os itens 26 ¢ 27 mostram
raciocinios construidos corretamente acerca de cossenos de arcos medidos em radianos.

O uso do GeoGebra mostrou-se um programa eficaz como auxilio na elaboragdo de
situagdes de aprendizagem escolar ricas em possibilidades de construgdo de conhecimentos.
As manipulagdes das figuras apresentadas para os alunos, bem como as construgdes realizadas
por eles, promoveram dinamismo nas atividades, possibilidades de realizagdo de tentativas,
confirmag¢do de hipoteses, observacdo de relacdes entre objetos varidveis e fixos. No
GeoGebra, varias informagoes foram apresentadas aos alunos e eles precisavam desenvolver a
capacidade de selecionar aquelas que eram pertinentes ao exercicio ou problema que estavam
resolvendo. Os teoremas-em-agdo citados nos itens 22, 23, 26, 27, 28 ¢ 29 exemplificam
conclusdes importantes e que foram baseadas nesse processo de manipulagdo das figuras no
programa. Por outro lado, em algumas situac¢des, o uso do GeoGebra reforgou ideias erroneas.
Pudemos observar isso nas situagdes em que os alunos ficaram focados nas imagens
mostradas na tela; os teoremas-em-acao dos itens 3, 4 ¢ 9 sao exemplos disso.

Outras observagdes importantes realizadas durante a experiéncia foram: o tratamento
linear de seno e cosseno (item 18) em oposicdo ao raciocinio correto para resolugdes de
equagdes trigonométricas (item 23); a identificacdo de relagdes e de propriedades entre lados
do triangulo retangulo (itens 1, 4 ¢ 5 - falsos - 10 e 11 - verdadeiros); a relacdo entre os
conceitos abordados e o que foi abordado na disciplina de Fisica (o item 31 mostra um
teorema-em-acdo falso sobre essa relagdo, porém o grupo que o desenvolveu mostrou té-lo
corrigido ao longo da atividade).

A sequéncia de ensino proporcionou aos alunos a manipulagdo de figuras, a
observagao de variacdes, relagdes e propriedades das construgdes geométricas. Permitiu a eles
criar hipdteses e testd-las, confirmando-as ou reformulando-as quando necessario. Esse
dinamismo e interatividade beneficiaram sua aprendizagem, pois o grupo saiu da postura de

ouvinte de explica¢des para a postura de investigador de hipoteses, de padroes, de relagdes, ou
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seja, os exercicios eram dados e eles que tinham que buscar e/ou elaborar as explicagdes ¢ as
respostas A sequéncia de ensino também possibilitou uma mudanga na relagdo entre a
professora ¢ os alunos. Anteriormente, as aulas eram estruturadas com explicagdes dos
conteudos, exercicios e corre¢do, logo a professora tinha o papel de transmitir os conteudos e
os alunos tinham o papel de receptores desses conteudos. Com a experiéncia, os alunos
assumiram o papel de construtores do seu proprio conhecimento e a professora assumiu o
papel de mediadora. Essa mediacdo foi importante para orientd-los na descoberta e na
utilizacdo das ferramentas do programa necessarias nas atividades, também foi fundamental
quando os alunos utilizaram ou elaboraram conceitos-em-agdo e teoremas-em-acdo falsos,
para que percebessem que estavam pensando de maneira equivocada, e quando utilizaram ou
elaboraram conceitos e teoremas-em-acdo verdadeiros, para que tivessem a confirmacdo de
que o que estavam pensando estava correto.

A sequéncia de ensino trouxe outro beneficio, além da mudanga de papéis no processo
de ensino, que ndo era esperado. A relagdo afetiva entre a turma e a professora mudou. A
relacdo entre a turma e a professora, quando estavam no 1° ano do Ensino Médio, era tensa,
devido ao desinteresse dos alunos pelas aulas, pelas atividades propostas e pela propria
Matematica. Porém, a possibilidade de eles sairem da sala de aula, irem para o laboratorio de
informatica, realizarem atividades mais dindmicas, conversarem com a professora sobre suas
ideias tornou o ambiente de aprendizagem mais agradavel. Quando a professora falou a eles
da sua saida da escola, alguns alunos comentaram que sentiriam falta das aulas, pois estavam
gostando e entendendo as aulas de Matematica.

A experiéncia de ensino evidenciou o contrato didatico estabelecido anteriormente nas
aulas de Matematica. Nele, os alunos estavam acostumados a: extrair todos os dados dos
enunciados dos problemas e com eles realizar algum procedimento, ao invés de selecionar as
informacgdes relevantes dos enunciados e das figuras mostradas na tela; encontrar um nimero
qualquer como resposta, ao invés de analisar se essa resposta ¢ coerente com o contexto
apresentado; e resolver um problema unicamente através de operagdes e de formulas, sem
perceber que ¢ possivel resolver algumas situagdes sem efetuar calculos e operagdes, como
através dos recursos de um soffware matematico.

Sobre o desenvolvimento da sequéncia de ensino, gostaria de ter aplicado as atividades
com toda a turma até o final. Dessa maneira, seria possivel analisar a experimentagdo de toda
a sequéncia com uma turma regular do Ensino Médio. Também seria possivel analisar se, de

fato, as confusdes que apareceram para o grupo inicial foram esclarecidas ao final da primeira
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etapa, pois poder-se-ia observar se iriam reaparecer na atividades seguintes. Por outro lado,
com o grupo menor de alunos, percebi que os didlogos entre eles e entre eles e a professora
foram mais produtivos. Por estarem em um grupo menor, estavam mais concentrados e deve-
se levar em consideracdo que os sete alunos desse grupo foram voluntarios, ou seja, estavam
ali manifestamente interessados em aprender mais Trigonometria. Nessa segunda etapa da
experiéncia, pude sentar-me ao lado dos grupos e acompanhar a realizacdo das tarefas por
mais tempo. Com o grupo grande, atendia uma duvida de um determinado grupo ¢ em seguida
tinha que me deslocar para ajudar outro que estava me chamando.

Considero que a experiéncia mostrou-se uma alternativa interessante para o ensino da
Trigonometria por ter instigado os alunos a pensarem sobre a Trigonometria, a criarem suas
hipoteses, a testa-las, conforme foi comentado anteriormente. Mesmo ndo tendo sido testada
por inteiro com uma turma, acredito que possa ser aplicada do inicio ao fim com uma turma
regular. Nesse caso, seria interessante o professor utilizar um computador para si e projetar
em uma tela a atividade que estivesse aplicando, para poder responder e discutir com a turma
as duvidas que fossem surgindo. Essa seria uma alternativa para qualificar o acompanhamento
das resolucdes e das ideias elaboradas pelos grupos. Para uma préxima experiéncia,
acrescentaria atividades que enfocassem o Teorema Fundamental da Trigonometria
(sen? x + cos®> x = 1), a fungdo tangente ¢ as razdes trigonométricas secante, cossecante e
cotangente no tridngulo retangulo e no circulo trigonométrico.

Para finalizar, gostaria de comentar que a experiéncia de ensino enriqueceu minha
formacdo como professora, pois me permitiu vivenciar ¢ observar os beneficios que uma
mudanca na estrutura das aulas e das atividades propostas podem trazer para a aprendizagem
dos alunos. Permitiu constatar o quanto ¢ importante o professor desenvolver a sua
criatividade, elaborando material proprio, pesquisando o que outros professores estdo fazendo
para contribuir com o ensino, ndo s6 da Trigonometria, mas também de outros contetidos
matematicos. Assim, a experiéncia influenciou minha pratica docente levando-me a pensar em
um ensino diferenciado, a elaborar, a criar ¢ a testar alternativas de ensino para outras turmas,

de outros niveis de ensino, ¢ para outros conteiidos matematicos.
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APENDICE A - O Geogebra

O GeoGebra ¢ um software livre de Matematica dindmica que relaciona Geometria,
Algebra e célculo. Seu criador foi o Professor de Educagdo Matematica Markus Hohenwarter
que leciona na Johannes Kepler University Linz, na Austria. O GeoGebra é um software
criado para atender as necessidades de ensino e aprendizagem matematica nos diferentes
niveis educacionais: educagdo basica e educac¢do superior.

A figura 111 mostra a interface do GeoGebra. Seguindo a numeragdo indicada na
figura, temos:

1) janela de visualizagdo: onde toda a parte grafica do trabalho ¢ exibida.

2) janela de algebra: nela aparecem duas categorias, uma de objetos livres e outra de objetos
dependentes, nessa janela é possivel observar todos os elementos algébricos que estdo
relacionados com as constru¢des que aparecem na janela de visualizagdo.

3) botdes que mostram as ferramentas matematicas de construgdo de pontos, retas, poligonos,
circulos, angulos, entre outras.

4) entrada: nela podem ser digitados os objetos algébricos como, por exemplo, coordenadas
de pontos, equagdes ¢ leis de formagdo de fungdes.

5) barra de ferramentas do GeoGebra: em exibir, por exemplo, pode-se optar por exibir ou ndo
a janela de Algebra, ou os eixos na janela de visualizagdo; em opgdes, pode ser alterada a

quantidade de casas decimais que aparecem nos numeros, ou ainda o tamanho das fontes.
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Figura 111: Interface do GeoGebra.

A seguir, serdo indicados os passos de uma construcao feita no GeoGebra para que o
leitor possa ter uma nogdo de como pode ocorrer esse processo de construgio. E importante
esclarecer que o GeoGebra apresenta inimeras possibilidades de constru¢do que variam de
simples a avangadas. Nesse trabalho, focaremos construgdes simples, que ndo requerem a
exploragdo de todas as ferramentas do programa, mas que foram consideradas fundamentais
no processo de aprendizagem da Trigonometria.

Construgdo do circulo trigonométrico: no 6° botdo, seleciona-se "circulo dado centro e
raio". Observe que na figura 112, a direita, aparece a indicacdo do que se deve fazer em

seguida.
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Figura 112: Circulo dado centro e raio.

Para selecionar o centro, basta clicar na janela de visualizagdo sobre o ponto desejado,

nesse caso, o ponto A de coordenadas (0,0). Em seguida, aparece a janela em que devera ser

digitado o raio (figura 113).
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Figura 113: Ponto A = (0, 0) e raio de medida igual a 1 unidade.
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Ao clicar em "ok", aparece na janela de visualiza¢do o circulo centrado na origem e
com raio igual a 1 unidade, como mostra a figura 114. Na janela de Algebra, estdo listados o
ponto A, com suas coordenadas, ¢ a equagdo do circulo. Ambos sdo objetos dependentes, pois
A foi construido tendo suas coordenadas fixas na intersec¢do dos eixos e, por sua vez, o

circulo ¢ dependente do centro A.

EEeoGehra _|EI 5[
Arguiva  Editar  Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
A : | ] o ol Lo Circulo dados Centro e Raio
[%v o L /'/.; /’V I:bv @ '\‘/v Ld — 3§ ‘%v Selecione o centro &, depois, digite a medida do raio r 2
1) Objetos Livres x
__J CObjetos Dependentes
T R=(0,0)
e Ry =
2
4
T o A T T T
2 ] 2 3 4
@Entrada:l Iz L”E( L”Comando.. LI

Figura 114: Circulo e sua respectiva equagao.

Os proximos passos serdo a troca do nome do ponto A para ponto O (de origem) e a
criagdo dos pontos de intersec¢do do circulo com os eixos. Para renomear um objeto, basta
clicar com o botdo direito do mouse sobre o objeto, clicar em "renomear" e digitar o0 nome

desejado (figura 115).
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{#,GeoGebra =10l x|
Arguivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
kl;\/h b@@&v\-dﬁ‘%m\mpomu )
° ; ,
= | = /\.”‘v - o . hd +v i Cligue na area de trabalho, em uma reta ou em uma curva ')
[C3) Objetos Livres X
(3 Ohjetos Dependentes
@ A=(0,0)
DRy =1
2
x|
Movo nome para Ponto &
lo [« =]
0K | Cancelar |
/ oA \
-2 E [i] 2 3 4
@ Entrada: I

I= L”a L”Comando... LI

Figura 115: Renomear ponto A.

Para criar os pontos de interseccdo, seleciona-se, no segundo botdo, da esquerda para
direita, "intersec¢do de dois objetos" (figura 116).

Eﬁenﬁehra i ] 4]
Arguivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda

x P Blelo] 4N =]

| | |
% 82191 .A Movo ponto
e

Intersecio de Dois Objetos: Selecione dois objetos ou
cligue diretarnente na intersecao

|3l

. e 24
o’ Fonto Médio ou Centro

=N k=]

@ Entrada: I

I= L”u L”Comando... LI

Figura 116: Intersec¢do de dois objetos.
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Apos a selegdo, clicar sobre o circulo e sobre o eixo horizontal, assim, aparecerdo os
pontos A e B. Repete-se o procedimento, mas agora clicando sobre o eixo y, e aparecerdo os

pontos C e D (figura 117).

Eﬁenﬁehra i ] 4]
Arguivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
L]
.

s PR >lelo] <)

| |
[C3) Objetos Livres X
|29 Ohjetos Dependentes
@ A=(1,0)
@ B=(1,0)
3 C=0,-1)
@ D={0,1)
2 0=(0,0)
L mr ey =1

Intersecio de Dois Objetos: Selecione dois objetos ou @

a=2
| clique diretamente na intersegéo )

&

'
] )

&l

o

@Entrada: I I= L”a L”Comando LI

Figura 117: Pontos de intersec¢do do circulo com os eixos.

Esses novos pontos serdo renomeados para que, no circulo trigonométrico, o ponto A
aparega com as coordenadas A = (1, 0), ponto considerado como inicial na marcagdo de arcos
e angulos. O ponto B sera B = (0, 1), C = (-1, 0) e D sera D = (0, -1), conforme mostra a
figura 118.
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=[]

Intersecio de Dois Objetos: Selecione dois objetos ou
cligue diretamente na intersecéo

a=2

N

&l

<

&l

s B lelo] 4

&l i
[C3) Objetos Livres X
(=] Ohjetos Dependentes
L@ A=(1,0)
@ B=(0,1)
P C=(1,0)
@ D={0,-1)
F @ 0=(0,0)
e ey =1

:
]

3|5

o

@Entrada:l I= L”a L”Comando LI

Figura 118: Pontos renomeados.

Com auxilio da ferramenta inserir texto, os quadrantes do circulo trigonométrico serdo

identificados no sentido anti-horario a partir do quadrante AOB (figura 119).

Arguivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda

=lolx|

i Z: ('5 (ﬁ ° Inserir Texto: Cligue na area de trabalho ou em um ponto &
k | Xv /v "’I"’v i 37 ./v ‘{a.v Xv ebv para criar um texto ﬁ
[C3) Objetos Livres X asz
Seletar
(3 Ohjetos Dependentes *
@ A=(1,0) 7 - ;
3 B=(0,1 O Caixa para ExibirEsconder Ohjetos
P C=(1,0)
2 D=(0,-1)
@ 0=(0,0)
D ey =1
'*:z Incluir Imagem
az b Relagdo entre Dois Objetos
C o )0 A
2 0 2 3 4
D
@ Entrada I I= LI Ia L”Cumando LI

Figura 119: Inserir texto.
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A figura 120 mostra os quadrantes ja identificados e um novo ponto criado sobre o
circulo. Esse ponto foi construido com a ferramenta novo ponto do segundo botdo, da
esquerda para direita. Apods seleciona-la basta clicar sobre o circulo. O ponto criado foi

nomeado como ponto E e, em seguida, renomeado para P.

b

'

LA

Novo ponto @
Cligue na area de trabalho, em uma reta ou erm uma curva )

<

&l

ABC
&l

Eﬁenﬁehra i ] 4]
7| 7| 7|
@ h-(1,0) (3.23, 2.88)
- .

Arguivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda
L]
.
[C3) Objetos Livres X
..... JB=(U,1)

| B % 1 [ s | 2
|29 Ohjetos Dependentes
..... 3 C=iA,0)

----- @ 0=00,0)
..... @ P =(0.63,0.78)
..... Dy =1

@Entrada: I I= L”u L”Comando LI

Figura 120: Quadrantes identificados e ponto P sobre o circulo.

A figura 121 mostra a ferramenta "angulo" do 8° botdo. O angulo AOP ser4 marcado e
ele permitira que se visualize a variagio dos angulos no circulo trigonométrico. E importante

lembrar que o ponto P pode mover-se apenas sobre o circulo.



242

Eﬁenﬁehra i ] 4]
Arguivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

A . ['> (a @ 5: . Angulo @
kv bt 7 /7 /I"{v o 5 ./v - ABCv '%’v Selecione trés pontos ou duas retas »
[C3) Objetos Livres X
(23 Ohjetos Dependentes
@ A=(1,0) .. ] ]
P B={0,1) .qa‘ Angulo com Amplitude Fika
3 C=(-1,0
@ D=i0,1 . q
20 =EIU, UI) :m < Distancia, Comptimento ou Perimetro
@ P={0.63,0.78) om? |
DRy =1 Eﬂ -
/ Inclinagéo
200 1°Q
c olo A
2 0 2 3 3
ra 4°Q

@Entrada: I I= L”a L”Comando LI

Figura 121: Ferramenta angulo.

A figura seguinte (122) mostra o resultado final desses passos: o circulo

trigonométrico.

@ GeoGebra 13l x|

Arguiva  Editar  Exibir  Opgfies Ferramentas Janela Ajuda
o '? Mover i)
- o Arraste um objeto selecionado {Esc) r

A OO £)

R ] &l el

55 Objetos Livres x
|3 Objetos Dependentes

@ A=(1,0)
@ B=i0,1)
@ C=(1,0)
@ D={0,-1)
@ 0=(0,0
@ P ={(0.58, 0.81)

.
)

A
*
7l

ABC
|

@ entada: | = s vIIComanuo -

Figura 122: Circulo trigonométrico.

Um recurso interessante que o GeoGebra possui e que ajudou na analise dos trabalhos
dos alunos foi a ferramenta "protocolo de construgao". Essa ferramenta mostra todos os
passos que foram feitos desde o inicio da construg@o até o final. Inclusive, ¢ possivel esconder

a construgcdo da janela de visualiza¢do e, clicando no botdo "avancar", rever a construgo
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sendo feita passo a passo. Esse recurso foi importante por permitir identificar a forma como
os alunos estavam pensando para desenvolver as construgdes e, consequentemente, resolver as
tarefas propostas. Abaixo, apresenta-se um exemplo de situacdo em que a analise do protocolo
de construgdo foi fundamental para compreender os raciocinios dos alunos.

Na figura 123, pode-se ver o protocolo de constru¢cdo do grupo D, que acertou a
resposta a pergunta: "Selecione angulo de amplitude fixa no oitavo botdo. Clique sobre A e O
e digite, na janela que ira abrir, um angulo maior do que 360°. Qual angulo ficou marcado no
circulo? Explique o que aconteceu". Na linha 33, aparece a defini¢do "Imagem de C por uma
rotagdo de angulo" e, na linha 34 aparece a defini¢do "Angulo entre A, O, P" ¢ o valor
"o = 300,01°". Essas informagdes referem-se ao angulo "livre" utilizado para observar a
variagdo dos angulos em cada quadrante nas perguntas iniciais. Na linha 35, aparece a
defini¢do "Imagem de A por uma rotagdo de angulo de 45°" e, na linha 36, aparece o valor
"B =45°". Essas informagdes referem-se ao angulo de amplitude fixa, o qual era solicitado na
pergunta. Observe que o GeoGebra ndo registrou o angulo de medida igual a 405° utilizado
pelo grupo, descontou a medida de uma volta completa (360°) e marcou apenas o angulo de

45°.

x|
Arguiva  Exibir  Ajuda
M. |Mome | Definicgo | comando [valor |
27 Testo textal textal ="1"a" ﬂ
Il 28 Texto textol1B textol 6 ="2"0"
| 289 |Texto textol¥ textol ¥ ="3°a"
! 30 Textotextols texto1 8 ="4"Q"
| 31 |Ponto P Fonto sobre ¢ Faontafc] P={05-087
32 |Ponto C'1 Imagern de C poruma rotagdo de dngulo 45° | Girar(C, 45°, 0] 0'1 =0.71,-0.71)
il 33 |Pontoc Imagern de G poruma rotagdo de dngulo Girar[C, 315°, O] C'=0-071,071) I
24 Angulo o Angulo entre &, 0, P Angulafa, 0, Pl @=300.01°
35 |Ponto A'1 Imacern de A por uma rotagdo de angulo 45° | Girarfs, 45°, 0] A'1 =071, 071
|38 Anguio Angulo entre A, O, A Angulafs, O, A B =45
37 FPonto &' Imagern de A por uma rotagdo de Gngulo 315° Girarf4, 3157, 0] Al=(0.71,-0.71)
38 Anguloy Angulo entre A, 0, A Angulofa, 0, A y=315° =
S T =

T T T

Figura 123: Protocolo de construgdo do grupo D.

Ja na figura 124, aparece o protocolo de constru¢do do grupo O, que chegou a

conclusdo errada. Observe que ndo aparece a linha referente a construgdo do angulo de

amplitude fixa, aparece apenas a indicagdo do angulo "livre", nas linhas 30 e 31. Nas duas
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figuras (123 e 124), a ultima linha do protocolo foi omitida, pois nelas apareciam os nomes

dos componentes dos grupos.

x
Arguivo  Exibir  Ajuda
M. |N|:|me |Deﬂni§§u |Cnmandn |Va|nr |
20 Circulo Circulo com centro QO e raion 1 CirculaD, 1] Ry = ;l
21 Ponto A, Ponto de infersegdodea b Intersecdola, b] Ay =00
22 Ponto B Ponto de intersegdo de ¢, b Intersegaale, b, 2] E=(01
23 |Ponto Ponto de intersegdo de ¢, & Intersecdolc, a, 1] C=1{-1m
24 |Paonto D Fonto de intersecdodec, b Intersegdolc, b, 1] D=10-1 :
25 Ponto A Fonto de intersegdo de ¢, a Intersegaale, a, 2] A=(1,0 i
26 Texto textal textnl ="1°0"
27 Texotextols tentol 6 ="2"Q"
28 Tewto textol 7 textol 7 =" 30"
28 Tewxto textol18 textnl B ="4°0"
a0 [FPonto P Faonto sobre ¢ Fantac] P={089 -016)
3 Angulo o Angulo entre &, O, P Angulals, 0, F 0= 350.75° <
s I ETE P

Figura 124: Protocolo de construgdo do grupo O.
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APENDICE B - Termo de Consentimento Livre e Esclarecido

O estudo da Trigonometria por estudantes do 2° ano do Ensino Médio ¢ caracterizado
por uma série de dificuldades de aprendizagem. Essas dificuldades referem-se a construcao de
significados, a organizacdo de conceitos e a utilizagdo desses conhecimentos como
instrumentos de resolu¢@o de problemas.

A presente pesquisa pretende coletar dados e informacdes que serdo analisados e
utilizados como referéncia para a dissertacdo de mestrado intitulada “Uma proposta de estudo
da Trigonometria através do software Geogebra para o 2° ano do Ensino Médio”. Este
trabalho tem como um de seus objetivos principais pesquisar ¢ promover situacdes de
aprendizagem que favoregam ao estudante a superacdo dessas dificuldades de aprendizagem
citadas e de outras mais. Acredita-se que a utilizacdo do software Geogebra ira auxiliar no
aprendizado dos conceitos trigonométricos por proporcionar uma visdo dindmica de
triangulos, do ciclo trigonométrico e das fungdes trigonométricas. A coleta de dados sera
realizada através de gravac¢des de audio durante as aulas e analise do material produzido pelos
alunos.

A pesquisa faz parte do trabalho de dissertagdo de Mestrado do Programa de Pos-
Graduacdo em Ensino de Matematica da UFRGS — Universidade Federal do Rio Grande do
Sul, cuja orientagdo ¢ realizada pela Professora Doutora Elisabete Zardo Burigo.

Os dados e resultados individuais desta pesquisa estardo sempre sob sigilo ético, ndo
sendo mencionados os nomes dos participantes em nenhuma apresentacdo oral ou trabalho
escrito que venha a ser publicado.

As pesquisadoras responsaveis por esta pesquisa, Prof* Dra. Elisabete Z. Burigo ¢ a
mestranda, Prof* Leonor Wierzynski Pedroso, comprometem-se a esclarecer devida e
adequadamente qualquer duvida ou necessidade que eventualmente o participante e/ou
responsavel legal venha a ter no momento da pesquisa ou posteriormente através dos emails:

00009949@ufregs.br e leonor.pedroso@maristas.org.br.

Ap6s ter sido devidamente informado de todos os aspectos desta pesquisa e ter

esclarecido todas as minhas dOvidas, €U .......cccccoiiiiiiiiiiiiiii e autorizo
meu(minha) filno(a) .....cceeeveeviiieeriie e, a participar desta pesquisa.
Assinatura do participante Assinatura do responsavel

Porto Alegre, ....... de abril de 2011
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Nomes: Turma: 221 2°anodoE.M. Data: _/_ /2011

Componente curricular: Matematica | trimestre

Professora: Leonor W. Pedroso

Aplicagdes de seno, cosseno

e tangente.

Folha de registro de respostas

Aplicacbes atividade 1:

Identifique a razdo trigonométrica (dica ao lado) e substitua os
valores: o, distancia e altura h nessa razdo.

Calcule no geogebra o valor da razio referente ao angulo e
também substitua esse valor:

Calculo:

Dica: para identificar a relagdo
trigonométrica a ser utilizada no
calculo, responda:

Em relagdo ao angulo a, a altura
hé:

() hipotenusa

() cateto oposto

() cateto adjacente

Em relagdo ao angulo a, o
segmento que representa a
distancia da pessoa ao prédio é:
() hipotenusa

() cateto oposto

() cateto adjacente

Qual razao trigonométrica
envolve as suas duas respostas
anteriores?

( )seno

() cosseno

() tangente

Aplicacoes atividade 2:

Comprimento da sombra =.......cccccceeeeeeeeeennns
Angulo = ..o

Calculo:

Resposta: altura da drvore = ......ccccceeeeveeeeecvnneneennnn.

Em relagdo ao angulo a, a altura
da drvore é:

() hipotenusa

() cateto oposto

() cateto adjacente

Em relagdo ao angulo o, a
sombra é:

() hipotenusa

() cateto oposto

() cateto adjacente

Qual razao trigonométrica
envolve as suas duas respostas
anteriores?

( )seno

() cosseno

() tangente
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Aplicacbes atividade 3:

Distancia do satélite a superficie da Terra =
Distancia do satélite ao centroda Terra=......cccccevvevvevvenvennnnne.

Calculo:

Resposta: Raio da Terra=.....cccoevvvveveeeeeeeeecennnnnns

Em relagdo ao angulo f3, o Raio
(segmento que une o ponto
central ao ponto H) é:

() hipotenusa

() cateto oposto

() cateto adjacente

Em relagdo ao angulo 3, o
segmento que indica a distancia
do satélite S ao centro da Terra é:
() hipotenusa

() cateto oposto

() cateto adjacente

Qual razao trigonométrica
envolve as suas duas respostas
anteriores?

( )seno

() cosseno

() tangente

Aplicacdes_atividade 4: Nesse problema, uma relagdo trigonométrica sera
utilizada duas vezes. Teremos que isolar uma incégnita em uma razdo e
substituir essa incégnita na outra razdo.

Calculos:

Resposta: Largura do rio = ......cccceevvveveeeeeceeecinnnns

No tridngulo ADC:

Em relagdo ao angulo a, o
segmento ¢ é:

() hipotenusa

() cateto oposto

() cateto adjacente

Em relagdo ao angulo a, o
segmento d é:

() hipotenusa

() cateto oposto

() cateto adjacente
Qual razao trigonométrica
envolve as suas duas respostas
anteriores?

( )seno

() cosseno

() tangente

No tridngulo BDC:

Em relagdo ao angulo f3, o
segmento ¢ é:

() hipotenusa

() cateto oposto

() cateto adjacente

Em relagdo ao angulo f3, o
segmento que vai do ponto D ao
B é:

() hipotenusa

() cateto oposto

() cateto adjacente
Qual razao trigonométrica
envolve as suas duas respostas
anteriores?

( )seno

() cosseno

() tangente
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APENDICE D - Roteiro da atividade 9

Nome: 22 ano do E.M. Data: _/ /11

Matematica Professora: Leonor W. Pedroso

Explorando transformacgGes nos graficos das fungGes seno e cosseno.

1. Abra o software Geogebra.
2. Inicialmente, iremos ajustar a unidade utilizada no eixo x. Para isso, clique com o botdo direito do

mouse sobre o eixo x. Em propriedades, selecione “distancia” e escolha 7t/2.

Observacdo: O grafico da fungao inicial f(x)=sen(x) ndo deverd ser “escondido” em nenhum dos itens abaixo.

1. Em “entrada”, digite a fungdo: f(x) = sin (x) e tecle “enter”.
a) Quais sdo a altura maxima e minima atingidas pelo gréfico da fungdo?

b) Em notagdo de intervalo,b dé a imagem da fungdo f(x) = sen «x

c) Obtenha, pelo grafico, cinco raizes (valores de corte no eixo horizontal) da fungdo sen x.

2. Sem apagar o grafico inicial, digite f_1(x)= 1+ sin(x) (cligue com o botdo direito do mouse sobre o grafico, em
propriedades, escolha cor vermelha) e f_2(x) = -1 +sin(x) (cor azul).

a) Compare os graficos dessas fungdes com o grafico da fungdo f(x) = sen x, qual é a diferencga

L a1 N I SR = -1 (ol o LY TSR

b) Qual é a imagem da fungdo f 1(x) = 1 + sen (x) e da fungdo f 2(x) = -1 + sen

(K)?+rerveeeeeeeeeeeeeeeeseeeee e ees eeeeseee e eeseseee e eee e ee e ettt e er et e

c) O que aconteceria se, ao invés de somarmos a fungdo 1 e —1, somdssemos os valores 2 ou -2?
Qual seria a imagem de cada uma dessas FUNGOES? .......c..uvvrereeiereeieieiee e e e e e e e e
3. Na janela de Algebra, clique sobre as funcdes f_1 e f_2 para esconder seus graficos.
a) Digite (amarelo) e g_2(x)= 3sin(x) (verde). Compare os graficos com a fungdo
f(x) = sen x. O que aconteceu com as alturas atingidas pela fungdo?

b) Os pontos de corte com o eixo x (raizes) modificaram oUNE0? ........c.ccevciiiiiiieieeiee e e,

c) Qual é aimagem de cada uma das fungdes do IteM A2 ......cceeeeeiciiiiiiiiee e
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1 1
4. Repita o item 3, mas agora com as fung¢Ges g_3(x) = (E) sin x (rosa) e g_4(x) = (5) sin x (roxo).

5. Esconda os graficos g1, g», g3 e g4. Digite h(x) = -sin x (cinza).

a) O que acontece com o grafico da fungdo ao multiplicarmos a fungdo por -1?
6. Esconda o gréfico da fungdo h. Digite i_1(x) = sin (2x) (vermelho) e i_2(x) = sin (4x) (azul).

a) Compare os graficos. O que mudou entre eles?

b) Os conjuntos imagem das fungGes sao iguais oU diferentes? .......cccvcveeeeerieieciiiieie e e
c) Observe agora que a fung¢do f(x) = sen x completa um periodo, ou ciclo, no intervalo [0, 2rt] e
que o comprimento desse intervalo é 2m. Escreva um intervalo em que a fung¢do i_1(x) = sin (2x)
completa um periodo, ou ciclo. Escreva um intervalo em que a fungdo i_2(x) = sin (4x) completa
um periodo. Qual o comprimento desses intervalos?

INEErvalo: ..o CompPrimento: ...cueevveeeeeeieiee e e

INEEIVAl0: e ComMPrimento: .....ueueeeieee e e

7. Esconda os graficos das fungbes i; e i,. Faga o que foi pedido no item 6, mas agora com as funges:

i_3(x) =sin K%}x} (rosa) ei_4 =sin K%}x} (verde).

) RS RSR U URRPT
o) TSSOSO
C) INtervalo: ..ooeviiii e Comprimento: ......coeeevveveeeeieie e
INEEIValo: e COMPriMENTO: .uuueiici i e

8. Esconda os graficos das fungBes i_3 e i_4. Digite as fungdes j_1(x) = sin (x-(pi/2)) (laranja) e
j_2(x) = sin (x - pi) (roxo).
a) Compare os graficos das fungGes. Qual a diferenca entre eles? ..........ueeeveeeiiciiiiiiieieeeee e
b) Escreva um intervalo em que j_1(x) = sin (x-(n/2)) completa um periodo e escreva o
comprimento desse intervalo. Faga o mesmo para a fungdo j_2(x) = sin (x - m).
INEErvalo: oo CompPrimeNnto: ...cueeeeeeeeeeee e

INEEIVAl0: et [@70T 0 01'o 141110 1= o) {o SRS
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9. Esconda apenas a fungdo j,. Digite a fungdo j_3 = sin (x +(pi/2)) (verde) e compare com a fun¢do j;. Quais
diferencgas e/ou semelhangas vocé percebe entre eles?

10. Abra o arquivo “transformag¢des nos graficos_variacdo”. Complete as lacunas abaixo utilizando as

expressoes:

deslocamento para cima/para baixo;
deslocamento para direita /para esquerda;
alongamento vertical;

compressdo vertical;

alongamento horizontal;

compressdo horizontal;

vV V V V V V V

reflexdo do grafico em torno do eixo x;

y=A+Bsen[C(xxD)]

a) A provoca um no grafico da fungdo f(x)=senx. Se A for positivo sera

para e se A for negativo sera para

b) Se B for um numero positivo maior do que 1 (um), ird provocar um no grafico

da fungdo f(x) = senx e se B for um numero positivo e estiver entre 0 (zero) e 1 (um) ird provocar uma

c) Se B for negativo, ird provocar uma no grafico da fungdo f(x) =

sen x.

d) Se C for um nimero maior que 1 (um), ird provocar uma no grafico de f(x) =

senx e o periodo serad dado por: P=_____ (verifique isso nas fun¢des do item 6).

e) Se C for um numero entre 0 (zero) e 1 (um), ird provocar um no grafico de f(x) =

senx e o periodo também serd dado por P=___ (verifique isso nas fung¢des do item 7).

f) Considere D>0, se somarmos D ao x da fungdo, teremos um para
Se diminuirmos D, teremos um para

11. Construa os graficos das fungGes abaixo e indique as transformacgdes feitas em cada um a partir do gréfico

de f(x) = cos x.
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a)f_1(x) =2 +(1/2) cos x
b) f_2(x) =-1 + cos 2x

12. Observe os graficos dados e descubra a fungdo correspondente (sugestao: utilize o arquivo “transformacgdes

nos graficos_variacdo” para tentar reproduzir o grafico dado e observar os valores de A, B, Ce D).

VAL
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Aplicagoes das fungdes trigonométricas

1. (Vunesp) Do solo, vocé observa um amigo numa roda-gigante. A altura h em metros de seu amigo em

relagdo ao solo é dada pela expressdo h(t)=11,5 +105en{(%).(t—26)} , onde o tempo t é dado em segundos e

a medida angular em radianos.

b) Determine as alturas minima e maxima que seu amigo alcanga e o tempo gasto em uma volta completa.
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Importante:
e para responder a questdo, obtenha o gréfico que representa a situagdo descrita acima digitando, no
geogebra: f(x) = 11.5+10sin[(n/12)*(x-26)]
e para facilitar a visualizagdo dos valores, crie um ponto sobre o grafico e movimente-o observando
suas coordenadas. [no segundo botdo, selecione: novo ponto; clique com o botdo direito do mouse

e selecione: exibir rétulo : valor].

Desafio 1: sem ter o gréfico da fungdo dado pelo geogebra, como vocé faria para calcular a altura inicial do seu
amigo?

2. (FGV - SP) Um supermercado, que fica aberto 24 horas por dia, faz a contagem do numero de clientes na loja

a cada 3 horas. Com base nos dados observados, estima-se que o numero de clientes possa ser calculado pela
~ . s X.T . , . ~ .
fungdo trigonométrica f(x) = 900—80059n(3) onde f(x) € o numero de clientes e x, a hora da observagao (x é

um inteiro tal que 0 < x < 24). Utilizando essa func¢do, a estimativa da diferenga entre o nimero maximo e o

numero minimo de clientes dentro do supermercado, em um dia completo é igual a:
a) 600. b) 800. c) 900. d) 1500. e) 1600.

Importante: ajuste a janela de visualizacdo!

e Clique com o botdo direito do mouse sobre o eixo x. Selecione janela de visualizagdo. Em eixos,
digite -2 para valor minimo e 28 para maximo. Selecione a aba Eixo Y. Digite -100 para valor minimo

e 2000 para maximo. Clique em fechar.

Desafio2: sem ter o grafico da fungdo dado pelo geogebra, como vocé faria para calcular o nimero maximo e

minimo de clientes dentro do supermercado?
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APENDICE E - As atividades realizadas no GeoGebra.

Atividade 1:

Relacionando lados e angulos em um triangulo retangulo.

Instrugdes:

sobre a palavra resposta para abrir a janela de texto.

k) para mover a area de trabalho, selecione transladar janela de visualizagdo no ditimo
biotdo.

1. Mova o ponto B na figura. O que acontece com as medidas dos
lados do tridngulo? O que acontece com as medidas dos angulos?

Resposta:

2. A soma dos angulos internos de um tridngulo & sempre a mesma. Vocé
sahbe gual @ ovalor dessa soma? Em caso afirmativo, utilize essa soma

para calcular o valor do anguloy. Em caso negativo, selecione angulo, no
oitavo botdo, cliqgue sobre os pontos A, © e B, nessa ordem, & obtenha o valor

dessa soma. o
]

Resposta:

374

a0°

A 6.47 B

3. 0 angulo a & determinado pelos segmentos AB e AC. O segmento

AC, que é oposto ao Angulo reto, & chamado de hipotenusa. O

segmento AB & chamado de cateto adjacente ao &ngulo o & 0 segmento BC,
& chamado de cateto oposto ao angulo a. Agora

responda:

a) qual segmento é o cateto oposto ao anguloy?

b) qual segmento é o cateto adjacente ao angulo y?

) qual segmento é a hipotenusa?

Resposta:
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4. Cligue inicialmente em Razdo 1 e preencha as chaves {3}

com os valores do cateto oposto ao Angulo a e da hipotenusa
respectivamente. Apds o segundo sinal de igual, escreva o valor
fue vocé encontrou para essa razdo com o auxilio da calculadora.
Em seguida, mova o ponto B, preencha as chaves e repita o calculo
para os novos valores gue apareceram. Faga isso uma ultima vez,
movendo novamente o ponto B.

5. Repita o que vocé fez no item 4, porém agora as razdes devem ser
formadas pelo cateto adjacente ao dngulo o e a hipotenusa.

f. Repita o que vocé fez nos itens 4 & &, porém as razées devem ser
formadas pelo cateto oposto e pelo cateto adjacente respectivamente.

7.5e mudarmos o angulo que tormamos como referéncia, os valores
das razdes irfo mudar? Responda a essa pergunta calculando as
razdes abaixo com relagdo ao dnguloy e comparando com os resultados
obtidos nos exercicios 4, 5 e 6.

cat.op.

hip

== cat.adj. catop.

hip. . cat.adj._

Fesposta:



8. Ohserve que calculamos diversas razdes entre os lados do

tridngulo relacionando-as com os Angulos @ e y. A cada passo mudamos

05 lados ou o angulo de referéncia. Para nao haver confusio entre

05 elementos que estamos relacionando, atribuem-se nomes especificos
para cada uma dessas razdes especificando também o dangulo de referéncia.

Assim:
a) as razdes do exercicio 4 sdo0 chamadas de seno do dngulo @ & BSCrevemaos:

catetooposto
hipotenusa

sena=

) as razdes do exercicio 5 530 chamadas de cosseno do Angulo o & eSCrevemos:

catetoadjacente
hipotenusa

cosa=
) as razées do exercicio 6 580 chamadas de tangente do &ngulo @ & escrevemos;

catetooposto
tg =
catetoadjacente

d) Mas razdes do exercicio 7, mudamos o angulo de referéncia:

at.adj. cat.op.
cat.op. _Z =

—F cosy=== tav catadj.”
hip hip.

seny=
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9. Construa um tridngulo retdngulo em que a = 45° na regido indicada ao lado. Calcule sena,
cosa e tga. Para a construgdo do tridngulo retdngulo, siga os passos abaixo:

a) Mo terceiro botdo, selecione segmento definido por dois pontos.

b) Faga o segmento no espago indicado para a construgdo do tridngulo.

) Cligue com o botdo direito do mouse sobre os pontos extremos do segmento

e selecione a opgdo exibir rotulo.

d) Mo quarto botdo, selecione reta perpendicular. Clique sobre o0 segmento

e clique sohre o ponto E.

&) Mo oitavo botdo, selecione dngulo com amplitude fixa e clique no ponto E e
depoig no ponto D. Digite 45° na janela que ahbriu.

fi Mo terceiro botdo, selecione reta definida por dois pontos. Clique sobre o

ponto D e sohre o ponto preto.

g) Mo segundo hotdo, selecione intersegdo de dois objetos e clique

onde areta do item fe areta perpendicular se cruzam (cligue quando as duas
retas ficarem em negritao).

hy Cligue com o botdo direito do mouse sobre esse ponto e selecione exibir rotulo.
iy Mo terceiro botdo, selecione segmento definido por dois pontos e cligue nos pontos D e F,
depoisemEeF.

jJ Clique com o botdo direito do mouse sobre a reta criada no item fe sobre a reta perpendicular.

Selecione exibir objeto (isso ira escondé-las).
k) Cligue com o botdo direito do mouse sobre um dos segmentos. Selecione

propriedades. Ma aba hasico, selecione exibir rétulo e valor. Faga isso para os trés segmentos.

Construa o tridngulo nessa regido:

Fo_ _—

sendse= = Cos4Ee= = tg45°= =

10. Agora, construa um tridngulo retdngulo com um angulo diferente dos que
foram trabalhados até agora (30°, 45°% e G09).
Calcule 0 seno, 0 cosseno e a tangente dos dois angulos agudos do teu tridngulo.
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Atividade 2 - 1° Problema.

Atividade 1: Calcular a altura de um prédio.

a) Inicialmente, mova o ponto A na figura. O que acontece com o angulo quando
a pessoa se afasta ou se aproxima do prédio?

h) Uma pessoa esta a uma certa distancia de um prédio e avista seu topo

sob um dngulo a. Mova novamente o ponto A para escolher essa distancia e esse dngulo.
Em sequida, utilize uma relagao trigonométrica adequada (seno, cosseno ou tangente?)
para calcular a medida h. [Obs: as medidas de comprimento estdo dadas em metros].
Qual é a altura do prédio?

c) Compare a sua resposta para a altura do prédio com a resposta dos seus colegas que
estdo a direita e a esquerda. O que vocés ohservaram?

Impaortante! Fara obter o valor do seno, cosseno ou tangente faga o seguinte:
17 Digite em Entrada:
senoa=siniu)
aLl
cosssenoa=cos(i)
oLl
tangentea=tan{o)

21 Mo menu Exibir, selecione janela de algebra e localize o
Seno, cosseno outangente com o respectivo valor informado
pelo Geogebra.

e oo -

12.085 |
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Atividade 2 - 2° problema.

Atividade 2: Calcular a altura da arvore.

Uma arvore projeta no solo uma sombra com um certo comprimento gquando um raio de sol
forma um angulo o com a horizontal. Movimente o ponto S para determinar

esse comprimento e esse angulo. Utilize uma relagao trigonométrica adequada

para calcular a altura da arvore.

a=3012°

8.45
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Atividade 2 - 3° problema.

Atividade 3: Medindo o raio da Terra

Um satélite S sobrevoa a orhita da Terra a uma certa distancia de sua superficie.
Um instrumento no satélite mede o angulo p que é formado pela perpendicular a
superficie da Terra e pela linha do horizonte.

Mova o Satélite para determinar a distancia em relagao a Terra e o angulo JB.
Uitilize uma relagéo trigonométrica adequada para calcular o raio da Terra.
[Observacao: a figura foi feita com a escala de 1: 1000]
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Atividade 2 - 4° problema.

Atividade 4: Calcular a largura de um riacho.

Uma pessoa esta em uma das margens de um riacho e deseja conhecer a sua largura.

Ela segue o seguinte procedimento: para em um ponto A e avista, na margem oposta, uma
pedra, situada no ponto C, que usara como referéncia para medida dos angulos. Wtilizando
um instrumento de medida de dangulos, mede o angulo formado pela reta paralela a margem e
suavisao da pedra. Desloca-se para um ponto B, na reta paralela a margem, e faz uma nova

medi¢do de angulo.

Mowva os pontos A e B como desejar. Utilize os valores dos angulos, a distincia entre A e B,

as distancias c e d e uma relagéo trigonométrica adequada para calcular a largura do rio.
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Atividade 3:

Construindo e caracterizando o circulo trigonométrico

1) Mo 6% botdo, selecione Circulo dado centro & raio no menu que ird abrir.

2) Cligue no ponto O e digite 1 para o raio;

3) Marcar os ponto de intersecgdo (2° botdo, selecionar Intersecgdo de dois ohjetos)

do circulo com os eixos.

4) Clique com o botdo direito do mouse sobre o ponto A (ponto de coordenadas (1, 00 ),
selecione propriedades e, em exibir rétulo, selecione nome & valor. Repita isso para os
pontos B, C e D (no sentido anti-horario).

8) Momear os quadrantes (inserir texto no pendltimo botdo); escreva 1°Q e arraste o texto
até ele ficar sobre o quadrante A0B, depois novo texto, digite 2°Q e arraste o texto para o
quadrante BOC e assim por diante, no sentido anti-haorario.

G) Marcar um ponto P qualgquer sobre o circulo (selecione novo ponto no segundo
hotdo e depois, para renomear o ponto, clique com o botdo direito do mouse sohre ele e
selecione renomear;

7) Marcar o angulo AOP (pitavo botda) e arrastar o ponto sobre o circulo para
observar o angulo.

Agora responda:
a) Os angulos do 1° quadrante variam de quanto a quanto?  Resposta:

k) E os angulos do 2° quadrante? Resposta:

) E os dngulos do 3° quadrante? Resposta:

d) E os angulos do 4° guadrante? Resposta:

g) Selecione angulo com amplitude fixa no oitavo botdo. Clique sohre Ae O &
digite, na janela que ird abrir, um angulo maior do gue 360°. Qual angulo ficou marcado
no circulo? Explique o que aconteceu. Resposta:

) Movamente, selecione angulo de amplitude fixa, mas agora digite um angulo
negativo. Qual angulo ficou marcado no circulo? Explique o que aconteceu.

0BS: se os valores ficarem uns sokre os outros, selecione mover no primeiro botdo,
cligue sobre oi(s) valor{es) e arraste um pouco para o lado para poder enxerga-lols).

Fesposta:
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Atividade 4:

Relagdo entre as unidades de medidas de dngulos e de arcos - grau x radiano

1) Marque um ponto P sobre o circulo (2° botdo, novo ponto. Renomear, botdo

direito do mouse).
2) Selecionar, no 6° botdo, a ferramenta "arco circular dados o centro e dois pontos®.

Clique em O, depois nos pontos Ae P.

3) Mude a core a espessura do arco para melhor visualizagdo: na janela de algebra,
clique com o botdo direito do mouse sobre o d e selecione propriedades. Mude a cor
paravermelho e, em estilo, aumente a espessura do arco para .

4) Exibir o rétulo "valor® {também clique com o botdo direito sobre d, propriedades e

hasico).
8) Marcar o angulo ADP nessa ordem (8° botdo).

Responda:
130 que representa o valor que aparece associado ao arco AQP? Resposta:

2) Posicione o ponto P de tal forma a obterum arco de medida igual a 1.
Quantos arcos com a mesma medida desse cabem no circulo aproximadamente?

Resposta:

3 Em que guadrante fica o ponto P para um arco de medida igual a:

a?z W3l o4 ds 86 N7 Resposta:
a) 5]} c) dy e 19

0.5+

0.5




47 Complete:

a) O arco de 1 rad & correspondente a um Angulo de aproximadamente
k) Um &ngulo de 90° é correspondente a um arco de aproximadamente

c) 180° corresponde a ... rad.
d) 270° corresponde a ... rad.
&) 360° corresponde a ... rad.

fiwrad corresponde ... rad ou ... 2
a) 2mrad corresponde a ... rad ou........ °
™2 rad corresponde a ... °

i) 3m2 rad corresponde a ... °

Atividade 5:

Seno e cosseno ho circulo trigonométrico

Observe a construgdo dada ao lado.
Melatemos:

1) O circulo trigonomeétrico.

2) O ponto P sobre o circulo

3) O tridngulo retdngulo QCP.

4) Os segmentos OS5 e OC.

5) 0 angulo O ou AOP.

Atnadades:

1. Qual & a medida da hipotenusa do tridngulo retangulo? Fesposta:

2. Mova o ponto P APEMAS no 1° guadrante. Qual relagdo vocé
ohserva entre as medidas dos segmentos 0S5 e OC comparando-as
com as coordenadas do ponto P? Resposta:

3. Fixe o ponto P em algum ponto do 1° quadrante.
a) Calcule o seno do angulo . Resposta:senO==

k) Calcule o cosseno do angulo o} RES|:--:-sta:|:-:-sffJ:_:

4. Com base nessas informagdes, responda: ao movimentarmos
o ponto P no 1° quadrante, os valores de seno e cosseno estdo
variando de guanto a quanto? Resposta:;

P=1(0.63078)

graus.
rad.
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5. Agora, movimente o ponto P APEMAS sobre o segundo quadrante.
Qual relagdo vocé observa entre as medidas dos segmentos 05 e OC
comparando-as com as coordendas do ponto P? Resposta:

Importante: observe que estamos ampliando a ideia de senos
€ COSSenos para angulos maiores do que 90°.

Passamos a olhar o Seno e o Cosseno nao somente como

as medidas dos segmentos 05 e OC, mas como sendo as
coordenadas do ponto P: o cosseno & a primeira coordenada
& 0 Seno, a segunda.

6.Com base nessas informagdes, responda: ao maovimentarmos o ponto P no
2° quadrante, os valores de seno e cosseno estdo variando de quanto a guanto?

Resposta:

7. Moterceiro quadrante, o dngulo AP varia da gquanto a quanto?
E oz valores de seno e cosseno, variam de quanto a quanto?
Resposta:

B. Mo quarto quadrante, o angulo AOP varia de quanto a quanto?
E os valores de seno e cosseno?  Resposta:

9. Movimente o ponto P e responda;

sen 0°= cos 0°=
gan 490° = cos 90®
sen 180°= cos 180°=
gan 270°= cos 270°=
gen 360°= cos 360°=

10. Classifique a afirmagdo em verdadeira ou falsa, justificando a

sua resposta:
sen30°=05esen210°= - 0,5. Resposta:

11. Em quais quadrantes os valores de seno 530 positivos?
E em quais sdo negativos?  Fesposta:

12. Em quais quadrantes os valores de cosseno sdo positivos?
E em quais sdo negativos?  Resposta:
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Atividade 6:

Simetrias

1. inicialmente, apenas movimente o ponto P sobre o circulo trigonométrico e
ohsenve as relagdes entre os pontos P's:

Os pontos P & P, sdo simetricos em relagéo ao exoy.

P e P, sdo simetricos em relagdo ao eixo x.

PeP, sdo simétricos em relagdo 3 origem.

2. Fixe o ponto P no primeiro guadrante (ndo mexa mais no ponto por enguanta).

3. Calcule e complete com as medidas (positivas) dos angulos tomados
no sentido anti-horario:

med(adP) =

med(AOP, )=

med{AOP ) =

med{AOP )=

P,=(0.77,08

P,=(-0.77,-0.6 o= (0.77,-0.64)




4. Classifique em verdadeiras ou falsas as seguintes afirmagdes:

a) Os senos dos angulos AOP & AOP, t8m o mesmo
valor abhsoluto e o mesmo sinal. R

b) Os senos dos angulos AOP & AOP,, tEm o mesmo
valor absoluto e 0 mesmao sinal. B

¢) Os cossenos dos angulos AOP e AOP, tém o mesmo
valor absoluto e sinais opostos. R

d) Os cossenos dos dngulos AOF & AOP, t&m o mesmo
valor absoluto & sinais opostos. R

g) Os senos dos angulos AOP & AOP, tm mesmo
valor absoluto e sinais opostos. R:

f) Os cossenos dos &ngulos AOP e AOP, t8m o mesmo
valor absoluto e sinais iguais. F:

g) sen 246,5°=- sen 66,5° R

hycos 317 49°=cos 42 51° R:
i)sen14812°=-sen 31,88° R

jlcos10088°=-cos 79 12°R:

5. Resolva as equagdes trigonomeétricas abaixo. Para cada equacdo,

ohtenha todas as solugdes possiveis considerando 0°=x=360° ou
0=x=2m

a)senx=sends® R
hycosx=rcos1 R:
clsenx=-05FR:
dicosx=07 R
gl sen2x=04 R
fleos 3x=-1F:
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Atividade 7:

Retomando conceltos: seno e cosseno de arcos medidos em radianos.

1.Mova o ponto P sobre o circulo & complete:

sen = sen 3,45= CDSE: senz—nz
cos 1= cos 345= 4 3
sen2,02= sen 6= cen(-Ty=  €0S (2
cos 2,02 = cos 6= a3’

2. Exiba ajanela de algebra e nela clique sobre o ponto P' e sobre b para
torna-los visiveis. Mova o ponto P e observe a relagdo que existe entre as
medidas do arco AP & do segmento 0P'. O que vocé observou?

Resposta:

P=(0.56083)

¢
|

0.a7

o
- — — —
I=




Atividade &:

Grafico das fungdes seno e cosseno a partir
do circulo trigonométrico

1. Observar seno e cosseno destacados no circulo.

2. Cligue no ponto B, na janela de algebra. Mova o ponto P
sobre o circulo

Responda: qual relagdo existe entre
o arco AP e a posigdo do ponto B sobre o eixo horizontal?

Resposta:

3. Clicarem S, el

4. Habilitar rastro do ponto 82 clicando com o botdo direito

do mouse sobre ele e selecionado habilitar rastro.

5. Mova o ponto P sobre todo circulo . Faga isso varias

vezes até a curva que aparecel ficar toda pintada.

Responda: Que relagdo vocd observa entre essa curva e as informagdes
fornecidas no circulo trigonométrico?

Resposta:

6. Clicarem C, e].

7. Hakilitar rastro do ponto Cz.

8. Responda: O que significa essa curva que apareceu? Que relagio
existe entre ela e as informagdes do circulo trigonométrica?

Resposta:

P=(0.63 0.78)
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Atividade 9:
| A . Y o] (& o a2 Mover
L\X‘: 1| ® ! r'/v ..-——'t'""v ! ! ‘,/v ol . 8 ‘%’7 Arraste um objeto selecionado
3 Objetos Livres X B |
G a=0
@ =1 Transformagdes nos graficos das fungbes f(k)=senx e g(x)=cos X
@ d=0 I a=0
(2 Objetos Dependentes —_————
2 (=) = sin(x) a h=1
(@ gix) = cosix) T —e——
c=1
3_
d=0
—.—
2




