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RESUMO

Esta dissertacdo apresenta um método para calibracdo automaética de um par de ca-
meras que realiza um movimento desconhecido. O processo de calibragcdo aqui descrito
é baseado inteiramente na rigidez da cena observada e na invariabilidade dos parametros
intrinsecos das cameras durante 0 movimento. Nao ha a necessidade de nenhum artefato
de calibracéo especial. Este trabalho mostra uma abordagem completa, desde o processo
de casamento de pontos até a estimagdo dos parametros da cdmera. N&o é feita nenhuma
suposicdo sobre 0 movimento das cameras, tampouco sobre a disposi¢do da cena 3D.
Exemplos de aplicacdes deste método estdo nos experimentos onde a calibragdo das ca-
meras precisa ser realizada remotamente, dificultando o posicionamento de artefatos de
calibracdo na cena alvo, como € o caso para robds de exploracao interplanetéria.

Palavras-chave: Calibracéo de cameras, visao estéreo, estimacao de parametros.






ABSTRACT

This dissertation presents a method for automatic calibration of a pair of cameras un-
dergoing an unknown motion. The calibration process here described is entirely based
on the scene rigidity and on the invariance of the cameras intrinsic parameters during the
movement. There is no necessity for any special calibration artifact. This work shows a
complete approach, from the point matching process to the estimation of camera param-
eters. No assumption is made about the knowledge of cameras motion or the scene 3D
layout. Examples of application of this method are the experiments where the camera cal-
ibration must be realized remotely, making it difficult to position the calibration artifacts
in the target scene, as it happens with interplanetary exploration robots.

Keywords: Camera calibration, stereo vision, parameter estimation.
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1 INTRODUCAO

O barateamento das cameras e aumento da velocidade dos microprocessadores tém
possibilitado a utilizagdo de técnicas de visdo computacional em escalas que eram antes
inconcebiveis. Apesar da utilizacdo da visao artificial para fins de extragdo de informacéo
3D (a chamada visao estereoscopica) ja vir sendo estudada ha anos, apenas nas mais re-
centes décadas esta tecnologia tornou-se viavel para aplicagdes praticas. Exemplos deste
avanco ja podem ser vistos em diversas areas, onde destacam-se principalmente a robotica
movel (LAGES, 1998) e os sistemas de visual servoing.

Visdo computacional engloba o processamento de imagens porém ndo se resume a
isto. Em processamento de imagens estudam-se formas de transformar a imagem no seu
estado bruto em outra imagem mais adequada a algum objetivo em questdo. Em visdo
computacional estudam-se formas de utilizar a visao artificial de uma ou mais cameras
para extrair-se algum tipo de informacdo util, comumente 3D.

A visdo computacional e a computacdo gréafica sdo assuntos que se complementam. Se
de um lado busca-se obter informacdes a partir de imagens, do outro tenta-se gerar ima-
gens a partir de informagdes. Em ambos o0s casos s&o necessarios modelos que descrevam
de forma adequada o comportamento geométrico do sistema de projecao das cameras e
do ambiente. Dentro da visdo computacional um assunto amplamente estudado € a visao
estereoscopica, que consiste na interpretacdo 3D do ambiente a partir de imagens. Para
viabilizar isto, um passo importantissimo € a calibragdo do sistema de visdo.

Normalmente, técnicas tradicionais de calibracdo baseiam-se na informacéao extraida
da observacdo de algum tipo de objeto de calibragdo para afericdo dos parametros do
sistema. Este trabalho aborda uma técnica de calibracdo de cameras baseada apenas em
cenas do ambiente. Tal técnica tem como principal vantagem a sua versatilidade, permi-
tindo, por exemplo, calibracdo automatica, sem o auxilio humano. Um exemplo cléssico
de aplicagéo desta técnica é a calibracdo de rob6s moveis de exploragéo interplanetaria.
Outros exemplos se encontram em qualquer caso onde exista um sistema de visao estéreo
inserido num ambiente que por algum motivo ndo viabilize a presenca humana. Além
disso, pelo simples fato de ser mais versatil este tipo de método se tornara viavel para
a calibracdo de sistemas de visdo estéreo em geral, a medida em que estudos permitam
aumento da robustez do método a ponto de se equiparar aos métodos convencionais.

1.1 Motivacéo

Em diversos trabalhos na area de veiculos autbnomos, informagdes 3D sobre o ambi-
ente baseiam-se em sensores como sonares (LEONARD; DURRANT-WHYTE, 1992) e
lasers para determinar as posic¢des e orienta¢fes do robd, do seu alvo ou trajetdria e de seus
obstaculos. A visdo estereoscopica € uma ferramenta que tende a ser eficiente para este



28

fim, pois oferece uma maior densidade de dados do que os sonares, com mesma rapidez
e menor consumo do que scaners a laser. Além disso, possibilita também a integracédo de
diversas aplica¢des intimamente associadas a visao, como por exemplo reconhecimento
de padrdes (DRAPER, 1996) e reconhecimento facial (SUNG; POGGIO, 1998).

Na area de IA existem pesquisas onde estuda-se o aprendizado realimentado por viséo
e 0 aprendizado por imitacdo baseada em visdo. Projetos ousados, como o RoboCup
Humanoid Challenge (KITANO; ASADA, 1998), tém tirado vantagem de avangos na area
da visdo 3D para navegacéo e interacdo entre diversos agentes, inclusive na construcao
de robds autbnomos para auxilio no resgate de sobreviventes em escombros (KITANO,
2000). Também ja existem diversos robos humanoides, onde destacam-se o Asimo da
Honda e 0 QRIO da Sony, os quais fazem uso de sistemas de visao estereoscopica para
deteccdo de gestos, reconhecimento de faces, localizacdo de objetos e auxilio a navegacéo.

Existem estudos de visao estereoscopica com diversos arranjos de cameras, Como por
exemplo através do uso de duas ou trés cameras fixas entre si, ou simplesmente utilizando
uma unica camera em movimento. Inspirados na visdo humana, os sistemas binoculares
parecem ser 0s mais comumente utilizados para este fim. Em qualquer um destes casos,
é preciso ter-se um modelo fiel destas cameras para viabilizar a extracdo de informacao
métrica 3D a partir de imagens 2D.

Todos estes estudos de visdo estereoscopica baseiam-se em modelos que represen-
tam de forma adequada o funcionamento do sistema de visdo em questdo. Estes modelos
descrevem através de expressdes 0 comportamento geométrico do processo de aquisicao
das imagens. Seja qual for o modelo escolhido, é imprescindivel que se conheca todas
as constantes que diferenciam uma camera de outra. O processo de levantamento des-
tas constantes € portanto crucial para uma correta representacdo de um sistema de viséo
estéreo segundo qualquer modelo.

1.2 Calibracgdo de cameras

A calibragdo de cdmeras € o processo atraves do qual estimam-se as diversas constan-
tes que definem as propriedades geométricas associadas a uma ou varias cameras segundo
um determinado modelo. Também é possivel a utilizacdo de cameras ndo calibradas para
aplicagdes de visdo estéreo, mas isto impbe algumas restri¢des que limitam as informa-
cOes que podem ser obtidas a apenas algumas propriedades bésicas associadas a espacos
projetivos.

O assunto de calibracéo de cAmeras comegou a ser estudado na fotogrametria (BROWN,
1971; FAIG, 1975), onde buscava-se determinar posi¢des, dimensdes e orientacdes de
objetos ou pessoas em determinadas cenas fotografadas, muitas vezes para aplicacfes na
ciéncia forense.

A maioria dos conceitos basicos que fundamentam estes trabalhos sdo baseados em
teorias de geometria projetiva e visdo computacional (FAUGERAS, 1993). Conceitos
de geometria projetiva relevantes ao entendimento deste trabalho séo revisados no apén-
dice A.

As técnicas de calibragdo de cAmeras podem ser classificadas a grosso modo em duas
categorias: calibracdo baseada em objeto de referéncia 3D e auto-calibracéo.

e Calibracéo baseada em objeto de referéncia 3D. é realizada atraves da observa-
¢ao de um objeto cuja geometria no espago 3D é conhecida com grande preciséo.
A calibragdo pode ser realizada muito eficientemente. O objeto de calibragéo co-
mumente consiste em dois ou trés planos ortogonais entre si como mostrado na
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figura 1 (ZHANG; FAUGERAS; DERICHE, 1997). Em alguns casos também é
possivel utilizar-se um plano que sofre deslocamentos. Estes tipos de abordagem
requerem aparatos de calibracdo dispendiosos e arranjos elaborados.

e Auto-calibracdo. Nao se utiliza nenhum objeto especifico como referéncia para ca-
libracdo. A calibracgdo é realizada apenas pelo movimento da cdmera em uma cena
estatica. A partir de um deslocamento, a rigidez da cena fornece restri¢cdes aos pa-
rametros das cameras, unicamente através da informag&o das imagens capturadas.
Este tipo de calibracdo tem a vantagem de ser mais versatil e ndo exigir conheci-
mentos especializados, facilitando o uso para usuarios leigos (ZHANG, 2000). A
desvantagem esta no fato de que até o presente momento este tipo de método ainda
ndo é capaz de aferir sistemas de visdo com a mesma precisdo e robustez que 0s
métodos convencionais.

Figura 1: Exemplo de objeto para calibragem baseada em referéncia 3D.

Com o barateamento e a populariza¢éo da tecnologia das cameras é também interes-
sante o aperfeicoamento de técnicas simples e baratas para calibracdo destas cAmeras,
possibilitando assim também a popularizacdo de aplica¢fes baseadas em visdo computa-
cional 3D de baixo custo.

Para calibracdo de uma Unica cAmera destacam-se trabalhos inspirados na simplici-
dade da auto-calibragdo, mas utilizando as imagens de uma superficie plana em pelo
menos duas orientacOes diferentes como referéncia. Estes métodos tendem a ser eficazes,
simples e baratos, ja que a superficie pode ser uma impressao de boa qualidade sobre
a capa rigida de um livro. Em (ZHANG, 2000) qualquer superficie pode ser utilizada,
mas requer casamento de pontos entre as imagens. Em (MENG; HU, 2003) é utilizada a
impressdo de um circulo com algumas retas passando pelo seu centro, facilitando assim
a localizagdo automatica dos pontos de interesse e evitando assim o casamento de pontos
entre imagens.

No caso de sistemas de vis&o binoculares destacam-se mais recentemente os trabalhos
de auto-calibracdo baseada na aquisi¢cdo de imagens de uma cena em diferentes pontos
de vista. Inicialmente, em (FAUGERAS; LUONG; MAYBANK, 1992) sugeriu-se um
método que baseava-se na solucéo das chamadas expressdes de Kuppra, mas isto envolvia
métodos de resolugdo de expressdes ndo-lineares, dificultando o processo. Em (MOONS
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et al., 1996) e descrito um método baseado na deteccdo de pontos de fuga atraves de mo-
vimentos de translagdo pura, no entanto isto restringe e dificulta o processo de calibracéo.
Em (BEARDSLEY et al., 1995; ZISSERMAN; BEARDSLEY; REID, 1995) é mostrado
gue movimentos no espaco Euclideano e respectivos movimentos no espago projetivo sao
conjugados. Com isto, estes autores deram também uma grande contribui¢cdo ao mostrar
que a calibracéo para o espaco afim é uma propriedade algébrica, definida pelos auto-
vetores da transformacédo 3D projetiva. Vide apéndice A para uma discussao de conceitos
de geometria projetiva. A partir dai, (HORAUD; CSURKA; DEMIRDIJIAN, 2000) de-
senvolveram solucdes baseadas totalmente em algebra linear, onde é feita uma abordagem
estratificada, calibrando primeiramente no espaco afim (recuperando o plano no infinito)
que é seguida pela calibragdo Euclideana. Estas soluces estratificadas apresentam a van-
tagem de permitir resolucgdes inteiramente baseadas em algebra linear. Em (CSURKA,;
DEMIRDJIAN; HORAUD, 1998) sdo mostradas solugdes fechadas, onde ndo é neces-
sario computar explicitamente o plano no infinito, ja que se sabe que esta é uma etapa
bastante critica no processo. Existem outras técnicas como calibragdo através de pon-
tos de fuga para direcbes ortogonais e calibracdo a partir de rotagcdes puras (HARTLEY,
1994), mas estas solucgdes exigem montagens muito especificas e movimentos complexos
e controlados. Apesar da auto-calibracdo ser uma abordagem bastante flexivel, estudos
neste sentido ainda estdo em fase de amadurecimento (ZHANG, 2000). Este trabalho
aborda o estado da arte neste tema.

1.3 Problema abordado

Esta dissertacao aborda o problema da auto-calibragdo de um sistema de viséo estéreo
binocular, ou seja, a estimacdo dos parametros que modelam geometricamente o sistema
de projecdo de um par de cameras, sem a utilizagdo de um artefato especial de calibragé&o.
Este tipo de abordagem é vantajosa por permitir a calibragdo totalmente automética das
cameras, sem a necessidade de um arranjo particular. N&o é preciso construir nenhum
tipo de estrutura fisica especial, pois a calibragdo baseia-se unicamente nas imagens da
cena-alvo. O uso da propria imagem da cena-alvo para a calibracdo permite que esta
seja realizada com base exatamente no que se deseja medir. Além disso, a interferéncia
humana é minima ou nenhuma. Todas estas caracteristicas tornam este tipo de método
de calibracdo adequado para sistemas de visdo estéreo de baixo custo, permitindo a facil
calibracdo por um usuario ndo especialista. Este tipo de calibracdo também é adequado
para situagdes onde a interferéncia humana néo é viavel, como para calibracéo de cameras
de robds de exploracéo planetaria, ou em robds nas profundezas de oceanos, ja que estas
maquinas possivelmente sofrem alteragdes no comportamento de seus sistemas de visao
devido as adversidades enfrentadas durante o percurso até seu destino, i.e. trepidacéo,
mudanca de temperatura, umidade, gravidade, pressao.

O processo de calibragdo aqui proposto consiste em aplicar um movimento genérico
ao sistema de visdo enquanto este observa uma cena 3D estruturada. Para isto supde-
se que as duas cameras permanecem fixas entre si e que seus parametros internos sao
invariantes.

Né&o se faz nenhum tipo de suposicéo a respeito da estrutura geométrica 3D da cena
observada. Entretanto, requer-se que esta cena permanegca invariante, ou pelo menos sofra
alteracOes despreziveis entre 0s instantes antes e depois do movimento do sistema de
visdo. A quantidade de relevos e contrastes combinados com a opacidade, iluminacéo,
sombra e textura, e a distribuicdo espacial dos objetos no enquadramento das imagens sdo



31

fatores que influenciam na eficiéncia do algoritmo.

A partir de pelo menos dois pares de imagens desta cena, um par capturado antes e
0 outro depois do movimento, realiza-se 0 casamento de pontos através de um algoritmo
heuristico (ZHANG et al., 1995). Estas correspondéncias fornecem dados que permitem
entdo a calibracdo.

O processo de calibracdo € composto de 4 etapas:

Estimacdo da geometria epipolar (ZHANG, 1998);

Triangulacdo (HARTLEY; STURM, 1997);
Estimagdo do movimento projetivo (CSURKA; DEMIRDJIAN; HORAUD, 1999);

Calibracéo do sistema de forma fechada (CSURKA; DEMIRDJIAN; HORAUD,
1998).

Métodos de auto-calibragéo semelhantes a este ja foram publicados (ZISSERMAN;
BEARDSLEY; REID, 1995; CSURKA; DEMIRDJIAN; HORAUD, 1998; HORAUD;
CSURKA; DEMIRDUIAN, 2000; DERMIDJIAN; CSURKA; HORAUD, 1998). Entre-
tanto ndo se tem noticia de nenhum trabalho que descreva uma solucdo completa, in-
cluindo todas as etapas, desde o casamento de pontos até a estimagdo dos parametros. A
principal contribuigdo desta dissertagdo é pela primeira vez mostrar em um unico trabalho
uma abordagem completa e detalhada de todos os passos implementados funcionalmente
num método de auto-calibracdo real. Tempo de processamento, alocacdo de memoria e
otimizacao de rotinas ndo foram objetos de estudo neste trabalho.

1.4 Organizagdo do documento

O capitulo 2 explica a modelagem utilizada e revisa 0s conceitos basicos mais rele-
vantes ao entendimento do restante do texto. Recomenda-se ao leitor ndo familiar com
0s conceitos de geometria projetiva uma breve leitura do apéndice A antes de iniciar a
leitura deste capitulo. Referéncias as se¢Bes do apéndice A sdo feitas quando necessa-
rio. No capitulo 3 o método de calibracdo € sumarizado em poucas palavras, oferecendo
uma visao geral do contetdo. O leitor familiarizado com o asssunto pode comecar a ler
deste capitulo. O capitulo 4 trata do pareamento de pontos entre duas imagens, que é
um passo necessario e crucial na calibracdo. Entretanto este assunto pouco interfere no
entendimento dos capitulos subseqiiéntes. O capitulo 5 explica a estimacéo da geometria
epipolar. O capitulo 6 trata da reconstrucdo dos pontos pareados no espago projetivo. O
capitulo 7 aborda o assunto da estimacdo do movimento projetivo. Para facilitar o enten-
dimento dos conceitos, sugere-se a leitura sequiencial dos capitulos 5, 6 e 7. O capitulo 8
trata da estimacdo dos pardmetros das cameras a partir da matriz que d4 o movimento pro-
jetivo. Este capitulo pode ser lido separadamente pelo leitor familiarizado com o assunto.
Por fim, o capitulo 9 é a conclusdo que encerra o trabalho.
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2 MODELAGEM

Neste capitulo serd apresentada a modelagem de sistemas de visdo baseadas no cha-
mado modelo pinhole. Segundo este modelo desprezam-se as distor¢des provocadas pelo
formato geralmente esférico das lentes.

O sistema da figura 2 consiste em duas telas. Um pequeno furo foi feito na primeira
tela, e por este furo passam alguns dos raios de luz emitidos ou refletidos pelo objeto,
formando na segunda tela uma imagem invertida do mesmo. Um modelo deste sistema
é ilustrado na figura 3. Este modelo consiste em um plano p, chamado plano retinal, no
qual a imagem é formada através de uma operacdo chamada projecao de perspectiva.

tela

tela

- furo imagem

Figura 2: Formagdo da imagem numa camera.

O ponto ¢, chamado centro Gtico, que fica a uma distancia f do plano retinal, chamada
distancia focal, é usado para formar a imagem m de um ponto 3D m como sendo a
intersecéo entre este plano p e a reta cm (FAUGERAS, 1993).

O chamado eixo 6tico é a reta ¢c que passa pelo centro 6tico ¢ e é perpendicular ao
plano retinal p. O chamado plano focal é aquele plano que passa por ¢ e é paralelo a p,
ilustrado como plano ¢ na mesma figura (FAUGERAS, 1993).

Se um dado ponto m do espaco projetivo 3D (de agora em diante referido como P3)
estiver sobre o0 plano ¢, entdo este ponto ndo possuird imagem, pois a reta cm é paralela
ao plano p. Em geometria projetiva isto equivale a dizer que a imagem deste ponto esta
no infinito.




|
|
~ | f

~N

Figura 3: Modelo simplificado.

2.1 Matriz de projecao de perspectiva

Um ponto do espago 3D Euclideano (de agora em diante referido como IR3) locali-
zado nas coordenadas (z, y, ) é representado no P2 pelo vetor m = A,z A,y A,z A7,
onde A\, é um fator de escala arbitrario diferente de zero. A imagem deste ponto, loca-
lizada nas coordenadas (u,v) do plano Euclideano (de agora em diante referido como
IR?), é representada no plano projetivo (de agora em diante referido como /P?) pelo ve-
torm = [\,u \v A\))7, sendo )\, também um fator de escala diferente de zero. Na forma
candnica, estes pontos sdom ~ [z y z 1]7 e m ~ [u v 1]7, sendo que o sinal “~”
representa igualdade em funcéo de um fator de escala arbitrario.

Por simples relagdes trigonométricas, observando a figura 4 se obtém:

)

Em coordenadas projetivas [—fz/z —fy/z 17 ~ [-fx —fy =2]?, portanto a

Figura 4: Projecdo de um ponto.
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expressdo (1) na sua forma matricial, e em coordendadas projetivas, é:

m ~f 0 0071]|"
3 0 0 10]|]

Ses # 0, tem-se que v = uw/s e v = U/3, sendo u e v as coordenadas da imagem no
plano IR?.

Quando s = 0, significa que z = 0, ou seja, 0 ponto m esta sobre o plano focal da
camera, portanto, as coordenadas « e v de sua imagem ndo estdo definidas no IR2. Apesar
disso, a imagem deste ponto existe no I°2, onde este ponto é apenas um ponto como outro
qualquer. Se 5 = 0 diz-se que 0 ponto m esté no infinito, e portanto as coordenadas @
e v definem apenas uma direcdo. Isto é facilmente notado ao imaginar-se um ponto se
aproximando gradativamente do plano focal conforme mostra a figura 5. Todos os pontos
que ttm 5 = 0 sdo os chamados pontos no infinito do plano retinal, e juntos formam a
reta no infinito do plano retinal. Esta reta é a “imagem” do plano focal.

p

Figura 5: Projecdo de um ponto préximo ao plano focal.

A expressdo (2) pode ser escrita de forma mais genérica utilizando-se as coordenadas
projetivas 7 = tx, iy = ty € Z = tz paraum ¢ # 0 arbitrario como sendo

onde
—f 0 00 7 f
PP=| 0 —f 00|, m=|% €]P2€ﬁ1:g c PP (4)
0 0 10 3 ;

Uma camera é, portanto, um sistema que realiza uma transformacéo projetiva de P? —
IP?. Conforme demonstrado em (3), em coordenadas projetivas esta transformacéo é
representavel linearmente.
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2.2 Parametros intrinsecos

Os chamados parametros intrinsecos de uma camera séo as constantes que definem
como se d& a transformacdo das coordenadas de um ponto em pixeis para suas coordena-
das métricas no plano retinal.

O vetor que representa um ponto no plano pode ser decomposto na soma de dois
vetores ndo colineares e unitarios, multiplicados por escalares que sdo suas coordenadas
naquele sistema. Estes dois vetores representam a unidade e a direcdo vertical e horizontal
para um dado sistema de coordenadas. Dependendo da altura, da largura e do formato de
cada pixel na retina da camera, definir-se-80 as coordenadas de um ponto na imagem.
Sendo assim, recuperar as coordenadas métricas de um ponto da imagem é equivalente
a recuperar as constantes que definem as dimensdes dos pixeis da retina da cAmera em
questéo.

Considere um ponto m = [z 7 3|7, onde v = u/5 e v = v/5 sdo as coordenadas
candnicas deste ponto no plano retinal em pixeis. Observe a ilustracdo da figura 6.
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A A Am
o7
A
VA
a4 .
s // .
o :
J // .
A/ :
4
o ln .
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L & > »
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Figura 6: Mudanca do sistema de coordenadas no plano da imagem.

Tem-se que om = ui + vj onde i e j sdo dois vetores representando as unidades em
pixeis. Estes dois vetores sdo unitarios e ortogonais para o sistema de coordenadas que
representam, em pixeis, mas nao necessariamente unitarios e ortogonais para o sistema de
coordenadas em unidades métricas, devido ao formato normalmente retangular de cada
pixel. Ambos os vetores i e j partem do ponto o do plano retinal (geralmente um dos
cantos da imagem). Este ponto é a origem do sistema de coordenadas em pixeis.

A representacdo equivalente deste mesmo ponto m no sistema de coordenadas do
mundo real é dada pelos vetores i, € j,, representando as unidades métricas. Estes dois
vetores S0 unitarios e ortogonais entre si, centrados num ponto c que é a imagem do
centro otico da camera.

Assim, tem-se que om = oc¢ + cm. No sistema de coordenadas i,, X j,, 0 ponto é
dado pelo vetor cm = u,i, + v,jn-

Perceba que a mudanca do sistema de coordenadas i x j para o sistema de coordenadas
i, % j, envolve uma mudanca de escala e uma translacdo. A mudanca de escala pode ser
dada por uma matriz S tal que i, = Si e j, = Sj, ou seja

sz[ou él] (5)
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onde k., € o fator de escala horizontal e k,, é o fator de escala vertical. A translagdo pode
ser denotada por um vetor ¢ = oc representado no sistemai x j.

Desta forma, pode-se escrever a transformacdo de um sistema de coordenadas para
outro em coordenadas projetivas m = Km,, onde m,, = [u,, v, 1]T, m=[u v 1]T, e

S t
K:[Ol] (6)

Representando o ponto m do plano retinal como sendo a projecao de um ponto m do
IP3 através de (3), tem-se
m = KP,m (7)

ou seja, a matriz de projecdo, que era dada por P; em (4) se torna agora P, = KP;,

sendo

P4={_(J;S§’8}: 0 —fk v O ®)
0 0 1 0

ondet = [uy wo)?.

Os parametros o, = —fky, o, = —fky, ug € vy N0 dependem da posi¢do nem da
orientacdo da camera e por isso sdo chamados de parametros intrinsecos da camera.

Na expressdo (8), as grandezas x, v, z e f sdo expressas em unidades de comprimento
(metros por exemplo) enquanto que as grandezas u € v estdo em pixeis. A partir de (7)
obtem-se as expressoes

w=—fk,Z +ug )
v=— fkvg T (10)

que mostram que k,, e k, S30 expressos em pixeis x m~! e oy, € a, em pixeis. As grande-
zas 1/k, e 1/k, podem ser interpretadas como sendo a altura e a largura respectivamente
de um pixel, e os parametros «, e «, podem ser interpretados como sendo a distancia
focal expressa em pixeis horizontais e em pixeis verticais respectivamente (vide figura 7).
Numa modelagem mais completa deve-se levar em consideragdo ainda que a grade
de pixeis pode ndo ser exatamente ortogonal, por isso é preciso introduzir o parametro
6 que representa o angulo entre i, e j,, ou seja, o angulo entre dois lados de um pixel
(vide figura 7). Assumindo, sem perda de generalidade, que os vetores i e i,, ainda sdo
paralelos, e mantendo a relagdo i = Si, e j = Sj,,, tem-se que o0 novo S é dado por:

_ ky
S — [ ’Bu n? } (12)

sin 6

Agora a matriz de projecdo, em (8) representada por P4, pode ser reescrita de uma forma
ainda mais genérica como sendo:

—fky fkycotf wuy 0O
P5=[ /St 8} 0 5 w0 12)
0 0 10

Na pratica € comum ignorar a inclinacdo da grade de pixeis, fazendo ¢ = 0. Nor-
malmente esta é uma aproximacao bastante razoavel para a maioria das cameras moder-
nas (HORAUD; CSURKA; DEMIRDIJIAN, 2000). Uma camera modelada de tal forma
é conhecida como sendo uma camera de quatro parametros. Na sequéncia deste trabalho
sera considerado um modelo de cAmera de quatro parametros.
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pixel

Figura 7: Todos os parametros intrinsecos.

2.2.1 Relagdo entre os pardmetros intrinsecos e a conica absoluta

A conica absoluta € uma entidade que permanece fixa mediante transformacdes de
similaridade, i.e. translacGes e rotacdes (vide secdo A.4.9).

Suponha por exemplo uma camera composta de um plano retinal p e de um centro
Otico c. Esta cdmera, representada pela matriz de projecdo P, produzira sobre p a ima-
gem w, = P da conica absoluta €2. Ao aplicar-se um movimento qualquer (rotagao
e translacdo) d(-) sobre esta cAmera, seu novo plano retinal sera d(p) e seu novo centro
otico sera d(c¢), mas a imagem da conica sera a mesma, pois Q = d(£2) e w, = Pd(2)
permanecerdo inalteradas. A imagem da coOnica absoluta depende apenas dos parametros
intrinsecos da camera.

Sejam = [z ¥ =z 7 um ponto sobre Q. Este ponto satisfaz (vide secdo A.4.9) a
expressao:

T4y +2=0=1 (13)
A imagem m do ponto m satisfaz a expressdo m = Pm. Definindo-se m e P tais que
- m =
m:{o] e P=[P 03] (14)

sendo m 0 vetor composto pelos primeiros trés elementos de m, e P o bloco 3 x 3 da
esquerda da matriz de projecéo P.
A partir dai tem-se que

m =P 'm
a, 0 g
m = 0 a, v
0 0 1
Como o ponto m satisfaz (13) e (15), entdo
m m =0
mP P 'm=0

(15)

(16)

(17)
(18)
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Supondo que 6 = 0, (18) € equivalente a:

Lz 0 — g
au 1 %U
0
m” 0 a2 a2 m =0 (19)
2 2
_mo  _ v Up Yo
02 Tz 'Tata

Com o ponto m na sua forma candnica, ou sejam = [u v 1], pode-se reescrever (19)

da forma: , )
<u—u0) +<U_U°) +1=0 (20)
Oy Oy

A expresséo (20) mostra que as coordenadas dos pontos da imagem w, da conica abso-
luta €2 sobre o plano retinal p dependem apenas dos pardmetros intrinsecos da camera e
vice-versa.

2.3 Parametros extrinsecos

Os chamados parametros extrinsecos descrevem uma mudanca de base, da represen-
tacdo do sistema de coordenadas centrado em ¢ para um novo sistema de coordenadas
centrado em um ponto 6 qualquer. Esta transformacao consiste em uma rotacéo dada por
uma matriz de rotacdo R e de uma translacdo dada por um vetor t. Vide figura 8.

k.,

Figura 8: Parametros extrinsecos.

Considere um ponto m = [z 7 z |7 cujas coordenadas euclideanas sdo » = 7/t,
y = y/tez = z/t. Tem-se que cm = i + yj + 2k onde i, j e k sdo versores que
formam a base candnica do espaco euclideano, centrada no ponto ¢. Deseja-se encontrar
a representacdo deste mesmo ponto num novo sistema de coordenadas i, x j, x k,, que
se encontra rotacionado e transladado para o ponto o.
Observa-se através da figura 8 que ¢m = &6+ om. Definindo um vetor t como sendo
a representacdo de ¢o no sistema de coordenadas i x j x k e a matriz R como sendo uma
matriz de rotagdo, entdo
T T
y | =R |y, | +t (21)

z Zn
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Ou seja, no sistema de coordenadas i,, x j, x k,, 0 ponto m €

O sistema de coordenadas i,, x j, x k,, estd apenas rotacionado e transladado em relacao
ao sistema de coordenadas i x j x k. Esta operacdo de rotacéo seguida de translacdo pode
ser representada no /P3 por um operador matricial D tal que

m, = Dm (23)
onde
R t
D=5 i) 4

A matriz D é uma transformagcédo do /P3 que preserva m., € €2 (uma colineacgdo), ou
seja, € uma transformacdo euclideana (vide secdes A.2.2 e A.3.17). A matriz R e o
vetor t descrevem a posicdo e a orientacdo da camera com respeito ao novo sistema de
coordenadas. Estes sdo 0s chamados parametros extrinsecos da camera.

2.4 Modelo completo

Conforme mostrado nas se¢Oes anteriores, percebe-se que 0s parametros intrinsecos e
0s parametros extrinsecos descrevem de forma completa uma camera segundo o modelo
pinhole. Sendo assim, uma camera pode ser considerada como um sistema que depende
de parametros intrinsecos e extrinsecos. Com base em (7) e (23), tem-se que

m = KPDm (25)

onde m é o vetor de coordenadas da imagem, em pixeis, do ponto cujas coordenadas
no /P3 sdo representadas pelo vetor m. Sendo assim pode-se construir uma matriz de
projecdo universal

P, =KPD (26)

onde K é a matriz definida em (6) que contém os parametros intrinsecos (., a., g, vg
e eventualmente #) e D é a matriz que contém os seis parametros extrinsecos (trés para
definir as rotagOes da matriz R e trés para o vetor de translagéo t).

Esta matriz P, pode portanto ser escrita (para # = 0), como sendo:

0Ty + Uprs Qs + Ugl, Iy ts
Py= | ayry+wvors  auty + vt onde R= | ry e t=|1t, (27)
rs t, rs te

Esta matriz tem posto completo para o, # 0 € «,, # 0, 0 que sempre vai acontecer pois 0
pixel tem dimensdo definida. Incluindo o parametro 6, temos entdo a forma mais genérica
possivel, com o0s cinco pardmetros intrinsecos da matriz de projecdo para uma camera
segundo 0 modelo pinhole:

Q. (0%
QI — 85Ty + Upls  uly — 50y + Yot

P; = 2ury + Yol Qe ty + vot, (28)

sin 6 sin 6
rs tz

Resultando o modelo completo:
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Assim, uma camera é representada por uma matriz P de tamanho 3 x 4 e posto igual
a3. Umpontom = [T 5 z t]7 do IP? é relacionado com sua projecdo m = [u v 5|7
no IP% por m ~ Pm.

Apesar de qualquer base do IP? ser adequada para modelar de forma linear a operagéo
de projecao de perspectiva que uma camera realiza, € preciso manter-se uma relacdo entre
esta base e 0 IR?3, que representa o0 mundo real e nada mais é do que o /P para uma dada
base do em particular.

Para restringir o espago projetivo a IR?, basta reescrever P em na forma calibrada,
como sendo P ~ K[R, t,] onde R, e t, sdo respectivamente uma rotacéo e uma
translacdo representando a posicao e orientacdo em relacdo a origem do sistema de co-
ordenadas no espago (parametros extrinsecos), e K é a matriz triangular superior com
0S parametros intrinsecos da camera. A matriz K costuma também ser escrita de forma
simplificada da seguinte maneira

a ra ug
K=| 0 ka v (30)
0 0 1

onde « € o fator de escala horizontal, £ é a razdo entre os fatores de escala vertical e
horizontal, r« é a inclinagdo da imagem e ug € vy representam as coordenadas em pixeis
do centro de projecéo.

2.5 Sistemas Binoculares

Este trabalho aborda o problema da auto-calibragcdo de um sistema binocular, ou seja,
a estimacdo dos parametros intrinsecos e extrinsecos que descrevem um par de cameras.
Este sistema é composto de duas cameras rigidamente fixas uma em relacéo a outra, como
pode ser visto na figura 9. E portanto adequado considerar o sistema como um todo e no
apenas cada camera individualmente.

Figura 9: Sistema de visdo do rob6 humanoide JANUS.
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Entende-se por sistema de visdo estéreo aquele sistema que busca reconstruir infor-
magc&o espacial a partir de imagens. E possivel obter-se visdo estéreo a partir de uma
seqliéncia de imagens de uma mesma camera. Apesar disso, a configuracdo binocular é o
arranjo mais simples possivel capaz de viabilizar visdo estéreo independente de sequen-
ciamento de imagens (FAUGERAS, 1993).

No caso de um sistema binocular, também pode-se considerar parametros intrinsecos
do sistema de viséo a rotagdo R e a translagéo t que descrevem a diferenga de posigéo
entre uma camera e outra, conhecida por disparidade. Para facilitar o equacionamento,
é comum mover-se a origem do sistema de coordenadas do IR?* para o centro 6tico da
camera da esquerda, representado pelo vetor ¢ (vide figura 10). Neste caso pode-se dizer
que a disparidade representada por R e t descreve a diferenca de posicéo entre ¢ e ¢’ que
é 0 centro 6tico da camera da direita. Além disso, introduz-se agora também a matriz K’
que é a matriz dos parametros intrinsecos da camera da direita, cuja imagem do centro
Otico € c¢’. Ja os parametros extrinsecos passam a ser 0s parametros que descrevem a
posicao e orientacdo do sistema de visdo como um todo, no espaco 3D.

Figura 10: Parametros intrinsecos de um sistema binocular.

Movendo-se a origem do sistema de coordenadas do /R? para o ponto ¢ e alinhando o
mesmo com a reta ¢c obtem-se

APg = K[I; 0;] (31)
NPy = K[R t ] (32)

onde \ e )\’ sdo fatores de escala.

A chamada restricdo epipolar é uma restricdo geométrica muito poderosa associada
ao stereo rig que transforma um problema bidimensional em um problema unidimensio-
nal.

Considere a figura 11. Dado um ponto m na imagem da cdmera da esquerda, todos
os pontos do IR que podem ter gerado esta imagem estdo contidos na semi-reta me,
assim como em particular o proprio ponto m. Como conseqléncia, todas as possiveis
imagens deste ponto na cdmera da direita estardo contidas na imagem da semi-reta mé na
retina da cAmera da direita, correspondendo a projecdo do conjunto de todos 0s possiveis
pontos que teriam condicdes de ter gerado m. Esta imagem da semi-reta m¢ na retina da
camera da direita € uma outra semi-reta, chamada reta epipolar. Obviamente, 0 ponto m’,
projecdo do ponto m sobre a camera direita esta sobre a reta epipolar. Semelhantemente,
tem-se a reta epipolar da esquerda e o epipdlo da esquerda. A reta epipolar inclui o ponto
€, que é a projecdo do ponto ¢ na cdmera da direita. O ponto €’ é o chamado epip6lo
da camera da direita em relacdo a da esquerda. Todas as retas epipolares de pontos m na
camera da direita passam pelo epip6lo desta camera.



Figura 11: Restrigéo epipolar.

Como mostrado na figura 11, ambas as projecfes m e m’ de um ponto tridimensional
m, ambos 0s centros 0Oticos ¢ e ¢/, e ambos os epipolos e e e’ caem sobre um mesmo
plano. Esta coplanaridade é expressa por

m’ Fm =0 (33)

onde F = K'"Tt x RK é a chamada matriz fundamental do sistema de visdo binocu-
lar (FAUGERAS, 1993).

Conhecendo a matriz fundamental, o processo de pareamento de pontos é facilitado,
pois um ponto m’ na imagem da camera da direita correspondera a algum ponto sobre
a reta v ~ Fm na imagem da cdmera da esquerda e, correspondentemente, um ponto
m na imagem da cdmera da esquerda correspondera a algum ponto sobre a reta v/ ~
F7m’ na imagem da camera da direita. A partir da matriz F é possivel definir-se uma
matriz 3 x 3 que transforma qualquer reta epipolar v na correspondente reta +' e vice-
versa (FAUGERAS, 1993).

N&o é possivel recuperar as matrizes de projecdo das cameras calibradas para o IR?
apenas a partir da matriz fundamental. No entanto, a matriz F' permite a recuperacéo de
duas matrizes de projecdo P e P’ validas para uma base arbitraria do /P3. Estas matrizes
de projecdo permitem a reconstrugéo 3D dos pontos nesta base, criando uma representa-
céo projetivamente distorcida da estrutura original da cena no IR3.

é 0 acompanhamento das coordenadas tridimensionais dos pontos reconstruidos nesta
base arbitraria do IP® que permite a calibragdo do sistema de visdo estéreo, e por isso a
importancia da estimagdo da matriz fundamental para o processo de auto-calibragéo.
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3 METODOLOGIA

Este trabalho utiliza o sistema de visdo binocular de um robd humanéide (vide figura
9). O sistema de duas cameras é montado sobre uma cabega articulada com duas juntas
rotacionais. O sistema de aquisi¢do de imagens é composto por duas placas de captura
baseadas no chip BT878A conectadas a um computador Athlon XP 2700 com 512MB de
memoria. O software é desenvolvido usando C/C++ sobre o sistema operacional Linux.

Supde-se que as duas cameras estdo fixas entre si e que seus parametros intrinsecos
mantém-se invariantes no tempo. Tal sistema de visdo é conhecido como stereo rig. O
stereo rig sofre um movimento genérico e ndo planar (rotacdo seguida de translacdo em
diferentes planos). Os célculos realizados para a estimacdo dos parametros do sistema
de visdo baseiam-se em dois pares de imagens de uma mesma cena 3D, sendo um par
capturado antes e o outro depois do movimento.

O método consiste no céalculo dos parametros intrinsecos da camera da esquerda atra-
vés da estimagdo da imagem da conica absoluta. A imagem da cbnica absoluta é recupe-
rada por meio da estimacéo da colineagdo que aplica 0 movimento nos pontos represen-
tados em uma base arbitraria do /P3. Esta colineagdo é estimada através das coordenadas
3D dos pontos reconstruidos nesta base. Para viabilizar esta reconstrugdo, faz-se a estima-
cdo da geometria epipolar do sistema (ZHANG; FAUGERAS; DERICHE, 1997). Desta
forma é possivel estabelecer as etapas detalhadas do processo como sendo:

e Estimacdo da geometria epipolar;

e Reconstrucdo dos pontos em uma base do IP? (triangulagéo);

e Estimacéo da colineacdo que aplica o0 movimento projetivo nesta base;
e Calibracdo do sistema de forma fechada:

— Estimacéo da imagem da cbnica absoluta;
— Determinacao dos parametros intrinsecos da camera da esquerda;
— Determinacao dos demais parametros.

Este método fundamenta-se no acompanhamento das coordenadas da proje¢do de um
mesmo conjunto de pontos da cena observada nas quatro imagens capturadas. A fim de
reduzir a carga computacional deste processo selecionam-se apenas alguns pontos das
imagens. Por ser necessaria a identificagdo de pontos correspondentes em diferentes ima-
gens, é extremamente interessante que estes pontos sejam bem caracteristicos, facilitando
0 estabelecimento de correspondéncias e diminuindo a chance de ocorréncia de ambig(i-
dades. Para isto utiliza-se um algoritmo que seleciona alguns pontos de cada imagem,
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chamados pontos de interesse. Estes pontos sdo 0 espago de busca para uma técnica ro-
busta que estabelece correspondéncias entre pontos de duas imagens diferentes (ZHANG
etal., 1995).

O algoritmo de pareamento é responsavel pelo estabelecimento de correspondéncias
entre diversos pontos de duas imagens diferentes, formando assim um conjunto de pares.
Ao todo estimam-se quatro conjunto de pares de pontos, cada conjunto correspondente
respectivamente a diferentes combinacdes de pares de imagens. Dois destes conjuntos
de pares sdo obtidos respectivamente dos dois pares de imagens obtidos antes e depois
do movimento, enquanto que 0s outros dois conjuntos de pares sdo obtidos cada um de
um dos pares de imagens de uma mesma camera em diferentes instantes de tempo, como
detalhado na secéo 4.6.

Sendo invariante a disparidade entre as cAmeras, a geometria epipolar também mantém-
se inalterada durante o movimento. Dessa forma, pontos dos dois conjuntos de pareamen-
tos casados entre as imagens das cAmeras antes e ap0s 0 movimento podem ser utilizados
para estimar a geometria epipolar (ZHANG, 1998). E esperado que o algoritmo de pa-
reamento encontre um pequeno percentual de falsos pares, ja que este ainda ndo faz uso
de nenhum tipo de informacdo sobre a disparidade entre as cameras. Por isso utiliza-se a
técnica baseada em estatistica (ZHANG, 1998) que permite estimar-se de forma robusta a
geometria epipolar mesmo que alguns pareamentos fornecidos sejam incorretos. Esta téc-
nica baseia-se na selecdo, entre muitos grupos de alguns pares, aquele grupo que melhor
estima a matriz fundamental. Ap0s esta etapa, 0s pares discrepantes sdo considerados
falsos e descartados. Com os pares restantes utiliza-se agora um algoritmo ndo-linear de
minimizacdo para permitir realizar o refinamento do resultado a partir da avaliagdo de uma
funcéo de custo de significado fisico bem definido, que consiste na soma dos quadrados
das distancias de cada ponto até sua respectiva reta epipolar estimada.

De posse da matriz fundamental, pode-se encontrar as matrizes de projecdo para uma
base projetiva arbitraria do /P? (ZHANG; FAUGERAS; DERICHE, 1997). Com estas
matrizes é possivel reconstruir-se 0s pontos neste espago projetivo (HARTLEY; STURM,
1997).

Normalmente tem-se um nimero grande de pares remanescentes, em sua maioria com
coordenadas perturbadas por ruido e incertezas inerentes ao processo de aquisicdo. Estes
pontos ndo satisfazem com exatiddo a geometria epipolar, impossibilitando uma correta
reconstrucao espacial. Por este motivo as coordenadas de todos os pares remanescentes
séo retificadas, forcando-os a satisfazer com exatiddo a geometria epipolar computada,
para a seguir entdo estimar a reconstrucdo destes pontos no espago projetivo por triangu-
lacdo (HARTLEY; STURM, 1997).

Com as coordenadas dos quatro conjuntos de pareamentos, um algoritmo heuristico
encontra pontos 3D correspondentes entre as reconstrugdes antes e depois do movimento,
conforme sera detalhado no capitulo 4. Estas correspondéncias projetivas permitem a es-
timagcéo da colineacéo que estabelece 0 movimento no /P2 conforme os passos que serdo
detalhados no texto até se¢do 7.1. Como acontece na estimacéao robusta da geometria epi-
polar, novamente nesta etapa uma técnica estatistica é utilizada para estimar a colineagdo
de forma robusta, mesmo na presenca de falsos pares. A colineagdo é entdo estimada re-
petidas vezes, iterativamente, e de forma linear para permitir uma massiva computacgéo da
mesma para um grande nimero de amostras de pares de pontos 3D. Assim, escolhem-se
aqueles pares 3D que melhor estimam a colineacdo que aplica 0 movimento no espago
projetivo, segundo uma fungédo de custo que representa uma grandeza fisica bem definida.
Depois desta primeira estimacdo da colineagcdo que representa 0 movimento projetivo,
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pares estabelecendo correspondéncias ndo conformes com a colineacédo estimada séo des-
cartados e uma minimizagdo ndo-linear com base neste custo, representando uma gran-
deza de significado fisico, refina o resultado a partir dos pares 3D restantes (CSURKA,;
DEMIRDJIAN; HORAUD, 1999).

Com esta colineagdo é possivel estimar-se a dual da conica absoluta e, assim, os para-
metros intrisecos da cdmera podem ser recuperados através de solucdo fechada (CSURKA,;
DEMIRDJIAN; HORAUD, 1998).
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4 PAREAMENTO DE PONTOS

A calibracdo do sistema de visdo passa pela estimacdo da colineacdo que descreve
0 movimento do sistema, que por sua vez depende da reconstrucdo de pontos a partir
da geometria epipolar. As técnicas classicas e robustas conhecidas para a extracdo da
geometria epipolar dependem do encontro de coordenadas de pontos correspondentes nas
imagens de duas cameras (ZHANG, 1998).

Encontrar correspondéncias entre duas imagens de uma mesma cena é uma das ta-
refas mais dificeis em visdo computacional (ZHANG et al., 1995). A (nica restricao
que se conhece entre duas imagens é a restricdo epipolar. Entretanto, em cameras ainda
ndo calibradas, a propria estimacdo da geometria epipolar depende do pareamento entre
duas imagens. Os métodos encontrados na literatura sempre exploram alguma forma de
heuristica (ZHANG et al., 1995). Os algoritmos de pareamento conhecidos podem ser
classificados em duas categorias principais:

e Pareamento de moldes: nesta categoria os algoritmos buscam correlacionar de al-
guma forma os niveis de intensidade de retalhos das imagens nas diferentes vistas
(BALLARD; BROWN, 1982; GOSHTASBY; GAGE; BARTHOLIC, 1984; HAN-
NAH, 1989; CHOU; CHEN, 1990; FUA, 1993). Este tipo de método possui um ar-
gumento valido para areas relativamente bem texturizadas e para pares de imagens
com pequenas diferencas. Entretanto pode retornar correspondéncias equivocadas
nos limites de oclusGes ou em regides com poucas varia¢des de intensidade.

e Pareamento de caracteristicas: nesta categoria os algoritmos primeiramente sa-
lientam primitivas nas imagens, como segmentos ou contornos, e depois encon-
tram correspondéncias entre as primitivas de duas ou mais diferentes vistas (ULL-
MAN, 1979; SHAPIRO; HARALICK, 1981; BARNARD; THOMPSOM, 1980;
CHENG; HUANG, 1984; RADIG, 1984; MAITRE; WU, 1987; HORAUD; SKOR-
DAS, 1989; WENG; AHUJA; HUANG, 1992). Estes métodos sdo rapidos, pois
apenas uma pequena amostra dos pixeis das imagens € utilizada, mas podem falhar
se as primitivas ndo puderem ser detectadas de forma confiavel.

Cada método tem suas vantagens e desvantagens de acordo com o objetivo a ser atingido,
que pode ser, por exemplo, a reconstrucdo de volumes 3D, reconhecimento de padrdes,
etc.

Para 0 objetivo especifico em questdo neste trabalho, a estimacdo dos parametros das
cameras, € interessante a obtengdo de correspondéncias localizadas, dispersas de forma
homogénea pelas imagens, diminuindo assim as chances de mau condicionamento nu-
mérico. O método utilizado neste trabalho consiste no pareamento de pontos a partir de
técnicas cléssicas, passando pela extracdo de pontos de alta curvatura, como cantos, a
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fim de reduzir a quantidade de pixeis processado (ZHANG et al., 1995) sem dar muita
margem a ambiguidades.

4.1 Detector de pontos de interesse

Ao tentar-se fazer uma busca exaustiva por correspondéncias corretas entre todos 0s
pixeis das imagens, a complexidade computacional torna-se proibitivamente alta. Isto se
deve ao fato de que cada pixel de uma imagem precisaria ser comparado com cada pixel da
outra imagem. Isto se agrava ainda mais ao considerar-se que os algoritmos que realizam
pareamento entre pontos exigem uma massiva computacéo de correlagdes cruzadas entre
janelas centradas nos respectivos pontos candidatos. O algoritmo detector de pontos de
interesse tem a funcdo de restringir este espacgo de busca.

O detector de pontos de interesse escolhe nas imagens apenas um conjunto de alguns
pontos bem caracterizados. Um ponto é entendido como ponto de interesse se uma dada
janela no entorno deste ponto apresentar pouca probabilidade de se correlacionar com
qualquer outra janela no entorno de outro ponto que nao seja ele mesmo. Estes pontos sao
geralmente aqueles cuja janela no entorno projeta uma imagem de textura rica e contraste
forte. Pontos nesta categoria sdéo comumente cantos e bordas. No entanto, pontos em
bordas nédo sao tdo adequados para este fim, ja que para pontos ao longo de uma mesma
borda ha uma tendéncia de haver alta correlacdo entre as janelas em seus entornos. Por
este motivo € comum utilizar-se detectores de cantos, reduzindo assim a possibilidade de
ocorrerem ambiglidades no processo de pareamento. Avaliagdes de diversos detectores
de pontos de interesse podem ser encontradas em (SCHMID; MOHR; BAUCKHAGE,
2000), onde diversos critérios sdo testados, e onde se destaca 0 chamado detector de
cantos de Plessey.

O detector de cantos de Plessey € detalhado em (NOBLE, 1988), e baseia-se na funcao
de custo 7, = det (C) — k.trace?(C), onde o autor sugere k. = 0,04 (NOBLE, 1988) e
onde C é uma matriz 2 x 2 dada por

. 2 I
C:[/x\ “/] (34)

LI; I

onde os elementos de I e I; sdo respectivamente as derivadas discretas horizontal e
vertical de cada quadrado 3 x 3 centrado em cada coordenada de uma janela de tamanho
(2wr + 1) x (2wg + 1), e “~” representa a operacéo de suavizacdo, i.e. retorna o valor
médio dos elementos da matriz de derivadas correspondente. A derivada foi aproximada
pela diferenga entre intensidade de pixels adjacentes.

Esta operacdo é realizada em cada coordenada de outra janela de tamanho (2w; + 1) x
(2w; +1). Se o ponto de maximo 7, dentro da janela fornece um resultado maior do que
um dado limiar, 7,,, > [;, entdo este ponto é selecionado. Esta janela desliza sobre toda a
imagem com passos de w; pixeis, selecionando no maximo um ponto de interesse de cada
vez. Se a distancia entre dois pontos selecionados é menor que w;, 0 ponto para o qual
T,y Tetorna menor valor € descartado.

As figuras 12 e 13 mostram respectivamente o efeito do tamanho da janela w; e do
valor do limiar /; na detec¢do de pontos de interesse em experimentos com imagens reais.
As tabelas 1 e 2 mostram a quantidade de pontos de interesse encontrados nestas mesmas
imagens.

O detector de pontos de interesse de MORAVEC (1977), computacionalmente menos
dispendioso, também foi testado, mas apresentou o problema de encontrar muitos pon-
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tos ao longo de bordas, aumentando a ambiguidade entre estes. A figura 14 mostra os
resultados para este detector, conhecido como operador de Moravec.

Tabela 1: NUmero de pontos de interesse para diferentes valores de w;.

w; | namero de pares
6 569

9 343

12 252

15 163

Tabela 2: NUmero de pontos de interesse para diferentes valores de ;.

[; | ndmero de pares
1074 476
1073 359
1072 182
101 28

4.2 Correlagdo cruzada

Uma vez definidos os pontos de interesse, 0 passo seguinte é estabelecer um conjunto
de pares candidatos entre os pontos de interesse de duas imagens diferentes. Nesta etapa
encontram-se todas as combinacgdes possiveis de pares de pontos que possuem alguma
chance de corresponderem entre si. O critério utilizado para definir se um par é ou nao
candidato é a correlagdo cruzada entre as janelas no entorno de cada ponto.

Dados dois pontos de interesse m e m’ de duas imagens, a correlagdo cruzada /i m’ €
computada entre janelas W' de tamanho (2w, + 1) x (2w, + 1) centradas respectivamente
em m e m’, usando

Z I(Cﬂay)—jw I/(xvy)_T;/V
Hmm’ — x,yEW[ H ] 2 (35)

x’yze:w [few)-Tw] Qw,z%w [1(2)-Ty]

onde I(z,y) é aintensidade do pixel da janela e Iy, € seu valor médio. Para evitar excesso
de computagdo, pares de pontos cujas distancias entre as coordenadas s&o maiores do que
um dado raio ndo sdo computados. Este raio é ajustado de forma a ndo ser tdo pequeno
a ponto de ndo impor restricdo maior do que a disparidade entre as imagens das cameras
e nem tdo grande a ponto de candidatar pares cuja distancia entre 0s pontos seja muito
maior do que a disparidade poderia ter imposto. Na préatica o ajuste do valor ideal foi
realizado empiricamente, por experimentacao.

Aqueles pares para 0s quais jtm m' > [, S0 considerados candidatos, onde /,, € um
limiar. Este limiar [, ndo deve ser tdo baixo a ponto de selecionar pares praticamente nao
correlacionados e nem t&o alto a ponto de ndo tolerar pequenas diferengas causadas pela
disparidade entre as imagens.
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(C) w; = 12. (d) w; = 15.

Figura 12: Efeito do tamanho da janela na detecgdo de pontos de interesse.
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(C) l; = 10_2. (d) l; = 10~

Figura 13: Efeito do valor do limiar na detecgdo de pontos de interesse.

(a) w; = Y.

Figura 14: Deteccdo de pontos de interesse pelo operador de Moravec.




Neste processo, um mesmo ponto numa imagem muito provavelmente serad candidato
varias vezes, formando pares com diferentes pontos na outra imagem. N&ao se busca
nesta etapa estabelecer-se definitivamente os pares correspondentes, mas sim formar um
conjunto de pares candidatos como espaco de busca para um método heuristico mais
rebuscado.

4.3 Forga de um pareamento

Numa mesma cena ha uma grande probabilidade de existirem diferentes pontos cujas
imagens demonstrem alta correlacdo entre janelas em seus entornos. Para encontrar-se
pares correspondentes de forma robusta, é necessario mais do que apenas um critério
baseado em correlagédo cruzada (ZHANG et al., 1995).

é utilizado aqui um critério, chamado de forca do pareamento (ZHANG et al., 1995),
que estabelece uma funcéo de custo que busca favorecer pareamentos cuja localizagdo
geomeétrica dos pontos se assemelhe a localizagdo geométrica de outros pareamentos na
vizinhanca.
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Figura 15: Semelhanca de posicéo entre n e n’ em relagdo a m e m’, respectivamente.

Sejam N (m) e N'(m’), os conjuntos de pontos vizinhos de m e m’, respectivamente,
dentro de um disco de raio R. Se os pontos m e m’ formam um bom par, espera-se
existir muitos pontos n € N (m;) e n’ € AV(m’) tais que a posicdo de n em relagdo a m
é semelhante a de n’ em relagdo a m’. Esta medida pode ser dada por (ZHANG et al.,
1995)

Omm' = Y 8 (36)

neN (m)
n’eN(m’)
onde
2 i 715" (llm = nf| [}’ — x|}
s = : e r=
2+ |m —n|[ + |[m’ — n'| ||m — nf| + [jm’ — n’[|

A soma é realizada sobre todos os pares possiveis para 0s quais r > &,., sendo &, um limiar.
Se um vizinho de m (ou respectivamente m’) é candidato com mais de um vizinho de m’
(ou respectivamente m), apenas o par para o qual s for maximo é considerado.
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4.4 Processo de relaxamento

Sabe-se que um mesmo ponto muito provavelmente serd candidato varias vezes, for-
mando pares com diferentes outros pontos. Assim, estabelecido que dois pontos séo cor-
respondentes, eliminam-se todos os outros pares candidatos que também incluam estes
pontos. Estes pares eliminados seriam portanto falsos pares e conseqientemente ndo de-
veriam contribuir para a medida de forga de outros pareamentos nas vizinhangas. Por este
motivo a forca de cada pareamento deve ser recalculada & medida que véo se eliminando
falsos pares.

O chamado processo de relaxamento é o processo que, de forma iterativa, estabelece
quais pontos sao correspondentes e elimina as ambigiidades do conjunto de pares. EXis-
tem diferentes propostas para se abordar este problema, algumas mais velozes e outras
mais robustas (ZHANG et al., 1995). A abordagem some-winners-take-all aqui imple-
mentada é flexivel através do ajuste de um parametro ¢ que faz esta troca entre velocidade
e robustez (ZHANG et al., 1995). Quanto maiores forem os valores de ¢ mais pontos
sdo considerados por iteracdo, diminuindo o nimero de iteragdes e, portanto, tornando o
algoritmo mais veloz. Quando menor o valor de ¢, menos pontos séo admitidos por itera-
¢ao, mas em contrapartida, isto permite que na proxima iteracdo pontos sejam reavaliados
mais refinadamente, de acordo com os pontos pareados nas iteragoes precedentes, aumen-
tando portanto a robustez da solugcdo. Como na pratica o ganho em velocidade ndo chega
a ser significativo se comparado com a dificulade trazida pela presenca de possiveis falsos
pares, escolheu-se por enfatizar a robustez. Este processo de relaxamento corresponde ao
seguinte procedimento:

1. calcula-se oy, m para cada par candidato;
2. cria-se uma lista de todos os pares, ordenada a partir do mais forte;

3. cria-se outra lista ordenada por 1 — oy m’/0nn/, ONde n, n’ € 0 par mais forte para
oqualoum =noum’ =n’;

4. consideram-se como pares corretos apenas aqueles pares que estiverem entre 0s
primeiros g por cento de ambas as listas;

5. eliminam-se do processo pares que tenham ambiguidade com pares agora conside-
rados pares corretos;

6. repete-se a partir do passo 1 até que toda a ambigiidade se acabe.

4.5 Resultados no pareamento

Os resultados dependem muito do ajuste dos muitos parametros, limiares e tamanhos
de janelas. Tais parametros interagem entre si de forma néo-linear, dificultando o ajuste
fino. E comum ocorrerem alguns pareamentos incorretos que acabam sendo descartados
apos a estimacgdo da geometria epipolar.

As figuras 16, 17 e 18 mostram respectivamente o efeito dos parametros w,, [, e
e, N0 pareamento de pontos de duas imagens. Experimentos realizados em laboratdrio
demonstraram que um w,, razoavelmente alto combinado com um limiar [,, entre 0,70
e 0,85 diminui as chances de equivocos no casamento de pontos. As tabelas 3, 4 e 5
mostram o numero de pontos pareados em cada par de imagens, sem que nenhum ponto
seja descartado, ou seja, incluindo possiveis falsos pares.
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(a) Imagem esquerda, w, = 9. (b) Imagem direita, w,, = 9.

(e) Imagem esquerda, w,, = 15. (f) Imagem esquerda, w,, = 15.

Figura 16: Efeito da variacdo do tamanho da janela de correlagdo cruzada no pareamento
de pontos de duas imagens.
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(c) Imagem esquerda, [, = 80. (d) Imagem direita, {,, = 80.

(e) Imagem esquerda, [, = 90. (f) Imagem esquerda, ,, = 90.

Figura 17: Efeito do valor do limiar de correlacdo cruzada no pareamento de pontos de
duas imagens.
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(a) Imagem esquerda, ¢, = 0, 05. (b) Imagem direita, €, = 0, 05.

(c) Imagem esquerda, ¢, = 0, 2. (d) Imagem direita, e, = 0, 2.

(e) Imagem esquerda, ¢, = 0, 8. (f) Imagem esquerda, ¢, = 0, 8.

Figura 18: Efeito do valor limiar de for¢a de um pareamento no casamento de pontos de
duas imagens.
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Tabela 3: Numero de pontos pareados para diferentes valores de w,,.

w,, | numero de pares
9 63

12 70

15 26

Tabela 4: Numero de pontos pareados para diferentes valores de [,,.

l,, | nimero de pares
70 137
80 89
90 60

O algoritmo de pareamento de pontos aqui implementado ndo é capaz de fornecer
precisdo de sub-pixel para as coordenadas de localizagdo dos pontos nas imagens. é pos-
sivel explorar esta possibilidade através da estimacao da correlacdo cruzada em posigdes
deslocadas nos dois eixos e utilizando os resultados para a interpolacdo de uma funcao
normal 2D. Maximizando a funcéo interpolada, obtém-se coordenadas em fragdes de pi-
xeis (ZHANG et al., 1995).

4.6 Reincidéncia

O processo de casamento descrito nas se¢des precedentes tem funcéo de estabelecer
coincidéncias que permitem a estimacdo da geometria epipolar. A geometria epipolar
permite a reconstrucdo destes pontos num espago projetivo. Entretanto, para estimar os
parametros intrinsecos € preciso estimar-se a colineacdo (vide definicdo da se¢do A.2.2)
que aplica 0 movimento no P2, conforme sera mostrado na se¢do 7.1. Para tornar isto
possivel, € necessario também estabelecer correspondéncias entre 0s momentos antes e
depois do movimento.

Por isso os pontos séo casados para as quatro combinacgdes de pares de imagens: en-
tre imagens das cameras da direita e da esquerda, obtidas no mesmo momento, e entre
imagens de uma mesma camera, obtidas antes e depois do movimento. A repeticdo de
pontos entre os diferentes conjuntos de pares ndo é muito provavel, entretanto € possivel
aumentar-se as chances disto ocorrer realizando pareamentos iterativamente.

O método consiste em refazer o processo de pareamento sucessivamente, substituindo
0s pontos de interesse de uma imagem por pontos desta imagem previamente pareados
com outra imagem. O procedimento é detalhado a seguir (vide figura 19).

Tabela 5: NUmero de pontos pareados para diferentes valores de ¢,.
g, | nimero de pares
0,05 75
0,2 102
0,8 116
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esquerda direita
. pares-ed-a|.
antes |imagem-ea imagem-da
pares-ad-e pares-ad-d
; -ed-d|.
depois  |imagem-ed pares& imagem-dd

Figura 19: Dois pares de imagens, um antes e outro apds 0 movimento.

1. Primeiramente todos os pareamentos sdo realizados utilizando-se 0s respectivos

pontos de interesse de cada imagem:

pares-ed-a usando os pontos de interesse de imagem-ea e de imagem-da;
pares-ed-d usando os pontos de interesse de imagem-ed e de imagem-dd;
pares-ad-e usando os pontos de interesse de imagem-ea e de imagem-ed;
pares-ad-d usando os pontos de interesse de imagem-da e de imagem-dd.

. Em seguida cada pareamento é realizado novamente utilizando como pontos de

interesse de uma das imagens as coordenadas de pontos pareados anteriormente em
outro pareamento:

pares-ed-a usando os pontos de imagem-ea em pares-ad-e e 0s pontos de inte-
resse de imagem-da;

pares-ed-a usando os pontos de interesse de imagem-ea e 0s pontos de imagem-
da em pares-ad-d;

pares-ed-d usando os pontos de imagem-ed em pares-ad-e e 0s pontos de inte-
resse de imagem-dd;

pares-ed-d usando os pontos de interesse de imagem-ed e os pontos de imagem-
dd em pares-ad-d;

pares-ad-e usando os pontos de imagem-ea em pares-ed-a e 0s pontos de inte-
resse de imagem-ed;

pares-ad-e usando os pontos de interesse de imagem-ea e 0s pontos de imagem-
ed em pares-ed-d;

pares-ad-d usando os pontos de imagem-da em pares-ed-a e 0s pontos de inte-
resse de imagem-dd;

pares-ad-d usando os pontos de interesse de imagem-ed e 0s pontos de imagem-
dd em pares-ed-d.

. Os pareamentos do item 2 sdo repetidos até que mais nenhum novo par seja encon-

trado.

Aqgueles pontos que ja estdo pareados ndo sdo mais usados como pontos de interesse

para novos pareamentos. A figura 20 mostra alguns pontos encontrados correspondente-
mente nas quatro imagens, segundo 0 processo descrito acima.
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(c) imagem-ed. (d) imagem-dd.

Figura 20: Exemplo de pontos encontrados nas quatro imagens através da constatagdo das
reincidéncias.
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Né&o ha necessidade da correlacdo cruzada ser recalculada para cada pareamento que
se repete entre duas imagens, pois quaisquer que sejam os pontos utilizados como pontos
de interesse para 0 pareamento, eles estardo sempre contidos no conjunto de pontos de
interesse originalmente detectados para aquelas imagens. Por isso as correlagdes cruza-
das entre pontos de interesse de duas imagens sdo armazenadas e referénciadas a cada
pareamento para calcular-se a forca do pareamento.

Este método iterativo é eficiente para forcar a localizacdo de pontos correspondentes
nas quatro imagens, sem a necessidade de um acompanhamento das coordenadas dos
pontos durante 0 movimento.
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5 ESTIMACAO DA GEOMETRIA EPIPOLAR

Dadas as coordenadas de pelo menos oito pontos correspondentes entre as duas ima-
gens, é possivel estimar-se linearmente a matriz fundamental de forma exata (HARTLEY,
1995). No entanto, geralmente tem-se muito mais do que oito correspondéncias, todas
corrompidas por ruido e incertezas. Neste caso, 0 algoritmo de estimacéo linear, apesar
de simples e rapido, ndo é tdo robusto (HARTLEY, 1995). Por outro lado, é possivel
estabelecer-se uma funcdo de custo com um significado fisico bem definido e assim reali-
zar uma minimizacdo ndo-linear (ZHANG, 1998). Entretanto esta minimizacdo deve ser
realizada com cuidado, pois a funcdo de custo tende a apresentar diversos minimos locais
devido aos efeitos do ruido e incertezas nas coordenadas dos pontos.

A minimizac&o linear, baseada em minimos quadrados, serve para, de forma rapida,
efetuar repetidas vezes o calculo da matriz F para diferentes amostras, enquanto que
a minimizacdo n&o-linear, inicializada com a melhor F estimada até entéo, apresenta a
vantagem de minimizar um custo de significado fisico bem definido, permitindo assim
um ajuste fino da F estimada.

O metodo de minimizagdo multi-variavel de Powell (PRESS et al., 1992) foi utilizado
para estimar a matriz fundamental F minimizando este custo de significado fisico defi-
nido. Para evitar minimos locais é necessario realizar uma busca por uma boa estimativa
inicial. Esta busca é realizada através da repeticéo iterativa da estimacao linear da matriz
fundamental. A matriz é estimada linearmente numerosas vezes, cada vez com um con-
junto diferente de pontos. Dentre muitas amostras de conjuntos de n. > 8 pares de pontos
cada, escolhe-se o conjunto para o qual a minimizacéo linear (vide secdo 5.1) retorna o
menor valor para um critério de significado fisico, dado por (41). Os pares de pontos sdo
amostrados utilizando-se as chamadas técnicas de bucketing (ZHANG et al., 1995) que
asseguram uma boa distribuicéo da localizacéo destes pontos por toda a imagem. Aquele
conjunto de pontos atraves do qual melhor se estimou a matriz fundamental é tido como
um bom conjunto de pontos e esta matriz é entdo utilizada como estimativa inicial para a
minimizacao ndo linear. Para um melhor desempenho do algoritmo de minimizagéo nao-
linear, eliminam-se aqueles pares que ja ndo estdo de acordo com a geometria epipolar
linearmente estimada. Pares que retornam um valor maior do que 2,5 desvios padroes
para o custo (41) sdo descartados como falsos pares. SO entdo a matriz F inicial é final-
mente mapeada para uma minimizagdo em 7 direcdes, utilizando o algoritmo de Powell
(vide se¢éo 5.2).

5.1 Estimacao linear

Sendom = [u v 1]Tem’ = [/ v 1]T os vetores de coordenadas que descrevem
dois pontos em duas imagens distintas, e sendo f;; os elementos que compdem a matriz
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F, pode-se reescrever (33) na forma vetorial u” f = 0, onde

u = [w v W ow v W ouw v 1T (37)
f = [fll f12 f13 f21 f22 f23 f31 f32 f33]T (38)
Dados n > 8 pares correspondentes, é possivel fazer-se U = [u; uy, ... u,|e

resolver-se UTf = 0y, linearmente por minimos quadrados, onde procura-se o vetor f tal
que fTUUTE = 0. A solugdo é o auto-vetor associado ao menor auto-valor de UU7.

O posto da F resultante deveria ser igual a 2, mas dados corrompidos por ruido sdo
inevitaveis e portanto o posto da matriz fundamental estimada dificilmente sera singular.
Para impor esta restricdo sobre o posto de F, uma decomposigéo por valores singulares
é realizada fazendo F = QRS”, onde R ¢ diagonal e Q e S sdo ortogonais. O me-
nor elemento diagonal de R. é substituido por zero e F é reconstruida, agora com posto
igual a 2.

Para evitar erros de tendéncias na localizacao dos epipdlos, antes de efetuar o processo
de minimizacéo linear acima descrito, as coordenadas dos pontos devem ser normaliza-
das (ZHANG et al., 1995). Isto se faz através da imposi¢do de transformacfes m = Tm
e m’ = T'm’ que movem o centrdide dos pontos para a origem e escalonam suas coorde-
nadas para que a distancia média até a origem seja igual a v/2 (HARTLEY, 1995). Este
tipo de transformacéo € dado por

1/s 0 —u/s
T=| 0 1/s —7/s (39)
0 0 1

onde s = >, \/u? + v? € uma mudanca de escala e @ e T s8o, respectivamente as médias
de u; e v; para 0s pontos m; = [u; v; 1]7.

Desta forma, a minimizagéo nao retorna a matriz fundamental correta, mas sim uma
matriz fundamental F, satisfazendo a restricdo epipolar para os pontos transformados.

Depois de concluida a minimizagdo, a matriz fundamental original é recuperada por:

F=T"FT (40)

5.2 Estimacao nao-linear

A idéia da estimagdo ndo-linear é minimizar uma quantidade que possua um signi-
ficado fisico. Esta quantidade é a soma do quadrado das distancias entre os pontos e
suas respectivas retas epipolares medidas no plano da imagem. O critério minimizado
é dado por

N
1
J=% ;(dQ(m’, Fm) + d*(m, F'm’)) (41)
onde d(-, -) representa a distancia entre um ponto e uma reta, calculada como sendo

ulv

/2 2
vy + U3

d(u,v) = (42)

comv = [v; vy vs]7.

Ja que F tem 8 elementos mas apenas 7 graus de liberdade, a minimizagdo ndo-linear
deve ser realizada num espaco parametrizado (ZHANG, 1998). Para isto, a matriz fun-
damental é decomposta de forma que uma de suas colunas e uma de suas linhas sejam
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expressas como combinacao linear das outras duas: iy € jo. A parametrizacdo é formada
pelas coordenadas dos epipolos (x,y,2’,y’), € quatro elementos (a,b,c,d) representando a
homografia entre os dois lapis de retas epipolarest. é facil observar que isto pode resul-
tar em 9 mapas diferentes, cada um correspondendo respectivamente a coluna e a linha
escolhidas. Por exemplo, se a linha e coluna escolhidas séo i, = 3 e j, = 3, entdo:

a b —ax — by
F = c d —cr — dy (43)
—azr'—cy —br'—dy (ax+by)r'+(cx+dy)y

Dada uma matriz F e seus epip6los, ou uma aproximacéo disto, precisa-se escolher, den-
tre diferentes mapeamentos de parametrizagdo, o mais adequado. Denotando f;,;, como
sendo o vetor dos elementos de F decompostos da mesma forma que em (38), iq € jo S&0
escolhidos de forma a maximizar o posto da matriz jacobiano 9 x 8:

df;, ;
J:d—oj0 onde p=[ry2 y abcd (44)

p
Isto é feito maximizando-se a norma do vetor cujas coordenadas sao 0s determinantes das
nove submatrizes 8 x 8 de J. A literatura (ZHANG, 1998) mostra que esta norma é dada

pela expressdo (ad — be)? /a2 + y2 + 1\/22 + y2.

5.3 Resultados para dados simulados

Para avaliar a qualidade da estimativa dos métodos de estimacdo em suas varias eta-
pas, € interessante saber de antemao os valores que que serdo estimados, a fim de avaliar o
comportamento do erro de estimacao em funcdo do ruido. Com este intuito, desenvolveu-
se um algoritmo que gera coordenadas tridimensionais de pontos aleatoriamente distri-
buidos dentro de um prisma retangular, com as coordenadas geradas segundo uma distri-
buicdo uniforme. Estes pontos sdo entdo projetados nos planos das imagens através das
matrizes de projecdo de duas cameras simuladas com parametros arbitrados e conhecidos.
Estas coordenadas projetadas sdo entdo alimentadas no algoritmo e 0s varios parametros
séo estimados.

A fim de avaliar o comportamento do critério (41), as coordenadas dos pontos na
imagem foram ambas perturbadas por um ruido seguindo a distribuicdo uniforme cuja
funcdo densidade probabilidade é:

f(x):i para —A<z<A (45)

Para a estimacédo da geometria epipolar, obtiveram-se os resultados mostrados na tabela 6.
Resultados J < 1 para (41) demonstram erro de frac6es de pixel para o significado fisico
do critério.

5.4 Resultados para dados reais

Avaliou-se o funcionamento do método de estimacao da matriz fundamental em ima-
gens reais através da utilizacdo dos pares de pontos obtidos do processo de pareamento

1Um lépis de retas é um espaco projetivo unidimensional formado por todas as retas que se cruzam num
determinado ponto (FAUGERAS, 1993).
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Tabela 6: Minimizag&o do critério da expressao (41) para diferentes valores de A em (45).

A | Média do critério minimizado
1075 5,27 x 1078
10~ 4,50 x 1077
1073 3,48 x 107°
1072 3,23 x 1073
107! 3,01 x 107!

descrito no capitulo 4. As coordenadas dos pares de pontos foram alimentadas no algo-
ritmo e os resultados foram observados nas imagens e no critério (41).

A figura 21 mostra dois pares de imagens onde séo plotados os pontos pareados e suas
respectivas retas epipolares calculadas a partir da matriz fundamental. O par de imagens
das figuras 21(a) e 21(b) mostra os resultados para uma F estimada utilizando apenas o
método linear da secdo 5.1. Para este par, o critério da expressao (41) foi minimizado em
J = 3,546 x 102. No par de imagens das figuras 21(c) e 21(d) mostram-se os resulta-
dos para uma F estimada utilizando o método linear seguido da minimizacgdo nao-linear
conforme descrito na se¢do 5.2. Neste par, 0 critério da expressdo (41) minimizou em
J = 2,456 x 102.

(a) Imagem esquerda, F estimada linear-
mente.

(c) Imagem esquerda, F estimada com (d) Imagem direita, F' estimada com Powell.
Powell.

Figura 21: Geometria epipolar recuperada através da estimacao da matriz fundamental.
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6 RECONSTRUCAO NO ESPACO PROJETIVO

Sejam duas matrizes de projecdo P e P’ e um par de pontos correspondentes m e m’
no plano da imagem de duas cameras. Com elas é possivel reconstruir-se o ponto m do
IP? que esta na intersecdo dos dois raios de projecéo no espaco, que séo duas retas que
partem uma de cada ponto, e passam cada uma respectivamente no centro 6tico de cada
camera.

Através da matriz fundamental que descreve a geometria epipolar de um par de ca-
meras é possivel determinar este par de matrizes de projecdo numa base arbitraria do /P3.
Dada uma determinada matriz fundamental, existe uma familia de pares de matrizes de
projecdo em diferentes bases projetivas que satisfazem esta geometria epipolar. Indife-
rente da escolha da base projetiva, uma vez determinadas as matrizes de projecédo, pode-se
reconstruir cada ponto neste espaco projetivo. Com estes pontos reconstruidos no IP3 é
possivel estimar a colineacdo que aplica 0 movimento do sistema de visdo neste espago e
assim estimar os parametros intrinsecos.

O método aqui utilizado para encontrar uma base projetiva em particular consiste
em procurar uma matriz M para a qual F = ¢’ x M e entdo arbitrar-se P = [I 0]
eP’ = [M €], sendo ¢ = [/ ¢ 1]7 o vetor de coordenadas do epipdlo, que j& é
conhecido pelo mapeamento da matriz fundamental descrito na se¢do 5.2. Existem di-
ferentes solugbes para este problema, cada uma correspondendo a uma diferente base
do /P3. Neste trabalho, a matriz M é encontrada como sendo (ZHANG; FAUGERAS;

DERICHE, 1997):
/
— F
[le']

6.1 Triangulacao

Devido ao ruido, pares de pontos podem ndo satisfazer com exatiddo a geometria
epipolar e, portanto, na reconstru¢do destes pontos os dois raios geralmente néo véo se
interceptar no espago, conforme a figura 22.

Encontrar o ponto médio da perpendicular comum entre 0s dois raios nao é adequado
para a reconstrucdo projetiva, ja que conceitos como distancia e perpendicularidade ndo
sdo validos no contexto de geometria projetiva (HARTLEY; STURM, 1997). Neste traba-
Iho utilizou-se 0 método polinomial que é a solugdo 6tima para o problema de triangulagédo
no espaco projetivo (HARTLEY; STURM, 1997). Neste método minimiza-se uma funcéo
de custo baseada em distancias medidas no plano retinal.

Procuram-se dois pontos da imagem, m e m’, que satisfazem com exatiddo (33) e
minimizam o critério

J = d*(m,m) + d*(m’, m’) (47)
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Figura 22: Inconsisténcias na geometria epipolar: raios podem néo se cruzar.

onde m e m’ s&o pontos pareados com ruido, e d(-,-) representa a distancia entre eles.
Como qualquer par de pontos satisfazendo (33) cai sobre um respectivo par de retas epi-
polares, v e v/, é possivel reescrever o critério (47) como sendo

J = d*(m, ) + d*(m’, v (48)

onde d(-, -) é agora a distancia entre um ponto e uma reta.

Para solucionar este problema, primeiramente ambos 0s lapis de retas epipolares séo
parametrizados em funcéo de ¢, respectivamente ~(¢) e v/(¢). Assim, (48) transforma-se
em um polindbmio em ¢. Uma vez encontrado o ¢ que minimiza este polindbmio, m e m’
sdo encontrados como sendo as projecGes ortogonais de m e m’, respectivamente, em
Y(t) e/ (1).

Para facilitar o processo, a matriz fundamental é escrita como

F=QL TFL'Q” (49)
sendo
cos —sinf 0 1 0 —u
Q= | sinf cos6 O e L=]01 —v (50)
0 0 1 00 1
onde m=[uvl", e=[zyl]" e 60=—tan "= e respectivas defini-
cOes para Q' e L. Estas opera¢Bes ndo mudam o valor do custo (48), mas transformam F
na forma:
frd —fle —fd
F=| —fb «a b (51)
—fd ¢ d

As operacOes acima descritas sdo transformacdes rigidas e tém a funcdo de mover os
pontos para a origem do sistema de coordenadas, ou sejam = m’ = [0 0 1]7. Além
disto, a rotagdo Q move os epipdlos para [1 0 f]7 e [1 0 f]7, alterando a matriz F de
forma correspondente.

Procurar uma reta epipolar proxima aos pontos traduz-se em procurar por uma reta
epipolar passando o mais préximo possivel da origem. Supde-se, sem perda de genera-
lidade, que esta reta passa sobre o ponto [0 ¢ 1] préximo da origem. Estas retas sdo
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entdo dadas por [0 ¢ 1]7 x [1 0 f]T ouseja~y(t) = [tf 1 — t]T e conseqlientemente
Y (t) = [—f(ct+d) at+b ct+ d]T. Com isto é possivel reescrever (48):
2t 2(ad — be)(ac + b)(ct + d)

R (] (TR R e o2

Uma vez encontrado ¢ que minimiza s(t), é possivel computar m e m’ como sendo respec-
tivamente os pontos de intersecdo entre as retas perpendiculares a v(t) e ~/(¢), passando
porm e m’. A partir dai é possivel reconstruir m neste espaco projetivo, como € mostrado
na secao 6.2.

Para isto desenvolveu-se a derivada de (52) e utilizaram-se técnicas numéricas para
obtencdo das raizes (PRESS et al., 1992).

A figura 23 mostra dois pares de imagens para duas cenas diferentes. O par de imagens
das figuras 23(a) e 23(b) foi capturado antes do movimento, e o par de imagens das figuras
23(c) e 23(d) foi capturado ap6s 0 movimento. Destacam-se 0s pontos pareados em co-
mum em todas as quatro imagens. As geometrias epipolares mostradas foram computadas
a partir dos pontos pareados entre as imagens das cameras da direita e da esquerda. Para
esta estimacdo, utilizam-se todos os pares obtidos entre as imagens das cameras, tanto
antes quando depois do movimento. Cada reta tragada numa imagem corresponde a todas
as possiveis localizagdes de um ponto da outra imagem. As retas tracadas sdo aquelas cor-
respondentes aos pontos pareados. As coordenadas destes pontos foram retificadas para
satisfazerem com exatiddo a geometria epipolar computada segundo o método descrito na
se¢do 6.1.

6.2 Reconstrucao

Denotando p; e p; como sendo as i-ésimas linhas de P e P’, respectivamente, e iso-
lando os fatores de escala em

m = APm (53)
m = NP'm (54)

para serem A = plm e X = p,Tm é possivel, considerando h = [a ¢ 1] e m’ =
[¢/ ©" 1], escrever Am = 04 onde

16; - ﬁﬁg
p; — Up

A= pll% _ ﬂ/f)ZT (55)
Py — o'pf

Entdo m é o auto-vetor associado ao menor auto-valor de AT A.

Note que P e P’ sdo matrizes que representam a projecdo numa base projetiva que em
geral ndo corresponderé ao espago Euclideano. Para um espaco projetivo qualquer, nem
todas as propriedades da estrutura 3D original do IR? sdo preservadas?.

Na figura 24(c), gerada utilizando o software Geomview (PHILIPS; LEVY; MUNZ-
NER, 1993) mostra-se a reconstrucao projetiva calculada a partir dos pontos das imagens
que estdo nas figuras 24(a) e 24(b). O prisma retangular tridimensional representado na fi-
gura 24(c) tem suas arestas alinhadas com os eixos do sistema de coordenadas e seus lados

!Detalhes sobre propriedades preservadas no espaco projetivo sdo revisados no apéndice A.
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(c) imagem-ed. (d) imagem-dd.

Figura 23: Pontos retificados para cairem com exatidao sobre suas retas epipolares.
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representam os limites dentro de onde se encontram os pontos reconstruidos. Observa-se
a deformacdo na distribuicdo dos pontos reconstruidos neste espaco, que em nada relem-
bra a distribui¢do observada nas imagens. Apesar da aparente irregularidade, estes pontos
representam de forma fiel uma cena projetiva tridimensional. Cada um destes pontos do
IP3, se projetados pelas expressoes (53) e (54), gera os pontos das imagens originais.

(a) Imagem esquerda. (b) Imagem direita.

Detalhe

(c) Reconstrugio do IP3.

Figura 24: Reconstru¢do numa base projetiva arbitraria.
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7/ MOVIMENTO PROJETIVO

Sejam A p e Bp dois conjuntos de pontos reconstruidos no /P, como mostra a figura
25, ambos representando um mesmo grupo de pontos do IR3, Ay antes do movimento
e B depois do movimento do sistema de visdo. Existe uma matriz H g 4 x 4 que
transforma as coordenadas de cada ponto m 4 da reconstrucdo A p, antes do movimento,
em suas respectivas coordenadas m g da reconstrucdo B p, apds 0 movimento:

ﬁlB ~ HABﬁlA (56)

. ‘ R

H
A HPE / AB )\ HPE

& o -

Figura 25: Deslocamento no espaco Euclideano e correspondente movimento no es-
paco projetivo.

Esta matriz H 45 é portanto uma colineac&o, ou seja, uma transformacéo no /3. Mul-
tiplicar o vetor de coordenadas de um ponto do /P? por H 4 € a operagéo que descreve o
movimento realizado pelo sistema de visdo no /P3. Esta matriz do movimento projetivo
relaciona-se com o deslocamento euclideano D 4 pela expresséo

Hap = AHp;DapHpp (57)

onde Hpy € outra colineagdo que transforma coordenadas do /P2 para coordenadas do
IR3, e \. é um fator de escala. Percebe-se que Hpy representa uma mudanga de base
projetiva. As coordenadas dos pontos no espago Euclideano podem ser encontradas como
sendo ngy =Hpgmy € ng = Hpgmp onde ng = Dypny.

7.1 Estimacao do movimento projetivo

O processo de estimacgédo da matriz H 45 se assemelha bastante ao processo de estima-
cao da matriz fundamental, assunto abordado no capitulo 5. Aqui mais uma vez surgem a
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maioria dos problemas ja comentados naquele capitulo: é possivel estimar-se esta coline-
acdo linearmente e de forma exata, mas ndo de forma robusta, enquanto que a estimacao
ndo-linear esta sujeita a falsos minimos, mas permite a minimizacdo de uma quantidade
de significado fisico bem definido (CSURKA; DEMIRDJIAN; HORAUD, 1999).

Fazendo uso da mesma idéia adotada na estimacdo da matriz fundamental, aplicou-se
uma técnica baseada em estatisticas onde estima-se a colineagdo linearmente numero-
sas vezes de forma iterativa, cada vez com um diferente conjunto de n > 5 pares de
pontos 3D correspondentes. Escolhe-se, dentre muitos grupos de pares de pontos 3D,
aquele grupo que melhor estima H 4z segundo um determinado critério medido no plano
da imagem. Esta colineacdo estimada linearmente sera utilizada como estimativa inicial
para a minimizacao ndo-linear. Os pares ndo conformes com a estimativa inicial de H 45
sdo descartados e o algoritmo de minimizacao Powell é utilizado com os pares restantes
para refinagdo do resultado. Novamente, antes das minimizagOes, as coordenadas de to-
dos os pontos sdo normalizadas. Este método de estimagdo de colineacBes é detalhado
em (CSURKA; DEMIRDJIAN; HORAUD, 1999).

7.1.1 Estimacéo linear

Para um determinado par de pontos reconstruidos m4 e mp = [x y z w], procura-se
H 45 tal que
Apmp = Hypmy (58)
A maneira classica de estimar esta matriz é eliminando o fator de escala A\ ;; de (58). Desta
forma encontra-se

wa—zxd = 0 (59)
wb—yd = 0 (60)
we—zd = 0 (61)

onde considera-se H pmy = [a b ¢ d|T. Normalmente, se mp ndo estd no infinito,
pode-se fazer w = 1 dividindo-se os elementos do vetor mp por sua quarta coordenada.
Considerando H 43 numa forma vetorial, Hsp = [h1; hiz ... has)?, pode-se reescrever
(58) como sendo BH 45 = 044, Onde

wm’y 07 0o am?
B=| 0o wm%i 0 ym] (62)
of o wml »m]

Para n > 5 pares de pontos reconstruidos, é possivel encontrar-se a colineagdo computando-
se H 45, que é o auto-vetor associado ao menor auto-valor de Z?:l BTB..

7.1.2 Estimacao ndo-linear

A colineacdo H 45 linearmente estimada é entdo utilizada como uma estimativa inicial
para a minimizacdo Powell em 7 direc@es (a colineacdo € uma matriz de 8 elementos, mas
é definida em funcéo de um fator de escala arbitrario). Aqui o critério a ser minimizado
¢ a soma do quadrado das distancias entre os pontos projetados nos planos das imagens.
Medem-se respectivamente as distancias dos dois pontos originais na imagem do instante
depois do movimento (rhp e 1) até as projecdes computadas a partir da matriz que
estima o movimento (PH 4zm 4 ¢ P'H 4gm ), cOMo segue:

J = Z d* (1, , ISHABIﬁiA> + d*(my’g, IS/HABrﬁz’A) (63)

i=1
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7.2 Resultados

Com pontos gerados da mesma maneira descrita na se¢cdo 5.3 a matriz que aplica a
colineagéo no espaco projetivo foi estimada e o critério (63) foi avaliado em fungdo do
valor de A que d& o intervalo (—A, A) na distribui¢do uniforme, que segue a distribuicéo
de densidade de probabilidade (45). Os resultados sdo mostrados na tabela 7

Tabela 7: Minimizag&o do critério da expressao (63) para diferentes valores de A em (45).

A | Média do critério minimizado
107° 1.08 x 107°
10~ 1.73 x 107°
1073 3.64 x 107°
1072 3.72 x 1073
1071 2.84 x 107!

Em dados reais, para as mesmas imagens mostradas nas figuras 23 e 24, observou-se
aminimizacdo de J = 1.646 x 10! para o critério (63).
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8 COMPUTACAO DOS PARAMETROS DA CAMERA

A partir da matriz H 45 é possivel desenvolver-se uma solucéo de forma fechada para
0s parametros da camera da esquerda. O método descrito neste capitulo ndo depende
explicitamente da calibracdo no espaco afim como acontece em abordagens estratifica-
das. Além disso, todos os calculos necessarios baseiam-se em técnicas de algebra linear,
tais como decomposicdo em valores singulares (CSURKA; DEMIRDJIAN; HORAUD,
1998).

Sabe-se (FAUGERAS, 1993) que a relagdo entre a matriz dos parametros intrinse-
cos K e a imagem da conica absoluta Q é dada por 2 ~ K-7K~!. Nesta abordagem, a
calibragdo se baseia na estimacéo da dual A = Q~7 desta conica. Para uma camera de 4
parametros A é:

a? + ug UQVg U
A ~KKT = uvg K +v3 v (64)
Ug Vo 1

com K definido como na expresséo (30), sendo r = 0.

A matriz A é simétrica e 0 elemento as3 = 1 determina o fator de escala de forma que
A = KKT. Para a camera de 4 parametros, como pode ser notado em (64), existe ainda
a restricdo a;o — ajzazz = 0.

O fato de que tragos e determinantes permanecem inalterados mediante transforma-
cOes de similaridade, permite-se computar o fator de escala da expressdo (57) que é

A. = sign (trace(Hap)) v/det (Hap) (65)
Eliminando )., pode-se normalizar o movimento projetivo:

Hup

Hip =+

= HE}EDABHPE (66)

onde agora det(H ) = 1.

A matriz D 45 que descreve o deslocamento do sistema de visdo no /R* possui uma
estrutura bem especifica:

R t
Dp = [ o 1 } (67)
3

As matrizes D 45 € H 5 sdo similares e portanto compartilham o mesmo conjunto de
auto-valores, que sdo {e?, e~ 1,1}, onde v é o dngulo associado a rotagéo.

Dada qualquer matriz ¢ com tais auto-valores, existe uma matriz ndo singular A tal
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que
cosy —siny 0 0
sin coS 00 _
o= A Ow 0‘” D0 A (68)
0 0 0 1

onde ¢ = 1 se a multiplicidade geométrica! do auto-valor unitario duplo é 1, e ¢ = 0
se sua multiplicidade geométrica é 2 (CSURKA; DEMIRDJIAN; HORAUD, 1998). A
fatorizagdo do tipo acima é conhecida como fatoriza¢éo Jordan real.

A multiplicidade geométrica do auto-valor duplo é 2 no caso de movimentos plana-
res, ou seja, movimentos onde tanto o deslocamento quanto a rotagao estdo restritos a um
mesmo plano (CSURKA; DEMIRDJIAN; HORAUD, 1998). Para um movimento gené-
rico, que € a hipotese aqui estudada, a multiplicidade geométrica deste auto-valor unitario
é 1 (CSURKA; DEMIRDJIAN; HORAUD, 1998).

A fatorizagdo Jordan real de uma matriz ¢ nédo é Unica. Tanto ® = AJA quanto
® = A'JA’ sdo fatorizagBes Jordan reais se e somente se existe uma matriz M tal que
MJ =JM onde A’ = AM.

A partir da igualdade MJ = JM deriva-Se a estrutura de M, que para um movimento
generico tem 4 graus de liberdade e se apresenta da seguinte forma:

a —3 0 0

| B a 00
M = 0 0 v w (69)

0 0 0 ~

Se & = D é um movimento no espaco euclideano, entdo A = X, ou seja, D = XJX 1,
onde X sera da forma
5= { Q ¢ } (70)
0l 1
sendo Q uma matriz ortogonal, ou seja 3 é uma rotacdo seguida de uma translacdo. Com
mais esta restricdo, M torna-se

cosy siny 0 O
| —siny cosyp 0 O
M = 0 0 +1 w (1)
0 0 0 1
A fatorizacdo é estimada na forma
Hap = [u; uy ug wjJ[u uy ug W]_1 = AJA! (72)

Em (CSURKA; DEMIRDJIAN; HORAUD, 1998) € mostrado que 0s vetores u; € u, po-
dem ser encontrados sabendo que trace(H 45) = 2+2 cos v, de onde cos ¢ = W

esiny = /1 — cos 1 e fazendo-se

up .
U { W } = Og (73)
onde
| Hap —cosvly —sinyly
U= |: sin 1/)14 HAB — COS wI4 (74)

IMultiplicidade geométrica de um auto-valor é a dimenséo do auto-espaco associado a0 mesmo.
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Assim [ul ul]” é encontrado como sendo o auto-vetor associado ao menor auto-valor
de UTU.

Na prética percebeu-se que este auto-vetor precisa ser estimado com cuidado pois 0s
elementos que compdem os auto-vetores de U7'U tendem a ser muito discrepantes em am-
plitude. A maioria dos algoritmos convencionais comumente retornavam um auto-vetor
incorreto, incluindo a rotina ei g() do Matlab”™ e as rotinas j acobi () etqli ()
publicadas em (PRESS et al., 1992). Nesta implementagdo foi necessario o uso da fungdo
dsyevr () daversdo em C da biblioteca LAPACK (ANDERSON et al., 1999).

O vetor uz € 0 auto-vetor associado ao auto-valor unitario (CSURKA; DEMIRDJIAN;
HORAUD, 1998), encontrado resolvendo-se

Hap — Liju; = 04 (75)

onde novamente a solucéo é o auto-vetor associado ao menor auto-valor de UZU para
U == [HAB - 14]
Por fim, o vetor w é encontrado como sendo (CSURKA; DEMIRDJIAN; HORAUD,
1998)
[Hap — 1] 'O
Wy

(76)

W =

onde uz = [t} wus]” e wy € escolhido arbitrariamente desde que det ([u; uy uz w]) #0

Considerando AM como sendo o bloco superior esquerdo 3 x 3 da matriz AM, existe
a seguinte relacdo (CSURKA; DEMIRDJIAN; HORAUD, 1998)

KK’ = (AM) (AM)" (77)
Assim, levando-se em conta a estrutura de M,
AM = [ auy + fuy auy — fu; yuz wuz + YW ] (78)
deduz-se que
KK’ = (AM) (AM)" = (o + %) (wu! + wul) + ~ Ul (79)

onde u; = [u! wu,]”. Dadas as restrigdes que se aplicam a uma camera de quatro parame-
tros, tem-se que azz = 1 € que ajp — ajzass = 0 onde a;; é o elemento de A = KK na
linha < com a coluna j. A partir destas restricdes e com (78), tem-se

2 ] 3 3 1
. T (s — ufPuld) )
- 3 N (3 N (3 ; 3)\ 2 3)1 2
[T, w8 @l + ufudy = uf (W) + (w))))
1_72 ’U,(B) 3
(@®+3%) = (us) > (81)

(@) + @)

onde ugj) € 0 j-ésimo elemento do vetor u;.

Os parametros da camera da esquerda sdo entdo calculados encontrando-se KK 7 das
expressdes (73~76) e (79~81).

A partir dai € possivel recuperar ambas as matrizes de projecdo que definem as ca-
meras no espaco euclideano. Em (HORAUD; CSURKA; DEMIRDIJIAN, 2000) tem-se
que

[Hlp -1, |10 =04 (82)
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com

w“>=:[ a ] (83)

Qy

sendo 7, 0 vetor que representa o plano no infinito.

Sabe-se que uma matriz tem 0s mesmos auto-valores que sua transposta. Portanto, se
H 45 tem um auto-valor duplo unitario, HY ;; também terd, e 7., é 0 auto-vetor associado
a0 mesmo, como mostra a expressao (82).

Em (CSURKA; DEMIRDJIAN; HORAUD, 1998) mostra-se que

K-! 03
Para a base projetiva arbitraria estipulada tem-se
m = Pm (85)
m = P'm (86)

Sabe-se ainda que n = Hpxm € 0 vetor de coordenadas que representa o ponto no espaco
euclideano. Desta forma, tem-se que

m = PH,,Hppm = PH, 10 (87)

ou seja, as matrizes de projecdo das cAmera da esquerda e da direita do sistema de visdo
no espaco euclideano séo dadas, respectivamente, por

Py = PH,, (88)
P, = P'H., (89)

Computando-se a inversa de Hpx, tem-se que:

_ K 03
szz{_gK _L} (90)
a4 a4

Esta ultima expressdo permite recuperar as matrizes de projecao das cameras calibradas
através das expressdes (88) e (89).

8.1 Resultados para dados reais

A figura 26 mostra a reconstrucéo tridimensional euclideana de alguns pontos rema-
nescentes das etapas de pareamento, estimagdo da matriz fundamental e estimagédo da
colineagdo. A figura 26(a) mostra a imagem original da camera da esquerda antes do mo-
vimento, com os pontos em destaque. As figuras 26(b) e 26(c) mostram a reconstrugdo
destes pontos no IR* em diferentes vistas. No processo completo até a obtencdo destas
imagens obteve-se a matriz fundamental retornando .J = 1,121 x 10° para (41) e a matriz
da colineacdo projetiva retornando .J = 1,646 x 10! para (63).
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(a) Imagem orginal.

W 7\

(b) Reconstrugdo no IR3: vista I. (c) Reconstrugdo no IR?: vista Il.

Figura 26: Reconstrucéo de pontos no IR3.
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9 CONCLUSAO

Este trabalho apresentou um método totalmente automatico para a calibragdo de um
par de cameras que realiza um movimento genérico. O método de calibracdo foi des-
crito e equacionado de forma completa, desde as imagens até a recuperacao das matrizes
de projecao das cameras. O processo foi apresentado em diferentes etapas, partindo do
pareamento de pontos entre as imagens, estimacdo da geometria epipolar, triangulacao,
estimacdo do movimento projetivo até por fim realizar o levantamento dos parametros das
cameras.

A etapa de casamento de pontos € adequada para identificacdo e pareamento de peque-
nas amostras de pontos bem localizados nas imagens, porém certamente nao é o metodo
mais adequado para a densa reconstitui¢do tridimensional de cenas, j& que isso exigiria
diversas outras etapas, entre elas a retificacdo das imagens e identificacdo de planos, bor-
das entre outros (FRANCA, 2003). Além disso, apesar do processo ndo fazer suposi¢des
especiais sobre a estrutura tridimensional da cena observada, a etapa de pareamento de
pontos deixa claro que certas caracteristicas sdo desejaveis nas imagens, tais como tex-
tura, sombra, cantos, etc.

Quanto & estimacao da geometria epipolar, experimentos mostraram que esta impor-
tante caracteristica do sistema binocular ja pode ser estimada eficientemente e com razoa-
vel precisdo. Ainda assim, melhoramentos podem ser atingidos com o aumento tanto na
quantidade de pontos pareados, quanto na precisdo da localiza¢cdo dos mesmos.

No que se refere a triangulacéo e reconstrugdo tridimensional projetiva, estas etapas
se mostraram complementares. A reconstrucdo tridimensional projetiva é uma etapa in-
termediaria importante que inevitavelmente acumula erros provenientes da estimagéo da
matriz fundamental.

O processo de estimacédo da colineacéo se assemelha muito ao processo de estimacao
da matriz fundamental. A qualidade da colineagéo resultante, assim como na estimacao
da matriz fundamental, depende da quantidade de amostras, mas também da qualidade da
reconstrucao das mesmas.

Fora do escopo deste trabalho, a robustez do método em suas diversas etapas deve ser
cuidadosamente avaliada. Outros trabalhos mostram estudos de robustez na calibracao
automatica em funcéo do ruido na localizacao de pontos (HORAUD; CSURKA; DEMIR-
DIJIAN, 2000) e em alguns movimentos criticos (CSURKA; DEMIRDJIAN; HORAUD,
1998).

Este método apresenta atrativos interessantes tais como a simplicidade e a versati-
lidade que a auséncia de um objeto de calibracdo 3D oferece. Estes atrativos tém se
demonstrado suficientes para justificar o estudo de métodos como este por diversos pes-
quisadores, como vém acontecendo nos ultimos anos (vide bibliografia da se¢édo 1.2).

A principal contribuicdo desta dissertacdo foi apresentar um método completo, desde



as etapas de identificacdo e casamento de pontos de interesse até a estimacdo dos parame-
tros das cAmeras, incluindo detalhes geralmente omissos na maioria dos artigos relaciona-
dos ao assunto. Desta forma este trabalho também termina por servir de base para estudos
mais aprofundados focados no aperfeicoamento de etapas especificas do processo.

Para trabalhos futuros, é possivel aprimorar o método aqui apresentado no intuito
de torna-lo mais robusto e rapido. O casamento de pontos pode retornar coordenadas
em fracGes de pixel atraves da estimacdo da correlagdo cruzada em posicGes deslocadas
nos dois eixos e utilizando os resultados para a interpolacdo de uma fungdo normal 2D.
Maximizando a funcéo interpolada obtém-se coordenadas em fragdes de pixeis (ZHANG
etal., 1995).

Também podem-se realizar estudos no sentido de buscar o aproveitamento de diversos
pares de imagens adquiridos seqliencialmente durante 0 movimento do sistema de visao,
através de um sistema em tempo-real, para refinamento dos resultados, possivelmente
melhorando assim a robustez do método. Estudos também poderiam explorar etapas de
processamento da imagem anteriormente a aplicagdo do método, talvez facilitando assim
a localizagéo dos pontos de interesse e 0 pareamento dos mesmos.
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APENDICEA CONCEITOS DE GEOMETRIA PROJETIVA

A.l Introducéo

Quando se considera o processo de captura de imagens de uma camera, fica claro
que a geometria Euclideana € insuficiente, pois comprimentos e angulos ndo sdo mais
preservados e retas paralelas podem se interceptar.

O estudo da chamada geometria projetiva foi iniciado pelos pintores renascentistas
italianos que queriam produzir imagens de forma a produzir a iluséo de profundidade tri-
dimensional em suas pinturas arquiteténicas (MOHR; TRIGGS, 1996). A geometria pro-
jetiva como ¢é hoje foi inventada pelo matematico francés Desgargues (1591-1661) (FAU-
GERAS, 1993).

Observa-se 0 exemplo da figura 27. Apesar das retas de ambas as bordas da estrada
estarem em paralelo no IR, na imagem estas retas parecem convergir conforme se apro-
ximam do horizonte. Qualquer par de linhas paralelas horizontais parece se encontrar
num ponto do horizonte correspondente a sua dire¢do em comum. Mais ainda, quaisquer
planos horizontais parecem se encontrar e se interceptar na linha do horizonte, ou linha
no infinito.

Figura 27: Imagem de uma estrada.

Todas estas intersecOes no infinito permanecem constantes conforme o observador se
move. A estrada parece sempre desaparecer no mesmo ponto do horizonte e, a noite, as
estrelas permanecem fixas engquanto se caminha.

Estes simples exemplos mostram que conceitos convencionais de geometria finita pre-
cisam se estender para lidar com os fenémenos “no infinito”.

A geometria projetiva modela adequadamente o processo de captura da imagem de
uma camera porque permite uma classe muito maior de transformagdes do que apenas
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translacdes e rotacdes, uma classe que inclui projec6es de perspectiva. Em contraponto,
na geometria projetiva menos medidas sdo preservadas (BIRCHFIELD, 1998).
As transformacdes projetivas preservam:

e Tipo: pontos continuam pontos e retas continuam retas;

¢ Incidéncia: se um ponto incide sobre uma reta, ele continuara caindo sobre esta reta
apos a transformacéo; e

e Razdo cruzada: é uma medida que sera explicada na se¢do A.3.12

A.2 Espacos projetivos n-dimensionais

O chamado espaco projetivo n-dimensional é denotado /P". Um ponto p neste espaco
é representado por um vetor com n + 1 coordenadas (nUmeros reais ou complexos), onde
pelo menos uma é diferente de zero:

sl
p=|  |emp (91)
Tni1

Os nameros z; sdo as chamadas coordenadas homogéneas deste ponto. Em geometria
projetiva um ponto € definido independentemente de escala, isto é:

I )\l‘l

p=| + | =] vV OA£O (92)
Ty ALy,
Tni1 A1

A.2.1 Base projetiva

Uma base projetiva do espaco /P é um conjunto de n + 2 pontos tais que n + 1 s&o
linearmente independentes. A base projetiva padrdo é o conjunto formado por:

0 o
: 1

e, = |1 V i=1,....n+1 e eno| ! (93)
0 1

Na expressdo acima, o valor 1 esta sempre na i-esima posicao para¢ = 1,...,n + 1. Por

exemplo, a base projetiva padrdo parao P! (n = 1) é:

][] [t
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A.2.2 Colineacao

Uma colineacdo é uma transformacdo linear de IP™ — IP™, definida por uma matriz
A de dimensdo (n + 1) x (n + 1) tal que det A # 0 (FAUGERAS, 1993). Qualquer
colineacdo sempre preserva a colinearidade dos pontos nos quais € aplicada e é definida
em funcdo de um fator de escala ndo nulo.

p' ~ Ap (95)
onde a notacdo a ~ b significa que A\a = b para algum X arbitrério

Proposicdo 1 Sejam x;, X, ..., Xy, Xnt1, Xni2, 1 + 2 Vetores representando pontos no
IP", onde n+1 deles s@o linearmente independentes, ou seja, formam uma base projetiva.
Sejaaindae, ey, ..., e,, e, 1, €, abase projetiva padrado. Entao existem matrizes ndo
singulares A tais que

Ae; = \x; (96)

onde os \; sdo escalares diferentes de zero; quaisquer duas matrizes que satisfacam esta
propriedade diferem no maximo por um fator escalar (FAUGERAS, 1993).

Prova: A matriz A satisfaz as primeiras n + 1 condic¢des

Observe que cada multiplicacdo Ae; acima resulta sempre na i-ésima coluna da matriz
A, ou seja, a igualdade (97) implica que

A= A% - ApaXng | (98)
Desta forma, resta que
Aepir = ApioXngo (99)
é equivalente a
A1
[x1 - Xpi1 | ; = MgoXnio (100)
Ang1

Pela hipdtese de independéncia linear dos vetores x;, a matriz a esquerda na expressao
acima tem posto completo. Portanto as razdes entre 0s \; sdo unicamente determinadas e
nenhum \; é zero. A matriz A é unicamente determinada em funcéo de um fator escalar
e é ndo singular. OJ

A.2.3 Areta

Uma reta u num espaco projetivo n-dimensional qualquer pode ser definida como o
conjunto de todos os pontos p,, que podem ser formados a partir da combinacdo linear de
dois dados pontos p; € p2, Ou seja:

Pu=P1+Ap2 V A € (—00,+00) (101)

Repare que a definicdo permanece a mesma independente de escala, ou seja, \;p1+A2Ap2
com A € (—oo,+00) define a mesma reta independentemente dos valores de A; e Ao,
desde que ambos sejam diferentes de zero.
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A.2.4 Pontos fixos

Os chamados pontos fixos de uma colineagdo sdo pontos que permanecem invariantes
a mesma (BIRCHFIELD, 1998). Uma colineacdo A qualquer no /P™ possui n + 1 pontos
fixos (reais ou complexos). Em outras palavras, estes pontos satisfazem a expressao:

Ap=)\p (102)

Isto €, os pontos fixos sdo 0s pontos cujo vetor de coordenadas é proporcional aos auto-
vetores a direita de A.

A.2.5 Mudanca de base projetiva

A seguir provar-se-a que, considerando dois conjuntos de n + 2 pontos x1, . . ., X, 2
eyi,...,Ynso, todos em posicdes arbitrarias, existe uma Unica colinea¢do que mapeia 0
primeiro conjunto de pontos no segundo conjunto de pontos.

Proposicdo 2 Se x1,...,X,12 € y1,...,Yns2 S80 dois conjuntos de n + 2 pontos dis-
postos de forma que em cada conjunto n + 1 vetores de coordenadas sejam linearmente
independentes, i.e., formam duas bases projetivas no /P™, entdo existe uma matriz ndo
singular G tal que Gx; = p;y;, i = 1,...,n + 2, onde 0s p; sdo escalares e a matriz G
é unicamente determinada, exceto por um fator de escala (FAUGERAS, 1993).

Prova:  Como foi mostrado na proposic¢ao 1, pode-se escolher uma matriz nao singular
A eescalares Ay, ..., A\, tais que

Aei:)\ixi v 221,,7’L+2 (103)
e, similarmente, pode-se escolher uma matriz ndo singular B e escalares ji1, ..., fini2
tais que

Be; = 1y V i=1,...,n+2 (104)

Entéo, isolando e; na expressao (103),
e; = Ail)\ixi (105)

e substituindo na expressao (104) tem-se:

BAT'\x; = wiy; (106)
que equivale a
BA lx, — i—y (107)

Assim, podemos definir G = BA ' e p;, = i/ A, de forma que

Gx; = piyi (108)
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A.3 O plano projetivo: IP?

A principal importancia do plano projetivo, IP? esta no fato deste ser Gtil na mode-
lagem do plano da imagem. Existem quatro formas de se pensar a respeito do plano
projetivo (BIRCHFIELD, 1998):

1. Coordenadas Homogéneas;
2. Espaco de Raios;

3. Esfera Unitéria;

4. Plano Afim Aumentado.

Todas estas formas de representagéo sdo equivalentes, sendo que cada uma salienta dife-
rentes propriedades intrinsecas ao P2,

A.3.1 Coordenadas homogéneas

Supondo que temos um ponto [« ] no plano Euclidiano, representa-se este mesmo
ponto no plano projetivo simplesmente adicionando-se uma terceira coordenada de valor
1 ao final:

u
[Z}GBQ@ v | e P (109)
1

Fator de escala ndo é relevante, portanto o ponto [u v 1] é o mesmo que o ponto
[Au v AT, para qualquer A # 0. Isto também significa que o ponto [0 0 0]7 néo é
permitido. Em outras palavras:

Vo oa#0 (110)

wl < 2
Il
>~
wl < 2

Esta € a representacdo de um ponto do plano projetivo em suas chamadas coordenadas
homogéneas.

A.3.2 Espacgo de raios

Foi mostrado que vindo do plano Euclideano para o plano projetivo, aquilo que repre-
sentava um ponto do I?? passa a ter trés coordenadas. Pode-se considerar que um ponto
no IR?, ao passar para o plano projetivo, transforma-se num ponto dentro de um conjunto
especifico de pontos no 1?3, unidos por um fator de escala ndo nulo.

Portanto um ponto p = [z v 3] do IP? pode ser visto como uma reta no IR? que passa
pela origem e pelo ponto de coordenadas p no I?? (na verdade sem incluir a origem). Este
espaco tridimensional é conhecido como Espaco dos Raios (BIRCHFIELD, 1998). O es-
paco de raios é ilustrado na figura 28. De forma similar, umareta u = [a b |7 do IP?
pode ser vista no espago de raios como sendo um plano passando pela origem e perpen-
dicular ao vetor u. A reta ideal do /P? no espaco de raios seria o plano horizontal 5 = 0 e
0s pontos ideais do P2 no espaco de raios seriam retas contidas naquele plano.
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ponto

Figura 28: Espaco de raios.

A.3.3 A esfera unitaria

Como as coordenadas néo sdo afetadas por multiplicacéo por escalar, 1P é bi-dimensional,
mesmo que seus pontos contenham trés coordenadas. Cada ponto p = (w, 7, 5) que é re-
presentado por uma reta no espaco de raios, pode ser projetado na esfera de raio unitario
(BIRCHFIELD, 1998) centrada na origem, bastando para isso ajustar a escala de forma
que u2 + v2 4 5% = 1, obtendo-se o ponto:

1

e — 111
P E e (Y

wl <

O denominador vu? + ©% + 5% nunca ¢ zero ja que o ponto [0 0 0]7 ndo é per-
mitido. Pontos no plano projetivo podem ser vistos como pontos sobre a esfera de raio
unitario, como ilustra a figura 29.

W,

ponto
reta

X

reta ideal

Figura 29: Esfera de raio unitario.

Como cada reta do espaco de raios corta a esfera duas vezes, estes dois pontos da
superficie da esfera representam o mesmo ponto do plano projetivo. De forma similar
cada plano do espaco de raios intercepta a esfera unitaria em circunferéncias maiores (de
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raio maximo). Assim uma reta do plano projetivo € vista como uma circunferéncia de raio
unitério, resultado da intersecdo entre a esfera e o plano perpendicular a u.

A reta ideal é a circunferéncia da secdo média da esfera e 0s pontos ideais s&o 0s
pontos sobre esta circunferéncia.

A.3.4 Plano IR? aumentado

Os pontos e retas do espaco de raios serdo projetados, ou seja, representados respec-
tivamente por retas e planos, sobre o plano s = 1. Cada ponto [z v 5]7 é portanto
mapeado no ponto [£ £ 1]7, que esta na intersecdo do plano 5 = 1 com a reta do
espaco de raios que representa o ponto. De forma similar cada reta do IP* é mapeada na
reta que resulta da intersecdo do plano do espaco de raios (que representa a reta do /P?)
como planos = 1.

Pontos ideais e a reta ideal sdo projetados como pontos no infinito e a reta no infinito
respectivamente, conforme ilustra a figura 30. Assim retorna-se a uma representagéo onde
pontos séo pontos e retas sdo retas.

reta ideal

ponto ideal

Figura 30: Plano IR? aumentado.

Uma definigdo concisa do plano projetivo pode ser dada agora.

Definicdo 1 O plano projetivo, IP?, é o plano afim aumentado por uma Unica reta ideal e
um conjunto de pontos ideais, um para cada direcdo, onde a reta ideal e os pontos ideais
ndo sdo diferenciados de pontos e retas regulares.

A.3.5 Aretano IP?

Para representar uma reta no plano projetivo, comecaremos com a formula Euclideana
padrédo para uma reta no IR?:
ar+by+c=0 (112)

A expressdo (112) representa uma reta qualquer, de declividade —a /b, como ilustra a
figura 32. A expressao (112) também pode ser escrita na forma vetorial como sendo:

T
a T

y | =0 (113)
1
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Figura 31: Reta Euclideana.

O

\

a
0 \ v

Figura 32: Reta Euclideana.

\



Como no plano projetivo pontos ndo dependem de escala, pode-se definirz = sxev = 35y.
Assim obtém-se a expressado da reta:

T

=0 (114)

wl <

Ou ainda, definindo-searetau=1[a b c]Teopontop=[u v 3|:
u'p=0 (115)

A expressao (115) pode ser vista como expressao das retas u que passam pelo ponto p
ou ainda como a expressao dos pontos p que estdo sobre a reta u (BIRCHFIELD, 1998).
Percebe-se que pontos e retas possuem a mesma representacéo no plano projetivo.
A.3.6 Relaces entre IR? e IP?

Para transformar um ponto no plano projetivo de volta para as correspondentes coorde-
nadas Euclideanas, simplesmente dividem-se as duas primeiras coordenadas pela terceira,
fazendo-se [u v]T = [u/s v/5]", ou na forma vetorial:

HEBHIE: 1o

A.3.7 O ponto e a reta no infinito

O plano projetivo contém mais pontos que o plano Euclideano: pontos cuja terceira
coordenada € zero. Estes pontos sdo os chamados pontos ideais ou pontos no infinito:

(117)

o 2 g

Observe que a medida que se faz s — 0, as coordenadas Euclideanas de um ponto qual-
quer [u/s v/s]" aumentam. O ponto vai para o infinito percorrendo a reta que o une a
origem, como mostra a figura 33. Cada ponto ideal esta associado a uma dire¢ao no plano
Euclideano. Por exemplo, os pontos [1 0 0]7 e [0 1 0] estdo associados as dire¢des
horizontal e vertical respectivamente (BIRCHFIELD, 1998).

No plano projetivo os pontos ideais ndo recebem nenhum tipo de tratamento especial;
sdo como qualquer outro ponto no /P2

Todos 0s pontos ideais caem sobre uma mesma reta chamada reta ideal ou reta no
infinito (BIRCHFIELD, 1998), que por sua vez também ¢é tratada como qualquer outra
reta. A reta ideal é representada em sua forma candnica como [0 0 1]7:

(118)

n O O

Observando a expresséo (114), percebe-se que toda retau = [a b ¢]T do plano projetivo
intercepta a reta ideal no ponto p.. = [—b a 0]7 que é o ponto ideal associado com a
direcdo daquela reta.
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Yy
W 0

Wy

\

Figura 33: Pontos ideais ou pontos no infinito.

A.3.8 Base projetiva do /P2

Para o plano projetivo, /P?, a base projetiva padréo é:

1 0 0 1
ee=101}, ee=]11|, es=101], e=1|1]1], (119)
0 0 1 1

A.3.9 Relagdes entre retas e pontos

A seguir serdo dadas algumas relagdes Uteis entre pontos e retas no plano proje-
tivo (BIRCHFIELD, 1998; MOHR; TRIGGS, 1996).

A.3.9.1 Ponto de intersecdo entre duas retas

Para encontrar o ponto de intersecdo entre duas retas basta fazer como na algebra
elementar:

p=u; Xu (120)

Sendou; = [a; by c1|T ey = [ay by co]”.

Dai obtém-se p = [bicy — bacy age; — ajco arby — agbi]. Se as duas retas sdo
paralelas, i.e., suas declividades s8o0 v = —a;/b; = —ay /by, 0 ponto de intersecdo é
simplesmente [bicy — bac; asc; — aic; 0] que é o ponto ideal associado a direcdo da
reta de declividade ~.

Observacdo:  Perceba que dados dois vetores m € n:

a x
m= | b e n= |y (121)
z

Pode-se definir uma matriz, aqui notada como [m], (MOHR; TRIGGS, 1996), tal que:

m]yn=m xn (122)
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Esta matriz é o operador linear equivalente que resulta no produto escalar dos vetores, e
é definida como sendo:

0 —c b
ml,=| ¢ 0 —a (123)
b a O

O

A.3.9.2 Reta que passa por dois pontos

De forma similar, dados dois pontos p; e p, a expressdo da reta que os une é dada
por:
u=p; X P2 (124)

A.3.9.3 Trés pontos colineares

Agora suponha que deseja-se determinar se 0s pontos p;, p» € p3 caem sobre uma
mesma reta. A reta que une os primeiros dois pontos € p; x p». Portanto o terceiro ponto
cai sobre esta reta se pJ (p; x p2) = 0, ou, de forma mais sucinta, se o determinante da
matriz 3 x 3 formada pelas coordenadas dos pontos é zero:

Pt P2 P3|=0 (125)
A.3.9.4 Trés retas concorrentes

Similarmente, trés retas sao concorrentes (interceptam-se num mesmo ponto) se:
} u; Uz Us ’ =0 (126)

A.3.10 Dualidade entre ponto e reta no P>

Existem diversas similaridades entre retas e pontos. Suas representagdes séo idénticas.
A férmula para encontrar o ponto de intersecao de duas retas € a mesma que para encontrar
a reta que une dois pontos. Estas observacdes sdo fruto da dualidade que existe entre
pontos e retas no plano projetivo (FAUGERAS, 1993). Em outras palavras, qualquer
teorema ou afirmacdo que é verdadeira para o plano projetivo pode ser reescrita palavra
por palavra trocando pontos por retas e retas por pontos, e a afirmacao resultante também
sera verdadeira.

A.3.11 Léapis de retas

Um conjunto de infinitas retas concorrentes (retas que passam por um mesmo ponto)
no plano projetivo, /P2, é por sua vez um espacgo projetivo uni-dimensional chamado
Lapis de retas (FAUGERAS, 1993). Pode-se verificar que é um espaco uni-dimensional
aplicando-se o principio da dualidade: um conjunto de retas concorrentes € dual a um
conjunto de pontos colineares.

Esta estrutura tem numerosas aplicacOes, principalmente em visdo estéreo e movi-
mento.

A.3.12 Razao cruzada

Dados quatro pontos, pi, p2, Ps € p4, € supondo que os quatro sejam colineares,
podemos escrever cada um deles na forma (vide subsecdo A.2.3):

Pi = Po + A\iDp (127)
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Assume-se aqui que nenhum dos pontos p; seja coincidente com py.
Assim, a razdo cruzada entre os quatro pontos pode ser definida como sendo (POL-
LEFEYS, 2000):

A=A A= =) (e — M)

{p17 P2; P3, p4} )\1 . )\4 )\2 o )\4 ()\1 _ )\4><)\2 _ )\3> ( )

Dados dois pontos p; = [w; v; 5P ep; =[u; ©v; s, adistancia Euclideana
entre estes, que aqui sera denotada como A;;, é definida como sendo:

Ay = (i) + i~ ) (129)

onde z;, = g—: ey, = 2, Entdo a razdo cruzada também pode ser calculada como sendo:

Sk

Al?) . A23 _ A13A24
A14 ’ A24 A14A23

{P1,P2; P3, Pa} = (130)

Em outras palavras, escolhe-se um ponto, por exemplo p;. Calcula-se a razdo das
distancias deste ponto até dois outros pontos, digamos ps e p4. Calcula-se, entdo, a razdo
das distancias do ponto que resta, neste caso p-, até aqueles mesmos dois pontos. A razdo
destas razfes é a razdo cruzada, e permanece invariante sob transformaces projetivas (ou
colineagdes). Em outras palavras, dada uma colineacéo A:

{p17 P2; Ps, p4} = {Ap17 Ap27 Ap37 Ap4} (131)

Na verdade a razdo cruzada é a mesma, ndo importando que coordenada é utilizada
como divisor em (129) (desde que seja usada sempre a mesma), permitindo assim 0s
pontos ideais onde s = 0 (BIRCHFIELD, 1998).

Apesar da razdo cruzada ser invariante, seu valor muda conforme a ordem dos pontos
escolhidos. Quatro pontos podem ser, portanto escolhidos em 4! = 24 ordens diferentes,
mas de fato apenas seis valores distintos sdo produzidos, que se relacionam da seguinte
forma (BIRCHFIELD, 1998):

1 1 A=1 A
{)‘7X71_)‘71_>\7 A\ 7)\_1} (132)

A.3.13 Razdo cruzada de quatro retas que se interceptam em um ponto

Dadas quatro retas do plano projetivo, u;, us, uz, uy que se interceptam em um
mesmo ponto, sua razéo cruzada, denotada como {uy, us; us, uy}, é a razdo cruzada de
seus respectivos quatro pontos de interse¢cdo com qualquer outra reta u (FAUGERAS,
1993) (vide figura 34):

APIPS Apzm
— 133
N (133)

{111, Uy; U3,114} = {P1,P2; P37P4} = A
P1p4—P2pP3

Este valor é independente da escolha de u.
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Figura 34: Razéo cruzada entre concorrentes.

A.3.14 Colineacdo no P>

Uma colineacdo no IP? é definida como um mapeamento do plano para si proprio,
IP? — IP?, tal que a colinearidade de qualquer conjunto de pontos é preservada. Tal
mapeamento é feito pela multiplicacéo por uma matriz 3 x 3. Cada ponto p é transformado
num ponto p:

p=Ap (134)

Como a escala ndo é importante, a matriz A possui apenas 8 graus de liberdade.
Portanto, como cada ponto possui dois graus de liberdade, sdo necessarios 4 pontos para
definir uma colineacéo.

Um fato importante sobre colineacGes é que, se um conjunto de pontos era colinear,
apos a colineagdo esta colinearidade é preservada.

Para aplicar uma colineacdo a uma reta, observe que a colinearidade precisa ser pre-
servada, isto €, se um ponto p cai sobre a linha u, entdo o correspondente ponto p precisa
cair na correspondente linha . Portanto, supondo que:

plu=0 (135)
Isola-se p em (134):
P=A"p (136)
Substitui-se (136) em (135):
—1—\T _ _
(A 1p) u= (p)T (A Tu) (137)
Isto mostra que a colineacdo equivalente para as retas é:
= (A" u (138)

A matriz (A1) é chamada matriz dual da matriz A.
Uma translagdo no plano de (z,y, 1) para (x + Az, y + Ay, 1) pode ser escrita como:

1 0 Ax x
0 1 Ay Yy (139)
0 0 1 1

No /% assim como no P! (e em geral no IP"), translagdes ndo movem 0s pontos no
infinito.
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A.3.14.1 Pontos fixos

Uma colineacdo A qualquer no /P2 possui 3 pontos fixos (reais ou complexos). Estes
s80 0s pontos cujo vetor de coordenadas é proporcional aos auto-vetores a direita de A.

No /P2, as retas fixas de uma colineagdo A séo as retas que unem quaisquer dois
pontos fixos. A reta fixa permanece invariante mediante a sua colineacao.

A.3.15 Cbonicas

Na geometria projetiva, elipses, parabolas e hipérboles sdo equivalentes: qualquer
forma pode se projetar em qualquer outra forma. Estas curvas s&o chamadas de conicas,
sem distingdes entre as diferentes formas.

Defini¢cdo 2 Uma conica na geometria projetiva é definida como sendo o lugar geomé-
trico dos pontos que possuem uma razdo cruzada sempre constante em relagéo a quatro
pontos fixos, onde pelo menos trés destes ndo sdo colineares (BIRCHFIELD, 1998).

Para definirmos uma conica, primeiramente definiremos o operador do /R? para o IR*
chamado S(-) como sendo:

S(v)=v'Av onde A =A"T c R*?evec R’ (140)

A matriz A é uma matriz simétrica, o vetor v do IR?? pode representar um ponto do /P2, e
o resultado da operacdo € um numero real.
A expressdo de uma conica € dada por:

Sp)=p’Cp=0 V pec P* onde C=C" ¢ R>? (141)
Ou seja:

Ci1 Ci2 C13
Ci2 Co2 Ca23
C13 C23 Cs3

01162 + 02252 + 03332 +2012W + 2613% + 2023% =0 (143)

=0 (142)

wl < 2
wl < 2

sendo que a matriz C é simétrica e é definida independente de fator de escala, ou seja,
possui 5 varidveis independentes.

A.3.15.1 Cobnica dual

De forma dual, a conica pode ser considerada como um envelope de retas tangentes
aqueles pontos (BIRCHFIELD, 1998), onde a expressao equivalente €:

u’|C|C'u=0 (144)

Substituindo p da expressao (136) em (141) tem-se que uma colineacdo A em uma
conica é dada por:
C'=ATCA™ (145)

Ou ainda, aplicando a mesma conica a uma reta:

|IC'|C"~! = A|C|C'AT (146)
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A.3.15.2 Intersecdo entre uma conica e uma reta

Como foi visto na subsecdo A.2.3, uma reta que passa por dois pontos pode ser ex-
pressa como o conjunto de todos os pontos formados a partir da combinacgéo linear da-
queles dois pontos:

Pu = P1+ Ap2 (147)
Os pontos p,, estdo sobre a reta u e interceptam uma dada conica se:

S(pu)=0 —  S(p1+Ap2) =0 (148)
Esta Gltima expressdo pode ser aberta da seguinte forma (FAUGERAS, 1993):
S(p1) 4+ 2A5(p1, p2) + A2S(p2) =0 (149)

sendo que S(pi,p2) = p! Cpy. Em (149), dados p; € p., € fazendo a expressédo em
funcédo de \, em geral, encontrar-se-ao dois pontos que a satisfazem. Perceba que pode-se
definir, por exemplo k; = S(ps), k2 = 25(p1, p2) € ks = S(p1), entdo a expresséo fica:

FiA? 4+ kod+ ks =0 (150)
que é apenas uma simples expressao quadratica em .
A.3.15.3 Reta tangente a conica
Ainda olhando a expresséo (150), percebe-se que se:
ki —4kiks =0 —  S*(p1,p2) — S(p1)S(p2) =0 (151)

entdo (149) possui uma Unica raiz de multiplicidade dupla. Portanto a reta u que passa
por p; e p» é tangente a conica.

A.3.16 Pontos absolutos

Todo o circulo intercepta a reta ideal s = 0 em dois pontos fixos. Para perceber isto
note que um circulo é uma conica com todos os elementos fora da diagonal principal
zerados e os elementos da diagonal principal iguais:

_ 7T _
U ciu 0 O U
p'Cp=|7 0 ¢y O 7| =0 (152)
s 0 0 C11 s
Como escala ndo € importante, dividindo por ¢;; obtemos:
T+ 43 =0 (153)
Que portanto intercepta a reta ideal (pontos de s = 0) em:
w472 =0 (154)

Esta expressdo possui duas raizes complexas chamadas pontos absolutos (BIRCHFIELD,
1998):

i=i e j=| —i (155)
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A.3.17 Transformacéo de similaridade

Transformagdes no plano Euclideano conservam angulos e razdes de distancias. Em
geral, uma transformacéo no I?? pode ser descrita como:

T cosf sinf x Azr
l?}:[—siné) COS@}[y}+[Ay] (156)

No plano projetivo, /P2, uma transformacdo com tais restricdes é chamada transfor-
macao de similaridade (FAUGERAS, 1993). Este tipo de transformacdo é dada pela
colineagéo:

cosf sinf Au
T=| —sinf cosf AT (157)
0 0 AS

Proposicéo 3 Toda a transformacao que preserva os pontos absolutos

1 1
i e — (158)
0 0

inalterados € uma transformacao de similaridade (FAUGERAS, 1993)

Prova:  Suponha, inicialmente, uma transformacgéo qualquer T, sem restri¢oes:

ti1 ti2 ti3
T = | tay ta to (159)

l31 ts2 a3
O fato de que [1 4 0] é preservado implica

t11 ti2 ti3 1 1
lo1 loo To3 Ll =11 (160)
t31 t32 133 0

J& que escala ndo ¢é importante, isto resulta nas restricdes:

t11 + it1o _ 1 (161)
to1 + itoo {
t31 + ’it32 - 0 (162)

Como os elementos de T sdo restritos aos nUmeros reais, isto leva as trés seguintes res-
tricles:

i1 = 19 (163)
lie = —tog (164)
t31 =tz = 0 (165)

Assim a matriz T se restringe a:

ti1 tio i3
T=| —tia ti1 to3 (166)
0 0 33
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Dados dois nUmeros reais t,5 € t13 quaisquer, sempre é possivel parametriza-los na forma
polar:

ti1 = kcosf (167)
tlg = ksind (168)
Assim, dividindo a matriz T por k (ja que escala néo é relevante) tem-se:

cosf sinf t13/k
T = | —sinf cos@ tay/k (169)
0 0 ty/k

Esta ultima expressao esta na forma (157). O

A.4 O espago projetivo: [P3

Todos os conceitos discutidos até 0 momento tém analogias no espaco projetivo tri-
dimensional, IP3: existe dualidade entre ponto e plano, um lapis de planos é um espaco
projetivo bi-dimensional, a razdo cruzada entre planos é invariante, quadricas fazem o
papel das conicas, como podera ser visto nas proximas secoes.

A.4.1 Coordenadas homogéneas

Um ponto p do IR® no [P é representado em coordenadas homogeéneas, na forma
canodnica como:

x
xXr
y | e R = Z e P* (170)
i 1

Assim, como foi visto anteriormente, 0s pontos séo definidos em funcdo de um fator de
escala, portanto, pode-se fazer 7 = tx, ¥ = ty, z = tz:

T
_ |l v 3
p=|Z|€P (171)
t
A.4.2 O planono IP3
Um plano 7 no IP3 é representado por um vetor de coordenadas:
Uy
_ | U2
= (172)
Ug

A dualidade que existe no IP? entre a reta e o ponto existe no /P2 entre o plano e o ponto.
Por exemplo, a expressao do plano que passa pelo ponto é:

7'p=0 (173)

De forma dual, (173) também pode ser vista como a expressdo do ponto que esta sobre o
plano.
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A.43 O plano no infinito

O plano formado pelos pontos de coordenada ¢ = 0 é chamado plano no infinito ou
plano ideal (BIRCHFIELD, 1998). Ele é representado por:

0
(174)

O O

De forma analoga ao que acontece no /P! e no IP?, esta terminologia vem do fato de que
no espaco Euclideano, os pontos correspondentes (conforme (170)) para ¢ — 0 véo para
o infinito seguindo a direcdo da reta que 0s une a origem.

.......

Figura 35: No espaco projetivo algumas propriedades geométricas sao perdidas.

Ou seja, pode-se pensar nos pontos que estdo no m,, como direcdes no espaco IR3
(nossa nocgdo de “ponto de fuga”). Uma colineacdo qualquer, na sua forma mais genérica,
pode eventualmente mudar a posi¢do do plano no infinito (POLLEFEYS, 2000) (como
mostrado na figura 35).

A.4.4 Razao cruzada entre quatro planos

Dados quatro planos 7y, 7, 75 € 74 do IP? que se interceptam na reta u, sua razao cru-
zada é definida como sendo a razdo cruzada de suas quatro respectivas retas de intersecao
com qualquer plano 7 (MOHR; TRIGGS, 1996) (vide figura 36):

{my, m; w3, My} = {Uy, Ug; U3, Uy} (175)

A.45 Lapis de planos

Um lapis de planos é uma estrutura analoga ao lapis de retas do P2: é o conjunto de
todos os planos que se interceptam em uma dada reta. Esta estrutura também & um espaco
projetivo unidimensional, analogo a IP*.

A.4.6 Colineacdo no IP?

Colineagdes no /P sdo definidas por matrizes 4 x 4 inversiveis e sempre em funcéo de
um fator de escala. Colineagdes no espaco projetivo tridimensional transformam pontos
em pontos, retas em retas, planos em planos e lapis de planos em lapis de planos, sempre
preservando as raz0es cruzadas.
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Figura 36: razdo cruzada entre quatro planos.

A.4.7 Transformacdo de similaridade

Uma transformacdo de similaridade no espago /P2 é uma transformagcédo que aplica

uma rotacdo, uma escala e um deslocamento. Na representacdo Euclideana:

T i1 Tz T3 x i1
Y| =0 | ra T2 T y |+ | t2 (176)
z r31 T2 733 z t3
Na representagdo em coordenadas homogéneas a expresséo fica:
ori1 Oria2 0713 tl
r | oR@Ex3) tax | ora1 oroy 0Tz ta 177
P [ O(1x3) 1 P or3y OTsy OTs3 13 P (77)

0 0 0 1

Os elementos r;; formam a matriz de rotagdo. Uma matriz de rotagdo generica pode ser
escrita como combinagéo das rotagdes nos trés eixos, ou seja:

R:

sinf; cosf; 0]
cosf; sinf; 0O (178)
|0 0 1]
[ sinfy, 0 cosfy |
0 1 0 (179)
| cosfy 0 sinfy |
[ 1 0 0
0 sinf3 cosfs (180)
| 0 cosf3 sinfz |
R:- Ry -R3 (181)
[ sinf; cosfy sin b, sin by sin O5 + cos By cos f;  sin by sin hy cos O — cos by sin 5
cos By cosfy cos by sin by sin O3 — sin 6 cos B3 cos 6y sin O, cos O3 + sin # sin O3
| —sint, cos 05 sin 63 cos 05 cos O3

(182)
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Usa-se aqui a notagdo mais enxuta s,, para sinf,, e ¢, para cosf,. De (182) tem-se
portanto que:

r [ i1 T2 T3 } (183)
= [ $1Cy  S1S2S3 + C1C3  S1S2C3 — €183 ] (184)
rp = [ra 1 723 | (185)
= [ C1Cy 18983 — S1C3 C1S9C3 — $183 } (186)
rs = [ T3l T3z T33 } (187)
= [ — 89 €983 CaC3 } (188)

A soma do quadrado dos elementos em uma determinada linha ou coluna sempre é
unitria, isto é:

3 3
= ri=1 onde i€ {1,2,3} (189)

1
e 0 produto interno de uma linha com a terceira linha, ou de uma coluna com a terceira
coluna é

3 3
ZrkiTkBZZTz’kT3k =0 para 2#3 c {1,2} (190)
k=1 k=1

A matriz R cujos elementos séo os r;; € uma matriz de rotagdo se e somente se:
R'IR=RR"=1; e Rl =1 (191)

sendo 15 a matriz identidade 3 x 3.

Este tipo de transformacdo conta com 7 graus de liberdade: 3 para rotacdo, 3 para
translacdo e 1 para escala. Esta transformacdo mantém invariantes os comprimentos rela-
tivos e os angulos.

Além disso, uma transformacéo de similaridade também mantém inalterada uma en-
tidade chamada conica absoluta que sera definida na se¢éo A.4.9.

A.4.8 Quédricas

No espaco projetivo tridimensional /P? as chamadas quadricas fazem o mesmo papel
que as conicas no /P? (FAUGERAS, 1993).
Uma quéadrica é uma superficie do /P2 definida pelo lugar dos pontos que satisfazem:

pPQR'fp=0 vV Q=Q" e R™ (192)

Ou seja:

T
C11 C2 C13 Ci4
Ci12 Co2 C23 Coq
C13 C23 (33 C34
Cly C24 C34 Cyq

(193)

SRS RS
SRS ]
Il
(@]

A.4.9 Conica absoluta

A conica absoluta, denotada €2, é a intersecdo da quadrica
000
p=0 (194)

o O O =
o O =

0 0
10
01
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com o plano 7. A cOnica 2 é uma entidade que permanece inalterada mediante uma
transformac&o de similaridade. O conceito de conica absoluta é abstrato. Esta conica pode
ser vista como um circulo imaginario de raio i = \/—1 sobre o plano 7., (POLLEFEYS,
2000).
Umpontop=1[z 7 z {7 éum ponto sobre a conica se suas coordenadas homo-
géneas satisfazem:
4y +22=0 e t=0 (195)
Isto implica a existéncia de pontos imaginarios. Parametrizando-se um ponto p., =
[z ¥ z 0] localizado sobre o plano 7., comosendop = [z 7 Zz]7, istoé, vendo o

plano no infinito ., como um espaco projetivo /P2, entdo a conica absoluta, agora notada
COMO w,, pode ser dada pela expressao:

1
p" | 0 p= (196)
0

O = O
_ o O



