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Resumo

Apesar de ser um liquido comum na natureza, muitas dividas ainda pairam sobre varias
caracteristicas da dgua. A existéncia de uma relagdo comum entre o tipo de potencial intermole-
cular, criticalidade e as vérias formas de anomalia existentes nessa substancia ainda é uma questao

em aberto, apesar da intensa pesquisa que tém-se feito ao longo dos anos sobre esse assunto .

Nesta dissertacdo, propomos a hip6tese de que a anomalia na densidade esté correlacionada
a presenca de multicriticalidade, e que ambos os fenbmenos surgem de um potencial de duas
escalas. Para dar suporte a esta hipotese, além de trabalhos anteriores, usamos e estudamos um
gés de rede com interagdes que competem (primeiros vizinhos V{ repulsivos e segundos vizinhos
V5, atrativos). Construimos para este sistema um diagrama de fases p vs. T' usando dois métodos:
aproximagdo de campo médio e simulagdes. Encontramos na aproximagdo de campo médio duas
linhas criticas, uma das quais encontra a linha de 12 ordem separando duas fases liquidas, e um

ponto tricritico. Com a aproximagdo de campo médio ndo encontramos anomalia na densidade.

Os resultados obtidos com as simulagdes alteram qualitativamente o diagrama de fases.
Tanto as linhas criticas quanto os pontos tricriticos tem suas posi¢cdes modificadas com relacdo ao

campo médio. Neste caso encontramos um comportamento andémalo na densidade.

Concluimos que o potencial de duas escalas competitivas é um ingrediente necessario ao
aparecimento de anomalia na densidade e coexisténcia entre duas fases liquidas. Ainda, mostra-
mos que essa anomalia pode estar associada ndo apenas a dois pontos criticos, como se espera

para a agua, mas a uma multicriticalidade em geral, tal como linhas criticas.



Abstract

Although water is unibiquos in nature, it’s characteristics are not well understood. The
existence of a common relation between the shape of the intermolecular potential, the existence of

multicriticality and the anomalies in this substance is still an open question.

In this work, we propose the hypothesis that the density anomaly is correlated with multi-
criticality and that both phenomena can be described by a two scale potential. To give support to
our hypothesis, besides a set of complex models developed by other authors, we used and studied
a lattice gas model with competing interactions (nearest neighbors repulsion I and next nearest
neighbors attraction 15). We build up a i vs. T' phase diagram based on two methods: mean field
approximation and simulations. In the mean field approximation, we find two critical lines. One
of them meets a liquid-liquid first order phase transition at a tricritical point. In the mean field

approximation no density anomaly is found.

The simulations modify the phase diagram qualitatively. Both the critical lines and the
tricritical points have their positions changed when compared with the mean field results. In this

case, we find density anomaly.

We conclude that a two scale potential is an important ingredient to the development of the
density anomaly and to the appearance of a coexistence between two liquid phases. We also show
that the presence of the density anomaly is not only associated with two critical points, as expect

for water, but to multicriticality in general, such as critical lines.
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Capitulo 1

Introducao

Por sua importancia indiscutivel para a vida, a agua é uma das substancias mais
estudadas no mundo. Porém muitas de suas propriedades ainda ndo foram compreendidas,
0 que leva ao surgimento de muitos modelos que procuram respostas a estas questdes
[1, 2, 3].

A dagua possui uma das menores moléculas encontradas na natureza, formada por
dois atomos de hidrogénio ligados a um de oxigénio por uma ligagdo covalente, conforme

mostra a figura (1.1).

Figura 1.1: Molécula de agua.

Atualmente séo conhecidos 40 tipos diferentes de anomalias para a agua e por causa
delas é possivel a existéncia da vida. A mais facil de ser percebida € a anomalia na densi-
dade. Um exemplo comum é quando encontramos uma garrafa de agua congelada estou-
rada no congelador. Isto acontece porque, diferente dos demais fluidos, a dgua diminui

sua densidade para temperaturas menores que 4°C. Nesta temperatura, encontramos seu
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méaximo na densidade (ver fig. 1.2). Portanto o gelo, por ser menos denso que a dgua
em sua forma liquida, pode flutuar sobre ela. Por isso é que apenas a superficie dos rios,

lagos e mares congelam, possibilitando a vida aquatica em regides muito frias do planeta.

pﬂ

Figura 1.2: Anomalia na densidade.

Outro fendmeno igualmente interessante é a anomalia na difusdo. A baixas tempe-

raturas e sob tensdo de estiramento, a &gua apresenta um coeficiente de difuséo (D) que
aumenta com o aumento da densidade (p) (ver fig. 1.3) [4, 5, 6, 7]. Isto permite o fluxo

de liquidos ao longo de canais das plantas [8, 9].

D}

Figura 1.3: Anomalia na difuséo.

Outras anomalias bastante estudadas séo as da compressibilidade a temperatura fixa,
K, e o calor especifico a pressao constante, cp. A medida que diminuimos a temperatura,

a maioria dos fluidos tende a diminuir o seu volume, ficando mais compactos, fazendo

10



com que seja mais dificil comprimi-los. Uma excecéo é a 4gua onde, a partir de 45.6°C,
sua compressibilidade aumenta quando se diminui a temperatura. Nesse sentido, é mais
facil nadar em agua abaixo de 45.6°C. Obviamente, esse fato esta ligado a sua anomalia
na densidade (volume), mas este ndo é o Unico fator, pois, se fosse, 0 minimo da com-
pressibilidade seria a 4°C e ndo em 45.6°C. A compressibilidade, na verdade, é a medida
da flutuacéo da densidade do sistema e € tanto maior quanto mais flutuar o volume, o que
ocorre a temperaturas mais altas do que o maximo da densidade. O calor especifico, por
sua vez, mede a flutuacdo da energia do sistema, que esta ligada a flutuacdo da entropia.
Ao contréario do que ocorre em outros fluidos, ao diminuirmos a temperatura, o calor es-
pecifico da dgua aumenta a partir de 7' = 36°C, onde possui um minimo. Isso pode ser
explicado pelo fato de que quando se diminui a temperatura da agua, blocos de moléculas
passam a formar pontes de hidrogénio, agregando-se em estruturas mais abertas e orga-
nizadas, havendo uma mistura de dois tipos de aglomerados nessas condi¢fes, uns mais
densos e outros menos densos, gerando uma entropia adicional de mistura. Como o sis-
tema passa de uma a outra forma, este aumento na flutuacdo da energia aumenta o calor
especifico. Diminuindo ainda mais a temperatura, ao passar pelos 4°C, o calor especifico
experimenta um aumento muito grande do seu valor. Isso pode ser entendido pela sua

expressao, que é

OH
(i), -

onde H é a entalpia de formacdo das moléculas de dgua, dada por
H=U+ PV, (1.2)

e T a temperatura. U refere-se a energia interna do sistema, P a pressdo externae V' seu
volume. Das Egs. (1.1) e (1.2) vemos que cp sofre influéncia direta do comportamento
anémalo da densidade (logo, do volume) abaixo de 4°C explicando o grande aumento do

seu valor abaixo dessa temperatura.[10]

A causa de muitas dessas anomalias esta ligada a estrutura da agua, ou seja, pela
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formac&o ou nédo de pontes de hidrogénio. Esta ponte se forma quando temos um atomo

de hidrogénio entre dois &tomos de oxigénio, como mostram as figuras (1.4) e (1.5). A

Figura 1.4: Uma ponte de hidrogénio.

0
¥

i
28241
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Figura 1.5: Estrutura tetraédrica resultante das pontes de hidrogénio.

ponte de hidrogénio é caracterizada por dois atomos de oxigénio atraindo um atomo de
hidrogénio, onde este € considerado uma ponte entre 0s oxigénios. A energia que une
dois 4tomos de hidrogénio e um de oxigénio, formando uma molécula de agua, é algo
em torno de 492K .J/mol. Além disso, cada hidrogénio apresenta uma forga atrativa de
23.3K .J/mol com relagdo ao oxigénio de uma molécula vizinha. Cabe ressaltar que esta

energia é igual a 10 vezes a energia média das flutuacdes térmicas. A energia de pontes de

12



hidrogénio é igualmente superior a interacdo de van der Waals entre as moléculas, a qual
é cerca de 5.5K J/mol. A distancia entre o oxigénio e o hidrogénio na ligacdo covalente
é de 0.96A, enquanto que na ponte de hidrogénio é de cerca de 1.88A. O angulo entre
OHO é de 12° (ver fig 1.4). Esta distribuicdo angular permite que cada oxigénio faca duas
ligacOes covalentes com o hidrogénio e duas pontes de hidrogénio conforme ilustrado
na figura (1.5). Essas pontes causam a jungdo de pequenos grupos de quatro moléculas,
chamados tetrameros para formar os octameros biciclicos que podem ser vistos na figura

(1.6).

Figura 1.6: Octameros biciclicos.

Podemos ter duas configuracdes de moléculas no octamero, dependendo das pontes
de hidrogénio: uma de mais baixa densidade e outra de mais alta densidade. Podemos
modelar a interagéo entre os tetrdmeros como um potencial de duas escalas mostrado na
figura (1.7). Neste potencial temos em (a) um minimo devido as interacdes sem pontes
de hidrogénio que possuem densidade maior que as configuragdes do estado de energia
(b), onde séo contabilizadas as contribuicdes das pontes de hidrogénio. No minimo local
(a), temos o sistema num estado metaestavel de alta densidade e pode passar para o mi-
nimo absoluto (b) com baixa densidade se o sistema ganhar energia. Um exemplo disso
é quando encontramos a 4gua em estado liquido abaixo de 0°C, que se solidifica rapi-

damente quando sacudimos o recipiente, cedendo energia para a transi¢do ao estado de
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Figura 1.7: Potencial entre tetrdmeros.

gelo que € menos denso. A existéncia destes dois minimos implica na formagéo de duas

configuracdes como as presentes nos dois tipos de octameros.

Os octameros biciclicos podem se aglomerar e formar estruturas mais complexas
formando conjuntos icosaédricos que podem se interligar com outros através do espaco.
A estrutura icosaédrica pode também ser formada por uma mistura de pentameros cicli-

cos e decameros triciclicos, mostrados na figura (1.8).

i
1
:r%'?

Figura 1.8: Estrututas formadas pelas moléculas de agua.

Esses conjuntos podem formar dinamicamente uma rede continua com estruturas
abertas que podem ser condensadas ou de baixa densidade, como mostradas na figura

(1.9). Isto e associado ao potencial de duas escalas da figura (1.7).

A presenca de uma competicdo entre estas estruturas abertas e fechadas é responsa-
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Figura 1.9: Agrupamentos icosaédricos.

vel pela anomalia na densidade. Para tentar explicar a presenca do crescimento no calor

especifico e da compressibilidade isotérmica, ha trés hipoteses:

e Pela hipotese da estabilidade limite, a pressdo da linha espinodal deve diminuir
ao baixar a temperatura, tornando-se negativa e voltando a crescer depois de um
minimo. Reentrando na regido positiva da pressdo do diagrama de fases a uma
temperatura muito baixa, causando assim, uma linha de singularidades na regido de
pressdo positiva e, conseqiientemente o aumento das funcdes respostas na regido

anémala, é devido a esta reentrancia do espinodal *? ;

e A hipotese do ponto critico propde um novo ponto no téermino de uma linha de
12 ordem que separa duas fases liquidas com densidades diferentes. O aumento
andmalo do calor especifico, compressibilidade, e expansdo do volume, sao inter-

pretados nos termos deste novo ponto critico [11]-[17];

e A hipotese da singularidade livre propGe que realmente ndo existe nenhuma diver-
géncia perto da regido andmala; as funcOes respostas crescem ao baixar a tempera-

tura mas continuam finitas, atingindo um valor maximo [10, 18, 19].

Tendo em vista que recentemente [4] mostrou-se que a espinodal ndo é reentrante,

excluimos uma das hipdteses. A crenca na presenca de criticalidade entre duas fases, de

1SPEEDY, R. J. J, Chem. Phys. v. 86, p. 982, 1982.
2SPEEDY, R. J. J, Chem. Phys. v. 91, p. 3354, 1987.
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alta e baixa densidade, esta alicercada no fato de que, a baixas temperaturas, duas fases
amorfas ja foram observadas. A existéncia de um segundo ponto critico associado a estas
duas fases, embora ndo tenha sido comprovado experimentalmente, tem sido amplamente

explorada através de simulacOes e sera igualmente analisada nesta dissertacéo.

O diagrama de fases da agua é bastante complexo. A figura (1.10), mostra-o de uma

forma esquematica. No ponto da figura (1.10) marcado por um “x”, a 4gua se encontra

Pressure (Pa)

0 100 20 300 400 SO0 G600 700 8OO
Temperature (K)

Figura 1.10: Diagrama de fases da agua.

a pressao e temperatura tipica, ou seja, esta em sua forma liquida, podendo se transfor-
mar em solida (gelo), se sua temperatura baixar de 273K ou passar para o estado gasoso
(vapor) se sua temperatura exceder 373K, ambos a uma mesma pressao. As linhas do di-
agrama representam a coexisténcia de duas fases pois, se houver uma variacdo na pressao
ou na temperatura havera uma transi¢ao abrupta para uma ou outra fase. Os pontos onde
trés linhas se juntam é chamado ponto triplo. O ponto critico é onde as propriedades de
duas fases se tornam indistinguiveis, havendo transicdo continua entre elas variando-se a
temperatura ou a pressao. Esse tipo de transi¢do é chamado transi¢do de segunda ordem.

Além do ponto critico no final da linha de coexisténcia entre liquido e vapor, acredita-se
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que exista um outro ponto critico que separa duas fases liquidas superfrias de alta e de
baixa densidade, metaestaveis, ilustrado na figura (1.10) por um ponto preto na fase sé-
lida. A razdo de se acreditar na existéncia do segundo ponto critico para a 4gua é o fato de
haver naquela regido anomalias, como analisamos acima, na compressibilidade e no calor
especifico, que devem divergir neste ponto. Como as funcdes respostas crescem ao longo
da linha critica, é natural que se associe a presenca de criticalidade as anomalias em cp e
K [20].

As fases marcadas por algarismos romanos de [ até X[ referem-se a estruturas
diferentes da fase de gelo. Na fase sélida temos ainda o gelo cubico e o gelo hexagonal,
sendo o gelo cubico metaestavel em relacdo ao hexagonal. Estas diversas configuragdes
de gelo mostram a competicéo entre interaces que formam e que ndo formam pontes de
hidrogénio.

A fim de se descobrir a estrutura e 0 comportamento da agua, um grande namero
de modelos "hipotéticos’ para simulagdes computacionais foram desenvolvidos. Dentre
eles podemos citar o SPC [21], SPC/E [22, 23] e 0o TIP5P [24, 2]. A diferenca entre
elas esta na forma como os hidrogénios e os angulos que eles formam com o oxigénio sao
representados. Estes modelos apresentam algumas das anomalias da 4gua. O SPC/E é
capaz de reproduzir a maioria das propriedades da agua, mas subestima as temperaturas,
enquanto outros, como o S PC, superestimam. Recentemente, descobriu-se através de
simulagbes com SPC'/E que a difusdo da agua é andmala [4]. Este comportamento foi

posteriormente confirmado por experimentos.

A discussao a respeito da ligacéo entre a criticalidade, anomalia na densidade e tipo
de potencial de interacdo ainda é bastante confusa na literatura. Embora o assunto seja
amplamente explorado, varias questes estdo sem respostas. Um exemplo é a questdo
se a presenca de dois pontos criticos em um sistema simples implica na existéncia de
anomalia na densidade. Outras questdes em aberto seriam se a presenca de anomalia na
densidade implica em criticalidade e se todo potencial de duas escalas apresenta anomalia

da densidade.

G. Francese et al. [25, 26] propuseram um modelo continuo, usando um potencial
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de poc¢o duplo com duas escalas. Encontraram transi¢des liquido-liquido com dois pontos
criticos, mas nao obtiveram anomalia na densidade. Stell [27] prop6s um modelo tam-
bém continuo de duas escalas sem parte atrativa. Este modelo foi resolvido exatamente
em uma dimens&o e ndo apresentou dois pontos criticos, mas verificou anomalia na den-
sidade. Inspirado nesse trabalho, Jagla [28] propds diversas combinagfes de potenciais
continuos de duas escalas, mas com uma parte atrativa que, dentro de certas condic¢des de
balango entre as partes atrativa e repulsiva do potencial, apresentam dois pontos criticos
e anomalia na densidade. Anomalias dindmicas em modelos continuos também foram

encontradas no trabalho desenvolvido por M. Barbosa et al.® [5, 6, 7].

Dentre os modelos de rede, S. S. Borick, P. G. Debenedetti e S. Sastry [29], usaram
um modelo de rede tridimensional bastante complexo onde as pontes de hidrogénio séo
ligacOes direcionais cujo potencial apresenta duas escalas, encontraram anomalia na den-
sidade, mas ndo encontraram a presenca do segundo ponto critico. Outro modelo de duas
escalas, porém mais simples, € de um gas de rede proposto por S. Sastry, F. Sciortino e H.
Stanley [30]. Neste modelo, as pontes de hidrogénio sdo representadas por variaveis de
Potts nas ligacdes entre os vizinhos. Cada vez que dois vizinhos apresentam a sua varia-
vel de Potts no mesmo estado, forma-se uma ponte de hidrogénio e o modelo impéem um
aumento no volume. Este modelo, na aproximacéo de campo médio, apresenta anomalia
na densidade,porém somente com um ponto critico. A auséncia do segundo ponto critico
pode ser explicado aqui pela falta de correlacdo entre as ligagdes. Para solucionar esse
defeito, G. Franzese e H. E. Stanley [31, 32] elaboraram um modelo onde as variaveis de
Potts relacionadas as pontes de hidrogénio tém correlacdo. Esse modelo apresentou ano-
malia na densidade e dois pontos criticos. No entanto, a maneira como surge a anomalia,
através da dilatacdo do sistema cada vez que uma ponte de hidrogénio se forma, € arificial

e ndo elucida a relacédo entre a forma do potencial e a presenca de anomalia.
Os modelos aqui citados ndo esgotam a lista de propostas para o tema. Porém
nenhuma delas foi conclusiva em relacédo a ligacao entre criticalidade, anomalia e forma

do potencial intermolecular.

SNETZ, P. A.; RAYMUNDI, J. F.; CAMERA, A. S.; BARBOSA, M. C. Dynamic anomalies of fluids
with isotropic double - ranged potencial. Physica A. (Aceito), 2004.
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Neste trabalho investigamos o diagrama de fases de um géas de rede com interacéo
repulsiva entre os primeiros vizinhos e atrativas entre os segundos, buscando saber se
existe ou ndo associacdo entre um potencial de duas escalas e anomalia na densidade.
Nosso objetivo é entender as origens das anomalias para podermos analisar, além da agua,
0 comportamento de uma série de liquidos , tais como S, Se, Te, Cs, Si, Ge, I, C, P, SiO,
e BeFy que, em maior ou menor grau, apresentam anomalias. lgualmente testamos se
h& uma relacdo entre a presenca de anomalia na densidade e criticalidade. Fizemos a
analise através da aproximacao de campo médio (capitulo 2) e, através da realizacdo de
simulacaoes de Monte Carlo (capitulo 3), obtivemos os diagramas de fases para o sistema
em questdo. Um resumo do trabalho com resultados e conclus6es é mostrado no ultimo

capitulo desta dissertacao.
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Capitulo 2

Descricao do Modelo e a Aproximacao

de Campo Médio

2.1 Motivacgéo

Com a finalidade de buscar um modelo que apresente anomalias em fungdes termo-
dindmicas como apresenta a agua, e associada a criticalidade, deve-se procurar responder
a seguinte questdo: qual a forma um potencial deve ter para possuir duas fases liquidas?
Consideremos um fluido com interacdo entre as N moléculas via forcas centrais entre

pares, f;;. Para esse fluido podemos escrever uma equagéo de estado da forma:

Py lsz ; (%)] 2.)

onde, P € a pressao, p é a densidade uniforme e W é o virial dado por:

U =N< Tij fij > (22)

com r;; = r; — r; sendo a distancia entre duas particulas i e j, f;; € a forca na molécula

i devida a presenca em j de uma outra molécula, e o simbolo < > representa a média
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termodinamica. Da equacdo Eq.(2.1) obtemos que a compressibilidade isotérmica é dada

por:

1 [oV 6
Kp=——|— = . 2.
! 4 (aP)T 2 @3

6P ov
P {7 N (a—p)m]

Para um fluido estavel ou metaestavel devemos ter K+ > 0, logo

v P
(3_) ML (2.4)
)N p
ou seja, a instabilidade ocorre para
N\ P
(8_) < —6—2 (2.5)
dp TN P

0 que implica que:

(1) para T e p tais que ¥ aumente sob compressao isotérmica, a perda de estabilidade

ocorre somente sob tenséo, ou seja, P < 0;

(1) para T" e f tais que ¥ diminui sob compressao isotérmica, a perda de estabilidade

ocorre sob pressao, ou seja, P > 0.

A primeira condicdo corresponde a perda de estabilidade em liquidos super aque-
cidos. Isto ocorre para temperaturas inferiores a da temperatura critica das fases liquido-
gas. A segunda corresponde a perda de estabilidade em vapores super frios ou para liqui-

dos super aquecidos acima de 7. ou abaixo de p...

Que tipo de potencial apresenta as condicdes (1) e (I11)? Analisando a estabilidade
de um fluido cujas moléculas interagem atraveés de um potencial de pares puramente re-

pulsivo da forma:

b=e (f)” (2.6)



onde r ¢ a distancia entre as particulas, ¢ é a energia tipica de interacdo e ¢ € uma distan-
cia caracteristica, usualmente o diametro das particulas. Usando a equacdo Eq.(2.2) e 0

potencial de pares dado na Eq.(2.6), obtemos uma expressao para o virial dada por:

U = Nne < (g>n> . (2.7)

r

sendo que, neste caso, as expressdes para a derivada do potencial com relacdo a densidade

é dada por
ov ON <r ">
27 ) = n 2.
<8p) neo l ap >0 (2.8)
e para a pressdo dada por
P:p[ijLan 6<r Zl >0 (2.9)

sdo quantidades positivas. Neste caso, como nem a condic¢éo (I) nem a (I1) sdo satisfeitas,
ndo existe perda de estabilidade nas solugdes. Portanto, este potencial ndo pode apresentar
instabilidade e, conseqiientemente, ndo ha transicao de fase. A auséncia de criticalidade
estd associada a inexisténcia de competicdo na interacdo molecular. Neste sentido, um
potencial puramente repulsivo ndo pode exibir nenhuma transicdo de fase associada a

criticalidade. A Unica transicdo possivel é a de cristalizacdo que néo é critica.

Tendo em vista o fato de ser necessaria a presenca de competicdo para haver regiao
espinodal (metaestavel), consideremos um fluido interagindo através de um potencial que
contenha tanto uma parte atrativa como uma repulsiva. Este € o caso do potencial de

Lennard-Jones dado por:

- Q-] no e

U = Ne [n < (5)” > —m < (—)m >} . (2.11)



A figura (2.1) ilustra o comportamento do virial ¥ /Ne, de suas partes atrativa e repulsiva

em funcdo da densidade para uma temperatura baixa.

v
Ne @) @

Dk

Figura 2.1: (1) ilustra a parte repulsiva do virial; (2) ilustra a parte atrativa do virial e (3)
o virial U/ Ne.

De acordo com a Eq. (2.1) um fluido s6 pode perder estabilidade sob pressao po-
sitiva, quando a densidade estd abaixo de uma densidade critica, (p*) pois, neste caso,
0V /0p < 0. Acima desta densidade, a instabilidade so6 ocorre sob tenséo. A perda de
estabilidade sob tensdo corresponde a espinodal liquido- gas. Consequentemente, a espi-
nodal liquido- liquido deve estar associada a condicao (I1), ou seja, P > 0. Para que a
perda de estabilidade ocorra para P > 0, 0¥ /0p < 0 0 que, segundo a figura (2.1) implica
p < p*. Como esta é a regido superfria do sistema, para que p < p* seja uma regido onde
fases liquidas possam existir, 0 sistema ndo pode cristalizar. Observamos, no entanto,
que em kT'/e = 0.68, ou seja, na temperatura do ponto triplo, o p;.i0 = 0.86. Nesta
densidade o virial(ver fig.2.2) é crescente e ndo decrescente como deveria ser se estivés-
semos na regiao em que p < p*. Concluimos que, pyip, < ps, 10g0 Néo existe liquido
espinodal super frio nesta temperatura. Para temperaturas baixas a metaestabilidade para
este potencial é alcancada por compresséo enquanto que a perda de estabilidade, dada
sob tensdo, corresponde a espinodal liquido - gas. Para temperaturas mais altas, também
ndo ha liquido espinodal porque a regido metaestavel é atingida sob pressdo e o virial

aumenta por compressao conforme o ilustrado na fig.(2.3) (vide Apéndice A).

Em resumo, conforme é demonstrado no apéndice (A), fluidos interagindo através
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Figura 2.2: A parte atrativa e repulsiva do virial em funcdo da densidade(esquerda) e
a dependéncia do virial total com a densidade (direita) na temperatura do ponto triplo.
kT /e = 0.68

50
® Total
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Figura 2.3: Dependéncia, a alta temperatura, da parte repulsiva, atrativa e o virial ¥/Ne
com a densidade.

de um potencial de caroco duro que tenha curvatura positiva como o L-J:

e ndo pode ter uma espinodal na regido superfria e temperatura acima da de Boyle

(condicao I1);

e abaixo da temperatura de Boyle a espinodal compete com a cristalizagcdo (condicao

1);

e apresenta espinodal para P < 0 que caracteriza a espinodal liquido-géas consequen-
temente devemos buscar um potencial que tenha a perda de estabilidade na regido

superfria.

Consideremos o potencial mostrado na figura (2.4), com dois pontos de inflexao
dentro do caroco repulsivo, um em r; e outro em r,. Para r, > r > rq, a forca entre duas
moléculas, mostrada na figura (2.5) e obtida a partir da derivada da Fig.(2.4) tomando

—Vo = 7 diminui enquanto elas se aproximam. Na figura (2.4) observamos que a forca
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entre duas moléculas diminui a medida que elas se aproximam, para r, > r > r1, sendo

por isso, denominado de carogo atenuado.

Figura 2.5: Forga

A atenuacgdo de um potencial repulsivo implica A (f) < 0 para A r < 0 (ver
Fig.2.5) e consequientemente, a variagdo do virial, A (rf) < 0, é negativa quando dimi-

nuimos a distancia entre as particulas. Temos, entdo, a relacéo

A(rf)<o0

rAf+ fAr <0
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Para Ar < 0, temos que

rf' + f <0. (2.12)

Como o potencial relaciona-se a forga da forma

O B

(2.13)
a Eq. (2.12) ¢é dada por:
r¢” +¢' >0, ro >T > T (2.14)
De forma similar obtemos que:
rf' + f <0,
naregido r > ro e r < r implica, r¢” + ¢ > 0, ou seja
¢ >0, r<r e ' >r > 7. (2.15)

jaque ¢’ < 0 nesta regido. Note que a Eq.(2.15) implica a existéncia do carogo atenuado.

Estaria este caroco associado a presenca de um espinodal na regido superfria?

A contribuicdo para o virial total, devida a um par de moléculas que interagem
atraves de um potencial de carogo atenuado ndo aumenta monotonicamente com a dimi-
nuicdo da separacdo entre as moléculas, pois abaixo de »’ onde o potencial € minimo.
Consequientemente, sob presséo, o virial total ndo cresce monotonicamente com a den-
sidade, e a condicdo de estabilidade pode, entdo, ser violada. Diferenciando a equagéo

(2.1), obtemos o coeficiente de expansdo térmica de um fluido com caroco repulsivo sua-
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vizado:

oP 1 /ov

P
que serd positivo, para um fluido estavel ou metaestavel, se

o
<8—T>p > 6k . (2.17)

Em um potencial com curvatura positiva em seu carogo repulsivo, a penetracdo de pares
de moléculas energéticas no caroco, levam a um aumento no virial j& que em uma coli-
sdo, 0 ponto onde a aproximacdo entre duas moléculas é maxima o virial entre pares é
maior que para qualquer outra separacdo entre elas. A Eq. (2.17) é satisfeita para fluidos
com interacdo via potencial cujo carogo repulsivo tem somente curvatura positiva, e tais
fluidos ndo apresentam anomalias na densidade. Uma condicao necessaria para um fluido
ter um coeficiente de expansdo térmica negativo em algum lugar de seu diagrama de fase
é que 0¥ /0T seja negativa para alguma condicéo de temperatura e pressdo. A atenuagao
do carogo pode levar a esta circunstancia. Com a atenuacao do carogo podemos observar
anomalias na densidade, pois o virial ndo € necessariamente maior para a aproximacgao
maxima das moléculas durante a colisdo. Assim um fluido com o caroco suavizado pode
ter um coeficiente de expansdo térmica negativo e pode tornar-se instavel em alta densi-
dade [33]. Entdo para termos a existéncia de duas fases liquidas e a presenca de anomalia
precisamos de um potencial com competicao entre as moléculas. Portanto, este tipo de po-
tencial com atenuacdo no carogo repulsivo € um bom candidato para representar 0 nosso

modelo para a agua.

Nesse trabalho usamos um potencial desse tipo, porém, por simplicidade, iremos

trabalhar em uma rede, conforme o ilustrado na figura (2.6)
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Figura 2.6: Potencial no espaco discreto

2.2 O Modelo

2.2.1 Descricéo, Hamiltoniano e as condi¢des de contorno

Consideramos aqui uma rede quadrada bidimensional de tamanho N=L x L. Os sitios
da rede podem estar ou ndo ocupados por moléculas, existindo interagdes entre primeiros
e segundos vizinhos, como mostra nas figuras (2.7) e (2.8). Notem que este potencial é o

mesmo ilustrado na figura (2.6) parary — 1 = a €3 — 11 = av/2.

Figura 2.7: Rede Quadrada

Chamamos de i 0 eixo das linhas e de j 0 eixo das colunas. Sendo assim, um sitio

qualquer (i, j) tem:
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e COMO primeiros vizinhos, os sitios (i+1, j), (i-1, j), (i, j+1), (i, j-1) (ver figura 2.8)

e como segundos vizinhos, os sitios (i+1; j+1), (i-1, j-1), (i-1, j+1),(i+1, j-1) (ver

figura 2.8).
® Q
(i-1,j-1 (i-1,j) (i-1, j+1)
® ®
(i’j_lb .(i, ) @i, j+1) ®
(i+1,j_1 (I+l,j) (i+1, ]+l)
®
O @ ® O

Figura 2.8: Os vizinhos do sitio (i, J).

O hamiltoniano do sistema é dado por,

H = —‘/1 Z 0,05 — ‘/2 Z 0,05 (218)

<i,j> <i,j>
Para sistemas com o numero de particulas variaveis devemos trabalhar no ensemble
Grande candnico e no célculo da funcéo de grande particdo introduzimos um fator de
ePN . Podemos, por simplicidade, usar um hamiltoniano generalizado que englobe este

fator ficando com

H=H—uN

H=-V Z 0i0; — Vs Z 0,05 — uZoi (2.19)

<i,7> <i,7> %
que passaremos a denominar hamiltoniano. Nesta expressdo —V/; € a energia de interacdo

entre primeiros vizinhos e — V5 é a energia de interagdo entre segundos vizinhos, os sigmas
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sdo 0s termos de ocupacdo dos sitios. O simbolo < i,j > nos somatdrios, significa
que estamos somando sobre todos 0s respectivos vizinhos. Ja no Gltimo termo temos a
contribuicdo do p (potencial quimico externo), portanto somamos sobre todos os sitios da
rede. Utilizamos condi¢6es de contorno periodicas, ou seja, 0s sitios da linha 1 interagem
com os sitios da linha L e vice-versa, e 0s sitios da coluna 1 interagem com os sitios da

coluna L. Entdo, por exemplo, o sitio (L, L), tem como vizinhos o0s seguintes sitios:

e primeiros: (L-1, L); (1, L); (L, L-1); (L, 1);

e segundos: (L-1, L-1); (L-1, 1); (1, 1); (2, L-2).

Para 0 nosso problema, consideraremos o0 caso em que as interacdes entre as moléculas e

seus primeiros vizinhos séo repulsivas e entre os segundos vizinhos séo atrativas, ou seja,

Vi<0

Vo > 0.

Figura 2.9: As interacOes

Ao calcularmos as relacdes deste modelo com a termodindmica devemos ter em
mente que somente os termos da expressdo Eq.(2.19) sdo referentes a energia interna do

sistema. Assim, definimos o potencial grande candnico, ou grande potencial como
O =<H>-TS

onde < H >=<H > —uN.
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2.2.2 As Diferentes Fases do Sistema

Antes de encontrarmos de uma forma geral as fases do sistema € interessante estudar
0 comportamento do sistema em T=0. Para tanto, devemos lembrar que em T=0, o grande

potencial adquire a seguinte forma:
(T =0) =< H > —uN. (2.20)

Para visualizarmos qual a energia interna do sistema em suas diferentes fases é con-
veniente desenhar uma rede quadrada de N sitios. Contamos as interagdes entre primeiros
vizinhos, de todos os sitios, e dividimos pelo numero de sitios. O mesmo sera feito para
0s segundos vizinhos. A contribuicao do potencial quimico é dada pela divisdo do nimero
de sitios ocupados pelo numero total de sitios e completa a fun¢do grande potencial. A
existéncia de interacdes entre primeiros e segundos vizinhos torna possivel a formacéo de

cinco fases. Sao elas:

e Liquido Denso: é o estado em que todos os sitios da rede estdo ocupados por molé-

culas, como mostram as figuras (2.10) e (2.11).

Figura 2.10: Liquido Denso Figura 2.11: Liquido Denso

Interacdes de primeiros vizinhos Interacdes de segundos vizinhos

Em uma rede quadrada de N sitios, ha 2N possiveis ligacdes entre sitios ocupados, por-

tanto o termo da energia livre entre primeiros vizinhos € dado por:
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ULs™ _ o
1Pviz.
Nt =20 (2.21)
Como o hamiltoniano contém interacdo ndo nula entre segundos vizinhos e como o
namero de ligacdes entre segundos vizinhos é 2N, adicionamos a energia acima um termo

da forma:

UQOUZ'Z
L = Uit = -2V (2.22)

Como temos todos os sitios ocupados, a contribuicdo do potencial quimico completa

0 grande potencial que assume a forma

o
dLp = —]@D = 2V, — 2V — p (2.23)

e Liquido Diluido Uniforme: Nesta fase, todas as linhas e colunas sdo favorecidas
por sitios vazios seguidos de sitios cheios. As figuras (2.12) e (2.13) ilustram esta

fase.

O ®# O ® O ® \./O\./O\./O
e O e O e O /O\. /O\. /O\.
O ®# O ® O ® \ i /O\./O
e O e O e O O\. O\/O\
O ®# O ® O ® \./O\ /o\ /
e O e O e O / \ /.\ / \

Figura 2.12: Liquido Diluido Uniforme Figura 2.13: Liquido Diluido Uniforme

Interagdes de primeiros vizinhos ~ .
InteragOes de segundos vizinhos

Ainda numa rede de N sitios, vemos que nédo existem liga¢Ges entre primeiros vi-
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zinhos ocupados (vide figura 2.12), entdo, o termo de energia interna entre primeiros

vizinhos € nulo, ou seja,
—LOU — yp i =0 2.24
=Uurpy =Y. (2.24)

A energia interna referente aos segundos vizinhos, possui N termos referente as

interacdes entre segundos vizinhos ocupados, logo

20viz
ULDU

N

Adicionando-se o potencial quimico, obtemos

iLDU 1
— —_ — - . 2.26
N gbLDU L2 2/~L ( )

e Liquido Diluido Estruturado: é a fase onde aparecem linhas ou colunas cheias in-

tercaladas por linhas ou colunas vazias, como ilustrado nas figuras (2.14) e (2.15).

Figura 2.14: Liquido Diluido Estruturado Figura 2.15: Liquido Diluido Estruturado

~ - . Interagdes de segundos vizinhos
InteracGes de primeiros vizinhos

Em umarede N, ha % ligacGes entre primeiros vizinhos de sitios ocupados logo

Ui%)JZEZ o uloviz. o ——V (2 27)
- YLDE — 1 '



Como o ilustrado na figura (2.15), ndo ha interagdo entre segundos vizinhos de sitios

ocupados logo
w2y = 0. (2.28)

Adicionando-se a energia interna total o potencial quimico obtemos

1

1
= =—V, - —u. 2.2
OLDE 2V1 2# ( 9)

Qrpp
N

e Liquido semi-diluido: De forma similar ao liquido diluido, a fase liquido semi-
diluido, é dada por colunas ou linhas, totalmente ocupadas por moléculas, alterna-

das por colunas ou linhas com sitios intercalados por moléculas.

* O 0 O 0 @ e o o o o o
e O o O ® O e O o O ® O
e ® 0 O 0 @ e o o o o @
e O e O e O o o e o & o
e ® 0 O 0 @ e @ o e o e
e O e O e O o o ® o e o

Figura 2.16: Liquido Semi-Diluido Figura 2.17: Liquido Semi-Diluido

Interacdes de primeiros vizinhos Interacdes de segundos vizinhos

Novamente umarede N, existem 2N ligacdes entre primeiros vizinhos das quais

N s&o entre sitios ocupados portanto

Ulom'z

Existem igualmente N interacdes entre segundos vizinhos de sitios ocupados, logo

20viz

R =it = - Va (2.31)
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Adicionando-se a estas duas energias o termo de potencial quimico obtemos

CI)Lsd
N

3

= ¢rsa = —V1 = Vo — —p.

4

(2.32)

e (Gas: essa é a fase que possui todos os sitios desocupados, assim sua energia total

por sitio é

O (©)
O (©)
O ©)
O (©)
O ©)
O (©)

Figura 2.18: Gas

¢ = 0.

(@)

O

(@)

O

(@)

O

(2.33)

Podemos analisar o comportamento do sistema no estado fundamental (T=0) com-

parando o grande potencial de cada uma destas fases.

2.2.3 Propriedades da Rede no Estado Fundamental

Vamos analisar agora como o sistema se comporta quando temos interagdes compe-

titivas entre as moléculas em T=0, para V; < 0 e V5, > 0. No caso de potencial quimico

positivo e com valor elevado, ;1 — +o0, a fase de menor energia ¢ a fase de liquido denso.

Portanto, esta ¢ a fase mais estavel. A medida que o valor do potencial quimico diminui,

as interagdes repulsiva entre primeiros vizinhos e atrativa entre segundos vizinhos se tor-

nam relevantes e a fase liquido denso pode ndo ser mais a de menor energia, podendo

entdo ocorrer uma transicéo de fase. Como o potencial quimico ainda € elevado esta fase
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deve ser ainda razoavelmente compacta. Uma boa candidata é a fase liquido semi-diluido.

Para que a transi¢ao ocorra é necessario que:

OLD > PLsd (2.34)

ou seja, substituindo-se as equacfes Eq.(2.23) e EQ.(2.32) na expressdo acima obtemos

que para

3
W =2 > V- Vo - n

1
“Vi=Ve>p (2.35)
(2.36)
de onde sai a condigéo
< —4Vi — 4V, (2.37)

para que a fase de liquido semi-diluido seja a mais estavel. Em
HLD/Lsd = —4V; — 4V, (2.38)

ocorre a transicdo. Como o potencial tem um termo de curto alcance repulsivo, em prin-
cipio a transigdo poderia ser entre o liquido denso e o liquido diluido uniforme. Para que

isto ocorresse seria necessario que:

¢Lp > dLpU (2.39)
ou seja,

1
2V =2V —p > —Vy = p

< —AVy —2Vs, (2.40)
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sendo que a transi¢ao ocorre quando

prp/Lpy = —4Vi — 2V, (2.41)

Ainda podem ser possiveis as transi¢des entre liquido denso e liquido diluido estruturado

e liquido denso e gés respectivamente se

éLp > dLDE (2.42)

Lo > 9c- (2.43)

Estas duas condicdes levam as relacbes

1 1
9V — 9V, — VvV, = =
Vi=2Vo —pu> 2V1 o
1< —3Vi — 4V, (2.44)

para a transicdo liquido denso— liquido diluido estruturado e

2V, — 2V — i > 0

1< —2Vi — 2V, (2.45)

para a transicdo liquido denso — gas. Portanto a coexisténcia entre liquido denso e liquido

diluido estruturado ocorre para

HLD/LDE = —3V1 — 4V, (2.46)

enguanto que a transicdo entre liquido denso e gas aparece para

prpja = —2V1 — 2V, (2.47)
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Atingindo a fase gas, o sistema ndo pode passar para outra fase ao diminuirmos o
potencial quimico, uma vez que isso implicaria na fuga de moléculas do sistema, que na

fase gas € impossivel pois estamos no grau maximo de desocupacao.

Como definir para qual fase o sistema vai ao baixarmos o potencial quimico? Basta

para tanto compararmos 0s potenciais quimicos de transicao.

Para 0 modelo que estamos estudando V; < 0 e V5 > 0, obtemos:

MLp/LDU = HLD/Lsd = HLD/LDE > HLD/G (2.48)

ficando claro que a transi¢do ocorre primeiro entre liquido denso e liquido diluido uni-
forme. O que ocorre se o potencial quimico for diminuido ainda mais? Comparando
dLpU € ¢rsq ObServamos que uma transicdo entre estas fases ocorreria em p > —4Vy,
uma regido do diagrama de fases onde existe a fase liquido denso, portanto é uma transi-
cdo ndo fisica. A comparacgdo entre ¢, pir € ¢, pr Mostra que a transicdo é igualmente ndo
fisica, pois implicariaem —V;, > —%. Consequientemente a Unica transicédo fisica ocorre
entre liquido diluido uniforme e a fase de gas. Comparando ¢ p; cOm ¢ observamos
que esta transicdo ocorre para

=2V, (2.49)

conforme o ilustrado na tabela (2.1).

Vi<0eVy>0
> —4V; — 2V, Fase Liquido Denso
=2V, < u < —4V; — 2V, | Fase Liquido Diluido Uniforme
< =2V, Fase Gas

Tabela 2.1: Transicao de Fases
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2.3 Descricdo de Campo Médio

Com afinalidade de estudar modelos descritos por hamiltonianos como o que estamos
considerando, podemos usar a teoria de campo médio para chegar ao diagrama de fases do
sistema. Como as interagdes entre as moléculas mais proximas sao mais fortes que entre
as moléculas mais afastadas, temos entdo um potencial dependente da distancia entre elas.
Substituimos, entdo, esse potencial por um potencial médio. Dessa forma, temos a nossa

descricao de campo médio.

Para facilitar a identificacdo da fase em que o sistema se encontra, dividimos nossa
rede em quatro sub-redes entrelacadas do seguinte modo: escolhendo um quadrado qual-
quer da rede, atribuimos a um dos sitios 0 nUmero um e percorremos 0s outros no sentido
anti-horario marcando-os com os nameros 2, 3 e 4, e assim sucessivamente por toda a

rede (vide figura 2.19).

Figura 2.19: Divisdo em subredes

Desse modo todos 0s sitios com o numero 1 pertencem a sub-rede 1 e assim por

diante. As densidades de cada sub-rede séo definidas por
pp = — > o 2.50
PN L (2:50)

onde v € 0 numero de sub-redes e N o nimero de sitios. A soma é feita sobre todos os
sitios j da sub-rede 5. Desta forma a densidade de cada sub-rede varia entre 0 e 1. Para
sabermos em qual fase o sistema se encontra, analisamos as densidades de cada sub-rede.

No caso da figura (2.19) temos:
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p1=p3=0

p2=ps=1

gue nos mostra que o sistema esta na fase liquido diluido uniforme, uma vez que a estru-

o e
tura se repete por toda rede. Portanto identificamos cada uma das fases através

® O

dos valores das densidades das 4 sub-redes da forma:

e Fase Liquido Denso:

pr=1p2=ps=ps=1

e Fase Liquido Semi-Diluido:
pr=pr=p3s=1,p2=0
pr=p2=ps=1,p3=0
pr=ps=ps=1,p2=0
p2=ps=ps=1,p1=0

e Fase Liquido Diluido Uniforme:
pr=p3=1,p2=ps=0
p2=ps=1,p1=p3=0

e Fase Liquido Diluido Estruturado:
pr=ps=1,p2=p3=0
p2=p3=1,p1=ps=0
pr=p2=1,p3=ps=0
ps=ps=1,p1=p2=0

e Fase Gas:

p1=p2=p3=ps=0.

Como queremos descobrir o diagrama de fases de um gas de rede com interacdes
competitivas, deveremos descobrir em que fase o sistema esta para uma determinada tem-

peratura e potencial quimico. Para isso devemos relacionar as densidades das sub-redes
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com estas duas grandezas via aproximacdo de campo médio. Comegamos escrevendo 0

potencial quimico como uma soma de potenciais que atuam em cada sub-rede, logo:

1 14
== o (2.51)
v a=1

onde o sub indice a permite que cada sub-rede tenha um potencial quimico diferente.
Isso serve para casos mais gerais onde podemos ter cada sub-rede composta por um tipo

diferente de molécula. Mas para 0 nosso géas de rede, temos:

= flo = fi3 = fiq (2.52)

portanto podemos escrever

h=fo a=1 ... v (2.53)

Reescrevemos agora o hamiltoniano dado pela equacéo (2.19) como

ZZ“ ({o:}) o, (2.54)

a=1 i€a

onde

P ({oi}) = pa + > > Jijoj (2.55)

p=1 jep

representa a contribuicdo efetiva do potencial quimico e das interacdes de primeiro e

segundos vizinhos de cada sub-rede. A seguir relacionamos .J;; com V; e V,

J12:J21 :J14:J41 :J23:J32:J34:J43:‘/1

J13 = J31 = J42 = J24 = ‘/2 (256)

Para que todos os sitios de cada sub-rede 3 tenham o0 mesmo valor médio < o; >, fazemos
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nossa primeira e mais importante aproximagao, substituindo 1.¢™ por seu valor médio,

(o)) = pa+ > Y Ty <o >. (2.57)
B=1 iep
Seja
pﬁ—N;ﬁ<Uj> (2.58)
J

como o valor médio < o; > independe de j, temos
v
ps = <05 > % 1, (2.59)
J

onde

N
> 1=

jep
¢ a soma de todos os sitios de uma sub-rede. Logo a equacdo Eq.(2.59) pode ser substi-
tuida por:

pg =< 0 > . (260)

Reescrevendo o parametro de interacdo como

€af = Jz‘j, 1€ o, j c ﬁ, (261)
J(#)
obtemos que
I = 1o+ €apps. (2.62)
B=1

Finalmente o hamiltoniano pode ser escrito como

He Y (z casts+ ua> 26

a=1 icx p=1
que ainda né@o é o hamiltoniano final, pois conta duas vezes cada interacao entre as molé-
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culas. Se tomarmos o« = 1 e § = 2, por exemplo, somamos as interagdes das sub-redes
1 e 2, e quando considerarmos o = 2 e 3 = 1 estaremos fazendo novamente a mesma
soma. A fim de resolver isso, subtrairemos do hamiltoniano metade dessas contribuices,

ou seja,

I~ N $
5 Zl ; ; €aBPpPa- (264)

Fizemos agora uma segunda aproximacao pois estamos introduzindo a média do
termo de interacdo da equacdo Eq.(2.63). Agora podemos escrever corretamente nosso

hamiltoniano na teoria de campo médio:

v

14 14 14 N
H'M=-3"%" (Z €appp + ua> o — % Zl —~ > Cappaps (2.65)

a=1 ica \f=1 a= [=1

Definiremos agora o Grande Potencial por sitio do sistema. Primeiro escrevemos

nosso hamiltoniano como

HTOM — Z [Z <Z €apPp + lm) o; + %g Z €aBPalp (2.66)
a=1

ica \B=1 B=1

HTOM _ZHO" (2.67)
a=1

Finalmente podemos calcular a Grande Funcéo de particdo (Grand Candnica) como

== e (2.68)
{oi}

com

onde kp é a constante de Boltzmann, T a temperatura e a soma em {o;} € uma soma

sobre todas as configuracdes. Usando a equacdo EQ.(2.67) reescrevemos a funcéo de
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grande particdo como:

== Z exrp (5 i Ha> (2.69)

= e (2.70)
Substituindo H,,

== H Z exp [BZ (Z €apPp + ,ua> o; + ﬁz—]y\[ Z eaﬁpapﬁ] (2.71)

a=1 {0‘1} 1<te" ﬁ=1 ,321
o; assume valores 0 ou 1, independente de i, portanto podemos usar o; = o ficando com:

== H Z exrp [%ﬁ (Z €appPp + Ma) U] erp [ﬁZ_]VV Z Eaﬁpapﬁ]

a=1{o;} B=1 B=1

} cap [@—jfzeagpapﬁ]. 272

p=1

Ezﬁ{l—i—exp
a=1

g (Z €appp + Ma)

B=1

Usando arelagdo e® + 1 = e2 (e 2 +e2) = 2e2 cosh(%), ficamos com

(1]

N
p=1 }

BN <
exp [52%5/)&/)5 : (2.73)

p=1

i)

a=1 /=1

cosh [g <Z €app + ,ua>

que é a funcdo de grande particdo na teoria de campo médio. Neste contexto, o grande

potencial por sitio é definido como:

— ——_InZ. (2.74)
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Substituindo =, da equacéo Eq.(2.73), na equagéo Eq.(2.74), obtemos:

B _L 14 . é 14 é v %
¢ = N In {(H {Qe p [2 (; €aBP3 +ua> cosh [2 ;(eagpg + o) }
N 14
exp [i—y ;e&ﬁpam] }

e Lo i

A
2
N v
exp [ﬁg—y Z eaﬁpapg] } }

p=1

cosh [g (€appp + ha)
g=1

14

1 N
= _B—N Z — In {Qexp [g (Z €appPp + Moc)

ps=1

5N Z In exp [g—ly\[ Z eozﬁpap@]

B=1

cosh [g (€appp + fia)
5=1

}

1 v N /3 v ﬁ v
= _ﬁ—N Z " {1n2 + 5 (Z €appPp + ,ua> + In cosh [5 <Z €agPs + ua>

B=1 8=1

}

v

N
3 (B S o

B=1

1 v 1% v
= 7% n2 — %Z (Zeagpg +ua>

a=1 a=1 ﬁil

1 v
5 In cosh [g (Z €appPp + ua>

B=1
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v

(€appp + o)

T
pTM = _kpTIn2— kiln cosh [—
p=1

v

@

—% (Z €agPp + Moc) - % YD caspaprs (2.75)

a=1 \p=1 a=1 =1

Para determinarmos as densidades de cada sub-rede do sistema, fazemos:

O=U-TS—= pana (2.76)
a=1

com U sendo a energia interna do sistema, S a entropia e n,, 0 numero de sitios ocupados

em uma determinada sub-rede «, ou seja,

Na =Y 0i . (2.77)

1€Q

Dado que da equacgéo Eq.(2.60), p, =< o; >, obtemos

VY ica Oi
—< g >— _LHica Tt 2.78
Po =< 07> N (2.78)
com isso a equacéo Eq.(2.77) fica da forma:
N
Na = Pa— (279)
1%
Substituindo a expressdo acima em Eq.(2.76), obtemos
@—U—TS—Ei (2.80)
- v a=1 ot ' |

Dividindo o grande potencial pelo numero de sitios, N, obtemos o grande potencial por

sitio dado por:

1 1%
—u—Ts— = . 2.81
p=u—Ts V;uapa (2.81)
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Derivando essa expressao em relacao a ., uma vez, temos que

).,
o) 14 v

Po = —V (%) a=1,...,v. (2.82)
e ) 7puo s

Portanto as densidades de cada sub-rede tem a seguinte forma:

14

1 6 1
Po = _5 tanh [5 Z (Gaﬁpﬁ + :ua) - 5 (283)
B=1
que nos leva ao conjunto de equacdes que definem a densidade do sistema
1 1 (3 ]
pL=—5 = gtanh |5 (2Vipa + 4Vaps + 2Vips + )
11 3 ]
pr=—5 — g tanh | 5 (2Vipy + 4Vaps +2Vips + pio)
11 3 ]
p3=—5 — gz tanh |5 (2Vipa + 4Vapy + 2Vips + p3)
11 3 ]
pr=—5 — g tanh |\ O (2Vipy + 4Vapy + 2Vips + pia) (2.84)

2.4 Diagrama de Fase na Teoria de Campo Médio

Considerando as equacdes Eq.(2.84), podemos montar o diagrama de fases do gas
de rede na teoria de campo médio. Para isso, primeiramente, fixamos os valores das
interacdes entre primeiros e segundos vizinhos que se deseja estudar, entdo se resolve as
equacOes Eq.(2.84) para varios valores de temperatura e potencial quimico. De posse do
conjunto solucéo (py, ps, p3, p4) para cada (7', ), descobrimos em que fase o sistema se
encontra analisando este conjunto e comparando com as informacdes sobre as densidades
de cada sub-rede em cada fase, dada na secdo (2.3). E interessante resolver as equacoes

(2.84) de forma que tenhamos grandezas adimensionais, ou seja:
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Plz—%—%tanh k:B (p2+2 p3+p4+"2)
pgz—%—%tanh k’B (p1+2 ,04+,03+'u7)
pgz—%—%tanh o p2+2— ,01+,04+'u)
p4:—%—%tanh {kBT (p1+2“;p2+p3+v)] (2.85)

Lembrando que estamos estudando o caso em que V; < 0 e V5 > 0, consideramos:

vio= -1
Vo = 1. (2.86)
Chegamos, entdo, a expressao
_ ! 1t h_l( +2Y +Z)-
P = 5 Qan X P2 P3 — P4 ]
_ ! 1t h_l( +2Y +Z)-
P2 = 5 Qan _X P1 P4 — P3 ]
_ ! 1t h-l( +2Y +Z)-
P3 = 5 2an X P2 P1 — P4 |
1 1 ! |
p4:—§—§tanh _}(—P1+2YP2—P3+Z)_ (2.87)
onde
kgT
X —
Vil
Va
Y = =
Vil
1!
Z = — =lo, a=1,...,v 2.88
A (2.88)

Remontando a tabela (2.1), ficamos com

Agora ja podemos fazer um esboco do diagrama de fase que estamos procurando
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Vi=—-lelVy=1
> 2 Fase Liquido Denso
w=2 LD—LDU
—2 < p < 2 | Fase Liquido Diluido Uniforme
0= —2 LDU—Gas
< —2 Fase Gas

Tabela 2.2: Transicdo de FasesparaV; = —1elVo =1eT = 0.
(vide Fig.2.20):

\ Z
LiquidoDenso

e 2

Liquido - Diluido - Uniforme- X

Gés

Figura 2.20: Esboco do diagrama de fases

Podemos definir a densidade da fase liquido diluido uniforme como

P1— P2+ pP3— pPa (2.89)
2

PLDU =

com py, pe, p3 € ps dadas pelas equacdes Eq.(2.87). Assim, temos que: p,py = 1 quando
0 sistema estiver nessa fase e p,py ~ 0 quando estiver na fase fluida (desordenada)
POIS p1 = po = p3 = Py =~ % ja que o sistema se distribui de forma homogéa, porem
aleatoriamente.

Fixando um valor para Z, utilizamos o software Mathematica para graficar a curva
de p1.pu, dada pelas equacdes Eq.(2.87) e pela equacao Eq.(2.89), contra o parametro X

(dado por Eq.2.88) que esta relacionado com a temperatura.

A figura (2.21), mostra que a transicdo da fase fluida para a fase liquido diluido
uniforme, ocorre em X, para este determinado Z. Fazendo variar os valores de Z, encon-

tramos um conjunto de X; criticos um para cada valor de Z. Com esses pontos podemos
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Figura 2.21: Transicao de Fase

montar uma parte do diagrama de fases para Y=1, como mostra a figura (2.22) que possui

uma linha de pontos criticos limitada em X,=0.924. Para valores de Z maiores que 2 e

2t S i

, oo

“0
1 “ i
U-/|V1| o Liquido Diluido Uniforme * Fluido

1 ' ’Q -
2+ Q”‘“ 4
3 I | | I | |

0 05 1 15 2 25 3

K TIV,|

Figura 2.22: Diagrama de fases incompleto Y=L1.

menores que -2 notamos que ndo existe transi¢do de fase, como mostra a figura (2.23).

A figura (2.22), ilustra a transicdo LDU—LD se Z > 2. A transicdio LDU—G para
p

1

kTIV|

Figura 2.23: Auséncia de transicao de fase.

Z > —2. Afim de estudar o que acontece na regido onde 0 < X < 0.924 e desco-
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brir como se dao estas duas transicoes, trabalharemos com o grande potencial, dado pela

equacdo Eq.(2.75), reescritaem termosde X, Ye Z,sendo V; = —1e V5 =1,

(b‘j‘z]‘w = —Xln2- %lncosh% [(—pz +2Yps — pa+ g)]
—% lncosh% :(—m +2Y py — p3 + g)
—% lncosh% :(—pz +2Yp1 — psa+ g)
—% lncosh% :(—01 +2Y po — p3 + g)
—% [=2(p1 +p2+ ps+pa) +Y (p1 + p2+ ps + pa) + 127]
_é [—p1p2 +2Y p1ps — p1pa — p2ps + 2Y papa — pspal - (2.90)

Chamando ¢™“M /|V| de potencial, podemos defini-lo, usando a equagéo Eq.(2.89),
para as fases liquido diluido uniforme, liquido denso e gas. Substituindo os valores das
densidades de cada sub-rede nas diferentes fases, temos, p; = ps = p3 = ps = 1 paraLD,
pr=p3=0ep, =py=1paraLDUe p; = py = p3 = py = 0 para G. Com isso, faze-
mos um grafico do potencial das fases LDU e LD em funcgdo de Z para 0 < X < 0.924.
No ponto onde as duas energias grandes potenciais se cruzam, determinamos a transi¢cdo

de primeira ordem entre a fase LDU e LD, como podemos ver na figura (2.24):

01Xy

V

Ligquido Difuido Uniforme

Lignido Drenso

Figura 2.24: Transicao de fase pelos potenciais

Para valores de Z entre 0 e Z;, a fase mais estavel é a liquido diluido uniforme, para
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7 > 7, afase mais estavel ¢ a liquido denso. Para Z > Z,, existe a fase liquido denso
e a transicdo ocorre em (Z;; X,) do diagrama de fases. Repetindo o processo para Varios

valores de X entre 0 e 0.924, vimos que Z; = 2.

Para investigar a transicdo LDU—gés refizemos o processo graficando agora o po-
tencial da fase gés e da liquido diluido uniforme e descobrimos Z, = —2 para 0<X<0.924.
A linha de primeira ordem encontra a linha critica em (Z;, X;), onde X; = 0.924. Final-

mente, temos nosso diagrama de fases completo que pode ser visto na figura (2.25), com

3| T I T I

Liquido Denso
e _
| 30 o |
il % |

Liquido Diluido Uniforme @ Fluido

1t @&

L Gas 4
3 [ I | I |
0 0.5 1 1.5 2 23 3
k,T/V,

Figura 2.25: Diagrama de fase para Y=1
Os diamantes sdo transi¢des de segunda ordem, a linha continua é uma linha de
primeira ordem e o diamante cheio é um ponto tricritico.

a presenca de dois pontos tricriticos (0.924; 2) e (0.924; -2). Refizemos todos 0s passos

agora para Y=0.5 e mostramos na figura (2.26) o respectivo diagrama de fases.

2.5 Resumo

A fim de estudar um sistema com o nimero de particulas variavel, apresentamos um
modelo de rede que o representasse. Com isso, 0s sitios dessa rede estariam ora ocupados,

ora desocupados. Escrevemos o seguinte hamiltoniano para descrever o sistema:
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4 T I T T T T T

L Liquido Denso ]

3———e 0 ap % |
2 - —]
. O N
“/|\/1| 1 Liquido Diluido Uniforme O Fluido -

L O .
0 [ —
A——e 0 @P .
L Gas i
) 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1
0 0,5 1 15 2 2,5 3
kBT / |V1|

Figura 2.26: Diagrama de fase para Y=0.5
Os circulos sdo transicdes de segunda ordem, a linha solida uma linha de primeira
ordem e 0 ponto escuro um ponto tricritico.

H=-V Z o0 — Vs Z‘%‘Uj — ,chri (2.91)
<4,j> i 7

O termo de potencial quimico, u, é que determina a variagdo das particulas. Os

outros dois termos s&o a energia livre do sistema e representam as interagdes competitivas

entre primeiros e segundos vizinhos. Estudamos como o sistema se comporta no estado

fundamenal (T=0) para saber o que acontece quando T+#0. Para facilitar a identificacéo

da fase em que o sistema se encontra, dividimos nossa rede em 4 sub-redes entrelacdas

que interagem uma com as outras, como pode ser visto na figura (2.19).

Para resolvermos o problema analiticamente fizemos uma aproximacdo de campo

médio, e reescrevemos nosso hamiltoniano da seguinte forma:

H'M=-3"%" <Z €appp + ua> 0i — % > % > €appabs (2.92)
B=1

a=1 icx [=1 a=1
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onde o segundo termo corrige a recontagem e p, =< o; > € 0 valor médio da densidade
de ocupacéo de cada sub-rede. Deste novo hamiltoniano escrevemos o grande potencial
por sitio do sistema dado pela equacao Eq.(2.75) e entdo determinamos as densidades de
cada sub-rede dadas pelas equacfes Eq.(2.84). Com essas equacdes foi possivel montar
o diagrama de fase do nosso sistema, resolvendo-as para varios valores de temperatura e
potencial quimico. Fixando V; = —1 e V, = 1 e com o conjunto solugdo (p1, ps, p3, p4)
verificamos em qual fase nosso gas de rede se encontrava atraves das informacoes na se¢éo
(2.3). O diagrama de fases pode ser observado através da figura (2.25). Depois montamos
o diagrama de fases para % = 0.5 (vide Fig.2.26) e ndo percebemos nenhuma mudanca
qualitativa no sistema para qualquer valor da razdo % Encontramos uma transicao entre
duas fases liquidas quando se considera um potencial com duas escalas competitivas,

sendo V; < 0 eV, > 0. Essa transicdo depende de um limiar do termo repulsivo.
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Capitulo 3

Simulacdes de Monte Carlo

Neste capitulo estudaremos o0 nosso modelo através do metodo de Monte Carlo (MC),
que é muito utilizado. O método de MC obtém os observaveis fisicos através do calculo
do valor médio de grandezas fisicas. No célculo destas médias, usa-se somente as con-
figuracbes mais provaveis. Apesar disto representar uma aproximacao, dela se obtem

resultados compativeis com a solucdo exata.

3.1 A Mecanica Estatistica

Supondo que nosso sistema esteja num certo estado de ocupagdo chamado «, depen-
dendo da temperatura e do potencial quimico, ele pode passar para uma outra configuracédo
de ocupacdo que chamamos v. Passado algum tempo de observagdo definimos a taxa de

transicdo de um certo estado « para um outro v, tomada independente do tempo, como:
R(a — v). (3.1)

Definiremos a probabilidade com que o sistema passa do estado « para um outro v

por:
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> wat)R(a — v), (3.2)

onde w,, é a probabilidade do sistema estar num estado o em um certo instante de tempo

e obedece a condicéo:
D walt) =1. (3.3)

A variacdo temporal da probabilidade do sistema estar no estado «, é dada pela
diferenca entre a taxa de transi¢do de um estado » para um estado « vezes a probabilidade
do sistema estar no estado v e a taxa de transicdo de « para v vezes a probabilidade de

estar no estado «, ou seja:

dwq,

— = > wt)R(r—a) =Y wat)R(a — v) (3.4)

conhecida como equagao mestra.

O equilibrio térmico ocorre quando a probabilidade de encontrarmos um certo sis-

tema em um estado « se torna independente do tempo, ou seja,

dw,,

dt

— 0 (3.5)

0 que geralmente ocorre para tempo muito grande. Podemos entéo definir, a partir de w,,

a probabilidade de ocupacao no equilibrio, dada por:

Do = lim w,(1). (3.6)

t—o0

Um sistema como o que estamos estudando que esteja em contato com um reserva-
torio térmico a uma temperatura T, e com um reservatério de particulas, a um potencial

quimico p, deve ser estudado no ensemble grande candnico onde a probabilidade de ocu-
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pacao no equilibrio é dada por:

Po = e PBamiNe) (3.7)

(1] —
9]

onde £, é aenergia interna, 5 = 1/kgT sendo kp a constante de Boltzmann. Na Eq.(3.7)
1 é o potencial quimico e V,, é o nimero de particulas no estado «.. A funcdo de grand

particdo = é a constante de normalizacdo dada por:

= = Z e_ﬂ(Ea_MNa)' (38)

«

No equilibrio, o valor esperado de uma grandeza A é:

<A>=) poda, (3.9)

ou seja,

Za Aae_ﬂ(Ea_MNa)
Za e_ﬁ(Ea _MNa)

< A>= (3.10)

3.2 Simulacdo de Monte Carlo

O método de Monte Carlo tem por finalidade calcular o valor dos observaveis termo-
dindmicos. Em Mecéanica Estatistica, este calculo requer obter o valor da equacéo (3.9),
0 que implica somar sobre todos estados « do sistema. Isto ndo é viavel computacional-
mente pelo tempo que levaria estabelecendo a energia de cada uma das configuracdes.
Uma forma mais simples de realizar este calculo seria calculando o valor médio indicado
na Eq.(3.10) usando somente as configuragdes mais provaveis. O método de Monte Carlo

tem, também, como finalidade encontrar os estados mais provaveis.

Como encontrar as configuracdes mais provaveis? Podemos usar a seguinte estra-
tégia. Selecionamos varios estados ao acaso, um determinado estado « seré aceito para

formar o conjunto de estados com uma probabilidade p,. Repetimos o processo de sor-
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teio e aceitacdo até completarmos o conjunto de estados relacionados com M elementos.
Deste procedimento decorre que a probabilidade de encontrarmos o sistema numa confi-

guracédo o, (7 = 1,..., M), é dada pela regra de Bayes (vide Apéndice B). [41]

- teP(Ba;—iNay)
Foci = (&2} (311)
Zi]\il U&ilefﬁ(E‘*F”Nai)
que obedece a regra de conservacao
Zrai = L. (312)

Podemos entdo descobrir a média das medidas de A pelo valor médio, que é a soma
tomada sobre todos os M estados selecionados com uma probabilidade de se encontrar o

sistema numa das configurages «;, dada pela equacédo Eq.(3.11), logo:

Zz‘]\il Aa-naf.lefﬁ(Eai*HNai)
e SN le BBa—iNey) (3.13)

Como saber quais os estados sdo realmente relevantes e devem fazer parte do grupo
de M medidas? Como a probabilidade de aceitar um estado p,, deve ser construida para
ndo desprezar um estado importante e aceitarmos um outro que ndo contribua significati-
vamente para os valores de A? Como o Monte Carlo deve imitar a natureza, escolhe-se os

estados que extremizem a energia grande potencial do sistema. Isto ocorre se:

1
T]ai — _e_ﬁ(Eai_MNai)' (3.14)

—
—
—

Neste caso teremos a equacao Eq.(3.13) igual a forma

N
1
Ay =~ ; A, (3.15)

que € uma estimativa do valor de A no equilibrio térmico pelo método de Monte Carlo.

Precisamos agora definir como realizar o sorteio e 0 aceite dos estados. Que pro-

cesso estatistico devemos usar? Processos Markovianos definem a passagem do sistema
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em um estado « para um outro v, através de uma probabilidade P(a — v), tal que:
(@) P(a — v) éinvariante no tempo;

(b) P(a — v) depende apenas dos estados « e v, sem considerar outros estados passa-

dos;

(c) P(a — v) énormalizada, ou seja,
Y Pla—v)=1 (3.16)

(d) P(aw — «) # 1, ou seja, a probabilidade do sistema continuar no estado « ndo é a

unidade.

Se usarmos os processos Markovianos repetidas vezes teremos uma cadeia Marko-
viana de estados. A caracteristica fundamental da cadeia Markoviana e a razdo dela ser
usada nos processos MC é que ela permite, partindo de um estado «, chegar a um estado

v qualquer, simplesmente aplicando o processo probabilistico repetidas vezes.

Precisamos ainda de mais uma condicdo, a do balanco detalhado, que nos diz como
serdo as probabilidades P(« — 1) e as condigdes que devem satisfazer para que a cadeia
markoviana satisfaga a distribuig&o proposta pela equagédo Eq.(3.7).

Através da equacdo mestra podemos calcular a probabilidade de encontrarmos o
sistema no estado v no tempo (¢ + 1), considerando que o tempo seja medido discreta-
mente, como faremos nas simulacgdes. Entdo, usando a eq. (3.4) em sua forma discreta,

obhtemos:

t - 1/
w((t++ d ZRC(HVWQ ZRV—>CMU,, t)

Sendo R(a — v) e R(v — «) as taxas de transicdo entre os estados « e v, obtemos:
w(t+1) = ZR a — V)wy(t ZR v — a)wy(t) + wy(t) (3.17)
w(t+1) = ZR&Hywa ZRVHC%(A},, +ZP(a—>u)w,,(t),
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onde usamos a equacéo Eq.(3.16). Se os processos de transi¢do forem Markovianos obe-
decendo as regras (a)-(d), as taxas de transicdo R(« — v) serdo idénticas as probabilida-

des P(a — v), ou seja

R(a - v)=Pla —v)

R(v — a)=Pv— a). (3.18)
Neste caso, a equacéo Eq.(3.17) fica da forma:
w(t+1) =Y Pla — v)w(t). (3.19)

Podemaos escrever esta Ultima expressdo na forma matricial, com w,, um dos elementos do

vetor de probabilidade de encontrar o sistema em um dado estado:

w(t+1) =P -w(t). (3.20)
No limite termodindmico o produto de matrizes apresenta a forma

w(oo) = P - w(oc) (3.21)

que, usando a equacéo Eq.(3.6), pode ser escrita em termos da probabilidade de ocupacao
no equilibrio, ou seja,

Pa =Y P —a). (3.22)

Esta equacéo € solugdo da equacdo Eq.(3.19) quando ¢ — oo. No entanto é possivel
que 0 processo como o descrito acima recaia em um equilibrio dindmico que alterne entre

varios estados. Note que iterando o processo markoviano varias vezes, obtemos

w(t+n) = P-P-P-..-P-w(t)

nvezes

w(t+n) = P"-w(t) (3.23)
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que, no limite termodinamico, resulta na expressao
w(oo) = P" - w(c0), (3.24)

que ndo define um estado especifico, mas um ciclo limite de ordem n. Se escolhermos
as probabilidades de transi¢do segundo a regra da equagdo Eq.(3.22) garantimos que a
cadeia de processos markovianos terd uma distribuicdo de probabilidades p,, mas podera
igualmente ter ciclos limites. Para garantir a unicidade da distribuicdo de probabilidades,
temos que impor uma condigédo que inviabilize o ciclo sem alterar as propriedades (a)-(d)

do processo markoviano. Isto é obtido através da condicdo:
paP(a —v)=p,P(v — a), (3.25)

ao invés de somente a Eq.(3.22).

Note que se somarmos sobre v 0s dois lados da igualdade Eq.(3.25) e se usarmos
a Eq.(3.16) obtemos a equacdo Eq.(3.21). Neste sentido a condi¢cdo Eq.(3.25) obedece a
equacdo mestra e aos principios (a)-(d) exigidos pelo processo Markoviano para produzir

a funcéo de distribuicdo desejada.

Substituindo a equacdo Eq.(3.7) na equacédo Eq.(3.25), obtemos uma relagéo entre

as probabilidades de transicéo e a distribuicdo de probabilidades dos estados dada por:

Pla—v) _ P BB —iN)~(Ba—pNa)] (3.26)

Plv—a) pa

Esta relagdo determina as regras de sorteio e aceitagdo do método Monte Carlo.

Nesse trabalho usamos o algoritimo de Metropolis que procura otimizar as taxas de
transicédo para que a cadeia Markoviana seja gerada o mais rapido possivel. Isso ocorre se
tomarmos a maior taxa de transicéo entre P(« — v) e P(vr — «) igual a 1 e ajustando

a outra usando a equacéo Eq.(3.26). Deste modo, temos que a probabilidade de transi¢ao
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de um estado « para um estado v é dada por:

e PAH se H, — H, >0
Pla —v)= (3.27)

1 se H, —H, <0
onde H, = &, — uN, e onde AH = 'H, — H,,. Esta equacdo nos mostra quais devem ser
as taxas de transicdo entre os estados para que tenhamos um conjunto com os estados mais
relevantes para o nosso problema, gerados por um processo markoviano e que satisfazem
a distribuicéo de probabilidades dada pela equacgéo Eq.(3.7). Devemos selecionar os esta-
dos, para o célculo das medidas Eq.(3.15) apenas depois que o sistema esteja equilibrado,

ou seja, quando a equacéo Eq.(3.5) for satisfeita.

A equacdo Eq.(3.27) considera que quanto menor a energia de um sistema fisico,
maior € a sua estabilidade, pois ela sempre aceita transi¢cdes para estados com energia
menor que a anterior. Quando a variacdo de energia é positiva, existe uma probabilidade
e P2 dessa transicdo ser aceita. Esta probabilidade ndo nula inclui no problema as
flutuacdes térmicas. Note que a probabilidade aumenta com a temperatura do sistema,
ja que as moléculas ficam mais agitadas e tendem a ndo passar para o estado de menor

energia.

3.3 Algoritimo para o Géas de Rede

Nesta secdo iremos aplicar o algoritimo de Metropolis para 0 modelo de gas de rede
que introduzimos no capitulo anterior. A partir do hamiltoniano proposto anteriormente

pela equacéo Eq.(2.19), dado por

H=H—puN

H:—‘/l ZO’Z‘UJ'—‘/QZO'Z'UJ—,MZUZ‘ (328)

<ig> ij

construiremos um diagrama de fases usando o método de MC. Como no capitulo anterior,

aqui também representamos cada sitio da rede como o, podendo estar ocupado (1) ou
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desocupado (0). Na simulacéo a rede é representada por uma matriz L x L e seus ele-
mentos sdo 0s o, ;. Também usamos as mesmas condi¢des de contorno que usamos para
a aproximacdo de campo médio e mantemos a divisdo da rede em 4 sub-redes como é
mostrado na figura (2.19). Vale lembrar também que usamos V; = —1 e V;, = 1 para
todas as simulacdes feitas neste capitulo. A seguir detalhamos o algoritimo usado para
calcular a densidade, energia e calor especifico. Através destas quantidades iremos obter

o0 diagrama de fases.

Basicamente 0 programa possui trés passos principais: para uma temperatura e po-
tencial quimico fixos, encontrar o estado de equilibrio do sistema, armazenar as grandezas
fisicas e descorrelacionar as medidas. A seguir veremos como cada um desses passos fun-

ciona.

Antes de mais nada, o sistema deve ser incializado, ou seja, deve ser gerada uma
configuracao inicial, «, a partir da qual o processo markoviano deve produzir os demais
estados. Além disso, o0 programa deve conter também uma subrotina para gerar as cadeias
markovianas a partir do estado «. Utilizamos, por simplicidade um processo sequencial

que funciona da seguinte forma:

e com o sistema na configuracdo « escolhe-se o sitio (1, 1) e se inverte seu estado, ou

seja, se 0 = 1, tomamos o = 0 e vice-versa,;
e calculamos,entdo as energias do sitio antes e depois da inversao;

e tendo obtido AH, aplica-se a regra de transicdo dada pela equagédo Eq.(3.27) da
seguinte forma: testamos se a inversdo de estado sera ou ndo aceita. Se AH <0,
a transicdo para o novo estado é aceita com probabilidade 1, porém se AH >0,
é gerado um numero aleatdrio entre 0 e 1 e entdo aplicamos a condigdo dada pela
Eq.(3.27). Se o nimero aleatdrio for menor que e(~2™) o sitio permanece modifi-

cado, caso contrario volta ao estado inicial.

Terminada esta etapa, repetiremos 0 mesmo processo para todos os sitios da rede.

Depois de percorrida toda a rede , guardamos o valor dos observaveis e repetimos o
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procedimento até que o sistema se equilibre, ou seja, até quando a taxa de probabilidade

de transicao for zero.

Na equacdo Eq.(3.4), vemos que existe uma compensacéo entre as taxas de entrada
e saida do sistema em um certo estado «, que faz a grandeza medida aumentar ou diminuir
seu valor até que dw, /dt = 0, estabilizando e oscilando em torno de um valor médio. Na
simulacdo este processo de equilibracdo pode ser visualizado através da evolugdo tem-
poral dos observaveis energia e densidade. Podemos ver o processo de equilibracdo do
sistema nas figuras (3.1) e (3.2) onde ilustramos a densidade e a energia do gas de rede
respectivamente, em funcéo dos passos de Monte Carlo para a rede 20x20, a uma tempe-
ratura de T = 1.17 e potencial quimico 7 = 1.2, (7 = p/|Vi| e T = T/|V4]). Resultados

de campo médio (ver figura 2.25) indicam que esta regido é proxima a critica.
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Figura 3.1: Densidade da rede 20x20
Com um potencial quimico 7z = 1.2 e a uma temperatura 7' = 1.17 proxima a transicéo de fase a
rede 20x20 equilibra apés ¢ = 40 passos MC.

A densidade ilustrada na figura (3.1) esta definida como a soma das densidades
das quatro subredes. Os passos de Monte Carlo sdo o0 numero de vezes que a subrotina
geradora das cadeias markovianas se repete. Vemos nessas figuras que o equilibrio do
sistema se da a partir do 40° passo de Monte Carlo. Mostramos também os gréficos para
a densidade e a energia para a rede 10x10 nas figuras (3.3), (3.4) respectivamente e para
a rede 50x50 nas figuras (3.5), (3.6) respectivamente. Usamos potencial quimico iz = 1.2
e temperatura 7 = 1.19 para a rede 10x10 e i = 1.2 e T = 1.14 para a rede 50x50.
Comparando, as redes 10x10, 20x20 e 50x50, notamos que quanto menor a rede, mais

répido o sistema atinge a configuracéo de equilibrio térmico (¢ = 15 passos de MC para a
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Figura 3.2: Energia da rede 20x20
Com um potencial quimico 7z = 1.2 e a uma temperatura 7' = 1.17 proxima a transicéo de fase a
rede 20x20 equilibra apés ¢ = 40 passos MC.

rede 10x10, ¢t = 40 para a rede 20x20 e t = 120 para a rede 50x50). Isto acontece porque
existem menos sitios para serem investigados. Outro efeito do tamanho finito da rede ¢ a

presenca de flutuagdes ao redor do valor de equilibrio.
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Figura 3.3: Densidade rede 10x10 Figura 3.4: Energia rede 10x10

Na regido de transicdo 7' = 1.19, para um potencial
7 = 1.2, 0 equilibrio ocorre em ¢ = 15 passos de
MC.

A rede 10x10 equilibra apds ¢ = 15 passos
de MC, para uma temperatura 7’ = 1.19e 7z = 1.2.

A equilibracao do sistema se torna mais delicada quando ele esta proximo da tempe-
ratura critica. Para comprovarmos este fato, fizemos as figuras da densidade e da energia
da rede 50x50, usando os mesmos fatores das figuras (3.5) e (3.6) porém fora da tempera-
tura critica, ou seja, em T = 1 que, segundo resultados de campo médio, deve estar longe

da regido critica. Para esta temperatura ndo critica obtemos o equilibrio em ¢t = 70 passos
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Figura 3.5: Densidade rede 50x50 Figura 3.6: Energia rede 50x50
A densidade a um potencial quimico7i = 1.2 Na regido de transicdo de fase 7' = 1.14,
na regido préxima a transicéo de fase 7' = 1.14 ~ aenergia equilibra
equilibra em ¢ = 120 passos de MC. apds ¢ = 120 passos de MC.

de MC, ao invés de t = 120 como ocorria para7 = 1.17.
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Figura 3.7: Densidade da rede 50x50
A densidade equilibra fora da temperatura critica em ¢ = 70 passos de MC.

Apos equilibrar o sistema, 0 proximo passo é escolher os estados mais relevantes
e medir as grandezas desejadas. Para isso chamamos a subrotina geradora da cadeia
markoviana M vezes, assim teremos M estados relevantes para 0 nosso gas de rede.
Cada vez que um desses estados «; € gerado, calculamos as grandezas fisicas relevantes

representadas na Eq.(3.13) por A,,. No problema que estamos estudando, obtemos a

densidade total da rede,
L2
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Figura 3.8: Energia da rede 50x50
Equilibrio da energia fora da temperatura critica para ;. = 1.2 acontece em ¢ = 70 passos de
MC.

e a energia dada pela equagéo Eq.(3.28).

O processo sequiencial de visitacdo dos sitios bem como o gerador de nimeros ale-
atorios induz uma correlacéo nas M configuracdes se as mesmas forem obtidas de forma
sequencial. Para que as medidas sejam independentes, entre um estado e outro devemos

descorrelacionar o sistema, que é entdo nosso Ultimo passo.

Para que uma medida esteja descorrelacionada da medida anterior, devemos consi-
derar o tempo de correlagéo 7, que € 0 tempo minimo para que isso acontega. Seu calculo
é feito atraves da funcdo de autocorrelacdo da densidade normalizada pelo seu valor em

t = 0, em fungéo do tempo, dada por:

tmar—1t
1 max
x(t) = —— > pt)p(t' +1)
max =0
1 tmaz—t 1 tmaz—1
_ [t — > o) [ﬁ > opt+1)|. (3.29)
max =0 max +#=0

Essa expressdo mede quanto a rede esta correlacionada num dado tempo ¢’ + ¢t em
relagcdo ao tempo anterior ¢’. Logo, quanto maior y/(¢) mais correlacionado o sistema esta,
tmaz € O tempo maximo que o programa leva para escolher os estados, ou seja, medindo
a densidade. Nas figuras (3.9), (3.10) e (3.11), temos a funcdo de autocorrelacdo das

redes 10x10, 20x20 e 50x50 respectivamente, com o potencial quimico 7z = 1.2 e as
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temperaturas 7 = 1.19, T = 1.17 e T = 1.14, que sdo proximas as temperaturas de

transicao para cada rede respectivamente.

x(®)

o

n 1 n 1 n | n 1 n
o 200 400 600 800 1000
Passos de Monte Carlo

Figura 3.9: Funcdo de autocorrelacdo da densidade da rede 10x10.
A funcéo de correlagdo normalizada pelo seu valor em t=0 cai a 1/e do seu valor inicial em
t = 7 ~ 3 passos de MC. Usamos 7i = 1.2 e o sistema na temperatura 7" = 1.19.
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Figura 3.10: Funcéo de autocorrelacdo da densidade na rede 20x20.
A funcéo de correlagdo normalizada pelo seu valor em t=0 cai a 1/e do seu valor inicial em
t = 7 ~ 10 passos de MC. Usamos = = 1.2 e 0 sistema na temperatura 7" = 1.17.

O tempo de correlacédo é o tempo que a funcdo de autocorrelacao chega ao valor de
1/e do seu valor inicial. O ponto onde x(t) cai a 1/e fornece o tempo de descorrelagdo do
sistema. Para 0s casos ilustrados nas figuras (3.9)-(3.11) estes pontos séo 7 ~ 3, 7 &~ 10 e
T = 40 em unidades de passos de MC respectivamente. Na figura (3.12) temos ilustrada
a funcéo x(t) para a rede 50x50, porém fora da regido critica. Neste caso temos 7 ~ 20
passos de MC.

Para garantir que as medidas foram descorrelacionadas costuma-se usar um inter-

valo entre duas medidas contabilizadas igual a 27, garantindo que a funcdo de autocorre-
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Figura 3.11: Autocorrelagéo da densidade na rede 50x50.
A funcéo de correlac@o normalizada pelo seu valor em t=0 cai a 1/e do seu valor inicial em
t = 7 ~ 40 passos de MC. Usamos 7i = 1.2 e 0 sistema na temperatura 7' = 1.14 (regido
critica).

lacdo caia realmente a um valor muito pequeno. Comparando as figuras (3.9)-(3.11) ob-
servamos que quanto maior a rede, maior o tempo de correlacdo. Igualmente comparando
as figuras (3.11) e (3.12) observamos que fora da regido critica o tempo de correlacao cai

bastante, ja que a funcéo de autocorrelagdo € muito maior na regido critica.

0,5 it
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Figura 3.12: Autocorrelagéo da densidade na rede 50x50.
Aqui a funcdo de correlacdo normalizada pelo seu valor em t=0 cai a 1/e do seu valor inicial em
t = 7 ~ 20 passos de MC. Usamos 7z = 1.2 e 0 sistema na temperatura 7' = 1.20, ou seja,
acima da temperatura critica.

Usando a equacdo Eq.(3.15), calculamos o valor mais provavel da densidade e da
energia, chamadas medidas diretas. Fizemos também uma medida indireta, o calor espe-

cifico. Este foi obtido através da energia livre, usando a expressao:

_ﬁ_Q 2\ 2
c=3 ((E?*) — (E)), (3.30)
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onde N é o numero de moléculase 5 = 1/kgT.

Os erros calculados sobre os resultados obtidos pelo método de Monte Carlo sdo
divididos em duas classes: erros estatisticos e erros sistematicos. Os erros estatisticos
sdo impossiveis de serem anulados pois sdo causados pelo processo de medida, podemos
apenas minimiza-los e estima-los para saber o quao fieis sdo as medidas. Os erros siste-
maticos provéem dos procedimentos do programa, como por exemplo fazer as medidas

sem equilibrar o sistema.

Veremos agora como calcular os erros estatisticos. A variancia associada a densi-

dade que € uma grandeza primaria, ou seja, medida diretamente, é dada por:

o= \/ e () = ), (3:31)

com N sendo o nimero de medidas descorrelacionadas, ou seja 0 numero de estados

relevantes escolhidos.

Para calcular o erro associado a medidas indiretas, temos varios métodos, alguns

deles serdo discutidos a seguir.

e Meétodo de blocos:
E um método intuitivo e pouco eficaz que consiste em separar as N medidas, por
exemplo da energia, em blocos e depois calculamos o calor especifico para cada
bloco através da equacdo Eq.(3.30) e estimamos o erro associado entre os valores

de ¢ pela equagéo Eq.(3.31).

e Método do cadarco:
E um método de reamostragem. Dos N valores da grandeza primaria sorteamos
N e fazemos uma nova amostra dos valores, podendo ser algns repetidos e outros
até excluidos, o que é irrelevante para o método. O sorteio é repetido no minimo
100 vezes, onde teremos 100 amostras da grandeza primaria. Apds calculamos a

medida secundaria, (um valor para cada amostra) e o erro € dado por:

o =1/(B?) — (B)%. (3.32)
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e Método do canivete:

E mais aplicado em casos com menos de 100 medidas. O método consiste em retirar
uma das N medidas primarias e calcular a grandeza secundaria com as outras N-1
medidas, depois coloca-se novamente a medida extraida e retira-se outra. Assim

temos um valor secundario para cada medida primaria retirada, e o erro estimado é

dado por:

n

o= ,|> (B;—B) (3.33)
=1
Usamos 0 método do cadarco ja que fizemos mais de 100 medidas da grandeza
primaria.
As figuras (3.13), (3.14) e (3.15) mostram o calor especifico das redes 10x10, 20x20
e 50x50 com barras de erro de medidas indiretas calculadas usando a Eq.(3.32). Na regido

critica, as incertezas sdo maiores por causa da transicao de fase.

15

0,5

—|

Figura 3.13: Erro no calor especifico da rede 10x10
O erro € maior na regido e divergéncia devido as flutuagdes criticas. O Potencial quimico usado
aqui foiz = 1.4

O erro associado a uma medida direta pode ser calculado usando a equacéo Eq.(3.31)

e esta ilustrado para a densidade nas figuras (3.16), (3.17) e (3.18).
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Figura 3.14: Erro no calor especifico da rede 20x20
O potencial quimico submetido ao sistema foi de 7z = 1.4.
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Figura 3.15: Erro no calor especifico da rede 50x50
Em um potencial quimico 7z = 1.4 vemos que o erro é maior no pico do calor especifico, justo
onde as flutuagdes na energia aumentam.

Nota-se que o erro associado a essa medida direta € muito pequeno e quase ndo sao

Vvistos na representacao.
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Figura 3.16: Erro na Densidade da rede 10x10

O erro associado a uma medida direta & muito pequeno, como vemos neste grafico. Aqui usamos
=14
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Figura 3.17: Erro na densidade da rede 20x20
Neste caso usamos 7z = 1.4.

0,5
0

3.4 Transicao de Fase
Como foi mencionado durante a se¢do anterior, as simulacdes ao redor da temperatura

critica sdo muito delicadas pois o sistema se encontra fortemente correlacionado. Por isso
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Figura 3.18: Energia da rede 20x20
O erro diminui com o0 aumento da rede porque o efeito das flutuacGes criticas sobre as redes
menores tende a aumentar. Neste caso usamos i = 1.4.

devemos ter o cuidado de descorrelacionar o sistema baseado na regido critica. Nesta
regido o sistema ocupa e desocupa seus sitios em blocos, implicando num aumento na
flutuacdo das medidas e portanto o erro também aumenta. Esse efeito aparece claramente
no calculo do calor especifico pois, como podemos ver na equacgédo Eg.(3.30), medimos
justamente as flutuacOes da energia. Para contornarmos este problema e manter o erro
estimado num padrdo aceitavel, aumentamos o nimero de estados escolhidos (/) nessa
regido para que tenhamos uma média melhor das grandezas. Isto implica, é claro, no
aumento do tempo de simulacdo, ja que a torna muito mais lenta. O equilibrio do sistema
também ¢ afetado nesta faixa, pois demora mais para equilibrar. Desse modo devemos
cuidar para que o tempo de equilibragdo garanta que o sistema se mantenha equilibrado
inclusive na regido de temperatura critica para que se facam as medidas.
Identificamos a regido critica através de simulagdo a 1z constante variando a tempe-
ratura. Na regido de criticalidade podemos observar caracteristicas importantes do sistema
através das grandezas medidas pela sua flutuacdo. As figuras (3.19), (3.20) e (3.21) mos-

tram o calor especifico a = = 1.2 constante em fungdo da tempetratura, para as redes
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10x10, 20x20 e 50x50 respectivamente. Observamos um pico em todas elas para uma

determinada temperatura.

1.5

4

Figura 3.19: Calor especifico da rede 10x10.
O potencial quimico usado foi z = 1.2. O calor especifico
diverge em T = 1.19, caracterizando uma transicéo de fase.

1,5

Figura 3.20: Calor especifico da rede 20x20.
Usando 77 = 1.2, temos a temperatura de transicdo 7' = 1.18.

Os picos representam uma forte flutuacdo na energia e logo uma transicao de fase,
com as temperaturas criticas para 7z = 1.2 sendo 7', = 1.19 para a rede 10x10, 7. = 1.18
para a rede 20x20 e 7, = 1.15 para a rede 50x50. Como o calor especifico é dado por

uma segunda derivada da energia, dizemos que esta é uma transicao de segunda ordem.

Usamos nestas simulag6es M=20000 ao redor da transi¢cdo e M=5000 para as outras

temperaturas. Para equilibrar o sistema usamos 1500 passos de MC e o intervalo de
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Figura 3.21: Calor especifico da rede 50x50. B
O pico no calor especifico que caracteriza a transi¢do, aqui ocorreem 7' = 1.15. O
potencial usado foi iz = 1.2

temperatura foi AT = 10~2. Estes dados valem para os trés tamanhos de rede que estamos
trabalhando.

Para identificarmos entre quais fases ocorreu a transicao, devemos observar 0s gra-
ficos das sub-redes que estdo ilustrados nas figuras (3.22) - (3.25). Neste caso analisamos

a rede 20x20 com um potencial 7 = 1.2.

Figura 3.22: Densidade sub-rede 1 Figura 3.23: Densidadea sub-rede 2
A densidade da sub-rede 2 passa
para 1 depois de ocorrer a transicao de fase
emT =1.18

A densidade da sub-rede 1 vai a zero depois
da transicio em 7' = 1.18

Para temperaturas maiores que 7 = 1.18 temos p; ~ py ~ p3 ~ ps ~ 0.50

que caracteriza a fase fluida. Na regido de 0 < 7' < 1.05 temos, aproximadamente,
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Figura 3.24: Densidade sub-rede 3 Figura 3.25: Densidade sub-rede 4.
A densidade da sub-rede 4 passa para 1
depois
de ocorrer a transicdo de fase em 7' = 1.18

A densidade da sub-rede 3 vai a zero depois
de ocorrer a transicdo de faseem 7" = 1.18

pr = p3 = 0epy = py = 1 caracterizando a fase liquido diluido uniforme. Logo a
transicdo foi da fase fluido para a fase liquido diluido uniforme, com a temperatura critica
T. = 1.18 e o potencial quimico 7 = 1.2.

No caso das figuras (3.26)-(3.29) analisamos a rede 20x20 com um potencial qui-
mico 77 = —1.4. Para temperaturas maiores que 7 = 1.10 temos novamente a fase fluida.
Para 0 < T < 1.03 aproximadamente, temos p; = p3 = 0 € po = ps; = 1 que carac-
teriza, como vimos anteriormente, a fase liquido diluido uniforme. Portanto a transicao
fluido—liquido diluido uniforme ocorre também para valores de potencial quimico nega-
tivos, até um limiar @z = —2.

Analisamos os graficos do calor especifico para varios valores de 7z, para as trés
redes em estudo e identificamos que a transicdo € de segunda ordem. Alguns destes gréa-
ficos estdo ilustrados nas figuras (3.30), (3.31) e (3.32), para a rede 20x20. O conjunto
dos pontos criticos para diferentes valores de 7 forma uma linha critica similar a obser-
vada em campo médio (ver figura 2.22). Repetimos o procedimento anterior para diversos
valores de 7z fixos, entre 2 > 71 > —2. Em todos observamos aumento em c,, para va-
lores de 1.36 > T, > 0.465 para a rede 10x10, 1.34 > T, > 0.54 para a rede 20x20 e
1.38 > T, > 0.627 para a rede 50x50.

Investigamos a regido aonde, segundo resultados de campo médio, deve ocorrer
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Figura 3.26: Densidade sub-rede 1 Figura 3.27: Densidade sub-rede 2

A densidade da sub-rede 2 passa
para 1 depois de ocorrer a transicao de fase
emT =1.10, para = —1.4.

A densidade da sub-rede 1 vai a zero depois
da transicdo em T = 1.10, para i = —1.4.
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Figura 3.28: Densidade sub-rede 3 Figura 3.29: Densidade sub-rede 4.

A densidade da sub-rede 3 vai a zero depois A densidade da sub-rede 4 passa para 1

- — depois
de ocorrer a transicao de faseem 7' = 1.1 . —
g_ 0, de ocorrer a transicdo de fase em T' = 1.10,
parai = —1.4. 7
para = —1.4.

uma transicado de primeira ordem, conforme o ilustrado na figura (2.25). Para observar na

simulagio transigdo de 1¢ ordem realizamos simulagdes a 7T fixo e 7z varidvel. Fizemos

isso para as redes 10x10 20x20 e 50x50 com intervalos de Az = 107,

das densidades vs. p para as redes 10x10, 20x20 e 50x50, estdo expostos nas figuras

(3.33), (3.34) e (3.35). Partimos de = = —3 aonde o sistem esta na fase de gas, p = 0,

e elevamos o potencial quimico. Observamos que para @ = 7, ocorre uma transi¢do de
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primeira ordem para a fase de liquido diluido uniforme. Aumentando ainda mais o valor
de 7z, observamos em 7z = 2 (ver figuras3.36, 3.37, 3.38) que ocorre uma nova transicao

de fase. Esta transicdo é entre a fase de liquido diluido uniforme e liquido denso.

Repetindo o procedimento para varias temperaturas, observamos que as transi¢oes
de 12 ordem gas/ liquido diluido uniforme e liquido diluido uniforme/ liquido denso exi-

tem para 0.5 > 7" > 0, aproximadamente.

1,5

T

Figura 3.30: Calor especifico da rede 20x20.
Para iz = 1.8 verificamos a descontinuidade no calor especifico caracterizando uma
transicéo de segunda ordem.

T

Figura 3.31: Calor especifico da rede 20x20.
Para 1z = 1.4 verificamos a descontinuidade no calor especifico caracterizando uma
transicdo de segunda ordem.

Como o sistema se comporta quando ndo ha transi¢cdo de fase? Para responder

analisamos o sistema para 7 > 2 e 1 < —2. Nestes casos, ilustrados nas figuras (3.39),
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Figura 3.32: Calor especifico da rede 20x20.
Para z = 1.6 verificamos a descontinuidade no calor especifico caracterizando uma
transicao de segunda ordem.

0,5 —

0,4 —

0.3 —

0.1 —

-0,1 —

0.2 . I . I . I . | . |

Figura 3.33: Densidade da rede 10x10.
A variagao brusca na densidade caracteriza uma transi¢ao de primeira ordem, neste
casoemyg = —2.

0,5

1 n L n 1
-4 -2 o

n

Figura 3.34: Densidade da rede 20x20.
A variagao brusca na densidade caracteriza uma transicao de primeira ordem, neste
casoem g = —2.
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Figura 3.35: Densidade da rede 50x50.
A variagao brusca na densidade caracteriza uma transicao de primeira ordem, neste
casoem g = —2.
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Figura 3.36: Densidade da rede 10x10.
Para um temperatura fixa, 7" = 0.2, vemos um salto na densidade total do sistema,
caracterizando uma transi¢do de primeira ordem.
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0,8 — —
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0.4 P S NS NS RS R
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Figura 3.37: Densidade da rede 20x20.
Para um temperatura fixa, 7 = 0.2, vemos um salto na densidade total do sistema,
caracterizando uma transi¢do de primeira ordem.

(3.40) e (3.41) que mostram as densidades de toda a rede para 10x10, 20x20 e 50x50

para um potencial quimico z = 2.4, e na figura (3.42) para 7 = —2.4 ndo existe nelas
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0.6 — —

0,4

Figura 3.38: Densidade da rede 50x50.
A variacgao brusca na densidade caracteriza uma transi¢ao de primeira ordem.

variacOes bruscas, sendo assim temos uma passagem suave entre as fases fluido e liquido

denso ou fluido e gas sem fronteiras de transig&o.

4

Figura 3.39: Densidade da rede 10x10.
Aqui vemos uma passagem suave na densidade da fase fluido para a fase liquido diluido
uniforme com potencial quimico 7 = 2.4.

0.6 . | . | . I

ol

Figura 3.40: Densidade da rede 20x20.
Aqui vemos uma passagem suave na densidade da fase fluido para a fase liquido diluido
uniforme com potencial quimico 7z = 2.4.
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Figura 3.41: Densidade da rede 50x50.
Aqui vemos uma passagem suave na densidade da fase fluido para a fase liquido diluido
uniforme com potencial quimico 7 = 2.4.

0.4

Figura 3.42: Densidade da rede 50x50.
Aqui vemos uma passagem suave na densidade da fase fluido para a fase gas com
potencial quimico 7 = —2.4.

3.5 Diagrama de Fases

Nesta secdo reuniremos os dados obtidos na observacéo das figuras da secdo anterior
para produzir o diagrama de fases do gas de rede (u X T') para as redes 10x10, 20x20 e

50x50. Antes disso falaremos de um dado novo aparecido durante as simulagdes de MC.

Em primeiro lugar, observamos um comportamento andmalo na densidade. Obser-
vando a figura (3.43), onde mostramos a varia¢do da densidade com a temperatura para
7t = 1.4, notamos que a medida que diminuimos a temperatura a densidade aumenta como
se espera. Porém em um certo ponto ocorre um maximo e a densidade comeca a dimi-
nuir antes que a transicao de fase critica ocorra. Isto ndo era esperado, pois diminuindo

a temperatura diminuimos também a entropia do sistema, fazendo com que o potencial
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quimico sempre introduza moléculas no sistema. A figura (3.44) ilustra este fendmeno
para um potencial negativo. A anomalia aparece, porém, como um minimo na densidade.
Investigando varios graficos da densidade das redes 10x10 20x20 e 50x50 para valores
de potencial quimico diferentes, determinamos os pontos onde acontecem as anomalias e

graficamos o resultado na figura (3.45).

0,65

0,55

4l v

Figura 3.43: Maximo na densidade da rede 20x20.
Vemos no grafico da densidade pela temperatura que em 7" = 1.38 temos um maximo na
densidade. Usamos a rede 20x20 e = = 1.4 para fazer a ilustracéo.

0,55 — —]

0,5¢=

Transicao de fase

P 0,45
Anomalia na
densidade

0,35

-

Figura 3.44: Minimo na densidade da rede 20x20. B
Para um potencial quimico 7 = —1.4, temos um minimo na densidade em 7" = 1.38.
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Figura 3.45: Pontos de anomalia na densidade.
Aqui temos varios pontos de maximo e minimo na densidade para as redes 10x10, 20x20
e 50x50, caracerizando a anomalia.

Juntamos os varios pontos criticos e linhas de primeira ordem observados através
dos passos da secéo (3.4) para valores de potencial quimico diferentes com 0s pontos
de anomalia da densidade e montamos os diagramas de fases das redes 10x10, 20x20 e
50x50 nas figuras (3.46), (3.47), (3.48) respectivamente. O erro associado aos pontos do
diagrama vem da variacdo de temperatura adotada, pois pode-se perder a posi¢do do pico
do calor especifico na passagem de 7" para T'+ AT. Assim, o erro estimado é AT = 102
para as redes 10x10, 20x20 e 50x50. Isto €, a variacdo de temperatura usada na regido
critica para essas redes. Nestes casos, o0 proprio tamanho dos pontos na representacdo nos
servem como barras de erro, ja que ultrapassam o tamanho destas. A linha de primeira
ordem encontra a linha critica em um ponto tricritico [39].

Os pontos tricriticos variam seu valor de acordo com o tamanho da rede, ou seja,
(T = 0.4649) para a rede 10x10, (T' = 0.5237) para a rede 20x20 e (T = 0.6267) para
a rede 50x50. Como podemos nos assegurar de que a transicdo observada para 0.465 <
T < 1.36 para a rede 10x10, 0.54 < T < 1.34 para rede 20x20 e 0.627 < T < 1.328

para a rede 50x50, é realmente critica? Em sendo critica, como podemos calcular o valor
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Figura 3.46: Diagrama de fase da rede 10x10.

da temperatura critica?

Realizamos simulacdes para diferentes tamanhos de rede para que pudessemos in-
corporar os efeitos de tamanho finito. A teoria de “finite size scaling”, prevé como 0s
méaximos nas diferentes grandezas (p. ex., compressibilidade, calor especifico, etc.) se
tornam singularidades quando nos aproximamos do limite termodindmico. Assim, usando
os dados obtidos para diferentes tamanhos de rede e realizando uma extrapolacéo, obter-

mos o valor de 7. predito pela simulagéo no limite termodinamico.

De acordo com esta teoria temos que [35]:
To=T.(1+xoL ), (3.34)

onde T, é a temperatura obtida na simulag&o, 7, a temperatura critica do sistema infinito

e o um parametro.
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Figura 3.47: Diagrama de fases da rede 20x20.

Para o sistema de gas de rede bidimensional » = 2 e portanto temos:

To=T.(1+zL7'?).

(3.35)

Fazendo um gréfico de T; vs. L~'/2, obtemos no limite de L~/2 — 0 o valor de 7.,

termodinamico. A figura (3.49) mostra as temperaturas criticas (7;), para as redes 10x10,

20x20, 30x30 e 50x50 para um potencial quimico zz = 1.7 e com um erro, associado a

variacdo de temperatura, de AT = 10~*. A temperatura critica extrapolada para este caso

é:
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Figura 3.48: Diagrama de fase da rede 50x50.

3.6 Resumo

As simulagdes numéricas sdo usadas para resolver problemas que possuem a solucao
analitica muito complexa e trabalhosa, ou impossivel de ser obtida. No nosso caso, temos
um sistema com muitas particulas e isso implica numa infinidade de estados possiveis
para o sistema, inviabilizando a solucdo exata do problema. Para resolver isso, usamos
um método de simulacdo numérica chamado de Monte Carlo, onde aplicamos o algoritmo
de Metropolis. Esta simulacédo, apesar de ndo realizar aproximacdes no hamiltoniano do
sistema (3.28), ndo € exata. A simulacdo faz uma aproximacdo melhor que a de Campo
Médio, uma vez que ndo resolve a soma sobre todos os estados do sistema da funcéo de

grand particdo, mas faz a soma sobre os estados mais relevantes.

Com as simulagdes investigamos as fases do sistema para cada par de valores (T, 1z)
do potencial quimico e da temperatura. A partir dai construimos o diagrama de fases do

modelo para trés tamanhos diferentes de rede: 10x10, 20x20 e 50x50, onde encontramos
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Figura 3.49: Extrapolacdo para tamanho de rede infinito.

A extrapolacéo do sistema com potencial quimico fixo @ = 1.7

um novo resultado em relacdo ao capitulo anterior. O sistema apresenta anomalia na den-
sidade. Além disso, as linhas de 22 ordem ficaram deslocadas com relacdo ao diagrama
encontrado no capitulo de campo medio. As linhas de 12 ordem permaneceram em p, = 2
e 1 = —2, mas o ponto tricritico, que une as duas linhas, de 1% e 2¢ ordem, também teve

sua posi¢do modificada.
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Capitulo 4

Conclusoes

Nesta dissertacdo estudamos um modelo simples de gas de rede bidimensional com
interacGes competitivas com a finalidade de descobrir se um potencial de duas escalas
apresenta anomalia na densidade e se esta associada a presenca de criticalidade. No capi-
tulo 2 mostramos, via analise de campo médio, que a possibilidade da presenca de dupla
criticalidade esta associada a existéncia de dupla instabilidade em K7 e que isto sé ocorre

se 0 potencial tiver um caroco atenuado e, conseqlientemente duas escalas de interacéo.

Com o objetivo de testar esta hipoOtese, baseada em uma anélise de campo medio,
estudamos um modelo extremamente simples, mas que apresenta duas escalas. Analisa-
mos 0 modelo de gas de rede bidimensional com interacdes repulsivas de 1% vizinhos e
atrativas de 22¢ vizinhos. Este modelo simples apresenta um potencial ilustrado na figura

(2.6) e pode ser representado pelo hamiltoniano a seguir:

Hz—%Zcricrj—VgZaiaj—uZai. (4.1)

<ij> <ij>

A Eq.(4.1) possui um termo linear no potencial quimico, x, que permite controlar a varia-
¢do no namero de particulas. Os dois primeiros termos sao a energia interna do sistema e
representam o potencial de duas escalas competitivas mostrado na figura (2.6). Escolhe-
mos V; < 0 e V5, > 0 como forma de representar uma escala com energia mais baixa que

a outra.
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A rede foi dividida em quatro sub-redes entrelagcadas que interagem entre si, sendo

que cada sitio da sub-rede « recebe um nimero «, e assim por diante (vide fig. 2.19).

Inicialmente encontramos a forma do diagrama de fases via campo meédio. Para o
problema apresentar solucdo analitica, usamos uma aproximacao de campo médio, onde

substituimos a equacéo (4.1) pela eq. (2.65), que é

H'M =3 <Z €apps + ua> 0i — % > % T T C)
=1 p=1

a=1 ica \p=1

onde p, = (o;) é a densidade média de ocupacéo de uma dada sub-rede « e com o se-
gundo termo de (4.2) sendo a corre¢do de recontagem. Com a eq. (4.2), determinamos o
grande potencial por sitio do sistema, ¢, equacdo (2.75), e as quatro equac6es das densi-

dades de cada uma das sub-redes, as equages (2.84).

Tendo em méos o conjunto de equacdes (2.84), montamos o diagrama de fases do
nosso gas de rede na aproximacdo de campo médio da seguinte forma. Primeiro, fixamos
os valores, por simplicidade, V; = —1 e V, = 1. Depois, resolvemos as eqs. (2.84) para
varios valores diferentes de temperatura e potencial quimico, o que nos deu um conjunto
solugdo (p1, p2, ps, p4) para cada par (7, u). Por fim, reconhecemos a que fase pertence o

conjunto solugdo (p1, pa, p3, p4) através da descricéo feita na se¢éo (2.3).

Encontramos um diagrama de fases y. vs. 1" de campo médio com a presenca de
trés fases: gas, liquido denso e liquido diluido uniforme. Para altas temperaturas o sis-
tema se encontra em uma fase de fluido desordenado. Baixando-se 7" para um potencial
quimico fixo p/|Vi| < —2 o sistema passa continuamente de fluido desordenado a gas;
para u/|V4| > 2 passa continuamente de fluido desordenado a liquido denso. No intervalo
—2 < p/|Vi| < 2 o sistema sofre uma transicéo de 2% ordem que da origem a uma linha
critica e a dois pontos tricriticos, como ilustrado na figura (2.25). Neste diagrama, para

kT /|Vi| < 0.924, surge a coexisténcia entre duas fases liquidas.

Com o objetivo de detectar em que grau a razao entre as duas escalas do potencial
influencia o diagrama de fases, estudamos o caso em que V>/V; = —0.5 e vimos que,

qualitativamente, o diagrama ndo muda, alterando apenas a regido de abrangéncia da fase
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liquido diluido uniforme, como mostrado na figura (2.26).

Com a aproximacao de campo médio ndo encontramos nenhum efeito anémalo na
densidade. Tudo o que conseguimos aferir € que a presenca de duas escalas competindo

da origem a duas fases liquidas.

Para um estudo mais preciso do nosso problema, usamos um método de simulagédo

numérica chamado de Monte Carlo, onde aplicamos o algoritmo de Metropolis.

Com as simulages investigamos as fases do sistema para diferentes valores do po-
tencial quimico e da temperatura e, a partir dai, construimos o diagrama de fases da rede
para trés tamanhos diferentes: 10x10, 20x20 e 50x50. O diagrama de fases obtido via MC
apresentou a mesma estrutura do observado via CM. No entanto, as simulagdes mostram
anomalia na densidade préxima a transicao liquido-liquido conforme o ilustrado na figura
(3.46). Cabe ressaltar que esta anomalia difere da apresentada pela agua uma vez que
aqui fizemos . constante, enquanto que a anomalia da densidade na &gua ocorre a pressao
constante. Outro resultado da simulacdo é que as linhas de 22 ordem ficaram deslocadas
com relacdo ao diagrama encontrado através de campo médio. As linhas de 1% ordem
permaneceram em u = 2 e u = —2, mas 0s pontos tricriticos, que unem as duas linhas,
de 12 e 2 ordem, também tiveram suas posi¢6es modificadas com relacdo a aproximacéo

de campo médio, como pode ser visto comparando-se as figuras (2.25) e (3.46)-(3.48)*

Apesar da agua ter sido a grande motivadora do nosso trabalho, nosso modelo nédo
sugere o gas de rede com interacdes competitivas como o modelo para ela, ja que possuli
caracteristicas que ndo encontramos nessa substancia tais como linhas criticas e pontos tri-
criticos e, ainda, limitagdes simplificadoras, como bidimensionalidade e isotropia. N0osso
intuito foi entender as origens das anomalias para podermos analisar, além da agua, o
comportamento de uma série de liquidos , tais como S, Se, Te, Cs, Si, Ge, I, C, P, SiO, e

BeF, que, em maior ou menor grau, apresentam anomalias.

!BALLADARES, A. L.; BARBOSA, M. C.. Density anomaly in two scale potential. (em preparacio).
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Apéndice A

Crescimento do virial acima da

Temperatura de Boyle

Neste apéndice iremos mostrar que, para um potencial do tipo Lennard-Jones (uma
Unica escala), o virial € uma funcdo monotonicamente crescente da densidade. Comece-

mos com a expansdo virial para a densidade dada por:

P=pkT (1+Bp+Cp*+..) =kgTp+kgTp(Bp+Cp*+...), (A.1)

aonde kg é o fator de Boltzmann e B e C sdo coeficientes da expansdo virial. Substituindo

esta equacdo na Eq.(2.1) temos a seguinte expressao para o virial:
U = 6kgT (Bp+ Cp* + ...) (A.2)
logo, a derivada potencial em relacdo a densidade € dada por:

LN pppT + 2kyTCp+ . (A3)
6 \dp/r

que no limite de p — 0, fica BkgT. Pela equacdo Eq.(A.3) vimos que, em p = 0

(gas ideal), o sinal da interacdo de uma isoterma, no plano de ¥ — p, € 0 mesmo do
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segundo coeficiente virial B no limite de baixa densidade. Portanto, abaixo da temperatura
de Boyle a inclinacdo da isoterma diminui com a densidade e aumenta com ela para
temperaturas mais altas. Como as isotermas possuem curvaturas positivas neste plano,
para o potencial de Lennard-Jones (vide fuguras 2.1, 2.2 e 2.3), acima da temperatura de

Boyle o virial € uma funcdo monotonicamente crescente da densidade.
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Apéndice B

Probabilidade Condicionada - Regra de

Bayes

A Regra de Bayes permite calcular a probabilidade de um evento A ocorrer, sendo
gue um outro evento B ja tenha ocorrido, sendo as probabilidades de ocorréncia desses

dois eventos dependentes condicionalmente. A regra de Bayes diz que

P(AN B)

P(A/B) = —5g

(B.1)

Assim reconhecemos que:

Evento A — “Encontrar o sistema no estado «;”

Evento B — “Aceitar um estado «;”

Evento A N B — “Encontrar o sistema no estado «; em meio aos estados aceitos.”

Evento A/B — “Encontrar o sistema no estado «; uma vez que ele foi aceito”
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Podemos escrever:

o~ B(Ea;—nN)

)

2]

P(ANB) = p,, = a; €N

P(B> = Mo,

e )

2 :6 EaZ MN

P(A/B) =

onde probabilidade P(A/B) ndo esta normalizada. Portanto,

P(A/B) _ Gile (PN
T, = :
i Q Qze B(Ea;—uN)

a;

(B.2)

onde () é a constante de normalizagéo tal que

Dt o
YT, = o) =1 =

@Ze
Zn—l - Eaz MN)

Q = . (B.3)

Ze ﬁ(Eo‘i ”N)

a;

Das equacdes B.2 e B.3 chegamos a

—1 - (Eai_MN>
P T

. —.
E Ny € B(Ba;—uN)
(673
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