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O teorema fundamental da algebra, foi demonstrado pela primeira vez, no seculo 18
em 1746, pelo matematico francés Jean Baptiste Le Rond d’Alembert, a prova foi
considerada fraca por alguns matematicos, pois 0 matematico nao conseguiu provar o lema
que ficou conhecido como, lema d’Alembert. Demonstraremos a seguir a prova dada por
d’Alembert, usaremos teorema do valor extremo e o Lema d’Alembert .

Por [3], temos:

Teorema 1. Se p (z) € um polindmio ndo-constante com z € c e p(z) # 0, entdo qualquer
fronteirade z contém um ponto z talque|p(z)|<
|p(z)|. Aprovadestelema fol dada pelo Puiseux em 1850.

Teorema 2. (Teorema do Valor Extremo) Suponha que f: [a, b] ->IR é uma funcao continua,
entao temos que f atinge um valor minimo e maximo.

Por este teorema, temos que | p (z) | tem um valor minimo para|z | ->IR e que 0 minimo
deve ser maior ou igual a O, por definicdo. Se o valor minimo é superior a 0, no entanto,
temos uma contradicao com o Lema de d'Alembert, uma vez que nao sera mais capaz de
encontrar [p (z) | <|p (z) |para| p (z0)| préximo a 0. Assim sabemos que existe um ponto z,
onde | p (z) | =0 e, portanto p(z)=0.

Em 1844, Liouville publicou o teorema de Liuoville, utilizado na demonstracéo do
teorema fundamental da algebra. Para esta prova daremos as seguintes definicdes;

Definicao 10. Uma funcao em C € inteira, desde que seja diferenciavel sobre todaa C.Isso éo0
. A . n n' 7 Vd
caso dos polindmios naforma p(z) = anz + an-1z "+...+ aoonde z € um numero complexo

Definicao 11. Uma funcé@o em C é analitica se sua derivada existe em um conjunto aberto C.
Entdo podemos perceber que todos os polinébmios em € sao inteiros e analitico.

Teorema 4. (Teorema de Liouville) Se f (z) é inteirae | f (z) | € limitada para todo z em C, entao
f (z) é constante.

Note que | f (z) | € simplesmente o valor absoluto da funcéo de z.

Suponhamos entao que p(z) nado tem zero para qualquer zem C. Entédo afuncéaof (z) = 1/p
(z)/ é analiticaem todos os lugares.

Alem disso, como z temos que | f (z) | 0. Assim, f (z) € limitada paratodos z. Assim, pelo
Teorema de Liouville, temos que f (z) € constante. No entanto, sabemos que p (z) nao é
constante, por isso temos uma contradi¢cao. Portanto, p (z) =0 para pelo menos um zem C.
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Um polinémio p(Z)
com coeficientes
complexos e de grau
maior ou igual a 1,
possui uma raiz
complexa

O corpo dos niumeros
complexos é
algebricamente
fechado

Em 1799, Gauss consegue dar a primeira prova valida do teorema
fundamental da algebra, apresentada em sua tese de doutorado. No ano de 1816
Gauss apresenta mais duas versdes do teorema, uma delas sera apresentada a seguir,
por 2 temos

Para demonstrar o teorema é preciso entender, os lemas a sequir:

Lema 1l

Todo o polinédmio de coeficientes reais de grau impar tem uma raiz real.

Lema 2

Todo o polinomio de coeficientes complexos e grau dois, tem pelo menos uma raiz
complexa.

Lema 3

Se todo polindmio de coeficientes reais, nao constante, tem uma raiz complexa, entéao
todo o polinémio de coeficientes complexos, ndo constante, tem uma raiz complexa.

Lema4
Todo o polindbmio real nao constante tem uma raiz complexa.

Demonstracao

Seja f(x)=a,x"+...+ a, um polindmio de coeficientes reais, ndo constante e a, # 0.
Vamos provar por inducéo no grau do polinébmio que, f(x) tem uma raiz complexa.
Sejan=2Mg com q impar. Vamos fazer umainducao em m.

Se m=0 temos n=q e o grau do polindmio é impar. Logo pelo Lema 1, temos que o
polindbmio tem uma raiz real.

Suponhamos agora que a propriedade se verifica para todos os graus d=2%q' com
k<m e ' impar, e que o grau de f € n=2"q.

Seja F' o corpo de decomposicao de f(x) sobre IR cujas raizes sao ry,..., . Vamos
mostrar que pelo menos uma destas raizes € complexa.

Seja g um inteiro e consideremos o polinédmio

Gxy=[ J{x—( n+r, +grnr. N
=

de coeficientes em F'[X].
Ao formar G, escolhemos os pares de raizes {r,r;}, de modo que o numero destes
pares seja o numero de maneiras possiveis, de escolher dois elementos em n, ou
seja,
2 [g(2 g -1)]=2 g, onde g’ € impar, entdo o grau de Gé n =2 q’. Como G € um
polindmio simétrico e {r;,r;}, sao raizes de um polindmio real, entao os coeficientes
s{ri,ri}, s’ {r;,r;}, de G sao reais. Entdao podemos dizer que G(x) tem coeficientes reais e
0 grau de G é 2™1¢’.
Por hipdtese de inducédo temos que G tem uma raiz complexa, logo existe um par
{r,r;}, com ri+r+grr; pertencente a C. Como g € um inteiro qualquer, podemos dizer
que para cada g, existe um par {r;,r}, com r;+r;+g,r;r; pertencente a C .Como temos
infinitas escolhas para g e finitas possibilidades parai e j, entao existe um g, e g, € IR
tal que Z’ = ri+ry+g,rir; € 2= ri+r+g,rr; €, entao z’-z”= (g,-g,)rr; pertence a C. Mas isso
faz com que g,r;r; pertenga a C, logo r;+r; pertence a C.

Entdo, p(x)=(x-r;)(x-r;) = x*-(r;+r;)x+r;r;tem coeficientes complexos, e grau dois, logo
pelo Lema 2, as suas raizes sdo complexas. Como r4,...,I, S&0 raizes de f(x), temos que
f(x) tem uma raiz complexa.

Teorema: C € um corpo algebricamente fechado.
Demonstracao

O Lema 4 diz que qualquer polindmio real ndo constante, tem uma raiz complexa, e
o Lema 3 diz que se todos os polinbmios reais nao constantes tém uma raiz complexa,
concluimos todos os polinbmios complexos nédo constantes, tém uma raiz complexa.
Entao temos que todos os polindmios complexos, decompdem-se em C, logo, C € um
corpo algebricamente fechado.

Observacoes — As proximas demonstracdes a serem estudadas serdo nas areas de
Algebra linear, Teoria de Corpos e Topologia.


mailto:juliana.s.ricardo@gmail.com
mailto:Luverciferreira@furg.br
http://www.uccs.edu/~rgressle/Papers and Links_files/FTA.pdf
http://www.uccs.edu/~rgressle/Papers and Links_files/FTA.pdf
http://www.uccs.edu/~rgressle/Papers and Links_files/FTA.pdf
http://www.uccs.edu/~rgressle/Papers and Links_files/FTA.pdf
http://www.uccs.edu/~rgressle/Papers and Links_files/FTA.pdf
http://www.uccs.edu/~rgressle/Papers and Links_files/FTA.pdf
http://www.uccs.edu/~rgressle/Papers and Links_files/FTA.pdf
http://www.uccs.edu/~rgressle/Papers and Links_files/FTA.pdf
http://www.uccs.edu/~rgressle/Papers and Links_files/FTA.pdf
http://www.uccs.edu/~rgressle/Papers and Links_files/FTA.pdf
http://www.uccs.edu/~rgressle/Papers and Links_files/FTA.pdf
http://www.uccs.edu/~rgressle/Papers and Links_files/FTA.pdf
http://www.uccs.edu/~rgressle/Papers and Links_files/FTA.pdf
http://www.uccs.edu/~rgressle/Papers and Links_files/FTA.pdf
http://www.uccs.edu/~rgressle/Papers and Links_files/FTA.pdf

