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O Paradoxo

Em 1924, Stefan Banach e Alfred Tarski publicaram um artigo demonstrando entre
outras coisas que uma bola solida no espaco tridimensional pode ser decomposta
em um numero finito de partes disjuntas, de tal maneira que aplicando apenas
movimentos rigidos nessas partes, construimos duas copias identicas da bola
original. O paradoxo reside no fato de que esses movimentos nao alteram volumes
Oou areas.

Conjuntos Nao-Mensuraveis

Cada uma das partes nas quais a bola e dividida € um conjunto nao-mensuravel
pois, tanto no sentido formal quanto no intuitivo, a medida de uma uniao disjunta € a
soma das medidas das partes. Mostraremos que e possivel obter uma
decomposicao do intervalo [0,2] em um numero Infinito enumeravel de partes
disjuntas, de tal maneira que transladando cada uma delas obtemos a reta inteira
como resultado da uniao das partes transladadas.

O Axioma da Escolha e a Acao do Grupo SOn

Essas particoes da bola e do intervalo sao feitas atravées da acao do grupo de
isometrias SOn e do Axioma da Escolha. No caso do intervalo temos uma
decomposicao em um numero infinito enumeravel de partes pois paran=1,2 SOn e
soluvel. Para a bola a decomposicao é finita pois n 2 3 SOn possui um subgrupo
livre gerado por duas rotacoes.
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