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A caracterizacao dos numeros inteiros que podem
ser escritos como soma de dois quadrados

Introdugdo

Este trabalho trata de uma importante
aplicacdo da teoria de anéis a teoria de
numeros: a caracterizacao dos nimeros
inteiros que podem ser escritos como
soma de dois quadrados.

Para tanto, utilizamos a caracterizacio
dos primos que podem ser escritos de
tal forma, conforme proposto e
demonstrado por Fermat, trabalhando
com as propriedades de fatoracdo Uinica
e com a funcido norma no conjunto dos
inteiros de Gauss.

Alguns exemplos-

Vemos que 0, 1 e 2 podem ser escritos
como soma de dois quadrados:

0=07+0? 1=12+07?
2=12+12
Note que a decomposi¢do em soma de
quadrados nao é necessariamente
Unica:
25=52+02=3%+4?
E pode ocorrer também para ntimeros
que nao sdo quadrados perfeitos:

125=10*+5*=11*+2>
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A sequéncia para a demonstragdo-

De acordo com o Pequeno Teorema de
Fermat,

x''-1=0, VxeZ, \{0}

Com esse fato, podemos demonstrar que,
dado um primo p, sdo equivalentes as
seguintes afirmacées:

i) p=2ou p=1(mod4)
iiy3aeZtqga® =-1(mod p)
iii) p ndo é irredutivel em Z]i]

iv) p é soma de dois quadrados.

E, a partir dessas afirmacoes, podemos
caracterizalg]os elementos irredutiveis do
conjunto

Através do lema que garante que o produto
de dois numeros que sdo soma de dois
quadrados ainda é uma soma de dois
quadrados e tendo demonstrado que os
irredutiveis de Zl] tém norma igual a
soma de dois quadrados, chegamos ao
teorema final, descrito a seguir.

O Teorema:

Seja n um Inteiro positivo, cuja fatora¢do
Irredutivel em 2Zé

_Ar U u, V| Vg
n=2".p,"...p,".q,"...q,

com Pi>+ P; primos do tipo 4k+1 e 91>+
primos do tipo 4k+3.

Entao n é soma de dois quadrados se, e
Ve Vo~
somente se, > s sa0 pares.

Referéncia: GARCIA, ARNALDO; LEQUAIN, YVES. Elementos de Algebra. 5 ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2008.



