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Resumo

Neste trabalho, nés estudamos propriedades bésicas de aplicagoes mono-
tonas por partes, utilizando a Teoria Kneading na obtencao de uma condigao
suficiente para a existéncia de conjugacao topoldgica entre uma certa classe

de aplicacoes padrao.

Abstract

In this work we study basic properties of piecewise - monotone maps
using Kneading Theory to obtain a sufficient condition to existence of a topo-

logical conjugation between maps of a certain class of standard applications.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos a Teoria Kneading, para aplicagoes mondtonas
por partes, continuas, tendo como objetivo, a classificacao, através de con-
jugacao topoldgica, de uma certa classe de fungoes que denominaremos apli-
cacoes padrao.

Nossa principal referéncia, é o trabalho de [1], ao qual fazemos um estudo
detalhado, evidenciando os principais aspectos da teoria, e provando aqueles
que sdo omitidos em [1]. Estudos relativos a esta abordagem também sao
encontrados em [5]. Todavia a obra pioneira no emprego da Teoria Kneading
¢ o trabalho de John Milnor e Willian Thurston de 1988, ver [2], onde sao in-
troduzidos e largamente utilizados os conceitos fundamentais da teoria como
os itinerdrios.

No capitulo 1, colocamos os pré-requisitos minimos para o entendimento do
texto, com o objetivo, nao apenas de tornar o texto mais auto suficiente,
mas também de evitar confusoes acerca de qual a definicao do conceito que
estamos utilizando no nosso contexto, assim como da notagao utilizada.

No capitulo 2, iniciamos o texto propriamente dito, introduzindo as idéias
béasicas da Teoria Kneading, como ponto de retorno (turning points), voltas
(laps) e itinerario, para a classe de aplica¢oes mondtonas por partes, continuas,
num intervalo compacto, com fronteira invariante, que passamos a chamar,

f-modais. A seguir demonstramos o Lema 2.9 e seu Corolério 2.10, que per-



mitirao provar o Teorema 2.11, esclarecendo a relagao entre a periodicidade
das orbitas de f e seus respectivos itinerarios. Em particular, o Corolario
2.10, segue de [4], e vai permitir falar em limites de itinerdrios no capitulo 4.
No capitulo 3, seguimos em parte a notacao de [2]. Nosso objetivo aqui é
produzir uma ordenagao no espaco dos itinerarios. Para isto, introduzimos
diversos elementos e provamos resultados, que vao permitir, nao s6 provar
que a aplicacao itinerario é nao decrescente, como também servirao de fer-
ramentas para os resultados do capitulo 4. Neste ponto aparece a definicao
de aplicacao padrao, que sera classe sobre a qual a aplicagao itinerario é uma
bijecao que preserva ordem, este é o resultado do Teorema 3.18.

No capitulo 4, apresentamos a definicao de invariantes kneading, como certos
limites laterais, que servirao para definir as sequéncias admissiveis e carac-
terizar a imagem da aplicacao itinerario, de uma aplicacao, f-modal, padrao.
Isto é obtido no Teorema 4.11. De posse deste resultado, concluimos nosso
trabalho, com o Corolério 4.12, que classifica, quanto a conjugacgao topolégica,

as aplicacoes -modais, padrao, utilizando seus invariantes kneading.



Capitulo 1

Pré-requisitos

Neste capitulo inicial, introduzimos algumas notagoes e definigoes da teo-
ria geral de sistemas dinamicos, que utilizaremos neste trabalho.
Neste capitulo, o par (X, d), sera sempre um espago métrico localmente com-
pacto(possivelmente compacto), com a métrica d. Em todo o trabalho, deno-
tamos Ng = NU {0}. Em geral, para quaisquer x € X e € > 0, denotaremos
por B(z,e) C X, o conjunto, B(z,e) ={y € X | d(z,y) < £}. Ainda, para
um subconjunto A C X, denotaremos A como sendo o fecho de A na topolo-

gia dada pela métrica d.

Definigao 1.1. Seja f : X — X, continua. Diremos que a familia F = {f™ :
X — X | n € No} é um sistema dinamico a tempo discreto. Cujo estudo

consiste no entendimento dos iterados f"(z) paran > 0e z € X.

E nesta classe de sistemas dinamicos que vamos trabalhar. Assim, quando
nos referirmos a uma funcao, f : X — X continua, estaremos nos referindo

ao sistema dinamico correspondente F = {f": X — X | n € Ny}.



Definigao 1.2. Seja f : X — X, continua. Denominaremos a orbita positiva

de z € X, como sendo a sequéncia OF(z) = {z, f(z), f*(z),...} € XN,

Definigao 1.3. Seja f: X — X, continua. Um ponto x € X ¢ dito:

- fizo, se f(x) = x;

- periddico, se existe ¢ > 0, tal que, f(z) = x;

- eventualmente periddico, se existe N € Ny, tal que, fV(z) seja periédico.
Seja x € X, um ponto periédico. Qualquer g > 0, tal que, f%(x) = z, sera
dito um periodo para x. O valor T'=min{q > 0 | fi(z) = x}, serd dito o
periodo minimal de x.

Definimos, ainda, os conjuntos:

Per(f)={z€ X |d¢>0, fi(z)=uz}
Fiz(f) ={r e X | f(z) = =}

Definicao 1.4. Seja f : X — X, continua. Um subconjunto A C X, sera

dito, f-invariante, se f(A) C A, e portanto f"(A) C A, para todo n € Ny.

Defini¢ao 1.5. Sejam f: X; — X; e g: Xy — X5, continuas, com (X1,d;),
(X3, ds), espagos métricos localmente compactos. Diremos que f e g s@o topo-
logicamente conjugadas, se existir um homeomorfismo, h : X; — X5, tal que,
hof = goh. Assim, h serd dito, uma conjugacdo. Caso tenhamos ho f = goh,
e h seja apenas uma sobrejecao, diremos que f e g sao semi-conjugadas, € h
sera dito, uma semi-conjugacao.

Dois sistemas dinamicos topologicamente conjugados sao ditos equivalentes,
pois tem as mesmas caracteristicas dinamicas topoldgicas. Mais precisa-
mente, se f e g sao equivalentes, entao existe uma conjugacao que leva ponto
periédico de mesmo periodo em ponto peridédico de mesmo periodo, ponto

fixo em ponto fixo, e assim por diante.



Definigao 1.6. Seja o conjunto S = {5, 955,S53,...,5,}, um conjunto ar-
bitrdrio de n simbolos. Podemos tomar o conjunto ) das sequéncias infini-

tas, assumindo valores em S, que sera naturalmente:
Zn - {t - (to,tl,tg, ) | tk S S,Vk c No}

Tal conjunto pode ser munido de uma métrica natural, d : > x>  — R

dada por:

0 ,se s=t

2LN ,s€ s F£t

d(s,t) =

onde s,t € ) sao quaisquer, e N = min{k € Ny, s, # t;}. Assim () ,d)
sera um espaco métrico compacto.

Podemos definir uma funcéo o : ) — >, denominada shift unidirecional
a esquerda, dada por, o(to, t1,ts,...) = (t1,t2,13,...), para todo t € > .
Pode-se mostrar que o shift é uma aplicagao continua na métrica d, e portanto,

um sistema dinamico da mesma classe que estamos tratando.

Definicao 1.7. Seja f : X — X, continua. Um ponto x € X, fixo para f,
sera dito atrator bi-lateral, se existir uma vizinhanca U de x, na topologia de
X, tal que:
- U é compacto;
- f(0) U
- () /1) = {a}.

n>0

Um ponto periddico, de periodo g > 0, serd dito ponto periodico atrator bi-

lateral, se for ponto fixo atrator bi-lateral para f9.

Definigao 1.8. Sejam f : X — X, continua, e um ponto x € Per(f).

Diremos que O(x) é atratora, se a bacia de atragao de z,



BA(x) ={y € I|f"(y) — O(x)}
contém um intervalo aberto.

Observe que a érbita de qualquer ponto atrator bi-lateral é atratora, em-
bora a reciproca nao seja sempre verdadeira. Segundo alguns autores (ver
[5], Pg 94) um ponto com esta propriedade é também denominado two-sided

attractor ou ainda atrator pelos dois lados.

Definicao 1.9. Seja f : X — X, continua. Dados z,y € X, diremos que = e

y sdo assintéticos, se lim d(f"(z), f"(y)) = 0.



Capitulo 2

Aplicacoes mondotonas por

partes e Codificacao de orbitas

Neste capitulo vamos introduzir as aplicagdoes monotétonas por partes, e

alguns dos elementos basicos para o seu entendimento.

Definicao 2.1. Seja I = [a, ], onde a < b. Uma aplica¢do f : [—1, continua,
é mondtona por partes, se existe um numero finito de pontos distintos, a =
o<1 <..<cp<cpep =0, tais que, £ > 1 e f é estritamente crescente ou
decrescente em cada intervalo I = [cp_1,¢x], 1 < k < £+ 1, maximal para

esta propriedade.

Em consequéncia da Defini¢ao 2.1, os pontos ¢y, ¢s,...,¢; € I, sao pontos
de extremo local de f, pois f deve mudar de orientacao em torno destes pon-

tos, ja que cada [ ¢ maximal.

Definicao 2.2. Sejam cy,cs,...,c, € I 0s pontos da Definicao 2.1. Entao



estes pontos serao denominados pontos de retorno de f em I, e os intervalos
I, Iy, ..., 1,1 C I serao denominados voltas de f em I. Os pontos cg = a e

cer1 = b serao denominados pontos extremos de I.

Sem grande perda de generalidade, vamos nos restringir as aplicacoes tais
que f(0I) C 01, ou seja, onde o conjunto dos pontos extremos de I é f-

invariante.
Definicao 2.3. Uma aplicacao f : I—1I, continua, monoétona por partes, tal

que, f(0I) C 01 serd denominada,

i) £-modal, se f tem ¢ > 1, pontos de retorno;

i1) uni-modal, se f tem um tnico ponto de retorno.

Dado um ponto = € I, desejamos entender sua érbita O (z) = {z, f(x),
f?(x),...}. Para uma aplicagao (-modal, f, surge de modo natural, a idéia
de codificar O (x) pela posigdo que os iterados de x ocupam em rela¢ao as

voltas e pontos de retorno de f.
Definigao 2.4. Seja f : I—1I, {-modal. Denotamos por S[f], o conjunto dos
pontos de retorno e voltas de f,
S[f] = {[1, Cq, [2, Co, ..., Cp, Ierl}-
Definimos entao, a aplicagdo enderego, A : [—S[f] como,

I, ,se z€l, e x&{ci,co,....cp
Alr) = { }
L .8 T =Cp 1<k</¢
Observamos que os pontos ¢g = a e ¢4; = b, ndo pertencem a S|f].

A(co) = I e A(cey1) = Ipyq, ou seja, os pontos extremos de I tem endereco

em {Iy, Ip11} C S[f].



Definicao 2.5. Dado ¢ > 1, consideremos o espaco ze, das sequencias abs-
tratas dos simbolos {11, ¢1, Iy, ..., ¢, Ip41}, ist0 €, ZE ={I,c1, Iy, ..., co, Ipi1 }10
ou ainda, > = {t = (to, t1,ts,...) | tr € {I1, 1, In, ... co, L1 },Vk € Ng}. Em

particular, se f : I — I é f-modal, podemos associar, Ze = S[f]No.

Na Definicao 2.5, o espaco Ze ¢ independente de uma f particular, isto é,
ZE é o mesmo para qualquer aplicacao f-modal. Os elementos de Zz serao

utilizados para codificar as orbitas de f.

Definicao 2.6. Seja f : I — I, -modal. Dado = € I, definimos o itinerdrio
de z como sendo i(x) = (A(z), A(f(z)), A(f2(z)),...) € 3, ou abreviada-
mente, i(x) = (ix(7))ren, onde, ir(z) = A(f*(x)) € S[f]. Assim, definimos a
aplicagao itinerdrio, iy : I — Ze que, a cada ponto x € I, faz corresponder

seu itinerdrio i(x).

Esta aplicagao vai desempenhar o papel principal em nosso estudo. No
restante deste capitulo, e nos préoximos, vamos nos dedicar ao seu entendi-
mento. A menos que haja confusdo, vamos nos referir apenas a i(z), em vez

de if(x), quando houver apenas uma aplicagdo em questao.

Proposicao 2.7. Sejam f : [ — I, {-modal, ¢ : I — ZE, a sua aplicagao
itinerério e o : Zf — Zé, o shift a esquerda. Entdo, para todo xz € I,
(io f)(x) = (o 0i)(x), isto é, a aplicagao itinerario faz comutar o e f.

Demonstracao: Dado z € [ temos (i o f)(z) = i(f(z)) = (A(f(x)),
A(P2(2)), A(F3(2)), ) = o(A2), A(F(@)), AP (@), AP (@), ) = o(i(z))
= (o0 oi)(x). 0

Proposicao 2.8. Seja f : I — I, (-modal. Se x € I é periddico (ou even-
tualmente periédico) para f, entdo i(z) € S.° é periédico (ou eventualmente

periédico) para o.

10



Demonstracao: Pela Proposicao 2.7, (io f)(z) = (0 0i)(x), indutivamente,
(to f")(z) = (0™ oi)(x), Vn € Ny. Sendo x periddico para f, existe ¢ > 0, tal
que, f%(x) =z, logo (io f9)(z) = i(x). Como (io f?)(x) = (c%01i)(x), temos
0%(i(x)) = i(x). Portanto i(x) é periddico para o. A demonstragao para o

caso em que z ¢ eventualmente peridédico é totalmente andloga. O

A reciproca da Proposicao 2.8, nao é, em geral, verdadeira. Isto é, se
i(x) é periddico (eventualmente periddico), nao podemos afirmar nem mesmo
que z é eventualmente periddico para f. Entretanto, se i(z) é eventualmente
periédico, entao, assintoticamente, a Orbita de x se aproxima da drbita de
algum ponto periédico para f. Para provar este resultado, precisamos de
um Lema que é um dos principais resultados sobre codificagao de orbitas na

Teoria Kneading.

Lema 2.9. Sejam f: I — I, {-modal e x € I.

i) Se existe ¢ > 0, tal que, B(z,¢) N {c1,..ct} = {a} e B(f(x),e) N
{c1,..c;} = {f(x)} ou @. Entdo, Yay,zs € Blz,e)\{z}, tais que
f(x1), f(z2) € B(f(2),¢€), segue que, A(f(z1)) = A(f(z2)) e f(x1),
f(z2) > f(z) ou f(z1), f(z2) < f();

it) Seexiste e > 0, tal que, B(z,e){cy,...cs} = @ e B(f(z),e){cy,...co} =
{f(z)} ou @. Entdo, Vxi,z5 € B(x,e)\{z}, tais que f(z1), f(x2) €

B(f(x),¢), segue que, se x1,T2 > x ou x1,T2 < x, entdo A(f(xy))

A(f(@2)) e fz1), [(x2) > f(z) ou f(z1), f(22) < f(2).
Demonstragao:

i) Como B(x,e) N {ey,...ci} = {x}, temos que x é ponto de retorno, e

B(x, ) nao contém outros pontos de retorno. Assim, z é também, ponto

11



i)
ii)

de extremo global em B(x, ). Suponha, sem perda de generalidade, que
x é ponto de maximo. Entao, dados quaisquer x1, 25 € B(x,e)\{z}, te-
remos f(x1), f(z2) < f(z). Como f(z1), f(z2) € B(f(x),¢€), temos duas
possibilidades.

Se B(f(z),e) N{cy,...ce} = {f(x)}, temos f(z) = ¢, para algum k,
L<k<{t e f(z1), f(22) € (o — & cr) C I, logo A(f(z1)) = A(f(22)).
Se B(f(z),e) N{cy,...cs} = @, temos B(f(z),e) C Iy, 1 < k < {41,
logo A(f(z1)) = A(f(22))

Como B(x,e)N{ ey, ...ci} = &, temos que, B(f(x),e) C I, 1 < k < (+1.
Assim, f é estritamente mondtona em B(f(z),e). Suponha, sem perda
de generalidade, que f é estritamente crescente em B(f(z), ). Entao, se
T, Ty > T OU Ty, Ty < x em B(f(x),¢e) teremos f(x1), f(z2) > f(x) ou
f(z1), f(x2) < f(x), respectivamente. Como f(xy), f(x2) € B(f(x),¢),
temos duas possibilidades.

Se B(f(z),e) N{cy,...ce} = {f(x)}, entdo f(x) =cx, 1 <k < ¥, e pela
monotonicidade de f, f(z1), f(x2) € (cx — &, ¢x) C I, ou f(z1), f(z2) €
(s cite) C e, logo A(f (1)) = A(f(22)). Se B(f(x), ) e, -cr} =
@, entao B(f(x),e) C Iy, 1 <k <{l+1,logo A(f(z1)) = A(f(z2)). O

Corolario 2.10. Seja f : I — I, -modal . Dados z € I e n € Ny, existe

6 > 0 tal que,

Vy € (x —0,xz), A(f"(y)) = cte € {11, 15, ..., [111 };

Vy € (x,x +0), A(f"(y)) = cte € {11, Iy, ..., I111}.

Demonstragao: Vamos demonstrar apenas (i) pois (ii) é andlogo. Primeira-

mente consideremos {z, f(z), ..., f"(x)}, como temos nimero finito, podemos

obter dy > 0, tal que, para todo k, 0 < k < n, B(f*(z),8) N {c1,...ce} =

12



{f*(z)} ou @.

Como f é continua em z, existe €; > 0, tal que, f(B(x,e1)) C B(f(x),d).
Como f2 é continua em z, existe &5 > 0, tal que, f2(B(z, ) C B(f2(x), ).
Como f™ é continua em z, existe &, > 0, tal que, f*(B(x,&,)) C B(f™(x),dp).
Tomando § = min{dy, 1,2, ..., }, temos que, para qualquer y € B(x,d),
F*(y) € B(f*(z),0), 0 < k < n. Consideremos quaisquer y1,ys € ( — 0, ),
note que, B(x,0) N{cy,...ce} = {z} ou &, e f(y1), f(y2) € B(f(x),dp), com
B(f(x),00) N{c1,...ce} = {f(x)} ou &. Pelo Lema 2.9, teremos A(f(y1)) =
A(f(y2)) e f(y1), fy2) > f(z) ou f(y1), f(y2) < f(z). Repetindo o argu-
mento para y1 = f(y1) e g2 = f(y2), teremos A(f(y1)) = A(f(¥2)), ou seja,
A(f2 () = A2 (y2)) e 2(y1), F2(y2) > f2(2) ou f2(wn), f2(y2) < [*().
Podemos repetir o procedimento até n, pois, para cada f¥(y;), f*(y2) €
B(f*(x),d0) teremos, f*'(y1), f[**'(y2) € B(f*'(2),00), j& que 1,90 €
(x —0,z) C B(w,9), assim A(f"(y1)) = A(f"(y2))-

Ainda, em cada etapa f*(y1), f*(y2) > f*(z) ou f*(y1), fF(y2) < fH(x) e
B(f*(x),e) N{er, ey = {f*(x)} ou @, logo A(f"(y1)) = A(f"(y2)) = cte €
(L, I, ... Ip1 }. O

O Lema 2.9 e o Corolario 2.10, aparentemente técnicos, sao na verdade, a
expressao do comportamento local dos pontos de I em relacao a codificacao
dada pela aplicacao itinerario. Mais precisamente o Corolario 2.10 diz que
para uma certa vizinhanca a direita ou a esquerda de x todos os pontos
compartilham do mesmo itinerario até o n-ésimo iterado. E claro que, tal
vizinhanga pode tornar-se pequena, se n se tornar muito grande. Por outro
lado, convém notar que sé temos chance de ter o mesmo itinerario a direita
ou a esquerda de z, se ele nao for ponto de retorno, caso contrario, os pontos

a direita e a esquerda de x terao itinerarios distintos desde o primeiro iterado.
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Teorema 2.11. Seja f : [ — I, f-modal . Dado x € I, i(x) serd even-
tualmente peridédico para o se, e somente se, O (z) convergir a uma 6rbita

periddica de f.

Demonstragao:(=) Devemos mostrar que lim |f"(z) — f"(z)| = 0, onde
n—oo
z é tal que fi(z) = z, com ¢ > 0. Por hipdtese, i(x) é eventualmente

periédico, portanto, existe N > 0, tal que, o (i(z)) é periédico, ou seja, existe
q > 0, tal que, 0%(o™ (i(x))) = o™ (i(x)). Notemos que, o™ (i(z)) = i(fV(x)).
Fazendo y = fY(x) vem 0%(i(y)) = i(y). Temos, entdao, duas possibili-
dades para O*(y). Se Ot(y) N {cy,...,cr} # @, entao existe T > 0, tal
que, fT(y) = cx, 1 <k < £, logo ir(y) = cx. Como o%(i(y)) = i(y) temos
ir(y) = ir+q(y), logo fT(y) = fT(y), ouseja, f4(f"(y)) = f7(y). Tomando

Z = fT(y), temos f4(Z) = Z, portanto Z é periédico de perfodo ¢q. Note que

z = fT(y) = fI*N(x) e que, fH1(2) = z, Vj € Ny portanto existe jo € Ny,
tal que, T + N < joq. Escolhemos z = f09=(T+N)(z)  Pela nossa escolha
z ¢é periddico pois z estd na oOrbita de Z, e nh_)rgo|f”(x) — f"(2)] = 0, pois
f"(z) = f"(2),Yn>T+ N.

Por outro lado, se O*(y) N {cy, ..., e} = &, como i(y) é periddico de perfodo
¢, temos que, para qualquer s, 0 < s < ¢ — 1, i5(y) = ts4k(y), para
todo k € Ng. J& que, Ot (y) N {c1,...,ce} = @, temos i5(y) = I;,, onde
I, e {11, L5, ..., Ip41 }, portanto isik,(y) = 1;,, para todo k € Ny. Lembremos
que isiiq(y) = A(f*T(Y)) e I, = [¢j,-1,¢;,], portanto [ (y) € (¢j -1, ¢j,),
para todo k € Ny e para cada 0 < s < ¢ — 1. Afirmamos que (f?*(y))ren,
converge monotonamente a um ponto periédico de periodo 2gq.

De fato, definimos ¢;, = {£1}, a orientagdo* de f em cada intervalo I, ,

entao, dados y, f2/(y) € I,

jo» € supondo, sem perda de generalidade, que

*Mais, precisamente, €;, = +1, se f é estritamente crescente em I;, e ¢;, = —1,se f é

estritamente decrescente em I, .
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y < fH(y), entdo, €5, f(y) < i f* W), o f2(Y) < joein 2 (W), -
Ejo--Ejur JUY) < €jo-.85,_ *(y). Repetindo o procedimento em mais g pas-
sos, obtemos €jy...€j, Ejo---Ej_ SPUY) < EjorEioi€jo--Ejur J1U(Y), OU seja,
f2(y) < f4(y), pois €j,...€j, 1€jo---€j,» = +1. Indutivamente (f*9(y))ren,
converge, nao decrescentemente, a um ponto Z € I, pois f?*(y) € I, para
todo k € Ny. Como f*1(y) — Z € I, temos, pela continuidade de f, que
fAERDa(y) — £24(3), logo f%9(%) = Z, ou seja, Z é periddico de perfodo 2g.
Note que y = fN(z), e ja que f?*(y) — Z, entao f?*9*N(z) — 2. Como f
é continua, temos que para cada 0 < s < 2¢ — 1, f2RNFs(p) — f5(2).
Observemos que, para mostrar nhigo |f"(x)— f"(2)| = 0, onde f*(z2) = z, com
2¢q > 0, basta mostrar que para cada 0 < s < 2¢—1, nll_{glo | fHRTs () — f5(2)| =
0. Para ver isto, basta fazer n = k2q + s, e notar que, f"(z) = f*(2).

Como f?4(z) = Z, temos f%49(Z) = z,¥j € Ny portanto existe jo € Ny,
tal que, N < 2jog. Tomamos z = f209=N(z). Pela nossa escolha z é
peridédico pois z estd na oOrbita de z. Fixado 0 < s < 2¢ — 1 , teremos
fPRatN*Ts (1) — £3(Z), usando a continuidade de f209N pois N < 2juq,
vem f2kq+N+s+2joq—N(x) N fs+2j0q—N<§)’ ou seja, fs+2(k+j0)Q(x) N fs(z),
para cada 0 < s < 2¢g—1, pois f209N(z) = 2. Pela nossa observagao anterior

concluimos que lim |f"(z) — f"(2)| = 0.

(<) Suponhamos agora que existe z € I e ¢ > 0 tais que f(z) = z
e 71113()10 |f"(x) — f*(2)] = 0. Devemos mostrar que i(x) é eventualmente
periédico, isto é, que existe N > 0, tal que, i(fV (z)) é periédico para . Como
0% (2) ={z,f(2),..., f71(2)} e f é continua, dizer que nh_}r{)lo 1" (z)— f"(2)| =
0, equivale a dizer que, para cada 0 < j < ¢ — 1, klggo | fati(z) — f(2)] = 0.
Para mostrar que, i(z) é eventualmente periddico basta mostrarmos que, fix-

ado j, 0 < j < q—1, temos A(f*(z)) = cte, para todo k > k;, para algum
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k; € Nyg. Vamos dividir em dois casos.

Se O (x) N O (z) # @, entao é claro que x serd eventualmente periddico
e, pela Proposicao 2.8, i(x) serd eventualmente periddico. Vamos assumir
entao que O1(z) N O*(z) = @. Como OT(z) é finita, podemos obter £ > 0,
tal que, para cada j, 0 < j < g — 1 temos, B(f/(z),g) N {c1,,...,c} =
{f7(2)} ou @. Cada f**i(z) — fi(2), quando k — oo, assim, podemos
escolher algum K, € Ny, tal que, para cada j, 0 < 7 < ¢ — 1 e para
todo k > Ky, f**i(x) € B(f/(z),e). Afirmamos que, nessas condigoes
A(frati(z)) = cte, para todo k > Ky, com Ky > Ky. Temos duas possi-
bilidades. Se B(f?(z),e) N{ci,....,c,} = @, para todo j, 0 < j < ¢ —1, isto é,
se O (2) nao contém pontos de retorno, entdao, cada B(f7(z),¢) esté contida
em uma volta I, como f*%i(z) € B(f/(z),e), para todo k > K, temos
que A(f*(x)) = I,, = cte, para todo k > Ky. Logo i(x) serd eventual-
mente periddico. Por outro lado, se B(f7(z),e) N{cy,...,c} # @, isto é, que
O7(z) contém algum ponto de retorno, temos que existe jo, 0 < jo < ¢ — 1,
tal que, B(f(z),e) N{c,...,ce} = {f%(2)}. Afirmamos que, Vk > Ky + 1,
A(fratio(x)) = cte e fratio(z) € (fratio(z) — g, fRatio(2)) Vk > Ky + 1 ou
fratio(z) € (fratio(z), fatio(z) +),Vk > Ko+ 1.

De fato, tomemos fXoa+io(z), fKotDatio(z) € B(f7(z),e)\{f"(2)}, como
B(f(z),e) N{ci,,...,ce} = {fjo(z)} ou &, concluimos, pelo Lema 2.9, (i),
Que A(fRH 1 (z) = A(fRADIIO () o fHoatiod(g), fRoatiot ()
estao do mesmo lado de f%t1(2), excluindo-o. Assim, podemos aplicar o
Lema 2.9 ¢ vezes, independentemente dos demais pontos de O (z) serem
ou nio pontos de retorno, obtendo, A(fFEotlatio(z)) = A(fEoF2atio(z))
e fWEotlatio(g) f(Ko+2)atio(g) estdo do mesmo lado de f7(z). Indutiva-
mente teremos A(f*H0(x)) = cte, Vk > Ky + 1 e todos os pontos frtio(z),

Vk > Ko+ 1 estardo do mesmo lado de f70(z).
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Vamos supor, sem perda de geralidade, que f*o(z) € (f%(z), fo(z) + ¢),
Vk > Ky+1. Vamos mostrar que para os outros indices j # jo, A(f*(z)) =
cte, Vk > Ko > Ko+ 1. Como j # jo temos que existe 0 < s; < ¢ — 1, tal
que, f5(f%(z)) = f/(z). Tomamos & = f7(z), como s; > 0, pelo Coroldrio
2.10, existe § > 0 , tal que, para todo § € (Z,z + 0), A(f%(y)) = cte.
Basta tomar § < ¢ e notar que f*o(z) € (f°(2), fP(z) +¢), Vk > Ko+ 1
e fhatio(z) — fP(z), quando n — oo, logo, vai existir Ko > Ky + 1 ,
tal que, fFti0(z) € (f(2), fo(2) 4 6), Yk > Ko, assim se § = fhtio(z)
temos A(f%(f*atio(z))) = cte, Yk > K,. Para concluirmos, basta no-
tar que £ (5 (x)) = f(x) logo A(f(f5(x))) = A(fH(f5 (fio(x)))) =
A(frafs (f(x))) = A(fH77(x)) = cte. 0
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Capitulo 3

Ordenacao em Zé e a
Injetividade da aplicacao

itinerario

Lembremos que dada f : I — I, f-modal, definimos o conjunto dos seus
¢
pontos de retorno e voltas como, S[f| = {I1,c1, Iz, ¢, ..., co, [p11}, € D" como
£ _ I\
> =S
\ tabel denacé ¢ teri t
amos agora estabelecer uma ordenagao em » ', para que, posteriormente,
com as ferramentas desenvolvidas, possamos fechar este capitulo com a prova
da injetividade da aplicacao itinerario, para uma certa classe de aplicagoes

modais, que vamos definir mais adiante.

Defini¢ao 3.1. Definimos a aplicagdo sinal, € : S[f] — {£1}, como

5([1) ==£1
elip) = (—De(ly), 1<k<!
e(ex) =1, 1<k</
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1 . . . , l .
Com o auxilio de €, podemos definir um sinal lexicogréfico em ), o sinal

<, que representard uma relacao de ordem.

.~ . . . ¢
Defini¢ao 3.2. Definimos a aplicacio 7,, 7, : Y. — {£1}, paran € N,
como
n—1
Ta(s) = £(s0)e(s1)..(sn1) = [ ] i)
k=0
¢
onde s = (80, S1, -y Sp—1, Sny --) € Y -
Esta familia de aplicacoes, indexadas pelo parametro n, vai proporcionar
um controle sobre a orientacao de f no n-ésimo, iterado. Mais precisamente
na Proposicao 3.9 vamos ver que, em certos casos, 7, sera a orientagao de f”

no ponto em questao.

Defini¢ao 3.3. Dado o conjunto S[f] = {[,c1, Iz, ¢a, ..., co, Iy}, definimos

o conjunto, totalmente ordenado, S[f], como segue
S[f] ={-In<-ag<.<-ag<-L<h<cg<..<c<I}
e a aplicacao coordenada, 0 : ZZ — S’[f]NO, dada por
0(s) = (0o(s),01(5),02(8), ..., On(s), ...)
onde s = (sg, 51, S2,...) € th) e

90(8) = So

0,(s) = 70(8)Sn, para n > 1.

A aplicacao coordenada 6, proporciona uma sequéncia mais 1til para nossa
andlise, pois possui, nao apenas a informacgao sobre a posi¢ao dos iterados de

f, como também da orientacao nestes pontos.
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Definicao 3.4. Definimos o sinal < em ZZ como:
s <t se sy <ty em S[f] ou, se existe n > 0, tal que, O (s) = 6, (), para todo
k,0<k<n—1,e0,(s)<0,(t), em S[f].

Por abuso de notacao podemos dizer que s < ¢ se, e somente se, 6(s) <

0(t) comparando-os como nimeros racionais, coordenada a coordenada com

a ordem de S[f].

Proposicao 3.5. (3¢, <) é totalmente ordenado.

Demonstragao: Temos que provar que a relacao < é total, antissimétrica e
transitiva.

Afirmagao 1: A relagdo < é total, isto é, para quaisquer s,t € Ze, temos
s=tous<tous>t.

De fato, se s =t estd pronto, entao suponha s # ¢, logo existe n > 0, tal que,
sp =1y, 0<k<n-—1les,#t, Sen =0 entao sy # ty logo sy < %
ou sg > to, pois Sg, ty € S[f], que é totalmente ordenado. Assim, se sg < t
temos s < t e, se sg > ty, entao s = t, pela Definicao 3.4. Vamos entao
examinar o caso em que n > 0.

so = to = bo(s) = bo()

s1 =11 = 01(s) = 11(s)s1 = (s0)s1 = e(to)t1 = T (t)t1 = 01(¢)

Sp—1 = lp-1 = (9n_1(8) = Hn—l(t)

i
L

n—1

Note ainda que 7,(s) = Ha(sk) = || e(ty) = Ta(t). Como s, # t, temos
k=0 k=0

Sp < tn ou s, > t,, pois s,,t, € S[f], que é totalmente ordenado. Logo,

sendo 7,(s) = 7,(t), temos 7,(s)s, < Tn(t)t, ou 7,(s)s, > 7,(t)t,, portanto,
0n(s) < 6,(t) ou ,(s) > 0,(t). Como Oi(s) = Oi(t) para 0 < k < n —1,
temos, pela Definicao 3.4, que s <t ou s > t.

Afirmagao 2: A relacao < é antissimétrica, isto é, para quaisquer s,t € 26,
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se s xtes>t, entao s =t.

Como s =< t, se s = t esta pronto. Suponha por absurdo que s < t entao
So < tg, ou existe n > 0, tal que, Or(s) = Ox(t) para 0 < k < n—1e
0,(s) < 0,(t). Se sop < to, temos contradigdo com s = t, pois isto implica
que sg > to. Por outro lado, se so = to, basta notar que 0(s) = ;(t) para
0<k<n—1es>tlogo,(s) > 0,(t) contradizendo 6,,(s) < 0,(t).
Afirmacao 3: A relacao < é transitiva, isto é, para quaisquer s,t,w € ZZ,
se s <tet<wentao s < w.

De fato, pela Definicao 3.4, temos que:

sp < to, ou existe n; > 0, tal que, Ox(s) = O(t) para 0 < k < mny3 —1e
On,(5) < O, (1);

to < wp, ou existe ny > 0, tal que, Ox(t) = Op(w) para 0 < k < ny—1 e
Oy (1) < Oy (w).

Se sy < tg, ou, tg < wy, € claro que, sg < wy, logo s < w. Supondo sy = %
e tg = wp temos sy = wy. Tomando n = min{ny,ns}, por transitividade em

~

S[f], vem Oi(s) = O(w) para 0 < k <n—1 e 0,(s) < 0,(w), logo s < w. O

Definigao 3.6. Seja f : I — I, (-modal. Atribuimos a Ze um sinal natural

<, como na Definicao 3.4, fixando uma aplicacao sinal, €, dada por

+1 se f ¢é estritamente crescente em I
er(lx) = , _
—1 se f ¢é estritamente decrescente em I

para 1 < k < /{41, ecp(cy) =1, para 1l < k < (. Neste caso, diremos que
(32F, <5) é f-ordenado.

Pela observacao, apds a Definicao 2.1, f deve mudar de orientacao em
torno dos pontos ¢, ou seja, ef(lr+1) = (—1)ef(ly) para 1 < k < (. Pela
Definicao 3.6 temos, de fato, (Ze, <) totalmente ordenado ja que a aplicacao

¢ definida é uma aplicacao sinal.
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Daqui em diante, quando estiver claro em relacao a qual aplicacao f definimos

. ¢ . ¢,
a ordenagao de ), vamos escrever < em vez de <. e diremos que y ¢é
simplesmente, ordenado, em vez de f-ordenado. Ainda, vamos escrever € em

vez de €.

Proposi¢ao 3.7. Sejam s = (sg,s1,52,...) € Sbe o: 30—

S [f]No — S [f]No, shifts unidirecionais & esquerda. Entao, para todo k € N

"(0(s)) = Tu(s)8(0"(s)) ou, 8(c"(s)) = 7u(5)5"(6(s)).

Demonstracao: Nesta demonstracao vamos usar, indistintamente, o para
os dois shifts, ficando 6bvio a qual shift estamos nos referindo, pelo seu argu-
mento. Provamos por inducao.

Para n=1, consideremos s = (Sg, S1, 52, -+, Sn, --) € 0(8) = (81,52, oy Spt1, ---)
tomando t = o(s) vem t,, = s,41 para todo n € Ny. Assim

a(0(s)) =

= (80, 71(8)s1, T2(8)S2, <oy Tni1(S)Sna1s -..) =

= (11(8)s1, 2(8)S2, -, Tug1(8)Sny1, ) =

5) Tn+1(8) )

:7'1<S)<81,T1 952 ey T S ) =

= 711(s)(to, =

T1

Note que = = 7,(t), logo 0(0(s)) = 7u(s)(to, Tu()tr, s T}t ) =
T1(8)0(t) = 71(s)0(0(s)).

Suponha que vale a hip6tese para algum n, mostremos que vale também para
n+1. Temos 0"(0(s)) = 7.(5)0(0"(s)), assim "™ (0(s)) = o(0"(0(s))) =
o(7a(5)0(0"(s))) = Ta(s)o(6(c"(s))). Tomamos ¢ = 0"(s) = (sn,Snt1,
Swizs..), entdo, a(0(a"(s))) = o(0(t) = n(B)O((t) = T (s)).
Para concluir, basta notar que, 71(t) = (to) = (s,) pois to = s,. Assim,
o™(0(s)) = Tu(s)a(0(0"(5))) = Ta(s)e(50)0(0™ () = Tusa(s)0(a"H(s)).
Portanto o1 (0(s)) = s (5)0(0" (). 0

5
(
(s) Tni1(s)

St 2ty L),
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Com este resultado, fica mais claro o comportamento das sequéncias em
Y/ . < ~ .
> " quanto ao shift e a relagdo de ordem <. Vamos explorar um pouco mais

a relacdo < em 3°.

Proposicao 3.8. Sejam ¢,s5 € °°.

i) Dado n > 0, t, = s, para todo k, 0 < k < n — 1 se, e somente se,

Or(t) = 0k(s), 1 <k <n-1,

i) Dado n > 0, tal que, t; = s, 0 < k < n — 1 temos 7;(t) = 75(s),

1<j<m

iii) Set < s ety = sg, existe n > 0, tal que, ty = s, 0 < k<n—1e

th 7 Sn;

iv) Dado n > 0, tal que, ty = sg, paratodok, 0<k<n—1 e t<s

temos:

Se 7,,(t) = +1 entao o™(t)

<
Se 7,(t) = —1 entao o"(t) > o"(s).

Demonstragao:

i) Suponha que t; = s;, 0 < k <n—1en > 0, entdo, fixado k, 0 < k <n—1,
temos que, se k = 0 entdo Oy(t) = to = sp = bp(s), se 1 < k < n —1 entdo
Or(t) = ’ﬁs(tj)tk = ’ﬁs(sj)sk = 0k(s). Reciprocamente, se i (t) = O(s),
0<k Sjgo— 1 entao, =

to = 6o(t) = Oo(s) = so,

01(t) = 01(s) e to = so, logo t1 = s,
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Portanto tp = s, 0 < k <n— 1.

it) Suponhan > 0 ety = s, 0 <k <n—1, entdo paracada 1 < j <n

temos 7;(t) = ﬁa(tk) = ﬁa(sk) = 7;(s).

i) Se t < s ety = so existe n > 0, tal que, Ox(t) = Oi(s) para
0<k<n-—1,e0,t < 0,s). Por (i), tx, = sx, 0 < k < n—1, e por
(ii) 7,,(t) = 7a(s) logo t,, # s, pois do contrario terfamos 6,,(t) = 6,(s), con-

tradizendo 6,(t) < 0,,(s).

iv) Suponha que existe n > 0, tal que, ty = s;, 0 <k <n—-1let < s,
entao 0(t) < 0(s), isto é, Ox(t) = Ox(s), 0 < k <n—1¢e0,(t) < 0,(s). Por
defini¢ao teremos ¢"(6(t)) < 0"(0(s)). Temos agora duas possibilidades:

Se T, (t)
Se 7,(t)
Pela Proposigao 3.7, temos que, 0(c™(t)) = 7,(t)c™(0(t)) e 6(c™(s)) =

To(8) =41, entao 7,(t)a™(0(t)) < T (s)a™(0(s)).
T(s) = —1, entdo 7,(t)a™(0(t)) > T.(s)0™(6(s)).

7n(8)a™(0(s)), assim
Se 7,(t) = 1,(s) = +1, entdo o"(t) < o"(s).
"(t) = o"(s).

Se T,(t) = 1u(s) = —1, entdao o™(t)

Proposicao 3.9. Sejam f: [ — I, (-modal, e z,y € I.

i) Se {z, f(z),.... [ Yz)} N {c1,..c;} = @, para algum n > 0, entdo

To(i(z)) € {£1} é a orientagdo de f" em z;

i) Se i(x) < i(y) e ip(x) = io(y), entdo existe n > 0, tal que, ix(z) =
(1), 0 < k< n—1einx) £ inly). Os intervalos {[z, 4], F([z,]), -

/" Y([z,y])} ndo contém pontos de retorno, ou seja, sio homeomorfos;

24



i) Dado n > 0, tal que, ix(x) = ix(y), 0 < k <n—1e¢i,(z) # i.(y). Se

i(x) < i(y) temos

o"(i(y)), se T(i(x)) =+1.

o"(i(y)), se T,(i(z))=—1.

Demonstragao:

i) Lembramos que a orientacao de f™ em x é £1 conforme f™ seja, respecti-
vamente, estritamente crescente ou estritamente decrescente em (z — 6, x + )
para algum § > 0. Como {z, f(z), ..., /" !(z)} ndo contém pontos de retorno
podemos obter § > 0, tal que, B(f*(x),d) N {ci,...c;} = @, para cada k,
0 <k <n-—1,e que, para qualquer y € B(z,0), f*(y) € B(f*(x),d), para
cada k, 0 < k < n —1. Assim, cada B(f*(x),8) C I;,, 1 < jx < {+1, ou
seja, f é estritamente mondtona , com orientagao €(/;,) em B(f*(z), ).
Tomamos quaisquer y, z € B(z,0) com y < z,

e(Lj)f(y) < e(lp) f(2),

e(Ljy)e (L) f2(y) < e(ljo)e(1;).f*(2),

e(Lj)-e(Lj,_ )" (y) < elljy).e(Lj, ) f"(2),

ou seja, se y < z entdao 7,(i(x))f(y) < T.(i(x))f"(2). Logo m,(i(x)) =
ﬁe(ljk) ¢ a orientacao de f™ em B(z,9).

k=0

it) Tomando t = i(x) e s = i(y) teremos ty = s¢ e t < s. Pela Proposicao
3.8, existe n > 0, tal que, ix(z) = ix(y), 0 < k < n—1¢ i,(x) # in(y).
Para a segunda afirmacao, suponha, por absurdo, que exista k € Ny, tal que,
5[z, y])N{c1,...ce} # . Se existir ponto de retorno no interior de f*([z, y]),
teremos ix(x) # ix(y), com 0 < k < n — 1, contradigdo. Por outro lado, se
existir um ponto de retorno na fronteira de f*([x,y]) terfamos, f*(z) = f*(y)

que implica, f"(z) = f"(y), contradizendo i, (x) # i, (y).

25



iii) Segue diretamente de (iv) da Proposicao 3.8, tomando t = i(z) e

s =1i(y). O

As proposicoes 3.5, 3.7, 3.8 e 3.9, nos dao uma visao geral sobre a relacao
de ordem em ZZ e sua ligacao com as propriedades da aplicagao itinerario.
Nosso proximo resultado vai no sentido de explorar a ligagao entre a ordem

de S°° ¢ a ordem do intervalo I.

Lema 3.10. Sejam f: [ — I, f-modal e z,y € I. Se x < y entao i(z) = i(y).
Reciprocamente, se i(z) < i(y) entdo x < y.
Demonstracao: Suponha z < y, se i(xz) = i(y) entdo estd pronto. Vamos
considerar i(x) # i(y), entao existe n > 0, tal que, i,(x) # i,(y). Sen =0
entdo ig(x) # io(y) e x < y logo, i(x) < i(y). Por outro lado, se n > 0
podemos tomar n, como o nimero minimo para esta propriedade. Assim,
in(z) = ix(y), 0 < k <n—1c¢ei,(z) # in(y). Pela Proposigao 3.9, f™ é
mondétona em [x,y] com orientacdo 7,(i(z)) = 7,(i(y)), sendo = < y, temos
Ta(i(2)) f"(2) < (i) f"(y). Como ix(z) = ir(y
0u(i(x)) = 04(i(9)), 0 < k < 11— 1 € 0u(i(x)) # Ou(i(y)) POIS in(x) # inly).
Surgem entao, duas possibilidades:
Se 7,(i(x)) = 7, (i(y)) = +1 entao, i,(z) < i,(y), pois f"(z) < f"(y). Assim,
On(i(2)
Se 7, (i

), 0 <k <n-—1, temos

< 0,(i(y)), e portanto, i(z) < i(y).
i(r)) = m(i(y)) = —1 entdo, —in(z) < —in(y), pois f*(z) > f(y).

Assim, 0,,(i(z)) < 0,(i(y)), e portanto, i(x) < i(y).

Reciprocamente, se i(x) < i(y) entdo necessariamente z < y, pois se x > v,

pela primeira parte teremos i(z) > i(y) contradizendo i(x) < i(y). O

O Lema 3.10 nao garante a injetividade da aplicacao itinerario, pois, pode-
mos ter i(z) = i(y) mesmo que x # y. Isto nos leva a analisar o subconjunto

de I formado pelos pontos que tem mesmo itinerario.
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Lema 3.11. Seja f : [ — I, (-modal e denotemos por I(z) ={y € I | i(y) =

i) I(x) é um intervalo (que pode consistir de um sé ponto);

i) Se I(x) # {x} entdo f™(I(x)) nao possui pontos de retorno para qual-
quer n > 0. Em particular, qualquer poténcia de f ¢é estritamente

mondétona em I(z) com orientagao 7,(i(z));

ii) Os iterados {I(z), f(I(x)), f2(I(z)),...} sdo, dois a dois disjuntos, ou
qualquer ponto em /(z) tem sua 6rbita convergindo a uma 6rbita periédica

de f.

Demonstragao:

i) Se I(z) = {x} estd pronto. Caso seja I(x) # {z} entdo teremos I(x)
conexo, pois dados quaisquer y,z € I(z) com y < z, para cadau € I, y <
u < z, pela Proposigao 3.10, i(y) = i(u) < i(z). Como i(y) = i(x) = i(z)

temos i(u) = i(z), ou seja, u € I(x).

ii) A prova é por inducdo. Para n=0, I(x) nao contém pontos de retorno
pois se existir um ponto de retorno ¢ € I(z), como I(x) # {x}, teremos dois
pontos em [(z) com itinerarios distintos, contradizendo a defini¢ao de I(z).
Suponhamos, agora, que a hipdtese vale para algum n > 1, mostremos entao
que vale para n+1. Temos que {I(z), f(I(x)),,...f"(I(x))} ndo contém pon-
tos de retorno entao, f" : I(z) — f™(I(z)) é um homeomorfismo. Suponha,
por absurdo, que exista um ponto de retorno ¢, € f"*1(1(z)), jd que I(x) é ho-
meomorfo a f"(I(x)) e f é estritamente mondtona em f"(I(x)), pois este ndo
contém pontos de retorno, temos que I(x) é homeomorfo a f"(I(z)), por-

tanto existem pontos distintos y, z € I(z), tais que, " (y) < ¢ < f"T1(2),

27



logo 4,11(y) # int1(2), contradizendo o fato de que i(y) = i(2).

Supondo que os iterados {I(z), f(I(x)), f*(I(z)),...} ndo contém pontos de
retorno, fixado n, temos que, cada f7(I(z)), 0 < j < n — 1, estd contido em
um intervalo (volta) Iy, 1 < k; < £+ 1. Assim, f tem orientacao dada por
e(Ix,) em cada f" (I(x)). Tomando quaisquer y,z € I(z), com y < z, temos
e(lky) f(y) < ellig) f(2),

e(Tn)e (I ) f2(y) < eIo)e(Iiy) f7(2),

e(lky) &L,y ) " (y) < (ko) el ) 7 (2),

ou seja, se y < z entdo 7,(i(x))f"(y) < T.(i(x))f"(z). Logo 7,(i(x)) =

e(Iy,)-..€(Ix, ,) é a orientagao de f" em I(x).

iii) Se os iterados de I(z) sdo dois a dois disjuntos estd pronto. Caso
contrario, existe N > 0, ¢ > 0, tal que, fN(I(z)) N fNT(I(z)) # @.
Temos duas possibilidades, se I(z) = {z} entdao fN(x) = f¥*(z), logo
O+
I(x

(x) é eventualmente periddico e estd pronto. Vamos assumir entdo que
) # {x} entdo por (ii) f™(I(z)) ndo contém pontos de retorno, para todo
n > 0, isto é, para qualquer y € fN(I(z)) temos A(y) = cte. Tomemos
z € fN(I(z))N fNT(I(z)), entdo existem 1, x5 € I(z) tais que f¥(z1) =z e
FN*(3) = = logo A(F¥(m) = A(FN*9(12)). Como A(fN () = A(N (2)
e A(f¥*(z)) = A(fN*(x)) temos A(f¥(x)) = A(f¥*9(z)). Note que
PYI@) 0 PYI@) £ 2 = fY(I@) N Y1) £ o, portanto,
por raciocinios andlogos, obtemos A(fN*4(z)) = A(fN*%(x)) e, indutiva-
mente temos A(fV*(x)) = cte. De modo andlogo mostramos que para cada
0 < s <q-—1temos A(fsTN**(z)) = cte. Portanto i(x) é eventualmente
periédico, e para qualquer y € I(x), i(x) = i(y), assim i(y) serd eventual-
mente periddico. Pelo Teorema 2.11, temos que para qualquer y € I(x),

O™ (y) converge a uma érbita periddica de f. O
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A afirmagao (iii) do Lema 3.11, nos indica um comportamento especial
dos intervalos I(z), em particular quando I(x) # {x}, para algum z € I.
Supondo que I(z) # {z}, para algum x € I, temos que, uma das hipéteses

excludentes abaixo deve ocorrer com [(x).

e Os iterados de I(x), ndo sao, mutuamente disjuntos. (D)

e Os iterados de I(x) sao mutuamente disjuntos e convergem a alguma

érbita periddica de f; (2)

e Os iterados de I(z) sao mutuamente disjuntos e ndo convergem a qual-

quer 6rbita periddica de f. (3)

A condigao (3), da origem a seguinte definigao.

Definicao 3.12. Sejam f : I — I, {-modal, e J C [ um intervalo. Diremos
que J é errante se os iterados {J, f(.J), f2(.J), ...} sdo dois a dois disjuntos, isto
é, fi(J)N fi(J) = @, para quaisquer i # j e os iterados de J nao convergem
a qualquer 6rbita periddica de f, isto é, f"(J) 4 O(z), Vz € Per(f). Caso

contrario J é dito nao-errante.

Observemos que a expressao f"(J) — O(z) é usada no sentido de que
Ve > 0,3IN € N, tal que, d(f"(x), f*(z)) <e, ¥Yn > N, Vz € J,ouseja,
os pontos em J sao uniformemente assintéticos a z. Com a Definicao 3.12, a
condigao (3) fica: “I(x) é errante”.
Quanto a condicao (2), note que I(z) # {x} e por (i) do Lema 3.11, I(x) é
intervalo, logo deverd conter um intervalo aberto J, tal que, f"(J) — O(z),
para algum z € Per(f), ou seja, J C BA(z). Pela Definigao 1.8 temos que
O(z) ¢ atratora. Portanto a condi¢do (2) implica que f possui alguma 6rbita

periodica atratora.
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A condigao (1) é mais dificil de analisar, assim vamos obter alguns resultados

para determinar suas implicacoes.

Lema 3.13. Seja ¢ : L — L, continua, estritamente mondétona. Com L C R,
intervalo compacto com interior nao vazio. Entao, L possui um intervalo de
pontos periddicos de ¢ ou um ponto peridédico atrator bi-lateral.
Demonstragao: Primeiramente notemos que ¢ estritamente monétona em
L e p(L) C Limplica que ¢* : L — L, é continua e estritamente crescente em
L, com ©?(L) C L. Como o interior de L é nao vazio, dado qualquer z € L, a
sequéncia (z, p*(z), ¢*(z), ...) converge mondtonamente para um ponto p € L,
pois L é compacto. Como ¢? é continua e a sequéncia é mondtona temos que
©*(p) = p, isto é, Fiz(p?) # &, o que implica, Per(p) # &. Assim, se
Per(y) contém um intervalo, estd pronto. Vamos supor, entao, que nao ex-
istem intervalos de pontos periddicos. Pela continuidade de ¢? temos que
todo ponto em Fiz(p?) é isolado em L. Vamos mostrar que, neste caso, L
contém um ponto fixo atrator bi-lateral para ¢?. Consideremos L = [a,b]
com |al, |b| < 0o, temos dois casos a considerar.

Caso 1: Se b € Fiz(¢?), como b deve ser isolado em Fiz(¢?), temos que ex-
iste § > 0 tal que, ouVr € (b—04,b), ¢*(x) > z,ouVr € (b—04,b), p*(z) < z.
Se for *(z) > z,Vx € (b—4,b) entao (z, p*(x), *(z), ...) converge crescente-
mente para b, logo b atrai (b— ¢, b] aberto em L, portanto é atrator bi-lateral.
Por outro lado, se Vz € (b — 4,b), ¢*(z) < =z, entdo (x,¢*(x),¢*(x),...)
converge decrescentemente para um ponto y < b e 902(3/) = 1y, portanto
y € Fix(p?) e p?(x) < z,Vx € (y,b).

Podemos ter duas situagoes. Se y = a temos que dado = € (y,b), (z,0*(z),
¢*(z), ...) converge decrescentemente para a, logo a atrai [a, a+¢) aberto em L,
para algum ¢ > 0, portanto é atrator bi-lateral. Caso contrario, se y € (a, b)

subdividimos em dois casos novamente. Se p?(z) < x,Vz € (a,y) entao, dado
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x suficientemente préximo de a teremos ¢*(z) < x e (x, *(z), ¢*(z), ...) con-
vergindo decrescentemente para a e, pela argumentacao acima, a sera atrator
bi-lateral. Suponha entdo que exista zy € (a,y), tal que, p?(x¢) > x¢, por-
tanto existird um ponto fixo z de ¢* em (a,y) tal que, para algum & > 0,
Vo € (z —e,2), ¢*(x) >z, eV € (2,2 +¢), ¢*(xr) < z. Assim, pelas
mesmas argumentacoes acima teremos que z ¢ ponto fixo atrator bi-lateral
de ¢?. Concluimos, assim, que se b € Fiz(?) entdo existe ponto fixo atrator
bi-lateral.

Caso 2: Se b & Fiz(¢?) temos que existe um valor maximo b € Fiz(p?), com
b < b. Note que ¢? é estritamente crescente em L, entdao Va € a, 5], () <
©2(b) = b. Portanto tomando L = [a, ] temos ¢*(L) C L e pelo caso 1, vai

existir um ponto fixo atrator bi-lateral para ¢? em LcL. O

Lema 3.14. Seja f : [ — I, {-modal. Se I(x) # {x} e os iterados de I(z)
nao sao mutuamente disjuntos, para algum x € I, entao existe ¢ > 0e L C I,
intervalo compacto com interior ndo vazio, tal que, f?(L) C L e f9 é estri-
tamente mondtona em L. Ainda, L nao contém pontos de retorno em seu
interior.

Demonstragao: Como os iterados de I(z) ndo sdo mutuamente disjuntos
temos que, existe N > 0e g > 0, tal que, fN(I(z)) N f¥*9(1(z)) # @. Con-

sideremos Ly = U (N (I(x))). Note que Ly é intervalo pois f¥N+*(I(z)) N
k>0
fNFR+Da([ (1)) # @, para todo k € Ny, e cada um dos iterados fN7+(1(x)) é

um intervalo com interior nao vazio, ja que I(z) # {x}. Ainda, Ly ndo contém
pontos de retorno, pois, pelo Lema 3.11, I(x) # {z}, implica que cada um
dos iterados fN¥T*(I(z)) nio contém pontos de retorno. Fixado qualquer s,
com 0 < s < ¢g— 1, temos que fN(I(x))N fNT519([(x)) # @, logo podemos

construir L, = U fr(fNT5(I(z))), com as mesmas propriedades de Ly, isto
k>0
é, Ly ¢ um intervalo com interior nao vazio e sem pontos de retorno. Con-
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sideremos a sequéncia dos intervalos {Lg, L1, ...L,—1}. Note que para cada s,
com 0 < s <q—1, temos que f4(L;) C Lg e para cada s, com 0 < s < g — 2
temos f(Ls) C Lgiy e f(Ly—1) C Ly. Como cada L, nao contém pontos de

retorno, temos que Ly C [;

;., consideremos ent@o ¢(/;,) € £1 a orientagao de

femcada Ly, 0 < s < q— 1. Nessas condi¢oes temos que, para quaisquer
Y,z € Ly com y < z,

e(L50)f(y) < e(Lp) f(2),

e(Lj)e(L;) 2 (y) < (L )e(L;) f2(2),

(L) ey ) fU(y) < (L)L, ) F(2).

Seja 7 = e(1j,)...e(;,_,), entdo, se y < z temos 7f9(y) < 7f%(z). Portanto
T € a orientacao de f9 em Lg, ou seja, f? é estritamente mondtona em Lj.
Tomamos L = Ly. Como Ly é intervalo limitado com interior nao vazio,
temos que L ¢é intervalo compacto com interior nao vazio. Pela continuidade
de f? temos que f? é estritamente mondétona em L. Ainda, L sé pode conter
pontos de retorno em sua fronteira pois o interior de L e Ly coincidem. Resta
apenas mostrar que L é fi-invariante. Para ver isto, basta notar que dado
y € L temos que existe (Y, )nen, C Lo com, y, — v, logo f4(y) € L, pois f¢

é continua e f9(Lg) C Lo. O

Corolario 3.15. Seja f : I — I, {-modal. Se I(z) # {z} e os iterados de
I(x) ndo sdo mutuamente disjuntos, para algum z € I, entdo f possui um
intervalo de pontos peridédicos ou um ponto periddico atrator bi-lateral.

Demonstragao: Pelo Lema 3.14 existe ¢ > 0 e L C I, intervalo compacto
com interior nao vazio, tal que, f9(L) C L e f9 é estritamente mondtona em
L. Tomando ¢ = f9 temos, pelo Lema 3.13, que ¢ possui intervalo de pontos
periddicos ou ponto periddico atrator bi-lateral. Como Per(yp) C Per(f),

temos o resultado procurado. O
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Com o Corolario 3.15, a condicao (1) da observagao implica na existéncia
de intervalos de pontos periddicos ou ponto peridédico atrator bi-lateral. A

partir das condigdes (1), (2) e (3) podemos formular a seguinte proposigao.

Proposicao 3.16. Seja f : [ — I, {-modal. Se existir x € I, tal que,

I(x) # {z}. Entao vale uma das condigbes abaixo:

i) I(x) é um intervalo errante;

ii) f possui um intervalo de pontos periddicos ou 6rbita periddica atratora.

Demonstracao: Como existe x € I, tal que, I(z) # {z} entao vale uma das
condigoes (1), (2) ou (3). Se valer (3) temos que I(x) é um intervalo errante.
Por outro lado, pelo Corolario 3.15, a condigao (1) implica na existéncia de
intervalos de pontos periddicos ou ponto peridédico atrator bi-lateral, que,
em particular, tem Orbita periédica atratora, conforme observacao apods a
Defini¢ao 1.8. Caso contrério vale a condigao (2) que, pela observagao apds

a Definicao 3.12, implica na existéncia de orbita periddica atratora. Il

Esta proposicao indica como obter um subconjunto das aplicacoes /-modais,

onde a aplicacao itinerario seja injetiva. Para isto temos a seguinte definicao.

Definicao 3.17. Seja f : I — I, -modal. Vamos dizer que f é padrao se
f nao tem intervalos errantes, nem intervalos de pontos periédicos ou orbita

periodica atratora.

Teorema 3.18. Seja f : [ — I, (-modal, padrao. A aplicagao itinerario
i: I — "' é injetiva, ¢ portanto uma bijecdo sobre sua imagem i(1) C 3,
que preserva ordem estrita.

Demonstragao: Para ver que i é injetiva basta mostrar que I(z) = {z}, Va €

I, o que é obtido pela contraposicao da Proposi¢ao 3.16, ja que f é padrao.
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Para ver que f preserva ordem estrita basta usar o Lema 3.10, junto com
o fato de que a aplicagao itinerario é injetiva, logo x < y se, e somente se,

i(x) <i(y). O
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Capitulo 4

Caracterizagao de ¢(I) e
Classificacao de aplicacoes

padrao

Ja sabemos que para toda aplicacao padrao, a aplicagao itinerario é uma
bijecao sobre sua imagem, resta determinar qual subconjunto de Zé, sera
i(I). Primeiramente vamos desenvolver algumas ferramentas.

Lembremos que ¢ tem dominio em [/ e imagem em ZZ, e que, I C R tem
a topologia induzida de R que ¢ localmente compacto. Para ZE podemos

introduzir a topologia usual dada pela métrica d : ng ZK—JR,

0 ,se s=t
d(s,t) =

2% ,se sFEt

onde s,t € Ze sao quaisquer, e n = min{k € Ny, s, # tx}.
Assim (EZ, d) serd um espago métrico compacto. Agora podemos questionar

se ¢ é continua em z € 1.
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Inicialmente, como exemplo, notemos que ¢ é necessariamente descontinua
emc, € I, 1 <k <l Defato,dadoe =1/2, V§ > 0, Vy € (cx, c+0). Temos
io(cx) = e e io(y) = Ir11 > ¢, portanto d(i(c),i(y))) =1/2°=1>1/2.
Vamos, entao, estudar os limites laterais de i(x) em particular para x = ¢,
1 < k <. Tais limites serao chamados invariantes kneading (ou sequéncias
kneading), e serao de fundamental importancia para caracterizar i(/) e en-

contrar uma conjugacao entre aplicagoes padrao.

Proposicao 4.1. Sejam f : I — I, f-modal e ¢ : [ — ZZ sua aplicagao
itinerdrio. Dado x € I, tal que ix(x) N{cy, ..., c/} = &, Vk € Ny. Entao i sera
continua em x.

Demonstragao: Dado ¢ > 0, escolhemos n € Ny tal que 2% < €. Por
hipétese, {z, f(z), ..., f*(z)} ndo contém pontos de retorno, logo existe dy >
0, tal que, B(f*(z),d0) C Ij,, 0 < k < n. Pela continuidade da familia
{f, f% ..., f"}, existe & < & tal que Yy € B(z,0), fH(y) € B(f*(z),d),
0 <k < n. Assim, Yy € B(x,0), ir(z) = ix(y),0 < k < n, portanto

d(i(z),i(y)) < 1/271 < 1/2" < e. O

Corolario 4.2. Seja f: I — I, -modal. Se f é descontinua em = € I, entao
existe n € Ny tal que f"(z) € {¢1, ..., o}

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que Vn € Ny, f"(x) & {c1, ..., ce}.
Entao, ix(z) N {c1,...,cc} = @, Vk € Ny, logo f é continua em z pela

Proposicao 4.1, contradizendo a hipdtese. Il

Passamos a analisar a existéncia e propriedades dos limites de cada co-
ordenada i,(z). Lembramos que A : I — S[f] e i,(x) = A(f"(z)). Como
Slf] ={IL,c1,...,ce, I;11} é um conjunto discreto, consideramos a topologia,

em S[f], onde cada ponto é um aberto. Portanto, a aplicagao endereco s6
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pode ser continua em x € I, se for constante em algum intervalo (x —d, x+49),

para algum ¢ > 0. A mesma situagao vale para os limites laterais.

Proposicao 4.3. Seja f : I — I, {-modal e A : I — S|[f] a sua aplicacao
endereco associada. Entao, para cada r € [ e n € Ny existem os limites
laterais

lim A(f"(y)), lim A(f"(y)) € {11, Tos .., Ips1}.

y—at Yy—x

Demonstragao: Provamos para y — 2. Fixe n > 0, pelo Corolario 2.10,
existe 0 > 0 tal que Yy € (z,x +6), A(f"(y)) = cte € {I1,...,Is11}. Seja
A(f"(y)) = Iy,, entdo, pela observacao precedente existe lim A(f"(y)) =

Yy—x

Iy, . U

n

Definicao 4.4. Sejaf : I — I, (-modal. Dados z € I e k € Ny. Definimos

ir(z?) = lim A(f*(y)) € {11, I, ..., Ip41}

y—at

ir(x7) = lim A(f*(y)) € {11, I, ..., Ir11}

Yy—x—

Caso = = ¢y, definimos

ix(cg) = lim A(f*(y))

y—cy

€ para & = Cy41,

in(cp) = lim A(f*(y)).

Y=Co

Ainda definimos as sequéncias

i(@h) = (io(xt), ir (), ..) € (I, Loy .y Tpoy Y0

i(x7) = (io(x7), i1 (27),...) € {I1, Iy, oo, Lpyr 0
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Proposicao 4.5. Seja f : I — I, {-modal. Entao, dado = € I. Sempre
existem yligl+ i(y) =i(z") e yl_i)rxni i(y) =i(z™)

Demonstragao: Provamos o primeiro. Dado € > 0, tomamos n € Nj tal
que 1/2" < e. Para cada k, yliril+ ix(y) = ix(z"), logo, existe &, > 0, tal
que, A(f5(y)) = ix(z%), Yy € (2,2 + &). Tomemos § = oir}gignék’ entao

Vy € (z,z 4+ 9), ix(y) = ix(z™), 0 < k < n. Portanto d(i(y),i(z")) <

/21 < 1/2" <. Logo, existe lim i(y) = i(z™). -

Yy—x
Proposicao 4.6. Seja f : I — I, (-modal. Dados = € I,n > 0 tais que

{z, f(z), ... [ Y 2)} n{cy, co, ..., ¢} = 2. Entao,

Reciprocamente, lirgrcl i(f*(y)) = o"i(zT).

Demonstragéo:yMostremos quando 7,(x) = +1. Lembre que o"(i(z")) =
(in(x 1), ing1(x"),...) e, sendo f™ continua, quando y — x, f"(y) — f"(z) =
z. Assim, i((f"(z))") = i(z") = (ig(27),i1(2),...). Logo devemos mostrar
que, para cada k € Ny, i,(x") = i,(z7). Basta notar que, i, x(z7) =
Jim AGPE) = T G ). Como {a. f(0), . ')} wio con-
tém pontos de retorno, temos que 7,(z) é a orientagao de f" em z. Portanto,
sendo 7,(z) = +1, se y — x, temos f"(y) — f(x) = z pela direita, isto é,
f*(y) — =*. Assim, lim AR (y) = podim AR W) = ).
Reciprocamente, como ¢ é continua em Y, basta notar que z,llir:?+ i(f"(y) =

lim_o"(i(y)) = o"(i(x™)), pois o limite do argumento existe. O
y—a

Definigao 4.7. Seja f : [ — I, -modal. Definimos os invariantes kneading

Vi, Vo, ey Vg € {14, Lo, ..., Ippq N0 como sendo os limites v, = lim+i(y) =i(c}),
Yy—cy,

para 1 < k < /. Por questao de completude definimos vy = 1im+ i(y), vey1 =
Y—cCgy
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. . N

IIII} Z(y) S {[1,[g+1} 0,
Y=
Note que, em alguma vizinhanca de ¢y e de c¢y1, nao existem pontos de
retorno, logo vy = i(cy) € ver1 = i(cpy1), s@o denominados os itinerdrios dos

pontos extremos de I.

Apenas vy, 1y, ...,y s@0 invariantes kneading de f. Sendo f, f-modal,
temos f(0I) C OI assim, vy e vpyq tém um nimero finito de possibilidades.

Mais precisamente, podemos ter apenas quatro pares distintos, a saber:

Se f(a)=ae f(b)=b, vy = (11, I1,...), Vey1 = (Lo41, Lo41, -..).

Se f(a)=ae f(b) =a, vy=(I1,11,...), vex1 = (o1, 1, 11, ...).

Se f(a)=be f(b) =0, vy = (1, Los1, Los1, ), Ver1 = (Log1, Loy, --o)-
Se f(a)=be f(b) =a, vy = (I1,Ip11, 1, ...), vex1 = (o1, I1, Loia, ...
onde I = [a, b]

Lema 4.8. Seja f : I — I, {-modal, padrao. Entao, paracadaz € I en >0

vale uma das condicoes abaixo

i) o"(i(x)) =i(ck), se fM(x) =cp, 0 <k <O+ 1;

i) o(v) < o™ (i(z)) < o(vrs1), se f(x) € Lyii\{ck, chi1} e e(lpy1) =

+1,0< k < ¢;

i) o(vg) = o™ (i(x)) = o(ry1), se [(z) € i \{ck,cri1} e e(lpy1) =

1,0<k <Y,

Demonstragao:
i) Supondo f"(x) = ¢y, entao i(f"(z)) = i(ck), e, pela Proposi¢ao 2.7, temos
o"(i(x)) = i(cg).
ii) Vamos supor que f"(z) € Ir41\{cx, ck+1}, para algum n > 0, dividimos a

prova em dois casos, 0 < k< /—1ek ="
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Casol: Assumimos que 0 < k < ¢ — 1, ou seja, Iy € {[1, s, ..., I;}. Como
f é estritamente crescente em Iy1 = [ck, k1], pois €(Ixg11) = +1, temos
que para todo y € [cg, k1], tal que, ¢ < y < f(x), vale f(c) < fy) <
[ (x), sendo f padrao, i(f(cr)) < i(f(y)) < i(f"(x)), ou seja, o(i(ck)) <
o(i(y)) < o™ (i(z)). Note que, para todo z € (c,y), temos i(f(cy)) <
i(f(2)) < i(f(y)), ou seja, o(i(ck)) < o(i(2)) < o(i(y)). Assim, quando
y — ¢, o(i(y)) — o(v), decrescentemente, logo ovy < o™ (i(x)).
Ainda, e(Iyy1) = +1 implica que e(Ij42) = —1, pois k < £ — 1, logo ¢xiq
é ponto de maximo global em [y 1 U I 45. Como ¢ < f"(x) < cgy1 temos
[ (z) < f(crsr), logo, existe § > 0, tal que para todo y € (cry1,Cre1 +0),
temos f"™(z) < f(y) < f(cks1), portanto, sendo f padrao, i(f"(z)) <
i) < i(f (), o seja, 0™ (i(x)) < o(i(y)) < o(i(crsn). Note que,
para todo z € (cgy1,Y), temos f(y) < f(z) < f(cks1), pois f é decrescente em
(¢kt1,Yy), como f padrio, temos que o(i(y)) < o(i(z)) < o(i(cks1)). Assim,
quando y — ¢, 0(i(y)) — 0o(V441), crescentemente, logo o (i(z)) <
ov41.Com a desigualdade obtida anteriormente, temos ovy < o™ 1(i(z)) <
0 (Vit1)-

Caso2: k = /, ou seja, Ip11 = Ip11. Neste caso, vpr1 = vy é obtido
como vy = i(c,, ;) = i(cey1)(ver definicao 4.7). Por hipétese, e(Ipy1) = +1
e cp < fM(z) < copr, logo fler) < f"(z) < f(cer1). Como f é padrao,
temos i(f(ce)) < i(f"™(x)) < i(f(cey1)), ou seja, a(i(cy)) < o™ (i(x)) <
o(i(cey1)) = 0(vey1). Portanto o™ (i(x)) < o(veyq).

Para completar a desigualdade, basta notar que, dado y € (¢, f™(x)), temos
o(i(ce)) < a(i(y)) < o™ (i(z)), e para todo z € (cp,y), o(i(cy)) < o(i(2)) <
o(i(y)), logo, quando y — ¢, o(i(y)) — o(v), decrescentemente, logo

o(vy) < o™(i(z)). Concluimos assim, que, também neste caso, o(vy) <

o™ (i(z)) < o(vesr)-
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iii) A demonstragao é totalmente andloga a anterior. U

Convém observar que, no Lema 4.8, para cada n € Ny as condigoes (i), (ii)
e (iii), s@o excludentes, pela preservagao do sinal <. Mais precisamente, se,
por exemplo, f*(z) € Iy, 1, com e(l;y1) = +1, para que valha (i), deveriamos
ter f"(x) = ¢ ou f"(x) = cry1, que s@o os pontos de fronteira de [ ;. Se
f™(x) = cx, entao ovy = o™ li(x) contradizendo (ii). Se f™(x) = ¢41, entao

o1 = 0" hi(x) contradizendo (ii).

Definicao 4.9. Seja f : [ — I, {-modal, padrao, com itinerarios dos pon-
tos extremos vy, v € {[1,[g+1}N0 e invariantes kneading 14, 1vs,...,1y €
{LI, Iy, ....Ip 11}, Definimos o conjunto das sequéncias admissiveis para f,
> C S°¢, como sendo o conjunto de todas as sequéncias t = (to, t1, ..tn, ...) €

¢ : . :
> ", que, para cada n € Ny, satisfazem as condi¢oes abaixo:

1) o™(t) =i(ck), se tp =cx, 0 <k <l+1;
2) ovp < 0" <oy, se ty, = Ly e e(lpyr) = +1, 0 < k < ¢;

3) ovp = 0"t = ovpyr, sety = Iy e e(lpyr) = —1,0< k < /.

) : . - ¢ ~ :
Também definimos o conjunto >, C >, onde f nao ¢ necessariamente
- , . N ) . .o~
padrao, que é o conjunto das sequéncias em Y que verificam as condigdes de

1 a 3 com os sinais < e > substituidos por < e >, respectivamente. Ficando

claro que ), C Ef.

Lema 4.10. Sejam f,g : I — I, {-modais, padrao. Denominando ij,z/jg,
paral < j </ e V(J; , 1/{ 1) v, vy 11, 0s invariantes kneading e itinerarios dos
pontos extremos de f e g, respectivamente. Se I/Jf = ujg, para 0 <7 < /41,
entdo f e g definem a mesma relacao de ordem em " e 37 F= 2

Demonstragao: Para provar que (3%, <;) = (32, <,), basta notar que
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as relacoes de ordem <j; e <, sao definidas totalmente conhecendo-se as
orientagoes de f e g em Iy, isto é, ¢(I1) e g4(I1). Mas isto é equivalente a
conhecer v e vg. Como vl = 1¢ temos que a relacio de ordem é a mesma.
Resta mostrar que Zf = Zg. Para isto, note que, dado t € va en >0,
temos:

Se t, = ¢ entdo o™(t) = i(cx) pois t é admissivel.

Se t, = Ij+1 com g4(Ix1q) = +1, ent@o e7(L41) = +1, logo (71/]{ <y o™t <y
ay,f;rl, pois t é admissivel para f. Como V,f =, V]{_H = v}, e as relacoes
<y e <, sdo equivalentes, temos ovy <, 0"t <, oV, .

Se t, = Ip41 com g4(L;41) = —1, entdo e¢(Lp+1) = —1, logo aulf = o

UV]{_H, pois t é admissivel para f. Como V,f =, V]{_H = v}, e as relacoes
<y e <, sdo equivalentes, temos ovy =, 0" =, oV, .

Assim, para cada n € Ny, t verifica as trés condigoes da Definicao 4.9, para

g, ou seja, t é admissivel para g. Logo > ; C > g Analogamente mostra-se

que >, D >, portanto Y =) . O

Teorema 4.11. Seja f : [ — I, ~-modal, padrao. Com itinerarios dos pontos
extremos de I, vy, vp11 € {I1, 111} e invariantes kneading vy, vs, ..., vy €
{L, Iy, ....Ip 1}, Entao i(I) = Zf, e portanto 7 : [ — Zf ¢ uma bijecao
que preserva ordem.

Demonstracao: Dado x € I, pelo Lema 4.8, temos que i(x) é admissivel,
isto ¢, i(x) € > ;. Portanto i(I) C > ;. Vamos mostrar agora a inclusao
contraria, ou seja, i(1) D ).

Sejat € Zf, vamos supor, por absurdo, que t € i(I). Entao para todo x € I,
temos i(z) # t. Como < é uma ordem total em $°° teremos i(z) < t ou

i(x) = t. Definimos, entdo, os seguintes subconjuntos de I:

Li={z e Ili(x) <t} e Ry = {z € I|i(x) > t}
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Por construgao, temos que L; N Ry = & e L; U R, = I. Primeiramente vamos
demonstrar que Ly, R; # &. Pela definigao de 1 e vy,1 temos apenas quatro
possibilidades para a escolha destes itinerarios. Escolhemos, sem perda de
generalidade, um caso para a demonstragao. Suponha que f(a) = f(b) = a,
entdo, pela definicao 4.7, temos vy = (I, I, ...) € vey1 = (Lpy1, 1, L4, -..).
Afirmacao 1: ¢y =a € L;.

Como t ¢ i(I) temos que t # i(cy) = vp. Logo, existe n > 0, tal que,
tn # in(co) = 11, isto é, I1 < t,,. Tomemos n o minimo para esta propriedade.
Sen=0,entao vy <tecy € L;. Sen >0, entao vy < t, pela Proposicao 3.8,
pois 7,(t) = 7,(vp) = +1. Logo ¢y € Ly.

Afirmagao 2: ¢y, =b € R;.

Como t ¢ i(I) temos que t # i(cer1) = veyq. Logo, existe n > 0, tal que,
tn # in(ciy1). Se n = 0, entdo tg # io(cry1) = Lip1, = to < io(Coy1) =
t < i(cer1). Portanto ¢y € R;. Se m > 0, tomando n minimo para esta
propriedade, temos ¢, = ix(cor1) para 0 < k <mn—1et, # i,(co1). Assim,
tn > in(Cop1), POIS in(cor1) = I1. Ainda, 7,(i(cos1)) = e(Lpg1)e(Ly)...e(l1) =
—1. Pela Proposicao 3.8, temos que t < i(cpy1) € portanto, co11 € Ry.

Como L; e R; sao nao-vazios podemos falar de valores supremo e infimo de
cada conjunto. Note que para quaisquer y € L; e z € R; temos y < z,
pois i(y) < t < i(z). Assim sg)y < Zienlgt z, mais que isso vale a igualdade
pois, Ly N R, = O e Ly UR, y: tI . Consideremos o ponto v € I dado por
u= ysgg Yy = Ziél}i z. Temos que u € L; ou u € Ry, assumimos que u € Ly, pois
o caso u € Ry leva a contradi¢ao de modo anélogo.

Como u € L; temos i(u) < t. Por outro lado, para qualquer § > 0 temos que
{(u,u+90) NI} C Ry, logo para qualquer z € (u,u + 9), t < i(z). Fazendo
z — u' temos ¢t = i(uT), portanto i(u) < t < i(ut). Concluimos, assim,

que i(u) # i(u"), ou seja, u é um ponto de descontinuidade da aplicagio
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itinerdrio. Pelo Corolério 4.2, existe n > 0 tal que f™(u) € {c1,...,c}, ou
seja, f"(u) = ¢, 1 < k < ¢. Adicionalmente escolhemos n como o niimero
minimo para esta propriedade. O caso n = 0 leva a contradi¢ao facilmente,
portanto, para nao repetir a argumentacao, tratamos o caso n > 0 que ¢
mais delicado. Assim {u, f(u), ..., f*'(u)} nao contém pontos de retorno e

f™(u) = cgx. Temos,

Z('Ll,) = (iO(U),il(U), ...,in,l(u),ck,inﬂ(u), ),
7(;:(t(h t17 sy tn—la t'ru tn—i—la ))

i) = (o(u™), ia (uh)s ooy ine (U, i (0, it (), ).

Primeiramente, notemos que, fixado j, 0 < j < n —1, como i;(u) €
{I1,...,Iy41} temos, i;(u™) = yliﬂfi A(f(y) = ij(u). Assim i;(u) = t; =
i;(ut), para 0 < j < n—1, e i,(u") = Iy ou Iy, pois in(u) = c,. Pelo
Corolario 2.10, existe 6 > 0, tal que, para todo y € (u,u+9), A(f"(y)) = cte,
ainda, pela Proposi¢ao 3.9, 7,(i(u)) é a orientacao de f™ em (u,u+9), pois
{u, f(u), ..., f*"*(u)} ndo contém pontos de retorno. Vamos supor, sem perda
de generalidade, que 7,(i(u)) = +1, entao i, (u™) = Ix41( se fosse 7,(i(u)) =
—1 entao i,(u") = Ij). Concluimos que i,(u) = ¢ < t, < Ixr1 = i,(u'),
onde uma das desigualdades é estrita.

Casol: Se t, = ¢y, como ¢ € ), teremos, 0"(t) = i(cg). Ja que f"(u) = c,
temos t; = i;(u), para todo j > n. Como t; = i;(u), para0 < 7 <n—1, vem
t = i(u), contradizendo o fato de que t € i([).

Caso2: Se t, = I, temos duas possibilidades. Se e(I;4+1) = +1, pela ad-
missibilidade de ¢, temos ovy, < 0™t < ovgyq. Por outro lado, ¢; = i;(u™),
0<j<n-—-1et, = Iy = i,(u"), logo 6;(t) = 0;(i(u")), 0 < j < n.
Como t = i(u') temos que t,11 < ipr1(u'), pois, Tha1(t) = Ta1(i(u™)) =

7o (i(ut))e(l141) = +1. Pela Proposicao 3.8, 0"t < o™ li(u™) = o (o™ (i(u™)),
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e pela Proposi¢ao 4.6, o™i(ut) = i((f"(u))") = i(¢}) = w, logo o™t < oy,
contradizendo, ovy < 0"t < ovpyy. Se e(Ixy1) = —1, usando o critério de
admissibilidade e, os mesmos argumentos, chegamos a contradicao. Portanto
ted

A nossa segunda afirmagao segue diretamente do Teorema 3.16, e do fato ja

demonstrado, de que i(I) =3 _,. O

Corolario 4.12. Sejam f,g : I — I, f-modais, padrao, tais que seus invari-
antes kneading e itinerarios dos pontos extremos sejam iguais, entao f e g
sao conjugadas.

Demonstragao: Pelo Lema 4.10 , ) ;= > g Com a mesma relacao de or-
dem induzida. Pelo Teorema 4.11, iy : [ — > e iz : I — > . sdo bijecdes
que preservam ordem(a mesma ordem em ;e > ). Assim definimos uma

aplicacao h : I — I, dada por h = 7

g ' o4;. Por construgao, h serd uma

bijecao, que preserva ordem, portanto continua e com inversa continua, ou
seja, um homeomorfismo de I. Ainda, é facil ver, que ho f = goh, jd que iy e
. ~ e~ .~ 1 . e .

ig 20 bijegoes, e pela Proposi¢ao 2.7, temos f =i, oooife g=1i, 00o0ig.

Portanto f e g sao topologicamente conjugadas. U

Como fechamento da nossa exposicao vamos apresentar um critério tutil
para determinar sob quais condigoes podemos garantir que uma aplicagao ¢-

modal é padrao.

Lema 4.13. Seja I = [a;b] , com a < b, um intervalo e f : [ — [ uma

aplicagao continua. Suponha que

i) U f(x) =1,V € I;
n>0

i6) Fiz(f) O (a;) # @
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iii) f(OI) C OI.

Entao f nao possui intervalos errantes, nem érbitas peridédicas atratoras nem
intervalos de pontos peridédicos.

Demonstracgao: De fato, para cada intervalo J C I, com interior nao vazio,

podemos tomar yy € J e por (i) teremos U f~(yo) = 1. Como J C I, tem
n>0
interior nao vazio, podemos obter z € J \ {yo} e n > 0, tal que, f*(z) = yo,

ou seja, z € U f " (yo), assim f*(J) N J # @. Logo nado existem intervalos
errantes, poi; %Os iterados de qualquer subintervalo de I nao sao mutuamente
disjuntos.

Para provar a segunda afirmacao, vamos supor por absurdo, que exista uma
érbita periddica atratora, isto é, que exista z € Per(f) e J C BA(z), um

intervalo aberto. Por (ii) existe um ponto zq € Fiz(f) N (a;b), ou seja,

f(zo) = mg e g & OI. Note que, neste caso z = xg, pois U f(xo) =1
n>0
logo existe y € J, y # z, tal que, f¥(y) = x¢, para algum k > 0. Portanto

f™(y) = zo, para todo n > k, como y € J C BA(z) temos z = xy. Assim
J C BA(xo) e f(xo) = zo. Por outro lado, tomando y € I, (y = aouy = b),
temos U f~(y) = I, logo existe x € J, tal que, x # 79 e f*(x) = y, para
algum 7502 0. Portanto f"(x) € OI, para todo n > k, ja que f(0I) C OI.
Como xy ¢ 01 temos contradigao, pois x € J C BA(xg).

Finalmente, suponhamos que exista um intervalo J C Per(f), com interior

nao vazio. Primeiramente fixamos y, € J e definimos o conjunto das suas

pré-imagens

[ Yyo) ={z €| f"(z) = yo, para algum n > 0}.

Afirmamos que f~'(yo) N Per(f) ¢ um conjunto finito. Para ver isto, basta
notar que este conjunto nao ¢ vazio pois contém 7y, assim podemos tomar

um ponto ¢ € f~Y(yo) N Per(f), isto é, existem ¢ > 0 e n > 0, tais que,
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f1(¢) = C e f*(¢) = yo. Tome agora qualquer x € f~'(yy) N Per(f) entao
existem @ > 0 e N > 0, tais que, f¢(z) = v e f¥(z) = yo. Podemos escrever
N=kQ+rcomk € Nge0 <r < Q. Assimyy = f¥(x) = f*t(2) = f"(z),
ou seja, f7(x) = yo. Portanto f"(¢) = yo = f"(x) e, sendo 0 < r < @, esta
bem definida a aplicacio f@", dai f9"(f"(¢)) = fO"(f"(x)) = f9(z) = x,
logo # = f@*(() € OF(¢). Assim f~'(yo) N Per(f) C O*(() e sendo
#O1(() = q, temos que, f~(yo) N Per(f) é finito. Como J C Per(f), existe
apenas um numero finito de pré-imagens de yo em J, entretanto J tem interior

nao vazio, o que contradiz a densidade de U f™(yo) em I. O
n>0

Corolario 4.14. Seja f : [ — I, {-modal, tal que, as pré-imagens de quais-
quer pontos de I sejam densas e que f possua um ponto fixo no interior de
I. Entao f é padrao.

Demonstragao: Como f é {-modal temos que 0I é f-invariante, além disso
f € continua. Como qualquer ponto tem seu conjunto de pré-imagens denso
e existe ponto fixo fora da fronteira de I, vale o Lema 4.13. Pela Definicao

3.17, f é padrao. O

Vamos agora considerar alguns exemplos de onde a teoria se aplica, mostrando

que a classe das aplicacoes padrao nao é vazia.

Vamos considerar a seguinte familia de aplicacoes uni-modais do tipo tenda

fe :[0;1] — [0; 1], para ¢ € (0;1) dada por

1.y ,se x € [0;¢

L (z—-1) ,s¢ z€ (1]
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Primeiramente notemos que estas aplicagoes sao de fato uni-modais. Mais
que isso para cada intervalo J C [0;1], existe n > 0, tal que, f*(J) = [0;1],
logo o conjunto das pré-imagens de qualquer ponto é denso em I, e sempre
existe um ponto fixo em (c;1), portanto fora de dI. Ainda, sendo f uni-
modal temos O f-invariante. Assim, pelo Coroldrio 4.14, {f.} é uma familia
de aplicagoes padrao.

Um exame mais detalhado dos itinerarios de pontos a direita do tinico ponto
de retorno ¢ mostra que o invariante kneading de qualquer aplicacao desta

familia é sempre

vy = (12712,1_1,1_1,[1,[17 )

Finalmente os itinerdrios dos pontos extremos de qualquer aplicagao desta

familia sao

Vg = (Il,Il,Il,Il,Il,Il,...>
Vy = (12,11,]1711711711,...>

Portanto, pelo Corolario 4.12, quaisquer duas aplicacoes desta familia sao

topologicamente conjugadas (equivalentes).
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