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RESUMO

Nesse trabalho apresentamos algoritmos adaptativos do Método do Residuo
Minimo Generalizado (GMRES) [Saad e Schultz, 1986], um método iterativo para resolver
sistemas de equagoes lineares com matrizes nao simétricas e esparsas, o qual baseia-se nos

métodos de projecao ortogonal sobre um subespago de Krylov.

O GMRES apresenta uma versao reinicializada, denotada por GMRES(m),
também proposta por [Saad e Schultz, 1986], com o intuito de permitir a utilizagao do
método para resolver grandes sistemas de n equacoes, sendo n a dimensdao da matriz
dos coeficientes do sistema, ja que a versao nao-reinicializada (“Full-GMRES”) apresenta
um gasto de meméria proporcional a n? e de nimero de operacdes de ponto-flutuante

3. mno pior caso. No entanto, escolher um valor apropriado para m é

proporcional a n
dificil, sendo m a dimensao da base do subespaco de Krylov, visto que dependendo do

valor do m podemos obter a estagnagao ou uma rapida convergéncia.

Dessa forma, nesse trabalho, acrescentamos ao GMRES(m) e algumas de suas
variantes um critério que tem por objetivo escolher, adequadamente, a dimensao, m da
base do subespago de Krylov para o problema o qual deseja-se resolver, visando assim uma

mais rapida, e possivel, convergéncia.

Aproximadamente duas centenas de experimentos foram realizados utilizando
as matrizes da Colecao Harwell-Boeing [MCSD/ITL/NIST, 2003], que foram utilizados
para mostrar o comportamento dos algoritmos adaptativos. Foram obtidos resultados
muito bons; isso poderd ser constatado através da andlise das tabelas e também da ob-

servacao dos graficos expostos ao longo desse trabalho.



18

ABSTRACT

In this work we present adaptive algorithms for the Generalized Minimum
Residual method (GMRES) [Saad and Schultz, 1986], an iterative method for solving
sparse, nonsymmetric systems of linear equations, based on orthogonal projection over

Krylov subspaces methods.

GMRES has a restarted version, GMRES(m), also proposed by [Saad and
Schultz, 1986], which allows its use when the system has a large number n of equations, as
the non-restarted version (“FulllGMRES”) has a memory cost proportional to n? and a
floating-point cost proportional to n?, in the worst case. However choosing the appropriate

value of m is still a challenge.

Therefore, in this work we added to GMRES(m) and some of its variants a
criterion which aims to choose the dimension m of the Krylov subspace basis adequately,

for a given system, in order to obtain convergence and, if possible, in the most fastest way.

Around two hundred experiments were carried out using matrices of the
Harwell-Boeing Collection [MCSD/ITL/NIST, 2003, to show the behaviour of the adap-
tive algorithms. Good results have been obtained; this may be ascertained from the data

presented in the tables and the graphs contained in this work.
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1 INTRODUCAO

Nessa dissertagao sao estudados aprimoramentos ao método iterativo “Gene-
ralized Minimum Residual” (GMRES), proposto em [Saad e Schultz, 1986], e algumas de

suas variantes, utilizados na solugao de sistemas de equagoes lineares na forma
Az =10 (1.1)
onde A € R™ "™ é nao-simétrica e esparsa e x,b € R".

No GMRES, conforme proposto originalmente por Saad, em 1986, o residuo
inicial 79 = b — Axq é utilizado para gerar uma base ortonormal para um subespaco de
Krylov,

K1(A,r0) = subespaco(rg, Ar, ..., A¥1rg) (1.2)

onde k é o numero de iteragoes do método GMRES, através do processo de Arnoldi, o
qual é uma modificagdo do processo de ortonormalizacao modificado de Gram-Schmidt
(MGS). A solugao do sistema (1.1) é tomada como solugao de um problema de minimos-
quadrados que envolvem uma matriz e um vetor gerados durante o processo de Arnoldi,

cujos detalhes serao apresentados no Capitulo 2.

Dentre algumas das caracteristicas apresentadas pelo GMRES, salienta-se a
convergéncia em, no maximo, n iteragoes. Obviamente, se considerarmos matrizes em que
n é grande, no pior caso (convergéncia na n-ésima iteracdo), essa garantia de convergéncia
nao serd vantagem, pois o processo de Arnoldi requererd o armazenamento de n vetores
de dimensao n, além de uma matriz de dimensao (n + 1) x n — o que levard a uma
complexidade espacial O(n?) — e exigird n produtos matriz-vetor, com uma complexidade
temporal O(n?). Isso poderd fazer com que nao seja possivel obter a solucio do sistema
num determinado computador, pois a meméria disponivel ndo sera suficiente; ou a resposta

nao serd obtida em tempo habil.

Dessa forma, ja em [Saad e Schultz, 1986], Saad e Schultz propuseram uma
versao chamada de reinicializada, GMRES(m), onde m é a dimensao da base do subes-
paco de Krylov, na qual se produz uma blase ortonormal para um subespago de Krylov
de dimensao m, K,,(A,ry); isto é, a cada iteragao k, calcula-se o residuo ry = b — Axy,

calculam-se os m vetores ortonormais através do processo de Arnoldi e, a partir deles,
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resolve-se um problema de minimos-quadrados, obtendo-se uma aproximacao ry41 para a
solucdo do sistema (1.1). Deve-se dar certa atenc@o se o residuo 741 nao for suficiente-
mente pequeno, faz-se uma nova iteragdo. O método GMRES(m) serd apresentado com
maior detalhe no Capitulo 2, mas pode-se salientar desde ja que o processo de Arnoldi
apresenta, nesse caso, uma complexidade espacial O(m?) e temporal O(mn), o que torna-o

vantajoso.

Infelizmente, ao se optar por usar o método GMRES(m), perde-se a garan-
tia de convergéncia apresentada pelo método GMRES, a menos que m seja escolhido
convenientemente. Se ele for muito pequeno, a convergéncia pode nao ser obtida, nem
mesmo em n iteragoes; se for muito grande, a convergéncia poderd ser obtida, porém
com um gasto excessivo de operacoes aritméticas de ponto-flutuante e de memoria. Em
[Saad e Schultz, 1986], hd um teorema que apresenta uma férmula para a escolha de m
de acordo com a distribuicao de autovalores de A. Infelizmente, tal teorema é aplicavel
a apenas um pequeno numero de matrizes; no Capitulo 2, apresentamos um exemplo,

analisando o m apresentado através do uso do teorema e do GMRES propriamente dito.

Dessa forma, nessa dissertacao iremos estudar maneiras de determinar di-
namicamente, ao longo do processo de solugao do sistema (1.1), um valor adequado para
m, de forma a garantir a convergéncia do método GMRES(m) e de algumas de suas va-
riantes, bem como obter a solugdo com o menor gasto computacional possivel, em termos

do nimero de operagoes de ponto-flutuante.

Esse trabalho éeminentemente experimental, de forma a se evidenciar a va-
lidade, ou nao, dos diferentes critérios de determinacao de m, estudados e propostos.
Os experimentos realizados consistiram na solucao de sistemas de equagoes lineares cu-
jas matrizes encontram-se disponiveis no sitio Internet “Matrix Market”

[MCSD/ITL/NIST, 2003].

Os experimentos foram realizados utilizando-se o método GMRES (m); uma
variante do GMRES(m) utilizando transformacoes de Householder, ao invés do processo
de Arnoldi, proposta por Walker [Walker, 1988], a qual chamaremos de GMRESH(m);
o “Simpler GMRES” e sua variante usando transformagoes de Householder

[Walker e Zhou, 1994], os quais chamaremos de SGMRES(m) e SGMRESH(m); o “Loose-
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GMRES”, proposto por [Baker et al., 2003], chamados de LGMRES(m) e LGMRESH(m);
o GMRES adaptativo proposto em [Driver, 1997, chamado de A-GMRES(m); e
o BC-GMRES(m), proposto em [Nodera e Moriya, 2003]. Todos esses métodos (com
excegao dos dois tltimos), por sua vez, serao utilizados em combinagdo com o critério de
determinacao de m por nés proposto — nesse caso, adicionaremos a letra “A” ao final, a

fim distinguir os métodos.

No capitulo 2, apresentamos uma descricao dos métodos iterativos acima,
os quais serao apresentados em ordem cronoldgica em que foram propostos, a fim de se
ter uma visao histdrica do desenvolvimento desses métodos. No capitulo 3, os critérios
desenvolvidos para a escolha adequada de m serao apresentados, de forma evolutiva, bem
como outros dois critérios propostos em [Driver, 1997] e [Nodera e Moriya, 2003]. No
capitulo 4, descrevemos as matrizes utilizadas, caracterizando-as quanto ao seu tamanho,
estrutura e distribuicao de autovalores, bem como os experimentos realizados com as
mesmas, discutindo os resultados obtidos. Finalmente, apresentamos, no capitulo 5, as

conclusoes sobre o trabalho realizado, bem como sugerimos alguns trabalhos futuros.
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2 DESCRICAO DOS METODOS ITERATIVOS

Neste capitulo, inicialmente introduzimos alguns conceitos basicos para um
bom entendimento dos métodos iterativos que utilizamos nesse trabalho, como o subespaco
de Krylov, o Processo de Arnoldi utilizando o processo de Gram-Schmidt e a fatoragao de
Householder. Em seguida descrevemos os métodos iterativos utilizados no desenvolvimento
dos testes realizados com os critérios para a escolha da dimensao do subespaco de Krylov,

m, a saber: GMRES(m),GMRESH(m), SGMRES(m), SGMRESH(m) e LGMRES(m, k).

2.1 O Método do Subespaco de Krylov

O método do subespaco de Krylov é um método de projecao que, para resolver
sistemas lineares na forma (1.1) procura uma solucao aproximada zj a partir de um

subespaco zg + ~, de dimensao k, impondo a condicao de Petrov-Galerkin,
b— Al’k 1 ﬁk (2.1)

onde L é um subespaco de dimensao k e zg é uma solugao inicial aproximada. Existem
diferentes métodos de projecdo, que surgem através da escolha do subespago L e pela
forma em que o sistema é pré-condicionado; veja [Saad, 2003, pp. 144-279]. Um desses
métodos é o método do subespaco de Krylov, tal que ki é o subespaco de Krylov

k(A m9) = subespaco(rg, Arg, A%rg, ..., A¥ try) (2.2)
onde rg = b — Axg. As aproximacoes obtidas a partir do método do subespaco de Krylov
sao da forma

A= ay, =20+ qu1(A)rg (2.3)
onde g;_1 é um polinémio de grau k — 1. No caso em que xy = 0, entao

A7 = g1 (A)b (2.4)

ou seja, Ai_1b é aproximado por gi_1(A)b. Assim, o método do subespago de Krylov é
um subespaco na forma

ki (A, v) = subespaco(v, Av, A%v, ..., A¥ 1) (2.5)

que denotaremos apenas por ki se nao houver ambiguidade. Mais detalhes sobre o subes-

paco de Krylov podem ser encontrados em [Saad, 2003, pp. 151-153].
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2.2 0O Método de Arnoldi

O método de Arnoldi, conforme [Arnoldi, 1951], é um método de projecao
ortogonal sobre k,, para matrizes nao Hermitianas. Esse processo foi introduzido em 1951
e consiste em reduzir uma matriz densa em uma matriz de Hessenberg superior. Conforme
[Saad, 2003], pelo processo de Arnoldi os autovalores obtidos da matriz de Hessenberg, em
menos de n iteragoes, aproximam os autovalores da matriz original, e esse fato apresenta-se

ideal para resolver sistema com grande matrizes esparsas.

O método de Arnoldi baseia-se no método de Gram-Schmidt para calcular
uma base [y-ortonormal (vy, v, ..., vk_1,v;) de Kg; mais detalhes podem ser encontrados

em [Saad e Schultz, 1986].
O método de Arnoldi pode ser escrito como:

Algoritmo 1: Arnoldi
1. Inicio: Escolher um vetor inicial v; com [|vi||a =1
2. Iteracoes: Para j =1,2,...
3 hij = (Avj,v;),i=1,2,...,]
4. Ojp1 = Avj — >0 hy v
5 i1 = [10541ll2
6
7

0j+1
hjti,;

Vi1 = Uj1 =

fim para.

Se V}, é a matriz n x k cujas colunas formam a base ls-ortonormal (vy, ..., vg),
entdo H, = Vi,TAV, é a matriz de Hessenberg superior k x k, cujos elementos sao os
escalares h; ; gerados pelo algoritmo de Arnoldi. Sendo P} a projecao lz-ortogonal de ry,
e denotamos por Ay a secao de A em kg, isto é, o operador Ay = P A, , pode-se notar
que Hj é a matriz que representa Ay na base {v1,ve,...,vr}. Assim o método original
de Arnoldi é um método de Petrov-Galerkin para aproximar os autovalores de A por Hy,

[Saad, 2003].

Métodos iterativos do subespaco de Krylov tais como o método de Arnoldi

para sistemas lineares também sao chamados de métodos da ortogonalizagao completa, os
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quais sao bem conhecidos para aproximar a solugao de grandes sistemas lineares esparsos

nao-simétricos.

Na pratica é possivel melhorar o algoritmo de Arnoldi, que utiliza o método
de Gram-Schmidt (GS), através do método de Gram-Schmidt Modificado (MGS) ou da

transformagao de Householder (HO).

Algoritmo 2: Arnoldi MGS
1. Inicio: Escolha o vetor v; com |[vi|2 =1
. Iteragoes: Para j =1,2,...,m
w; = Av;
Parai=1,2,...,5

hij = (wj,v;)

fim para

hjv1 = l[wjll2

Wi

2
3
4
5
6. w; = wj — h; jv;
7
8
9

Vig] = —4—
I+ T Ry,

10. fim para

Em aritmética exata pode-se dizer que o algoritmo de Arnoldi é equivalente
matematicamente ao algoritmo MGS, contudo o mesmo pode apresentar casos onde no
passo da ortogonalizacao ocorra cancelamento computacionalmente, tornando assim o
MGS inadequado. Quando isso surge podemos utilizar uma outra técnica de ortogo-
nalizacao mais segura que ¢é a transformacao de Householder, a qual utiliza matrizes de
reflexdo na forma P, = I —2wiwy, !, a que transforma uma matriz X em uma outra matriz
na forma triangular superior; o vetor w é o chamado vetor de Householder que determina a
matriz Py e ||w||2 = 1. Observe que os vetores coluna da matriz A no processo de Arnoldi
nao sao avaliados durante todo o decorrer do processo,ou seja, no processo de Arnoldi
o préximo vetor é obtido a partir de Avj;, onde v; é o vetor da base. Ja utilizando a
transformacao de Householder, a coluna ortonormal v; é obtida como P P, ... Pjej, onde
PP, ... P; sao as matrizes de Householder. Note que na transformacao de Householder

temos P, ! = P,T = P,. Esse processo foi originalmente proposto por [Walker, 1988].
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Algoritmo 3: Arnoldi Householder
1. Inicio: Escolha o vetor nao-nulo v. Tome z1 = v

2. Iteragoes: Para j =1,2,..., m,m-+1

3. Calcule o vetor unitdrio de Householder tal que w;, = 0,i =1,2,...,5—1
4. szjizo,i:j+1,...,n.onder:I—ijij

5. hj—1 = Pjz;

6. vj =P P...Pje;

7. Se j < 'm, calcule zj11 = P;Pj_1...P1 Av;

8. fim para

Observe que a matriz P; nao necessariamente é formada explicitamente.

Em [Saad, 2003, pp. 158] é apresentada uma comparagao entre o custo em
armazenamento e operacoes de ponto-flutuante (flops) do processo de Arnoldi com GS,
MGS e HO, conforme a tabela (2.1). Observe que o maior custo em flops apresentado
pelo uso das transformacoes de Householder é necessario em fungao da melhor qualidade

numérica obtida com eles.

GS MGS HO
flops 2m?n 2m?n Am?n — %
Armazenamento | (m+1)n | (m+1)n | (m+ 1)n — ’%2

Tabela 2.1: Custo/Armazenamento das Ortogonalizagoes

2.3 O Método da Ortogonalizacao Completa - FOM

O método da ortogonalizacao completa, denotado por FOM, surgiu em 1981;
veja [Saad e Schultz, 1986], e foi baseado em outros dois métodos: o método do residuo
minimo [Paige e Saunders, 1975] [Elman, 1982a], aplicavel a sistemas simétricos visando

minimizar o residuo na norma-2 ¢ o ORTHODIR [Young e Jea, 1980].

Citamos a seguir o algoritmo do FOM, onde tomamos m como sendo a di-

mensao do subespago de Krylov, de acordo com [Saad, 2003]:

Algoritmo 4: FOM

1. Inicio: Calcule ro = b — Az, f = [|roll2 e v1 = 3

2. Defina a matriz H,, = h; j, 1,7 = 1,2,...,m. Tome H,, =0



26

3. Iteragoes: Para j =1,2,...,m

4 w; = Av;

) Parai=1,2,...,5

6. hij = (wj,v;)

7 wj = wj — hi;v;

8 fim para

9 hjt1,5 = [Jwj|l2. Se hjt1,; =0 tome m = j e va para (12.)
10. Vil =

11. fim para

12. ym = H,;lﬁel e Tm =20+ VinYm

Por [Saad, 2003], podemos concluir que o nimero m de iteragdes no passo
(2.) do algoritmo FOM ¢ suficiente para aproximar a solugao z,,, sendo praticamente a

solugao exata. E claro que, se o algoritmo para em m iteragoes é desnecessario calcular

Um+1-
O algoritmo FOM tém importantes propriedades [Saad, 1984]:

1. o vetor residual r,, é apenas o vetor v,,+1, assim podemos dizer que os

vetores residuais do algoritmo FOM sao ls-ortogonais a cada outro;

2. o algoritmo FOM nao péra se e somente se o grau do polinémio minimo

de v1 é menor do que m e a matriz H,, é nao-singular;
3. 0 processo termina em, no maximo, n passos.

A dificuldade com o método FOM, segundo [Saad e Schultz, 1986], é que o
mesmo apresenta um alto custo computacional & medida que o niimero m é incrementado;
em média, o custo a cada iteragdo é aproximadamente de 2Nz(A) + 2mn, onde Nz é o
nimero de elementos nao-nulos de A e m é a dimensao do subespago de Krylov gerado

pelo processo de Arnoldi.
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2.4 Método do Residuo Minimo Generalizado - GMRES

O método do Residuo Minimo surgiu em 1986 [Saad e Schultz, 1986], e é
matematicamente equivalente aos métodos GCR [Elman, 1982b] [Vinsome, 1976] e

o ORTHODIR [Young e Jea, 1980].

De acordo com [Saad e Schultz, 1986] quando A é definida positiva real (veja
[Cldudio, 1989]) ambos os métodos aproximam x,, da solugao exata; porém, quando A
nao € positiva real, ambos os métodos podem falhar, ou seja, o GCR pode parar e o
ORTHODIR pode nao apresentar uma boa estabilidade numérica. Algumas relacoes entre

o GMRES e o FOM podem ser encontradas em [Saad, 2003].

Em [Saad, 1992], Saad e Schultz apresentam o algoritmo iterativo Residuo
Minimo Generalizado (GMRES), para resolver sistemas de equagoes lineares ndo simétricos,

nao singulares como em (1.1).

O GMRES ¢ uma modificacao do FOM descrito acima, que usa o processo
de Arnoldi para calcular uma base ortonormal (vy,vs,...,v;) do subespago de Krylov
kk(A,v1). A solucdo zy é dada por zo + Vyi, onde V é a matriz cujas colunas sdo os
vetores v, calculados pelo processo de Arnoldi. O vetor ¥ é obtido a partir da solucao do
sistema Hyyr = Ore1, onde Hy é uma matriz de Hessenberg superior k X k, cujos elementos
sao calculados durante a ortogonalizagao no processo de Arnoldi, B = ||7ol|2, 70 = b— Axg

e e1 ¢ o vetor canonico de dimensao k.
O GMRES possui quatro caracteristicas importantes:

1. Nunca péra, a nao ser que tenha convergido; [Saad e Schultz, 1986, pp.

865];
2. Converge em, no maximo, n iteragoes; [Saad e Schultz, 1986, pp. 865];

3. A convergéncia é monotonica, isto é, ||[rxr1ll2 < ||7kll2. Se o campo de

valores de A, definido por

W(A) =

(xTAx

gl (CN> (2.6)

[Nachtigal et al., 1990], estiver contido no semi-plano direito aberto, é possivel que haja

monotocidade estrita;
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4. O numero de vetores de ordem n que precisam ser armazenados cresce

linearmente com k e o nimero de multiplicacoes cresce quadraticamente.

Apresentamos agora o algoritmo GMRES, segundo [Saad e Schultz, 1986, pp.

860]; nele tomamos € como sendo o € do computador, ou seja, o nimero de maquina:

Algoritmo 5: GMRES
1. Inicio: Escolha xg e calcule rg = b — Axg, v1 = H:ﬁ
. Iteragoes: Para j =1,2,...,n
hij = (Avj,v;);i=1,2,...,7,
051 = Avj — Y1 hijoi

hj1j = l[0j41]]2

v para (11.)
fim se

/S|
Vi+1 = 3

2
3
4
)
6. Se [|hjt1,4]l2 <€
7
8
9

j+1,5

10. fim para
11. 2 = 2o + Viys onde y; minimiza J(y) = ||Be1 — Hryl|2

Quando usamos o algoritmo GMRES pode-se facilmente usar a matriz Hy
para estimar os autovalores de A, conforme comentado na subsecgao 2.1. Se observarmos
o algoritmo do GMRES com cuidado percebemos que o mesmo pode parar apenas no
laco do processo de Arnoldi, quando w; = 0, isto ¢, quando hjy1; = 0 no passo 5,
assim o algoritmo péara porque o vetor de Arnoldi ndo pode ser generalizado devido &
ocorréncia de um subespaco A-invariante, [Saad, 2003]. E claro que 0 mesmo apresenta
algumas dificuldades, por exemplo quando temos n sendo um valor grande, os custos de
armazenamento e de flops crescem proporcionalmente a n? e n?, respectivamente, no pior

caso; entao para sanar tal dificuldade surgiu o método GMRES reinicializado, denotado

por GMRES(m), onde m < n.

Durante a geracao da base ortonormal escolhemos um valor m, e geramos
uma aproximacao para a solucao usando uma base ortonormal de dimensao m. Clara-

mente, com esse esquema a quantidade de armazenamento necessaria pode ser calculada
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previamente e mantida dentro dos limites aceitaveis. Apresentamos agora o algoritmo

GMRES(m):

Algoritmo 6: GMRES(m)

1. Inicio: Escolha xg e compute ro = b — Axg, v1 = H:ﬁ

2. Iteragoes: Para k =1,2,... maxit

3. Para j=1,2,...,m

4. hij = (Avj,v;);i=1,2,...,7,

5. Uj41 = Avj — ijl hijv;

6. hivrg = 10j4l]2

[ Uit = hi]jlla

8. fim para

9. x), = 20 + Viyr onde y;, minimiza J(y) = ||Be1 — Hryll2,y € R™
10. Se r, = b — Axy, satisfaz uma certa tolerancia pré-especificada
11. para

12. SeNnao Ty = Ty, V1 = H:ﬁ

13. fim se

14. fim para

As duas operagoes no GMRES(m) que consomem o maior tempo de execugao

sao o processo de Arnoldi e a solugao do problema de minimos quadrados

Hpyym = Brel (27)

A solucao de (2.7) é obtida usando a fatoracio QR de H,,, onde y,, é a solucio do sistema

triangular

Rym =g, 9= QpBke1 (2.8)

Para maiores detalhes veja [Saad e Schultz, 1986].

Uma das caracteristicas tanto do GMRES como do GMRES(m), é que a
norma residual da solugdo aproximada pode ser obtida sem calcular xj explicitamente. A

norma do residuo é dado por

1Bmer = Hmymlly = |Q(Bmer — Himym)ll2 = llg — Ryml2 (2.9)
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e por (2.9) esta norma é ||gi+1]|2-

Embora o GMRES(m) nao pare, [Saad e Schultz, 1986, pp.865], é possivel,
dependendo do sistema e do valor de m, que produza uma sequéncia estaciondria de
residuos e, assim, nao convirja. Um resultado apresentado em [Saad e Schultz, 1986, pp.

866-867] para escolher um m apropriado para a reinicializagao é dado como:

Teorema 1. Suponha que A é diagonalizdvel tal que A = VAV ™!, assuma que existem v
autovalores A1, Ao, ..., A, de A com parte real nao positiva e tome os outros autovalores
sendo fechados em um circulo centrado em C, com C' > 0 e tendo raio R com C > R.
Entao, o GMRES(m) converge para algum valor inicial de zq se
DC L
Ulog[ﬁ’f(X)”]

2.10
e (2.10)

m >

onde d= min [N\ e D= max max|\ — Aj|
i=1,...,v i=1,...,n

j=n+1,...v

Prova: Consulte [Saad e Schultz, 1986].

Podemos perceber que a determinagao desse valor minimo m depende da
determinacao da distribuicdo dos autovalores de A e assim é usado somente em casos
especiais, nao podendo ser tomada como padrao na escolha do m. Ele mostraria que
a diregao da convergéncia do GMRES(m) aumenta ou permanece constante quando m
aumenta. Maiores detalhes quanto a convergéncia do GMRES podem ser obtidos em

[Saad, 2003].

Para comprovar que nem todas as matrizes satisfazem tal teorema, geramos
uma matriz utilizando o programa MATLAB 5.3, a qual satisfaz as condigoes do teorema
apresentado acima. Apresentamos os graficos da estrutura e dos autovalores de tal matriz,

na figura 2.1.

Para n = 100 obtivemos os seguintes valores para as incégnitas do teorema:
D = 192,5682; d = 54,0479; C' = 3,0004; R = 1,4140; v = 17, tal que m > 84,8287.
Utilizando a mesma matriz no método GMRES(m) obtivemos m = 20. Observe que o
teorema proposto em [Saad e Schultz, 1986] apresentou um m muito superior ao necessario
para a resolugao do sistema através do GMRES(m). Isso mostra que tal teorema nao é
adequado e, particularmente para as matrizes utilizadas nos testes que serao apresentados

no capitulo 4, a distribuigao dos autovalores das mesmas nao satisfaz a hipétese do teorema.
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Figura 2.1: a)Autovalores da matriz, b) “Zoom” dos Autovalores da matriz

Em [Embree, 1995], foram propostos trés condigbes para a convergéncia do
GMRES, as quais envolvem os autovalores condicionados aos autovetores, o campo de

valores e o pseudoespectro.

Segundo [Saad e Schultz, 1986] o algoritmo GMRES estima a solucao geral

x1, baseado na solucdo inicial xg, e que rp = b — Axy, satisfaz a propriedade

[rellz < min [[p(A)|l2]lroll2 (2.11)
pGPk
p(0)=1

onde p(A) é o polinémio de grau k ou menor com p(0) =1 . As trés condi¢oes propostas

por [Embree, 1995] partiram da equacao (2.11) visando escolher um ||p(A)||2 apropriado.

Inicialmente [Embree, 1995] propos a condigdo envolvendo os “Autovalores
Condicionados aos Autovetores”, denotada por EV; o qual utiliza o conjunto dos autova-

lores de A, denotados por A(A). Supondo que A é diagonalizével, A = VAV ™!, temos:

il = min-ip(A)rofla < IVo(A)V " 2]lrol2 (2.12)

p(0)=1

o qual podemos tomar como:

lI7k[2 )

< k(V) min max A 2.13

Trolla =" >,2ka1 s O] 213)
p =

sendo k(V) = ||V||2]|V~!|l2, que é o ntimero de condicio da matriz de autovetores de A.
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A segunda condigao proposta envolve o “Campo de Valores”, denotados por
FOV, que é o quociente de Rayleigh definido em (2.6), onde a maior magnitude de W (A)
é chamada de Raio Numérico e é dado por u(A) = Zérvl‘f}é)]z\g. O campo de valores forma
sempre um conjunto convexo contendo A(A), e sdo mais atrativos do que a condigao
anterior visto que nao sao sensiveis a pequenas perturbacoes. Eirmann and Ernst apresen-
taram em [Eiermann, 1989] e [Eiermann e Ernst, 1998] as condi¢bes do GMRES baseada
no campo de valores, mostrando que se 0 &€ W(A), e que se para alguma matriz A temos

[All2 < 2u(A) = [lp(A)ll2 < 2u(A)p(A), entdo:

H7“k||2 )
<2 min max z 2.14
HTOHQ B peEPy ZGW(A)Hp( )||2 ( )
p(O):l

Essa condicao pode nao ser exata se existir estagnacao inicial.

Por fim, foi sugerido uma condicao envolvendo o “Pseudoespectro”, denotado

por PSA; o qual é definido por A.(A) = {z < |||z — A7!||2 > ¢} onde temos:

Ikl _ £(Te)
: 2.15
lrolle = 2me »epy Zgﬁi)\\p(@\b ( )
p(0)=1

onde 7. é a unido das curvas de Jordan que contém A(A) no seu interior e L£L(I'¢) é o

tamanho do contorno das curvas de Jordan.

Note que cada uma das condigoes é associada a uma constante, ou seja:

Cepv = k(V) (2.16)
Croy = 2 (2.17)
Cpsale) = 52(71;;) (2.18)

O comportamento assintético de cada condigao é determinado pela aproximacao complexa

do problema, ou seja, A(A), W(A) e A(A).

Podemos perceber que as condigoes apresentadas necessitam de elementos ex-
tras para que possamos utiliza-las, sendo que tais elementos nao sao triviais de serem cal-
culados, o que as tornam inviavéis. Dessa forma, concluimos que nem o teorema proposto
em [Saad e Schultz, 1986] nem as condic¢oes propostas em [Embree, 1995] sao adequados

para a escolha da dimensao do subespaco de Krylov, m.

E importante destacar que o GMRES(m) apresentado acima teve o pro-

cesso de Arnoldi acompanhado do MGS; contudo, existe uma ortogonalizacdo alternativa
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baseada no uso das transformacoes de Householder, a qual é mais segura se os vetores or-
togonalizados apresentam uma quase dependéncia linear numérica. Denotamos tal método

de GMRESH(m), o qual foi proposto em [Walker, 1988|.

O GMRESH (m)apresenta melhores propriedades numéricas que o GMRES(m),
especialmente nas iteracoes finais, quando os residuos tornam-se cada vez mais proximos,
e utiliza menos armazenamento, apesar de requerer duas vezes mais operagoes aritméticas
do que o GMRES(m). Segundo [Walker, 1988], no GMRESH(m) os vetores de House-
holder sdo de tamanho menor, e eles, junto com a matriz triangular superior gerada pelo
algoritmo, podem ser armazenados em uma matriz de ordem n x (maxit + 1), onde maxit
é o numero maximo de iteracdes. Isto é um pouco menos armazenamento do que o re-
querido pelo GMRES(m), o qual armazena toda a base de vetores ortonormal, bem como
as matrizes triangulares superiores. Assim, como em geral temos que mazit < n entdo

essa seria a maior vantagem entre esses dois algoritmos.
Apresentamos agora o algoritmo do GMRESH(m):

Algoritmo 7: GMRESH(m)

1. Inicio: Escolha xg e compute rg = b — Axg, z = rg

2. Iteracoes: Para k =1,2,..., maxit

3. Paraj=1,2,....mm+1

4. hij = (Avj,v;);i=1,2,...,7,

d. Calcula o vetor unitario de Householder tal que
wij, =0,0=1,2,...,7 -1

6. Pjz;=0,i=j+1,...,n onde P; = I — 2wjw;"

7. h.j—1 = Pjz. Se j =1 entao tome 3 = e1lho

8. v=PjP;_1...Pej

9. Se j <m, calcula z = PjPj_1 ... PLAv

10. fim para

11. Defina H,, = parte superior de [h1,...,hy;] de dimensdo (m + 1) x m

12. Calcula ¥y, = min ||Be; — Hpyll, Tome Y = (71, .., 0im) T

13. z=0

14. Paraj=m,m—-1,...,1

15. z = Pjnjej + z
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16. fim para

17. Calcula z,, = x¢g + 2

18. Se rpy, = b — Ax,, satisfaz uma certa tolerancia pré-especificada
19. para

20. €aso contrario xg = Xy, v1 = H:%

21. fim se

22. fim para

Sabemos que o custo GMRESH(m) é aproximadamente duas vezes o custo do
GMRES. Citamos agora, de acordo com [Da Cunha, 1992] o custo em relagao as operagoes

realizadas, bem como o custo em armazenamento do GMRES:

k% + 3k k2 + K
OGMRES = < ; ) Opu + ( ;— ) Oyry(n) +nOyr, (k)+
2.19
nk? 4+ nk ( )
2

/€O|u|2 + < > Oy +nkO- + Ogr + Opgs

onde Ogr ¢ o custo das operagoes envolvendo a fatoragao QR para resolver o sistema

triangular superior de ordem k usando a retro-substituicao Opg = kKO- + k22_ kO,. A

expressao O,r,(n) e O,r,(k) sdo os produtos internos dos vetores de tamanho n e k. O

nk?4nk 4 7 T ~ : = k [Tk
termo "% (0, é o niimero de multiplicagoes envolvidas na expressao i1 Hip Vi g
O armazenamento requerido pelo GMRES poderia ser sumarizado como sendo:

Samres = (2+ k)n + 2k* 4+ 5k + 3 (2.20)

2.5 Simpler GMRES - SGMRES

O Simpler GMRES surgiu em 1994 com Homer F. Walker e Lu Zhou; veja
[Walker e Zhou, 1994], sendo apresentado com uma modificacdo no processo de Arnoldi

original do GMRES. Segundo [Walker e Zhou, 1994], na implementacao usual do GMRES,

o processo de Arnoldi é aplicado com vy = IITTOOIIQ' A ortogonalizacdo em cada passo
do algoritmo pode ser feita usando o MGS ou HO. Note que o SGMRES é resultante
apenas da modificagao feita no v1, tornando assim o problema (2.7) em um problema de

minimos quadrados triangular superior, eliminando a matriz de triangularizacao da matriz

de Hessemberg.
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Apresentamos os algoritmos reinicializados do Simpler GMRES com a trans-
formacao de Householder, o qual denotaremos por SGMRESH, e o SGMRES com o pro-
cesso MGS.

Algoritmo 8: SGMRES(m)

1. Inicio: Escolha z e calcule r =b— Az, r = W e tome p =1

2. Iteracoes: Para k =1,2,..., maxit
3. Parak=1,....m
4. v = Avg_1, sendo v1 = Ar
5. Se k> 1entaoparai=1,...,k—1
6. Tome p; j, = v; Ty,
7. Vg = Vk — PikVi
8. Tome py = ||vk||2, atualize v, = %
9. Tome

P11 - Plk

Ry = :
Pk,k
10. Tome ¢ = rTvj,. Atualize p = psin(cos™ %‘)
11. Se ppo < tol
12. vé para o passo (15.)
13. fim se
13. r = KUk
14. fim para
15. Resolva: Tome k sendo o nuimero final de iteracoes
16 Rry = (&1,...,&)  paray = (ny,..., )7
17. Forma z = nr sek=1
mr+Y 1 k—1nip1 +m&)vi sek >1

18. rT=x+pz
19. Se ppo < tol pard
20. senéorzr_gT’“”’“,pg:ppoepzl.
21. fim se

22. fim para
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Algoritmo 9: SGMRESH(m)

1. Inicio: Escolha x e calcule r =b— Az, r = W e tome p =1
2. Iteracoes: Para k =1,2,..., maxit
3. Parak=1,....m
4 O = Py—1...PLAP) ... Py_1e,_1(0 = Ar)
5. Determine Py, tal que Pi0 = (p1,ks---» Pk ks 0, - - )T
6 Tome
P11 P11k
Ry = :
Pk.k

7. r = Pyr; tome &, = e, 1 e p = psin(cos™! %)
8. Se ppo < tol
9. va para (12.)
10. fim se
11. fim para
12. Resolva: Tome k sendo o ntimero final de iteracoes
13. Ry = (&1,...,&)T paray = (n1,...,m)7
14. Forma z = Fumr sek =1

Pi...Pmr+ (2, ..., n0,0,.. )T} sek >1
15. T =+ poz
16. Se ppo < tol
17. para
18. senao
19. r=P...P 0 %, po = ppo € p =1, retorna a (2.)

n—k

20. fim para

Observe que no passo (10.) e (7.) do algoritmo do SGMRES e do SGMRESH,
respectivamente, temos que, se & = 0, isso significa que o GMRES estagnou. Segundo
[Goossens e Roose, 1997|, através dos valores harmonicos de Ritz e dos valores de Ritz
pode-se explicar a estagnacdo do GMRES e do FOM. Entende-se por valores de Ritz a

aproximacao dos autovalores da matriz A e por valores harmonicos de Ritz os valores de
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Ritz da matriz A~! calculados a partir de Ak,,(A,rg). Sabe-se que, através do processo

de Arnoldi obtemos a matriz triangular superior de Hessenberg que satisfaz a relacao

AVpy = Vi Hy, (2.21)

onde H e RMTUXm & 5 matriz de Hessenberg aumentada com uma linha da forma

(0,0,..., Ams1,m) - A partir de (2.21) obtém-se a seguinte relacao
H,, = V,,TAV,, (2.22)

Em [Goossens e Roose, 1997] foi apresentada a seguinte relacao:
2

h
h2 T, < —mtlm 2.23
H m—i—l,mfmemHQ = Umin(Hm) ( )

onde opin(Hy) é 0 menor valor harmonico de Ritz de A; pode concluir que os valores
de Ritz sao iguais aos valores harmoénicos de Ritz quando o subespaco invariante for
descoberto, ou seja, no caso em que hyy1,m = 0. Quando Api1m, € grande € opin(Hp,)
¢ pequeno, temos o caso da estagnacao do GMRES, o qual pode ser traduzido como uma
diferenca significativa entre os valores harmonicos de Ritz e os valores de Ritz. Destacamos
que a curva residual do GMRES apresenta-se estagnada quando os valores harmoénicos de

Ritz tornam-se muito grandes.

A estagnacao do SGMRES corresponde ao fato da projecao & = 0, o qual

apresentou os valores harmonicos de Ritz sendo iguais a infinito.

Os dois algoritmos acima sao extremamente facéis de implementar e requerem
menos de O(m?) operacoes artiméticas dentro de cada ciclo de iteracdes nos m passos das
implementacoes usuais do GS e HO. No algoritmo do SGMRES o vetor residual é sempre
avaliado ou facilmente obtido. Também podemos destacar que na implementagao usual do
GMRES, as colunas de By, sao os vetores ortogonais {v1,. .., v} produzidos pelo processo

T0

de Arnoldi com v = ol consequentemente este Bj é idealmente condicionado. Na

implementacao do SGMRES temos:

Bk = (To,vl,vg,...,vk1> (2.24)
[I7oll2

onde vy, ...,vp_1 sdo produzidos pelo processo de Arnoldi com v; = Hfﬁ"irooh'
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2.5.1 Loose GMRES - LGMRES(m, k)

O Loose GMRES surgiu em 2003 com Baker, Jessup e Manteuffel; veja
[Baker et al., 2003]; sendo apresentado com uma técnica para acelerar a convergéncia

do GMRES.

O LGMRES(m, k) é muito semelhante ao método do gradiente conjugado
completo (CG) com precondicionador polinomial, e sua implementacao nao exige muitas

modificagdes no GMRES(m).

Segundo [Baker et al., 2003], uma motivagao para propor o LGMRES se deu
pelo fato de que o GMRES(m) nao mantém a ortogonalidade entre espagos aproximados
generalizados em sucessivas reinicializacoes, tornando assim sua convergéncia vagarosa ou
até mesmo levando a divergéncia. Também é sabido, conforme [Chapman e Saad, 1997],
que métodos aumentados formam uma classe de técnicas de aceleracao; esses métodos
buscam evitar a divergéncia melhorando assim as informagoes obtidas com o GMRES em
cada reinicializagdo. Tipicamente, um subespaco A-invariante é agrupado ao subespaco
aproximado de Krylov, resultando assim em um subespago de Krylov aumentado. O

subespaco A-invariante associado com os menores autovalores é comumente usado.

A idéia entdo consiste de adicionar vetores ao subespaco aproximado de
Krylov que representaria o espago aproximado para cada ciclo de reinicializagao, ou seja,
depois do ciclo i + 1 terfamos que 7,41 L Akp(A,r;). Idealmente r;y; L Arp(A,7i—1)
também serviria, mas infelizmente o GMRES(m) descarta k,,(A,r;—1) antes de comegar

o ciclo 7 + 1.

Suponha que & é a solucao exata do problema (1.1). O erro depois de i ciclos
de reinicializacao é denotado por e;, onde ¢; = & — x;. Em [Baker et al., 2003] definiu-se
zi = x; — x;—1 como sendo o i-ésimo erro aproximado no i-ésimo ciclo de reinicializacao.
Como z; € km(A,ri—1), este erro aproximado é a escolha natural do vetor que aumentara o
préximo espaco aproximado Ky, (A, r;). Assim, se o espago aproximado contém a corregao
exata e;, tal que £ = x; + e; terfamos o problema resolvido. Dai incluir a aproximacao e;,

tal como z;, no espago aproximado apresenta-se como uma estratégia aceitavel.
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Denota-se o novo algoritmo do GMRES(m) aumentado como LGMRES(m, k),

o qual aumenta o espacgo aproximado de Krylov com k vetores erros aproximados. Entao,

no final do ciclo de reinicializacao i + 1, o LGMRES(m, k) acha a solugdo aproximada de

(1.1), como segue:

%
—1
Tit1 = T; + qZLH (A)’I"l + E Q525
j=i—kt1

(2.25)

onde o polinémio ¢/?7" e a;; sdo escolhidos tais que ||ri41 |2 ¢ minimizada. Em particular,

quando em (2.25), k = 0 o LGMRES(m, k) reduz ao GMRES(m).

Apresentamos o algoritmo proposto por [Baker et al., 2003]:

Algoritmo 10: LGMRES(m, k)

1. Iniciorr; = b— Ax;, B =||ril|l2,v1 =%, s=m+k

ﬁ?

2. Iteragoes: Para k =1,2,..., maxit
3. Para j =1,2,...,s

Av; sej<m
4. U =

AZ;i_(j—m-1) nOs outros casos
5. Paral=1,...,j
6. hl,j = UUZT
7. u=1u—h;V
8. fim para
9. hjvig = llullz, vy = ﬁ
10. fim para
11. WS = [’01, ey Umy Ry e v vy Zi—k-{—l] 5 HS = hlaj1<l<j+1;1<j<s
12. Acha ys tal que (2.7) é minimizado
13. ziv1 = Wsys (também Az = Vi1 Hsys)
14. iyl = X + Zit1
15. fim para

Note que Viy1 = [v1, 09, . ..

,vm,...,vm+k+1]eWs = [Ul,...,Um,ZZ',..

oy Zi kit 1)

entao, a relagdo AW, = Vi1 H, também é vilida para o LGMRES(m, k), onde Hg denota

a matriz (s + 1) x s de Hessenberg.
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Na tabela (2.2) sumarizamos o custo do GMRES(m + k) e do LGMRES(s),
onde s = m + k, sendo que a segunda coluna refere-se ao armazenamento de vetores
de tamanho n e a terceira coluna ao nimero de multiplicagoes matriz-vetor por ciclo de

reinicializagao.

Armazenamento | Multiplicacoes
GMRES(m, k) m+k+3 m+k
LGMRES(s) m+3k+3 m

Tabela 2.2: GMRES e LGMRES

Haveria uma possibilidade de diminuir o custo quanto ao armazenamento re-
ferente a segunda coluna da tabela; bastaria calcular Az; em cada ciclo de reinicializacao,
tornando-a m + 2k + 3. Contudo, isso acarretaria em um acréscimo do custo em relacao
ao numero de multiplicagoes matriz-vetor, ou seja, teriamos m + k multiplicacGes por
ciclo de reinicializagao, o que tornaria o método desvantajoso em relacao a uma possivel

convergencia.

Note que o LGMRES(m, k) tipicamente nao requer mais iteragoes do que
o GMRES(m), e que o fato do mesmo ser um acelerador de uma possivel convergéncia
do GMRES(m) nao significa que o mesmo nao possa ser aplicado sem o uso de pré-

condicionadores.

2.6 Diagrama dos Métodos

Apresentamos a seguir um diagrama que mostra as principais caracteristicas

dos métodos bem como a evolugao historica dos mesmos.
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Figura 2.2: Diagrama dos Métodos
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3 ELABORACAO DOS CRITERIOS

Neste capitulo apresentamos, em ordem cronoldgica, os diversos critérios ela-
borados na tentativa de obter a melhor dimensao do subespago de Krylov, m, bem como

as estratégias e técnicas utilizadas em cada escolha realizada.

O primeiro critério apresentado foi inspirado nos testes para prevenir a es-
tagnagao presentes no A-GMRES, veja [Driver, 1997]; os demais critérios foram desen-
volvidos utilizando conceitos matematicos, nao sendo inspirados em nada existente na

literatura atual, ou seja, os mesmo tiveram sua primeira apari¢cao nessa dissertacao.

Nos testes que seguem e no capitulo 4 alguns parametros foram utilizados, os
quais descrevemos agora: utilizou-se uma tolerancia de “1076”, o parametro de entrada
“ e s, . . - . “ »

maxit” é o nimero maximo de iteragoes permitidas, “mer;;” € 0 valor da base inicialmente,
“ » 4 4 3 = [13 9”4 2 1 d
[|7k||2” é o valor da norma na k-ésima iteragao, “mmax” é o maximo valor que o m pode

assumir, e é dado através da formula:

mmax = min(mmaz, mlimit) (3.1)

o . n+1
mlimit = min <ma$(mmaz, Vn), 5 > (3.2)
Antes de iniciarmos os critérios elaborados propriamente dito, faremos a apresentacao de

dois métodos adaptativos apresentados por [Driver, 1997] e [Nodera e Moriya, 2003].

O critério proposto em [Driver, 1997] serviu de inspiragao para a elaboragao
do primeiro critério apresentado nesse trabalho e também serviu de fonte de amadureci-

mento para os demais critérios elaborados.

A partir desse capitulo chamamos de métodos Adaptativos aqueles métodos
que sao acrescidos de um dos critério proposto e de métodos Nao adaptativos os que

nao apresentam a presenga dos mesmos.

3.1 GMRES-ADAPTATIVO

Dedicamos essa secdo ao método GMRES-Adaptativo proposto por Maria
Sosonkina Driver em 1997 [Driver, 1997], o qual denotamos por A-GMRES.
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A diferenca bésica em relagao ao GMRESH(m) consiste no fato de que o A-
GMRES apresenta, se necessario, alguns testes para incrementar o m e entao reinicializar

o método.

De acordo com [Driver, 1997] a esséncia do A-GMRES é obter um parametro
m adequado para a reinicializacdo do problema. Sabe-se que em [Brown e Walker, 1997]
foram discutidos testes de estagnacao para sistemas singulares, sendo esses somente apli-
cados antes do novo ciclo de reinicializacao; contudo nada foi proposto para adaptar a

estratégia com a dimensao do subespaco de Krylov.

O A-GMRES proposto emprega testes de estagnagao para redugdo da norma
residual. O método é declarado como tendo estagnado e as iterages sdo paradas se a
tolerancia nao pode ser encontrada para o maior multiplo do maximo numero de ciclos
permitido, denotado em [Driver, 1997] por “bgv”, essa estimativa do nimero de ciclos

permitidos foi chamada de “teste” no algoritmo do A-GMRES.

Conforme visto no capitulo 2, sabe-se que quando a convergéncia do GMRES(m)
é vagarosa indica que o numero de vetores do subespaco nao é suficiente para resolver tal
sistema; podemos entao aumentar o valor de m, que devera beneficiar o método. Quando
isso se faz necessdrio o método segue seu processo no mesmo ciclo onde houve a estagnacao,
ou seja, repete o ciclo com o novo valor do m. Assim, podemos concluir que a reinicia-
lizagdo para o A-GMRES significaria repetir a iteracdo nao produtiva, onde obteve-se a

estagnacao parcial ou total.
Veja o algoritmo do A-GMRES abaixo:

A-GMRES:
1.Inicio: Escolha x, maxit, m e mmax;
2.Iteragoes: 7 =b— Ax, i = 0, cnmaz = &
3. Calcule (3.1), (3.2) e miner =4

4. Enquanto |[|r||z > tol

5. i1 =T

6. Determina Pir = ||r||2e;

7. kl=1ek2=m

8. L1: Para j =Fk1,...,k2



10.
11.
12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
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i=i+lev=PF;...PLAP, ... Pje;
Determina Pjiq
Atualiza [|r||2
Estima cond(AVj;) para o problema de minimos quadrados onde
Vj = [Pie1,..., P ... Pjejl
Se ICN > cnmax entao finaliza.
Se ||r|l2 < tol entao va para L2
teste = (k:2 log ﬁ) / (log %)
Se k2 < mmax —m e smv(mazit — i) < teste
kEl=k24+1ek2=k2+m
fim se
Va para L1
fim para

L2: Resolva min H||r||261 - I:IyH2 para y;.

q=(y;,0)l ez =2+ P ...Pjq

Se ||r;|l2 < tol entao finaliza

Se [|ri—1]|2 < ||rill2 entao

Se ||rill2 < tol5 entdo finaliza

caso contrario retorna

fim se

teste = <k2 log ﬁ) / (log (14-10‘1‘5%)

Se bgv(maxit — i) < teste entao retorna

fim enquanto.

A tolerancia da convergéncia é dada por:

tol = (|[rolla, b])atol (3.3)

onde o erro de arredondamento da multiplicagao matriz-vetor depende apenas das entradas

nao nulas em cada linha da matriz esparsa, e o erro da tolerancia denotado por “aztol’ é

proporcional a média do nimero de elementos nao nulos por linhas, ou seja,

nz
tol = — 3.4
xto - (3.4)
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Se a norma residual na reinicializagao é menor do que a norma anterior, entao

o A-GMRES termina, e a convergéncia é considerada sendo obtida quando

7]l2 < tol3. (3.5)

O nidmero de condigao do problema de minimos quadrados do GMRES(m) é
monitorado pela estimativa incremental da condi¢ao [Bischof e Tang, 1991] e o mesmo é

finalizado quando o nimero de condicao estimado é maior do que

1

T0c (3.6)

onde € é o nimero de maquina.

Os resultados dos experimentos utilizando tal método, bem como a com-

paragao do mesmo com o GMRESH(m) serao apresentados no préximo capitulo.

3.2 BC-GMRES

O BC-GMRES foi proposto por Takashi Nodera e Kentaro Moriya em 2003
[Nodera e Moriya, 2003], e é um método que escolhe o ciclo de reinicializagdo do m
baseado no teste da norma residual e na distribuicao dos zeros do polinomio residual

do GMRES(m). Essa estratégia foi baseada em algumas conclusbes apresentadas em

[Tsuno e Nodera, 1999].

O BC-GMRES executa a reinicializacdo quando a distribuicao dos zeros do
polinémio residual do GMRES(m) tornam-se ideais, ou seja, pode-se dizer que quanto
mais espalhados estao os zeros do polinémio residual mais provavel que a distribuicao dos

zeros aproximados seja similar aos zeros ideais. A figura 3.1 mostra essa situacao.

No BC-GMRES a decisao da reinicializacao é tomada através da andlise de
duas condicoes, a saber: a distribuicao dos zeros aproximados e o teste de convergéncia

da norma residual.
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Figura 3.1: IMPCOL_A: Distribuicao de zeros do polinémio residual (o: zeros ideais; x:
zeros aproximados). Extraido de [Nodera e Moriya, 2003].

Condigao 1:Condicdo para a distribuicdo dos zeros aproximados

Em [Tsuno e Nodera, 1999] o ciclo de reinicializagao é escolhido quando a

seguinte condigao é satisfeita:

V AL, 3 A, na regido retangular,

~ , -1 - -1
T()\Zs‘fl) = (z € (C,reH/\f;lrl —z|| < Mm?,imH)\gl —z|| < Mim2> (3.7)
onde
M, = max {re(AT1),re(N)} — min {re(A\51), re(M )}
$1,52,7 ! 2 51,82,] ! ?
M, = max {im(AT), im (M)} — min {im(\LT), im(N)}
51,52, ! 2 51,52, ! 2
Para mais detalhes veja [Tsuno e Nodera, 1999].
Condigao 2:Condicdo da convergéncia da norma residual
O vetor residual na m-ésima iteragao, com m = m + k, é dado por
Tm = T + di, dip = Akak (3.8)

onde m ¢ a iteragao que sofreu a iltima reinicializacao, 17 é o m-ésimo vetor residual e d é
o vetor busca e pode ser obtido durante o processo de Arnoldi. Em [Nodera e Moriya, 2003]

foi definido o seguinte parametro para o teste da convergéncia da norma residual

= (ra, di)

Irmll2lldilla

L w3
Il

(3.9)
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Quando (,, é relativamente grande, a norma residual converge rapidamente. Quando a
condicao

Cm > € (3.10)

é satisfeita, considera-se a convergéncia da norma residual como nao estagnada. Assim,
quando a condicao 1 nao é satisfeita, executa-se a reinicializacao com a condicao dada por

(3.10) se esta é satisfeita.

Pode-se resumir o processo de reinicializacdo baseado nessas duas condicoes

como sendo:
1. Quando o nimero de iteracoes é par, calcula k zeros e (,,; atribui p = (.
2. A determinacao da reinicializacdo é executada:

2.1. se a condicao 1 é satisfeita ou o numero total de iteragoes é 2, a reini-

cializacao é executada com p = e.

2.2. se (3.9) é satisfeita ou a ciclo de reinicializagdo é my,qy, a reinicializacao

¢é executada com p = ¢.

Em resumo pode-se dizer analisando as condi¢bes acima que a corrente (,,, é

o conjunto de £ quando os zeros aproximados sao relativamente espalhados.

Apresentamos abaixo o algoritmo do BC-GMRES conforme utilizamos nesse

trabalho. Para obter o algoritmo original veja [Nodera e Moriya, 2003].

BC-GMRES:
1.Inicio: Escolha x,maxit,m, mmax;
2.Iteracoes: T=b— Az, m=0,m=0,k=1,52=10
3. Calcula V;, através do processo de Arnoldi.
4. Se ||rmll2 < tol entado finaliza
Se mod(k,2) =0
Calcula os autovalores de Hjy armazenando-os em um arranjo si.

5
6

w3
7. (= 1/1
8
9

w3

Se o arranjo so é vazio

testa a condicao 1
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10. fim se

11. Sem =2

12. so=s1,k=0,m=m,rmeec=p
13. caso contrario se { > € ou k = mmaxzr
14. so=s,k=0,m=mers;=r1
15. fim se

16. k=k+1

17. fim se

Os métodos adaptativos descritos acima serdao utilizados nas comparacoes

apresentadas no capitulo 4.

Apresentamos agora, em ordem cronolégica, os critérios elaborados ao longo
desse trabalho. Analizou-se os seguintes itens no resultado final apresentado com cada
critério: numero de flops seguido do nimero de iteracGes necessarias para obter a con-

vergéncia.

Todos os critérios desenvolvidos foram alocados, um a um, no método GMRES(m)
a fim de avaliar o rendimento dos mesmos, sendo dispostos antes de iniciar o processo
de Arnoldi. Utilizamos um sistema cuja matriz dos coeficientes é a matriz CDDE1
[MCSD/ITL/NIST, 2003], com termo independente formado por um vetor aleatdrio e

o GMRES(m) com m fixo ao longo das iteracoes.

3.3 Critério 1

Comegamos o nosso estudo sobre a melhor escolha da dimensao do subespaco
de Krylov através de [Driver, 1997]. Inicialmente fizemos algumas modificagoes no critério

utilizado em [Driver, 1997] adequando-o ao nosso objetivo de estudo.

Critério 1:

i _ tol ]
1.Inicio: teste=m (log IIT(TI2> / (log m>

2. Se teste > 40(mazxit — it) e k2 < mmax —m

3. m=m-+m
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4. caso contrario
5. m=m

6. fim se

Nossa preocupagao inicial consistiu em elaborar um critério que apresentasse
resultados satisfatorios quanto ao nimero de convergéncia dos métodos adaptativos e ao

namero de nao convergeéncias.

Nos trés primeiros critérios o m apenas sofre acrescimos ou permanece quase
que sem alteragao; somente no quarto critério ocorre o fato do m sofrer acrescimos e
decrescimos de acordo com a necessidade do sistema estudado, visto que no mesmo ja
tinhamos descoberto qual o melhor conceito a se utilizar a titulo que tal critério fosse

realmente satisfatorio. As matrizes teste foram extraidas do sitio “Matrix

Market” [MCSD/ITL/NIST, 2003).

Figura 3.2: GMRES Adaptativo: a) m =2 e b) m = 10

Os gréficos da figura (3.2) apresentam o log ||r||2 € 0 m versus o nimero de
iteracoes, para a matriz CDDE1, com m = 2 e m = 10, respectivamente. Note que em
ambos os graficos m nao sofreu nenhum tipo de alteragao durante as iteracoes; e o método
também nao convergiu. Concluimos que esse critério necessitava sofrer alteracoes para que

m apresentasse variagao e ocorresse uma possivel convergéncia.

A tabela (3.1) mostra os resultados finais quanto a utilizacao do critério 1.
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Total | Adaptativos | Nao adaptativos | Nao convergiram
150 20 40 90

Tabela 3.1: Critério 1
3.4 Critério 2
Neste critério utilizou-se o numero de digitos significativos exatos
(DIGSE) [Claudio et al., 1987]:

Coroldrio: A exatidao matematica (DIGSE) de uma aproximagao  em relagao

a um solucao tedrica x # 0 é dada por:

digse(z) = — <0,3 +log <,u + |x|;|ﬂ)> (3.11)

17’"’ 7 7’ . . 7’ .
2—— arredondamento para o nimero de maquina mais proximo )
com L = onde b é a

b=  truncamento
base do sistema de ponto flutuante e n o niimero de digitos na mantissa.

E interessante salientar que quando o DIGSE é um valor muito alto, isso
implica estagnacao do método. No critério 2 utilizou-se precisao dupla;

conforme o MATLAB.

Critério 2:

1. Se mod(i,5) =0

2 ndigs = DIGSE(]||r|2, [|ri—1]|2)
3 Se ndigs > 30 entao

4 m = min(2m, mmazx)

D. caso contrario ndigs > 0

6 m = min(m + 2, mmax)
7 fim se

8. fim se

Observe que no passo (1.) do critério acima hd um teste que permite que
a ||r||2 permaneca sem alteragao por, no maximo, cinco iteragoes. Tal procedimento foi

utilizado anteriormente no algoritmo adaptativo para o método SOR; veja
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[Hageman e Young, 1981]. Note que estipulamos que ndigs deveria ser maior do que 30
ou maior do que 0, tais valores foram escolhidos experimentalmente por tentativa e erro.
Os graficos na figura (3.3) apresentam a curva do log ||r||2 e da variacdo de m versus o

numero de iteragoes.

Figura 3.3: DIGSE_1: a)m =2 e b)m = 10

Os graficos foram somente plotados com a matriz CDDE1 tendom = 2
e m = 10, respectivamente. Para m = 2, log||r||2 se manteve quase que constante até
25 < 1 < 30, sendo que quando ¢ > 30 o mesmo comecou a decrescer lentamente. Quanto
a curva de variagdo do m, pode-se notar que a mesma apresentou-se em forma de “de-
graus”, crescendo em alguns momentos e mantendo-se constante em outros, alcancando,
praticamente, seu valor maximo. O nimero de flops apresentados foi de 2,7104 x 107 e

5,3808 x 108, para m = 2 e m = 10, respectivamente.

Para m = 10, log ||r||2 apresentou pouco decréscimo até aproximadamente
i = 10, depois a mesma decresceu rapidamente. Note que, novamente, a curva de variagao
do m apresentou momentos de estagnacao e cresceu até m > 40; o decréscimo apresentado
pelo m em tal grafico nao se da pelo critério utilizado e sim pelo processo de Arnoldi, ou

seja, pelo fato de ter sido detectado um subespaco invariante no subespaco de Krylov.
A tabela (3.2) mostra os resultados finais quanto a utilizacao do critério 2a.

Através da observacao dos graficos, e com o objetivo de minimizar a norma

residual mais rapidamente, fizemos entao algumas alteragoes nesse critério, ou seja, no
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Total | Adaptativos | Nao adaptativos | Nao convergiram
98 29 51 18

Tabela 3.2: Critério 2a

passo (4.) do critério 2 tomamos m = min(2m,mmazx), com isso estamos dobrando o
valor de m e esperamos que o log ||r||2 decrescesse duas vezes mais rapido do que com o

m anterior.

Veja na figura (3.4).

Figura 3.4: DIGSE_2: a)m =2 e b)m = 10

Note que tanto para m = 2 quanto para m = 10 os graficos nao apresentaram
diferenca significativa; o que nos faz concluir que a mudanga apenas no valor atribuido
a m nao faz com que a norma residual decresga mais rapidamente. O nimero de flops
apresentados por tal teste s@o aproximadamente os mesmos apresentados acima, para o

critério do DIGSE_1.

A tabela (3.3) mostra os resultados finais quanto a utilizacao do critério 2b.

Total | Adaptativos | Nao adaptativos | Nao convergiram
98 28 54 16

Tabela 3.3: Critério 2b

Na tabela (3.4) comparamos o critério 2a e 2b.



93

Total | Adaptativos | Nao adaptativos | Nao convergiram
98 29 51 18
98 28 54 16

Tabela 3.4: Conclusoes finais quanto ao critério 2

Note que todas as alteragoes propostas nesse critério nao resultaram satis-
fatorios em um decrescimo do logaritmo da norma residual, tendo em vista que, em geral,
os métodos nao adaptativos apresentaram melhores resultados do que os adaptativos.
Sendo assim optou-se por utilizar outro conceito matematico, a saber: o logaritmo, para

tentar alcancar o objetivo desse trabalho.

3.5 Critério 3

No terceiro critério descartamos o uso do DIGSE em favor do log||r||2, com
base nos gréficos exibidos anteriormente, e sabendo-se que o logaritmo proporciona uma

melhor visualizagao do comportamento do residuo.

Note que até o momento nao apresentamos nenhum critério que venha a
reduzir a dimensao da base, ou seja, estamos preocupados em, inicialmente, descobrir um
critério que reduza o logaritmo da norma residual adequadamente, para entao melhora-lo,

fazendo com que o m possa também sofrer decrescimos.

Critério 3:
1. Se mod(i,5) =0
Se log||r|lz > 0
m = min(2m, mmazx)
fim se

se log||r|l2 < 0 e log||r|l2 > —4

caso contrario

m = min(m+ "5, mmaz)

2
3
4
)
6. m = min(m + m, mmax)
7
8
9

fim se
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10. fim se

Note que novamente no passo (1.) definimos que a norma nao poderia sofrer
alteragoes por, no méaximo, cinco iteragoes. A diferenga desse critério em relagdo ao
anterior é que, neste, dividimos o intervalo de variacao de log ||r||2, [log(tol),+00) em trés
sub-intervalos: (0, +00), [—4, Ole[log(tol), —4) e aumentam m de forma diferente em cada
sub-intervalo, sendo que o maior acréscimo deu-se no primeiro sub-intervalo e o menor no

terceiro.

Veja a figura (3.5).

Figura 3.5: Logaritmo_1: a)ym =2 e b)m = 10

Pode-se observar na figura (3.5) que para ambos os valores de m o método
convergiu, sendo que para m = 10 a convergéncia foi mais rédpida, necessitando aproxi-
madamente 10 iteragoes a menos do que para m = 2. Note também que, para m = 10,
a partir de ¢ = 10 houve um decréscimo muito rapido do logaritmo da norma residual
enquanto que, para m = 2, o mesmo s6 ocorreu quando ¢ = 20. Quanto ao m, observe que
para m = 2, mmax < 40, enquanto que para m = 10 mmax > 40, ou seja para um Mmyrig
maior foi necessario um acréscimo maior para que a convergeéncia fosse obtida. O nimero
de flops obtidos nesse critério foram: m = 10, 1,9543 x 107; m = 2, 2,4156 x 10”. Observe
aqui que o critério adaptativo ja estd permitindo uma reduc¢ao no nimero de flops, mesmo

utilizando uma base maior, o que nao aconteceria com m fixo ao longo das iteragoes.
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A tabela (3.5) mostra os resultados finais quanto a utiliza¢ao do critério 3a.

Total | Adaptativos | Nao adaptativos | Nao convergiram
115 46 52 17

Tabela 3.5: Critério 3a

No mesmo critério, optamos por fazer uma segunda modificagao e ver o com-
o . 2Mors
portamento do mesmo; substituimos no passo (8.) m = min(m + =52, mmaz) e no

passo (6.) m = min(m + m, mmaz). Observe os graficos na figura (3.6).

Figura 3.6: Logaritmo_2: a)m =2 e b)m = 10

Observe que para m = 2 o método convergiu em aproximadamente 35 it-
eracoes, sendo que até ¢ = 20 o mesmo nao apresentou um decréscimo significativo no
logaritmo da norma residual, somente para i > 20 tal decréscimo comegou a ocorrer, sendo
necessario mais 20 iteragoes para obter a convergéncia. Veja que o m atingiu seu valor
maximo como sendo maior do que 40, novamente é importante salientar que o decréscimo
apresentado para o m no grafico nao deu-se pelo critério utilizado, e sim pelo processo de

Arnoldi, devido & deteccao de uma base invariante.

Para m = 10 a convengéncia do método ocorreu em aproximadamente 19
iteracoes, sendo que para ¢ > 10 houve um decréscimo acentuado no logaritmo da norma
residual. Podemos concluir através desses dois graficos que a escolha do m;4 influencia em
quanto ird decrescer o log ||r||2. Quanto ao m, neste caso foi necessario que o mmaz > 40,

conforme o exemplo anterior.
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A tabela (3.6) mostra os resultados finais quanto a utilizagao do critério 3b.

Total | Adaptativos | Nao adaptativos | Nao convergiram
115 52 45 18

Tabela 3.6: Critério 3b

Nossa terceira alteracao desse critério foi a: tomamos o passo (8.) como no
critério original e o passo (6.) sendo m = min(m + m, mmaz), desejando analisar se essa
modificagao na escolha do m acarreta em alguma diferenca significativa no decréscimo do

log ||r||2. Observe a figura (3.7).

Figura 3.7: Logaritmo_3: a)m =2 e b)m = 10

Observando os graficos nota-se que esse dltimo critério ndo proporciona ne-
nhuma melhora significativa em relagao aos critérios anteriores; uma prova disso seria que
para m = 10 foram necessarias mais de 20 iteragOes para a convergéncia enquanto que
no critério anterior o mesmo se deu em aproximadamente 18 iteragoes. O m também

apresentou um comportamento similar.

Concluimos que dentre as modificacoes realizadas o melhor critério ainda seria
o segundo, visto que satisfaz o logaritmo da norma residual sendo extremamente pequeno,
necessitando de um nimero menor de iteragoes para obter a convergéncia e apresenta um

nimero menor de flops.

O numero de flops para a segunda e terceira tentativa foram praticamente os

mesmos, ou seja, para m = 2 obtivemos 3,4452x 10" e para m = 10 obtivemos 5, 3808 x 107.
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A tabela (3.7) mostra os resultados finais quanto a utilizacao do critério 3c.

Total | Adaptativos | Nao adaptativos | Nao convergiram
115 45 54 16

Tabela 3.7: Critério 3c

Na tabela (3.8), comparamos as trés alteragdes propostas no critério 3.

Total | Adaptativos | Nao adaptativos | Nao convergiram
115 46 52 17
115 52 45 18
115 45 o4 16

Tabela 3.8: Conclusoes finais quanto ao critério 3

Observe que dentre as variagoes propostas no critério 3 a mais satisfatoria é
a do critério 3b, onde o niimero de convergéncia para os métodos adaptativos superou a

dos métodos nao adaptativos, além do niimero de nao convergéncias ter sido pequeno.

Podemos concluir com isso que a melhor opgao para o critério que estamos
buscando com esse trabalho seria envolvendo o conceito de logaritmo. Assim, o proximo
critério utiliza tal conceito e tende a apresentar uma forma de fazer com que o m sofra

acréscimos e decréscimos, de acordo com a evolucao das iteragoes.

3.6 Critério 4

De posse dos resultados obtidos nos critérios anteriores, onde conseguimos
uma reducao significativa do logaritmo da norma residual, foi possivel entdao passar ao
segundo passo da elaboracao do critério desejado, que visa modificar a dimensao do subes-
paco de Krylov de acordo com a necessidade do sistema, ou seja, desenvolver um critério
que possa sofrer acréscimos e decréscimos. Neste critério, utilizamos o log||r|[2 € uma

nova variagao na escolha do m.

Critério 4a:
1. Se mod(i,5) =0
2. Se log||r|]2 > 0
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3. m = min(m + Morig, Mmaz );
4. caso contrario se log||r||2 < 0 e log||r||2 > M
5. sei>be M > 2

[[ril2
6. m = max(Morig, M — %)
7. caso contrario

. 2Mori
8. m = min(m + mg”g s Momaz);
9. fim se
10. caso contrario
11. sei>be M > 2

I
12. m = maz(Merig, M — —22);
13. caso contrario
14. m = min(m + %, Mimaz)
15. fim se
16. fim se

17 lrisll2 = lIrll2

18. fim se

O critério é simples, sendo que apresentamos uma explicacao mais detalhada
dos seus passos, como segue: o passo (1.) é um teste que nao permite que a norma seja
alterada antes de fechar um ciclo de cinco iteragoes, como ja foi visto nos demais critérios;
o passo (2.) é um teste para detectar se o residuo é muito alto na iteragao em questao,
em caso afirmativo entdo aumenta-se a base; o passo (4.) verifica se log||r||2 estd nos 2
anteriores do intervalo de variagao do log||r||2 entao, pelo passo (5.), se a taxa de redugao
estd boa diminui-se a base; caso contrario aumenta-se, conforme passo (8.). O passo (10.)
avalia ||r;_5||2, ou seja, avalia se 0 médulo da norma depois de cinco iteragoes; se a taxa
de reducdo estd boa, entdo diminui-se a base, caso contrario, pelo passo (14.) aumenta-se

a mesma. Os valores atribuidos a m s@o diferentes nos passos (3.),(6.),(8.),(12.) e (14.).

Note que esse critério possui a propriedade de aumentar e diminuir a base do subespaco.
Observe a figura (3.8).

No gréfico exibido na figura (3.8), com m = 2, a visualizacao da variacao
do m nao é clara, visto que o m atinge seu valor maximo em menos de 10 iteragoes,

contudo pode-se notar que o logaritmo da norma residual apresentou apenas momentos
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Figura 3.8: Adaptativo-1 a)m =2 e b)m = 10

de “quase” estagnacao, necessitando esse de aproximadamente 1200 iteragoes para obter a

convergéncia dentro da tolerancia pré-especificada.

Para m = 10, a visualizagao da variagao proposta ao m por esse critério
é extremamente boa, note que 10 < m < 20, sendo que os decréscimos e acréscimos
foram muitos ao longo das iteracOes necessarias para obter a convergéncia, satisfazendo
assim a proposta de escolha de m que se adequasse ao sistema que se deseja resolver.
A convergéncia nao estagnou ao longo de todo o processo, sempre esteve decrescendo,
comprovando assim que a escolha do log||r||2 dentre as demais testadas é a mais adequada.
Observe ainda que log||r||2 aproximou-se significativamente do nimero de maquina, ou
seja, de 10716 mostrando assim que a convergéncia foi extremamente significativa. O
nimero de flops obtidos nesse critério foi para m = 2 obtivemos 2,9801 x 107 e para

m = 10 obtivemos 2, 0956 x 107.

Note que os flops do critério 4a apresentaram-se um pouco mais elevados do
que os flops apresentados pelo critério 3, contudo é importante salientar que este ultimo
avalia a necessidade do sistema, ou seja, analisa se o m precisa ser acrescido ou decrescido,

conforme a nossa proposta inicial.

A tabela (3.9) mostra os resultados obtidos quanto a utilizagao do critério 4a,

alocado no método GMRES(m).
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Total | Adaptativos | Nao adaptativos

Nao convergiram

115 99 50

6

Tabela 3.9: Critério 4a

Podemos notar pela tabela (3.9) que o nimero de convergéncia dos métodos

adaptativos superou a dos nao adaptativos, no entanto desejamos que tal diferenca fosse

mais significativa, visando isso fizemos algumas modifica¢oes nos passos (3.), (8.) e (13.).

Apresentamos o critério com tais modificacoes, o qual chamamos de Critério 4b.

Critério 4b:
1. Se mod(i,5) =0

2. Se log ||r|]2 > 0

3. m = min(2m, mmax)

4. caso contrario se log||r|l2 < 0 e log||r||]2 >
D. sei>be % > 2

6. m = max(Morig, M — Toris )
7. caso contrario

8. m = min(m + Morig, mmaz)
9. fim se

10. caso contrario

11. set>DbHe % > 2

12. m = max(Morig, M — chig)
13. caso contrario

14. m = min(m + 252, mmaxz)
15. fim se

16. fim se

17. ||rizsll2 = lIr[l2
18. fim se

2log tol
3

Novamente plotamos os gréficos com tal critério alocado no método GMRES(m)

com a matriz CDDEL. Veja a figura (3.9).

Os graficos do critério 4a sao muito similares aos graficos do critério 4b,

apresentando apenas pequenas diferencas quanto ao nimero de iteragoes necessarias a
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Figura 3.9: Adaptativo a)m =2 e b)m = 10

convergéncia e também ao comportamento da curva do logaritmo da norma residual. O

numero de flops apresentados foram praticamente os mesmos.

A tabela (3.10) mostra os resultados finais quanto a utilizagao do critério 4b.

Total | Adaptativos | Nao adaptativos | Nao convergiram
115 69 41 9

Tabela 3.10: Critério 4b

Observe a diferenca significativa entre o niimero de convergéncias dos métodos
adaptativos e dos métodos nao adaptativos. Note que o nimero de nao convergéncias foi

extremamente pequeno.

Observe a tabela (3.11), nela é apresentada uma comparagao entre os valores

apresentados pelos critério 4a e 4b.

Total | Adaptativos | Nao adaptativos | Nao convergiram
115 59 50 6
115 69 41 )

Tabela 3.11: Conclusoes finais quanto ao critério 4

Note que entre o critério 4a e o critérios 4b houve diferencas significativas, as
quais nos levam a concluir que o critério 4b é o mais satisfatério, e é o critério procurado

nesse trabalho.
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No préximo capitulo apresentamos os testes realizados com o método GMRES(m)

e suas variantes, comparando os mesmos com as versoes adaptativos e nao adaptativas.
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4 RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Nesse capitulo apresentamos os testes realizados, utilizando o software
MATLAB versoes 5.3 e 6.2 em um computador PC com processador da classe AMD Athlon
XP 2.400 com 2 GHz e 512 de memodria RAM; descrevemos as matrizes utilizadas e, por

fim, sumarizamos os resultados obtidos.

Os testes foram realizados com as matrizes: ADD32, ARC_130, CAVITYO05,
CDDE1, E05R0000, EO5R0300, FIDAPMO05, FS_183_1, FS_760_1, GRE115, IMPCOL_A,
JPWH991, NOS3, ORSIRR1, PDE900, SAYLR3, SHERMAN1 e STEAMI, presentes na
colegdo “Matrix Market” [MCSD/ITL/NIST, 2003].

As matrizes ADD32, CAVITY05 e SHERMANI1 possuem termo independente
préprio, os quais utilizamos nos testes; para as demais matrizes utilizamos um mesmo
termo independente, cujos elementos sao valores aleatérios gerados segundo uma dis-
tribuigdo normal com média zero e desvio padrao um, obtidos através da funcao “RANDN”
do MATLAB. A fim de garantir o uso dos mesmos valores, o gerador aleatério é reinicia-

lizado com a semente inicial pré-definida no MATLAB, antes de cada teste.

Os algoritmos implementados para a realizacao dos testes foram os seguintes:
GMRES(m), GMRESH(m), SGMRES(m), SGMRESH(m), LGMRES(m, k) com k =2 e
k =3, BC-GMRES(m) e A-GMRES(m). Além deles, utilizamos as versoes adaptativas
como critério 4, conforme especificado no capitulo 3, os quais denotamos por:
GMRES-A(m), GMRESH-A(m), SGMRES-A(m), SGMRESH-A (m), LGMRES-A(m, k)
com k=2ek=3eBC-GMRES-A(m).

Os métodos serao comparados como segue: SGMRES-A(m) com SGMRES(m);
SGMRESH-A(m) com SGMRESH(m); BC-GMRES(m) com BC-GMRES-A(m);
LGMRES-A(m, k) com LGMRES(m, k) com os respectivos k e, por fim, o A-GMRES(m)
com GMRESH(m) visto que estes dois utilizam a formulagdo do GMRES(m) com base

nas transformagoes de Householder.

Os métodos utilizados para a realizagao dos testes nesse capitulo foram em-
pregados sem pré-condicionadores e, utilizou-se como critério de parada a seguinte de-

sigualdade: |r;|2 < ¢, sendo € = 107C.
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Por fim, salienta-se que o eixo horizontal, o qual representa as iteracoes,

apresenta escalas diferentes em cada método.

4.1 Experimentos Realizados

4.1.1 ADD32

Figura 4.1: ADD32: a)Estrutura da matriz, b)Autovalores da matriz

Caracteristicas:
- tamanho: 4960 x 4960
- tipo: real nao-simétrica
- entradas nao nulas: 19848
- nimero de condigao (estimado): 214

- ||A|l2 estimado: 0,057

Testes realizados:
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Método Convergiu? | ¢ | m minimo | m maximo Flops
A-GMRES sim 9 8 10 5,3464 x 107
GMRESH-A sim 6 10 20 4,9860 x 107
SGMRES sim 7 7 10 2,6169 x 107
SGMRES-A sim 8 10 20 2,3629 x 107
SGMRESH sim 7 9 10 2,7264 x 107
SGMRESH-A sim 6 10 13 2,6102 x 107
BC-GMRES sim 9 1 10 1,3088 x 107
BC-GMRES-A sim 12 1 20 1,3055 x 107
LGMRES(m,2) sim 6 10 10 1,3832 x 107
LGMRES-A(m,2) sim 6 10 16 1,7506 x 107
LGMRES(m,3) sim 6 10 10 1.4214 x 107
LGMRES-A (m,3) sim 6 10 16 1.8087 x 107

Tabela 4.1: ADD32
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Figura 4.2: ADD32: Grafico do residuo e m versus iteracoes
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Figura 4.3: ADD32: Grafico do residuo e m versus iteracoes
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Figura 4.4: ADD32: Grafico do residuo e m versus iteracoes
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Note que na figura (4.2) ambos os métodos convergiram, contudo
o SGMRES-A e o SGMRESH-A apresentaram menor ntimeros de flops e obtiveram a
convergéncia com um nimero menor de iteragoes. Note que o decréscimo apresentado na
variacao do m, tanto no SGMRES como no SGMRESH sao devido ao fato de ter sido

detectado um subespaco invariante na formacao do subespaco de Krylov.

Na tabela (4.1) observe que o BC-GMRES-A apresentou menor nimero de
flops. Note que no grafico do BC-GMRES o m apresenta “picos”, e esses sao devidos a
prépria estrutura do método, ou seja, quando o logaritmo da norma residual comeca a
decrescer de forma lenta, o método é reinicializado, sendo que essa reinicializagao sempre
ocorre com m = 1, e devido a isso ocorre tal formacao de “picos”. Esse comportamento

de “picos” no BC-GMRES é esperado via a sua formulagao; veja [Nodera e Moriya, 2003].

Observe a figura (4.3), note que ambos os métodos convergiram, contudo o
GMRESH-A apresentou menor nimero de flops e necessitou de menos iteracbes para
obter a convergéncia dentro da tolerancia pré-especificada do que o A-GMRES; veja

[Driver, 1997].

Note na figura (4.4) que ambos os métodos convergiram e apresentaram com-
portamento similar para k = 2 e k = 3; observe através da tabela (4.1) que o
LGMRES(m,2) e o LGMRES(m,3) apresentaram menor ntdmero de flops do que o
LGMRES-A(m,2) e o LGMRES-A(m, 3), respectivamente.
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4.1.2 ARC_130

Figura 4.5: ARC_130: a)Estrutura da matriz, b)Autovalores da matriz

Caracteristicas:
- tamanho: 130 x 130
- tipo: real nao-simétrica
- entradas nao nulas: 1037
- nimero de condigao (estimado): 11

- ||A||2 estimado: 2,4 x 10°

Testes realizados:
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Método Convergiu? | ¢ | m minimo | m méaximo | Flops
A-GMRES sim 3 7 10 3032
GMRESH-A sim 3 7 10 3031
SGMRES sim 3 9 10 1121
SGMRES-A sim 3 9 10 1121
SGMRESH sim 3 7 10 1906
SGMRESH-A sim 3 7 10 1906
BC-GMRES sim 40 1 10 5983
BC-GMRES-A sim 8 1 10 2028
LGMRES(m,2) sim 2 10 10 1255
LGMRES-A(m,2) sim 2 10 10 1255
LGMRES(m,3) sim 2 10 10 1255
LGMRES-A (1m,3) sim 2 10 10 1255

Tabela 4.2: ARC_130
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Figura 4.6: ARC_130: Gréfico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.7: ARC_130: Gréfico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.8: ARC_130: Grafico do residuo e m versus iteragoes
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Observe na figura (4.6) que ambos os métodos apresentaram comportamento
similar e convergiram; sendo que o SGMRES-A apresentou menor numero de flops e
necessitou de menos iteragoes para obter a convergéncia do que o SGMRES. O SGMRESH
e o SGMRESH-A apresentaram o mesmo numero de flops e o mesmo niimero de iteracgoes;

desta forma nada pode-se concluir em relacao a esses métodos.

Na figura (4.7) note que ambos os métodos convergiram, no entanto o
BC-GMRES apresentou menor ntimero de flops do que o BC-GMRES-A. Note, novamente,
que quando o logaritmo da norma residual comeca a decrescer vagarosamente o método é

“quase” degrau formado na curva do logaritmo residual cor-

reinicializado, ou seja, cada
[ 7 M = M [ ”
responde a um “pico” na curva da variagao do m. Assim, note que os “picos” representam

as reinicializagoes sofridas por tal método.

Observe que o GMRESH-A e o A-GMRES apresentaram comportamento si-

milar, sendo que o GMRESH-A apresentou menor ntimero de flops do que o A-GMRES.

Observando a figura (4.8) pode-se notar que, novamente, o LGMRES(m, k)
e o LGMRES-A(m, k), para k = 2 e k = 3, apresentaram o mesmo comportamento e o
mesmo numero de flops para resolver tal sistema. Podemos concluir que para esse sistema

o acréscimo do critério 4 no LGMRES nao apresentou diferenca significativa.
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4.1.3 CAVITYO05

Figura 4.9: CAVITY05: a)Estrutura da matriz, b)Autovalores da matriz

Caracteristicas:
- tamanho: 1182 x 1182
- tipo: real nao-simétrica
- entradas nao nulas: 32632
- nimero de condigao (estimado): Nao ha

- ||A|l2 estimado: 13

Testes realizados:
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Método Convergiu? i m minimo | m maximo Flops
A-GMRES sim 1200 9 11 3,6399 x 107
GMRESH-A sim 140 10 60 2,6787 x 10°
SGMRES sim 1200 9 11 1,2652 x 107
SGMRES-A sim 120 10 60 8,3960 x 108
SGMRESH sim 300 10 10 4,7326 x 10°
SGMRESH-A sim 45 10 40 3,4098 x 10%
BC-GMRES sim 1200 1 10 6,9471 x 10%
BC-GMRES-A sim 200 1 60 6,6960 x 10°
LGMRES(m,2) sim 70 10 10 8,0490 x 107
LGMRES-A(m,2) sim 40 10 25 8,0837 x 107
LGMRES(m,3) sim 80 10 10 1,2414 x 107
LGMRES-A (m,3) sim 50 10 25 1,0856 x 107

Tabela 4.3: CAVITY_05
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Figura 4.10: CAVITYO05: Grafico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.11: CAVITYO05: Gréfico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.12: CAVITYO05: Gréfico do residuo e m versus iteragoes
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Na figura (4.10) note que o SGMRES-A e o SGMRESH-A apresentaram
menor namero de flops e necessitaram de menos iteracoes para obter a convergéncia den-
tro da tolerancia pré-especificada do que o SGMRES e o SGMRESH, respectivamente.
Observe também que no SGMRES e no SGMRESH o m nao apresentou variagao.

Na figura (4.11) note que ambos os métodos convergiram, no entanto o
BC-GMRES-A apresentou menor niimero de flops e de iteragoes para obter a convergéncia
do que o BC-GMRES. Nesse sistema pode-se perceber facilmente as diversas reinicializa-
coes que o BC-GMRES sofre, enquanto que o BC-GMRES-A sofreu aproximadamente

cinco apenas.

Observe que o GMRESH-A apresentou menor nimero de flops e de iteracoes

do que o A-GMRES. Note também que no A-GMRES o m nao apresentou variagao.

Na figura (4.12) ambos os métodos convergiram, sendo o LGMRES(m, 2) e
o LGMRES-A(m, 3) apresentaram menor nimero de flops do que o LGMRES-A(m,2) e
o LGMRES(m, 3), respectivamente. Observe que o m no LGMRES(m, k) nao apresentou

variacao.

4.1.4 CDDE1

Figura 4.13: CDDEL: a)Estrutura da matriz, b)Autovalores da matriz
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Caracteristicas:
- tamanho: 961 x 961
- tipo: real nao-simétrica
- entradas nao nulas: 4681
- ntimero de condicdo (estimado): 4,1 x 103

- ||A]|2 estimado: 7,9

Testes realizados:

Método Convergiu? i m minimo | m maximo Flops
A-GMRES sim 400 3 10 5,0780 x 108
GMRESH-A sim 30 2 20 9,5554 x 107
SGMRES sim 1000 7 10 3,5790 x 108
SGMRES-A sim 30 10 40 4,2707 x 107
SGMRESH sim 400 2 10 3,2589 x 108
SGMRESH-A sim 25 10 20 4,4876 x 107
BC-GMRES sim 1000 1 10 1,8685 x 108
BC-GMRES-A sim 70 1 60 3,8236 x 107
LGMRES(m,2) sim 35 10 10 1,6624 x 107
LGMRES-A(m,2) sim 14 10 20 1,4284 x 107
LGMRES(m,3) sim 45 10 10 3,9552 x 107
LGMRES-A (m,3) sim 40 10 20 2,3118 x 107

Tabela 4.4: CDDE]1
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Figura 4.14: CDDE1: Gréfico do residuo e m versus iteragoes



84

Figura 4.15: CDDE1: Gréfico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.16: CDDE1: Gréfico do residuo e m versus iteragoes



86

Observe a figura (4.14), note que ambos os métodos convergiram, contudo
o SGMRES-A e o SGMRESH-A apresentaram menor ntimero de flops e necessitaram de
menos iteracoes para obter a convergéncia. Destacamos, novamente, que o decréscimo
do m apresentado no SGMRES e no SGMRESH deu-se pela deteccao de um subespaco

invariante na formacao do subespaco de Krylov.

Na tabela (4.4) pode-se notar que o BC-GMRES-A apresentou menor nimero
de flops do que o0 BC-GMRES. Observe novamente o fato mencionado acima referente as

reinicializagoes.

Entre o A-GMRES e o GMRESH-A, note que ambos os métodos convergiram,
sendo que o GMRESH-A apresentou menor nimero de flops e de iteragoes necessarias para

obter a convergéncia dentro da tolerancia pré-especificada.

Na figura (4.16) ambos os métodos convergiram, sendo que
o LGMRES-A(m,k), para k = 2 e k = 3, apresentaram menor numero de flops do
que o LGMRES(m, k) para os mesmos k. Observe que o m nao apresentou varia¢ao no

LGMRES(m, k).

4.1.5 EO05R0000

Figura 4.17: EO5R0000: a)Estrutura da matriz, b)Autovalores da matriz
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Caracteristicas:
- tamanho: 236 x 236
- tipo: real nao-simétrica
- entradas nao nulas: 5846
- nimero de condigdo (estimado): 6 x 10*

- ||A]|2 estimado: 13

Testes realizados:

Método Convergiu? | ¢ | m minimo | m maximo Flops
A-GMRES sim 250 10 10 1,0284 x 108
GMRESH-A sim 40 10 35 6,4066 x 107
SGMRES sim 250 10 10 4,7014 x 107
SGMRES-A sim 35 10 60 3,1457 x 107
SGMRESH sim 250 10 10 7,7193 x 107
SGMRESH-A sim 70 10 30 5,5226 x 10°
BC-GMRES sim 250 1 10 2,8201 x 107
BC-GMRES-A sim 70 1 60 2,6023 x 10°
LGMRES(m,2) sim 90 10 10 2,1867 x 107
LGMRES-A(m,2) sim 35 10 20 1,2765 x 107
LGMRES(m,3) sim 90 10 10 2,3756 x 107
LGMRES-A(m,3) sim 40 10 20 1,4704 x 107

Tabela 4.5: EO5R0000
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Figura 4.18: EO5R0000: Grafico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.19: EO5R0000: Grafico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.20: EO5R0000: Grafico do residuo e m versus iteragoes
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Observe a figura (4.18); note que nela ambos os métodos convergiram, sendo
que o SGMRES-A e o SGMRESH apresentaram menor nimero de flops do que o SGMRES
e o SGMRESH-A, respectivamente. O SGMRES-A também necessitou de um nimero
menor de iteragoes para obter a convergéncia. Observe que o m nao apresentou variagao

no SGMRES e no SGMRESH.

Na figura (4.19) ambos os métodos convergiram, sendo que o BC-GMRES e
o GMRESH-A apresentaram menor ntimero de flops e de iteragoes necessarias para obter
a convergéncia. Note que o BC-GMRES necessitou de varias reinicializagoes a mais do

que o BC-GMRES-A.

Na figura (4.20) note que ambos os métodos apresentaram comportamento
similar para k = 2 e k = 3, sendo que o LGMRES-A(m, 2)e o LGMRES-A(m, 3) apresen-
taram menor numero de flops do que o LGMRES(m,2) e o LGMRES(m, 3), respectiva-

mente. Observe que o m em ambos os casos comportou-se da mesma forma.

4.1.6 EO05R0300

Figura 4.21: EO5R0300: a)Estrutura da matriz, b)Autovalores da matriz

Caracteristicas:
- tamanho: 236 x 236

- tipo: real nao-simétrica
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- entradas nao nulas: 5846
- nimero de condigdo (estimado): 1,3 x 10°

- ||A]|2 estimado: 35

Testes realizados:

Método Convergiu? | ¢ | m minimo | m maximo Flops
A-GMRES nao - 10 50 1,0277 x 10®
GMRESH-A nao - 10 50 1,4516 x 10°
SGMRES nao - 10 10 4,7014 x 107
SGMRES-A niao - 10 50 4,2437 x 108
SGMRESH nao - 10 10 7,7192 x 107
SGMRESH-A nao - 10 50 9,8047 x 108
BC-GMRES nao - 1 60 1,7429 x 107
BC-GMRES-A nao - 1 50 1,5275 x 107
LGMRES(m,2) néo - 10 10 5,8768 x 107
LGMRES-A(m,2) nao - 10 50 4,4957 x 108
LGMRES(m,3) nio - 10 10 6,4748 x 107
LGMRES-A (m,3) nao - 10 50 4,6415 x 10%

Tabela 4.6: E0O5R0300
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Figura 4.22: E05R0300: Grafico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.23: E05R0300: Grafico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.24: E05R0300: Grafico do residuo e m versus iteragoes
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Para esse sistema nenhum dos métodos obteve a convergéncia, sendo assim

nada pode-se concluir.

4.1.7 FIDAPMO05

Figura 4.25: FIDAPMO05: a)Estrutura da matriz, b)Autovalores da matriz

Caracteristicas:
- tamanho: 42 x 42
- tipo: real nao-simétrica
- entradas nao nulas: 505
- ntimero de condicdo (estimado): 5,9 x 10'®

- ||All2 estimado: 7,2

Testes realizados:
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Método Convergiu? | ¢ | m minimo | m maximo Flops
A-GMRES sim 45 10 10 2,6736 x 10°
GMRESH-A sim 43 10 40 1,0547 x 107
SGMRES sim 45 10 10 1,8467 x 10°
SGMRES-A sim 25 10 40 1,0027 x 106
SGMRESH sim 45 10 10 1,8757 x 106
SGMRESH-A sim 45 10 25 5,0867 x 10°

BC-GMRES sim 45 1 10 9205

BC-GMRES-A sim 45 1 40 8917
LGMRES(m,2) sim 45 10 10 3,3511 x 10°
LGMRES-A(m,2) sim 45 10 40 1,7852 x 106
LGMRES(m,3) sim 45 10 10 3,4946 x 10°
LGMRES-A (m,3) sim 45 10 40 1,7267 x 10°

Tabela 4.7: FIDAPMO05
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Figura 4.26: FIDAPMO05: Grafico do residuo e m versus iteracoes
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Figura 4.27: FIDAPMO05: Grafico do residuo e m versus iteracoes
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Figura 4.28: FIDAPMO05: Grafico do residuo e m versus iteracoes
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Na figura (4.26) note que ambos os métodos convergiram, no entanto o
SGMRES-A e o SGMRESH obtiveram menor nimero de flops do que o SGMRES e o
SGMRESH-A. Note que no SGMRES e no SGMRESH o m nao sofreu variagao ao longo

das iteragoes.

Na figura (4.27) note que ambos os métodos convergiram, sendo que
o BC-GMRES-A apresentou menor nimero de flops do que o BC-GMRES. Novamente
observe o nimero de reinicializagoes necessarias para obter a convergéncia do BC-GMRES

e do BC-GMRES-A.

Em relagdo ao A-GMRES e o GMRESH-A, note que ambos convergiram no
mesmo numero de iteragoes, no entanto o A-GMRES apresentou menor nimero de flops

do que o GMRESH-A. Repare a queda brusca que sofre o logaritmo da norma residual do

GMRESH-A em relacdo ao A-GMRES.

Na figura (4.28) podemos notar que ambos os métodos convergiram, no en-
tanto o LGMRES-A(m, k), para k = 2 e k = 3, apresentou menor niimero de flops do que
o LGMRES(m, k) para os mesmos k. Observe que os graficos foram muito similares em

relagdo a variagao dos k.

4.1.8 FS_183_1

Figura 4.29: FS_183_1: a)Estrutura da matriz, b)Autovalores da matriz
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Caracteristicas:
- tamanho: 183 x 183
- tipo: real nao-simétrica
- entradas nao nulas: 998
- nimero de condigdo (estimado): 1,5 x 10'3

- |A||2 estimado: 1,1 x 10?

Testes realizados:

Método Convergiu? | ¢ | m minimo | m maximo Flops
A-GMRES nao - 10 10 4,7438 x 107
GMRESH-A sim 25 10 40 3,7068 x 107
SGMRES nao - 10 10 1,4040 x 107
SGMRES-A sim 25 10 50 1,0266 x 107
SGMRESH nao - 10 10 3,2088 x 107
SGMRESH-A sim 35 10 40 3,3519 x 107
BC-GMRES nao - 1 10 7,2208 x 10°
BC-GMRES-A nao - 1 50 6,7654 x 10"
LGMRES(m,2) nio - 10 10 1,8578 x 107
LGMRES-A (m,2) nao - 10 50 2,0916 x 108
LGMRES(m,3) nao - 10 10 2,0937 x 107
LGMRES-A (m,3) nao - 10 50 2,1725 x 108

Tabela 4.8: FS_183_1
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Figura 4.30: FS_183_1: Gréfico do residuo e m versus iteragoes



104

Figura 4.31: FS_183_1: Gréfico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.32: FS_183_1: Gréfico do residuo e m versus iteragoes
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Na figura (4.30) note que apenas o SGMRES-A e o SGMRESH-A obtiveram a
convergéncia dentro da tolerancia pré-especificada. Note também que o m nao apresentou

variagdo no SGMRES e no SGMRESH.

O BC-GMRES, BC-GMRES-A, A-GMRES, LGMRES(m,k) e o
LGMRES-A(m, k), para k = 2 e k = 3 nao convergiram dentro da tolerancia pré-
especificada, o inico que obteve a convergéncia foi o GMRESH-A; veja as figuras (4.31) e

(4.32).

4.1.9 FS_760-1

Figura 4.33: FS_760_1: a)Estrutura da matriz, b)Autovalores da matriz

Caracteristicas:
- tamanho: 760 x 760
- tipo: real nao-simétrica
- entradas nao nulas: 5739
- nimero de condigao (estimado): 8,4 x 10?

- |A||2 estimado: 3,1 x 108

Testes realizados:
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Método Convergiu? | ¢ | m minimo | m maximo Flops
A-GMRES sim 70 7 10 7,0129 x 107
GMRESH-A sim 12 10 40 4,4302 x 107
SGMRES sim 250 10 10 8,2974 x 107
SGMRES-A sim 15 10 30 1,4820 x 107
SGMRESH sim 70 3 10 4,6368 x 107
SGMRESH-A sim 14 10 30 2,9837 x 107
BC-GMRES sim 150 1 10 2,6623 x 107
BC-GMRES-A sim 25 1 25 1,4886 x 107
LGMRES(m,2) sim 60 10 10 2,3134 x 107
LGMRES-A(m,2) sim 11 10 40 1,4359 x 107
LGMRES(m,3) sim 50 10 10 2,4208 x 107
LGMRES-A (m,3) sim 11 10 40 1,5043 x 107

Tabela 4.9: FS_760_1
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Figura 4.34: FS_760_1: Gréfico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.35: FS_760_1: Gréfico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.36: FS_760_1: Gréfico do residuo e m versus iteragoes
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Na figura (4.34) note que ambos os métodos convergiram, sendo que o
SGMRES-A e 0 SGMRESH-A apresentaram menor nimero de flops do que o SGMRES e o
SGMRESH. Observe que o comportamento do SGMRES-A e do SGMRESH-A apresentam
algumas similaridades, um exemplo disso seria quanto ao m, visto que o mesmo apresenta
os mesmos momentos de estagnacao e acréscimo. E importante destacar que o decréscimo
do m apresentado no grafico do SGMRESH deu-se devido a detecgdo de um subespaco

invariante na formacao do subespaco de Krylov.

Na figura (4.35) note que ambos os métodos convergiram, no entanto
o BC-GMRES-A e o GMRESH-A apresentaram menor ndmero de flops do que
o BC-GMRES e o A-GMRES. Observe o comportamento do m no grafico
do BC-GMRES-A, o mesmo apresentou-se em forma de “degraus”, esse comportamento
sempre ocorre no BC-GMRES-A visto que o mesmo é estruturado de forma que, quando

o residuo nao sofre um decréscimo suficiente, o método tende a ser reinicializado.

Na figura (4.36) ambos os métodos convergiram, no entanto o
LGMRES-A(m, k), para k = 2 e k = 3, apresentou menor numero de flops do que o
LGMRES(m, k) para os mesmos k. Observe que o comportamento entre o LGMRES(m, 2)
e o LGMRES(m, 3) deu-se de forma similar, sendo que o mesmo ocorreu para o

LGMRES-A(m,2) e LGMRES(m, 3).
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4.1.10 GRE_115

Figura 4.37: GRE_115: a)Estrutura da matriz, b)Autovalores da matriz

Caracteristicas:
- tamanho: 115 x 115
- tipo: real nao-simétrica
- entradas nao nulas: 421
- nimero de condigao (estimado): 150

- ||A||2 estimado: 1

Testes realizados:
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Método Convergiu? | ¢ | m minimo | m maximo Flops
A-GMRES nao - 10 10 1,7776 x 107
GMRESH-A sim 30 10 25 1,2150 x 107
SGMRES nao - 10 10 5,0327 x 107
SGMRES-A sim 20 10 30 2,0861 x 107
SGMRESH nao - 10 10 1,2057 x 107
SGMRESH-A sim 45 10 25 1,1363 x 10°

BC-GMRES nao - 1 10 9494
BC-GMRES-A sim 30 1 40 2,7070 x 10°
LGMRES(m,2) nio - 10 10 6,8308 x 10°
LGMRES-A (m,2) sim 30 10 25 3,5714 x 10°
LGMRES(m,3) nao - 10 10 7,7084 x 108
LGMRES-A (m,3) sim 20 10 30 3,1444 x 10°

Tabela 4.10: GRE_115
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Figura 4.38: GRE_115: Grafico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.39: GRE_115: Grafico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.40: GRE_115: Grafico do residuo e m versus iteragoes
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Observe através dos graficos que apenas os métodos acrescidos do critério 4

obtiveram a convergéncia dentro da tolerancia pré-especificada inicialmente.

Observe a figura (4.38): nela percebemos que o SGMRES e o SGMRESH
apresentaram estagnacao a partir da iteracdo de nimero dez e nimero vinte, respecti-
vamente. Note que o acréscido do critério 4 fez com que o SGMRES e o SGMRESH
obtivessem a convergéncia e fez com que o m se adaptasse as necessidades do sistema em

questao.

O mesmo comportamento descrito acima deu-se para o BC-GMRES e para
o A-GMRES, novamente apenas o BC-GMRES-A e o GMRESH-A obtiveram a con-

vergeéncia.

Observe a figura (4.40) note que os graficos referente ao LGMRES(m,2) e
LGMRES(m,3) apresentam um comportamento muito similar, contudo no
LGMRES-A(m,2) e no LGMRES-A(m, 3) isso ndo ocorreu, note que tanto o residuo como
o m variou de forma diferente em ambos os métodos, o que nao é um comportamento

comum nos testes apresentados até o momento.

4.1.11 IMPCOL_A

Figura 4.41: IMPCOL_A: a)Estrutura da matriz, b)Autovalores da matriz
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Caracteristicas:
- tamanho: 207 x 207
- tipo: real nao-simétrica
- entradas nao nulas: 572
- nimero de condigdo (estimado): 4,3 x 107

- ||A|l2 estimado: 860

Testes realizados:

Método Convergiu? | ¢ | m minimo | m maximo Flops
A-GMRES nao - 9 11 5,8237 x 107
GMRESH-A nao - 10 50 1,0505 x 10”
SGMRES nao - 10 10 1,5421 x 107
SGMRES-A nao - 10 50 2,3529 x 108
SGMRESH nao - 10 10 3,8578 x 107
SGMRESH-A nao - 10 50 6,8723 x 108
BC-GMRES nao - 1 6 3,3971 x 10°
BC-GMRES-A nao - 1 50 8,9630 x 10"
LGMRES(m,2) nao - 10 10 2,0770 x 107
LGMRES-A (m,2) nao - 10 50 2,6046 x 108
LGMRES(m,3) nio - 10 10 2,3540 x 107
LGMRES-A (m,3) nao - 10 50 2,7005 x 108

Tabela 4.11: IMPCOL_A
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Figura 4.42: IMPCOL_A: Grafico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.43: IMPCOL_A: Grafico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.44: IMPCOL_A: Grafico do residuo e m versus iteragoes
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Para esse sistema todos os métodos nao conseguiram obter a convergéncia

dentro da tolerancia pré-especificada inicialmente, entao nada pode-se concluir.

4.1.12 JPWHY991

Figura 4.45: JPWH991: a)Estrutura da matriz, b)Autovalores da matriz

Caracteristicas:
- tamanho: 991 x 991
- tipo: real nao-simétrica
- entradas nao nulas: 6,027
- nimero de condigao (estimado): 730

- ||A|l2 estimado: 16

Testes realizados:
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Método Convergiu? | ¢ | m minimo | m maximo Flops
A-GMRES sim 12 4 10 1,4674 x 107
GMRESH-A sim 7 10 20 1,2075 x 107
SGMRES sim 25 9 10 9,8204 x 10°
SGMRES-A sim 10 10 20 7,3785 x 108
SGMRESH sim 10 8 10 8,4884 x 108
SGMRESH-A sim 7 10 16 7,1012 x 10°
BC-GMRES sim 25 1 10 5,6895 x 109
BC-GMRES-A sim 15 1 20 4,3139 x 10°
LGMRES(m,2) sim 9 10 10 4,1994 x 10°
LGMRES-A(m,2) sim 6 10 20 4,8373 x 10°
LGMRES(m,3) sim 7 10 10 4,9977 x 10°
LGMRES-A (m,3) sim 6 10 20 3,7925 x 10°

Tabela 4.12: JPWH_991
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Figura 4.46: JPWH991: Gréfico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.47: JPWH991: Gréfico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.48: JPWH991: Gréfico do residuo e m versus iteragoes
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Na figura (4.46) note que ambos os métodos convergiram, no entanto o
SGMRES-A e o SGMRESH-A apresentaram menor nimero de flops do que o SGMRES
e o SGMRESH. Observe novamente que o decréscimo apresentado no m nao deu-se pela
presenca de alguma critério, e sim pela detecgao de um subespaco invariante na formacao
do subespago de Krylov. O comportamento do m no SGMRES-A e no SGMRESH-A
apresenta uma certa similaridade, ou seja, ambos iniciaram sendo iguais a dez, cresceram
até atingir seu valor maximo e decrescendo em seguida até seu valor inicial; a diferenga
deu-se apenas que o SGMRES-A apresentou um momento de estagnacdo quando o m

atinge seu valor maximo, o que nao ocorreu utilizando-se o SGMRESH-A.

Na figura (4.47) note que ambos os métodos convergiram, sendo que o
BC-GMRES-A apresentou menor nimero de flops e de iteracoes necessarias para obter a
convergéncia do que o BC-GMRES. Os “picos” no grafico do BC-GMRES em relacao ao
m segue explicacao anterior. O BC-GMRES-A n&o necessitou de nenhuma reinicializagao,

visto que o grafico do m nao apresentou nenhum “pico”.

Na figura (4.48) note que ambos os métodos convergiram e apresentaram
comportamento similar ao longo das iteracgoes, sendo que o LGMRES(m,2) e o
LGMRES-A(m, 3) apresentaram menor nimero de flops do que o LGMRES-A(m,2) e o
LGMRES(m, 3), respectivamente. Observe que o comportamento do m e do logaritmo
da norma residual foi praticamento o mesmo, apenas diferindo no nimero de iteragoes

apresentadas entre o LGMRES(m, 2) e o LGMRES(m, 3).
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4.1.13 LNS_131

Figura 4.49: LNS_131: a)Estrutura da matriz, b) Autovalores da matriz

Caracteristicas:
- tamanho: 131 x 131
- tipo: real nao-simétrica
- entradas nao nulas: 536
- ntimero de condicdo (estimado): 1,5 x 10%°

- ||Al|2 estimado: 9,8 x 109

Testes realizados:
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Método Convergiu? | ¢ | m minimo | m maximo Flops
A-GMRES nao - 10 10 2,3689 x 107
GMRESH-A sim 140 10 50 3,8550 x 108
SGMRES nao - 10 10 6,6890 x 107
SGMRES-A sim 140 10 50 6,7305 x 10%
SGMRESH nao - 10 10 1,5848 x 107
SGMRESH-A sim 140 10 50 2,3803 x 10°
BC-GMRES nao - 1 10 1,3590 x 107
BC-GMRES-A nao - 1 50 3,3743 x 10°
LGMRES(m,2) nio - 10 10 9,0154 x 10°
LGMRES-A(m,2) nao - 10 50 1,0539 x 108
LGMRES(m,3) nio - 10 10 1,0174 x 107
LGMRES-A (m,3) nio - 10 50 1,0923 x 108

Tabela 4.13: LNS_131
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Figura 4.50: LNS_131: Grafico do residuo e m versus iteracoes



131

Figura 4.51: LNS_131: Grafico do residuo e m versus iteracoes
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Figura 4.52: LNS_131: Grafico do residuo e m versus iteracoes
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Na figura (4.50) note que apenas o SGMRES-A e o SGMRESH-A obtiveram
a convergéncia dentro da tolerancia pré-especificada. Observe que o SGMRES
e o SGMRESH apresentaram estagnacao apds algumas iteracoes e o m nao apresen-

tou variagao ao longo das iteragdes. Note também o comportamento oscilante do m no

SGMRES-A.

Na figura (4.51) apenas o GMRESH-A obteve a convergéncia dentro da tole-
rancia pré-especificada incialmente, e o A-GMRES apresentou-se estagnado ao longo das

iteracoes.

Na figura (4.52) note que ambos os métodos nao conseguiram obter a con-

vergéncia dentro da tolerancia pré-especificada.

4.1.14 NOS3

Figura 4.53: NOS3: a)Estrutura da matriz, b)Autovalores da matriz

Caracteristicas:
- tamanho: 960 x 960
- tipo: real simétrica definida positiva
- entradas nao nulas: 15844

- nimero de condigdo (estimado): 7,3 x 10*



- ||A||2 estimado: 680

Testes realizados:
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Método Convergiu? 1 m minimo | m maximo | Flops

A-GMRES sim 1000 10 10 1,5413 x 107
GMRESH-A sim 45 4 50 3,5546 x 10%
SGMRES sim 1000 10 10 6,0951 x 10%
SGMRES-A sim 60 10 60 2,9282 x 108
SGMRESH sim 1000 10 10 1,1159 x 107
SGMRESH-A sim 80 10 40 3,4514 x 108
BC-GMRES sim 1000 10 3,2530 x 108
BC-GMRES-A sim 150 60 2,8910 x 108
LGMRES(m,2) sim 60 10 10 5,3196 x 107
LGMRES-A (m,2) sim 40 10 25 4,3745 x 107
LGMRES(m,3) sim 45 10 10 4,6488 x 107
LGMRES-A(m,3) sim 35 10 25 3,8401 x 107

Tabela 4.14: NOS3
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Figura 4.54: NOS3: Gréafico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.55: NOS3: Gréafico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.56: NOS3: Gréafico do residuo e m versus iteragoes
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Na figura (4.54) note que ambos os métodos convergiram, sendo
que o SGMRES-A e o SGMRESH-A apresentaram menor ntimero de flops e de iteragoes
necessérias para obter a convergéncia. Observe o grande nimero de oscilagoes no logaritmo
da norma residual do SGMRES. Novamente o m nao apresentou variagao ao longo das

iteragoes para o SGMRES e o SGMRESH.

Na figura (4.55) note que ambos os métodos convergiram, sendo que
o BC-GMRES-A apresentou menor ntimero de flops e de iteragoes necessarias para obter
a convergéncia dentro da tolerancia pré-especificada inicialmente do que o BC-GMRES.
Observe o grande ntumero de reinicializagoes necessdrias para obter a convergéncia no

BC-GMRES, contra as poucas reinicializagoes necessarias no BC-GMRES-A.

Na figura (4.56), note que os graficos apresentaram uma certa similaridade
entre o LGMRES(m, k) e o LGMRES-A(m, k); até mesmo o m apresentou-se de forma
similar entre os métodos. O LGMRES-A(m,2) e o LGMRES-A(m, 3) apresentaram menor
ntmero de flops do que o LGMRES(m, 2) e o LGMRES(m, 3).

4.1.15 ORSIRR1

Figura 4.57: ORSIRRI: a)Estrutura da matriz, b)Autovalores da matriz

Caracteristicas:

- tamanho: 1030 x 1030



- tipo: real nao-simétrica

- entradas nao nulas: 6858

- nimero de condigao (estimado): 100

- [|Al|2 estimado: 4,6 x 10°

Testes realizados:
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Método Convergiu? i m minimo | m maximo Flops
A-GMRES sim 1200 10 10 1,5447 x 107
GMRESH-A sim 80 10 50 1,5362 x 107
SGMRES nao - 10 10 4,7179 x 10%
SGMRES-A sim 80 10 50 3,7563 x 108
SGMRESH sim 1100 10 10 1,0549 x 107
SGMRESH-A sim 90 10 50 9,3249 x 108
BC-GMRES nao - 1 10 2,9748 x 108
BC-GMRES-A sim 180 1 50 1,5805 x 108
LGMRES(m,2) sim 250 10 10 2,0414 x 108
LGMRES-A(m,2) sim 50 10 50 1,3435 x 108
LGMRES(m,3) sim 250 10 10 2,0895 x 108
LGMRES-A(m,3) sim 50 10 50 1,5225 x 108

Tabela 4.15: ORSIRR_1
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Figura 4.58: ORSIRRI1: Grafico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.59: ORSIRR1: Grafico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.60: ORSIRR1: Grafico do residuo e m versus iteragoes
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Na figura (4.58) note que apenas o SGMRES nao conseguiu obter a
convergéncia dentro da tolerancia pré-especificada. Entre o SGMRESH e o SGMRESH-A,
o SGMRESH-A apresentou menor nimero de flops e de iteragdes necessarias para obter a

convergéncia do que o SGMRESH.

Na figura (4.59) apenas o BC-GMRES nao obteve a convergéncia dentro da
tolerancia pré-especificada. Em relagao ao A-GMRES e o GMRESH-A, o GMRESH-A
apresentou menor nimero de flops e de iteragoes para obter a convergéncia
do que o A-GMRES. Observe também que o m nao apresentou variacao ao longo das

iteragoes para o A-GMRES.

Observe a figura (4.60): note que os graficos apresentam o mesmo compor-
tamento ao longo das iteragdes, até mesmo em relacdo ao m. O LGMRES-A(m,2) e
o LGMRES-A(m, 3) apresentaram menor numero de flops do que o LGMRES(m,2) e o
LGMRES(m, 3).

4.1.16 PDE900

Figura 4.61: PDE900: a)Estrutura da matriz, b) Autovalores da matriz

Caracteristicas:
- tamanho: 900 x 900

- tipo: real nao-simétrica
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- entradas nao nulas: 4380
- ntimero de condigao (estimado): 290

- ||A]|2 estimado: 10

Testes realizados:

Método Convergiu? | ¢ | m minimo | m maximo Flops
A-GMRES sim 18 7 10 2,1118 x 107
GMRESH-A sim 12 10 20 3,1990 x 107
SGMRES sim 30 6 10 1,0056 x 10°
SGMRES-A sim 15 5 20 1,0046 x 10°
SGMRESH sim 16 4 10 1,2259 x 107
SGMRESH-A sim 12 5 20 1,2105 x 107
BC-GMRES sim 70 1 10 6,2225 x 10°
BC-GMRES-A sim 25 1 20 5,9397 x 10°
LGMRES(m,2) sim 18 10 10 1,1222 x 107
LGMRES-A (m,2) sim 12 10 20 8,3847 x 10°
LGMRES(m,3) sim 18 10 10 8,6616 x 10°
LGMRES-A(m,3) sim 11 10 20 1,0765 x 107

Tabela 4.16: PDE_900
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Figura 4.62: PDE900: Gréfico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.63: PDE900: Gréfico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.64: PDE900: Gréfico do residuo e m versus iteragoes
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Na figura (4.62) note que ambos os métodos convergiram, sendo que
o SGMRES-A e o SGMRESH-A apresentaram menor ntimero de flops do que o SGMRES
e o SGMRESH. Observe que o comportamento do SGMRES e do SGMRESH apresenta
uma certa similaridade, novamente ocorreu a deteccao de um subespago invariante na

formacao do subespaco de Krylov.

Na figura (4.63) observe que ambos os métodos convergiram, no entanto o
BC-GMRES-A apresentou menor numero de flops e de iteragoes necessarias para obter
a convergéncia do que o BC-GMRES. Note o nimero de reinicializagoes necessarias no

BC-GMRES e no BC-GMRES-A.

Na figura (4.64) note que ambos o0s métodos convergiram, sendo
que o LGMRES-A(m,2) e o LGMRES-A(m, 3) apresentaram menor nimero de flops do
que o LGMRES(m,2) e o LGMRES(m, 3). Observe que os gréficos apresentados na figura

(4.64) sao muito similares.

4.1.17 SAYLR3

Figura 4.65: SAYLR3: a)Estrutura da matriz, b)Autovalores da matriz

Caracteristicas:
- tamanho: 1000 x 1000

- tipo: real nao-simétrica
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- entradas nao nulas: 3750
- nimero de condigao (estimado): 100

- ||Al|2 estimado: 5

Testes realizados:

Método Convergiu? | ¢ | m minimo | m maximo Flops
A-GMRES sim 300 2 10 3,9817 x 10%
GMRESH-A sim 47 10 30 1,8778 x 103
SGMRES sim 300 9 10 1,1190 x 108
SGMRES-A sim 45 10 35 6,2846 x 107
SGMRESH sim 140 7 10 1,2613 x 108
SGMRESH-A sim 45 5 20 6,4821 x 107
BC-GMRES sim 300 1 10 5,2762 x 107
BC-GMRES-A sim 80 1 60 5,0573 x 107
LGMRES(m,2) sim 50 10 10 2,2879 x 107
LGMRES-A (m,2) sim 30 10 20 2,2473 x 107
LGMRES(m,3) sim 50 10 10 3,0844 x 107
LGMRES-A(m,3) sim 30 10 20 2,5633 x 107

Tabela 4.17: SAYLR_03
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Figura 4.66: SAYLR3: Gréfico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.67: SAYLR3: Gréfico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.68: SAYLR3: Gréfico do residuo e m versus iteragoes
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Na figura (4.66) note que ambos os métodos convergiram, sendo
que o SGMRES-A e o SGMRESH-A apresentaram menor ntimero de flops e de iteragoes
necessérias para obter a convergéncia do que o SGMRES e o SGMRESH, respectivamente.
Novamente ocorreu o decréscimo do m no SGMRES e no SGMRESH, isso, conforme
explicado anteriormente deu-se pela deteccao de um subespago invariante na formacao do

subespacgo de Krylov.

Na figura (4.67) note que ambos os métodos obtiveram a convergéncia sendo
que o BC-GMRES-A apresentou menor nimero de flops e de iteragoes necessarias para
obter a convergéncia do que o BC-GMRES. Claramente, pode-se notar as iteragoes em que
o BC-GMRES sofreu reinicializacao, observe que a curva do logaritmo da norma residual
decresce lentamente e em certos momentos apresenta algumas “lombas”; essas iteracoes
correspondem aos “picos” na curva do m, ou seja, conforme dito anteriormente, o residuo
nao esté decrescendo de forma satisfatéria aos dados de entrada do método, entdo o mesmo

é reinicializado.

Na figura (4.68) note que ambos os métodos convergiram, sendo que
o LGMRES(m,2) e o LGMRES-A(m,3) apresentaram menor nimero de flops do que o
LGMRES-A(m,2) e o LGMRES(m, 3).

4.1.18 SHERMAN1

Figura 4.69: SHERMANI1: a)Estrutura da matriz, b)Autovalores da matriz
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Caracteristicas:
- tamanho: 1000 x 1000
- tipo: real nao-simétrica
- entradas nao nulas: 3750
- nimero de condigdo (estimado): 2,3 x 10*

- ||A|l2 estimado: 5

Testes realizados:

Método Convergiu? | ¢ | m minimo | m maximo Flops
A-GMRES sim 700 4 10 9,5363 x 108
GMRESH-A sim 45 5 40 2,6427 x 10%
SGMRES sim 270 10 10 9,9771 x 107
SGMRES-A sim 50 10 35 7,0267 x 107
SGMRESH sim 140 5 10 1,2592 x 108
SGMRESH-A sim 45 2 20 6,7034 x 107
BC-GMRES sim 700 1 10 1,1292 x 108
BC-GMRES-A sim 80 1 50 7,6439 x 107
LGMRES(m,2) sim 60 10 10 3,4758 x 107
LGMRES-A(m,2) sim 50 10 20 2,5897 x 107
LGMRES(m,3) sim 60 10 10 3,6628 x 107
LGMRES-A (m,3) sim 50 10 20 3,3041 x 107

Tabela 4.18: SHERMAN_1
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Figura 4.70: SHERMANT1: Grafico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.71: SHERMANT1: Grafico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.72: SHERMANT1: Grafico do residuo e m versus iteragoes
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Na figura (4.70) note que ambos os métodos convergiram, sendo que o
SGMRES-A e o SGMRESH-A apresentaram menor ntimero de flops do que o SGMRES e
o SGMRESH. Note que no grafico do SGMRES, o m nao apresentou variacao ao longo das
iteracoes e o logaritmo da norma residual variou bruscamente. O contrario ocorreu com o
SGMRESH, onde o logaritmo da norma residual decaiu de forma “suave”, sem apresentar
grandes oscilagoes; e 0 m apresentou um decréscimo oriundo da detecgao de um subespaco

invariante na formacao do subespaco de Krylov.

Na figura (4.71) note que os graficos comportam-se de forma similar ao sis-
tema anterior, sendo que novamente o BC-GMRES-A apresentou menor niimero de flops e
necessitou de um ntimero menor de iteragoes para obter a convergéncia dentro da tolerancia
pré-especificada. Observe que o BC-GMRES-A necessitou de um nimero menor de reini-

cializacoes do que o BC-GMRES.

Na figura (4.72) note que ambos os métodos convergiram, no entanto o
LGMRES-A(m,2) e o LGMRES(m,3) apresentaram menor ntmero de flops do que o
LGMRES(m,2) e o LGMRES(m,3). Observe o quao similar foi o comportamento desses

métodos nessa figura.

4.1.19 STEAMI1

Figura 4.73: STEAMI: a)Estrutura da matriz, b)Autovalores da matriz
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Caracteristicas:
- tamanho: 240 x 240
- tipo: real nao-simétrica
- entradas nao nulas: 2248
- nimero de condigdo (estimado): 3 x 107

- ||A||2 estimado: 2,2 x 107

Testes realizados:

Método Convergiu? | ¢ | m minimo | m méaximo Flops
A-GMRES nao - 10 10 8,6764 x 107
GMRESH-A nao - 10 50 1,4748 x 107
SGMRES nao - 10 10 2,9092 x 107
SGMRES-A nao - 10 50 3,5593 x 108
SGMRESH nao - 10 10 6,0312 x 10°
SGMRESH-A nao - 10 50 9,7988 x 108
BC-GMRES nao - 1 10 1,5510 x 107
BC-GMRES-A nao - 1 50 1,3674 x 107
LGMRES(m,2) nao - 10 10 3,7738 x 107
LGMRES-A(m,2) sim 200 10 50 3,0835 x 10°
LGMRES(m,3) nio - 10 10 4,2212 x 107
LGMRES-A (m,3) sim 180 10 50 2,8215 x 10%

Tabela 4.19: STEAM_1
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Figura 4.74: STEAM1: Grafico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.75: STEAM1: Grafico do residuo e m versus iteragoes
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Figura 4.76: STEAM1: Grafico do residuo e m versus iteragoes
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Nas figuras (4.74) e (4.75) note que ambos os métodos nao obtiveram a con-

vergéncia dentro da tolerancia pré-especificada.

Na figura (4.76), apenas o LGMRES-A(m, 2) e o LGMRES-A(m, 3) obtiveram

a convergéncia dentro da tolerancia pré-especificada.
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5 CONCLUSOES

Nesse trabalho, estudamos diferentes maneiras de modificar a dimensao da
base do subespaco de Krylov, de acordo com o sistema estudado. Apresentamos, agora,
apés o desenvolvimento e a aplicacao nos experimentos realizados, a exposicao de algumas

conclusoes sobre a realizacao dos mesmos.

As comparagoes foram realizadas entre os seguintes métodos: A-GMRES(m) e
GMRESH-A(m); BC-GMRES(m) e BC-GMRES-A(m); SGMRES(m) e SGMRES-A(m);
SGMRESH(m) e SGMRESH-A(m) e por fim LGMRES(m, k) e LGMRES-A(m, k) com
k=2ek=3.

Foram realizados um total de 114 testes comparativos entre os métodos cita-
dos acima, ouseja, utilizamos 19 matrizes, selecionadas do sitio “Matrix Market”

[MCSD/ITL/NIST, 2003).

De forma suscinta podemos apresentar os resultados da seguinte forma: 76
testes convergiram para os métodos adaptativos,ou seja, para os métodos acrescidos do
critério desenvolvido nesse trabalho para a escolha do m adequado ao sistema estudado,
apresentando menor nimero de flops e de iteragoes do que os demais; 24 métodos nao
adaptativos, ou seja, métodos que nao apresentam nenhum critério para a escolha do
m, convergiram apresentando menor nimero de flops do que as versoes adaptativas e 12
testes nao apresentaram convergéncia dentro da tolerancia pré-especificada, em nenhum

dos casos.

Dentre os valores apresentados devemos destacar que, para algumas matrizes,
as versoes adaptativos mantiveram-se absolutas, ou seja, todos os métodos adaptativos
convergiram e apresentaram menor numero de flops do que os demais, basta observar
os resultados obtidos com as matrizes: CDDE1, GRE115, NOS3, ORSIRR1, SAYLR3 e
SHERMANI1. Em outros, pode-se notar que apenas as versoes adaptativas obtiveram a
convergeéncia dentro da tolerancia pré-especificada, veja por exemplo: FS_183_1; GRE115;
LNS_131 e STEAMI, o que indica que o uso das versoes adaptativas é indicado. Note que

entre 114 testes realizados, 5 apresentaram convergéncia apenas para as versoes adaptati-



165

vas, nenhuma apenas para as versoes nao-adaptativas, e dentre todos os testes, somente 2

sistemas nao obtiveram a convergéncia em nenhum dos casos.

Salientamos que, para os sistemas utilizando as matrizes EO05R0300 e a
IMPCOL_A, nao se obteve convergéncia em nenhuma das versoes; e, nos testes realizados
com a matriz ARC_130, alguns métodos apresentaram o mesmo numero de flops para as
versoes adaptativas e nao adaptativas, fazendo com que nao pudéssemos concluir nada a

respeito das diferengas apresentadas por essas versoes.

Um fato interessante foi que o numero de iteragoes necessirias para obter
a convergéncia das versoes adaptativas sempre foram menores do que as demais; isso,

independentemente, do nimero de flops apresentados pelos métodos.

Em virtude dos dados apresentados podemos concluir que as versoes adap-
tativas formam uma excelente alternativa para a resolucao de sistemas nao-simétricos
esparsos, visto que tendem a diminuir o custo computacional e o tempo de execucao dos
mesmos. Note que os testes foram realizados sem o uso de pré-condicionadores, visto que
0 nosso objetivo nesse trabalho era de elaborar um critério adequado para a escolha da

dimensao do subespaco de Krylov; devido a isso nao nos detivemos nos mesmos.

Como sugestao para o prosseguimento desse trabalho de pesquisa, podemos
citar o desenvolvimento de um critério para a resolucao de sistemas com miltiplos termos
independentes utilizando o GMRES em blocos [Saad, 2003], a andlise da aplicagao de
pré-condicionadores no critério apresentado nesse trabalho, e a escolha do parametro L
no método BICGSTAB(L) [Sleijpen e Fokkema, 1993], onde nesse iltimo a varidvel L

apresenta a mesma funcao do m.
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Apéndice A CONVERGENCIA DO METODO GMRES

Esse apéndice foi sugerido pelo professor Paulo Ricardo de Avila Zingano,
o qual propos tais explicacoes a fim de um melhor entendimento do capitulo 2, o qual

apresenta os métodos propriamente ditos.

1. O GMRES resolve sistemas Az = b, com A € R" e b € R™. Supondo A
inversivel, temos que dada uma aproximacgao g para a solucao x, com residuo

rg = b — Axg, a k-ésima aproximacao x; para a solucao x é dada por
Tp=To+ K (A.1)

onde k € R™ é a solucdo no subespaco de Krylov, (seccao 2.1), para Ak = rg

no sentido de minimos quadrados, isto é:

k—1
K= Z o Alrg (A.2)
j=0
com «g, s, ...,ar_1 escolhidos de modo a minimizar
k—1 '
1Ak = rolla = 1> a1 A7rg — 70| (A.3)
j=1
O residuo da solucao xj é:
k .
r,=b—Ax =190 — Ax =19 — Z aj_1A%rg = p(A)rg (A.4)
j=1

onde p(z) =1— Z§:1 aj_127, ou seja ||rg||2 = |[p(A)ro||2 minimiza (A.4).

Em particular, segue que: [|rg[[2 = [[p(A)roll2 < |[p(A)rolla < [[p(A)zl[roll2

Vp € Py, onde para B € R" temos que ||B||2 = sup ||Bz||2, a saber, norma
ll[l2=1
espectral, conforme aparece na secgao (2.4).

2. Conforme a secgao (2.4), a propriedade minimal
|Ikll2 = min [|p(A)rol|2 (A.5)
pEPK

¢ um resultado fundamental quanto & convergéncia do GMRES. Por exemplo:
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(a) Segue de (A.5) que, no GMRES, tem-se
lIroll2 = [Irill2 = - = [lregalla = - (A.6)

Este comportamento monotonico dos residuos também é valido em geral

para o0 GMRES(m), pela mesma razao.

(b) Um resultado de convergéncia para o GMRES(m), para qualquer m
escolhido, e qualquer xy € R™ tomado é que se |\ — zy9| < p para todo
autovalor A de A, com zy € C, p > 0 tais que p < |z9|. Entao GMRES e
o GMRES(m) satisfazem

k
y|rk||2gc<|2’;‘) Irolla, Vk=1,2,... (A7)

onde C depende somente de A. Para outros resultados quanto a con-
vergéncia do GMRES veja 3.
PROVA:

Sendo p(z) = (zoz—gz)k, temos p € Py, e entao:

p
Irlle < lIp(A) laliroll2 < Ca (,0‘) Irolle (A8)

TEOREMA: Em aritmética exata, o método GMRES produz uma solucao
exata em < n iteracoes.

PROVA: Tomando k = n e p(z) = %, observe que p € Py,,para

qualquer xy € R", temos:
[Irnll2 < [lp(A)l|2llroll2 = 0 (A.9)

pois p(A) = 0.

TEOREMA: Se a dimensao do
rik (A, 79) = subespaco(ro, Arg, A%rg, ..., A¥"rg) (A.10)

para p, entao o GMRES produz a solugao exata em < p iteragoes.

PROVA: Nesse caso, tem-se

[Irqlle = [I7nll2 (A.11)
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Vp < g < n, de modo que por (2):
Irqll2 =0Vp < g <n (A.12)
Em particular: ||ry|[2 = 0.

3. Se os autovalores de A estiverem sobre uma semi-reta partindo da origem,

conforme a figura A\l’
Imz

Rez

Figura A.1: Autovalores de A pertencentes a reta

ou entao, se os autovalores estiverem suficientemente préximos de uma semi-

reta, conforme a ﬁgu‘ra A2,
Imz
C
) .
0 Rez

Figura A.2: Autovalores de A préximos a reta

entdo o GMRES(m) converge, com ||r|l2 < CafB*||roll2, V& = 1,2, ..., para
algum [ €]0, 1], independente de xg.

PROVA: Tome 7 > 0 suficientemente pequeno tal que se tenha g(z) =1 —
ve™¥2, onde i = \/( — 1) satisfazendo 0 < g(\) < 1 YA € spec(A). Tomando
entdo p(z) = q(2)¥, temos p € Py e entdo pela propriedade fundamental de

convergéncia do GMRES temos que:

k
[Irxll2 < l[p(A)ll2]lroll2 < Ca ( max (J(A)> [I7o] l2- (A.13)
A€spec(A)



