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Resumo

Um propulsor do tipo Hall € um mecanismo que utiliza predominantemente uma configuracio de
campos eletromagnéticos Hall, um campo elétrico perpendicular a um campo magnético, para con-
finar elétrons e acelerar fons. Os elétrons sdo confinados dentro de um canal de aceleracdo onde os
campos eletromagnéticos estdo presentes. Um gas neutro é lancado dentro desse canal de acelera-
¢do de forma que os elétrons confinados podem colidir com os d&tomos do gés e os ionizar. Os ions
gerados dessas colisdes, elétrons-gas, sdo fortemente repelidos para fora do canal de aceleracdo pelo
campo elétrico. A expulsdo desses fons € o fator responsdvel pela propulsdo. Nesses propulsores €
importante que os elétrons estejam confinados dentro do canal de aceleracdo e que sejam capazes de
produzir o maior nimero possivel de fons. Visando determinar quais sdo os parametros de controle—
intensidade dos campos eletromagnéticos— que propiciam uma dinadmica eletronica com essas carac-
teristicas, derivamos, via formalismo Hamiltoniano, as equacdes de movimento de um elétron e as
analisamos. Dessas equacdes de movimento encontramos fungdes analiticas que indicam os limites
geométricos atingidos pelo elétron dentro do sistema propulsor para cada conjunto de parametros de
controle. Essas func¢des constituem o critério de confinamento eletronico utilizado nesse trabalho.
Além disso, a partir das equacdes de movimento, mostramos quais as configuragdes de campos ele-
tromagnéticos que teoricamente incrementam o desempenho dos propulsores Hall. Verificamos que
nas configuracdes de maior desempenho a dindmica eletronica é cadtica. Neste trabalho, o caos é
determinado com o auxilio dos mapas de Poincaré e dos expoentes de Lyapunov.

Palavras-chave: Propulsor do tipo Hall, anélise linear e anélise ndo-linear, secao de choque de
ionizacdo, mapas de Poincaré e expoentes de Lyapunov.



Abstract

A Hall thruster is a system that utilizes an electromagnetic fields configuration predominantly like
Hall, an electric field which lies perpendicular to a magnetic field, to confine electrons and to accele-
rate ions. The electrons are confined within an acceleration chamber where the electromagnetic fields
are present. A neutral gas is released within this acceleration chamber so that the confined electrons
can collide with the gas and ionize it. The ions generated from these collisions, the electron-gas, are
strongly repelled by the electric field system. The expulsion of these ions generate the propulsion. In
these thrusters it is very important that the electrons are confined within the acceleration chamber and
are able to produce the largest possible number of ions. In order to determine the control parameters,
that is, the electromagnetic fields intensity which provides an electronic dynamic with these characte-
ristics; we derived, via Hamiltonian formalism, the motion equations for an electron and we analyzed
them. From these motion equations, we found functions that indicate the electron geometric bounda-
ries within these thrusters, for each set of control parameters. In this work, these functions indicate
the electronic confinement. Moreover, from the motion equations, we showed the electromagnetic
fields settings which theoretically improve the Hall thruster’s performance. We found that, in these
higher performance settings, the electron dynamics is chaotic. In this work, the chaos is determined
by Poincaré maps and by Lyapunov exponents.

Keywords: Hall thrusters, linear and non-linear analysis, ionization cross section, Poincaré maps
and Lyapunov exponents.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo sdo apresentados elementos introdutérios que visam motivar e contextualizar a
pesquisa realizada a respeito dos propulsores do tipo Hall. Inicia-se o capitulo definindo sistemas
propulsores e apresenta-se entdo, por linhas gerais, a historia da propulsdo elétrica. Esse capitulo
introdutoério € finalizado com uma motivacao ao estudo dos propulsores do tipo Hall e uma posterior

apresentacdo dos topicos gerais que serdo discutidos nos capitulos seguintes.

1.1 Sistemas propulsores

Propulsores sdo sistemas capazes de transmitir movimento a mecanismos desejados. Satélites,
sondas e veiculos espaciais necessitam desses dispositivos para movimentarem-se através do espaco
sideral. Utilizando como base de operacio, especialmente, energia quimica ou elétrica, esses sistemas

sdo capazes de fornecer momentum a um dado mecanismo.

1.1.1 Equacao do foguete

Nesta secdo, nds iremos apresentar um desenvolvimento matematico geral para descrever o incre-
mento de velocidade obtido a partir de um propulsor e para definir alguns parametros fisicos relevan-

tes, tais como: propulsdo e impulso especifico.



1.1 Sistemas propulsores 2

m+Am |—) v v
: X

: s
(e=m—0 @ >
== Referencial
inercial
t

m l—) v+Av
v Am h—.—»—_—-——,_._,__ j\Y
. e X
S Referencial
inercial
t+At

Fig. 1.1: Representacdo esquematica de um sistema propulsor em dois tempos distintos.

Considerando o sistema inicial como sendo composto por um foguete com o seu propelente,
utilizando um referencial inercial e supondo nao haver for¢cas externas atuando sobre esse sistema, de

acordo com a figura[I.T| podemos aplicar a segunda lei de Newton, obtendo, dessa forma:

ZFn =0. 1.1)

A partir da equagdo [I.1] podemos escrever:

lim Py — P

A0 At 0 (1.2)

onde, p; e p; representam o momento inicial e o momento final do sistema. Observando a ﬁgura[l;fl,

podemos escrever a equagdo [I.2]da seguinte forma:

. {m(v+ Av) + Amv.} — {(m + Am)v}
lim
At—0 At

=0, (1.3)
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onde m+Am e v sdo a massa e a velocidade do foguete no instante de tempo ¢, m e v+Av sdo a massa
e a velocidade do foguete no instante de tempo t + At e v, € a velocidade do propelente exaurido
do foguete em um intervalo te tempo At. Implicitamente, estamos supondo que as velocidades aqui
utilizadas sdo muito menores que a velocidade da luz no vacuo.

Podemos escrever v, como:

Ve =V+ Av +u,, (1.4)

onde u. € a velocidade do propelente exaurido em relagdo ao referencial do foguete.

Utilizando [1.3|e 1.4 podemos escrever:

Av + A A — A
iy MAY m(v+ Av+u,) mwo_, (1.5)
At—0 At

Observando que o termo AmAv € muito menor do que os outros termos contidos na equagio
obtemos:
mAvV + Amau,

Am—y 0 (1.6)

Resolvendo o limite da equagdo[I.6] podemos escrever:

dv dm
M — = W— 1.
mdt u, i (1.7)

O médulo do termo da direita da equacio € definido como sendo a propulsdo do sistema [[1]],
explicitamente temos:
dm

T =ue—-. 1.8
ey (1.8)

A integral da propulsdo (7') sobre o tempo na qual ela é aplicada resulta no impulso, ou seja, a

variacdo da quantidade de movimento; dessa forma, temos:

ty
]:/ T dt, (1.9)
t;



1.1 Sistemas propulsores 4

onde t; e ¢y representam os instantes de tempo inicial e final da propulsdo, respectivamente. A razao
entre a propulsdo (7") e a taxa de expulsao do propelente, medido em unidades de peso expelido por
segundo, é definida como impulso especifico; na sua forma escalar, ela pode ser escrita como:

_ MUe U

[sp—m = —, (1.10)
90 90

onde gy é 0o médulo da aceleracdo da gravidade medida ao nivel do mar.
Assumindo que a velocidade de exaustdo do gds propelente é constante durante o intervalo de
tempo de propulsdo, podemos escrever|l.7|como:
mA

Av=u,ln—. (1.11)

my

Na equag@o|[I.11] Av € o incremento de velocidade do foguete, u. é a velocidade de exaustdo do
propelente em relagdo ao foguete, m; é a massa do foguete no instante de tempo inicial da propulsao

e my € amassa do foguete no instante de tempo final da propulsao.

1.1.2 Tecnologias para propulsores

Observando as equacdes e notamos que, em manobras no espaco sideral, um mé-
todo de propulsdo que produza pequenas acelera¢des, mas que se perpetue por um longo periodo de
tempo, consegue produzir um impulso de mesma ordem de grandeza que um método de propulsdao
que produza grandes aceleragdes num curto periodo de tempo. Sendo assim, os objetivos de cada
missao justificam a escolha da tecnologia. Por exemplo, quando se deseja langar, com propulsdo, um
objeto para fora da Terra, o sistema impulsor escolhido devera ser suficientemente potente de forma a
superar o arrasto gravitacional e proporcionar ao objeto uma aceleracao liquida positiva. No entanto,
em Orbita no espago sideral, qualquer sistema impulsor escolhido, por mais ténue que seja sua impul-
sdo, pode propiciar grandes alteracdes no percurso orbital e na velocidade desse objeto [1]. Na figura

[I.2] estdo assinaladas as regides de abrangéncia do impulso especifico em fun¢do da propulsdo para
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diferentes tecnologias de impulsores.
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Fig. 1.2: A figura acima mostra um grafico do impulso especifico em fun¢do da propulsdo do sistema
para diferentes tecnologias. As regides pintadas de vermelho, rosa, lilds e azul representam o uso
da tecnologia de propulsdo quimica, eletrotermica, eletromagnética e eletrostatica, respectivamente.
A regido de abrangéncia dos propulsores Hall aparece destacada. Essa figura foi reproduzida da
referéncia [[16]]

Uma caracteristica relevante dos propulsores elétricos que os diferencia fortemente dos propul-
sores quimicos € a sua 6tima eficiéncia na utilizacdo de propelente. Essa grande eficiéncia permite
a reducdo da quantidade de combustivel necessdria para o objeto de interesse (satélite, sonda ou vei-
culo espacial) possibilitando a inclusdo de uma maior carga util e viabilizando missdes tidas como

impraticaveis.

1.2 Evolucao dos foguetes elétricos

Os beneficios da propulsdo elétrica para uma ampla variedade de aplicagdes no transporte espa-

cial foi reconhecida pela primeira vez pelo precursor da astrondutica, R. H. Goddard, no inicio do
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século XX. Em 1911, K. Tsiolkovskiy prop0s ideias analogas e sugeriu a viabilidade delas acele-
rando particulas carregadas através de campos elétricos para gerar empuxo nos foguetes. Além disso,
conceitos similares sobre propulsdo elétrica foram propostos por H. Oberth em seu livro, publicado
no ano 1929, intitulado Ways to Spaceflight (2, 3].

Os grandes avancgos conceituais em propulsdo elétrica ocorreram na década de 40 quando se vis-
lumbrou a possibilidade da constru¢@o de geradores de energia elétrica de pouco peso baseados em
fissdo nuclear e em painéis solares. Entretanto, os propulsores elétricos comecam a ser intensamente
estudados somente ap6s o trabalho de E. Stuhlinger, em 1954. Nomeado, Possibilities of electrical
space ship propulsion [4]], o trabalho apresentava formas de melhorar o desempenho dos motores
ionicos bem como a necessidade de tornar vidvel o uso de propulsao elétrica [2]].

No ano 1957, os primeiros experimentos reais de propulsores de pequeno porte foram feitos em
laboratérios governamentais e em algumas companhias independentes, principalmente nos Estados
Unidos da America— EUA e na Unido Soviética— URSS. Na época, verificou-se que a propulsdao
elétrica ndo se limitava a propulsores eletrostaticos ou idnicos conforme o pensamento corrente até
entdo, mas que podia ser estendida a sistemas eletromagnéticos e eletrotérmicos. Em 1959 A. T.
Forrester confirma a viabilidade da propulsdo elétrica apresentando um propulsor termidnico a base
de fons de césio. Um Protétipo simplificado de propulsor elétrico torna-se real, em 1961, nos Estados
Unidos da América, devido a contribuicdo de H.R. Kaufmann. Os aceleradores desenvolvidos por
H.R. Kaufmann utilizavam elétrons emitidos por um filamento catédico para gerar fons. Na década
de 60, os estadunidenses colocam em operag¢do no espaco os primeiros propulsores elétricos do tipo
Kaufmann nos satélites SERT-I1 e SERT-II; (SERT- Satellite for electric test) [3.16,[7].

Paralelamente, na década de 60, pesquisadores soviéticos buscaram a viabilidade tecnoldgica dos
propulsores elétricos através do uso do efeito Hall. Os propulsores do tipo Hall comecaram a ser
compreendidos com os primeiros artigos publicados em 1962-1963 por G. Seikel e E. Roshtko [8]; E.
C. Lary, R. G. Meyerand e F. Salz [9]]; G. S. Janes, J. Dotson e T. Wilson [10] e foram aprimorados por
A. 1. Morozov e grupo [11}12]]. A primeira missdo espacial soviética com propulsores Hall ocorreu

em 1972 através do satélite Meteor, desde entdo, mais de 200 propulsores Hall foram utilizados com
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éxito [15, 7, 113]].

Em 2003, a agéncia espacial européia— ESA (European Space Agency)— langou a sonda espacial
SMART-1 (Small Missions for Advanced Research in Technology-1) para fotografar a superficie lunar.
No espaco sideral, a sonda utilizou propulsores do tipo Hall como sistema de propulsdao primaéria, a
fim de verificar o nivel do dominio tecnolégico sobre esses sistemas impulsores [14].

Outras missoes relevantes foram realizadas com o auxilio de sistemas propulsores elétricos, entre
essas, destaca-se: o langamento da sonda espacial Deep Space 1, em 1999, destinada a testar novas
tecnologias e encontrar o cometa Borrelly; o lancamento da sonda Hayabusa, em 2003, para coletar
material do asteroide Itokawa; o lancamento da sonda Dawn, em 2007, para estudar os asteroides
Vesta e Ceres e o lancamento do satélite GOCE— Gravity field and steady-state Ocean Circulation
Explorer, em 2009, destinado a mapear o campo gravitacional terrestre com grande precisao [J5, 7, [14]].

Apesar da concretizacdo de muitos ideais que demonstram, de certa forma, o dominio tecnolégico
sobre os sistemas propulsores elétricos, problemas permanecem em aberto e formas de incrementar
o desempenho desses sistemas sdo intensamente estudadas. Entre os indmeros trabalhos realizados,
destacam-se alguns que serviram como base para a elaboragdo dessa dissertacao como: Fully kinetic
numerical modeling of a plasma [15] que apresenta, através de um modelo numérico, uma forma de
incrementar a performance de propulsores Hall; Computational modeling of Hall thruster channel
wall erosion [16] que visa predizer, através de métodos numéricos, o tempo de vida de um impulsor
do tipo Hall; Numerical studies of Hall thuster based on fluid equations for plasma [13] que objetiva
caracterizar o plasma dentro de um propulsor Hall e o trabalho "Estudo da dindmica de particulas
em um propulsor a plasma do tipo Hall com imas permanentes"[[17] que caracteriza a geracdo e a
dindmica dos ions e elétrons em um impulsor Hall cujos campos magnéticos sdo gerados por imas

permanentes.
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1.3 Propulsores elétricos por efeito Hall

Os propulsores elétricos por efeito Hall sio mecanismos que utilizam uma configura¢do de cam-
pos eletromagnéticos predominante do tipo Hall para confinar elétrons, gerar e acelerar fons. Esses
ions acelerados sao os responsaveis pela propulsdo. Uma geometria simples, uma grande eficiéncia no
consumo de combustivel e uma baixa demanda por potencia elétrica, quando comparados com outros
sistemas de propulsdo elétrica, qualificam esses propulsores como ideais para manobras como: ajuste
e mudanca de 6rbita, compensacdo do arrasto atmosférico e longas viagens espaciais [17, 18} [19].

Para gerar ions e conseqiientemente propulsio, os aceleradores Hall necessitam confinar elétrons
em um canal de aceleracdo. O confinamento desses elétrons s6 € possivel com uma combinagao de
campos eletromagnéticos com intensidades adequadas [13| [17]. Neste trabalho, nds iremos desen-
volver um modelo idealizado para descrever a dindmica de um elétron nesses propulsores. O intuito
dessa descricao € desvendar o modo que uma dada configuracdo de campos eletromagnéticos inter-
fere na din@mica do elétron e prever teoricamente os pardmetros de controle— entenda-se, intensidade
dos campos eletromagnéticos— que confinam o elétron no canal de aceleracio e que maximizam a i0-

nizacdo do gés propelente; logo, os pardmetros que podem incrementar o rendimento desses sistemas.

1.4 Organizacao

O trabalho contextualizado nesse capitulo € apresentado com a seguinte formatacao:

No capitulo 2| apresentaremos o principio de funcionamento dos propulsores do tipo Hall e, além
disso, exibiremos 0 modelo proposto para o estudo da dinamica eletronica. Partindo do modelo pro-
posto obteremos as equac¢des de movimento para o elétron, via formalismo Hamiltoniano. Obteremos,
também, as curvas limite que descrevem os limites geométricos atingidos pelo elétron para dadas in-
tensidades dos campos eletromagnéticos. Ademais, veremos que essas curvas limite descrevem o
confinamento eletronico.

No capitulo3|faremos uma andlise da dindmica eletronica. Primeiramente através de uma andlise
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linear das equagdes de movimento do elétron e posteriormente através de uma andlise ndo-linear via
mapas de Poincaré e expoentes de Lyapunov.

No capitulo 4| buscaremos os pardmetros de controle que teoricamente incrementam a eficiéncia
dos propulsores Hall. Faremos isso com base no cdlculo da sec¢do de choque de ionizagdo do gés pro-
pelente. Verificaremos que os parametros de controle que impdem uma dindmica cadtica ao elétron
sd0 os que teoricamente incrementam a eficiéncia na ionizagdo do gés propelente.

O trabalho € entdo concluido no capitulo [5, onde enfatizamos os principais resultados obtidos

nesse trabalho.



Capitulo 2

O Modelo

Nos propulsores Hall, os elétrons devem ser confinados em um canal de aceleracdo para que eles
formem fons a partir da sua colis@o com os dtomos de um géds propelente lancado no mesmo canal. A
configuracao de campos eletromagnéticos, que confina os elétrons, ejeta com grande velocidade esse
ions formados. Neste capitulo detalharemos esse mecanismo exposto, pois ele constitui o principio
de funcionamento dos propulsores do tipo Hall e, além disso, apresentaremos o modelo proposto para
o estudo da dindmica eletronica. Posteriormente, partindo do modelo proposto, obteremos as curvas
limite— funcdes que inferem os limites geométricos atingidos pelo elétron para dadas intensidades
dos campos eletromagnéticos. Com essas curvas limite, descrevemos o confinamento eletronico.
Ademais, as informagdes contidas nas curvas limite fornecem a base para uma descri¢do mais sucinta

das equagdes de movimento.

2.1 Principio de funcionamento

Uma representagdo do sistema propulsor Hall é apresentada na figura 2.1} Nela estdo expostas
duas componentes de campos eletromagnéticos essenciais para a geracdo de uma corrente eletronica
Hall: a componente de campo elétrico na dire¢do axial e a componente de campo magnético na

direcdo radial. Além do mais, na representacao, as bobinas magnéticas sao responsaveis pela geracao

10
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do campo magnético e a diferenca de potencial entre o 4nodo e o catodo externo € responsdvel pela
geracdo do campo elétrico. O espaco vazio entre os dois cilindros concéntricos é o chamado canal
de aceleracdo. Utilizaremos coordenadas cilindricas para descrever o modelo do propulsor Hall, pois
essa escolha do sistema de coordenadas € a natural. Sendo assim, de acordo com a figura T
designa a coordenada radial, # a coordenada azimutal e z a coordenada axial. O eixo da coordenada
axial é escolhido de forma a coincidir com o eixo de simetria do propulsor.

O cétodo € aquecido e emite elétrons que sdo atraidos pelo campo elétrico E para dentro do
canal de aceleracdo (direcdo axial e sentido negativo) formando uma densidade de corrente elétrica
J g, definida como positiva no sentido de deriva dos elétrons. A densidade de corrente elétrica Jg
possui uma componente ortogonal ao campo magnético radial de tal forma que os elétrons terdo
suas trajetorias defletidas, devido a for¢a de Lorenz, para a dire¢do azimutal com sentido positivo;
formando, por conseguinte, a densidade de corrente elétrica Hall J, também definida como positiva
no sentido de deriva dos elétrons.

O movimento dos elétrons através da direcao azimutal é perpendicular a componente radial do
campo magnético; dessa forma, os elétrons terdo a direcao da sua trajetéria alterada, devido a forca de
Lorenz, para a direcdo axial com sentido positivo. Essa forca de Lorenz, que surge devido a densidade
de corrente elétrica Hall e a componente do campo magnético radial, € a for¢a que tende a confinar os
elétrons na direcdo axial, pois ela é oposta a forca gerada pela componente axial do campo elétrico.
Portanto, nota-se que, com o arranjo de duas componentes de campos eletromagnéticos (elétrico-axial
e magnético-radial) € possivel a criagao da corrente Hall. No entanto, somente tais componentes nao
sdo suficientes para o confinamento dos elétrons no canal de aceleracdo, haja vista a auséncia de uma
for¢a centripeta para confinar os elétrons na direcdo radial [[17, 20} 21]].

Simultaneamente ao estabelecimento da densidade de corrente elétrica Hall- J;— langa-se no
canal de aceleracdo o gés propelente, por exemplo, o géas argdnio. O gds propelente € ionizado
através de colisdes com os elétrons. Os fons gerados com cargas positivas sentem uma forga elétrica
na dire¢@o do campo elétrico axial e sdo expelidos do sistema propulsor com grande velocidade. Em

analogia ao caso apresentado na secdo|1.1.2] o sistema move-se no sentido oposto ao do lancamento
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Catodo externo

Anodo

Injetor de Gas
Propelente

Bobinas

Magnéticas
Internas
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Bobinas

Magnéticas
Externas

Fig. 2.1: Modelo de um Propulsor do tipo Hall SPT 100 ML. Adaptado de ref. [13]

dos fons devido a conserva¢do do momento linear. Portanto, a expulsao dos fons produzidos no canal
de aceleracdo € o fator responsdvel pela propulsdo. Os fons teriam uma dindmica semelhante a dos
elétrons através do canal de aceleracdo, entretanto, isso ndo ocorre, pois eles perdem contato com os
campos eletromagnéticos antes de serem confinados.

Ao final do canal de aceleracdo, elétrons oriundos da fonte catédica sdo absorvidos pelo gés
ionizado; dessa forma, o gas assume a neutralidade. Tal fator € importante em missdes espaciais para
que nao haja acimulo de cargas no veiculo espacial, o que poderia comprometer o mecanismo de
funcionamento do propulsor e causar danos nos equipamentos eletronicos a bordo 21].

Dessa descri¢ao do funcionamento de um propulsor Hall, observa-se a importancia em saber quais
as componentes dos campos eletromagnéticos sdo necessdrias para que haja confinamento dos elé-
trons dentro do canal de aceleracio e quais sao os médulos dessas componentes para que os elétrons
estejam mais aptos para ionizar o gas propelente. Saber descrever o confinamento eletronico € im-
portante para a construcao dos propulsores, pois pode-se evitar, utilizando tal informagdo, a colisdo

de elétrons com a estrutura fisica do propulsor. Ademais, saber escolher os parametros de controle
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que tornam os elétrons mais aptos a ionizacdo do gés propelente significa saber como, teoricamente,

incrementar a eficiéncia na utiliza¢do de combustivel nesses sistemas.

2.2 Descricao matematica do modelo

Com base no principio de funcionamento dos impulsores Hall, utilizaremos, além das compo-
nentes dos campos eletromagnéticos expostos na sec¢ao anterior, outras componentes de campos ele-
tromagnéticos que serdo necessdrias para confinar os elétrons dentro do canal de aceleracdo e que
poderdo alterar a dinamica. Explicitamente, utilizaremos, para o campo magnético, trés componentes
espaciais: um campo magnético radial com decaimento linear em funcio do crescimento do raio e
as componentes de campo magnético axial e azimutal uniformes. Matematicamente, escrevemos o

campo magnético como:

B =" 1 b0+ b5, @2.1)
T

onde 7, Oe? sdo, respectivamente, os versores das direcdes radial, azimutal e axial. As constantes
by e b, possuem dimensdo de campo magnético (no SI [T]) enquanto a constante ¢, possui dimensao
de campo magnético multiplicado por distancia (no SI [T.m] ) e, por isso, foi representada com uma
letra distinta.

Para o campo elétrico utilizamos apenas uma componente espacial: a componente axial. Ela é
a Unica necessdria, serve para o confinamento eletronico e para a expulsido dos fons produzidos no
canal de aceleracdo. Iremos sup06-la uniforme espacialmente. Essa aproximacgdo € valida quando a
distancia da particula carregada até a placa (dnodo) é muito menor que o raio da placa— aproximagao

de placa infinita— ou seja:

E=e.z, (2.2)

onde e, € a componente axial do campo elétrico, ela possui dimensdo de for¢a por unidade de carga
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(no ST [N/C]) [20].

Através do formalismo Hamiltoniano, nés iremos obter as equacdes da dindmica de um elétron
imerso na configuracdo de campos eletromagnéticos—[2.1]e[2.2}- apresentada. Analisando essas equa-
¢oes, nds iremos descrever o confinamento eletronico e prever os pardmetros que teoricamente maxi-
mizam a efici€ncia desses sistemas. Observando que nos sistemas propulsores Hall reais a densidade

de elétrons € pequena ( 10~15m =3, os efeitos coletivos serdo desprezados nas nossas andlises.

2.3 Formalismo Hamiltoniano

O Hamiltoniano para uma particula ndo relativistica, carregada eletricamente e imersa em um

conjunto de campos eletromagnéticos, no sistema internacional, é dado por [22]:

— 1 _ 2
H=5—(P—qA)" +q9, (2.3)

onde m € a massa da particula, ¢ € sua carga elétrica, P € o momento canénico linear nas coordenadas

generalizadas, ¢ € o potencial elétrico e A € o potencial vetor que deve satisfazer as seguintes relacoes:

O0A
E=-Vo— . (2.4)
B=V xA. (2.5)

Tendo em vista as relagoes[2.1]e podemos escrever o potencial vetor A como:

V4 r A A
A= (2o +20) 0+ (—rby) 2. (2.6)

Analogamente, das relagdes[2.2] [2.4]e [2.6] podemos escrever o potencial elétrico como:

¢ = —zez, 2.7)
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onde definimos ¢(z = 0) = 0; sendo que: z = 0 € a posicdo axial do catodo.
Por conseguinte, observa-se que, o Hamiltoniano para uma particula nao relativistica, carregada
eletricamente e imersa na configuracdo de campos eletromagnéticos utilizada nesse trabalho para

descrever um propulsor Hall, é dado por:

P2 1 (P =z gb.\> 1 )
H=-" — | — 4+ —qp, — — (P, be)” — - 2.8
2m+2m<r+rq¢ T2)+2m( +qu) #g¢ (2:8)
Para um elétron m = m. e ¢ = —¢.; dessa forma, o Hamiltoniano dado por [2.8 pode ser escrito
como:
P? 1 (P =z ab.\* 1 2
H= + — — —Qelpr + T + (P, — 1rq.bg)” + zqee.. (2.9)
2m.,  2m. \ T T 2 2m,

Esse é o Hamiltoniano para um elétron com energia ndo relativistica sujeito aos campos eletro-
magnéticos expressos em[2.1]e [2.2]. Note que, devido ao fato do sistema possuir uma simetria axial,
o Hamiltoniano dado por @ ¢ independente da coordenada azimutal e, dessa forma, Py é uma cons-
tante de movimento. Além disso, o Hamiltoniano € independente do tempo, e, sendo assim, também

€ uma constante [20, 22].

2.4 Condicao de confinamento para um elétron

Nos iremos considerar um elétron que € emitido pelo citodo aquecido num instante de tempo
t = 0 com uma energia cinética igual a zero e com uma energia potencial igual a zero na origem,
em 2z = 0- posicdo axial do catodo. Como veremos nos passos seguintes, estudo dessa condig@o
inicial ird permitir obtermos um critério para o confinamento eletronico através de curvas limite. Esse
elétron € citado ao longo do texto como sendo a particula fisica.

Dado que energia cinética e energia potencial do elétron sdo iguais a zero, temos que a energia
total dele também € nula, ou seja, temos H = (. Observa-se que, para satisfazer essa condi¢dao

definida, a condicao inicial do elétron pode ser escrita como:
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r=ry, (2.10)
P. =0, (2.11)
z =0, (2.12)
e
P, = rogebe; (2.13)

onde 7 € o raio do catodo— ele corresponde ao raio inicial do elétron. Ademais, note que a constante

de movimento F fica dada por:

b.qe

P@Z—Tg 9 .

(2.14)

Devido ao fato de que esse sistema que estamos tratando € conservativo, essa energia, previamente
definida, serd a mesma para qualquer instante de tempo. Logo, podemos escrever o Hamiltoniano

para um instante de tempo qualquer, como:

(P, — 1qebg)* + zgee.. (2.15)

2m,

P? 1 Py =z qeb 2
O: r —~ —Zq.0, evz
2me+2me<r qu0+T2 +

A equacdo expressa um vinculo entre as coordenadas. Podemos escrever, a partir dela,

z = z(r, P, P,). Assim:

—2e,mer* + ©pb.qe (r* — 1) + 2r\/e§mgr2 — 2 (P2 + (P, — bpger) 2) — opboqee.me (r2 —12)
207qe

Z4+ =

Y

(2.16)
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onde z; indicam as duas possiveis solugdes de z para a equagdo [2.15] Nos passos seguintes, nds
iremos obter as curvas limite no espago de coordenadas z e r, ou seja, nds iremos encontrar as funcdes

z = z(r) que descrevem os limites geométricos atingidos pela particula fisica no espago z e r. Para

18s0, inicialmente fazemos g’;f = 0 e encontramos os valores de P, que satisfazem essa igualdade,
ou seja [23]]:

0zy4 P.r

op, T (2.17)

qe\/egmgﬂ — @2 (Pf + (P, — bgqu)Q) — opb.qee.me (12 — 1)

As equagdes sdo satisfeitas para P, = 0. Substituindo esse resultado em [2.16] podemos

escrever z = z(r, P,).

—2ezmer? + ¢;baqe (r* — 1) £ 27"\/627"37"2 — @2 (P, — byger) — prbogeeme (r2 — 1)
2¢7e ‘

24 =
(2.18)

Oz+
OP,

Procedemos, de forma andloga ao passo anterior, fazendo = 0 e buscando as condicdes

necessdrias para P, satisfazer essa igualdade. Assim, temos que:

aZ:I: o (Pz - bHQeT) r
op, T

=0. (2.19)
QE\/egmzr2 - ‘;072« (Pz - b@Qer)2 - (prszeezme (Tz - T(%)

Para satisfazer as equacdes [2.19] P, = byq.r. Substituindo essa relagdo para P, em [2.18] nds

podemos escrever z = z(r). Portanto;

_262m6T2 + QprbZQe T2 - TQ +2r 6277’157’2 B Sprszeezme r2 — 2
24 (r) = ( 0) 2802;/ ( 0)' (2.20)

As curvas descritas em estdo apresentadas na figura . A partir da fungdo z, (r)-[2.20
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desenhada na cor azul na figura 2.2, observamos a existéncia de um ponto médximo que pode ser
atingido pelo elétron na coordenada axial, também podemos observar, a partir da fungio z_(r)—[2.20}
desenhada na cor vermelha na figura 2.2, a existéncia de um ponto minimo que pode ser atingido
pelo elétron na coordenada axial. Dessa forma, observe que, as curvas descritas em trazem
consigo informagdes sobre os limites geométricos que podem ser atingidos pelo elétron e por isso sao
chamadas de curvas limite. Nesse trabalho, as curvas limite constituem o critério de confinamento
eletronico.

Note que, a componente azimutal do campo magnético by ndo altera a configuragdo das curvas
limite expressas em [2.20)] e, portanto, ndo tem papel fundamental no confinamento eletronico; no

entanto, ela pode modificar a dindmica eletronica, como veremos posteriormente.

— +(2)
= r-(z)
0.00000 = 0.05

0.04

0039 % Soor
Z -0.00055 g
0.02

0.01 - I e -

-0.00110 0.00 1

T T T T T T T T T
0.00 001 002 003 004 005 -0.00110 -0.00055 0.00000
r z

(a) (b)

Fig. 2.2: (a) curvas limite para z(r) descritas pelas fung¢des (b) curvas limite para r(z) descritas
pelas funcdes Nessas figuras: 79 = 3.9x1072m, ¢, = 4.4x107° T.m, e, = 135.36 N/C e
b, = 4.0x1075 T.

Das fungdes [2.20], podemos encontrar analiticamente quais sdo os valores maximos e minimos
que o elétron pode atingir na coordenada espacial z dada a condi¢do inicial e as intensidade das com-
ponentes dos campos eletromagnéticos. Inicialmente, obteremos analiticamente o valor mdximo que

.. , . . . )
pode ser atingido pelo elétron na coordenada axial. Para fazer isso, realizamos 5+ = 0 e encontramos
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as condigoes para r que satisfazem a igualdade, sdo elas:

T =Tp (221)

m:_m¢_;ﬁﬁ__. (2.22)
(prsze — €M

Devido ao fato de r ser a coordenada radial e, portanto, assumir somente valores positivos, r; =
ro € a condigdo fisicamente possivel. Substituindo essa condi¢do na fungdo z, descrita em [2.20]

obtemos:

2 (r1) = 0. (2.23)

Esse € o valor mdximo que pode ser atingido pelo elétron na coordenada axial, dessa forma:

Zmaw = 0. (2.24)

Perceba de 2.2T] e [2.24] que esse limite corresponde a condigdo inicial do elétron. Podemos obter,

analiticamente, o valor minimo que pode ser atingido pelo elétron na coordenada axial. Para isso,

0z

fazemos =~ = ( e encontramos as condi¢Oes em 7 que satisfazem essa igualdade, sdo elas:

rs = —Tp (225)

m:m%—fﬁk—ﬁ (2:26)
Pr0zqe — €M

Novamente, devido ao fato de r representar a coordenada radial e, portanto, assumir um valor

positivo, 71 = 7, /(pbeqz% ¢ a condic¢do fisicamente possivel. Substituindo essa condicdo na
rvzle z €
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funcgdo z_ descrita em [2.20} obtemos:

b%q
2 zde
2 ra) = =103 (prb.qe — €2me)’

(2.27)

Esse € o valor minimo que pode ser atingido pelo elétron na coordenada axial; assim, podemos

€screver:

2 bEQe (2 28)
Zmin = —T . .
0 2 (Sﬁrbzqe - ezme)
Além disso, observa-se de[2.26/que
@rsze — €M > 0 (229)

para que haja uma condig¢do fisicamente aceitdvel que localize o extremo da funcdo z_ e, portanto,
Zmin -
Em conseqiiéncia disso, nota-se de [2.29] que, além das componentes dos campos e, € ¢, in-

trinsecas da configuracao Hall, necessitamos imprescindivelmente da componente axial do campo

me €2

magnético b, para que seja possivel o confinamento eletronico. Além disso, b, > PR

Dada a fungdo z = z(r), descrita em [2.20, podemos inverté-la para escrever r = r(z), inten-
tando, com esse procedimento, obter analiticamente os valores extremos que podem ser atingidos

pelo elétron na direcdo radial, logo, podemos escrever:

ri(z) = \/—4ezmez +b,qe (brd +2¢,2) £ 2\/26271162 (2e,mez — b.qe (b12 4+ 20,2)).  (2.30)

As curvas descritas por estdo representadas na figura . A partir da fungdo 7, (2)-[2.30]
desenhada na cor azul na figura [2.2b, observamos a existéncia de um ponto médximo atingido pelo
elétron na coordenada radial, também podemos notar, a partir da fungdo r_(z)—[2.30, desenhada na

cor vermelha na figura [2.2p, a existéncia de um ponto minimo atingido pelo elétron na coordenada
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radial.
Para encontrarmos o valor maximo que o elétron pode atingir na coordenada radial, utilizamos a
- . . 9 . .
fungdo r, descrita em , realizamos 5+ = 0 e resolvemos para z; assim, encontramos a seguinte

relagdo:

b.e.m
2 zCz1le
21 = —r . (2.31)
0 2()07“ (SOTbZQe - ezme)
Substituindo a relagdo [2.31)em [2.30] encontramos o valor extremo para 7., dado por:
T’bZ e
ry (1) = 1o Pro:d (2.32)

(SOTbZQe - esz) ’

Esse € o valor mdximo que pode ser atingido pelo elétron na coordenada radial, dessa forma,

podemos escrever:

©rbqe
(QDTbZQe - ezme)

(2.33)

Tmaxz = T0

Note que em[2.33]a condigdo [2.29]¢ necessdria para a existéncia de um valor r,,,, real e, portanto,

necessaria para que haja confinamento eletronico.

Para encontrarmos o valor minimo que o elétron pode atingir na coordenada radial, fazemos Bg—; =
0 e resolvemos para z, encontrando a relagao:
b
2y = —To—. (2.34)
20,

Substituindo a relagdo [2.34 em [2.30|encontramos o valor extremo para r_, descrito como segue:

r_(2z9) = 0. (2.35)

Esse € o valor minimo que pode ser atingido pelo elétron na coordenada radial, assim:
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2.5 Normalizacao

Iremos prosseguir o trabalho adimensionalizando as quantidades da equagdo [2.9] Essa adimen-
sionalizacdo ird reduzir o numero de parametros do sistema. Trocaremos as quatro constantes eletro-
magnéticas ¢,., by, b, € e, por trés novos parametros; isso facilitard a andlise dos resultados.

O Hamiltoniano do sistema possui dimensao de energia; logo, uma escolha natural para torna-lo
adimensional € dividi-lo pela energia de repouso de um elétron, £ = m,c?. Definimos, entdo, 0 novo

Hamiltoniano como:

H

H= - (2.37)
MeC
Além disso, convém definirmos o momento candnico radial adimensional como:
_ P,
P.=" (2.38)
MeC
e 0 momento candonico axial adimensional como:
_ PZ
P, = . (2.39)
MeC

De posse das defini¢des [2.37] [2.38] e [2.39] podemos escrever a equacao [2.9no seguinte formato:

7 PQ 1 P e¥'r ebz 2 1 D, eb ? evz
A="r -0 2o, 4 b2 (B -2 4 0 (240
2 2 \rmec T MeC 2mec 2 mecC MeC?

Por conseguinte, definirmos a freqii€éncia de giro axial como:

(2.41)

e a freqiiéncia de giro azimutal como:
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wp = 3% (2.42)

Me

Além disso, definimos a coordenada radial adimensional da seguinte forma:

F= iy (2.43)
c
e a coordenada axial adimensional, como segue:
g=22, (2.44)
c

Finalmente, definimos o momento azimutal adimensional como:

Py=—=p, (2.45)

meC

Podemos escrever, a partir da equacdo [2.40| e das defini¢des [2.41}2.45] o Hamiltoniano adi-

mensional:

P2 1(P =z mn\? 1 9
H =T _ _Z — — (P, — . 2.4
2 +2<7’ r””z) g (B rm)” e (2.46)

Na equagdo [2.46 o sobrescrito barra foi suprimido e foram introduzidos os pardmetros adi-

mensionais de controle 7, 7. € 1, definidos como: pardmetro de controle magnético radial

iy = TP (2.47)

mec’

relacionado com a componente radial do campo magnético; parametro de controle elétrico axial

Ne = — , (2.48)

relacionado com a razdo da componente de campo elétrico axial com a componente de campo mag-
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nético axial; e parametro de controle magnético azimutal

p = — (2.49)

relacionado com a razdo da componente de campo magnético azimutal com a componente de campo
magnético axial.

Do Hamiltoniano do sistema, dado pela equagdo [2.46] temos que as equagdes de movimento
assumem a seguinte forma [24]:

direcao radial;

OH
= =P, 2.50
T 0P, (2.50)
. o0H P, z r Py z 1
p=__-__(Y_Z — -4+ = — P, — . 2.51
" or (r rnb+2)( r2+r2nb+2)+(z Tlp) lp 251
Direc¢ao azimutal,;
. OH 1 /(P =z r
=22 (20 _ = _ 2.52
oPy r ( r rnb * 2) ’ (2:32)
. OH
Py=——"=0. 2.53
A 5 (2.53)
Direcdo axial:
. 0H
. OH P,
p o _OH _m (_9 et i) - (2.55)
0z r\r r 2

Observa-se, da equagdo [2.53] que a taxa de variagdo do momento angular é zero; como consta-
tamos anteriormente, trata-se de uma constante de movimento, devido a simetria axial do problema.
A freqiiéncia azimutal 2.52] pode ser escrita em funcdo de r, P, z e P, e, portanto, necessitamos

integrar somente o conjunto de equagdes diferenciais dado pelas equagdes [2.50] [2.5T] 2.54] e [2.55]
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com condig¢des iniciais, para determinarmos univocamente a dindmica eletronica.
Dessa forma, o sistema a ser tratado possui dois graus de liberdade acoplados. Possuimos, para
resolvé-lo, apenas uma constante, a energia. Sendo assim, o sistema pode ser ndo integravel. Por con-

seguinte, resolvemos o conjunto de equagdes diferenciais [2.50} [2.51] 2.54] e[2.53] através de métodos

numéricos. Utilizamos o integrador do pacote imsl desenvolvido pela "Compaq Computer Corpo-
ration", para linguagem Fortran. Esse integrador resolve as equacdes diferenciais pelo método de
Runge-Kutta de sexta ordem. Ele utiliza passos temporais adaptativos de forma a garantir uma pre-
cisdo definida previamente. Para os calculos envolvidos nesse trabalho, utilizamos uma precisdo de
10712 23, 26].

Note, especialmente, de 2.41] 2.43] [2.44] e [2.43| que a forma da normalizacdo realizada nesse

capitulo s6 foi possivel devido ao fato do campo axial b, dever ser nao nulo, como constatado a partir

da condigdo [2.29]



Capitulo 3

Analise da Dinamica Eletronica

Neste capitulo faremos uma anélise da dindmica de um elétron sujeito aos campos eletromagnéti-
cos dados por[2.1e[2.2] A dindmica de um elétron sujeita a tais campos € descrita pelas equagdes[2.50

2.51] [2.54] e [2.55] Primeiramente realizaremos uma anélise linear dessas equagdes e posteriormente,

devido a inconclusividade desta andlise linear, faremos uma anélise ndo-linear utilizando os mapas
de Poincaré e os expoentes de Lyapunov. Através da andlise ndo-linear, verificaremos a existéncia de

dinamicas regulares e cadticas, para o elétron.

3.1 Analise linear

3.1.1 Pontos de equilibrio

Em geral, um ponto de equilibrio ou ponto fixo consiste em um local onde a particula posta em
repouso inicialmente permanece imével em instantes de tempo posteriores. Para que exista um ponto
de equilibrio, a velocidade e a for¢a resultante sobre a particula devem ser identicamente nulas, nesse
ponto. Para saber se o ponto fixo € estavel ou ndo, analisa-se o que ocorre com a particula nos pontos
préoximos ao ponto de equilibrio depois de perturbéd-la de sua posi¢do inicial. Verifica-se, entdo, se
a particula retorna ao ponto fixo, se ela permanece na vizinhanca do ponto fixo ou se ela diverge do

ponto fixo. As caracteristicas da dindmica da particula nos pontos préximos ao ponto de equilibrio

26
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sdo obtidas estudando-se a matriz Jacobiana. Os valores proprios dessa matriz indicam o tipo de
equilibrio que o ponto possui [27, 28]].

Definindo-se um sistema dindmico como:

dx
i 3.1
verifica-se que, haverd pontos fixos quando:
dx

onde X, ¢ um ponto de equilibrio.

Observa-se de[3.2]que, para que haja um ponto fixo, as equacdes[2.50} 2.51] [2.54]e[2.55|devem ser

igualadas a zero, pois, dessa forma, garante-se que a velocidade e a forca resultante sobre o elétron

sdo nulas para as coordenadas radial e axial, logo:

r=PF =0, (3.3)

. P, =z r By z 1
Po=—{——-- = —-—— +t = = P, - = 4
v (r r77b‘|‘2)( r2+r2nb+2)+(  — ) M = 0, (3.4)
=P, —r=0 (3.5)

e
. P,
Pz:@(—e—zm—l-f)—??e:o- (3.6)
T T T 2

Desejamos, por conseguinte, obter as condi¢des para r, F,, z e P, que satisfazem as equacoes
3.4, [3.5]e[3.6] necessarias para a existéncia de um ponto fixo no nosso sistema. A equagao [3.3|indica

trivialmente que o0 momento candnico radial deve ser nulo, ou seja:
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P.=0. (3.7

Isolando o momento candnico axial- P,— na equagdo encontra-se que:

P, =rn,. (3.8)
Da equagdo [3.6] tem-se:
B e
(_e s i) _ e (3.9)
roor 2 M

que:

e By z 1
—r— |-+ — | =0. 3.10
" ( 2 +r277b+2) (3.10)
Da equacdo|3.10, observa-se que:
Pg z 1
—— + = -] =0. 3.11
( 2 Tt 2) (3.11)
Dividindo a equagio 3.9 por r, obtém-se:
B z 1 Ne
vz i 3.12
(TQ 2+ 2) " (3.12)

Somando as equagdes e[3.12] encontra-se a condi¢do necessdria entre os parametros de con-

trole para a existéncia de pontos de equilibrio.

Ne = Mo (3.13)

Inserindo a condi¢do dada por [3.13na equacao[3.12 obtém-se:
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2P9—7’2
2= .

(3.14)
2

Dessa forma, utilizando a condigédo e reunindo os resultados dados por: e

verifica-se a existéncia de um conjunto de pontos de equilibrio dados por:

2P, — r?
XO:{T7PT7Z7PZ}:{T7079—T

LTy b (3.15)
2 np}

Em 3.15] observa-se que, para cada valor de 7 existe um ponto fixo. No entanto, esses pontos

fixos somente existem quando a condigdo [3.13]¢ satisfeita.

3.1.2 Estabilidade do sistema

Em geral, a estabilidade de uma particula em torno dos seus pontos fixos pode ser estudada ana-

lisando a evolu¢do de um vetor infinitesimal s dado por:

S =X — Xg. (3.16)

O médulo desse vetor s indica a distancia de um ponto fixo Xy até um ponto x- definido como
proximo ao ponto de equilibrio.

Isolando x em[3.16]e substituindo esse resultado em [3.1] encontramos:

d
o= f(x0+5). (3.17)

Expandindo o lado direito da equacgdo em série de Taylor, chega-se a seguinte equacao:

ds dX()

— = — 3.18

dt f(XO) + dX S, ( )
onde 20 = J(x;) é a matriz Jacobiana do sistema calculada no ponto de equilibrio. Como f(xo) = 0,

a equacdo [3.18§]fica dada por:
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d
i:ﬂ%ﬁ (3.19)

Para resolver a equacgdo diferencial [3.19] supde-se uma solugdo do tipo:

s = spe. (3.20)

Inserido a relacdo [3.20] na equacdo [3.19] obtém-se:

[J(xo) — Al]sy = 0. (3.21)

A solucao de|3.21|é dada pela equagdo caracteristica:

Det[J(xo) — AI] = 0. (3.22)

Em[3.20,[3.21]e[3.22] I é a matriz identidade e A sdo os autovalores da matriz Jacobiana.

Utilizando as equagdes [2.50} 2.51] [2.54] e [2.53] podemos calcular a matriz Jacobiana no ponto X

dado por[3.15] O resultado € o que segue:

|
—_
|
3
o
(e
|
s I3
S

J(Xo) = P : (3.23)

_m g _T

Os autovalores A, obtidos a partir da equagdo [3.22] indicam a forma da evolugdo temporal do

vetor infinitesimal s, dado pela relagio[3.20] Explicitamente, os autovalores de [3.22]sao:

ALQ == 0 (324)
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n?
Asq = +i T—g + (1+7n2). (3.25)
Os autovetores correspondentes aos autovalores dados por|3.24|e[3.25|sdo dados por:
p p p
1
0
S; = , (3.26)
Tm
Mp
0
0
So = , (3.27)
0
0
1 0
0 G+ (1+m)
S3 = . +1 . 2 ; (3.28)
b D
(14n2)r (1+n2) 7t (1 + np)
nEnp n}
() (1+n$,%)r Vit (1+m)
e
1 0
2
0 | Vi + 1+
Sl [P Rl RN S T 322
(1+4n2)r (1+n2) =t (1 + np)
nznp 0}
() e Vot t (1 +)

Os autovalores A; » = 0 indicam que o crescimento obtido da andlise linear de s— eq. [3.20}- € nulo,

isso significa que se colocarmos o sistema no ponto fixo e perturbarmos ele na dire¢do associada aos

respectivos autovetores, o sistema permanecerd em torno do ponto e serd neutramente estavel. No

entanto, os resultados das simula¢des numéricas indicam que apds uma perturbagdo infinitesimal na
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dire¢do dos autovetores s; o 0 sistema diverge do ponto inicial isso devido ao fato de haver termos nao-
lineares relevantes para a dindmica eletronica. Numericamente, verifica-se a mesma inconclusividade
utilizando a andlise linear, para os autovalores Aj 4.
Além disso, das defini¢des e [2.48| observa-se que a condi¢do [3.13|pode ser escrita como:
eZ q@b’l"

= . (3.30)

b,e mec

Dessa forma, quando a condic@o para a existéncia de um ponto fixo ¢ satisfeita—[3.13}- ndo existe
confinamento, pois essa condi¢do dada por [3.30] estd contida na restri¢do descrita na desigualdade
[2.29] Uma vez que o ponto fixo tenha um comportamento instdvel, o elétron ndo vai permanecer na

vizinhanga desse ponto e tdo pouco confinado em uma regido finita do espaco.

3.2 Analise nao-linear

3.2.1 Mapas de Poincaré

Um mapa de Poincaré consiste em um conjunto de pontos definidos pela interceptacio de um
fluxo com uma sec¢do transversal a esse, chamada sec@o de Poincaré. Como caracteristica principal
a secdo de Poincaré reduz o estudo do fluxo num espaco de fases de n dimensdes para o estudo do
fluxo em um espago de fases com n — 1 dimensdes [27,29] .

O sistema Hamiltoniano que estamos estudando, dado por [2.46] é conservativo e representa a
energia do elétron. Dessa forma, o sistema de equagdes diferenciais, obtido a partir desse Hamiltoni-

ano para a descri¢do da dindmica eletrénica—[2.50] [2.51] [2.54] e [2.535} que, inicialmente, deveria ser

representado em um espaco de fases de dimensao 4, pode ser estudado em um espago de dimensao 3,
pois a energia— H (r, P,, z, P,) = E— é um vinculo. Além disso, utilizando-se as se¢des de Poincaré,
pode-se reduzir a andlise do fluxo tridimensional, definido pela energia constante, para a andlise de
um mapa bidimensional.

Através da andlise de um mapa de Poincaré, pode-se determinar pontos fixos e caracteristicas
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da dindmica do sistema: regular ou cadtica. Para um sistema Hamiltoniano integravel tem-se que o
fluxo intercepta a secdo de Poincaré formando sobre ela uma curva que tende a ser fechada chamada
de curva KAM ou toro irracional. Para um sistema Hamiltoniano ndo integravel o fluxo intercepta a
secdo de Poincaré de forma que aparenta ser aleatdria tendendo a preencher uma area sobre a se¢ao
de Poincaré [30, 27, 29].

Visando gerar um mapa de Poincaré completo, definem-se vérias condi¢des iniciais de mesma
energia, a fim de observar as estruturas geradas pela interceptacdo do fluxo tridimensional com a

secdo de Poincaré.

3.2.2 Condicoes iniciais para a construcio dos mapas de Poincaré

Para a elaboracdo dos mapas contidos nesse trabalho, utilizou-se o valor zero para a energia, pois
essa € a energia da particula fisica descrita na segio[2.4] assim:
P 1(P =z N\ 1 2
—+z———m+z) +z (- + zne = 0. 3.31
5 Tolo —omtg 5 (B = rip)” + 21 (3.31)
Além da condicao inicial da particula fisica, outras condi¢des iniciais com mesma energia foram

utilizadas para a constru¢do dos mapas de Poincaré. Um conjunto de condi¢des iniciais que resulta

em uma energia nula para o Hamiltoniano 2.46|¢ o que segue:

r =70, (3.32)

P. =0, (3.33)

B g (nb (V2 —1)+2y (—nev + v/Ne (m + (e — ) 72))) 334
o 2n? 539
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P, = ~yron, (3.35)
onde utilizamos:
2
Py = —%0. (3.36)

~ € uma constante real e positiva e 7y € o raio inicial da 6rbita do elétron, também real e positivo.
Quando v = 1, observa-se que, a energia cinética e a energia potencial do elétron sdo nulas simulta-
neamente representando a particula fisica e que; além disso, quando variamos o valor v, variamos a

condi¢do inicial do elétron.

3.2.3 Curvas limite para o par canonico radial

A andlise da dindmica eletrOnica utilizando a secdo de Poincaré definida como: P, =0e % > 0;
evidencia que o fluxo intercepta o plano P,xr em uma regido geometricamente definida. Pode-se obter
acurva P,(r) que descreve a fronteira dessa regido através do procedimento que segue. Primeiramente

escreve-se P, (r, z, P,) a partir da equacdo 3.31} obtendo-se assim:

\/—4Pfr2 + 8n, P,r3 — (1 + 4775) rt—(r2 + 277bz)2 +2r2 (rd 4 2mpz — 4nez)
+ .

PT:I:(T727PZ) - 2T

(3.37)
Aplicando em[3.37]a condi¢@o utilizada para a constru¢do do mapa de Poincaré— P, = 0; chega-se

as seguintes funcoes:

\/— (1 + 4775) rt—(r3 + 2nbz)2 + 212 (r2 4 2mpz — 4n.2)

Pi(r,z) ==+ 5

(3.38)

P

Posteriormente, fazemos P

= 0. Explicitamente, podemos escrever:
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Pr 2 .2\ 2 . 2 2

aa + — 4 UL (T TO) (7] re+ T/bz) = 0. (339)
: 7“\/—7’4 — (1} + 2m2)" + 202 (7} + 22 (1, — 2n.))
Encontramos de [3.39]a relagdo a ser satisfeita por 2, dada por:
-2 . —
_ (= 20e) 7 =y (3.40)
202
Substituindo a relagdo|3.40,em |3.38| obtemos:

Pu(r) = LM () 7 e (3.41)

UL

As fungdes descritas em [3.41]indicam a forma das curvas limite sobre um mapa de Poincaré para
0 par canoOnico radial.

Na figura [3.1] estdo representados quatro mapas de Poincaré para o par canonico radial junto das
suas curvas limite descritas pelas fungdes [3.41] A se¢do de Poincaré utilizada para a elaboragdo des-
ses mapas foi definida como: P, = 0 e dflzz > (). Os pontos vermelhos, na figura indicam a
localizacdo donde a trajetdria da particula fisica intercepta a secdo de Poincaré e o quadrado azul
indica a posi¢do da condicdo inicial da particula fisica. Observamos, a partir dessas figuras, a existén-

cia de regides cadticas e regulares para as varias condi¢des iniciais utilizadas e, especialmente, para

a condicao inicial da particula fisica.

3.2.4 Curvas limite para o par canonico axial

A Analise da dinamica eletrOnica utilizando a se¢do de Poincaré definida como: P, =0e % > 0;
evidencia, também, que o fluxo intercepta o plano P,xz em uma regido geometricamente definida.
Pode-se obter a curva P,(z) que descreve a fronteira dessa regido através de um procedimento analogo
ao da se¢do[3.2.3] Primeiramente, escreve-se P, (r, z) a partir da equagdo e do vinculo da se¢io

de Poincaré, a saber: P, = 0. Assim:
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P, 2
P.i(r,z) = i\/—2nez — (—9 + g — _77b2> , (3.42)
r r

onde utilizamos 7, = 0, para chegarmos a uma solug¢do analitica simples. Nesse trabalho, as curvas

limite para o par candnico axial com 7, diferente de zero foram obtidas numericamente.

Posteriormente, fazemos %i; = 0, ou seja:
OP, 1_ B 4+ Mz Dy 4L b2
5 + —:l:(Q 72 r2)(r 2 7“2) (343)
T o (o)
Substituindo a condigdo P, = —r2/2 e isolando r na equagdo [3.43] encontramos quatro raizes;
sdo elas:
r19 = /-1 — 22 (3.44)
e

T34 = E£1/75 + 2mp2. (3.45)

Substituindo a raiz r3 = +/r¢ + 2n,z na fungdo P, descrita em _ encontramos as curvas

limite a direita:

P.(2) = £/ —27.2. (3.46)

Substituindo a raiz r; = \/—7r2 — 21,z na fungdo P,_, descrita em , encontramos as curvas

limite a esquerda:

P.(z) = :I:\/rg + 2z (my — ne)- (3.47)

Na figura [3.2] apresentamos quatro mapas de Poincaré para o par candnico axial junto das suas

curvas limite descritas pelas funcoes [3.46] e A secdo de Poincaré utilizada para a elaboragdo
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desses mapas foi definida como: P, = 0 e % > (. Os pontos vermelhos nas figuras indicam

a localizag¢do donde a trajetéria da particula fisica intercepta a se¢dao de Poincaré e o quadrado azul
indica a posi¢do da condicao inicial da particula fisica. Observamos, a partir dessas figuras, a existén-
cia de regiOes caodticas e regulares para as varias condi¢des iniciais utilizadas e, especialmente, para
a condicao inicial da particula fisica.

Devido a riqueza dindmica para a particula fisica, observada a partir das figuras [3.1] e [3.2] nés
iremos investigar, na se¢io [3.2.6] o comportamento dinamico dela, utilizando os expoentes de Lya-
punov. O estudo dos expoentes de Lyapunov constitui mais uma ferramenta para o entendimento da

dinamica eletronica.

3.2.5 Curvas limite para as coordenadas espaciais radial e axial

N6s podemos escrever, a partir do Hamiltoniano descrito por [3.31] as curvas limite para as coor-
denadas espaciais radial e axial; ou seja, escrever z = z(r). O procedimento para a obtencdo dessas
curvas € analogo ao realizado na secao No entanto, utiliza-se o Hamiltoniano normalizado dado

por ao invés do Hamiltoniano dado por As curvas z = z(r) podem ser escritas como:

m (12 =) 22 (ner + 20/ (e =, (7 = 1))
2n;

24 (r) = (3.48)

E importante notar que, as curvas limite descritas pornﬁo dependem do parametro de controle
1), COMO esperavamos, pois esse parametro de controle estd relacionado com a componente de campo
magnético azimutal by. Uma vez que as curvas limite para o Hamiltoniano [2.9/ ndo dependiam
de by, as curvas limite para o Hamiltoniano também ndo dependeriam.

A curva dada pelo sinal positivo em[3.48}- = — fornece o valor extremo méximo para a coordenada

z, a saber:

Zmaz = 0. (349)
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A curva dada pelo sinal negativo z_— fornece o valor extremo minimo para a coordenada z;

esse valor é:

2
U

Zymin, = ————————. (3.50)
2(nb - 776)
Podemos escrever, a partir de (3.48| = r(z), tal que;
re(z) = \/7’3 +2(m — 2ne) 2 2\/—27752 (rg + 2 (=m0 + nc) 2) (3.51)

Em um procedimento andlogo ao adotado na se¢do [2.4] observamos que a curva descrita em[3.57]

com o sinal positivo fornece o valor mdximo para a coordenada radial, dado por:

My
M — Ne

(3.52)

Tmaz = To0

e, complementando, a curva com sinal negativo descrito em [3.51] fornece o valor minimo para a

coordenada radial, dado por:

Trmin = 0. (3.53)

As curvas limite derivadas nessa secio serdo expostas no capitulo (4| juntamente com a trajetorias
dos elétrons para diferentes parametros de controle. Observar-se-4 a boa descri¢do dessas curvas na

predi¢do da regido no espago 7 e z ocupada pelo elétron e a ndo dependéncia dessas curvas com o

parametro 7,— figuras [4.3p, 4.4, 4.6p e 4. 7p.

3.2.6 Expoentes de Lyapunov

Nessa se¢ao, nds iremos analisar a dindmica eletronica utilizando os expoentes de Lyapunov. Em
geral, sistemas com dindmica cadtica apresentam sensibilidade as condi¢des iniciais de forma que
duas trajetorias inicialmente proximas divergem exponencialmente a medida que o tempo transcorre.

Para quantificar essa divergéncia, podem-se utilizar os expoentes de Lyapunov. Segue uma descri¢ao



3.2 Analise nao-linear 39

do significado dos expoentes de Lyapunov dada pela referéncia [28]].

Seja um sistema de n equacdes diferenciais ordindrias. Considera-se uma hiper-esfera de raio
inicial d(ty) com condi¢des iniciais centradas em um ponto X(%,) e verifica-se que apés um intervalo
de tempo o volume da hiper-esfera estard deformado. Assumindo que ao longo da j-ésima dimensao-
(7 =1,..,n), oraio inicial d; () tenha variado exponencialmente no tempo, de maneira que a relacao

entre d;(to) e o valor correspondente no instante ¢, dado por d;(t), valha:

d;(t) = d;(to)e 1), (3.54)

Por conseguinte, da equagio[3.54] temos:

(3.55)

A — nld;(8)/d; (to)]
t—to

comj=1,..,n.
Os niimeros A; sdo chamados de expoentes de Lyapunov, eles indicam a taxa média de divergéncia
de trajetdrias inicialmente proximas. Em um instante ¢ > ¢, o volume v(¢) da hiperesfera devera ser

proporcional ao produto das distancias d;(¢) que o caracterizam, isto é:

v(t) = [ di(t) = v (to) e~ ==, (3.56)

j=1
sendo v(ty) = []}_, d;(to) o volume no instante inicial ¢,. Se o sistema for conservativo, o teorema
de Liouville garante que v(t) = v(to) parat > ty. Logo, a soma dos expoentes de Lyapunov deve ser
nula para um sistema conservativo, tal qual o estudado nesse trabalho.

Para calcular numericamente os expoentes de Lyapunov procede-se da seguinte maneira [3 1, [32]]:
define-se uma trajetdria de referéncia ou fiducial dada pela solucdo das equagdes ndo lineares de
movimento com uma condi¢do inicial x(¢y) e define-se uma hiper-esfera centrada na trajetéria de
referéncia descrita por um sistema linearizado de equagdes diferenciais.

Integra-se numericamente as equagdes de movimento com uma condigao inicial x(() e simulta-
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neamente integram-se as equagoes linearizadas para n diferentes condi¢des iniciais que definem uma
base ortonormal de vetores h;..., h,. Apds um passo de integracdo tem-se um novo ponto na trajetéria
de referéncia e novos vetores obtidos das equacdes linearizadas.

Escolhe-se a dire¢do de maior crescimento h; e ortonormaliza-se a base de vetores através do
processo de Gram-Schmidt com a finalidade de seguir a divergéncia das condi¢des iniciais ortogonais.
A direcdo do primeiro vetor nunca € alterada com o processo de ortonormalizagdo.

A ortonormalizacdo de Gram-Schmidt gera uma nova base ortonormal hy, ..., h,, onde hy; é o
maior vetor.

Os expoentes de Lyapunov serdo dados pela soma do logaritmo de todos os vetores de uma dada

direcdo sobre o tempo, tal que:

N
A = Z log, [hi(t)L (3.57)

onde N indica o nimero de ortonormaliza¢des realizadas.

Utilizamos o algoritmo descrito acima para encontrar os expoentes de Lyapunov das equagdes

da dinimica eletronica (equagdes [2.50} [2.51] [2.54| ¢ [2.55) com a condigdo inicial x(¢) da particula

fisica e parAmetros de controle escolhidos. Para a condi¢do inicial x(¢o) e conjunto de parimetros
de controle sdo obtidos quatro expoentes de Lyapunov relativos as quatro componentes do espaco de
fases r, P,, z e P,. Haja vista que os expoentes de Lyapunov possuem um comportamento assintético,
eles apenas sao estimados, via métodos numéricos.

Em geral, sistemas Hamiltonianos conservativos com dois graus de liberdade possuem um pa-
drdo tal que o primeiro expoente de Lyapunov € nulo ou positivo, o segundo e o terceiro expoente
de Lyapunov sdo sempre nulos e o quarto expoente de Lyapunov possui mddulo igual ao primeiro
expoente, mas com sinal oposto— devido ao fato do sistema ser conservativo a soma de todos os ex-
poentes € nula. Nota-se que se o primeiro expoente de Lyapunov for nulo o sistema € regular j4 se o
primeiro expoente for ndo nulo o sistema € cadtico. Por conseguinte, a partir do Hamiltoniano [2.46]

observamos que a dinadmica eletronica pode ser descrita pelo maior expoente de Lyapunov [30]].
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Podemos verificar o valor do maior expoente de Lyapunov para os pardmetros de controle usados
para a construcdo das figuras[3.1]e[3.2} a saber: (a) 7. = 0.0120, n, = 0.0245, ro = 0.035 e 1), = 0.0;
(b) ne = 0.0120, 7, = 0.0245, ro = 0.035 e n, = 0.04; (¢) . = 0.0120, n, = 0.0245, o = 0.035
en, = 0.1106 e (d) n. = 0.0120, n, = 0.0245, o = 0.035 € 17, = 0.1163. Para os conjuntos (a) €
(b) temos que o valor do maior expoente de Lyapunov € assintoticamente nulo e para os conjuntos
(c) e (d) os valores do maior expoente de Lyapunov sdo respectivamente: A = 0.1109 e A = 0.1327.
Verificamos, dessa forma, a possibilidade de analisarmos a dinamica utilizando o maior expoente de
Lyapunov. No capitulo seguinte iremos investigar, utilizando os expoentes de Lyapunov e o conceito

de secdo de choque de ionizagdo, se o caos pode incrementar a eficiéncia dos propulsores.
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Fig. 3.1: Mapas de Poincaré para a se¢do de Poincaré€ definida como: P, = 0 e %> > 0, para
diferentes pardmetros de controle junto de suas respectivas curvas limite P, (r) descritas pelas fungdes
[3.41] Os pontos vermelhos indicam a localizagdo donde a trajetéria da particula fisica, cuja a condig¢do
inicial estd indicada pelo quadrado azul, intercepta a secdo de Poincaré. Os parametros de controle
sdo: 1, = 0.0120, 1, = 0.0245 e ro = 0.035 para todas as curvas. Complementando o conjunto de
parametros temos para a figura (a) 7, = 0.0, para a figura (b) 1, = 0.04, para a figura (c) n, = 0.1106 e
para a figura (d) n, = 0.1163. Note que no mapa (a) hd uma predominancia de curvas KAM indicando
estabilidade em praticamente todo o espago de fases. Nos mapas (b) e (c), quando comparados com
0 mapa (a), nota-se que, hd um aumento no nimero de ressonincias. No mapa (d), observa-se a
presenca de caos em aproximadamente todo espaco de fases. Note também que, para a condi¢io
inicial da particula fisica, os parametros das figuras (a) e (b) propiciam uma dindmica regular e os
parametros das figuras (c) e (d) propiciam uma dindmica cadtica.
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Fig. 3.2: Mapas de Poincaré para a se¢do de Poincaré definida como: P, = 0 e % > (, para

diferentes pardmetros de controle junto de suas respectivas curvas limite P,(z) descritas pelas fungdes
[3.46 ¢ [3.47] Os pontos vermelhos indicam a localizagdo donde a trajetéria da particula fisica, cuja
a condi¢do inicial estd indicada pelo quadrado azul, intercepta a se¢do de Poincaré. Os parametros
de controle sdo: 7, = 0.0120, n, = 0.0245 e vy = 0.035 para todas as curvas. Complementando o
conjunto de parametros temos para a figura (a) 77, = 0.0, para a figura (b) 7, = 0.04, para a figura (c)
np = 0.1106 e para a figura (d) 7, = 0.1163. Note que no mapa (a) ha uma predominancia de curvas
KAM indicando estabilidade em praticamente todo o espago de fases. Nos mapas (b) e (c), quando
comparados com o0 mapa (a), nota-se que, hd um aumento no nimero de ressonancias. No mapa (d),
observa-se a presenca de caos em aproximadamente todo espaco de fases. Note também que, para
a condicdo inicial da particula fisica, os parametros das figuras (a) e (b) propiciam uma dindmica
regular e os parametros das figuras (c) e (d) propiciam uma dindmica cadtica.



Capitulo 4

Secao de Choque de ionizacao e Caos

No presente capitulo, nés buscaremos os parametros de controle que incrementam a taxa de ioni-
zac¢do do gds propelente no canal de aceleracdo; ou seja, os parametros de controle que incrementam a
eficiéncia do propulsor. Faremos isso com base no conceito de se¢do de choque de ionizacdo. Verifi-
caremos que os parametros de controle que teoricamente propiciam essa maior eficiéncia ao propulsor
sdo os parametros de controle que impdem dinamicas cadticas para o elétron. A andlise da dinamica

eletronica, nesse capitulo, serd feita utilizando os expoentes de Lyapunov.

4.1 Secao de choque de ionizacao

O gés propelente € lancado dentro do canal de aceleracdo do propulsor através de uma diferenca
de pressdo entre o tubo de gds comprimido onde ele se encontra inicialmente e o vicuo existente
no canal. O gds entra no canal de aceleracdo se espalhado rapidamente em todas as direcoes e,
posteriormente, o gds tende a perder contato com o sistema. Nesse contexto, nota-se que € importante
que haja elétrons no canal de aceleracdo com chances de ionizar o gds propelente da forma mais
eficiente possivel, com o intuito de evitar que o gds perca contato com o sistema sem ser ionizado.

Para avaliar quais os parametros de controle que teoricamente incrementam a taxa de ionizacao

do gés propelente e, portanto, os parametros de controle que teoricamente incrementam a eficiéncia

44
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do propulsor, nds utilizaremos o conceito de secao de choque de ionizacdo. Através dele, contabili-
zaremos o volume interceptado pelo elétron em um intervalo de tempo fixo e analisaremos, em grau
comparativo, esse valor para diferentes parametros de controle. Pra fazer isso, inicialmente definimos
o gas propelente utilizado como sendo o gas argénio. Um grafico elaborado por ref. [33] a partir
de dados experimentais para a se¢do de choque de ionizagdo em funcdo da energia cinética do elé-
tron para o gds argoénio é mostrado na figurad.Th. Em comparagdo, a figura 4.Ip representa a curva
construida nesse trabalho para descrever a se¢dao de choque total de ioniza¢do em fun¢do da energia
cinética do elétron para o gds argonio. A curva[d.Ip foi construida a partir da curva [4.Th utilizando
polindmios. Um procedimento andlogo ao realizado nesse trabalho para construcdo da curva {4.1p
pode ser encontrado na referéncia [[15]].

Da integracdo numérica temos a trajetdria real do elétron e, por isso, sabemos qual € a sua energia
cinética e qual o médulo do seu deslocamento no espaco a cada intervalo temporal. Convertemos a
energia cinética do elétron, através do polindmio utilizado para a construgdo da figura 4.Ib, para a
secdo de choque de ionizagdo— uma drea— e a integramos sobre o modulo da trajetdria percorrida pelo
elétron. Dessa forma, podemos calcular o volume efetivo interceptado pelo elétron dado um inter-
valo de tempo— chamaremos esse volume efetivo de V— e, por conseguinte, somos aptos a analisar
comparativamente os resultados para conjuntos de parametros de controle.

Detalhadamente, para calcular V', nds definimos um elemento infinitesimal de volume efetivo
interceptado como sendo dado pela multiplicacdo da sec@o de choque de ioniza¢ido pelo médulo de

um deslocamento infinitesimal do elétron, através do espago. Matematicamente temos;

AV = o(e)dl, 4.1)

onde ¢ € energia cinética do elétron e dl é o médulo do deslocamento infinitesimal do elétron no

espacgo, que pode ser escrito como:

dl = vdt, (4.2)
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Fig. 4.1: (a) Curva da secao de choque total de ionizagdo em funcdo da energia cinética do elétron
incidente para o gds argdnio— extraida da referéncia [33]]. (b) Curva utilizada nesse trabalho para
descrever a secdo de choque total de ionizagdo em funcdo da energia. A curva (b) foi construida,
utilizando polindmios, para reproduzir os dados experimentais da curva (a). A curva tracejada em (a)
refere-se a se¢do de choque para uma dupla ionizacio do argdnio e ndo foi utilizada nesse trabalho.

tal que, v € o mddulo da velocidade do elétron e dt é um intervalo infinitesimal de tempo. Utilizando

M.2]ed.1] podemos escrever:

av

o = o(e)v. (4.3)

Utilizando Hamiltoniano com H = 0, obtemos a seguinte relagdo entre a velocidade e a

posicao do elétron:

V= 1/—2n2. “4.4)

Sabendo que a energia cinética do elétron— e— depende somente velocidade do elétron e utilizando

a relagdo[4.4] podemos escrever 4.3]da seguinte forma:

av

Pl o(z)\/—2nez. 4.5)
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A integracdo da equagcdo diferencial 4.5 fornece a informagao sobre o volume efetivo interceptado
pelo elétron, para um dado intervalo de tempo, em fun¢do da coordenada axial. A equagdo [4.5]é

integrada ao longo da trajetéria do elétron e, portanto, juntamente com as equagdes [2.50}, [2.51] [2.54]

e Teoricamente, quanto maior for V', maior serd a chance de ionizacdo do gds propelente e
conseqiientemente, maior serd a eficiéncia do propulsor. Desejamos analisar qual é a dependéncia
desse volume V' com o a dindmica do elétron: regular ou cadtica. Para isso, faremos uma andlise nos

parametros de controle do sistema.

4.2 Parametros de controle

Haja vista a qualidade do parametro 7, de ndo alterar as curvas limite no espago de coordenadas—
r € z, vamos tornd-lo o parametro livre para proceder com andlise da relagdo entre o volume efetivo
interceptado pelo elétron em um intervalo de tempo fixo e o maior expoente de Lyapunov. Inici-
almente, definimos a razdo entre o raio maximo atingido pelo elétron— dado pela equagéo [3.52}- e
o valor minimo atingido pelo elétron para a coordenada axial- dado pela equagdo A razdo é

definida como sendo uma constante /. Assim:

Tz _ _p¢ (4.6)

Zmin
Substituindo as relacdes dadas por[3.52]e Tmaz € Zmin— em4.0)e resolvendo para r( ficamos

com:
VA (M6 — e
ry = VA = 1) 4.7
Substituindo @.7lem 7,4, € Zmin ficamos com:

20,
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2mp
max = —— 4.9
r - 4.9)

Além disso, podemos comparar a energia potencial maxima do Hamiltoniano [2.46|com a energia

fornecida ao sistema propulsor. Assim,

€s

(4.10)

NeZmin = 3"
MeC

onde, ¢, representa a energia fornecida ao sistema propulsor.

Substituindo a relacdo dada por 4.8 em [4.10] podemos escrever a forma do pardmetro 7). para
que a razio entre a energia do sistema e a energia de repouso do elétron seja mantida. E importante
que essa razdo seja mantida, pois a energia fornecida pelo sistema pode ser controlada e imposta a
ser pequena quando comparada a energia de repouso do elétron, e por isso, pode ser condicionada a
respeitar a condicdo para que se possa utilizar, para descrever o movimento do elétron, o formalismo
Hamiltoniano ndo relativistico. Entdo, o parametro 7, fica dado por:

—K? ¢
Ne =

. 4.11
21, mec? ( )

Note que ¢, € negativo e por isso o0 parametro 7, € positivo.

Dessa forma, dando como parametro de entrada o valor da razdao K, o valor do parametro 7, € o
valor da energia fornecida pelo sistema ao elétron €, podemos calcular o pardmetro 7). € o raio inicial
do elétron r( de forma a garantir uma dindmica nao relativistica ao elétron. Além disso, ficamos com

0 parametro 7, livre.
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4.3 Resultados

A andlise comparativa do volume efetivo interceptado pelo elétron em um intervalo de tempo
fixo, V, com o maior expoente de Lyapunov, A, revela um vinculo entre ambos, de tal forma que,
para dindmicas cadticas, ' assume os maiores valores. Os gréficos .2 e 4.5 explicitam essa relagdo.
Eles foram obtidos fixando os valores dos parametros 7, /' € £, € mantendo livre o parametro de
controle n,. A condicdo inicial utilizada foi a condi¢@o inicial da particula fisica descrita na se¢do
[2.4] Para cada um desses graficos, o volume interceptado pelo elétron em um intervalo de tempo fixo
fol normalizado linearmente de tal forma ao maior V' no gréifico assumir o valor um e o menor V' o
valor zero. Além disso, nessas figuras os pontos indicados por P1 e P2 marcam a localizacdo sobre
a curva V' dos conjuntos de pardmetros que sao estudados detalhadamente.

Nas figuras [4.3p e .4h estdo desenhadas, para os conjuntos de pardmetros P1 e P2 indicados na
figura [4.2] as trajetérias do elétron junto as curvas limite descritas pelas fun¢des [3.48] Nas figuras
e estdo desenhados os histogramas do nimero de passagens do elétron através de regides
da coordenada axial junto as curvas para secdo de choque de ionizacdo do gis argbnio em funcao da
energia cinética, para os conjuntos de pardmetros P1 e P2 indicados na figura[d.2]

Observamos de e M.4a a validade das curvas limite descritas em Podemos observar
também que, a dindmica eletronica para o conjunto de pardmetros de controle da figura[d.3p é regular,
pois o valor do maior expoente de Lyapunov € assintoticamente nulo e, além disso, nota-se que, V'
assume o menor valor possivel. Na figura 4.4, observamos que, a dindmica é cadtica, pois o valor
do maior expoente de Lyapunov é: A = 0.125 . Para esses parAmetros, V' = 0.99. Dessa forma,
confirma-se a dependéncia de A com V. Para um melhor entendimento desses valores de V' é que os
histogramas [4.3b e 4.4p formam construidos e analisados juntos com a curva da segdo de choque de
ionizacao do gas argonio.

Para construir os histogramas, dividimos o intervalo entre o valor maximo e o valor minimo para a
coordenada axial em trinta partes iguais; contamos, posteriormente, o nimero de vezes que o elétron

passa por dado intervalo. De posse do resultado, analisamos o comportamento do elétron com a
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Fig. 4.2: Demonstracdo da relacio entre o volume normalizado interceptado pelo elétron em intervalo
de tempo fixo— V- com o maior expoente de Lyapunov— A. Nesse grafico, os valores 1, = 0.026,
K =1ee; = —300eV sdo mantidos fixos enquanto varia-se o parametro 7,. A escala da esquerda
refere-se ao volume normalizado V' e a escala da direita refere-se maior expoente de Lyapunov.

curva de secao de choque de ionizagdo. Observamos que: quando a dindmica € regular, o elétron
passa muito mais tempo nos intervalos extremos; no entanto, quando a dindmica é cadtica, o elétron
tende a percorrer igualmente todos os possiveis pontos no espaco de coordenadas r e z. Note que,
o ideal para V' ser grande é que o elétron permaneca o maior tempo possivel na regido onde a area
da secdo de choque de ionizacdo € médxima. Isso ocorre em torno dos valores 100eV e 150 eV. Por
conseguinte, observa-se que, o valor V' € maior para os parametros da figura do que o valor V'
para os parametros para a figura[4.3b, pois o elétron representado na figura[#.4p visita muito mais as
regides onde a se¢do de choque de ionizacao do gas argdnio é maxima.

O gréfico apresentado na figura 4.5|foi construido de forma andloga ao grafico da figura[4.2] para
se verificar que a relacdo entre V' e \ € preservada para outros parametros de controle.

Nas figuras e estdo desenhadas, para os conjuntos de parametros P1 e P2 indicados na
figura [4.5] as trajetorias do elétron junto as curvas limite descritas pelas func¢des [3.48] Nas figuras
4.6b e 4. 7b estdo desenhados os histogramas do nimero de passagens do elétron através de regides

da coordenada axial junto as curvas para secdo de choque de ionizacdo do gds argonio em funcao da
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Fig. 4.3: Nessas figuras estdao apresentados detalhes da dinamica eletronica referentes ao ponto P1—
np = 0.8795- indicado na figura 4.2l Em (a) estd desenhada a trajetéria do elétron no espago de
coordenadas 7 e z junto das suas curvas limite, descritas pelas funcoes Em (b) esta desenhada
curva da secao de choque total de ionizacdo do argdnio em fun¢do da energia junto a um histograma
que indica o nimero de passagens do elétron em dada regido ao longo do eixo z. O valor do maior
expoente de Lyapunov para esse conjunto de parametros € assintoticamente zero, indicando que a
6rbita do elétron € periddica. O valor V- normalizado a figura[f.2}- é: 0.0.
energia cinética, para os conjuntos de pardmetros P1 e P2 indicados na figura

Novamente observamos, a partir de e [4.7p, a validade das curvas limite descritas em [3.48
Podemos observar também que, a dinamica eletronica para o conjunto de parametros de controle da
figura f4.6p € regular, pois o valor do maior expoente de Lyapunov ¢ assintoticamente nulo. Para
esses parametros, V' = 0.071. Na figura , notamos que, a dindmica é cadtica, pois o valor do
maior expoente de Lyapunov é: A = 0.11 . Para esses parametros, V' = 0.799. Novamente, pode-se
justificar que, para os parametros da figura4.7b, o valor V' € relativamente maior do que o valor V'
para os parametros da figura 4.6b, porque o elétron representado na figura visita muito mais as
regides onde a se¢do de choque de ionizacao do gas argénio € maxima.

Dessa forma, dos graficos e podemos concluir que: os parametros que impdem Orbitas

cadticas ao elétron sdao os mesmos que fazem o elétron interceptar o maior volume efetivo em um

intervalo de tempo fixo e, portanto, sdo os parametros que teoricamente incrementam o rendimento
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Fig. 4.4: Nessas figuras estdo apresentados detalhes da dinamica eletronica referentes ao ponto P2—
np = 0.951- indicado na figura[#.2] Em (a) estd assinalada a dindmica do elétron no espago de coor-
denadas r e z junto das suas curvas limite, descritas pelas fungdes [3.48] Em (b) estd desenhada curva
da secdo de choque total de ionizacdo do argdnio em funcdo da energia junto a um histograma que
indica o nimero de passagens do elétron em dada regido ao longo do eixo z. O valor do maior expo-
ente de Lyapunov para esse conjunto de parametros é dado por: A = 0.125. O valor V- normalizado
a figura[d.2}- é dado por: V' = 0.99.

dos propulsores do tipo Hall, pois quanto maior for o volume efetivo interceptado pelo elétron, maior
serd a chance dele colidir com um dtomo do gas propelente e ioniza-lo.

De uma forma mais geral, variando-se dois pardmetros de controle, pode-se construir um mapa
que diferencie regides dos paradmetros que fornecam dindmicas cadticas e regulares ao elétron. Como
vimos, o elétron em uma Orbita cadtica possui uma probabilidade maior de ionizar o gés propelente.
Entdo, construir um mapa que forneca essa distingdo de comportamentos dinamicos pode ser rele-
vante para identificacdo dos parametros bons ao incremento da eficiéncia dos propulsores Hall. A
figura [4.8] foi construida mantendo-se constante os pardmetros K e ¢, e variando-se os pardmetros
remanescentes, a saber: 7, € 7,. A condicdo inicial utilizada foi a condi¢@o inicial da particula fisica

descrita na[2.4] Através dessa figura, observamos a existéncia de estruturas geradas pelos pardmetros

ao qualificarem o comportamento dindmico do elétron.
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Fig. 4.5: Demonstracdo da relacio entre o volume normalizado interceptado pelo elétron em intervalo
de tempo fixo— VV— com o maior expoente de Lyapunov— A. Nesse grifico, os valores 7, = 0.0245,
K = 1ee; = —300eV sdo mantidos fixos enquanto varia-se o pardmetro 7,. A escala da esquerda
refere-se ao volume normalizado V' e a escala da direita refere-se maior expoente de Lyapunov.
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Fig. 4.6: Nessas figuras estdo apresentados detalhes da dinamica eletronica referentes ao ponto P1—
np = 0.015— indicado na figura[#.2] Em (a) estd assinalada a dindmica do elétron no espago de coor-
denadas r e z junto das suas curvas limite, descritas pelas fungdes [3.48] Em (b) estd desenhada curva
da secdo de choque total de ionizagdo do gas argdnio em funcdo da energia junto a um histograma
que indica o nimero de passagens do elétron em dada regido ao longo do eixo z. O valor do maior
expoente de Lyapunov para esse conjunto de pardmetros € assintoticamente zero, indicando que a
érbita do elétron € periédica. O valor V- normalizado a figuraf.2}- é: 0.071.
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Fig. 4.7: Nessas figuras estdo apresentados detalhes da dinamica eletronica referentes ao ponto P2—
Ny = 0.1106- indicado na figura #.2 Em (a) estd assinalada a dinimica do elétron no espago de
coordenadas 7 e z junto das suas curvas limite, descritas pelas fun¢des [3.48] Em (b) estd desenhada
curva da secao de choque total de ioniza¢do do argdnio em fun¢do da energia junto a um histograma
que indica o nimero de passagens do elétron em dada regido ao longo do eixo z. O valor do maior ex-
poente de Lyapunov para esse conjunto de parametros é dado por: A = 0.11. O valor V- normalizado
a figura[d.2}- € dado por: V' = 0.799.
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Fig. 4.8: Mapa de parametros para 1), x 1), mantendo-se os parametros, X' = 1 e e, = —300eV" fixos.

As regides brancas indicam um comportamento dindmico do elétron regular enquanto o gradiente de
cores entre o preto e o vermelho indica um comportamento dindmico cadtico. As cores sdo dadas de
acordo com a magnitude do maior expoente de Lyapunov, sendo que para a cor preta tem-se 0 menor
valor para a cor vermelha tem-se o maior valor.



Capitulo 5

Conclusoes

Através do modelo proposto nesse trabalho para descrever a dinamica eletrdnica em propulsores
do tipo Hall, fomos capazes de: descrever o confinamento eletronico em termos das componentes
eletromagnéticas utilizadas, caracterizar o comportamento dinamico do elétron e prever as intensi-
dades das componentes de campo eletromagnético ideais para o incremento do desempenho desses
sistemas.

O confinamento eletronico foi caracterizado com o auxilio das curvas limite. Verificamos a boa
descricdo fornecida por essas curvas em definir a regido ocupada pelo elétron no espaco de coor-
denadas r e z; validando, dessa forma, a nossa andlise. O comportamento dinamico do elétron foi
estudado através de uma andlise linear que se demonstrou inconclusiva devido a necessidade de um
vinculo entre os parametros para a existéncia de pontos fixos. Haja vista a inconclusividade da anélise
linear, o estudo da dinamica eletronica foi complementado através de uma anélise ndo-linear realizada
utilizando os mapas de Poincaré e os expoentes de Lyapunov. Dessa andlise ndo-linear, verificamos a
existéncia de um comportamento dindmico do elétron composto por regularidade e caos.

A partir da se¢do de choque de ionizagdo do argdénio, fomos capazes de identificar os parametros
que teoricamente incrementam o desempenho desses propulsores— eles estavam vinculados ao com-
portamento dindmico do elétron. Sendo que, os parametros que teoricamente propiciam uma maior

eficiéncia no propulsor estdo relacionados com os parametros que impdem dinamicas cadticas aos

55



56

elétrons. A constatacdo desse vinculo foi o fator responsdvel para a elaboragdo do mapa de para-
metros apresentado no capitulod] Dele, conseguimos identificar visualmente os pardmetros para um
melhor desempenho desses sistemas. Em suma, através do nosso modelo idealizado, fomos capazes
de identificar as componentes e as intensidades dos campos eletromagnéticos teoricamente relevantes

aos propulsores do tipo Hall.
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