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Listen, master, can you answer a question?
Is it the fingers or the brain that you 're teaching the lesson?
Maybe 1/l put my love on ice

And teach myself, maybe that would be nice

(The White Stripes — Black Math)
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RESUMO

Este trabalho visa examinar a relevancia de utilizar a constru¢do de materiais
didaticos como estratégia para o ensino-aprendizagem de Matematica no Ensino Medio.
E inicialmente falado sobre materiais manipulativos, com énfase para 0 ensino de
Geometria, e sobre materiais didaticos cuja construcéo é rica em possibilidades para o
ensino-aprendizagem de Matematica. A seguir, é descrita uma serie de oficinas
baseadas nesse tema, realizadas com alunos do Ensino Fundamental em 2009. S&o entéo
apresentados o planejamento, a descricdo e a andlise de trés oficinas desta temética
voltadas para o Ensino Médio, realizadas no Colégio de Aplicacdo da UFRGS. Durante
as praticas, foi utilizada uma adaptacdo do método clinico piagetiano, aqui apresentado
brevemente. A partir dos resultados obtidos, conclui-se com uma posi¢do afirmativa

sobre a validade desta proposta.

Palavras-chave: 1. Ensino de matemaética. 2. Construcdo de materiais didaticos. 3.

Materiais manipulativos.



ABSTRACT

This study aim to examine the relevance of the utilization of teaching materials’
construction as strategy for the teaching and learning of Mathematics in High School. It
is initially talked about manipulative materials, with emphasis on the teaching of
Geometry, and about teaching materials whose construction is rich in possibilities for
the learning of Mathematics. It is described a series of workshops based on this subject
that happened in 2009 with Primary School students. Then, it is presented the planning,
description and analysis of three workshops for students of High School, which took
place at Colégio de Aplicacdo of UFRGS. During the practices, it was made use of an
adaptation of the Piaget’s clinic method, here briefly presented. Based on the results

obtained, it is concluded with an affirmative position about the proposal.

Keywords: 1. Teaching of Mathematics. 2. Construction of teaching materials. 3.

Manipulative materials.
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1. INTRODUCAO

Desde que comecei a refletir seriamente sobre o que significa ser educador e
qual o papel de um professor, eu me convenci que independentemente do contedo que
estamos desenvolvendo em sala de aula, Geometria Plana, Revolugdo Industrial ou
frutos partenogénicos, nas entrelinhas um professor sempre estara lidando com valores.
Ele sempre serd visto, em maior ou menor grau, como um exemplo por seus alunos. Por
isso, acredito na responsabilidade que um profissional da educacgdo tem de buscar meios
para executar seu trabalho em um contexto favoravel ao amadurecimento de seus alunos

também como pessoas.

Assim, quando na disciplina de Estagio em Educacdo Matematica | tivemos de
planejar um projeto e nossa professora sugeriu como tema a confec¢do de materiais
manipulativos, eu e meus dois colegas de grupo concordamos prontamente. A ideia de
alunos produzindo material didatico para outros alunos engquanto trabalham conceitos
matematicos pareceu-nos unir o Util ao agradavel: na minha experiéncia enguanto
licenciando, pude notar uma caréncia de alternativas didaticas nas aulas de matematica
na maioria dos colégios que conheci, enquanto que uma das reclamagdes mais
freqUentes dos alunos relacionadas a essa disciplina € que os conteidos ndo tém
aplicacdes no dia-a-dia. Numa proposta assim, 0s alunos estariam participando de uma
atividade de carater ndo-obrigatdrio na qual haveria uma producdo concreta de materiais
que ndo seriam necessariamente utilizados por eles, mas estariam & disposi¢do na escola
para uso comum. Ou seja, a principio, 0s participantes ndo teriam garantido nenhum
ganho direto com a oficina que ndo a experiéncia da participacdo e o aprendizado por
ela proporcionado. Logo, permeando tal projeto, existe um contexto de trabalho
voluntério, consoante com o que foi dito acima acerca da atitude desejavel de um
professor e, portanto, muito bem-vindo. Na préatica, conforme sera visto, ndo foi
exatamente assim; os alunos participaram das atividades no espago das suas aulas de
Matematica enquanto o resto da sua turma ficava em aula regular e, em algumas
praticas, eles foram presenteados com os materiais construidos, em vez de estes ficarem

para o colégio. Porém, isso ndo subtrai da esséncia do projeto tais qualidades.

Pois bem, durante o primeiro semestre de 2009, eu e meus colegas organizamos

e colocamos em pratica esta ideia, tendo como publico alvo alunos do ensino
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fundamental. Foi possivel constatar que a producdo de determinados materiais didaticos
oportuniza a aplicagdo de diversos conceitos de Matematica e que, como consequéncia,
torna essa atividade rica em possibilidades para o ensino e para a aprendizagem nessa
disciplina. Motivados pelos resultados obtidos com a aplicacdo desse projeto, no
presente trabalho temos como objetivo planejar, justificar, implementar e validar uma
segunda realizagcdo, amadurecendo-o, ampliando-o e deslocando o foco para alunos e
contetdos do ensino médio. Assim, buscaremos responder se, através dessa proposta,
obtém-se resultados que apontem para a relevancia de estendé-la para estudantes do

Ensino Médio.

Apds uma breve discussdo sobre materiais manipulativos, serdo apresentados 0s
materiais a serem confeccionados pelos alunos e as trés propostas de oficinas neles
baseadas, motivadas pelo potencial que tais produgdes tém para o ensino-aprendizagem
de matematica. As duas primeiras oficinas tratam da confec¢do de modelos de poliedros
para a geometria espacial, sendo a primeira focada na construcdo de piramides e a
segunda na construcdo de um prisma triangular e de sua decomposicdo em trés
piramides de mesmo volume. A terceira oficina tem como objetivo a confec¢do de um
jogo denominado Trimin6 Logaritmico. Este € um quebra-cabeca em que cada peca tem
a forma de um triangulo equilatero, no qual em pelo menos um dos lados hd uma
expressao. Deve-se procurar expressdes equivalentes e identificar seus respectivos lados
para proceder a montagem de um Unico triangulo equilatero formado por todas as pecas.
Os materiais serdo detalhadamente descritos no capitulo 3. O capitulo 4 apresenta o
planejamento, a descricdo e a analise das praticas realizadas e o capitulo 5 os resultados

obtidos. No capitulo 6 estdo dispostas as consideragdes finais.
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2. SOBRE MATERIAIS MANIPULATIVOS

Muito se tem discutido a respeito de estratégias e recursos que tornem a
aprendizagem de matematica mais relevante e interessante para os alunos. Acredito que
grande parte dos estudantes apresenta um preconceito em relacdo a matematica devido
ao fato de que esta é considerada, muitas vezes, como uma disciplina baseada em
técnicas repetitivas e que faz uso de uma simbologia desprovida de significacdo
(PACHECO, GARCIA, 2004). Acrescenta-se a isso o fato de alguns contetdos serem
desenvolvidos de forma descontextualizada e sem objetivos definidos, tornando-se

vagos e causando dividas quanto a sua relevancia.

E perceptivel que a maioria dos alunos que chegam aos anos finais do Ensino
Fundamental e Ensino Medio ndo tem suas bases matematicas solidificadas. Seus
conhecimentos basicos sao frageis, 0 que comprova que ndo ocorreu uma aprendizagem
no sentido trazido por Jean Piaget (1971), segundo o qual o conhecimento se constréi na
interacdo do sujeito com o objeto, a partir das vivéncias e curiosidades do individuo. As
estruturas de aprendizagem nao estdo pré-formadas dentro do aprendiz, nem sequer sao
formadas por estimulos externos; elas sdo construidas ao longo de um processo no qual
o professor tem o papel de criar condicdes para que elas se estabelecam. Nesse contexto,

0 uso de materiais manipulativos é muito bem-vindo em sala de aula.

O uso de materiais manipulativos no ensino foi destacado pela primeira vez por
Comenius, no séc. XVII. Pestalozzi, no século XIX, defendia que a educacdo deveria
comecar pela percepcdo de objetos concretos, com a realizacdo de acdes concretas e
experimentacGes. Apdio-me na definicdo dada por Alsina, Burgués e Fortuny (1991),
segundo os quais a palavra “material” agrupa todos aqueles objetos, aparatos ou meios
de comunicacdo que podem ajudar a descobrir, entender ou consolidar conceitos

fundamentais em diversas fases da aprendizagem.

Chamo a atencdo para o fato de jogos matematicos, concretos ou virtuais, se
encaixarem nessa definicdo, sendo assim também pertencentes a categoria dos
materiais. Porém, ndo ha uma correspondéncia biunivoca entre materiais e conceitos;
pelo contrario, € mesmo recomendavel que um conceito seja trabalhado com mais de

um material, assim como um material pode ser utilizado para diversas atividades.
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Existem diversas classificacdes dos materiais de interesse didatico-matematico.
Alguns dos critérios mais naturais promovem uma divisdo entre materiais estaticos e
materiais dindmicos, materiais preparados e materiais realizados e materiais concretos e
materiais virtuais. Podemos também pensar numa separacdo de acordo com as funcoes
que os materiais desempenham, mesmo que estas possam ser diferentes e variadas. Uma
possibilidade € a seguinte classificagdo ndo exclusiva: materiais dedicados a
comunicacgdo audio-visual, materiais para desenhar, materiais para ler, materiais para
fazer medidas, materiais que sdo modelos, materiais para o descobrimento de conceitos,
materiais para mostrar aplicacGes, materiais para resolver problemas e materiais para
demonstracées e comprovacdes (ALSINA; BURGUES; FORTUNY, 1991).

O aprendizado de matematica deve favorecer e estar em consonancia com o
amadurecimento do pensamento dos alunos. Este ndo se alcanca de uma vez, sendo que,
seguindo as teorias psicoldgicas de Piaget (1971), se produz por meio de uma
progressdo natural de etapas que nas quais sdo trabalhadas determinadas operacdes.
Estas operacdes conduzem a agbes que vao desde um periodo concreto com uso de
material, até chegar a um nivel formal ou abstrato, passando por um periodo de
representacdo. Gaba (1975, apud FAGUNDES, 1977) propde 0 seguinte esquema para

utilizacdo de material concreto nas aulas de matematica:

Manipulacéo de objetos concretos
!
Acdes realizadas com objetos

l

Obtencéo de relacGes
l
InteriorizacOes dessas relacoes
l
Aquisicéo e formulagéo do conceito
l
Integracdo do conceito a conceitos anteriores

l

Aplicacéo ou reconhecimento da estrutura em novas situacdes
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Caso consiga ser colocada em pratica com sucesso, a sequéncia proposta nesse
esquema descarta a possibilidade do aluno ndo conseguir dissociar o seu raciocinio do
material concreto, ou seja, que este representaria um retrocesso no seu aprendizado por
apresentar um menor nivel de abstracéo exigido. E verdade que essa menor exigéncia se
da inicialmente (de fato, € ai que consta a maior virtude de um material manipulativo),
mas nenhum material didatico € um fim em si, e sim apenas um “lubrificante” para a
interacdo com idéias novas e futura internalizacdo das acdes efetuadas. Na matematica
formal, quando temos por fim provar um resultado, uma abordagem inicial é basear-se
em casos particulares, observa-los de perto, analisd-los em seus detalhes para
aproximarmo-nos da sutileza do raciocinio envolvido e, por fim, generaliza-los e
transcendé-los em direcdo a uma compreensdao mais ampla do topico estudado.
Analogamente, 0 uso de materiais visa a evolucdo do pensamento do aluno até o estagio
em que o préprio material ficara obsoleto, pois as acbes realizadas com o0s objetos ja
terdo sido internalizadas, os conceitos ja estardo formados e a abstracdo do raciocinio
teré tornado desnecessaria a atividade de manipulag&o.

Um exemplo da contribuicho que o0s materiais manipulativos podem
proporcionar esta relatado em “Na vida dez, na escola zero”, de Terezinha Carraher,
David Carraher e Ana Lucia Schliemann (1989). Nesse texto, sdo relatadas experiéncias
didaticas realizadas com criancas que trabalham comercializando produtos nas ruas.
Segundo os autores, essas criangas lidam muito bem com operagdes aritméticas em seu
cotidiano, pois tém que calcular mental e rapidamente o troco, o preco da venda,
quantas unidades venderdo, etc. Porém, na escola, quando se deparam com a mesma
conta, mas desvinculada de qualquer contexto, apresentam dificuldades seriissimas.
Neste caso o0 material concreto € o dinheiro, que confere sentido as operagcfes que
devem ser feitas naquela situacdo. Essas criancas ainda ndo desenvolveram seu
pensamento ao ponto da abstracdo necessaria para a compreensdo dos calculos
desvinculados do contexto, mas sua experiéncia com dinheiro pode ser valiosa para que

esse estagio seja atingido.

Ha diferentes métodos pedagogicos que podem ser trabalhados em sala de aula:
projetos interdisciplinares, resolucdo de problemas, Modelagem Matematica,
ethomatematica, uso de jogos, de histdria da matemaética, entre outros; todos estes

podem ser permeados pela utilizagdo de materiais manipulativos. E um método que esta
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disponivel para qualquer linha de ensino-aprendizagem que queira ser seguido pelo

professor, que tem como pontos fortes 0 dinamismo e o incentivo a autonomia do aluno.

Consideramos que uma das mensagens mais importantes que podemos tirar do
trabalho de Piaget (1971) é que as criancas, principalmente as mais novas, aprendem
ndo exclusivamente, mas com certeza de maneira mais eficaz com a atividade concreta.
Se compreender € inventar, entdo tudo o que estimula o aluno a refletir, observar e
interagir trabalha rumo ao aprendizado. Em uma proposta de ensino-aprendizagem
baseada nessa afirmacgdo, o papel do professor seria substancialmente alterado de
expositor a auxiliar, aquele que propicia e orienta a manipulacdo e a interacdo das

criangas com os varios aspectos do meio que as cercam.

2.1. MATERIAIS MANIPULATIVOS NO ENSINO DE GEOMETRIA

Apesar de ser o conteido matematico que mais “salta aos olhos” quando nos
propomos a observar o mundo fisico a nossa volta e da origem grega de sua
denominagdo significar “medida da terra”, o estudo da Geometria também pode
apresentar aspectos puramente abstratos. Como dimensBes gerais da educacdo

geométrica, podemos distinguir as seguintes:
e Dimensdo 1: a Geometria como estudo da realidade, do mundo fisico.

e Dimensdo 2: a Geometria como estudo da visualizagdo, medidas e construcdo

de figuras.

e Dimensdo 3: a Geometria como meio de representacdo matematica de outros

conceitos cuja origem ndo é visual nem fisico.
e Dimenséo 4: a Geometria como exemplo de sistema matematico.

A consciéncia desta concep¢do multidimensional do curriculo da Geometria leva a
necessidade de que o seu ensino se dé através de uma ampla variedade de experiéncias
geométricas onde o0 uso de material é vital para que se alcancem 0s objetivos terminais
propostos em cada ciclo educativo (ALSINA; BURGUES; FORTUNY, 1991).
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As habilidades espaciais estdo intrinsecamente relacionadas as habilidades
geométricas, que podem ser entendidas como as habilidades de gerar, reter e manipular
Imagens espaciais abstratas. Os denominados produtos espaciais se referem aos aparatos
que, de alguma maneira, sdo representacdes externas do espaco; 0s modelos
manipulativos sdo um exemplo tipico. Desta forma, o uso de material favorece direta ou
indiretamente o desenvolvimento da imaginacdo espacial, propiciando assim o

desenvolvimento das habilidades espaciais e das habilidades geométricas em geral.
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3. MATERIAIS BIVALENTES

N&o estamos com a discussdo anterior afirmando que jogos e materiais
manipulativos sejam imprescindiveis a uma aprendizagem efetiva da matematica.

Outros autores ja se preocuparam com essa questdo, conforme transcrito a seguir.

Pode parecer, a primeira vista, que todos concordem e respondam
sim a pergunta. Mas isto ndo é verdade. Um exemplo de uma posicao
divergente é colocado por Carraher & Schilemann (1988), ao afirmarem, com
base em suas pesquisas, que "ndo precisamos de objetos na sala de aula, mas
de objetivos na sala de aula, de situacdes em que a resolucdo de um
problema implique a utilizago dos principios l6gico-matematicos a serem
ensinados” (p. 179). Isto porque o material "apesar de ser formado por
objetivos, pode ser considerado como um conjunto de objetos 'abstratos’,
porque esses objetos existem apenas na escola, para a finalidade de ensino, e
ndo tem qualquer conexdo com o mundo da crianca” (FIORENTINI,
MIORIM, 1990).

Ou seja, para esses autores, 0 concreto ndo seria necessariamente materiais
didaticos, mas sim situacdes relevantes para os alunos, onde ficaria clara a necessidade
de estudar e conhecer os conteidos a serem trabalhados. Assim, seria razoavel trabalhar
em sala de aula atividades de construcdo, por exemplo, que impliquem no estudo de
principios l6gico-matematicos. A proposta trazida no presente texto procura seguir esse
caminho, motivando as atividades com o objetivo da construcdo de determinados

materiais didaticos.

Este trabalho foi iniciado juntamente com dois colegas durante a disciplina de
Estagio em Educagdo Matematica I, cursado no primeiro semestre de 2009. Um dos
objetivos dessa disciplina era realizar uma atividade préatica na escola, algo que tivesse
contato direto com os alunos. Depois de decidirmos trabalhar através de oficinas,
aceitamos a sugestdo da nossa professora e passamos a pensar também em producgéo de
material didatico, em particular, de material manipulativo, convencidos do potencial que

estes materiais possuem.
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Mas por que ndo unir as duas coisas? Por que ndo trabalhar com os alunos em
oficinas cujo objetivo seria a producdo de recursos pedagodgicos? A idéia certamente
parecia boa, mas era também bastante desafiadora: para que seja possivel a producdo de
materiais de qualidade é preciso planejamento e responsabilidade, mas queriamos
também que o trabalho acrescentasse aos alunos envolvidos relevantes experiéncias de
ensino-aprendizagem, o que requer ainda mais seriedade. A uma oficina assim, em que
0s personagens ativos sdo os alunos e que além de produzir bons materiais didaticos
produz um ambiente de ensino-aprendizagem com grande potencial aos participantes,
eu chamarei de oficina superprodutiva. O nome se deve ao fato da oficina ser rica tanto
em termos de producéo de materiais manipulativos de qualidade quanto em producdo de
oportunidades para o ensino-aprendizagem dos alunos envolvidos. Nossa meta entéo era

organizar nossas proprias oficinas superprodutivas.

Seguindo nesse caminho, 0 proximo passo era decidir quais materiais seriam

confeccionados. Surgiram naturalmente trés perguntas norteadoras:

(1) Por que e com que finalidade um determinado material deveria ser

produzido?
(2) Qual material confeccionar?

(3) O que os alunos que fabricariam esses materiais poderiam aprender com essa

atividade?

Para responder a primeira questdo, tivemos como prioridade atender as
necessidades da escola, e decidiu-se doar os materiais produzidos a ela. Perguntamos a
professora de Matematica responsavel pelas turmas de 5% a 82 séries quais 0s contetdos
que os alunos apresentavam maior dificuldade e se algum destes possuia algum recurso
didatico para a sua abordagem. A partir das respostas obtidas, concluimos que 0s
materiais a serem produzidos deveriam abordar os contetdos operagcfes basicas com
numeros inteiros e tabuada. Além disso, decidimos incluir constru¢cdes geomeétricas ao
longo das atividades propostas, pois nossas experiéncias docentes com geometria no
ensino médio demonstraram uma grande dificuldade por parte dos alunos com esse

conteudo, em parte por falta de contato com ela no ensino fundamental.

Respondida a primeira pergunta, ja& tinhamos as bases que nos norteariam a

responder a segunda e a terceira. E essa é a questdo principal das oficinas
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superprodutivas: encontrar um material didatico que satisfaca as trés perguntas
harmoniosamente. Buscavamos um material que tenha um proposito justificado e que,
além disso, pudesse proporcionar o desenvolvimento de habilidades e lidasse com
conhecimentos relevantes aqueles que o produzirdo. Um material que satisfaca essas
condicdes € o que sera denominado por material bivalente. Logo, fica evidente a relacédo
entre oficinas superprodutivas e materiais bivalentes: sdo objetos indissocidveis, um néo

existe sem o outro.

Dessa forma, nossa proposta se baseava em apresentar a constru¢do de um
material bivalente como objetivo em sala de aula, conforme requerido por Carraher e
Schilermann. Posteriormente, na secao 4.1, serdo relatadas as oficinas realizadas entéo,
mais tarde denominadas Oficinas Geracdo Espontanea. Ao longo da narrativa, serdo
dadas respostas as perguntas (2) e (3) e apresentados os materiais bivalentes entdo

trabalhados.

A sequir, serdo apresentados os dois materiais bivalentes centrais em torno dos
quais esse trabalho foi construido, com uma pequena descricdo dos mesmos, nas quais
sdo justificadas as suas “bivaléncias”. Sao eles os poliedros de canudinho e o Trimind

Logaritmico.

3.1. POLIEDROS DE CANUDINHO

A utilizacdo de modelos se faz util no ensino de geometria espacial justamente
por esta ser de dificil representacdo no quadro negro. A construcdo de poliedros

utilizando canudinhos e fio de nylon é uma alternativa facil e barata.

Para uma oficina baseada nesse material, podemos comecar propondo a

construcdo de um tetraedro regular, com as medidas determinadas pelos alunos. Com o
P Aph
tetraedro pronto, dada a formula do seu volume, V; = bT pede-se aos alunos que

calculem o volume do solido construido. A resolucdo passa por medir precisamente a
altura do tetraedro. Com esta motivacdo, pedimos aos alunos que encontrem os dois
triangulos retangulos que podemos utilizar para determinar a altura: o que é formado,

além da altura do tetraedro, pelo apdtema da base e pela altura do triangulo lateral e o
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que é formado pela altura do tetraedro, pela aresta lateral e pelo segmento que liga o
baricentro ao vértice da base.

Figura 1 - Piramides de canudinho.

Feito isso, os alunos podem calcular, via Teorema de Pitagoras, a altura e o
volume do seu tetraedro. Além disso, eles poderiam construir outras duas piramides,
explicitando com cores diferentes cada um dos triangulos que pode ser utilizado para o
calculo da altura.

Ap0s essa etapa, podemos pedir aos alunos que construam uma piramide cuja
base seja um poligono regular com mais de trés lados, mas cujo volume seja 1dms3. A
principio, a figura da base ndo ficard com os angulos fixos, havera certa folga. Essa
pode ser uma boa oportunidade para discutir a rigidez do triangulo, que é o Unico caso
em que determinando unicamente o tamanho dos lados, determinamos um U{nico
poligono. Assim, para que a base ndo fique “jogando”, basta decompor o poligono
regular em tridngulos. Pode-se mostrar aos alunos a aplicacdo desse fato, que é visivel

em diversas construcdes e estruturas.

Para finalizar, podemos construir um prisma triangular e decompé-lo em trés

piramides de base triangular convenientes, de modo a confirmar a formula do volume da
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piramide, isto €, que o volume do prisma triangular é trés vezes maior que o da piramide

que possui a base congruente a sua e mesma altura.

Assim, tal construcdo envolve diversos conceitos de Geometria Plana,
Geometria Espacial e Trigonometria, além da atividade pratica de medicdo de
segmentos. A construcdo de poliedros de canudinho e suas potencialidades serdo melhor

discutidas nas secOes 4.3 e 4.4.

3.2. TRIMINO LOGARITMICO

Um Trimind Logaritmico é um quebra-cabeca em que cada peca possui a forma
de um triangulo equilatero, no qual pelo menos um de seus lados possui uma expressao
matematica. As pecas devem ser encaixadas identificando os lados que possuam
expressdes equivalentes, formando, assim, um Unico triangulo equilatero. As expressoes

envolvem propriedades dos logaritmos, donde vem o titulo Trimino Logaritmico.

Figura 2 - Trimin6 Logaritmico de nove pegas.
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A construcdo do Trimin6 passa pela construcdo de triangulos equilateros, logo
pode ser trabalhado com os alunos métodos com diferentes instrumentos para tal
construcdo: régua e compasso, régua graduada, régua e transferidor, etc. Para a
construcdo de varios triangulos, podemos discutir qual a forma mais otimizada de
desenhar triangulos equilateros numa folha, de forma a obter-se a maior quantidade de

triangulos em uma folha A4, por exemplo.

Uma das grandes potencialidades deste material é o exercicio de generalizacdo
dadas as etapas iniciais de um processo. Por exemplo, podemos discutir com os alunos
quantas pecas um Trimind pode ter. E este um nimero arbitrario? Rapidamente conclui-
se que ndo: é impossivel formar um triangulo equilatero justapondo dois triangulos
eqlilateros menores. Mas entdo quais sdo 0s possiveis numeros de pecas de um
Trimind? Com algumas tentativas, nota-se que 0s primeiros cinco Triminos possiveis de
se montar sdo formados por 1, 4, 9, 16 e 25. E possivel conjecturar algo a partir dessas
informacBes? Como poderiamos comprovar uma conjectura assim? Tais questdes

podem gerar ricas discussdes e motivar a argumentacao matematica dos alunos.

Para concluir a construcdo dos Triminds, é necessario também obter-se equacfes
logaritmicas. O estudo do nimero necessario de equacgdes também pode compor a parte
de generalizagdes da atividade, enquanto que a criacdo das mesmas serve COmMo reviséo

e exercicios das propriedades dos logaritmos.

O processo de construgcdo do Trimind Logaritmico e sua potencialidades serdo

melhor discutidas na se¢éo 4.5.

3.3. OUTRAS SUGESTOES DE MATERIAIS BIVALENTES

Além dos materiais bivalentes utilizados nas oficinas realizadas em 2009 (a

serem descritos na se¢édo 4.1) e dos materiais referidos acima, sugerimos ainda outros.
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Frac-soma 235

Este material busca trabalhar o conceito e as operacdes com fracbes. Consiste
em barras de mesmo tamanho, 60 x 3 ¢cm, que sdo divididas em x pecas congruentes,
sendo x um multiplo inteiro de 2, 3 ou 5 (e possivelmente dos trés). No jogo completo,

temos as seguintes pecas:
- 1 faixa branca com 60 cm, a unidade;
- 2 pecas vermelhas com 30 cm;
- 3 pecas amarelas com 20 cm;
- 4 pecas vermelhas com 15 cm;
- 5 pecas azuis com 12 cm;
- 6 pecas laranjas com 10 cm;
- 8 pecas vermelhas com 7,5 cm;
- 9 pecas amarelas com aproximadamente 6,67 cm;
- 10 pecas roxas com 6 cm;
- 12 pecas laranjas com 5 cm;
- 15 pecas verdes com 4 cm;
- 16 pecas vermelhas com 3,75 cm;
- 18 pecas laranjas com aproximadamente 3,33 cm;
- 20 pecas roxas com 3 cm;
- 24 pecas laranjas com 2,5 cm;
- 25 pecas azuis com 2,4 cm;
- 27 pecas amarelas com aproximadamente 2,22 cm;

- 30 pecas pretas com 2 cm cada.



25

Figura 3 - Frac-soma 235 sendo montado.

Para comecar a producdo do material, deve-se cortar as 18 tiras de 60 x 3 cm de
papel-cartdo ou (preferencialmente) EVA, sendo 1 branca, 4 vermelhas, 3 amarelas, 2
azuis, 4 laranjas, 2 roxas, 1 verde e 1 preta. Cada tira deve entdo ser cortada no nimero
especificado acima de pecas. Neste instante, levanta-se a questdo: € possivel dividir as
faixas em partes iguais sem a utilizacdo de uma régua ou qualquer outro instrumento
graduado? Para a primeira faixa vermelha, que deve ser dividida em dois pedagos
iguais, € facil: basta dobra-la ao meio. Mas e para a primeira faixa amarela? Nao é
imediato de se conseguir dividir a faixa em trés partes exatamente iguais apenas

dobrando-a!

A questdo é uma boa motivacdo para trabalhar o Teorema de Tales, através do
qual se pode dividir um segmento em um numero qualquer de segmentos congruentes
segundo o procedimento exposto abaixo. O Teorema garante que gquando duas retas
transversais cortam um feixe de retas paralelas, as medidas dos segmentos delimitados

pelas transversais sdo proporcionais.

Por exemplo, para dividir a primeira faixa amarela (representada na figura 4 pelo
segmento AB) em trés pecas de mesmo comprimento, poderiamos tracar uma reta r
qualquer passando por A e, sobre a reta, tracar trés segmentos AD, DE e EF
congruentes, com o auxilio de um compasso. Entdo, tracando a reta que passa pelos
pontos F e B e outras paralelas a esta passando por E e D, definimos no segmento AB
(nossa faixa amarela) os pontos G e H. Uma vez que os segmentos AD, DE e EF séo
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congruentes e as retas passando por esses pontos sdo paralelas, o Teorema de Tales
garante que os pontos determinados dividem AB em 3 segmentos também congruentes:
AG, GH e HB.

Figura 4 - Divisdo passo a passo do segmento AB em trés segmentos congruentes através da aplicagdo do

Teorema de Tales.

Note que este € um processo trabalhoso, mas mesmo assim ilustra muito bem o
Teorema e gera discussdes interessantes acerca de razédo e proporcionalidade, que sdo 0s
conceitos por tras do resultado. O Teorema de Tales € antiguissimo, um dos primeiros
resultados de geometria conhecidos, e, desde que as faixas iniciais ja estejam com o
comprimento de 60 cm, permite a constru¢do do Frac-Soma inteiro sem a utilizagdo de
régua graduada ou qualquer outro instrumento para medicdo direta, se assim for
desejado. Aqui, porém, sugiro que o processo seja apresentado e aplicado pelos alunos,
que podem testar a precisao garantida pelo Teorema com a ajuda de uma régua e de uma
calculadora, mas que a particéo das faixas seja feita em geral com a utilizagcdo de uma
régua graduada, para facilitar e agilizar o processo. Uma experiéncia de construgdo do

Frac-Soma 235 com alunos do Ensino Fundamental é descrita por Pereira (2009).
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Quadrado das Equivalentes

4|2

1 10|35,

2 8

2 1

1 1|2 1
3 | 6

Figura 5 - Quadrado das Equivalentes 2x2 montado.

Trata-se de um conjunto de cartas quadradas, que possuem uma fracéo para cada
lado. Quando cada fracdo é identificada com a sua equivalente, a figura montada é um
quadrado. Na figura 5, temos uma representacdo de um Quadrado das Equivalentes

2 x 2, formado por quatro cartas, j& montado.

Na construcdo desse jogo, os alunos tém liberdade total. Ou seja, os alunos
podem escolher tanto a ordem do Quadrado que irdo construir posteriormente (em papel

cartdo) quanto as fragdes equivalentes que irdo utilizar.

— - -
-
-
-
-
TTTT

Figura 6 - Quadrado das Equivalentes 5x5, com suas "ligacfes'* destacadas.

Assim como no Trimind Logaritmico, esse material oportuniza a abordagem de
questdes cuja resolugdo requer um processo de generalizagdo a partir de suas etapas
iniciais, que vém aparecendo em vestibulares e edic¢des recentes da Olimpiada Brasileira
de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP). Conforme visto, se optarem por
construir um Quadrado 2 x 2, serdo necessarios quatro pares de fraces equivalentes:

duas “ligag¢des verticais” e duas “ligacdes horizontais”. E se optarem por um 3 X 3,
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quantas cartas serdo necessarias? E um 4 x 4? Existe uma férmula que gere o nimero

de cartas necessarias para preencher todo o Quadrado?

A resolucdo da questdo pode ser feita da seguinte maneira: veja acima, na figura
6, uma representacdo de um Quadrado das Equivalentes 5 x 5. Os tracos representam as
“ligagdes” entre as cartas, ou seja, as duas fragdes, uma em cada carta, que sao
equivalentes. Note que sdo necessarias quatro ligacGes horizontais em cada linha,
totalizando 20 liga¢Bes horizontais. Devido a simetria do quadrado maior, formado apos
0 encaixe das cartas, temos 0 mesmo numero de ligacGes horizontais e verticais. Logo,
serdo necessarias 40 ligacdes ao todo, isto é, 40 pares de fracdes equivalentes. No caso
geral, em um quadrado n X n, teremosn linhas, cada uma com (n—1) ligacbes
horizontais, totalizando n - (n — 1) ligacdes horizontais. E mais uma vez teremos tantas
ligagBes verticais quanto horizontais, ou seja, 2n - (n — 1) ligacdes ao todo. Podemos
ainda instituir algumas restricbes quanto a escolha das fracdes utilizadas. Por exemplo,
podemos pedir que algumas fragOes, escolhidas previamente, aparecam mais de uma
vez, mas cada vez com um par diferente. Isso levaria o aluno a procurar — ou gerar —

mais de uma fracdo equivalente para cada uma das escolhidas.
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4. OFICINAS SUPERPRODUTIVAS

A seguir, sdo apresentadas as praticas realizadas, a comecar pelas oficinas
aplicadas no primeiro semestre de 2009. Devido a falta de registros e de uma
sistematica para 0 acompanhamento e reflexdo sobre os dados obtidos nessas oficinas,

foram, recentemente, desenvolvidas outras préaticas, que serdo abordadas a seguir.

4.1. OFICINAS GERACAO ESPONTANEA

As oficinas desenvolvidas no primeiro semestre de 2009 tiveram espaco em uma
escola estadual de ensino fundamental de Porto Alegre. Apesar de ser uma atividade
extraclasse aberta a todos os alunos de 62, 72 e 82 série, 0s estudantes que participaram
eram todos alunos da 72 série, provenientes de familias de baixa renda. O publico médio
das oficinas era de cinco estudantes, sendo que em apenas um dos quatro encontros

contou com a participacdo de meninas.

A producdo de jogos matematicos era uma alternativa interessante para as
oficinas no sentido de oferecer aos alunos uma motivagdo a mais: depois de terminada a
producdo, eles mesmos poderiam verificar a eficiéncia e a qualidade de sua criacao.
Além do que, este € um tema que oferece uma ampla gama de possibilidades na
educacdo matematica, com a qual nos deparamos ao longo do nosso caminho enquanto

licenciandos.

Para contemplar opera¢Ges basicas de numeros inteiros, adaptamos um jogo
virtual que ja conheciamos para um jogo concreto, ao qual demos o nome de Jogo do
Tsuru. Ele tem por finalidade trabalhar soma e subtracdo de nimeros inteiros, visto que
trata de dois pedes (tsurus) que se movimentam numa pista que vai de —x a +x ( sendo x
um namero inteiro positivo maior que 10) ora num sentido, ora noutro, de acordo com o

resultado de dois dados.

Ao fabricar esse jogo, os alunos devem montar os dois dados a partir de

planificacGes. Porém, no dado numerado deverd ser observada a seguinte regra: apos



30

montado, os numeros das faces opostas devem somar 7. Como os alunos deveriam
escrever 0s numeros no dado ainda na planificacdo, teriam de visualizar o dado

montado.

No momento de numerar a pista, eles deveriam perceber que a primeira casa € a
que deve ser numerada com -X, € ndo com zero, trabalhando o conceito de ordenamento
de nameros inteiros. Nesse momento, algumas perguntas foram feitas a fim de estimular
0 raciocinio e a capacidade de generalizacdo dos alunos: Independente do nimero de
casas, qual nimero sempre esta na casa “central”? O numero total de casas ¢ sempre par
ou impar? Se a pista vai de -13 a +13, quantas casas possui no total? E se for de -15 a

+15? E se for de —-m a +m?

Devido a esses detalhes, o Jogo do Tsuru pode ser considerado um auténtico

material bivalente.

Como ndo encontrassemos um material bivalente satisfatorio que contemplasse a
tabuada, inventamos um jogo denominado Trimind da Tabuada, que deu origem,
posteriormente, ao Trimind Logaritmico. Este é um jogo parecido com o domino, porém
cada peca tem a forma de um triangulo equilatero, que possui em cada lado uma
expressao ou um nudmero. Ao jogar o Trimind, os alunos trabalham a tabuada, as
diferentes representacdes de um numero, a propriedade comutativa da multiplicacdo e o
calculo mental. Por exemplo, uma peca que possui “6x4” em um lado pode ser

encaixada em outra que possui “24” ou “8x3” ou “4x6” em um de seus lados.

Como cada peca € na forma de um triangulo equilatero, a confeccdo do jogo
passa pela construcdo de tridngulos equilateros. Assim, podem ser trabalhadas
construgdes com régua e compasso, a saber: construcdo da mediatriz de um segmento,
construcdo do ponto médio, transporte de medidas via compasso e interseccdes de
circunferéncias, entre outras. Para a “producdo em série” de triangulos equilateros (cada
conjunto contava com 24 pecas), foi utilizada a seguinte estratégia: o primeiro tridngulo
seria construido com régua e compasso; 0 segundo seria construido a partir de um ponto
e um lado do primeiro, sendo, portanto, encaixado neste; o terceiro encaixado no
segundo, e assim por diante, conforme a figura 7 abaixo. Assim, pode ser visto que
varios tridngulos equilateros podem se encaixar de modo a montar um triangulo
equilatero maior e, equivalentemente, que um triangulo equilatero pode ser decomposto

em varios triangulos equilateros menores.



31

Figura 7 - Encaixe dos triangulos equilateros para a ""producdo em série*".

Quando posta em prética essa oficina, tivemos que mudar todo 0 nosso
planejamento, pois contdvamos que os alunos ja haviam estudado nocbes béasicas de
triangulos. Porém, os alunos presentes na oficina nunca haviam trabalhado com angulos
e nunca tinham nem ouvido a palavra “equilatero”. Aproveitamos entdo para fazer uma

abordagem inicial sobre tridngulos, focando em tridngulos equilateros.

O terceiro encontro abordou 0 uso e a construcdo do tangram. Cada tangram é
um quebra-cabec¢a formado com figuras geométricas (cinco triangulos, um quadrado e
um paralelogramo) que pode ser encaixado formando um quadrado ou diversas outras
figuras. Os alunos lidaram com propriedades basicas das figuras geométricas das pecas
e com conceitos béasicos de construcbes geométricas (ponto médio, bissetriz,
paralelismo, perpendicularismo) durante o desenho do tangram nos papéis-cartdo

utilizados.

N\

Figura 8 - Tangram.

Nesse encontro poderiam ser feitos 0s seguintes questionamentos: Existe alguma
relacdo entre as areas das pecas? Sabendo o lado do quadrado montado, € possivel

descobrir as medidas e a area de cada uma das pecas? Como?

Foi realizada ainda uma quarta oficina, mas esta ndo se caracterizou como
oficina superprodutiva, uma vez que teve como finalidade apenas organizar todos os
materiais confeccionados e produzir caixas e envelopes para 0 seu armazenamento,

além de se despedir dos alunos. Logo, aqui foi citada apenas para marcar o fim de um
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trabalho que atingiu seus objetivos. Neste encontro foi escolhido democraticamente o
nome de Geragdo Espontinea para as oficinas, reconhecendo a espontaneidade e

voluntarismo dos alunos e professores no intuito de fazerem o melhor trabalho possivel.

4.2. 0 METODO CLINICO PIAGETIANO

O método utilizado para conduzir as interacdes professor/aluno durante as novas
praticas a serem realizadas dentro da proposta deste trabalho é baseado no método
clinico piagetiano. Este € um procedimento para pesquisa desenvolvido por Jean Piaget
ao longo de seus varios estudos psicométricos com criancgas através de entrevistas e/ou
variagdes de uma situacdo-problema. Ao longo das minhas atividades, foi utilizada uma
adaptacdo do método clinico voltada para a pratica pedagdgica, visto que o objetivo ndo
era apenas entender o raciocinio dos alunos, mas também ensinar determinados
conceitos matematicos. Assim, o professor assume o lugar de pesquisador, enquanto
que os sujeitos de sua pesquisa sdo os alunos. Serdo apresentados agora 0s principais

pontos desse método.

Enquanto a metodologia tradicional no estudo da inteligéncia enfatiza controle
pela padronizacdo de situacdes externas (forma especifica de perguntas e instrucdes,
namero de vezes que podem ser repetidas, tempo maximo dado ao sujeito para
responder etc.), a metodologia piagetiana procura voltar-se para a situacao psicologica
do sujeito, reconhecendo que a padronizagdo de condi¢fes externas ndo pode satisfazer
0 requisito de colocar todos os sujeitos na mesma condigdo psicoldgica. Exceto quando
0 que se visa estudar € a propria compreensdo gque o0 sujeito tem de certas formas
verbais, € optado pelo controle do entendimento das perguntas e instrucdes, ao invés de
interessar-se pela padronizagcdo das mesmas. Reconhecendo que tal controle é muito
mais complexo e que podem ocorrer falhas, ha simultaneamente uma consciéncia de
que as falhas decorrentes da padronizagéo das instrugdes serdo certamente mais graves e

mais frequentes.

A teoria piagetiana procura estudar aspectos universais e nao caracteristicas
individuais, de modo que nédo partilha da nocdo de que cada individuo é dotado com

diferentes niveis de habilidade. As diferencas dos resultados ndo sdo interpretadas como
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variacGes proprias de cada individuo, mas como indicadores de que estes estdo em
diferentes estagios de desenvolvimento. Assim, é esperado, pelo menos teoricamente,
que tais diferencas venham a desaparecer quando os individuos estiverem todos
plenamente desenvolvidos, no que toca ao tépico em questdo. Essas diferencas sao
interpretadas como consequéncia das adaptacGes especificas que cada um realiza ao

longo de seu proprio caminho.

No caso em que o meio escolhido para realizar a pesquisa € através de
entrevistas, é importante que o pesquisador saiba previamente que tipos de pergunta
devem ser utilizados, por serem adequadas a compreensdo do aluno e ndo sugerirem
uma dada resposta. O professor deve procurar acompanhar o raciocinio do aluno,
estando atento ao que ele diz ou faz sem corrigir automaticamente as respostas dadas de
acordo com o seu préprio raciocinio. Para isto, é importante que o pesquisador se
discipline para que ndo concluir pelo aluno. Quanto este interrompe o0 seu raciocinio, é
preciso que o professor leve o aluno a retomar o problema, para que ele mesmo

apresente suas conclusdes.

O interesse principal do estudo da inteligéncia baseado na teoria de Piaget reside
no processo pelo qual o sujeito chega a sua resposta. Logo, o tratamento de erros e
acertos casuais é totalmente diferente do tratamento que esses recebem na abordagem
psicométrica tradicional. Como a resposta € tomada ndo em si, mas como um ponto de
partida para a compreensao do processo do qual ela resultou, a casualidade do acerto ou
erro devera ser compreendida pelo exame desse processo. Assim sendo, é essencial a

obtenc&o de justificativas para as respostas dadas.

E também importante verificar a seguranca que o aluno apresenta ao dar uma
resposta. Uma resposta respaldada por um sistema dedutivo pode ser dada seguramente,
enguanto que uma resposta dada na auséncia de tal sistema é frequentemente mudada
diante de circunstancias criadas pelo pesquisador (sugestdo de uma resposta diferente,

indicacdo de contradi¢cOes aparentes, etc.).

Outro ponto é a importancia de ndo deixarmos que ambiglidades permanecam
como tal. Frequentemente, o aluno responde de modo a poder ser interpretado de varias
maneiras, de acordo com o significado que dermos as suas palavras. Ndo cabe ao

examinador escolher qual dos possiveis significados foi o pretendido pelo sujeito.
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Uma vez obtidas as respostas, estas devem ser analisadas com a intencdo de
encontrar uma explicacdo que englobe todas as respostas dadas pelo aluno, certas e
erradas. Tal explicacdo € possivel apenas se formos capazes de encontrar a perspectiva a
partir da qual o aluno responde, na qual as respostas dadas se encaixem com
naturalidade. “Devemos, ao final da avaliagdo, ser capazes de dizer algo como ‘para que
este sujeito respondesse dessa forma, ele s6 poderia pensar assim’” (CARRAHER,
1983, p.36). A anélise dos resultados tambem serd facilitada se for buscada a relagdo
entre os elementos principais necessarios a resolucdo do problema e o raciocinio do

aluno.

Porém, é importante ressaltar que o aluno pode ndo ter consciéncia do seu
raciocinio. Embora as explicacdes que o aluno nos da para suas respostas sejam
elementos importantes para descobrir a organizagdo do seu pensamento, ele nem sempre
é capaz de descrever essa organizacgdo, existindo, portanto, diferenca entre a justificativa

que o sujeito da para suas respostas e a explicacao.

4.3. PRIMEIRA OFICINA: PIRAMIDES REGULARES DE
CANUDINHO

Serdo agora apresentados 0s planejamentos, descricGes e analises das préaticas
realizadas este ano, no Colégio de Aplicacdo da UFRGS. Seguindo o método clinico
piagetiano, durante as oficinas utilizou-se um gravador para registrar os dialogos e
varias fotografias foram tiradas. A transcri¢do da oficina ocorreu no mesmo dia em que
cada uma foi realizada, de maneira que o resultado final fosse o mais fiel possivel aos

acontecimentos.

A ideia inicial da proposta era fazer uma Unica oficina baseada em construgdes
de poliedros de canudinhos. O planejamento original da oficina contava com trés
atividades, totalizando trés horas de duragdo. As trés atividades eram: construgéo de
tetraedros com determinado volume, construcdo de piramides de base com mais de trés
lados e construcdo de um prisma triangular e sua decomposicdo em trés piramides de

mesmo volume.
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Primeiramente, estava prevista a aplicacdo das oficinas na escola estadual onde
eu atualmente estava estagiando, com alunos do 1° e 2° anos do Ensino Médio. A
atividade seria extraclasse, ndo valeria nota e seria no turno inverso. Porém, a despeito
dos convites feitos aos alunos, ninguém compareceu. Combinei, entdo, de aplicar as
oficinas no Colégio de Aplicacdo da UFRGS, com alunos do 2° ano que seriam

liberados de sua aula normal de matematica.

A primeira dificuldade imposta foi a grande diminuicdo do tempo disponivel
para a oficina. Inicialmente proposta para ocupar todo o turno inverso dos alunos, a
programacdo da oficina era de 3 horas de duracdo. Agora, ela deveria ser feita durante
os dois periodos de 45 minutos seguidos que a turma tinha de matematica por semana,
ou seja, 0 tempo disponivel seria metade do tempo previsto para a atividade. Isso de
imediato implicou numa reducdo de atividades. Optei por desistir da primeira atividade,
que tinha como maior objetivo promover a intimidade dos alunos para com este tipo de

atividade construtiva, e focar na segunda, construcdo de piramides de base qualquer.

4.3.1. Planejamento original

e Objetivos: construir pirdmides de diversas bases diferentes onde estdo

evidenciados os triangulos retangulos utilizados no célculo da altura da piramide.

e Conhecimentos envolvidos: geometria espacial, geometria plana, trigonometria,

medicdo de segmentos.
e Tempo previsto: 2 periodos de 50min

e Material necessario: canudinhos, tesouras, réguas, fio de nylon, uma

calculadora. Os alunos devem trazer material para fazer anotagdes.
e Desenvolvimento:

- Exemplificacdo de poliedros no quadro, comecando por prismas e piramides.

Definicéo de poliedro, de prisma e de piramide:
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» Denomina-se poliedro o solido delimitado por um numero finito de poligonos
planos, de modo que dois desses poligonos ndo estdo em um mesmo plano e cada lado

de um poligono é comum a dois e somente dois poligonos.

» Denomina-se prisma o sélido formado pela reunido de segmentos que tem uma
extremidade no poligono P, que esta contido no plano a, € a outra no poligono P’,

congruente a P e contido num plano B paralelo a a.

» Denomina-se pirdmide o sélido formado pela reunido de todos os segmentos que
tem uma extremidade no poligono P, que esta contido no plano a, ¢ outra extremidade
no ponto V, fora de a. Se P for um poligono regular e o segmento que liga o centro de P

a 'V for ortogonal a a, entdo a piramide ¢ dita regular.

- Definicéo, por parte dos alunos, de qual poligono regular sera a base da piramide que
eles construirdo e quanto medird o seu lado, fazendo esbocos no papel denotando as
medidas definidas. Antes de dar prosseguimento ao planejamento, devem montar a
base, utilizando canudinhos de uma Unica cor para todos 0s segmentos. Montada a base,
chamar a atencdo para o fato de que os angulos ndo estdo fixos, ou seja, existe uma
“folga” com a qual a base consegue se deformar. Essa ¢ uma boa oportunidade para
discutir a rigidez do triangulo, que é o Unico caso em que, determinando o tamanho dos
lados, determinamos um Unico poligono, visto que os angulos também ficam
unicamente determinados. Pode-se mostrar aos alunos a aplicacdo desse fato, que é
visivel em diversas construc@es e estruturas, como nas imagens abaixo. Conclui-se que,
para que a base da piramide seja um poligono regular rigido, este deve ser decomposto

em triangulos.

- Esbogo da triangularizacio da base e calculo da medida dos seus segmentos. E
possivel decompor um poligono em triangulos de varias formas diferentes; optaremos
pela decomposi¢do em tridngulos cujos vértices serdo dois vértices consecutivos do
poligono e o centro do poligono regular (portanto, os triangulos serdo isosceles).
Calcular a medida dos lados congruentes de cada triangulo isosceles interno através da
L/2
sen(360°/2n)’

de lados da base e x é a medida dos lados congruentes. Veja a figura 10.

relacdo x = onde L é a medida do lado do poligono da base, n é o nimero
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Figura 9 - Exemplos de aplicagdo da rigidez do tridangulo em estruturas de construgdes civis

360°n

-
——
L2
h L

Figura 10 - Um dos tridngulos internos do poligono regular de n lados, na decomposicdo sugerida.
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- Construcdo dos triangulos internos da base com canudinhos de mesma cor das arestas
da base, exceto por um dos segmentos, o qual deve ser feito de um canudinho de outra

cor. Este fara parte do triangulo destacado.

- Definicdo da medida da altura da piramide e célculo da medida da aresta lateral,
observando essa condicdo: o volume da piramide deve ser 0,5, 1 ou 1,5 dm3. Com isso,
0 primeiro passo que os alunos deverdo fazer é calcular a &rea da sua base, através dos

tridngulos internos, e entdo encontrar um valor apropriado para a altura da piramide.

- Por fim, montagem das arestas laterais. Todas devem ser da mesma cor da base exceto
a que pertence ao triangulo evidenciado, que devera ser da mesma cor utilizada no lado
do triangulo interno diferenciado, assim como a altura da piramide. Salientar que nem
todos os canudinhos sdo arestas da piramide, como, por exemplo, 0s que sdo internos a

base e o da altura da piramide.

4.3.2. Implementacéo e analise

A oficina contou com cinco alunos, que aqui serdo denominados J, R, A, K e M,
todos do 2° ano. O local do encontro foi o Laboratoério de Fisica do colégio. Os alunos ja
estavam estudando geometria espacial em suas aulas regulares de Matematica, logo a
oficina ja& se encontrava dentro do contexto dos estudos dos alunos. Comecei me
apresentando, falando que esta seria uma oficina de construcdo de poliedros de
canudinhos — mostrei alguns ja construidos por mim — e que era parte do meu trabalho
de conclusdo de curso. Apos as apresentacGes, perguntei a eles o que era um poliedro.
Talvez por ndo se sentirem muito a vontade comigo, ou por serem timidos, apenas M,
que era mais voluntariosa, respondeu o seguinte, sendo ajudada em alguns pontos pelos

colegas:
e Pode ter uma base quadrada, triangular, hexagonal ou circular;
e “Poli” quer dizer muitos (lados, bases, arestas);

e Tem mais de uma dimensao.
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Pedi entdo alguns exemplos de poliedros, e foi-me dito: cubo, cilindro e piramide,
que foram desenhados no quadro por mim. Apesar desta parte ndo constar no
planejamento, pareceu-me razodvel comecar assim, com as idéias que eles tinham a
respeito dos objetos com o0s quais iriamos trabalhar, visto que eles ja estavam estudando
0 assunto. E mesmo que ndo estivessem, as idéias intuitivas dos alunos sobre o0 que sera
estudado é sempre uma informacao importante para entendermos a forma como o aluno
pensa, e analisar, posteriormente, as respostas obtidas ao longo das atividades e

avaliacdes.

Entdo escrevi no quadro a definicdo de poliedro, conforme consta no planejamento:

Um poliedro é um solido formado por um namero finito de
poligonos planos, onde ndo ha dois poligonos no mesmo
plano e cada lado de cada poligono pertence a exatamente

dois poligonos.

Foi discutido entdo se os exemplos de poliedros dados anteriormente eram de fato
poliedros, segundo a definicdo dada. Nenhum deles pareceu encontrar contradicao
alguma, entdo apontei para o cilindro, mas ainda assim todos se mantiveram em
siléncio. Falei entdo que o cilindro ndo é um poliedro, pois sua base é um circulo, que
ndo é um poligono. Todos aceitaram o fato sem contestacdo. A seguir, desenhei um
exemplo de um solido no quadro, como na Figura 11 abaixo, e perguntei se era um

poliedro.

Figura 11 — Exemplo de um sélido que ndo é um poliedro segundo a defini¢do acima, pois o segmento 1J

pertence a 4 poligonos.
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Apds um momento de siléncio, J, olhando para a definicdo de poliedro no
quadro, responde: “Tem mais de um poligono em cada plano”. Quando eu perguntei
qual plano, ele desistiu de sua resposta e baixou seu olhar. A facil desisténcia pode ter
se dado por timidez ou falta de seguranca na sua resposta, mas a sua maior atengdo com
a definicdo do que com o poliedro somada a sua postura aparentemente desinteressada
me faz acreditar que ele apenas procurou uma propriedade que negaria a defini¢cdo
proposta e citou-a. Eu insisti na pergunta, mas ninguém respondeu. Entdo eu falei que,
se 0 problema ndo era com o fato de haver dois poligonos no mesmo plano, entdo
deveria ser com a outra propriedade que caracteriza os poliedros segundo essa
definicdo, ou seja, havia um lado de algum poligono que pertencia a um ou mais de dois
poligonos. Entdo K respondeu que de fato isso ocorria, pois a aresta em comum aos dois

prismas triangulares pertencia a mais de duas faces.

A seqguir, tratamos da definicdo de prisma e piramide. Devido ao tempo, ndo
escrevi formalmente a definicdo, apenas fiz o desenho de dois planos paralelos, cada um
contendo um dos poligonos congruentes P e P’, e falei que um prisma de base P era a
reunido de todos os segmentos que comecavam em um dos poligonos e terminavam no
outro. Da mesma forma, desenhei um plano contendo um poligono P e um ponto V fora
do plano, e falei que uma piramide de base P é a reunido de todos 0s segmentos que
comecavam em V, que € o vertice, e terminavam em algum ponto de P. Perguntei entdo
0 que seria uma pirdmide regular, e M me respondeu que teria que ser “reta”. Perguntei
0 que significa uma piramide ser reta, mas ela ndo falou mais nada. Desenhei entdo um
segmento ligando o ponto que seria o centro do poligono P a V, e perguntei qual a
propriedade que aquele segmento deveria ter para que a piramide fosse reta, mas ndo
obtive resposta alguma. Demarquei entdo o angulo reto entre o0 segmento em questdo e o
plano, e escrevi que uma piramide regular € aquela que possui como base um poligono
regular e cujo segmento que une o centro da base ao vértice é ortogonal ao plano que

contém a base.

Passei, entdo, a primeira atividade planejada, que é a construcdo de uma
piramide regular de base qualquer, evidenciando o triangulo utilizado para o calculo da
altura. Propus a atividade: “A gente vai agora comecar de fato a construcdo de
piramides, mas com estas condigdes: as piramides tem que serem regulares e o volume

delas tem que ser 0,5, 1 ou 1,5dm3” e escrevi no quadro a formula do volume da
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C A Aph . .
piramide, Vp;r = bT para uso futuro. Os alunos perguntaram se todos iriam construir

apenas uma piramide, e eu respondi que cada um construiria uma, o que foi recebido
com animagdo. O primeiro passo era escolher a base da piramide e definir o tamanho do
lado da base. Como eu ouvi J, R e M j& anunciando que fariam uma base quadrada, eu
falei que era proibido que todos escolhessem o mesmo poligono para a base. K ja havia
decidido fazer uma piramide de base triangular e A uma de base hexagonal. M disse que
ndo sobrou nenhum poligono regular para ela, todos j estavam escolhidos. Eu entédo fui
ao quadro e desenhei um pentagono e um octégono regulares, e falei que era possivel
construir poligonos regulares com um numero qualquer de lados, desde que o os lados
fossem congruentes e os angulos internos iguais. Ela decidiu entdo construir uma

piramide de base pentagonal, embora n&o parecesse muito satisfeita.

Durante a montagem das bases, J destacou-se pela rapidez com que fazia as
atividades praticas. Quando amarrou os canudinhos e a figura formada ndo parecia um
quadrado, e sim um losango, cortou o fio de nylon e fez de novo a amarracgéo, pois R riu
dele e ele disse que havia “feito errado”. Na segunda vez, forgando um pouco a base
montada, conseguiu que o quadrilatero formado ficasse momentaneamente mais
parecido com um quadrado, embora ndo por muito tempo. M montou sua base
pentagonal, que também ndo ficou com os angulos internos congruentes; segundo ela,
parecia mais uma “casinha”. Ela perguntou como poderia calcular a area da sua base,
aparentemente tendo em vista a formula do volume, e eu retornei a pergunta para ela.
Ela entdo conjecturou que poderia dividir a base em um quadrado e um triangulo que se
complementariam para resultar na area total da figura (naquele momento, a disposicéo
dos angulos do pentagono contribuia de certa forma para o surgimento dessa hipétese).
Perguntei entdo se a base fosse de fato essa “casinha”, se ela seria regular. Ela ndo
soube responder, ¢ K, ao seu lado, falou: “N&o, porque o formato ndo pode ser assim,
tem que ser que nem la”, e apontou para o pentagono regular desenhado no quadro. Eu
disse entdo que era isso mesmo, se fosse como a M havia falado, os angulos nédo seriam
iguais e 0 pentagono ndo seria regular. M acenou a cabega concordando, com uma cara

desanimada.

Momentos depois, ela me chamou perguntando se a é&rea seria igual a 8+/5.
Perguntei por que, e a aluna me mostrou no seu caderno uma formula para calcular a
1243

area do triangulo equilatero, Aeyj equi = - Disse entdo: “Essa é a férmula para o
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triangulo, entdo achei que pro pentagono seria assim, 8v5”. Ou seja, ela conjecturou

p . - 1?y3 . .
que como a formula para a area do triangulo regular era - havia uma férmula
analoga para o pentagono regular: como o pentagono possui cinco lados e ndo trés, usou

/5 no lugar de /3, e como o lado do seu pentagono media 8, seria entdo 8+/5.
Acrescentou: “Mas eu ndo sei o que eu coloco embaixo”, referindo-se ao possivel
denominador da expressdo. Falei para que ela testasse 0 mesmo raciocinio para o
quadrado, cuja area ela sabia que era dada por [. Ela, que mesmo quando sugeriu a

formula acima ndo parecia muito confiante de sua resposta, falou: “Ah entdo ndo deve

ser, porque vai aparecer um v/2...” e, portanto, concluiu que sua “formula” era falsa. Eu
falei entdo para que ela esperasse pela proxima etapa antes de procurar calcular a area

do seu pentagono.

O triangulo, conforme esperado, ndo apresentou problemas nessa fase da
construcdo, e o hexagono de A ficou visualmente aparentando ser regular. Foram,
portanto, as bases quadradas de J e R e a base pentagonal de M que motivaram a
discussdo sobre a rigidez do triangulo. Usando a base quadrada montada por R como
exemplo para mostrar que existiam infinitos losangos diferentes com os lados todos de
mesmo comprimento. Mostrei as imagens de uma estrutura de um domo triangularizada
e de uma ponte (figura 9, no planejamento dessa oficina), para ilustrar a utilizacdo dessa
propriedade em construgdes civis. A entdo falou: “Ahhh entdo o que a gente tem que
fazer é dividir em tridngulos a base!” Eu perguntei como se fazia isso e ela gesticulou
com as maos formando segmentos que iam dos vértices até o centro do seu hexagono.
“SO dessa forma?” Fui entdo para o quadro ¢ dei dois exemplos de como poderiamos
dividir uma base pentagonal em tridngulos, e estipulei que a segunda maneira era a que

deveria ser seguida.

Figura 12 - Duas maneiras de triangularizar um pentagono regular.
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Logo apds isso ser falado, J colocou um canudinho sobre a diagonal da sua base
quadrangular para ver quanto este deveria medir para encaixar satisfatoriamente.
Chamei a atencdo dos alunos para o problema de como calcular o comprimento dos
segmentos que unem o Vértice do poligono ao seu centro. Desenhei um octdgono
regular no quadro, e o triangularizei conforme combinado, denotando por x 0 segmento
cujo tamanho queriamos encontrar. “Se esta fosse a base que vocés tivessem escolhido,
que informacdes a gente teria sobre ela?” Os alunos ficaram em siléncio. Reformulei
entdo a pergunta: “O que vocés definiram na base que vocés escolheram?” Eles
responderam o lado, e entdo denotei por [ o lado do octdogono. “E 0 que mais?”,
perguntei. K falou: “Os angulos de baixo s&o iguais”, se referindo aos angulos da base
do triangulo isdsceles formado por um dos lados da base e os segmentos que iam do
extremo desse lado até o centro. “Por qué?”. K: “Porque o triangulo é isdsceles.” Eu:
“Por qué?” “Porque os lados sdo iguais, medem a mesma coisa”. Desenhei entdo os
angulos e marquei-os com um trago para indicar que eram iguais. “A gente consegue
descobrir o valor deles?”, perguntei. J: “A soma deles tem que dar 180°!” “Ent&o eles
valem quanto?” K: “Tem que descobrir quanto vale o de cima.” “E como a gente
descobre?” Eles ficaram em siléncio. “Vocés escolheram o que mais, além do lado?”
Siléncio. “Quais as duas coisas que vocés definiram no poligono de vocés?”. “Ah ta, o
lado e qual figura”, respondeu A. “Isso, 0 nimero de lados! Entdo, quando vocés
decidiram isso, esse angulo ficou determinado”, e apontei para o angulo central do
tridngulo iso6sceles citado acima. K entdo falou: “Ah, tem que fazer a bola no centro,

né?” Eu dei o giz a ela ¢ a aluna desenhou no quadro um circulo em torno do centro do

P A ~ . 360°
octogono, escreveu que o angulo em questao valia —

, € completou oralmente: “Entdo

vale sessenta.” Eu olhei para os outros e perguntei: “Esta certo?” M e A concordaram,
R ficou quieto e J ndo estava prestando atencdo, ocupado com os canudos para fazer as
diagonais do seu quadrado medidas “no olho”. K: “Eu acho que sim.” A: “Té& certo,
porque divide em partes iguais.” “E o resultado é 60°?” “Sim.” “Mas por que aqui tu
dividiu por seis?” K: “Porque tem seis tridngulos.” Essa resposta de K comprova a
correcdo do seu raciocinio, embora a resposta estivesse errada. Quando K recontou-os,
descobrindo que eram na verdade oito triangulos, ela mudou o denominador da

expressdo para oito. “Ah, entdo aqui é oito, e o resultado fica... ndo sei.” “E isso
- 360° . A - n e e -
mesmo, o resultado fica - Se 0 poligono de vocés tivesse 6 lados, vocés dividiriam

aqui por 6, se tivesse 4 lados, dividiriam por 4. Depende do poligono que vocés tem,
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essa conta. Agora, para achar o valor de x, a gente divide esse triangulo ao meio,
formando dois triangulos retangulos”, ¢ desenhei no quadro um dos tridngulos

retangulos obtidos. “A gente tem entdo o angulo 14 de cima dividido por dois, fica

(36800) % e a base fica quanto?”. M: “Da pra simplificar o 2 com o 360°!” “D4,

- - - 180° . . - p
podemos simplificar, fica Y Mas isso é porque aqui temos 8 lados, no poligono de

A . . . g 180° . .
vocés vai ser diferente. Se for um quadrado, vai ficar —, € assim por diante. E quanto

fica a base desse triangulo?” “Lado sobre dois”, respondeu K. “E queremos descobrir a
hipotenusa, que € o que chamamos de x. Como a gente faz?”. J: “O quadrado da
hipotenusa é o quadrado dos catetos? E isso? Faz anos que a gente ndo usa isso, é...
Teorema de Pitagoras. E isso?” “Veja bem, para usarmos Pitagoras, teriamos que ter o
valor dos dois catetos, no caso, o valor dessa altura aqui”, e indiquei no quadro. R, que
parecia cultivar uma rixa amistosa com J, falou como se fosse a coisa mais 6bvia do
mundo: “E, tem que ter o valor de dois dos trés”, e J voltou a sua atividade com os
canudos, dando os ombros e dizendo: “Ent&o néo sei.” Ninguém parecia estar disposto a
arriscar mais nada, entdo falei: “Eu tenho um angulo e preciso de uma relacéo entre o
angulo oposto a ele e a hipotenusa do triangulo retangulo. Qual eu posso usar?”

Siléncio. “E 0 seno, pessoal, seno de alfa é cateto oposto sobre hipotenusa. Entdo temos

60° _ Yy

3 . A A
sen——=-%, colocando aqui quanto vale a metade do lado de vocés, vocés encontram

valor de xP.”

J me chamou e disse: “Olha, 0 meu j& t& pronto”, e me mostrou sua base, que
tinha um segmento inteiro formando uma diagonal do quadrado e a outra dividida em
dois segmentos. Falei entdo que ele deveria ter dividido cada diagonal em dois
segmentos, conforme combinado, para posteriormente montarmos o segmento que seria
a altura da piramide. Ele ainda fica tentando cortar o canudinho em duas partes sem

cortar o fio, para ndo precisar desfazer nada.

A me chamou, e perguntou: “T4, cheguei aqui. Que eu fago agora?”’, e me
~ 180° 7,5 . , p
mostrou a equagéo sen—— = —, onde 6 € o numero de lados do seu poligono e 7,5 a

metade da medida do lado. Respondi: “Ah é verdade, eu ndo dei o valor dos senos para
vocés. Mas fora isso, tu pode efetuar a divisdo pra ver quanto o angulo é”, e listei no
quadro o valor dos senos de 45°, 30° e 36°. A perguntou: “Mas como assim?” “O seno

de um angulo é uma constante, € um nimero determinado que tu pode ver numa tabela,
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ou na calculadora”. K: “E verdade, em fisica a gente ja teve que ver isso, lembra?”. A

franze a sobrancelha, mas continua os calculos. Em seguida, fala: “Mas agora néo sei

1 120 ~ 7,5 GNIX z
como eu saio daqui”, e me mostrou a equagdo sen0,5 = = Né&o, 0,5 é o valor do

seno, de tudo isso. Depois que tu substitui no lugar de sen 1100

, N30 tem mais esse seno

aqui, fica s6 0,5.” Acredito que muitos alunos se confundam com o significado da
expressdo senf. Uma atividade pratica como essa, que trabalha medigcdo de segmentos,
ajuda a esclarecer a nocdo de que o seno de um angulo é uma constante, ou seja,

expressa um determinado ndmero real.

M me pergunta exatamente a mesma coisa, citando que veio de outro colégio e

por isso nunca viu seno antes, nem fazia ideia do que era. No caderno dela constava
~ 360° 6 . . ~
apenas a equagéo sen—— = —. Ajudei-a a resolver a conta, mas o fato de ela ndo ter

feito nem pentagono nem tridngulo nenhum no caderno e ter mantido o 16 no
denominador do primeiro membro da igualdade mostra que ela apenas pegou a equacéo
do quadro e substituido (corretamente) os valores que ela tinha. Neste e em outros
momentos da oficina, o comportamento dos alunos indica que o seu método padrao para
a resolucdo de exercicios é simplesmente procurar a formula que da a informacéo

necessitada e entdo substituir os valores dados.

Momentos depois, A me chama: “Ai sor, ndo acredito. Deu 15!, se referindo ao
tamanho do segmento procurado, que havia resultado no mesmo comprimento do lado
do seu hexagono. “Era sé eu ter pegado o mesmo valor do lado e pronto, ndo precisava
desse monte de contas!” “E, mas agora tu sabes como encontrar esse valor pra
qualquer poligono”. Ela continuou com cara de braba. Revendo esse momento, percebi
que perdi uma boa oportunidade ao ndo questiona-la do porqué disso ter acontecido;
suas contas demonstram que um hexagono regular se decompde em seis triangulos
equilateros, o que origina uma férmula razoavelmente simples para encontrarmos a area

do hexagono regular.

K, durante esse tempo, estava sO ajudando M, pois tinha escolhido o triangulo
como base de sua pirdmide. Perguntou pra mim: “E eu sor, 0 que eu fago?”. Vou até o
quadro e esbog¢o um tridngulo equilatero inscrito numa circunferéncia, e ap6s uma
hesita¢do, apago a circunferéncia e digo: “Tu concorda que, por causa da simetria, o

centro do triangulo equilatero estd sobre a altura do triangulo, certo? Mas a que
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distancia? O centro fica % da altura distante do lado e 2 da altura distante do vértice.

~ . P s = . 2
Entdo quero que tu faga esse segmento, que vai do centro ate o vértice, que vai ter S da

altura de comprimento.” “Mas como eu encontro a altura do tridngulo?” Eu desenho
entdo um triangulo equilatero, o divido ao meio tragando sua altura e indico o triangulo

formado pela altura, lado e metade do lado. K ent&o vai calcular.

Neste momento, J e M ja concluiram a triangularizacdo das suas bases. M me
chama e diz: “Ficou torto”, se referindo ao fato de que sua base ndo estava “plana”. “Tu
sabe por que isso aconteceu? E que a gente calculou o comprimento que esses
segmentos internos deveriam ter, mas quando a gente faz as contas, ndo leva em
consideracdo a espessura do canudo. Se os canudos fossem mesmo segmentos, sem
espessura nenhuma, ia ter ficado plano, mas por causa da espessura eles ficam assim,
‘amontoados’.” “Que eu faco entdo?” “A gente vai ter que diminuir um pouco o
comprimento deles, pra compensar.” Mesmo J, que havia feito os segmentos internos

através do seu método puramente empirico, tem sua base um tanto “ndo-plana”.

O tempo da oficina chega ao final. Eu pergunto: “Vocés gostaram da
atividade?” A: “Sim sor, muito tri”. “Gostariam de continuar com ela na quarta-
feira?”. J: “Sim, t& louco, deixar pra outros acabarem aqui o meu poligono”. R: “Isso é
bem melhor que aula.” “Tudo bem, vou falar com o professor de vocés pra ver se
quarta a gente pode continuar aqui a atividade.” Posteriormente, o professor confirmou

a possibilidade de continuar a oficina na quarta-feira.

Este novo encontro se deu no Laboratorio de Quimica. Apds devolver a cada um
seu poliedro inacabado, discuto com eles o problema que ocorreu com J e M, dos
segmentos calculados serem grandes demais para que a base ficasse plana devido a
espessura dos canudinhos. Sugeri a todos que cortassem mais ou menos meio
centimetro dos canudinhos que seriam 0s segmentos internos e que antes de passar o fio
e amarrar, testassem o posicionamento de todos os canudinhos juntos, para verificar se

nédo haveria sobreposicao.

Apesar de nenhum deles ter reclamado porque teve que efetuar o calculo para
definir o comprimento do segmento e isso no fim foi indtil para a constru¢do do mesmo,

este célculo seria justificado posteriormente por ser utilizado no calculo da &rea da base
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das piramides, através da area de cada um dos triangulos internos (pelo menos no caso

do hexéagono e do pentadgono).

Chamei a atengdo também para o fato de que um dos segmentos internos deveria
ser de cor diferente, para salientar o tridngulo retangulo formado por este segmento, a
altura e a aresta lateral da piramide. Abandonei a ideia de fazer com que a piramide
ficasse com um volume especifico por causa do tempo, que estava curto. J e M, que
haviam concluido sua base no encontro anterior, desamarraram-na para seguir essas
especificacbes, e todos ficaram por um bom tempo ajustando o comprimento dos

segmentos internos a base para que esta ficasse plana.

Figura 13 — R conclui sua base quadrada, com um segmento em destaque.

Ap0s ajustar sua base, K me chama: “T4, e agora eu fago a altura?” “Isso.” “E...
qual é a formula?” “N&o tem formula.” “E s6 medir?” “Tu tem que definir quanto vale
essa altura.” “E depois faco esses segmentos aqui [indicou com a mao as arestas
laterais]? Mas dai eu ndo posso escolher a medida, né?” “Por que nao?” “Porque se a
altura for deste tamanho [sinalizou um segmento na sua mao, no lugar da altura], esse
aqui ndo pode ser deste tamanho [indicando com as m&aos um segmento
exageradamente grande, que ndo encaixaria no vértice da piramide caso a altura fosse a
indicada anteriormente].” K mostra com esse comentédrio que entende que, embora a
altura seja uma variavel independente, uma vez que ela esteja definida, a aresta lateral
também fica definida, ou seja, esta € uma variavel dependente. Acredito que a
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autonomia que os alunos possuem em atividades deste género propicia um melhor

entendimento das relaces de dependéncia de variaveis.

J, enquanto fazia o célculo para encontrar o comprimento da aresta lateral: “Sor,
qual a raiz de 338?” “N&o sei, vé na calculadora.” Alguns instantes depois ele
responde: “Nao tem.” “Como assim, ndo tem?” “Nao d4 um ndmero exato.” Mais uma
vez, a medicdo de segmentos exigida pela atividade faz com que os alunos reflitam
sobre suas idéias em relacdo aos nimeros reais que sdo usualmente denotados por
expressdes, como /338 e sen36°. Os alunos precisam medir esses comprimentos na
régua, entdo precisam trabalhar com suas representagdes decimais e verificar sua

posicdo aproximada na reta real.

A, que estava atrasada, s6 agora havia conseguido amarrar a base. Ela fala:
“Agora eu posso escolher o tamanho da altura? Vou usar o canudinho todo.” Ciente do
problema que isso iria causar, falo para ela que a aresta lateral teria de ser maior que a
altura, entdo se a altura da piramide for um canudinho inteiro, ela ndo teria um
comprimento grande o suficiente para montar a aresta lateral, a menos que emendasse
dois canudinhos. Revendo a situagdo, vejo que teria sido mais didatico té-la deixado
tentar montar a altura como queria e chegar sozinha a conclusdo acima, visto gque isso

n&o geraria nenhum trabalho a mais para ela.

Figura 14 - Base hexagonal de A, com o triangulo formado por segmento interno da base, altura e aresta
lateral destacado.
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O periodo ja ia chegando ao fim, e apenas J e M estavam concluindo suas
piramides. Entdo quando vi que A e R estavam definindo suas alturas e se preparando
para calcular o comprimento das arestas laterais, e como 0s outros, que ja haviam
calculado este comprimento, estavam tendo que diminui-lo para que a montagem ficasse
mais acertada (mais uma vez, devido a espessura dos canudinhos, a construgédo ficava
abaulada se os comprimentos ideais fossem utilizados), disse a eles para desistirem dos

calculos e verificar na pratica quanto deveria ser o comprimento procurado.

J termina sua piramide, e me mostra. Como eu havia desistido de pedir que a
piramide tivesse um volume determinado, pedi para ele calcular o volume de sua
piramide, seja ele qual fosse. Ele mediu novamente sua base e sua altura, e calculou o

volume.

Para encerrar a atividade, falei: “Por que eu pedi para vocés construirem esse
triangulo de cor diferente?” K: “Para ficar facil de calcular alguma coisa.” “E, mais ou
menos isso. S&0 comuns questdes que pedem quanto vale o volume de determinada
piramide, dadas a base e a aresta lateral. Com os valores da base e da aresta lateral,

vocés podem, através desse triangulo destacado, calcular o valor da altura, que vocés

precisam para calcular o volume da piramide.”

s

Figura 15 - M terminando de amarrar sua pirdmide de base pentagonal.

No fim da atividade, apenas J ¢ M haviam acabado suas piramides. A: “N&o deu
pra acabar, sor, e agora?” “Deixa aqui que eu vou acabd-las.” “Tu vai acabar? E

depois dar ela pra mim?”, perguntou animada. “Vocés querem ficar com elas?” “Sim!”,
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responderam as meninas. “A minha eu ndo quero”, falou J. “Entdo ta, a tua fica de

presente para o Colégio e as outras eu termino e depois entrego para vocés.”

Os alunos sairam para o intervalo. Finalizei o poliedro de cada um deles e

posteriormente entreguei-os a seus respectivos donos.

A primeira observacéo a se fazer acerca desta primeira oficina foi que o tempo
planejado foi muito curto. Mesmo com a reducdo de atividades programadas — foi
excluida a exigéncia de um volume especifico nas piramides, por exemplo — nem todos
os célculos planejados foram de fato efetuados, e apenas dois alunos conseguiram
concluir seus poliedros. As discussbes a respeito dos resultados obtidos nos céalculos e
na propria representacdo das piramides poderiam ter se prolongado mais e de forma
mais lenta. Logo, para uma futura aplicacdo da oficina, um maior tempo deve ser

planejado.

Outro fato que ficou claro ao longo dos encontros, tanto para mim quanto para
os alunos, foi que a construcdo dos poliedros ndo exigia necessariamente um
planejamento matematico. E mais: em algumas situaces, seguir os célculos do
planejamento era mesmo prejudicial a montagem das piramides. No caso do
comprimento dos segmentos internos da base, quando os alunos apoiaram-se nos
calculos e construiram os segmentos com as medidas calculadas, as bases ndo ficaram
planas, pois a espessura dos canudinhos ndo havia sido levada em conta. O célculo era
feito numa situacdo ideal, pois segmentos ndo possuem espessura alguma, e, portanto,
ndo era adequado aquela situacdo pratica. O resultado era que, apds seguir um
raciocinio elaborado para encontrar o tamanho exato do segmento requerido, os alunos
precisavam, empiricamente, verificar quanto deveria ser reduzido no comprimento

calculado para proceder eficientemente a montagem.

Porém, ndo considero que a situacdo acima desvaloriza esta atividade pratica. A
questdo ndo é que a construcdo dos poliedros de canudinhos deveria forgosamente
obrigar os alunos a efetuarem célculos e estudar geometrias plana e espacial e
trigonometria; na verdade, ndo chega a ser uma surpresa a verificacdo de que é possivel
tal construcdo sem um planejamento prévio envolvendo esses contetdos. O fato é que
as situacdes vivenciadas na construcdo de poliedros de canudinho geram oportunidades
ricas para o estudo desses tOpicos, ainda que esses toOpicos ndo precisem ser

efetivamente aproveitados na construcdo. E, conforme visto, foi planejado que os alunos
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deveriam calcular a area da base das piramides que construiriam, o que, no caso de uma
base com mais de quatro lados, constitui-se em calcular a &rea dos tridngulos internos
em que esta foi dividida. Logo, embora os célculos efetuados fossem inapropriados para
a construcdo dos segmentos internos da base, teriam serventia mais tarde, ainda que

para fins ndo relacionados diretamente a construcéo realizada na atividade.

Esse episddio, porém, aponta para a necessidade de uma reorganizacdo do
planejamento. Se a motivagdo dos célculos ndo é a construcdo dos poliedros em si, faz
sentido separar uma atividade da outra. Tendo isso em mente, reformulei o
planejamento da oficina separando-a em dois momentos: a constru¢do do poliedro e o
seu planejamento, através do preenchimento de um documento que detalhara as
caracteristicas do poliedro “idealizado”, ou seja, quanto seriam suas medidas caso fosse
factivel a construcdo adotando os comprimentos provenientes dos célculos. O

planejamento final se encontra na secao 5.1.

4.4. SEGUNDA OFICINA: DECOMPOSICAO DE UM PRISMA
TRIANGULAR EM TRES PIRAMIDES DE MESMO VOLUME

Para a segunda oficina, foi dado prosseguimento a construgcdo de poliedros de
canudinhos e aplicada a terceira atividade proposta no planejamento original da oficina,
devido & animacédo dos alunos com as duas praticas anteriores e as interessantes analises

possibilitadas.

4.4.1. Planejamento original

A motivacdo para esta atividade vem das formulas utilizadas para calcular o

_ Ap'h

volume da piramide e do prisma, respectivamente, Vyiramigze = —-e Vorisma = Ap * h.

Segundo as férmulas, um prisma que possua a mesma base e a mesma altura que uma

piramide terd um volume trés vezes maior que o dela. Construir-se-a, entdo, um prisma
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e trés piramides que possuam o mesmo volume, de forma que, quando encaixadas,

compdem um prisma de mesmas medidas do primeiro.

e Objetivos: construir um conjunto de poliedros constituido por um prisma
triangular e sua decomposicdo em trés tetraedros que possuam, cada um, um terco do

volume do prisma.

e Conhecimentos envolvidos: geometria espacial, geometria plana, trigonometria,

medicao de segmentos.
e Tempo previsto: 1h40min

e Materiais necessarios: canudinhos, tesouras, réguas, fio de nylon, uma

calculadora, quadro e giz. Os alunos devem trazer material para fazer anotagdes.

Figura 16 - Prisma triangular formado por trés piramides de mesmo volume.
e Desenvolvimento:

- Colocar no quadro as formulas do volume do prisma e da piramide, Vy,jsmq = Ap " h €

%

Ap-h . ~ P
piramide = bT respectivamente. Chamar a atencdo para o fato de que as formulas
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_ Vprisma

implicam que Vpiramigze = , OU seja, 3 Vyiramidze = Vprismq. Discutir com os

alunos como poderiamos comprovar esse fato na pratica para um prisma triangular, e

apresentar a proposta da oficina.

Figura 17 - Prisma triangular decomposto em trés pirdmides de mesmo volume.

- Reproduzir a figura 17, acima, no quadro. Todos devem comecar esbogando o prisma
triangular que sera formado pelos tetraedros, definindo e denotando as medidas que
serdo utilizadas. Trés dos alunos serdo responsaveis por construir um dos tetraedros
mostrados na figura cada um. Os dois alunos restantes se encarregardo da construcdo de
um prisma triangular, usando as mesmas cores de canudinhos das piramides quando
encaixadas (vide figura 17). Nos segmentos que pertencerem a duas das piramides,
deve-se dar prioridade as piramides azul, laranja e entdo amarelo da figura, na escolha

das cores (vide figura 18).

- Discuss@o com os alunos do porqué da pirdamide amarela, na figura acima, possuir o
mesmo volume das outras duas, embora ndo seja congruente a elas: visualizando-a
como uma pirdmide de base ABF e vértice em E, ela possui volume igual ao da
piramide de base ABF e veértice em C; esta ultima pode ser visualizada como uma
piramide de base ABC e vértice em F, logo possui volume igual aos das outras duas. Na
pratica, todas as trés piramides possuem uma face congruente, que representa metade da
face lateral do prisma. Tomando essa face como base, pode-se verificar empiricamente

que as trés piramides possuem a mesma altura, e, portanto, 0 mesmo volume.
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Figura 18 - Prisma montado utilizando-se as cores dos tetraedros, dando preferéncia a ordem azul, vermelho e
amarelo.

- Comparacdo do prisma construido e das piramides encaixadas compondo 0 prisma,

discutindo possiveis incongruéncias.

- Descricdo pelos alunos do que foi feito na oficina e por que, a ser entregue escrita

numa folha.

4.4.2. Implementacéo e analise

A oficina se realizou com os mesmo cinco alunos dos dois encontros anteriores,
na sala do Departamento de Ciéncias Exatas do Colégio de Aplicacdo. Quando fui
buscé-los na sala de aula, apenas J ndo parecia empolgado com a ideia de participar da
atividade, embora ninguém soubesse exatamente o que seria feito.

Comecei escrevendo no quadro as formulas dos volumes do prisma e da

piramide, e perguntei a eles se tinha como relacionar as duas formulas. M: “A diferenca
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de uma pra outra é que na piramide a gente divide por trés.” Discutindo isso, escrevi

_ Vprisma

entao as equacgdes Vpiramidze = =5 — € 3" Vpiramide = Vprisma, © falei: “Isso significa
entdo que se pegarmos um prisma, ele vai ter trés vezes mais volume que uma piramide,
desde que eles tenham a mesma base e a mesma altura. [Desenhei no quadro um prisma
triangular e uma pirdmide de mesma base e altura.] Vocés acham isso facil de enxergar,
que o volume da piramide vai ser um ter¢o do volume do prisma?” K: “E o que ta na
formula, ne...” “Sim, mas 0 que a gente poderia fazer para comprovar essa formula?”
M: “Construir um prisma?” Eu: “Para qué?” K: “Para medir o volume, e depois fazer
uma piramide e calcular o volume e ver que é um terco.” “Bom, se a gente fizesse isso,
estariamos aplicando a férmula, e o volume ia dar um terco por causa da férmula. Mas
como a gente pode se convencer que a formula ta mesmo certa, que ela faz sentido? M
comecou bem, a gente pode construir um prisma. E dai?” M: “A gente pode dividir ele
em trés, e tentar ver que da o volume da piramide.” “E € mais ou menos isso que a
gente vai fazer. A gente vai montar trés piramides que, quando encaixadas umas nas

outras, formam um prisma.”

Para comecar a desenhar a figura 17 no quadro, fiz o desenho de trés prismas
triangulares, todos na mesma posicao, e desenhei a primeira piramide da figura dentro
do prisma. “Segundo as formulas, essa piramide tem um tergo do volume do prisma.
Teriam que caber mais duas do tamanho dela dentro do prisma. Onde cabe outra?” K:
“lgual a essa, mas na base de cima.” K apontou e descreveu corretamente o
posicionamento da piramide laranja da figura. E continuou, depois de eu ter desenhado
essa piramide no segundo prisma que havia no quadro: “Mas vai dar mais uma ainda?
Ja usamos as duas bases.” Falei: “Pois &, sera que o pedaco que falta € mesmo uma
piramide? Vamos ver. O que falta para completar o prisma?” Todos os cinco alunos
pararam e olharam pro quadro, discutindo entre si como seria o solido formado pelo
prisma quando descontados os dois primeiros tetraedros analisados. K parece descrente
de que haveria ainda mais uma piramide, repetindo que as duas bases do prisma ja
estavam preenchidas. R, que até agora se mantivera calado, enumera os vértices do
prisma que ja foram utilizados nas duas piramides anteriores. Por fim, A levanta e
aponta, no terceiro prisma que havia no quadro, o triangulo EFB (veja na figura 17), que
de fato ndo pertencia a nenhuma piramide. “Ok, entdo se pensarmos que esse triangulo

¢ a base da terceira piramide, onde fica o vértice dela?” Nova discussdo, envolvendo
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todos os alunos. Por fim, vou ao quadro e, com a participacdo deles, procuro os outros

triangulos que n&o foram utilizados nas primeiras piramides, completando a terceira.

A: “Entendi, entdo se a gente fizer isso, vai querer dizer que o volume do prisma
é igual ao volume das trés piramides juntas. Mas dai elas ndo tinham que ser iguais?”
Respondo: “N&o necessariamente iguais, mas com 0 mesmo volume.” M: “Mas a
piramide do meio [se referindo a segunda piramide] ndo vai ter mais volume que as
outras? A base dela é maior.” K: “N&o é nada, é do tamanho da base do prisma, que
nem a da piramide da esquerda.” M: “Ah ta certo, é igual.” R: “Aquela da direita que
ta estranha.” A: “E, cadé a base dela?” Respondo: “A base é uma questdo de
referéncia, qualquer face da piramide pode ser a base, depende do nosso ponto de
vista.” A franze a sobrancelha e olha pro outro lado, como quem néo entendeu. “Vamos
comecar a construcdo, depois a gente discute melhor aquela piramide e vé se ela tem

mesmo 0 meso volume das outras.”

Os alunos separam as atividades de forma que K e M ficam responsaveis pela
construcdo das duas primeiras piramides da figura 17, J fica responsavel pela terceira e
A e R pelo prisma. Eles debatem para definir as medidas da base e da altura do prisma,
e comecam a construcdo. Nao foi chamada a atencdo para isso, mas apesar deles quase
inconscientemente — devido aos desenhos no quadro, que sugeriam isso, € aos encontros
anteriores, nos quais foram construidas piramides regulares — construirem o prisma e as
piramides com base regular, isso ndo era obrigatério. A construcdo e 0 encaixe dos

tetraedros se dariam eficientemente com uma base triangular qualquer.

Nessa etapa, mostrei a eles os tetraedros que eu ja havia feito anteriormente,
como eles se encaixavam para formar o prisma. J imediatamente ja pegou o0 que
correspondia ao que ele iria construir, para se guiar. Porém, com o tetraedro dissociado
do prisma, é um tanto confuso distinguir quais segmentos representam a altura e a base
do prisma, que eram as duas informacgdes que ele tinha, de modo que ele desistiu de
tentar copiar o modelo pronto e se guiou pelo desenho no quadro, que facilitava a
construcdo por situar o tetraedro ja dentro do prisma. Mesmo assim, ele pedia a minha
confirmacdo de que estava correto a cada etapa da construcdo, demonstrando
dificuldades no entendimento da figura no quadro.

A e R se dividem para fazer a o prisma, mas ha muita dificuldade para saber qual

cor de canudinho eles deveriam utilizar. (Embora eu houvesse trazido os tetraedros que
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compunham em prisma, ndo havia feito o prisma em si, que poderia servir de modelo
pra explicar a distribuicdo das cores.) A comega montando uma das piramides. Faz a
base corretamente, mas prossegue cortando trés canudinhos com o comprimento da
altura do prisma e monta-os na base formando com eles as arestas laterais, de modo que
acaba por construir uma piramide regular. Ela identifica que algo esta errado, mas nédo
entende o qué, ja que havia medido “corretamente” o comprimento dos canudos. S
quando Vvé a piramide que K estd montando, que é congruente a sua, que percebe que
uma das arestas laterais deve ser perpendicular a base, e que as outras duas possuem um
comprimento maior que a altura do prisma. Contrariada, desamarra sua piramide e vai

corrigi-la.

J mais uma vez é o mais habil nos trabalhos manuais, e termina sua pirdmide
primeiro. Ja foi mencionado que ele montou-a um tanto inseguro, pois se tratava da
terceira piramide da figura, a de maior dificuldade de visualizacdo. Com ela finalizada,
ele segura-a com o braco erguido a sua frente, revirando-a nas maos até encontrar a
posigdo exata em que ela esta representada no quadro, e fala: “B& s6 agora que eu me
liguei nesse desenho do quadro!” Com essa frase e suas dificuldades anteriores, concluo
que ter o solido em suas maos para manipuld-lo e compara-lo com a sua representacédo
plana que constava no quadro foi decisivo para que o aluno alcancasse uma melhor
compreensdo do contetudo e desenvolvesse mais suas habilidades de visualizacdo. Ao
final da aula, quando os alunos foram convidados a descrever a atividade feita na
oficina e justificarem os motivos pelos quais ela foi proposta, ele escreveu que “foi uma
trabalho muito produtivo, pois consegui observar as formas, coisa que antes ndo

conseguia”.

M e K também concluem seus tetraedros. Pegam o terceiro, construido por J, e
tentam por algum tempo montar o prisma, sem sucesso. A pouca diferenca entre as
medidas da aresta da base, da altura e da diagonal da face lateral do prisma dificultam as
coisas, tornando menos visivel os segmentos correspondentes para o encaixe. Depois de
muitas tentativas, pegam o conjunto de tetraedros que eu levei, montam-no primeiro e
sO entdo conseguem finalmente montar o seu. O fato do agrupamento dos tetraedros ndo
se manter coeso sem alguém o segurando é ate benéfico, por exigir mais das habilidades
geométricas das alunas. M, num dos fugazes momentos em que O prisma parou

montado, exclamou: “Ah ta ali o prisma, estou vendo!”.
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Com certeza o poliedro que deu mais trabalho para ser construido foi o prisma.
Além de ndo haver um modelo para servir de exemplo e de ser feito por dois alunos, o
que gerou um desacerto em certo momento, pois cada um foi construindo por um lado
que depois ndo se encaixavam, a montagem exigia uma escolha especifica de cores de
canudos para representar o lugar de cada piramide. Tive que apontar diversos erros na
construcdo que haviam passado despercebidos aos alunos, principalmente por ndo terem
claro em sua cabeca o desenho de cada um dos tetraedros. Logo, acredito se A e R
tivessem manipulado os tetraedros, tentado e falhado diversas vezes em encaixa-los no
formato do prisma como fizeram K e M, eles teriam mais informacGes e mais
“intimidade” com as componentes do prisma, o que facilitaria a construgdo do mesmo.
Essa observacdo me leva a propor uma alteragcdo no planejamento da oficina. Pareceu-
me que seria mais proveitoso e mais facil se 0s grupos contassem com exatamente trés
componentes, onde cada um ficaria responsavel pela montagem de um tetraedro; com os
trés finalizados, todos deveriam tentar o encaixe até formar o prisma, para s6 entdo
construi-lo, observando as cores utilizadas para denotar corretamente a posi¢cdo de cada

tetraedro.

Figura 19 - Prisma montado por A e R, utilizando as mesmas cores utilizadas nos tetraedros.

Com todos os poliedros concluidos, reuni-os na mesa, com 0s tetraedros
encaixados formando o prisma ao lado do prisma, e perguntei 0 que poderiamos
concluir com essa montagem. K: “Quer dizer que o volume do prisma é o volume dos
trés triangulos juntos.” Durante todo o trabalho, foi muito comum os alunos falarem
“tridngulos” com a intengdo de se referir a “piramides”. “Mas da pra concluir que o

volume de cada piramide é um terco do volume do prisma?” A: “Sim, porque a base é
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igual para os dois.” “Mas ¢ igual s6 para essas duas piramides; e a essa terceira, que
foi 0 J quem montou? Como a gente pode ver se ela tem 0 mesmo volume das outras
duas?” M: “Mas tem que ter, a base € igual para as trés.” “Qual é a base dessas
piramides?” M colocou as duas piramides congruentes apoiadas na face congruente a
base do prisma. “E essa terceira piramide também tem essa base?” J revirou a pirdmide
em suas mé&os e respondeu: “N&o tem nenhum lado assim.” M pareceu desistir: “Entéo
ndo tem o mesmo volume.” “Mas tem uma face que todas as trés piramides tém. Olha
sO, todas possuem essa face em comum, que representa metade da face lateral do
prisma.” E coloquei as trés piramides apoiadas na face citada, lado a lado na mesa
(figura 20). “A base de um tetraedro depende do ponto de vista que a gente tem. Se eu
colocar ele apoiado nessa face, ela é a base e a altura € essa”, e apontei 0 comprimento
que correspondia ao que falei. “Nessa posicdo, a gente vé que as bases das trés
piramides sdo iguais e conseguimos ver, mais ou menos ‘no olho’, que nessa posicao
elas tm a mesma altura também. Entdo o volume das trés vai ser o mesmo, ja que a
base a altura sdo as mesmas.” Os alunos concordaram, embora nenhum deles parecesse

estar prestando muita atengdo. “Assim, a gente separou o prisma em trés piramides que

possuem 0 mesmo volume e que juntas, encaixadas, formam o prisma.”

Figura 20 - Trés tetraedros componentes do prisma. Nesta posicédo ¢ facilitada a argumentagéo para mostrar a
igualdade dos volumes: idealmente, todas as bases sdo congruentes e as alturas sdo iguais.

Para finalizar a oficina, pedi que cada um escrevesse numa folha o que o grupo

todo havia feito nesta atividade e por que eles achavam que essa atividade havia sido

proposta.

A respondeu que “(...) Entendemos que dentro de um prisma cabem trés
pirdmides com volumes iguais, pois se a area da piramide € um terco da area do
prisma, logo trés vezes o volume da piramide é o volume do prisma. (...)” Notei que, ao
escrever sua resposta, ela olhava repetidamente para o que havia no quadro. Apesar da

sua confusdo, escrevendo “area” no lugar em que o correto seria “volume”, sua resposta
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foi praticamente uma copia das relacfes que continuavam expostas no quadro, entre 0s
volumes do prisma e da pirdmide. Apesar de destacar apenas a interpretacdo das
férmulas em suas respostas, entendo, através de sua participacdo e de suas dificuldades
superadas ao longo da construcdo do prisma, que a aluna conseguiria articular uma
justificativa para a formula baseada nos solidos construidos, que era o objetivo
pretendido com a atividade, mas preferiu se apoiar nas informagdes “seguras” que
encontrou no quadro para dar sua resposta. Além disso, fez mencdo a igualdade dos

volumes das piramides, hipdtese essencial para a conclusédo pretendida.

Em sua resposta, M escreveu que ““(...) A proposta de fazermos os triangulos foi
para percebermos que o prisma é formado pelos trés triangulos e ambos tém a mesma
altura e base, logo, 0 mesmo volume.” Apesar do seu engano, trocando tridngulo por
pirdmide, sua resposta pode ser considerada como um dos sucessos da oficina, pois é
sinal de que a aluna refletiu sobre suas ac¢Ges e concluiu a relacéo entre os dois volumes
através das construgdes propostas. Finalizando sua escrita, ela generaliza: “Fizemos isto
para perceber que um prisma triangular, e demais prismas, sdo formados por
triangulos.” Mais uma vez, é escrito tridngulo para denotar piramide. Essa segunda
parte de sua resposta sugere uma generalizacdo que € apressada: ndo é imediato de ver
que o raciocinio utilizado nessa atividade pode ser adaptado para qualquer prisma. N&o
estd claro nem mesmo para um prisma quadrado, que seria intuitivamente o proximo a
ser considerado, que a decomposi¢cdo em trés piramides de base quadradas, analoga a

utilizada aqui, é possivel.

J, conforme ja falado, ndo fez nenhuma aluséo as relagdes entre os volumes dos
solidos, mas apenas quanto aos seus avangos no que toca a “observar as formas
geométricas”, no sentido de compreensdo das representacfes planas. R finalizou sua
resposta dizendo que tinha achado muito dificil montar as piramides, fato confirmado
pela sua dificuldade com os canudinhos ao longo das praticas.

A resposta mais bem estruturada foi a de K: “Hoje fizemos trés piramides e um
prisma de base triangular, para depois juntarmos as trés piramides de certo modo para
que eles tenham o mesmo volume do prisma e cada triangulo tem o mesmo volume dos
outros. Fizemos isso para ver que um prisma com base triangular tem o mesmo volume
dos trés triangulos juntos.” Desconsiderando 0s erros semanticos e ortograficos, com

essa resposta, K descreveu perfeitamente as atividades realizadas e o seu propdsito,
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revelando-se consciente das implicacBes da pratica realizada e conseguindo a extracao

do conceito tedrico por tréds da atividade.

Todos os registros escritos citados se encontram anexados no final deste texto.

4.5. TERCEIRA OFICINA: TRIMINO LOGARITMICO

4.5.1. Planejamento original

e Objetivo: produzir cinco Triminds Logaritmicos, desenvolver construgdes
geométricas, exercitar raciocinios de generalizacdo, revisar e aplicar propriedades do

logaritmo.

e Conhecimentos envolvidos: construgdes com régua e compasso, construgdes
com régua graduada, ponto médio, mediatriz, medicdo de segmentos, raciocinios de

generalizacdo, propriedades do logaritmo.
e NuUmero de participantes: cinco grupos de um ou dois alunos.
e Tempo previsto: 3h10min.

e Materiais necessarios: cinco folhas coloridas de EVA tamanho A3, tesouras,
lapis, compassos, réguas, cinco rétulos do jogo (papéis descrevendo o jogo, conforme
indicado abaixo), cinco embalagens plasticas para armazenamento dos jogos

confeccionados. Os alunos devem trazer material para anotagdes e rascunhos.

e Desenvolvimento:

1) Descricdo do jogo e formacéo dos grupos (10min)

- O primeiro passo para a construcdo de um jogo até entdo desconhecido é comecar por
apresenta-lo e explicar como joga-lo. Mostrar para os alunos o Trimino ja pronto e falar
0 que consta no seu rétulo: “Um Trimino Logaritmico ¢ um quebra-cabeca, em que cada

peca possui a forma de um tridngulo equilatero, no qual pelo menos um de seus lados
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possui uma expressdo matematica. As pecas devem ser encaixadas identificando os
lados que possuam expressdes equivalentes, formando, assim, um Unico triangulo
equilatero.” As expressdes envolvem propriedades do logaritmo, donde vem o titulo

Trimin6 Logaritmico.

- Separar os alunos em grupos de 3 ou 4 componentes; cada grupo sera responsavel pela

confec¢do de um Trimino.

2) Construcdo de um tridngulo equilatero usando meios quaisquer (15min)

- Nesta etapa, é proposta aos alunos a construcdo de um triangulo equilatero de maneira
livre, ou seja, eles podem fazer uso de régua graduada, de compasso e do que mais
estiver a sua disposicao. O objetivo é verificar a familiaridade que os alunos tém com o
compasso e deixar clara a dificuldade dessa construcdo sem este instrumento, além de
chegar a conclusdo intuitiva de que as medidas dos angulos internos do tridngulo

também terdo necessariamente de ser iguais entre si.

3) Construcdo de um triangulo equilatero com régua e compasso (30min)

- Discussdo geral sobre construcbes com régua e compasso: explicitar que nesse
contexto, a régua é apenas uma ferramenta para tragar segmentos de reta, ou seja, ndo
sera feito 0 uso de sua graduacdo, e que o uso principal do compasso € preservar e
transportar medidas. Em particular, construir uma circunferéncia genérica de raio r e

centro num ponto C e definir esta como sendo 0 conjunto dos pontos que distam r de C.

- Construcdo de um triangulo equilatero no quadro a partir dos seguintes passos: tragar
um segmento de medida qualquer (que sera a medida do lado do tridngulo); tracar uma
circunferéncia centrada em cada um dos extremos do segmento e que contenha o outro
extremo; marcar um dos pontos de interseccdo das circunferéncias; tracar os segmentos
que ligam esse ponto a cada um dos extremos do segmento. Veja a figura abaixo.
Argumentar porque o tridngulo construido é equilétero, baseando-se nos raios das

circunferéncias.
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Figura 21 — Construgéo com régua e compasso de um triangulo equilatero.

- Construcdo de triangulos equilateros por parte dos alunos; quando finalizado, cada
aluno pode verificar a precisao de sua construcdo medindo os lados de seus triangulos

com a régua graduada.

4) NUmero de pecas de um Trimind e sua relacdo com o numero de equacoes

necessarias para sua confeccao (40min)

- Discutir com os alunos: Um Trimind montado possui a forma de um triangulo

equilatero formado por varios triangulos equilateros menores, mas quantos? Esse pode
ser um namero arbitrario?

- Desenhar no quadro triangulos equilateros formados por 1, 4, 9 e 16 triangulos
equlilateros menores, e pedir que eles conjecturem quantos triangulos menores formarédo
0 proximo triangulo maior. Chamando a atencdo para o fato que de a diferenca do
numero de “pegas” entre um tridngulo grande e o proximo é sempre um numero impar
de “pecas” adicionadas a sua base, aqui ha a possibilidade de discutir a identidade

143+5+-+02n—-1)=n%

- Neste momento, os alunos devem decidir o tamanho do Triminé que irdo
confeccionar. O nimero minimo de pecas de cada Trimin6d é 25, mas os alunos sao
livres para fazerem um com 36 pecas se assim quiserem, desde que o tamanho de cada
peca, limitado pelo material disponivel, ndo fique muito pequeno. (Lembre-lhes que

ainda serdo escritas expressoes nos lados das pecas!)
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Figura 22 - Diagramas de Triminds e equagdes entre suas pecas.

- Cada peca sera unida a pelo menos uma outra através de expressdes equivalentes, ou
seja, cada peca possuird um lado de uma equacdo logaritmica, como, por exemplo,
log 12 = log 3 + log 4. Veja os diagramas acima.

Nos diagramas, cada traco vermelho representa uma ligacdo entre duas pecas, ou
seja, uma equacéo logaritmica. Comecar desenhando no quadro o diagrama do Trimino
de 4 pecas com todas as suas ligacdes, e ir progredindo até o de 25 pecas. Perguntar: E
possivel prever quantas ligagdes serdo utilizadas no Trimin6 de 36 pecas? E possivel

generalizar o raciocinio para um Trimind de n? pecas?

- Note que ndo € estritamente necessario para a montagem que cada peca do Trimind
esteja ligada a cada uma das outras a sua volta; o ultimo diagrama da figura acima
mostra o Trimin6 de 25 pecas com um numero otimizado de ligagdes. Pergunta: Existe
um menor numero de ligacBes necessérias? Como encontrd-lo? Note que com menos

ligagBes, a montagem do quebra-cabeca fica mais dificil, pois antes sabiamos que se
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uma peca tinha algum lado sem escrita, entdo ela era parte da borda externa do triangulo
grande quando montado. Neste momento, os alunos devem decidir quantas ligagoes

utilizardo e esbocar um diagrama do seu Triminé montado com as liga¢des indicadas.

5) Esbogo do Trimin6é montado (20min)

- Decidido o tamanho, o numero de ligac6es entre as pecas e a sua disposi¢do, os alunos
deverdo desenhar, na folha de EVA, o Trimind montado. Para isso, deverdo construir
pelo menos 0s primeiros com régua e compasso, mas uma régua graduada também pode
ser utilizada. Deve-se chamar a atencdo para que o tamanho de cada peca ndo exceda o

limite imposto pelo tamanho da folha de EVA.

6) Planejamento das equacdes logaritmicas (40min)

- Fazer uma breve revisdo das propriedades basicas do logaritmo: loga + logh =
logab; loga —logh = log%; loga™ = n-loga; b'°8 % = q. Os alunos devem entdo
criar equacdes logaritmicas utilizando essas propriedades. Cada membro de cada grupo
deve criar pelo menos uma equacdo envolvendo cada uma das cinco propriedades.
Devido a limitacdo de espaco em cada peca, devem ser priorizadas equacgdes curtas. Nao
pode haver equacdes repetidas, e o professor deve revisar cada lista de equagdes dos

grupos, a fim de ver se todas estdo corretas.

7) Escrita e recorte das pecas (15min)

- Finalmente, falta apenas escrever nas pecas um membro de cada equacao, conforme

planejado, e recortar as pecas.
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4.5.2. Primeira implementacéo e analise

Diferentemente das anteriores, esta pratica foi proposta aos alunos de duas
turmas de 2° ano do Colégio de Aplicacdo da UFRGS como uma atividade de
recuperacdo, a ser realizada no turno inverso ao das aulas. Ambas as turmas estavam
correntemente estudando geometria plana e espacial. Estavam sendo esperados em torno
de 5 a 10 participantes, mas acabou por comparecer 21 alunos na atividade, o que foi
uma das grandes dificuldades a ser superada. Um nimero de participantes maior do que
0 previsto resultou num numero insuficiente de materiais disponiveis: ndo havia
compassos, réguas nem folhas de EVA suficientes para que cada um dos alunos pudesse
trabalhar individualmente. O revezamento de materiais deixava muitos alunos ociosos,
que acabavam por conversar e se desligar da atividade. Além disso, um grande numero
de alunos dificulta a pesquisa baseada no método clinico, pois dificulta o
acompanhamento individualizado aos alunos e atrapalha as discussdes aprofundadas
acerca das idéias e raciocinios elaborados por estes. O gravador ficou sobre uma mesa
entre dois grupos, de modo que ndo conseguiu captar claramente os dialogos de nenhum

dos grupos, atrapalhado pelo ruido ambiente das conversas concomitantes de cada

grupo.

Conforme planejado, apds a apresentacdao do que era um Trimind Logaritmico, a
primeira atividade proposta aos alunos foi a construcdo de um triangulo equiléatero
utilizando meios quaisquer. O desenho, em particular, tem na geometria um duplo
interesse: como linguagem para meditar, exemplificar ou representar conceitos e
propriedades, e como finalidade de representagdo fiel e rigorosa. Segundo Alsina,
Burgués e Fortuny (1991), “(...) pode ndo se fazer um cubo ou ndo se conhecer um
tangram, mas ndo desenhar em geometria seria simplesmente renunciar a linguagem
mais genuina da disciplina”. No contexto da Matematica, desenhar néo é tanto chegar a
representacdo perfeita quanto colocar em jogo o rigor e a ordem com que proceder a
realizacdo de tais tracados, e isso foi enfatizado ao maximo durante essa parte de

construcdes geométricas realizada na oficina.

Foram distribuidos os materiais para cada grupo, compostos por quatro ou cinco
alunos, mas apenas dois ou trés conseguiam efetuar algo de cada vez, devido a escassez

de instrumentos. Dois alunos se lembravam de uma série de atividades com régua e
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compasso que tinham feito um ano antes; esses, entdo, logo trataram de pegar um
compasso e fazer a construcdo classica de um tridngulo equilatero. Varios utilizaram
outro método ja esperado, utilizando a régua graduada e tracando, aproximadamente, a
mediatriz do segmento, para entdo localizar o terceiro vértice do tridngulo. Os restantes
que efetivamente tentaram algo seguiram por tentativa e erro até conseguirem tracar um

tridngulo cujos lados tivessem aproximadamente a mesma medida.

Quando chamei a atencdo dos alunos para discutir no quadro as idéias que
surgiram, um dos alunos que utilizou a construgdo com régua e compasso se adiantou e
veio expor tal constru¢do no quadro. Ele argumentou a igualdade dos tamanhos dos
lados do triangulo corretamente, mas a maioria da turma se encontrava dispersa e
desinteressada. Eu entdo falei da construcdo com régua graduada utilizando a mediatriz,
mas mesmo 0s poucos alunos que tinham utilizado esse método e estavam prestando
atencdo ndo sugeriram nenhuma justificativa para o fato do triangulo construido ser
equilatero. Encerrei essa etapa apenas dizendo que as duas construcdes estavam
corretas, apesar da segunda nao ser tdo precisa quanto a primeira, e que cada um deveria
decidir qual delas usaria na construcdo dos varios triangulos equilateros que deveria ser

feita posteriormente.

O préximo passo era a discussdo do nimero de pecas e de equacdes necessarias
para a confec¢do de um Trimind. Perguntei: “Um Trimind é um quebra-cabeca, em que
as ‘pecas’ sdo tridngulos equilateros que formam, no final, um Unico triangulo
equilatero grande.” Desenhei no quadro um tridngulo eqiiilatero formado por quatro
menores. “Este aqui, por exemplo, é formado por quatro pegas. Podemos montar um
TriminG com um numero qualquer de pecas?”. Uma menina que sentava a frente
respondeu com a cabeca que n3o. “Entdo me diz um ndmero que ndo da.” Ela
respondeu: “Sei la. Trés.”. “Por que ndo da pra construir um triangulo grande s6 com
trés pequenos?” “Porque se tu tirar um desses quatro, ja ndo fica mais um triangulo,
falta um pedaco”, falou a aluna. “Entdo quantas pegas a gente precisa pra montar o
proximo Trimind?” Poucos alunos estavam acompanhando o raciocinio, ¢ nenhum
destes respondeu. N&o é uma pergunta facil, entretanto; alguns poucos alunos olhavam
intrigados para o quadro, mas a maioria parecia se limitar a esperar as conclusdes para
finalizar a atividade e ganhar sua nota extra, conforme combinado. Alguns alunos
manifestaram entusiasmo com as conclusdes que foram surgindo, como, por exemplo, 0

fato de que o numero de pecas de um Trimind é sempre um quadrado perfeito, mas ndo
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houve praticamente nenhuma participacao dos alunos na deducdo desses fatos, e muito

poucas hipdteses foram levantadas.

Conclui falando que o Trimino que eles iriam montar seria um de 25 pecas, logo
cada grupo teria de fazer pelo menos 25 triangulos equilateros. Alguns optaram pelo uso
do compasso, mas foram poucos, até pelo fato de ndo haver compassos para todos que
haviam folhas. Forcosamente, muitos ficavam desocupados devido a falta de material,
que conferia uma desculpa também aos desinteressados. A medida que os grupos iam
terminando, ja Ihes orientei para que fossem recortando seus triangulos. Quando alguns
grupos ja estavam com os triangulos recortados, mais uma vez tentei reunir a atencdo da

turma no quadro.

Ensaiei uma tentativa de raciocinio para determinar o nimero de equacdes
necessarias, mas a grande dificuldade dos poucos alunos que estavam prestando atencao
e a dispersdo dos alunos restantes me desmotivaram. E sem ddvida um raciocinio n&o-
habitual para um estudante de ensino médio o que eu estava requerendo; generalizacGes
sdo, via de regra, uma dificuldade mesmo para estudantes universitarios. No fim, foi
apenas um exercicio de contagem constatar que o numero de equacdes para ligar cada
peca as outras a sua volta era 30. Tentei ainda argumentar que poderiamos otimizar esse
namero, mas acredito que ficou confusa minha argumentacdo, e entdo desisti dela, e
conclui falando que os alunos deveriam inventar 30 equag6es por grupo, envolvendo as
propriedades do logaritmo. Escrevi no quadro as seguintes propriedades, ja utilizando

exclusivamente a base 10 exceto na ultima: loga + logb = logab; loga —logh =
log%; loga™ = n-loga; b'°8» @ = q. Abaixo de cada propriedade, escrevi um exemplo

da mesma.

Ao avistarem “log” escrito no quadro, a maioria dos alunos se desanimou. “Eu
ndo sei logaritmo, ja ndo me lembro de mais nada”, um aluno falou, e muitos que
ouviram concordaram. Apds insistir, explicar que bastava substituir as variaveis em seus
devidos lugares para formar outros exemplos como os do quadro, alguns comecaram a
tentar por si s6. Alguns dos grupos atrasados ainda estavam desenhando os triangulos
no EVA. A maioria dos grupos havia trabalhado de forma desigual, ou seja, apenas
alguns haviam desenhado e recortado os triangulos, de forma que agora era a vez dos
outros se esforgarem, enquanto estes conversavam ou simplesmente iam embora. Dentre

0s que tentavam trabalhar nas equagdes, quase todos inventavam equacdes utilizando



69

apenas a primeira propriedade, da soma de logaritmos de mesma base, de modo que a

montagem do Trimind envolveria apenas essa propriedade.

Grande parte dos alunos “ativos” da sala inventava varias equacdes que davam o
mesmo resultado, o que tornaria o Trimin6é muito mais dificil de ser montado: ao avistar
uma peca com log 12 em um dos seus lados, como saber se ela deveria ser encaixada na
peca que continha log3 +log4 ou na que continha log2 + log6? Mesmo assim,
resolvi ndo insistir nos critérios de que cada membro de cada igualdade deveria aparecer
apenas uma vez e que todas as propriedades deveriam ser igualmente utilizadas, dada a
dificuldade encontrada pelos alunos na criacdo das identidades. Considero essa
dificuldade até natural, visto que é uma matéria ja vista ha algum tempo, que apareceu

repentinamente, sem revisdes ou algo parecido.

Tais dificuldades me levaram a rever a utilizagdo dessa parte de logaritmo na
programacdo dessa oficina. O surgimento abrupto de um contetdo numa atividade,
enguanto a turma estd atualmente estudando outro, levanta naturalmente uma série de
problemas que ndo séo vantajosos, visto que os alunos nada tém a ganhar, exceto uma
revisdo despropositada. Conclui que essa ultima parte da oficina so faria sentido se a

turma participante estivesse atualmente estudando logaritmo.

Apesar de todas as dificuldades, ao final da oficina, todos os grupos haviam
montado o seu Trimind Logaritmico. Mas algumas conclusdes estavam claras: para a
pesquisa, 0 grande numero de alunos foi bastante prejudicial, enquanto que para a
atividade de construcdo de material didatico, o conhecimento que a turma possuia
acerca do conteudo de logaritmos se apresentou como um grande obstaculo a ser
superado. Analisando a oficina do ponto de vista fundamental deste trabalho, isto é, do
ponto de vista da aprendizagem que os alunos tiveram ao longo das atividades
desenvolvidas, nota-se que o ponto alto desta pratica foi a parte de construcbes de

triangulos equilateros, e mesmo estas foram pouco frutiferas.

Os exercicios de generalizacdo propostos encontraram grandes dificuldades, mas
as interpreto como sendo parcialmente naturais. Porém, isso me leva a procurar
alternativas para facilitar o desenvolvimento de tais exercicios, pois 0s considero uma
das maiores virtudes dessa proposta. S3o raras as vezes que temos uma situacdo

concreta motivadora para trabalha-los, e sdo freqlientes as questdes de vestibular e da
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Olimpiada Brasileira de Matematica para Escolas Publica (OBMEP) que exigem

raciocinios semelhantes, conforme ilustrado nas figuras 23 e 24.

Um dos fatos notados nessa implementacdo, foi que os trés conteddos mais
fortemente trabalhados (geometria euclidiana plana, raciocinios de generalizagdo e
logaritmo) poderiam ter sido mais organizadamente separados. Caso fosse optado pela
construcdo dos triangulos de EVA antes de se comecar a pensar no planejamento
especifico de cada Trimin6, os tridngulos ja prontos poderiam servir de material
manipulativo a ser utilizado nas questdes seguintes. A questdo de quantas pecas
compdem o Trimind seguinte ao de quatro pecas poderia ser trabalhada de modo mais
concreto com as pecas ja em maos. Acredito que isso contribuiria para uma maior
aproximacdo dos alunos com a questdo apresentada, e tornaria o Trimind Logaritmico

um material “ainda mais bivalente”.

Considere o enunciado abaixo, que descreve etapas de uma construcdo.

Nz primeira etapa, toma-se um quadrado de lade 1. MNa segunda, justapde-se um nove guadrade de lado 1
adjacente & cada lado do guadrado inicial. Em cada nova etspa, justapdem-se novos quadrados de ladeo 1 ao
longo de todo o bordo da figura obtida na etapa anterior, como esta representado abaixo.

O O I 1

1* Etapa & Eapa I Eaga 4* Etapa

Seguindo esse padr3o de construcdo, pode-se afirmar que o ndmero de guadrados de lado 1 na vigésima etapa &

(A} 758
(g} 759.
(c) 7e0.
(D) 761.

(E) 762

Figura 23 - Exemplo de quest&o do vestibular da UFRGS cuja resolugdo requer raciocinios de generalizacao.
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5. Conjunto de Cantor — Desenhe um segmento de reta de comprimento 1, e denote-o
por C;. Remova o terco central (sem remover os extremos). Denote por C3 o que
sobrou. Agora, remova o terco central (sem os extremos) de cada segmento de reta de
(2. Dencte por ('3 o que sobrou. Podemos continuar esse processo, em cada estigio
removendo o tergo central de cada segmento em C; para formar Cp;.

Ci
C;E‘_' A ~ = = == === == ——— —————
Cﬁ‘ — - = - — — - - - —

(a) Desenhe Cy, C'3 e C'3, indicando os nimeros nos extremos dos segmentos.

4 3 4
3°081 81
(c) Quais s30 os comprimentos de Cs, Cy e C? Vocé pode achar uma express3o para

o comprimento de C,7

(b) Quais dos seguintes pontos pertencem ao conjunto de Cantor?

Figura 24 - Exemplo de questdo da OBMEP cuja resolugdo requer raciocinios de generalizacao.

Devido as dificuldades de obtencdo de dados e as condi¢fes ndo tdo favoraveis,
foi decidido que a oficina seria implementada ainda mais uma vez, com um grupo

menor de alunos e ja com as alteracdes citadas acima no seu planejamento.

4.5.3. Planejamento adaptado

e Objetivo: produzir cinco triminds logaritmicos, desenvolver construcdes
geomeétricas, exercitar raciocinios de generalizacdo, revisar e aplicar propriedades do

logaritmo.

e Conhecimentos envolvidos: constru¢cbes com régua e compasso, construcoes
com régua graduada, ponto médio, mediatriz, medicdo de segmentos, raciocinios de

generalizacdo, propriedades do logaritmo.

e Conhecimentos pré-requisitados: propriedades dos logaritmos
(preferencialmente, os alunos devem estar correntemente estudando propriedades dos
logaritmos), conhecimentos sobre progressdes aritméticas também sdo desejaveis,

embora ndo estritamente necessarios.
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e Tempo previsto: 2h45min
e NuUmero de participantes: dois grupos de trés alunos.

e Materiais necessarios: trés folhas coloridas de EVA tamanho A4 por grupo,
seis tesouras, seis compassos, seis réguas, dois rotulos do jogo (papéis descrevendo o
jogo, conforme indicado abaixo), duas embalagens plasticas para armazenamento dos

jogos confeccionados. Os alunos devem trazer material para anotagdes e rascunhos.
e Desenvolvimento:

1) Construcao e recorte de tridangulos equilateros (45min)

- O primeiro passo para a construcdo de um jogo até entdo desconhecido é comegar por
apresenta-lo e explicar como joga-lo. Mostrar para os alunos o Triminé ja pronto e falar
0 que consta no seu rotulo: “Um Trimino Logaritmico ¢ um quebra-cabeca, em que cada
peca possui a forma de um triangulo equilatero, no qual pelo menos um de seus lados
possui uma expressdo matematica. As pecas devem ser encaixadas identificando os
lados que possuam expressdes equivalentes, formando, assim, um U{nico triangulo
equilatero.” As expressdes envolvem propriedades do logaritmo, donde vem o titulo

Trimind Logaritmico.

- Separar 0s alunos em grupos de 3 ou 4 componentes; cada grupo sera responsavel pela

confeccdo de um Trimind.

- Proposicéo aos alunos da construcdo de um triangulo equilatero de maneira livre, ou
seja, eles podem fazer uso da régua graduada, do compasso e do que mais estiver a sua
disposigéo, como esquadro e transferidor. O objetivo é verificar a familiaridade que os
alunos tém com o compasso e deixar clara a dificuldade dessa construgdo sem este
instrumento, além de chegar a conclusdo intuitiva de que as medidas dos angulos

internos do triangulo também terdo necessariamente de ser iguais entre si.

- Discussdo com os alunos as construgdes que surgiram, argumentando por que o0s
triangulos construidos sdo equilateros (ou ndo). Em particular, pelo menos as duas

construcdes abaixo devem ser discutidas e justificadas passo a passo.
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Figura 25 - Construcéo passo a passo de um triangulo equilatero com régua e compasso.

e Construcdo de um triangulo equilatero com régua e compasso: tracar um
segmento de medida qualquer (que serd a medida do lado do triangulo); tracar uma
circunferéncia centrada em cada um dos extremos do segmento e que contenha o outro
extremo; marcar um dos pontos de interseccao das circunferéncias; tracar os segmentos

que ligam esse ponto a cada um dos extremos do segmento. Veja a figura acima.

Argumentar porque o triangulo construido € equilatero, baseando-se nos raios das

circunferéncias.

1ABI IABI

Figura 26 - Construgdo passo a passo de um triangulo equilatero com régua graduada.

e Construcdo de um triangulo equilatero com régua graduada: tracar um segmento
de tamanho qualquer; medi-lo com a régua para encontrar seu ponto médio; utilizando a
régua, tracar uma reta aproximadamente perpendicular ao segmento dado passando pelo
ponto médio, que é denominada mediatriz do segmento; com a graduacdo da régua,
determinar qual ponto da mediatriz dista das extremidades da cada um dos lados do
segmento inicial o comprimento deste; tracar dois segmentos unindo esse ponto aos

extremos do segmento inicial.

Note que a régua graduada ndo pode garantir a perpendicularidade entre duas
retas, de modo que a reta construida durante esse processo € apenas uma aproximacao

da mediatriz.

- Preenchimento das folhas de EVA com triangulos equilateros medindo 8cm de lado,

utilizando algum dos metodos discutidos acima.
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2) Determinacdo do numero de pecas e equacdes de um Trimind (60min)

- Discutir com os alunos: Um Triminé montado possui a forma de um triangulo

equilatero formado por varios triangulos equilateros menores, mas quantos? Esse pode

ser um numero arbitrario? Os tridngulos recém recortados podem ser utilmente

manuseados na busca da resposta.

- Desenhar no quadro um triangulo equilatero formado por quatro triangulos equilateros
menores, e pedir que eles conjecturem quantos triangulos menores formardo o proximo
triangulo maior. Encontrada a resposta (9), perguntar novamente quantos triangulos
pequenos formardo o préximo. Chegar, com o auxilio dos alunos, a conjectura de que o

namero de pecas de um trimind € sempre um quadrado perfeito.

- Passar ao estudo da variacdo do numero de pecas entre um trimind e o proximo,
verificando que a diferenca do nimero de pecas entre eles é sempre um nimero impar,
que pode ser interpretado como correspondente ao nimero de pecas adicionadas a sua
base. Mais uma vez, a manipulacdo dos triangulos de EVA recortados pode ser muito
util na formulacgdo e verificacdo de hipdteses por parte dos alunos. Concluir discutindo a
identidade 1 + 3 + 5 + -+ (2n — 1) = n?, que pode ser deduzida através da formula
da soma de uma PA finita, caso os alunos ja tenham estudado esse contelddo. Essa
igualdade comprova a conjectura anterior acerca do nimero total de pecas de um

trimino.

- Em um trimin6, cada peca é ligada a pelo menos uma outra através de expressdes
equivalentes, ou seja, cada peca possuird pelo menos um lado de uma identidade
logaritmica, como, por exemplo, log 12 = log 3 + log 4. Veja os diagramas abaixo. Em
cada diagrama, os tracos vermelhos representam ligacdes entre duas pecas, ou seja, uma
identidade logaritmica. Comecar desenhando no quadro o diagrama do trimino de 4
pecas com todas as suas ligacdes, e ir progredindo até o de 25 pecas. Perguntar aos
alunos: E possivel prever quantas ligacdes serdo utilizadas no triminé de 36 pecas? E
possivel generalizar o raciocinio para um triminé de n? pegas? Com a ajuda dos alunos,
formular hipéteses para responder as questdes. Uma possivel forma de argumentar é
através da variacao entre o nimero de ligacdes entre um triminé e seu sucessor. Dividir
0 numero de ligacbes em grupos de trés, como sugerem os diagramas, também pode ser

atil.




75

. | . l/ \I

i XX X X
/] SUVANLIVA L
XX AN AN A X XK 2 X

Y po

/ £ ;AN N
/XN VAR
Ve VAR A

SR A ANUVAVIVARVA
VA aYaTaVa sV S YA WS AVATRN

/%X _;:éxxxx“\ /3 XXX X ) XN
i 4 ) / \ ¥ \ \ W

¢ - w u . & ° e " - .

Figura 27 - Diagramas de triminds e ligagdes entre suas pecas.

- Note que ndo é estritamente necessario para a montagem que cada pec¢a do Trimind
esteja ligada a cada uma das outras a sua volta; algumas ligacdes sdo desnecessarias
desde que as pecas que seriam unidas por elas tenham sua posicdo fixada por outras
ligaces. O ultimo diagrama da figura acima mostra o Trimind de 25 pegas com um
namero otimizado de ligagdes: no lugar das 30 ligagdes inicias, foram utilizadas apenas
24. Discutir com os alunos: Existe um menor nimero de ligacdes necessario? Como
encontrd-lo? Note que, com menos ligacBes, a constru¢cdo do trimind é menos
trabalhosa, mas a montagem do quebra-cabeca fica mais dificil, pois antes sabiamos que
se uma peca tinha algum lado sem escrita alguma, entéo ela era parte da borda externa
do tridngulo grande quando montado. Além disso, a correcdo da posi¢do de uma peca
poderia ser verificada através de mais de uma ligacéo, o que ndo é possivel caso suas

ligagdes se reduzam a uma so, por exemplo.

- Neste momento, os alunos devem decidir quantas ligagOes utilizardo e esbogar um

diagrama do seu Triminé montado com as liga¢des indicadas.

- Decidido o tamanho, o nimero de ligagdes entre as pecas e a sua disposi¢do, os alunos
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deverao fazer um diagrama do triminé montado, como os da figura 27.

3) Planejamento e escrita das identidades logaritmicas (60min)

- Fazer uma breve revisdo das propriedades basicas do logaritmo: loga + logh =
logab; loga —loghb = log%; loga™ =n-loga; b'°8»® = a. Os alunos devem ent&o
criar identidades logaritmicas utilizando essas propriedades. Cada membro de cada
grupo deve criar pelo menos uma identidade envolvendo cada uma das cinco
propriedades. Devido a limitacdo de espaco em cada peca, devem ser priorizadas
identidades curtas. Ndo pode haver membros de uma identidade repetidos, e o professor

deve revisar cada lista de identidades dos grupos, a fim de ver se todas estdo corretas.

- Finalmente, os alunos deverdo escrever nas pecas um membro de cada identidade.
Antes de comecar a escrita, as pecas ja deverdo estar dispostas na forma de um triangulo

equilatero grande, para facilitar a organizacao.

5.5.4. Segunda implementacdo e analise

A segunda pratica da oficina foi efetuada com a participacdo de seis alunos do
segundo ano do Colégio de Aplicacdo da UFRGS, sendo que nenhum dos quais havia
participado da edicdo anterior da oficina. Os alunos aqui serdo denotados por P, T, C, R,
A e J. Com esse numero de participantes, havia uma folha A4 de EVA, uma tesoura,
uma régua e um compasso para cada um dos alunos. Apds as apresentacOes dos
integrantes, da oficina e do Trimind, os materiais foram distribuidos e os alunos foram
convidados a construir um triangulo equilatero primeiro utilizando apenas a régua

graduada e depois com régua e compasso.

R comecou com a construcdo com regua graduada ja esperada. Perguntei a ele:
“Este triangulo que tu construiu é equilatero? Por qué?”. R: “E equilatero porque eu
medi com a régua.” “Sim, com a régua tu confirmou depois que ele era equilatero, mas
0 que na tua construcao garante que ele seja equilatero?” “Eu medi com a régua. Usei

a régua e vi que as medidas dos lados eram iguais.” As construgdes geométricas em
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geral sdo um Otimo instrumento para exercitar o raciocinio dedutivo e as relacGes entre
proposices. Neste caso, o aluno confunde-se quanto as relacbes de causa e
consequéncia: a igualdade das medidas s6 é possivel devido a construcdo efetuada, ou
seja, do ponto de vista da construcdo, o triangulo ndo é equilatero porque as medidas
sdo iguais, mas sim, as medidas sdo iguais porque o triangulo é equilatero. A
confirmacdo proporcionada pela régua vem apenas depois do tridngulo estar pronto.
Ap6s discutirmos isso, o aluno analisou sua construgdo e falou: “E que eu sei que eu
tenho que chegar nessa reta porque ela divide o tridngulo bem ao meio, e € 14 que esta
0 outro ponto”. Apesar de informal, a explicacio de R demonstra uma evolucao na

organizacao de seu raciocinio, que ja aparece como o primeiro ganho da oficina.

Momentos depois, observei que R manuseava 0 compasso. Posteriormente, vi,
na sua folha de rascunho, que constavam dois tridngulos construidos, e perguntei a ele
como ele tinha feito o segundo. R: “O primeiro eu fiz usando a medic¢éo de régua, nesse
segundo eu usei s6 0 compasso.” E explicou que havia feito uma copia do primeiro
triangulo transferindo as medidas utilizando o compasso. Primeiro abriu 0 compasso na
medida do segmento inicial e tragou um segmento que possuia aquela medida, depois
abriu 0 compasso na medida do extremo do segmento até o ponto médio e assim
demarcou o ponto médio do segmento recém construido, e assim por diante. No
momento de localizar o terceiro vértice do tridngulo sobre a mediatriz, ele apenas
transportou a medida da altura do triangulo, isto é, a distancia entre o terceiro vértice e 0
segmento inicial, para sua nova construcdo. Ou seja, ele utilizou o compasso especifica
e unicamente para a medicdo e transporte de medidas, substituindo, assim, a graduacgéo
da régua. A ideia da construcdo do segundo tridngulo € idéntica & do primeiro, apenas
mudam os instrumentos utilizados. Interpreto com esse comportamento que o aluno,
uma vez que lhe foi imposta a diversificagdo de instrumentos nas construgdes, ndo
buscou as novas alternativas abertas pelo uso do compasso, apenas adaptou-o a sua
construcdo ja conhecida. A substituicdo da graduacdo da régua pelo compasso foi feita
com sucesso, 0 que qualifica mais a construcdo utilizada, visto que esta pode ser
colocada em pratica utilizando-se diferentes conjuntos de ferramentas. Porém, o
potencial do compasso vai para além das fungdes utilizadas por R, e com esse
instrumento é possivel uma construcdo mais precisa, visto que ndo se faz necesséria a
aproximacdo da perpendicularidade entre o segmento inicial e a reta que visa ser a

mediatriz.
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T e P sdo os Unicos aléem de R que estdo tentando utilizar o compasso. T
experimenta algumas construcdes, mas analisa-as e depois desiste delas, partindo para
outras. Porém, o faz de modo inseguro. Finalmente, reproduz a construcédo classica com
régua e compasso (descrita no planejamento da oficina), e parece satisfeito. Aproximei-
me dele e perguntei a ele 0 que garantia que o tridngulo que ele construiu era equilatero.
Ele se apressou a medi-lo com a régua, e respondeu: “Os lados sdo iguais.” “Mas por
que tu construiu dessa forma? Tu ndo precisa nem medir com a régua pra saber que ele
é equilatero.” O aluno ficou pensando, mas ndo respondeu. Acredito que ele apenas se
lembrava dessa construcdo devido a atividade com régua e compasso que alguns de seus
colegas relataram ter ocorrido um ano atrds, na implementacdo anterior da oficina.
Quando discutimos tal constru¢do no quadro, perguntei a todos: “O que garante que
este lado [e coloquei o0 polegar e o indicador nos extremos do segmento inicial] tenha o
mesmo comprimento que esse lado [mantive o polegar fixo e movi o indicador sobre a
circunferéncia desenhada previamente até coincidir com o terceiro vértice, que se
localizava na interse¢do das circunferéncias]?” Com o movimento da minha mao, a
resposta ficou clara para T, que disse: “E 0 raio.” “Exatamente, como estes dois pontos
estdo sobre a mesma circunferéncia, a distancia dos dois até o centro é a mesma
medida, logo os dois lados do triangulo sdo raios do circulo e medem o mesmo

comprimento.”

P enveredou por um caminho um pouco mais inusitado. Ele comecou tracando
uma circunferéncia com o compasso, e passou algum tempo olhando-a. Apds algumas
tentativas frustradas, vi que ele se estava entretido com uma ideia e fui observa-lo,
perguntando o que ele estava fazendo. Ele me falou: “Eu sei que 0 apotema é metade do
raio.” Ele havia tragado um circulo e um raio; com a régua graduada encontrou o ponto
médio do raio e tragcou um segmento perpendicular a ele passando por esse ponto,
formando uma corda da circunferéncia que seria um dos lados do triangulo.
Prolongando o raio tracado inicialmente, encontra-se um didmetro e o outro vértice do
triangulo equiilatero é construido. Veja a figura 28. E uma construcdo engenhosa, que
sem duvida foi elaborada por P de forma bastante natural quando este vasculhou sua
mente procurando quais relagdes conhecia entre um tridngulo equilatero e um circulo.
Um dos reveses da construcdo, que ndo me ocorreu imediatamente e, portanto, néo foi

discutido, € que ela € iniciada determinando o tamanho do raio do circulo, e ndo o

P A . o . . V3
tamanho do lado do tridngulo. As duas medidas estdo relacionadas pela formula r = T\/—
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ou, equivalentemente, [ = /3. P deve ter se dando conta dessa dificuldade, pois adotou

a construcdo com régua e compasso classica na hora de desenhar os triangulos no EVA.

(D
m

N7

Figura 28 - Construcéo passo a passo de um triangulo equilatero circunscrito com compasso e régua

.
L]
”‘ o

graduada.

Na etapa de preenchimento da folha de EVA com triangulos, P chegou a figura
29. Perguntei a ele: “Tu viu que ai ja tens determinado o vértice de outro triangulo
equilatero?”. Ele pensou um pouco e apontou para o ponto X, sobre uma das
circunferéncias, que certamente estava proximo de um vértice de outro triangulo
equilétero, de fato. Eu falei: “Sim, a gente sabe que outro vértice estd mais ou menos
por ali, mas ainda ndo sabemos exatamente onde. A gente ia ter que fazer outra
circunferéncia para ver.” E sinalizei sobre a folha a circunferéncia que determinaria o
ponto desejado. Continuei: “Mas tem outro ponto, que j& esta determinado, que é
vértice de um triangulo, falta so tragar os lados.” O aluno observou a figura, e entdo
apontou o ponto Y de interse¢ao das duas circunferéncias ja tragcadas. “E por que com
esse ponto o triangulo vai ser mesmo equilatero?” “Porque ele ta sobre a bissetriz.”
Apesar de o aluno ter usado a palavra errada, ficou claro que seu raciocinio estava

correto.

A justificativa, usando a mediatriz, remete & construcdo vista com régua
graduada, mostrando a capacidade do aluno de buscar um argumento visto em uma

construcdo e utilizd-lo em outra. P mostrou, segundo minha interpretacdo, ter se
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apropriado do conceito de mediatriz através do processo ativo de construcdo geométrica

e questionamentos em cima dele.

Figura 29 - Figura desenhada por P no EVA.

Finalizados o desenho e o recorte dos triangulos, passamos a parte de nimero de
pecas e de ligagdes necessarias. Perguntei aos alunos: “Ta bem, um Trimind é um
triangulo equilatero grande formado por varios triangulos equilateros pequenos, como
se cada triangulo pequeno fosse uma peca de um quebra-cabeca. Qual o menor nimero
de pecas necessario para montarmos um triangulo grande?” T respondeu, sorrindo:
“Um.” “T& certo, vou aceitar tua resposta.” Fui ao quadro e desenhei um Unico
triangulo equilatero. Prossegui: “E 0 proximo triangulo grande, é formado por
quantos?” Incentivei os alunos a utilizarem os triangulos recortados para montarem
triangulos maiores. R falou: “O proximo pode ser formado por trés.” Vi a montagem
que ele fez, com trés triangulos agrupados no formato de um maior fazendo fronteira
entre si apenas pelos vértices, sem a pega central. Falei entdao: “Como aqui a gente quer
montar um Trimind, a gente sé decide se uma peca se encaixa na outra se nos lados
delas tiverem expressdes equivalentes. Entdo o triangulo grande tem que ser
preenchido de pecas; se as pecas se tocassem somente pelos vértices, a gente nao
saberia dizer se o0 encaixe das pecas esta correto ou ndo.” “Ta bom, entdo quatro
pecas”, redarguiu R. Desenhei no quadro um Trimind formado por quatro pecas.
Analogamente, viu-se que 0s proximos Triminos teriam 9, 16, e 25 pecas, e desenhei-0s
no quadro. Perguntei: “Vocés conseguem ver algum padrdo entre o nimero de pecas
dos Trimin6s?” A falou: “Séo todos pares?” E logo se emendou: “N&o, claro que ndo.”
T falou: “Sao todos nimeros ao quadrado.” “lIsso mesmo, sdo todos quadrados
perfeitos. Seguindo essa logica, o préximo Trimin6 vai ter quantas pegas?” “36”,
respondeu T. “E depois?” “49. E 64.” “Isso mesmo. Agora vamos ver como varia o

numero de pecas de um TriminG pro outro. Do primeiro para o segundo adicionamos
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quantas pecas?” Prosseguindo dessa forma, foi visto que a diferenca entre dois
Triminds consecutivos é sempre um namero impar. Foi desenhada no quadro entdo a
tabela 1.

N° de tridngulos na base | N° total de pecas | N° de tridngulos adicionados

0 0

1 1 1
2 4 3
3 9 5
4 16 7
5 25 9
6 36 11
n le

Tabela 1 - NUmeros de tridngulos de um Trimino.

Ressalto que os alunos s6 montaram com os tridngulos recortados 0s Triminos
de 4, 9, 16 e 25 pecas. As informacGes sobre 0 sexto Trimind foram todas deduzidas
sem a sua montagem. O uso do material manipulativo foi bastante proveitoso,
principalmente para o convencimento dos alunos de que a diferenca entre os Triminds
era um namero impar. A e J perceberam que para montar o proximo Trimino, bastava
adicionar uma “fileira” de tridngulos logo apds sua base. Perguntei a elas, no inicio
dessa parte da atividade: “Como vocés viram que 0 préximo Trimino vai ter 25 pegas?”
A: “A gente ja tinha os 16 de antes, s6 colocamos mais uma fileira embaixo da base.

Depois a viu que foi 9, entdo somamos 16 com 9 e deu 25.”

T foi mais alem. Quando perguntei aos alunos como a gente podia verificar essa
variacdo ali nos triangulos, ele respondeu, utilizando os triangulos recortados para
explicar, embora ndo tenha utilizado-os para formula-lo: “A gente sempre tem que

adicionar embaixo 0 mesmo numero de tridngulos da base que a gente mais dois.” Veja
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a figura 30. O poligono em vermelho claro é o Trimind de 9 pecas. Para passarmos ao
Trimind de 16 pecas, acrescentamos as sete pecas em vermelho escuro. Para passarmos
ao Trimind de 26 pecas, acrescentamos mais nove pecas: as sete pecas em azul, nimero
idéntico ao de pecas vermelho escuro acrescentados na etapa anterior, mais as duas
pecas em amarelo. Com esse raciocinio, T mostrou que devemos adicionar 0 mesmo
numero de tridngulos adicionados anteriormente mais dois: “Dai a gente sempre
adiciona mais dois do que antes. Para o proximo, a gente tem que pegar 0 mesmo

numero da base de agora e mais dois.”

. VAN

Figura 30 - Representacdo do Trimind de 25 pecas.

Com isso, chamei a atencdo para o fato que poderiamos observar cada Trimind
considerando cada uma de suas “fileiras” separadamente. O raciocinio anterior mostrava
que, como o “topo” do tridngulo tinha um triangulo e o nimero de triangulos em cada
fileira era o anterior mais dois, 0 numero total de triangulos era a soma dos primeiro
nameros impares. 36, por exemplo, poderiamos escrever como sendo 1+3+5+7+9+11, a
soma dos seis primeiros nimeros impares. Procedi analogamente com 0s outros
triminos, escrevendo o nimero total de pegas de cada um como uma soma de impares, e
parti para tentar a generalizagdo: “No Trimind com n triangulos na base, a gente viu que
vai haver n* pecas no total. Dividindo esse Triminé e pegando cada uma das suas
fileiras, a gente viu que a primeira fileira tem uma peca, a segunda tem trés pecas,
depois cinco, depois sete, e por ai vai. A gente consegue fazer com esse triangulo o que
a gente fez com os outros, escrevé-lo como uma soma de impares? Como fica?” R
arriscou: “Fica 1+3+5+... até n.” “Todo mundo concorda?” J falou: “Acho que n&o. Ali
no 36 a gente ndo soma o0 36”, se referindo ao fato que 36 ndo era uma das parcelas na

soma. Eu rebati: “Sim, mas 36 € o numero total aqui, la o nimero total € n?, e ele disse
pra somar até n, e ndo até n®.” P: “Entdo la era pra gente ter somado até... seis? E a

gente foi até onze. Eu ja ndo sei mais nada!” Vendo que a maioria estava confusa,
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recomecei: “No tridngulo de base 3, tem 9 pecas no total e a gente somou quantos
impares?” “3”, eles responderam. “E no de base 5 [apontei no quadro a igualdade
25=1+3+5+7+9], somamos quantos impares?” “Cinco.” “E se a gente tiver um
tridangulo de base n, vamos somar quantos?” “n”, respondeu apenas T, mas os outros
concordaram. “IsSoO mesmo, eu vou até o n-ésimo impar, e ndo até o nimero n, como R
falou. Entdo, eu consigo escrever essa igualdade aqui”, e escrevi n> =1+3+5 +
4+ (2n — 1). “Muito legal”, falou R. “Mas sera que isso tudo ta certo mesmo? Tem
algum jeito da gente comprovar nosso raciocinio? Alguém consegue pensar em como
conseguir o resultado dessa soma de algum outro jeito?” T: “Parece uma PA...” “Isso
mesmo. A variacdo entre cada parcela da soma é quanto? Sempre dois. Entédo essa aqui
¢ a soma de uma PA, e a gente tem até uma férmula para calcula-la”, e escrevi no

quadro

1+(2n—-1 2n
( )n — 2

1+3+5+--+@2n—-1) = . S n=n.

“O que confirma o nosso raciocinio, a gente conseguiu generalizar o processo
de numero de pecas e variagdo entre os triminds corretamente.” Com isso a oficina se

encerrou, pois ja havia dado o sinal para o intervalo ha alguns minutos.

Apesar de ndo termos conseguido chegar ao final de todas as atividades
planejadas (j& havia sido decidido ndo entrar na parte de logaritmos, mas esperava-se
chegar a discussdo do numero de ligagbes de um Trimind), considero que a oficina foi
muito produtiva. Analisando do ponto de vista da construcdo do Trimino, a atividade
ficou incompleta, o produto final foi dois conjuntos de 36 triangulos equilateros
recortados de EVA, sem as expressdes. Porem, acredito que as constru¢des geometricas
e as argumentacdes geradas foram férteis no sentido de criacdo matemaética pelos
alunos. Os processos de generalizagdo também foram bem desenvolvidos, com destaque

para o papel desempenhado pelo material concreto disponivel aos alunos.
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5. RESULTADOS

5.1. PROPOSTA DE CONSTRUCAO DE MATERIAIS DIDATICOS

Ap0s as implementacdes das oficinas, foram observadas diversas melhorias que
poderiam ser feitas em termos do planejamento de cada pratica. A experiéncia da
aplicacdo seguida da autocritica oportuniza uma evolugdo, resultando numa proposta
mais madura e mais bem fundamentada. O primeiro resultado obtido com este trabalho
foi a prépria proposta de construcdo de materiais didaticos gerada pela adaptacdo e

melhoria das propostas iniciais utilizadas.

As observacgdes oportunizadas pela implementacdo da primeira oficina deixaram
claro, primeiramente, a necessidade de estender o tempo programado para a oficina. A
discussdo acerca dos conceitos de poliedro, piramide e prisma, que antes estavam
programados para serem simplesmente dados aos alunos, também foi incorporada ao
planejamento. Mas a principal mudanca efetuada foi a divisdo da oficina em duas partes

distintas, uma de planejamento e outra de atividade pratica.

5.1.1. Piramides regulares de canudinho: planejamento final

e Objetivos: construir piramides regulares de diversas bases diferentes onde estéo

evidenciados os triangulos retangulos utilizados no célculo da altura da piramide.

e Conhecimentos envolvidos: geometria espacial, geometria plana, trigonometria,

medicédo de segmentos.
e Tempo previsto: 150min

e Material necessario: canudinhos, tesouras, réguas, fio de nylon, uma

calculadora. Os alunos devem trazer material para fazer anotagdes.
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Figura 31 - Exemplos de piramides de canudinho.

e Desenvolvimento:

1) Planejamento (70min)

- Desenho no quadro de exemplos de poliedros, a comegar por prismas e piramides.
Discussdo com os alunos de como eles definiriam poliedro, prisma e piramide. Apds a
discussdo, escrever no quadro as definicbes acordadas, que devem ser variantes das

seguintes:

» Denomina-se poliedro o sélido delimitado por um ndmero finito de poligonos
planos, de modo que dois desses poligonos ndo estdo em um mesmo plano e cada lado

de um poligono é comum a dois e somente dois poligonos.

» Denomina-se prisma o s6lido formado pela reunido de segmentos que tem uma
extremidade no poligono P, que esta contido no plano o, e a outra no poligono P’,

congruente a P e contido num plano 3 paralelo a a.

» Denomina-se piramide o solido formado pela reunido de todos os segmentos que

tem uma extremidade no poligono P, que esta contido no plano o, e outra extremidade
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no ponto V, fora de a. Se P for um poligono regular e o segmento que liga o centro de P

a 'V for ortogonal a a, entdo a piramide ¢ dita regular.

- Entrega das fichas de descrigdo e planejamento do poliedro (vide péagina 81), que 0s
alunos deverdo preencher comecando pela escolha do poligono regular que sera a base
da pirdmide que eles construirdo e quanto medira o seu lado, fazendo esbocos na ficha
denotando as medidas definidas. (E desejavel que esse poligono ndo seja um triangulo

nem um quadrado.)

Figura 32 - Duas maneiras de triangularizar um pentagono regular.

- Triangularizacao da base, por motivos praticos que serdo vistos na fase de montagem e
também para que seja possivel calcular sua area, no caso de poligonos com cinco ou
mais lados. Inicialmente deve ser feito um eshogo. E possivel decompor um poligono
em triangulos de varias formas diferentes; optaremos pela decomposi¢do em triangulos
cujos vertices serdo dois Vvértices consecutivos do poligono e o centro do poligono

regular, como representado na imagem da direita da figura 32.

Figura 33 - Um dos triangulos internos do poligono na decomposicéo sugerida.
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- Caélculo da medida dos lados congruentes de cada triangulo isosceles interno através
l/2

sen(360°/2n)’

numero de lados da base e x é a medida dos lados congruentes. Veja a figura 33.

da relagdo x = onde [ é a medida do lado do poligono da base, n é o

- Célculo da area dos tridngulos internos da base e, através deles, da &rea da base.
- Célculo do volume da pirdmide.

- Listagem dos canudinhos necessarios a construcdo separando-0s em grupos quanto a
sua posicdo no poliedro (aresta da base, aresta lateral, lado do triangulo interno ou altura
da piramide) e anotando o comprimento e a quantidade necessarios para cada grupo de

canudinhos.

2) Montagem (80min)

- Montagem da base, utilizando canudinhos de uma Gnica cor para todos 0s segmentos.
Montada a base, chamar a atencdo para o fato de que os angulos néo estéo fixos, ou seja,
existe uma “folga” com a qual a base consegue se deformar. Discussao acerca da rigidez
do tridngulo, que é o Unico caso em que, determinando o tamanho dos lados,
determinamos um unico poligono, visto que os angulos também ficam unicamente
determinados. Pode-se mostrar aos alunos a aplicacdo desse fato, que é visivel em
diversas construcdes e estruturas, como nas imagens abaixo. Conclui-se que, para que a
base da piramide seja um poligono regular rigido, esta deve ser decomposta em

triangulos.

- Construcdo dos triangulos internos da base com canudinhos de mesma cor das arestas
da base, exceto por um dos segmentos, no qual deve ser utilizado um canudinho de
outra cor. Este fara parte do triangulo destacado. Apesar da medida do segmento interno
ter sido calculada durante o planejamento, ela deve ser adaptada a base. Quando
planejamos, estamos numa situacao abstrata, pois 0s segmentos ndo possuem espessura
alguma. Logo, quando passamos a pratica, os canudos ficardo abaulados quando ocorrer
a montagem, justamente por causa de sua espessura, que nao € levada em conta no
planejamento. Assim, devera ser feita uma ajustagem na medida dos segmentos internos

da base, diminuindo um pouco seu comprimento para que a montagem fique bem
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ajustada. Antes que a montagem proceda, todos os canudos que servirdo de segmentos
internos devem possuir a mesma medida, e seu “encaixe” na base deve ser testado antes

do fio ser amarrado.

Figura 34 - Exemplos de aplicagdo da rigidez do triangulo em estruturas de construcoes civis.

- Montagem das arestas laterais. Todas as arestas laterais devem ser da mesma cor da
base, exceto a que pertence ao tridngulo evidenciado, que devera ser da mesma cor
utilizada no lado do tridngulo interno diferenciado, assim como a altura da piramide. E

recomendavel salientar que nem todos os canudinhos séo arestas da pirdmide, como, por
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exemplo, 0s que sdo internos a base e o da altura da piramide.

Figura 35 - Base hexagonal sendo triangularizada, com um segmento interno em destaque.

- Montagem da altura da piramide, utilizando a segunda cor. A medida do canudo

utilizado na altura também devera ser ajustada para que o canudo néo fique abaulado.

Ficha de descricdo da piramide

Esbogo da piramide (com medidas da aresta da base e aresta lateral):

Esbogo da base triangularizada:

Esboco do triangulo interior da base:

Caélculo da area e da medida dos lados do triangulo interior da base:

Célculo da area da base:

Célculo da altura da piramide:
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Célculo do volume da pirdmide:

Canudinhos necessarios a construcao:

Posicio no poliedro | Comprimento | Quanti dade

Na implementacdo da segunda oficina, as dificuldades que os alunos
apresentaram na montagem do prisma me motivaram a reduzir o nimero de alunos para
trés por grupo, onde cada um ficaria responsavel pela constru¢do de um tetraedro; com
os trés finalizados, eles deveriam experimentar o encaixe dos trés até conseguirem
montar o prisma sem grandes dificuldades, para s6 entdo construi-lo. Logo, a oficina
passaria a contar com trés momentos: construcao dos tetraedros, encaixe dos tetraedros

compondo o prisma e montagem do prisma.

5.1.2. Decomposigdo de um prisma triangular em trés piramides de mesmo
volume: planejamento final

A motivagdo para esta atividade vem das formulas utilizadas para calcular o

C A . . . Aph
volume da piramide e do prisma, respectivamente, Vyiramigze = bT

e Vprisma = Ap * h.
Segundo as férmulas, um prisma que possua a mesma base e a mesma altura que uma

piramide tera um volume trés vezes maior que o dela. Construir-se-a, entdo, um prisma

e trés piramides que possuam o mesmo volume, de forma que quando encaixadas

completam um prisma de mesmas medidas do primeiro.

e Objetivos: construir conjuntos de poliedros constituidos por um prisma
triangular e sua decomposicdo em trés tetraedros que possuam, cada um, um tergco do

volume do prisma.
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e Conhecimentos envolvidos: geometria espacial, geometria plana,

trigonometria, medicdo de segmentos.
e Tempo previsto: 1h40min.
e Numero de participantes: grupos de trés alunos.

e Materiais necessarios: canudinhos, tesouras, réguas, fio de nylon, uma

calculadora, quadro e giz. Os alunos devem trazer material para fazer anotacoes.

Figura 36 - Prisma triangular formado por trés piramides de mesmo volume.

e Desenvolvimento:

1) Construcdo dos tetraedros (50min)

P A . . Ap'h
- Colocar no quadro as formulas do volume da piramide e do prisma, Vpiramige = bT e

Vorisma = Ap * h, respectivamente. Chamar a atencdo para o fato de que as formulas
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_ Vprisma

implicam que Vpiramigze = , OU seja, 3 Vyiramidze = Vprismq. Discutir com os
alunos como poderiamos comprovar esse fato na pratica para um prisma triangular, e

apresentar a proposta da oficina.

- Reproducdo da figura 37, abaixo, no quadro. Todos devem comecar esbocando o
prisma triangular, definindo e denotando as medidas que serdo utilizadas. Cada um dos
alunos sera responsavel por construir um dos tetraedros mostrados na figura, utilizando

uma Unica cor para cada um.

- Discussédo com os alunos do porqué da piramide amarela, na figura 37, possuir o
mesmo volume das outras duas, embora ndo seja congruente a elas: visualizando-a
como uma pirdmide de base AFB e vertice em E, ela possui volume igual ao da
piramide de base AFB e vértice em C; esta ultima piramide pode ser visualizada como
tendo base em ABC e vértice em F, logo possui volume igual aos das outras duas. Na
pratica, todas as trés piramides possuem uma face congruente, que representa metade da
face lateral do prisma. Tomando essa face como base, pode-se verificar empiricamente

que as trés piramides possuem a mesma altura, e, portanto, 0 mesmo volume.

Figura 37 - Prisma triangular decomposto em trés piramides de mesmo volume.

2) Encaixe das piramides compondo o prisma (15min)

- Com as pirdmides prontas, os alunos devem tentar encontrar a posicao correta de cada
uma para compor o prisma. N&o é uma atividade tdo facil quanto parece. As melhores
dicas é encontrar a face comum aos trés tetraedros e identifica-las e observar o angulo

reto entre as faces, nas piramides.
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3) Construcéo do prisma triangular (35min)

- Construcdo do prisma triangular, com as mesmas cores de canudinhos utilizadas na
construcdo das piramides. Comecar montando uma copia da piramide azul da figura 37,
e ir acrescentando os segmentos que faltam até completar o prisma, primeiro os da
piramide amarela na figura.

- Comparacdo do prisma construido com a montagem dos trés tetraedros, discutindo

possiveis incongruéncias.

- Descrigéo pelos alunos do que foi feito na oficina e por que, a ser entregue escrita

numa folha.

Figura 38 - Prisma montado utilizando-se as cores dos tetraedros, dando preferéncia & ordem azul, vermelho e

amarelo.

No caso da terceira oficina, foram feitas duas implementagdes, cada uma delas
apontando dificuldades no planejamento utilizado e desvendando possibilidades de
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aprimoramento das atividades. Nesse caso, o planejamento final aqui exposto serd a
terceira versdo (ou revisdo) do original. Entretanto, com certeza ndo se pode dizer que é
a versdo definitiva: se fossem feitas mais préticas, elas muito provavelmente apontariam
outros melhoramentos e modificacGes possiveis, pois uma proposta, um planejamento, é

sempre um objeto de natureza dinamica.

Ap0s a primeira pratica, foi chamada a atencdo para a necessidade de materiais
(réguas, compassos, folhas de EVA) suficientes para todos os alunos, mas
principalmente para a dificuldade de compor as identidades logaritmicas com a
variedade de propriedades necessaria. Nisto ficou claro que a ultima parte da atividade
deveria ser feita preferencialmente com alunos que estivessem correntemente estudando
esse conteudo, ndo sendo muito adequada esta Ultima atividade aos outros. A grande
dificuldade com as generalizagdes incentivou a busca por alternativas, que foram
encontradas no uso dos triangulos recortados de EVA, promovendo uma inversao na
ordem das atividades e uma organizacdo mais compacta das atividades por contetdo
matematico trabalhado. Tal divisdo permite mesmo a segregacdo da oficina em duas,
conforme feito na segunda implementagdo, nas quais os alunos participaram das duas
primeiras partes, trabalhando construcdes geométricas e generalizacdes, mas ndo da
terceira, que pode ser realizada com outra turma de alunos. ApOs a segunda
implementacao, foi percebido que o uso dos triangulos como material concreto poderia
ser estendido ao uso de palitos, como forma de representacdo das identidades que ligam

as pecas entre si.

5.1.3. Triminé Logaritmico: planejamento final

e Objetivo: produzir cinco triminds logaritmicos, desenvolver construcdes
geométricas, exercitar raciocinios de generalizacdo, revisar e aplicar propriedades do
logaritmo.

e Conhecimentos envolvidos: construcdes com régua e compasso, construcdes
com régua graduada, ponto médio, mediatriz, medicdo de segmentos, raciocinios de

generalizacdo, propriedades do logaritmo.
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e Conhecimentos pré-requisitados: propriedades dos logaritmos.
(Preferencialmente, os alunos devem estar correntemente estudando propriedades dos
logaritmos.) Conhecimentos sobre progressGes aritméticas também sdo desejaveis,
embora ndo estritamente necessarios.

e Tempo previsto: 2h45min

e Numero de participantes: dois grupos de trés alunos.

e Materiais necessarios: trés folhas coloridas de EVA tamanho A4 por grupo,
seis tesouras, seis compassos, seis réguas, dois rotulos do jogo (papéis descrevendo o
jogo, conforme indicado abaixo), duas embalagens plasticas para armazenamento dos
jogos confeccionados, uma caixa de fosforos ou de palitos de dentes. Os alunos devem

trazer material para anotacdes e rascunhos.

Figura 39 - Trimind Logaritmico de nove pegas.

e Desenvolvimento:

1) Construcdo e recorte de triangulos equilateros (45min)

- O primeiro passo para a construcao de um jogo até entdo desconhecido é comecar por
apresenta-lo e explicar como joga-lo. Mostrar para os alunos o Trimino ja pronto e falar

0 que consta no seu rétulo: “Um Trimind Logaritmico ¢ um quebra-cabega, em que cada
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peca possui a forma de um triangulo equilatero, no qual pelo menos um de seus lados

possui uma expressdo matematica. As pecas devem ser encaixadas identificando os

lados que possuam expressdes equivalentes, formando, assim, um Unico triangulo
equilatero.” As expressoes envolvem propriedades do logaritmo, donde vem o titulo

Trimin6 Logaritmico.

- Separar os alunos em grupos de 3 ou 4 componentes; cada grupo sera responsavel pela

confeccdo de um Trimino.

- E proposta aos alunos a constru¢do de um triangulo equilatero de maneira livre, ou
seja, eles podem fazer uso da régua graduada, do compasso e do que mais estiver a sua
disposicdo, como esquadro e transferidor. O objetivo é verificar a familiaridade que os
alunos tém com o compasso e deixar clara a dificuldade dessa construgdo sem este
instrumento, além de chegar a conclusdo intuitiva de que as medidas dos angulos

internos do triangulo também terdo necessariamente de ser iguais entre si.

- Discutir com os alunos as construcBes que surgiram, argumentando por que 0s
triangulos construidos sdo equilateros (ou ndo). Em particular, pelo menos as duas

construcdes abaixo devem ser discutidas e justificadas passo a passo.

e Construcdo de um triangulo equilatero com régua e compasso: tracar um
segmento de medida qualquer (que serd a medida do lado do triangulo); tracar uma
circunferéncia centrada em cada um dos extremos do segmento e que contenha o outro
extremo; marcar um dos pontos de intersec¢do das circunferéncias; tragar 0s segmentos
que ligam esse ponto a cada um dos extremos do segmento. Veja a figura abaixo.
Argumentar porque o triangulo construido € equilatero, baseando-se nos raios das

circunferéncias.

-CO®

Figura 40 - Construgéo passo a passo de um triangulo equilatero com régua e compasso.
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e Construcdo de um triangulo equilatero com régua graduada: tracar um segmento
de tamanho qualquer; medi-lo com a régua para encontrar seu ponto médio; utilizando a

régua, tracar uma reta aproximadamente perpendicular ao segmento dado passando pelo

ponto médio, que é denominada mediatriz do segmento; com a graduacdo da régua,
determinar qual ponto da mediatriz dista das extremidades da cada um dos lados do
segmento inicial o comprimento deste; tracar dois segmentos unindo esse ponto aos

extremos do segmento inicial.

IABI IABI

Figura 41 - Construgéo passo a passo de um triangulo equilatero com régua graduada.

Note que a régua graduada ndo pode garantir a perpendicularidade entre duas
retas, de modo que a reta construida durante esse processo € apenas uma aproximacao

da mediatriz do segmento.

- Preenchimento das folhas de EVA com triangulos eqlilateros medindo 8cm de lado,

utilizando algum dos métodos discutidos acima.

2) Determinacdo do numero de pecas e ligacdes de um Trimin6 (60min)

- Discutir com os alunos: Um Trimind montado possui a forma de um triangulo
equilatero formado por varios triangulos equilateros menores, mas quantos? Esse pode
ser um numero arbitrario? Os tridngulos recém recortados podem ser utilmente

manuseados na busca da resposta.

- Desenhar no quadro um triangulo equilatero formado por quatro triangulos equilateros
menores, e pedir que eles conjecturem quantos triangulos menores formardo o proximo
triangulo maior. Encontrada a resposta (9), perguntar novamente quantos triangulos
pequenos formardo o préximo. Chegar, com o auxilio dos alunos, a conjectura de que o

numero de pecas de um trimino é sempre um quadrado perfeito.
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- Passar ao estudo da variacdo do nimero de pecgas entre um TriminG e o proximo,
verificando que a diferenca do nimero de pegas entre eles é sempre um numero impar,

que pode ser interpretado como correspondente ao nimero de pecas adicionadas a sua

base. Mais uma vez, a manipulacdo dos triangulos de EVA recortados pode ser muito
atil na formulacéo e verificacdo de hipoteses por parte dos alunos. Concluir discutindo a
identidade 1 +3 + 5 + -+ (2n — 1) = n?, que pode ser deduzida através da formula
da soma de uma PA finita, caso os alunos ja tenham estudado esse contetdo. Essa
igualdade comprova a conjectura anterior acerca do numero total de pecas de um

Trimind.

VAR |/\|
' XN X % X
() A XA VAVANAVAIIN
%X AN XN AX XX 2 X

Figura 42 - Diagramas de triminés e liga¢@es entre suas pecas.

- Em um Trimind, cada peca é ligada a pelo menos uma outra através de expressdes
equivalentes, ou seja, cada peca possuird pelo menos um lado de uma identidade
logaritmica, como por exemplo log12 = log 3 + log 4. Veja os diagramas abaixo. Em

cada diagrama, os tracos vermelhos representam ligagcOes entre duas pegas, ou seja, uma
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identidade logaritmica. Comecar desenhando no quadro o diagrama do trimin6 de 4
pecas com todas as suas ligagdes, e ir progredindo até o de 25 pecas. Perguntar aos
alunos: E possivel prever quantas ligacdes serdo utilizadas no trimin6 de 36 pecas? E

possivel

generalizar o raciocinio para um trimind de n* pecas? Com a ajuda dos alunos e do
material concreto — triangulos de EVA e palitos de fosforos ou de dentes, para
representar as ligacdes entre os triangulos —, formular hipoOteses para responder as
questdes. Uma possivel forma de argumentar é através da variacdo entre o numero de
ligagBes entre um Trimind e seu sucessor. Dividir o nimero de ligagcbes em grupos de

trés, como sugere os diagramas, também pode ser util.

- Note que ndo é estritamente necessario para a montagem que cada pega do Trimind
esteja ligada a cada uma das outras a sua volta; algumas ligacdes sdo desnecessarias
desde que as pecas que seriam unidas por elas tenham sua posicao fixada por outras
ligacBes. O ultimo diagrama da figura acima mostra o Trimin6 de 25 pegas com um
namero otimizado de liga¢des: no lugar das 30 ligagdes inicias, foram utilizadas apenas
24. Discutir com os alunos: Existe um menor numero de ligacdes necessario? Como
encontra-lo? Aqui, mais uma vez a representacdo das ligacdes entre os triangulos de
EVA pelos palitos é vantajosa, pois se pode retirar um palito e verificar a necessidade
da ligacdo, podendo, se preciso, realoca-la novamente no seu lugar. Note que, com
menos ligacdes, a constru¢do do Trimind € menos trabalhosa, mas a montagem do
quebra-cabeca fica mais dificil, pois antes sabiamos que se uma peca tinha algum lado
sem escrita alguma, entdo ela era parte da borda externa do triangulo grande quando
montado. Além disso, a correcdo da posicdo de uma peca poderia ser verificada através
de mais de uma ligag&o, o0 que ndo é possivel caso suas ligagdes se reduzam a uma so,

por exemplo.

- Neste momento, os alunos devem decidir quantas ligacOes utilizardo e esbogar um

diagrama do seu Triminé montado com as ligac6es indicadas.

- Decidido o tamanho, o numero de ligacdes entre as pecas e a sua disposi¢do, os alunos

deverdo fazer um diagrama do Trimind montado, como os da figura 42.
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3) Planejamento e escrita das identidades logaritmicas (60min)

- Fazer uma breve revisdo das propriedades basicas do logaritmo: loga + logh =
logab; loga —loghb = log%; loga™ =n-loga; b'°8 % = q. Os alunos devem entdo
criar equacdes logaritmicas utilizando essas propriedades. Cada membro de cada grupo
deve criar pelo menos uma equacdo envolvendo cada uma das cinco propriedades.
Devido a limitacdo de espaco em cada peca, devem ser priorizadas equacdes curtas. Nao
pode haver membros de uma equacao repetidos, e o professor deve revisar cada lista de

equac0es dos grupos, a fim de ver se todas estdo corretas.

- Finalmente, os alunos deverdo escrever nas pecas um membro de cada equacao. Antes
de comecar a escrita, as pecas ja deverdo estar dispostas na forma de um triangulo

equilatero grande, para facilitar a identificacdo do diagrama planejado.

5.2. MATERIAIS CONSTRUIDOS

Em oficinas cuja proposta é o ensino-aprendizagem através da construcdo de
materiais didaticos, os resultados mais 6ébvios a serem esperados Sd0 0S proprios
materiais a serem construidos. Tal producdo é o alicerce deste trabalho, uma vez que € a
motivagdo para o estudo e aplicacdo dos conceitos e contetdos que as praticas buscam

trabalhar.

Figura 43 - Quatro das piramides construidas na primeira oficina.
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Na primeira oficina, cada um dos cinco alunos construiu, pelo menos
parcialmente, uma pirdmide. Foram duas piramides quadradas, uma triangular, uma
hexagonal e uma pentagonal, cada uma das quais possui, em destaque, um dos
triangulos retangulos que podem ser utilizados para calcular a altura da piramide. A
apresentacdo de poliedros como esses em aula pode constituir em si mesma uma
atividade interessante para ilustrar conceitos e aprofundarmo-nos em propriedades que

muitas vezes uma representacdo em duas dimensdes pode ndo deixar claras.

Seguindo a classificacdo dos materiais didaticos por fungdo, apresentada no
capitulo 2, as piramides de canudinho se enquadram claramente na classe dos materiais
que sd@o modelos. Ja os sélidos construidos na segunda oficina — um prisma triangular e
trés tetraedros — se encontram na intersegdo desta classe com a classe dos materiais para
demonstracfes e comprovagOes. De fato, a segunda oficina apresentava uma
caracteristica diferenciada da primeira, pois a atividade de construcdo possuia uma veia
comprovativa ausente na anterior. Os quatro poliedros construidos ja sdo modelos
eficientes em separado, mas como conjunto, representam uma verificacdo da férmula do

volume da piramide.

Figura 44 - Tetraedros e prisma montados na segunda oficina.

Ora, ndo é la muito intuitiva essa relacdo entre um prisma e uma piramide de
mesma base, como se pode observar na oficina: os alunos apresentaram dificuldades em
se convencer de que a terceira piramide localizada dentro do prisma era de fato uma
pirdmide e possuia 0 mesmo volume que as outras duas. Uma das grandes virtudes da

matematica € que, mesmo que ndo seja recomendavel apresentar a demonstracdo de
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varios dos resultados vistos no ensino médio, sempre podemos apresentar argumentos
para convencer o aluno, ou melhor, apresentar oportunidades para que o aluno
(re)invente argumentos que convengam a Si mesmo. Embora ndo seja uma
demonstracdo (até por se tratar de um caso particular de pirdmide, a triangular), um
conjunto de poliedros como o construido pode ajudar o aluno a convencer-se da

validade da formula.

O material que se visava construir na terceira oficina pode ser classificado como
um material para resolver problemas. O Triminé Logaritmico é um jogo voltado para a
revisao e aplicacdo das propriedades dos logaritmos. Na primeira pratica dessa oficina,
foram construidos cinco Triminds. Porém, as equacgdes que constam em todos eles séo
resolvidas em sua grande maioria apenas com a aplicagcdo da propriedade do logaritmo
de um produto. Ou seja, as montagens requerem apenas essa propriedade, tornando-se
uma revisdo incompleta do contetdo. Na segunda pratica, a confeccdo do jogo néo foi
concluida, mas foram obtidos dois conjuntos de 36 triangulos eqilateros de EVA, que

ainda podem compor dois Triminds futuramente.

Figura 45 - Trés dos triminoés produzidos na primeira implementacdo da terceira oficina e os triangulos

produzidos na segunda implementac&o.
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5.3. ARGUMENTACAO MATEMATICA DOS ESTUDANTES

No texto “Para onde vai a educagdo?”, Jean Piaget (1971) enuncia aquilo que
chama de Principio Fundamental dos Métodos Ativos: compreender é inventar, ou
reconstruir através da invencdo. O autor ressalta que tais necessidades devem ser
observadas se o0 que se pretende é a formacédo de individuos capazes de produzir ou de
criar, e ndo apenas reproduzir. O terceiro resultado obtido com o presente trabalho foi a
atitude ativa assumida pelos alunos durante as oficinas. Todas as atividades
desenvolvidas estavam permeadas com o intuito de fazer com que cada aluno
procurasse criar por si mesmo solucGes adequadas aos problemas impostos pela
proposta. E esse objetivo foi alcancado em diversas ocasides, como, por exemplo, na
construcdo de triangulos equiléteros utilizando diferentes instrumentos, na situacao
observada em que as bases das piramides nao ficavam rigidas ou mesmo ao longo da

construcdo de cada poliedro.

Uma coisa, porém, é inventar na acdo e encontrar aplicacbes na pratica para
certos conhecimentos. Outra é ter a consciéncia do significado de suas acdes e delas
extrair um conhecimento reflexivo e teérico (PIAGET, 1971). Nao foram em todos os
momentos, nas praticas realizadas, que este segundo nivel foi alcancado. Durante as
oficinas de construcdo de poliedros, foi visivel em varios momentos a busca dos alunos
por férmulas prontas para apenas substituir os valores dados e encontrar um resultado
vazio de significado. Durante as constru¢fes geométricas, na terceira oficina, notou-se
claramente que alguns alunos simplesmente buscavam reproduzir algumas construcoes
que ja tinham feito, mas sem conseguir argumentar a validade da sua construcéo,
enquanto outros apenas copiavam o0 que viam seu colega fazer. Porém, em outros
momentos, a atitude criativa dos alunos reconstruiu as solugdes esperadas e até mesmo
surpreendeu o professor trazendo abordagens que ndo estavam previstas, enriquecendo
em muito a atividade. Mas o “mais principal” foi a comprovagdo e o exercicio da
capacidade dos alunos de produzirem coisas novas e serem 0s construtores legitimos do
seu raciocinio. Foi o que aconteceu durante o trabalho de generalizagdes, na segunda
pratica da terceira oficina, onde o aluno T demonstrou que a variacdo do nimero de

pecas de um Trimind para o0 proximo aumentava em duas pecas a cada etapa, e na parte
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de construcdes geométricas da mesma oficina, na qual o aluno P apresentou a

construcdo de um triangulo equilatero através da sua inscri¢do num circulo.

O supracitado estagio de consciéncia sobre suas acdes foi particularmente
testado na segunda oficina. Esta, conforme j& falado, apresentava uma caracteristica
demonstrativa, diferente das outras oficinas. A Ultima atividade prevista no
planejamento, descricdo das atividades e justificativa da atividade, foi proposta
justamente para verificar se os alunos compreendiam as implicagfes da construcdo
efetuada. As respostas obtidas sugerem que a maior parte dos alunos ndo alcancgou esse
estdgio. Porém, devem ser levadas em conta a dificuldade de transcricdo dos
pensamentos matematicos, que acredito que alguns alunos apresentaram, e a falta de
objetividade nas respostas. Contradizendo as respostas obtidas, 0 comportamento dos
alunos ao longo da oficina, desde o inicio da atividade, quando lhes foi perguntado
como poderiamos comprovar a férmula do volume da pirdmide, até o encaixe dos
tetraedros na composicdo do prisma, me fazem crer que a atividade teve éxito também

no que toca a significacdo compreendida pelos alunos.

Outro ganho do trabalho desenvolvido foi o exercicio efetuado pelo professor de
se colocar na posicdo de propositor de atividades e como organizador de contra-
exemplos que levam & reflexdo e obriguem o aluno a repensar seus raciocinios,
controlando as conclusdes apressadas. Parte da escolha dessa posicdo assumida provém
da escolha de utilizar a adaptacdo do meétodo clinico piagetiano como atitude
pedagdgica. Exemplos dessa atitude s&o encontrados em todas as praticas. E um papel
que difere da ideia tradicional de professor, naturalizada apds os vérios anos passados
como aluno de professores que sdo basicamente conferencistas e transmissores de
solucdes ja prontas, sendo, portanto, necessario treinar e disciplinar-se para ndo incorrer
nas falhas comuns de concluir pelo aluno ou simplesmente desprezar seu raciocinio

incorreto.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Através dos resultados obtidos, € possivel responder afirmativamente a nossa
pergunta norteadora: a extensdo da proposta de ensino-aprendizagem através da
producdo de materiais didaticos a alunos e contetdos do ensino médio € relevante sim, e
tem potencial para contribuir efetivamente na formagdo matematica dos alunos. A
postura ativa assumida pelos alunos e as atividades investigativas proporcionadas,
aliadas ao foco de construir materiais concretos, conferem aos estudantes o papel de
responsaveis pela criacdo também do seu saber. Compreender é inventar, e inventando
técnicas e raciocinios para a producdo dos materiais desenvolvidos, os alunos os

compreenderam melhor do que o fariam se apenas 0s manipulassem.

E importante ressaltar que outro professor, com outro grupo de alunos,
realizando préticas baseadas em outros materiais, muito provavelmente obtera
resultados diferentes dos aqui expostos. Ao longo do trabalho, foram apresentadas
algumas sugestdes de materiais bivalentes, e acredito que muitas mais surgirdo para
quem se der ao trabalho de procura-las. O Trimind Logaritmico, por exemplo, pode ser
adaptado para visar o estudo de qualquer contetdo. O que este caso particular trazido
aqui comprova é que a producdo de materiais didaticos é uma estratégia valida para o
ensino e para a aprendizagem em matematica, € mais uma ferramenta disponivel para a

pratica educativa.
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ANEXO | — Registros escritos dos alunos participantes da
segunda oficina
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Figura 47 - Registro escrito da aluna A.
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Figura 48 - Registro escrito da aluna M.
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Figura 49 - Registro escrito do aluno R.
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Figura 50 - Registro escrito da aluna K.



