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SINOPSE 

Estuda-se a dinímica da  ride  de  cristais de gases iner-

tes (Ne, Ar,  Kr  e Xe) pelo método das constantes elésticas  na  a-

proximação harmónica  e  usando modelos  de potenciais  nas aproxima-

ções harmónica,  quase-harmónica e não-harmónica. 

Discute-se  a fração  sem  recuo do efeito NOssbauer para 

o Kr83, em que  não há concordincia  entre  os resultados dos  modelos 

teóricos e dados experimentais. Admite-se a presença de diversos 

efeitos (como difusão e  nào  harmonícidade), mas verifica-se que 

não solucionam satisfatZriamente o problema da falta de concordin-

cia entre os  resultados experimentais e as  previsões  teóricas. 

ABSTRACT 

The lattice dynamics of inert gas crystals (Ne, Ar, Kr, 

Xf?.  is studied by the method  of  the elastic  constants in  the har-

monic approximation and with potential models lin the harmonic, 

quasi-harmonic and  anharmonic approximations. 

The  recoilles fraction of the N8ssbauer effect for Kr83, 

where there  is  no agreement between theoretical  models  and experi-

mental datas is discussed.  The presence  of several effects (like 

diffuslon, anharmonicity)  is  assumed in order to solve .chis  lack 

of agreement, without a satisfactory solution to the problem. 
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INTRODUÇAO 

Os cristais de gases inertes (doravante referidos como 

CGI) são, provavelmente, os cristais mais simples que se conhece. 

Seus ãtomos, caracterizados por camadas eletrõnicas fechadas for-

temente ligadas ao nécleo„ determinam potenciais interatõmicos, em 

princípio esfiricamente simitricos, de curto alcance, de dois cor-

pos, os quais são objeto de muitas investigações. 

As propriedades físicas dos CGI são determinadas pelo mo-

vimento de seus atamos em timo da posição de equilíbrio, jã que 

não , existem interações entre os elétrons e a ride ou, em timos ma-

is gerais,  propriedades físicas devido a elétrons. Resulta dai se-

rem comparativamente muito mais simples os testes de modelos teéri-

cos, ressaltando-se entretanto que as técnicas experimentais são 

mais elaboradas', mesmo assim medidas de precisão têm sido efetuadas. 

As propriedades termodinimicas dos CGI, dentro de certos limites  de 

temperatura e pressão, podem ser calculadas, ao menos em principio, 

a partir do  potencial interatómico. A maneira usual de fazê-lo 

adotar um potencial com parimetros determinados por algumas propri-

edades físicas e comparar resultados calculados a partir do mesmo 

com valõres experimentais. Assim: distancia interatémica, energia 

de ligação, calor específico, condutividade térmica, compressibili-

dade,  .... são usados e testados; a concordancia é muitas vazes pe-

quena. 

Trabalhos mais recentes incluem outros efeitos além dos 

harmOnicos, e introduzindo contribuições quase-harminicas e não - 

harmônicas no calculo da energia livre de  ttelmoltz, determinam ma-

ior concordância de diversas grandezas  termodinamicas com  dados ex-

perimentais. 

A varina() com a temperatura da fração  sem recuo do  efei-

to MUsbauer esta diretamente ligada ã  dinamita da ride e é desta 



forma um teste para a presença de efeitos não harmónicos. 

O presente trabalho, como o titulo sugere, propõe-se a 

estudar a dinãmica da ride em diversas aproximações e com diversos 

modelos. Parte-se assim da aproximação adiabitica (seção 1), da te-

oria dos modos normais (seção 2) e do comportamento termodinãmico 

(seção 3) para cristais em geral, a fim de se estudar a dinãmica da 

ride dos CGI. Na seção 4 estudam-se os CGI usando o  método  das  coas 

tantes elisticas sem modelos de'potencials; modelos de potenciais 

sio introduzidos na seção 5. A aproximação não-harmónica é apresen-

tada na seção 6 e sua aplicação aos CGI é desenvolvida na seção 7. 

Estuda-se também a fração sem recuo do afeito Mbssbauer 

(seção 8) e analisa-se o caso do Kr" (seção 9) em que existem dis-

crepãnclas entre os modelos teóricos e dados experimentais. 

- 2- 



1 - APROXIMAÇÃO HARMOMICA E AOIABÃTICA 

Pera determinar as propriedades físicas de moléculas e 

cristais g necessírio considerar sistemas que consistem de muitos 

elétrons e núcleos atómicos. Encontrar estados estacionírios dis-

tes sistemas complexos i um problema.muito diffciI em princfpio. 

Como  as fórças a que elétrons e agcleos estão sujeitos são  de 

mesma  ordem,  e  como a massa  dos  núcleos  g  muito maior  que a dos 

clãtrens,  aquiles se movimentarão muito mais lentamente  do que is-

tes.  Por  esta razão  é  possTvei  investigar - as  propriedades de molé-

culas e  cristnis  usando teoria  de perturbaçóes,  considerando-se a 

energia cinética  dos ¡lúdicos  como perturbação. Na aproximação de 

ordem zero os núcíeos estamo  em  repouso. 

Inic:aImente faremos uma analise semi•ciíssica e quali-

tativa. Como  existem  cristais:  existe uma distíncia média de equi-

lIbrio entee os núcleos  correspondente  a  um mínimo  da energia po-

teneial da ordem de a e 10 8cm. A  relação  entre a massa m de um, e- 

Qt; 	e M de um núcleo qualquer é  da ordem 

m;  t4  z  13-3  a  10-5  

os elétrons  estiverem ligados aos núcleos  (cristal 

não-condutor)  haverí  uma  incerteza na posição do elétron  de ordem 

de a, 	qual  correseonderã uma energia da ordem de le/m a2  que  de- 

ve ser da  ordem de grandeza da energia dos elétrons no estado fun-

damental  e  tambgm da energia de separação entre os níveis eletró-

ni cos 

•

r 

 .ipm a
2 

Eeiet 

A energia vibracional dos núcleos pode ser considerada 

como proveniente de vibraçóes harmónicas de quanta 

e 
'vibr - 

3 



Se um .dos nic1eos é deslocado da dísténcia a, o sistema  sofre wi 

acréscimo  de  energia potencial  Mw2a2,  que corresponde  a um acrgs-

ciffio-de energia para em  elétron da ordem  de  Eeletr: 

M 2a2 -.:.  :A7  ma 2. 

Então: 

-vibr -,k2/a
2(Mm)1/2 

Comparando f1.1) com  (1.2) obtím-se 

sendo 

C 
r 

- 	.7.Ka vlbr 	eletr 

K 	(m/m)114 

(1.3) 

4 

Como  uma separação de energia  entre nfveis E Li associada a uma 

freoãincia  E/.411/„ jã pelo tratamento acima, um pouco drosseiro, po-

de-se  concluir que o movimento dos elítrons í muito mais rãpido 

que  o movimento vihracional dos nts 4eos;  a  razão entre as freqüin-

cies  g aproximadamente 1%. 

Apresentamos a seguir  um tratamento  rigoroso (devido a 

i.aorn  e R.Oppenheimer)  (1); para tanto designamos  por 1.  e P o 

conjunto  das  posic-des e  momenta  dos nãcleos  e  por x  e  p os dos e-

létrons  respectivamente.  As  energias ciníticas  serio  para  núcleos 

e elétrons 

e 

TN  =  6-2-R-, 	.  - 
 •  (--4r  ) 

aX2  

14"a 	?o TE  *2  Eito w -SIE71-(-4._) 
axz 

somati5rio se estende a todos os elétrons e nrscleos. 

Se  U 	emergia potencial total das partfculas, ve 

se que 

, 

No ( x,  27 	 1f ,-- 51) 	4.   

ax 

A 



- não contém  os momenta P dos núcleos e pode ser  considerado  como o 

hamiltoniano.para os núcleos fixos e, portanto, como  a  parte não 

perturbada do hamiltoniano total: 

TE  + + TN . Ho  + TN  . 

que pode ser estudado como teoria de perturbeçaes, já que Ta  g 

bem menor do que TE, conforme vimos anteriormente. 

O perímetro natural de expansão ser uma potgncia da 

razão das massas e, como veremos„  K  dado em (1.4) g a escolha cor-

reta. 

O  hamiltoniano total se rã: 

H  . Ho + K4H1, 

com 
w2 	2 

11 1(-a ) = 	(B12) 

..mação  de Schrbdinoer 

(H-E)Y(x,X) 	O (1.5) 

pope  ser resolvida por teoria de perturbaçies. 

Na  equação de movimento dos elgtrons para núcleos  numa 

configuração arbitrária e fixa 

(H0- E°)E1",)7) = O 
	

(1.6) 

tanto as autofunçães 4,  , como os autovalores E°  dependerão das c 

coordenadas nucleares como perímetros e podemos escrever: 

0 = nOth 	E°  .
n
(X) 

onde n sio números quânticos eletrinicos. Se conhecermos as solu-

ções acima numa configuração 	e vizinhas (mostra-se que 	g  a 

configuração de equlIfbrio), pode-se resolver a equação de Sobro-

dinger para o sistema com os núcleos confinados numa vizinhança 

de X
o* expressando tal suposição na forma 

- 

O 
 x K1 



sendo 11 	coordenadas nucleares. 

O  passe se;juinte seria desenvolver on(19:104.4), or,(31.04.4-) 

e
-3 
(1 1-, I

° 
 +4) em serie  de Taylor para os acrgscimos  4 e igua- 

ax 
lar as diversas potincias de K  a zero na eia (1.5), Sã que deve 

ser satisfeita para qualquer 	Teríamos assim um conjunto de e- 

quaçõjes diferenciais para os elêtrons. 

rela 'relacícJ (1.3) pode-se ver que K E aproximadamente 

a  razão entre as amplitudes de vibração dos núcleos e. dos elitrons 

e9  pois que o  domfnio de variação  de  1'1' í da  mesma ordem que o  de 

it na expansão da  função  de onda f(  M)  do sistema (indicando que  t 

o  parimetro  conveniente); podemos, então,  resolve}-  a  equação de 

Scr6dInger  (1,5)  do  stema por  perturbação obtendo um outro con-

junto de  equações diferenciais. 

Cemparando-s• os conjuntos  de equaOes diferenciais,  ate  
a see,unda  ordem  em Ks  che9a-§e  a; 

.n(M) =  X(°)(1/).1(1°)T.M0) 

onde o  nidice  entre  parênteses  indica  a  ordem de  aproximação, V" 

solução  da  equação 

(H(4)+C.,(2)-F(2))x(°)0,3 	tw 
n 	n 

e  4) )  coavam termos na 1-gsima potãncia  de  4.  Multiplicando a e- 

quaçío  acima por 1C2  obtemos a equação  do  movimento para  as vibra- 

ç?I'f.:.s nucleares 

(T N 	
K 4)( 2)

n
)x(0)(-17) 

que  conduz  a  vibrações harmónicas do núcleo, e por isso a aproxi-

mação ata esta ordem g chamada de APROXIMA050 HARMÓNICA (AH). Nes-

ta  aproximação a  função de onda do sistemai determinada siimente 

em ordem zero, sendo o produto da função de onda nuclear pela e- 

lett-única, ambas em ordem zero (veja-se eq. (1.7)). A AH apresen-

ta uma descrição mui. o simples do sistema: os niicleos se movem em 

( 1  . 



um potencial efetivo e os elétrons se movem como se os núcleos es-

ti vessem em uma configureção fixa X
' sõ afetando o movimento dos 

núcleos atravgs da dependência do potencial efetivo no número quãn-

tico eletrõnico n. Muitas propriedades de cristais, entretanto, 

não podem ser explicadas com a suposição de  sue os núcleos movem-

se num potencial harmõnico (expansão tgrmica, Por exemPle)- 

Continuando a expansão  em  e até querta ordem, a  função 

de ónda do  sistema adquire.a forma 

x(2)(í'')..1,(12)(1-91-7) 

Vê-se que o primeiro fator na expressão acima descreve 

o  movimento nuclear e o segundo mostra que os elétrons se movem 

como se os :::1jelees  estivessem fixos  em  suas posições instantãneas. 

Pwlemos dizer que os  elétrons seguem  o  movimento nuclear  adiabã- 

lcamente, a  aprth-cimacio em  questão sendo chamada APROXTMAÇÃO A-

DIABÃTXCA (AA). Num  movimento  adiftbãtico os  elétrons  nio  fazem 

transi4es  de  um estado  a  cetro; os estados eIetrõnicos são deror-

medos progressiva 	conffnuamente pelos  desiocamentos  nucleares. 

la4to 	AA quanto  na  AH  existe  um  potencial efetivo para o movi- 

mento  nuclear; 

1(22)(4) 	,cs03)()  •  K44);(1q)(i) 	 0.9) 

obtendo-see as mesmas conclusões at usar tal potencial em teoria 

de  perturbações usual para o movimento nuclear. Entretanto  adotan-

do mais  altas ordens na expansão não seria mais possfve1  lançar 

mío de um potencial efetivo para descrever o movimento nuclear, 

nem os elétronsseguiriam a movimento dos núcleos adiabiticamente. 

Convém salientar que a AA sõ é válida quando a freqüên 

cia de vibração dos núcleos fõr muito menor do que as freqüências 

correspondentes aos estados eletrõnicos (veja-se eq. (1.3)). Para 

metais tal .nãoacontece pois os nfveis energéticos eletrônicos  for- 

mam um quase-contrnuo e levam a equações Integro-diferenciais, a- 



copiando e movimento eáetrorio  E 	wdclear  (interação  elétron- 

nnen). 

Com o  método  de aproximação obtido  Vamos, a seguir,  cal-

cular  a  dinimica de um cristal, inicialmente na coroximação harm5- 

oica, tratando os termos de maior ordem como perturbações do "cris-

tal hmomiinice. 

MODOS NORMAIS E EQUAÇÃO SECULAR 

Consideremos um cristal moneatSmico e calco na AH0:4'3,  

e  simbolizemos o potencial efetivo para os jE,!cleos atõinices sim 

pIesmente por---t, por t representemos uma trTade de úmeros 2,1 ,2„). 

sujeitos a determinadas restrições)  que identifica  um  particu- 

Rr úcleo, e suas çoordenadas retangulares por X(t)  onde o  subTn- la 

d;ce  a  indica uma determinada coordenada (a  =  122,3); por ua(Z)in 

diquemos o deslocamento  do  cristal em relação a sua posição de e-

guilTbrio xa(t)  (antes representado simplesmente por X0)  e  final-

mente 

2j) 	, 
(Z) 	(7p-7-piT a. 	 f 

índice  o  indicando a configuração de equilfbrio 	x 

tanto,  conforme  o perãgrafo anterior 

Garminauío a configuração de aquilTbrio.  O  potencial efetive  nIJ 

aproximação harmSnica é dado então -por 

= 	n  ou,V),  (4)Ue(t') 	 (2.7) 

- o Ge. 



A expressão acima representa o tírmo K20 2)  da equação 

de movimento harminicA (1.8). CoMo tratamos com cristais perfei-

tos e infinitos, a expressão acima divergiria se estendíssemos o 

somatOrio a todos os nUclecs do ^cristal; normalizaremos então em 

um volume  .finito', impondo cot dlOes de contírno. 

Imaolnemos o cristal dividido em blocos com L3  = 	ci- 

lulas, L cílulas em cada direção; a divisão forma, por:assim 

zer,. um macro-cristal, com vetores de transIação fundamentais La 

+ 
La2, Loa se  ei,  a2, as forem; os

. 
 ires vetores de .translação funda- 

mentais do cristal. ImporemoS condiOes de contírno periadicas, 

tais que o movimento seja o Mesm6 nas macro-cilulas.  Em  outras  pa. 

lavras. 

7(T) 

se i e t ocuparem  posiOes equivalentes  em  suas respectivas macro-

células, ou seja,  se  diferirem  por um  maltiplo  de  L.  Pará  um cris-

tal finito, telt  condices  implicam em  que  atamos  em'  faces opostas 

vibrem da: mesma  forma. O  írro que tal condição acarreta  í  da ordem 

Ifl, que  'e  desprefiivel se  II  Vir  suficientemente grande. 

Definlsos: 

vaCt) 	M um(t) 

se  a  um par de fndices 	associarmos um Uniu indica, 110,P.,,V) 

define uma  matriz. chamada MATRIZ DINAMICA D, com 3L filas e 31 

colunas. 

O potencial efetivo (2.1) e a energia cinítica escrevem-

se,  respectivamente, como 

-# si -EED R
cg"
(t-t')va(t)v(t') 	 (2.2a) 

1.£' aB   
e 

(2.2b) 
t a 



com 

Notgese que escrevemos i.1015(e'), pois o potencial depende siimen-

te da posição relative entre os  núcleos. 

Dados  _sus tris vetores  de  translação fundamentais 1.1, 12  
e, 

e  a*  da ride.direta, podemos construir uma outra rêde  chamada  ride 

-recfproCa, em que os três vetores de translação fundamentais 

e ris tenham  a  propriedade: 

e. 
A...ae  e 2neij 

Pare cada vetor de translação da ride reciproca t(h)  (h 

tambgm sujeito a PestrieSes)• podemos construir, então, uma funçãe 

e.t(*) de forma 

1,4c( ) .3(c.)  
vik 

exp 	+h 2 R, 2+41 3 g.  3  )/1 
• 

	 (2.3) 

eue Sbviameeee ;e maetím inalterada se adicionarmos eelltiplos Ge 

:3ea;quer das •cemponentes .dett ou das componentes de it(h), 

11“."4cendo, de um -lado, que como função de  -;'(e.)' satisfaz as cone 

`:toes de contar }r peri6dicas e de outro lado, que todas as fun-

ções diferentes são obtidas com h no  intervalo 

-L/2 <'  hl,  h 	h  <  1/2. 

Outrossim, se escrevermos t(4)/1 pode ser interpretado como vetor 

de onda, com componentes  restritas'  ao intervale: 

avia < k,.,  1(2 K3  <  e/a 	 (2.4) 

com a e  1;2-ti l.. 

Hi assim  exatamente  N  vetores  de  onda 1-c'.(h/L) consistentes com  a 

expressão  acima, que estarão distri buTdos uniformemente em um vo-

lume igual ao volume da cilu/a unit'ãria da ride recíproca, ou  •  sej.a 

live  se va  fir o volume da  cê-lula  unitãría da ride direta (a3)(4)  

- 



çve 	rrd a todos os graus .de liberdade do ststema.  A  

dada destes dêstes 'À patO s 	 nde Y "è o volume do cristel,  e  a 

cada  um  destes  porto s  corresPonde uma  função  distInta de ;(14) do 

tipo  (2.3).  A.região  dos pontOs  da  •ride recfproca  definida por 

(2.4)• recebe comumente o nome  deprimeira  zona  de  Brilloul.n. 

Usando as funçoes 	podemos. expressar os des'éoca- 

mentos' reduzidos em termos dê 	novo conjunto de coorthnadas 

(IN de formo. 
-  a ' 

Ev (k)exp[ik.x(2) 	 ( 2.5a).  os, ,   • VN 

e o  momentum caninfcawente conjugado e va(t) como 

-  .* p(3,) 	
1 	1/4)exp t 	 (2.5b) 

• 

sendo 

1j 
"7.; a 	9v

a
(k). 

A . 

e.a soma em K  est...ieneneo-se  a.  todos os vetores da primeira zona de 

r ,• Brillouía. Lembrando que  v 	e - p
a

íS) sao  operadores podemos impor  . 

condlçíes compatIveis 

vjr(tl 	v (4)  •  e  • •  pT(k) 	pa
(-x), a 	a 	 • 	a 

garantindo  assim que os operadores siohermitianos. 

Pode-se mostrar fãcilmente que 

1. para 	K(h) 

	

6(t) 	Sexp Eit.1"(q 
para it =  

e  tambíim 

	

I 	r 	 r z(--exp -t11 ()j 	--exp  Litcox(tn} 
Z 	 -IN 

	

1 	/  
,.{--exPI  íZ-2'zP-J}  

t../N DIN 

(2.6) 

(*)  Nem Vá- das as corr.ponentes 	sZa raimeros  inteÁros. 



a  ..J  E p 
 C4

(t)ex 

1C 

COM 

( T  m  4, 	a E Ep'(k) e   
" 

1  41U( 

(2.10b) 

2.9b) 

ou seja, das relações (2.8) - Vi -se que a trans,fermação (2.5) é u-

ai'tãria, e assim a transformação inversa serio 

va(t) (t)expE-iti(t)1 	 (2.9a) 
t 

.Expresso em .tirmes do _novo conjunto de.coordenadas {v 
 a  (t)}.  o po-

tencial (2.2a) fica: 

E E vt(t)DaO  (t)v 	 (2.10a)  t aa 

usando-se a expressão (2.8a) e 

(t")exp 

com  t" 	t', jã  que  o potencial depende  sõmente  da  posição  re- 

lativk,.  dos  nricieos.  Da mesma  forma, a  energia  cinética (2.2b)  fica 

que e  a transformação  'verse  para  os moinenta, semelhante ã  (2.9a) 

para  as coordenadas. 

Na expressão  (2.10a) a  potencial  apresenta timos em  que 

aparecem  produtos  de  duas coordenadas de um mesmo núcleo (vtv, N  . a  pg 

Introduzamos  então um nõvo conjunto de coordenadas{(j)}(jul,29 3) 

pela - transformação 

Qi(tj) =E ea(tj) v 

Para determinar os coeficientes  ea(tj) da transformação 

consideremos o conjunto  de  tris  equações 

w2(t)e a,  rt) *E D0  (t)e  it) 43 	 ‘  
f 
 ° 

onde o conjunto  {ea(t)}incIut  as•incagnitas  e 	dete7-minadn 

a fim de que  o  sistema de equações apresente soIníck n'ão trivii, 

- 

ti 
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O sistema acima g Tinear e homogéneo de modo que, para que exista 

soluçío, o determinante formado peos coeficientes deve anuar-se: 

a0. (2.11) 

A eq.  (2.11) 5 uma equação. abica em w2, chamada  EQUAÇÃO SECULAR; 

a cada  raiz da  equação secular w2(t,i)  correSpohderã  um  conjunto 

{ea  ()} que representa•:mos por e  a(tj); desta forma w2(tj) e os •  

correspondentes  ci(j) satisfarão  as  equações: 

td)(1.tile 	 r)a.13 -(t)e0 (1,1) 
rr 

• 

conjunto {ea(kj)} nao e o uni co pos Tve/. pbde-se  mos-

trar.  entretanto, que 	consistente com as equações acima  se  sa- 

.tisfaz as  conOçUs; 

?12 (11:i)e  (leti" 	6.4, 	e  Ee  (rj)e (Itj)..-  6 . 	 cte  (2.12) 

U  conjunto  {en(kj)}  define uma  matriz 3x3  (nos Tndices  a. 

4 
1  • As  eQudides  acima  nos  dizem  que a  matriz *J  unitãría,  exis 

ti :to assim n  transformação inversa 

vc.,(kr  =  E  -tot i,K.r)Q(d) 
j 

(2.13a 

Anãlogamente,  teremos  para os momenta 

Pa()  =  Ee  (ti)P(tj) 	 (2,13h) 
j 

onde  P(kj) é-  o  momentum canonicamente  conjugado a  Etj). 

Das  igualdades (2.0) obtím-se: 

Qt(ti) % 	pt(li) . P(ti) 	 4j) =  e  Citi)-  

Expressando em  termos  das  novas coardenadas Ela), usando as  con-

diOes  (2.12), o potencial (2.10a) escreve-se  como 

eD 	E  w2(ti)Qt(ti)0,1)4 

A energia cinitica (2.10h) torna-te 

13  • 



T = vr E 	(ti) .1)(it"3) g. *  
kj 

pelas eNpress;5es de 0 e 	ve-se que temos  uma some de MODOS  NOU- 

MAIS(2 ) 

Usíndo es transformações (2.13) e (2.9) pode-se calcular 

as relações de comutação paraas novas coordenadas  e  momenta, ob-

'Cendo-se facilmente 

[Qt(ti)$  P(  `J °)) 	1:4WM 4') jj8  

lEtth Pt(.j')] = VAit-tg ).6jsk 
	 (2.14) 

cem  tidas  as  demais  relações nulas  (não  esquecer  as  igualdades  • 

A 'é: áéfinido  "em (2.7). 

A  equação  de  onda  para os  movimentos nucleares  se  torna 

1 	,*. E  pt  ,,kj  )P ,K- ) 2(t.i)0(tj) 	 (a.;5") 

ti 

Como o  hamiltoniano  í uma  soma dé  timos,  onde cadh t-E'irmo j um os-

cilados harm8n1co simples  comfreüíncla  angular w(  J)  a  função 

onda 	x• 	pode  ser separada  na  forma.  usual: 

X  =  n XylcZn(Eii)) 	 (2- 16) 
Itj 

cnde  n(tj) ë  o  número'quintico'do oscilador ti. 

Em  verdade  deveriamos escrever Q em trinos  de operado-

res  fEermb tianos  41  e  q2, da forma.Q = 	+ 1(1 2)/a e dei ver-se 

-ia  mais facilmente que o hamiltoniano í- uma soma de osciladoret, 

j  que surtem produtos do tipo'Ql-Q, ficando o Hamiltoniano como 

uma soma de timos 
2 

E 	,  (12 	(0112)- 
Xtd% 

Reescrevendo Q(kj) e P(tj) da forma 

- 14 - 



Q(ti) 	r 
2,44,1) 	.La 

*- KJ 	a(tsq 

Mg11]1/2  ra  a(tii} 

obtém-se para os novos  operadores: 

la(tj), at(PP)) 	A(r-te)8ii, 

[a(t), a(Vr)] ajc(lj1 )] 
(2.17) 

usando as relaçées de comutação (2.14). 0 Hamiltoniano fica em tir-

mos distes operadores: 

=  z,e'ite(ti)Lat(ti)a(ti)41/à.1 	 (2.18) 

sta  expressão  para o hamfltoniano  e  semelhante  ao da  Teoria  Quan-

tica de Ca  os'.' 	tendo em  vista as  relaçées de  comutacão  (2.1). 

perticular,  suus  autovalores  serão 

E  c(LI) 	 . 	(2.19) 

1j 	tj 

eiàde n(tj) j um  1,  eira  positivo Ou''zero.  Deve ser salientado, en-

tretant ►„  que 

_Ate 1/2 	%Ai) 	4- 
P:a (2, ) 	(flw 	 [

) 	2 	 - 	a(ki) 	j)J expeit7c(z)] 	(2.20) 
e  que  aT  e  a  são  os  operadores de criação e destruição, respec- 

tivamente. 

O  estado  x, eq.(2.16), estã,  então, determinado pelo nú-

mero .de quanta  n(kj)  de  energia  /4(kj) do  modo vibracional tj. A 

ãstes quanta de oscilação  chama-se fénons,  possuindo  iles  as mes-

mas caracterTsticas  para  vibraçées em  sólidos do  que  fatons  para 

vibraçées do campo eletromagnético; em particular ambos obedecem 

a, mesma  estatística quãntica:  a  estatística  de  Bose-Einsteln  e as- 



sim o nimero médio de ocupação de fõnons a uma determinada tempe-

ratura para um crista barmiinico em equilTbrio térmico í dado pe-

la distribuição  de  Planck. Ressalve-se que os fõnons possuem  três 

polarizações distintas j para um mesmo vetar de onda 11  dadas  pelo 

vers  r  1a(tj). 

A descrição das  propriedades, principalmente  as térmi-

cas,  de um cristal que  aso  possui elétrons livres (em especial os 

CGI) fica reduzida ao  estudo  do  comportamento  dos fEnons. O pro-

blema consiste, então, em resolver a equação secular (2.11), a 

quai  nos dã es RELAOES De DISPERÇÃO, ou  seja,  w  em função de tj, 

e a  par  ,:r dai as  propriedades  tãrmicas. 

. COMPORTAMENTO.  TERMODINÃMXCO DE -CRiSTAIS 

As propriedades  termodinãmicas  (macroscõpicas) de  cris-

tais, como calor especifico, equação de estado termodinimico, ex-

pansão Grmica, são  m-edias  tírmicas do movimento das partfculas 

(microsapicas)  do  cristal.  Os potenciais termodinimicos  determi-

nam  as propriedades  termodinimicas de um sistema,  e segundo  a iMe-

cãni  ca  podem ser obtidas se conhecermos  os auto-esta-

dos de energia do  sistema.  O  ponto  de partida é a  função  partição 

(13)  definida como: Z 	Trexp(-Hik T).  Se representarmos sim- 

plesmente por In> os auto-estados de Hamiltoniano H,  a  função  per-

tiçío serí: 

E(nlexp(-H/kBT)In› 
n 

exp(-cliy) 

onde Ui) são os autovalores do hamiltoniano do sistema, 1(13  a  cons- 

tante de aoltzmann e T a temperatura absoluta do sistema, o somató- 



rio  em • estende-se a todo  o  conjunto de números quãntleee 

vais. A energia livre de Helmholte F, í dada  pela  relaçío 

F -kT Ini. 
„  . 

Para um cristal, {ei}.  deve ser a  soma da energia aletro- 

nica e da energia vibracional  dos núcleos. Para cristais iseiantes, 

poria', muitas vazes ã necessãria uma  terpeeature muito alta para 

excitar aprece ãvelmehte estador eletrinicos; podemos recorrer em 

geral para as e'títrons, sCimente ao seu estado fundamental (com os 

núcleos na posição de equilTbrio)(+). 

Para un cristal harm5nicõ teremos 

	

n(ti)  . 	E,dwoh) {n(11j)4-1/2} 

sendo oG  a soma da enercia eletrSnica no estado fundamenta-È e da 

energia dos  núcleos na  pouiçao.  de equilTbrio. 

Para simplificar rePresentemos TC,,j por um iinico índice. - 

e 3i 	,./ksT; a fúnçío  partitio  serí, então: 

	

.  L e - 	exP.{-íN/k,T}  ff E1  
n1 	

. 

Zi  = exp(-"i 2k 

e a energia  livre 

E  exp 
.0  

1 	 -3. 
00 + kj E  {-513i 	In(1  - e 	)1 e 	e (3- 1) 

A  partir da energia livre, a energia interna  E do  cris- 

tel ã d-da pela rIação: 

(+) Veja-se  o  caso do Kriptõnio: í necessírio urna temperatura da 

ordem de 10
4 c

K  para excita-lo ao primeiro estado excitado eletréi- 
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onde S  e  a'entropia. Ubém-se assim para  a eneÉ-o - 	erRu; 

E .4 00
pz 	

E  -  •  = terça 

E t 	Ejla..1 í  

o 4* E  vlbr 

,TE  _732_ 
4 

e 

senda  respectivamente  n  energionto zero  e  a  energia térmica 

pois para  I'  .  0°K  temos. Etgm  . Cs a soma de amuos é a energia vi-

bracional Evibr  do crictal. 

Segundo  a  primeira seçio, v:2-se que 00  depende sUente 

da  distância interat?mica (ou volume) na AA, bem como as  freqfin-

cias  wi.  Quando se  lança mio da dependência de  Q  e  01_  na distn- 

cia interatUica,  tem-se  a chamada  APROXIMAÇÃO  QUASIHAWNICA ( Q, 

mas sem  considerar ténios de  ordem maior que  a segunda na expensâo 

dc potencial  efetivo, quando  então  A!\ passa a chamar-se APRUIMA-

ÇÃO NÃO-HARMUICA  (AN). 

Conforme  citamos, propriedades  termodinâmicas podem 

expressas  recorrendo a F e em particular o calor especffco  a vo 

lume  constante, 	,de  grande importância no estudo da  dinâmica d 

rédepé  dado  por: 

.3E 
I 
 (e 

i -1)2 

A  equação de  estado,  que relaciona as va•liveis de esta-

do  v,  T  e a pressão p  obtém-se a partir  da  relaço  termodinâmea: 

d00  9F   
P s -(3v1T  s 	dv 

.E/  ‘í 

 

ó4). 
- 1. 

; (3.2) 
e -1 

Como w
i  e  %Do tão funções de v, a expressão acima í a relação entre 

p,  v e T. Entretanto 	mais  conveniente introduzir, ao invés  da de• 

rivada da frecOincia, a qu ,:,idade adimensional: 



dlnw. 
- 1 	dlnv 

Se admitimos porém que todos y/  são iguais 4y Iguais a u-

ma constante y, chamada constante de Grüneisen, teremos para a e-

quação de estado: 

d(5)0  

PY"J7- YEvíbr 

Suponhamos conhecidas as relaçães de dispersão w 	w(tj); se ten- 

tissemos calcular alguma propriedade termodinimica de um cristal 

terTamos um  somatErio  com um vt1,-,ero  assombroso  de tenros. Para um 

espicime macrisciipio  entretanto  o  que Importa não  são  tanto as fre-

qüências individuais mas  o  n€,Tmero de  freqüências  áG(w) que  caem 

dentro de um particular interveio de  fregandu NM15,-12  uu a 
densidade de estados por intervalo de freqüência definida como: 

g(w)dto 	
5G(445 

e, m termos mais rigorosos, quando Aw fãr um infinitisímo a den-

sidade de estados  f(w): 

N 	7  1- 	AG f(w) 	v . 111 
A 0)+0 

Como os  pontos permitidos na primeira zona de Brillr.ein estio  dis 

tribufdos  uniformemente com uma densidade (La1211)3  (veja-se expres-

são  (2.4)). Tem-se 

AG 	v 	3k 

na  
onde a  integração estende-se soar e o volume no espaço reçfp•oco 

contido entre as superffcies de freqüència constante w e w+Aw. Co-

mo temos três ramos distintos (j 	1 2,3) devemos, evidentemente, 

levã-/os em •conta; assim, a densidade de estados por intervalo de 

freqüência será 
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f(w) = 	lim 	Efd fka41.5.An 
entsPi A(04-0 j  w<w(k))(w+Aw 	 W"" (3.3) 

Segue imediatamente das  condições sabre  os graus de liberdade do 

sistema que: 
,01) 

dwf(w) 	3  

Podemos agora expressar o calor especifico como: 

(A/kT)2  
17iR5TRWR-177-n-"2" f(w)dom 

O ptimeiro  modilo a. ser formulado para o calor especifico  - 

e"Lco e Einstein -  consistia  em  que tidas as partículas .o cristal 

vibravam com  uma mesma freqüência w- e assim, 

f.(03)  =  3M03--wE) .. 

No entanto, Um  modilo mais realístico 	Modelo  de  Debye supõe 

bem como um  freqüência de corte 400:5 a fim de que 

j of(w)dw = 3. 

Êste  modiIo trata o cristal como um meio continuo elbtico,  e'a  'ú-

nica conotação de seu aspecto cristalino esti na freqüência de cor-

te wD'  -  o calor especifico pode ser obtido fãcilmente 

O D/T 
9Nk& (TI  o  D )3,1 

(£ 	1)2  o  

(3.5) 

sendo  e  0
"' B 

, um  parimetro característico  do cristal chama-

do TEMPERATURA DE  DEBYE. Convêm notar que o ínico parimetro  parti 

cular sabre a  dinimica  da  ride í 9 
 ' 

A  variação  do  calor especifico com  a temperatura está 

multo prOxima da expressão (3.4), em particular a variação com T3  

para baixas temperaturas. Quando o  calor  especifico calculado exa- 



tamente 	(3.3) eu medido experimentalmente desviar-se do valor 

dado em (3.5) costuma-se ainda assim usar tal expressão, com O  a  

função  de  teJeeeratura. 

mõdulo de  compressãO  K,  sendo definido como 

em timos da energia livre F9 	dado por 

32F 

T 

vendo-se que na AH K éÂtilo, pois F nio depende de Y o que não a-

contece -na AQ. A expansão térmica B também 5 nula na AH j5 que 

I,3Y, 
V ffl'ip  

mas  sõmente na  AN a  mesma pode ser  tratada satisfatSriamente. 

RELAOES DE DISPERSÃO E CALOR ESPECIFICO PELO  M£TODO  DAS CONS-

TANTES  ELASTICAS 

Dissemos antes que quando se conhece a forma explfeita 

do  potencial  pope-se calcular, a partir da equação se ;ciar,  as  re-

lações  de dispersão para um cristal e, conseqüentemente, suas pro-

priedades  termodinãmicas. A partir do mg todo da onda longa, poréns  

podemos  calcular as relações de dispersão e o calor especifico,, 

independente  de  conhecermos a forma do potencial, que g o proodsi-

to do  presente parágrafo. 

O  método da onda longa  (1)  consiste essencialmente em 

comparar ondas  elásticas (sonoras) em um meio elástico, obtidas a 

partir da teoria da elasticidade, com as ondas cristalinas com ve-

tores da onda na vizinhança da origem, ou seja, para o limite k.o 

(o que evidentemente corresponde a ondas longas). :(essalva-se pa- 

(3.6) 
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ra um cristal que apresente tambím modos vibracionais õticos cuja 

freqüência  nic tende a zero com  k e a, só  devemos  usar os modos 

que tendem a zero  com•keeo(modos  aciieticos);  que não  é o .presente 

caso,  est  que estamos tratando de cristais monoatómicos cúbicos. 

Note-se,  outrossim.  que o  modelo  de  Debye usa uma aproximação se-

melhante. Poderemos  expressat;., entié,  os  parimetros microscópicos 

em termos das constantes elásticas macroscópicas, que podem ser  ob-

tidas através de  medidas  da  velocidade  do som. 

As mudanças de tamanho e  forma  de uri sólido elástico(b)  

podem  ser repreSentadas por deformações emn, onde m,n  e  1,2,3  re-

presentam os eixos cartesianos xs, y e  z  respectivamente;  se  34,g2  

d  ;ta  forem  as  componentes de pequenos deslocamentos de  um  ponto  a 

partir de  sua  posição de equilíbrio devido  is  deformações póde-se 

definir os e
mn  como 

211m 	 al4„, 
. 	(4.1a), 	emn 	

“.1b") 
M5 	9Xm 	 aem  een  

eodendo-se ver em  (4.1a)  "deformações espec'íficae"  e  em  (4.¡P 

engulos de deformações". 

Quando  ocorrem deformações, o. arranjo  dos ãtomos corres-

pondente ao  estado  de  equi/Tbrio  térmico muda e o corpo abandona 

seu estado  inicial de équilTbrio. Aparecerão  então fõrças qme ten-

derão  a  fazer  com que o corpo volte ao estado de equilTbrio; tais 

fõrças internas  são chaMadas de tensões  e  sio simbolizadas  por  Smn. 

aviéentemente  SMM 
 represeptara uma compressão na direção  m  e  S mn 

representarã um  tanque na  direção p(m 	n  #  p).  A  lei  de Hooke po- 

de ser  generalizada 

Mn  e rs,mners rs 
(4.2) 

obtendo-se  um sistema de seis equações lineares, pois emn  =  enm  

o  mesmo acontecendo com som (4)  
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Se o processo de deformação lar isotérmico e reversTveI, 

o aumento de energia livre por unidade de volume devido i mudança 

das deformac5es de e. p:3. será; 

dFdef = E 1j  e.de j ij 

Para um par de  índices -mn usamos convenientemente  um  5n1co Tndice 

i. A lei de Moke (4.2) permite-nos escrever: 

dF 	c. . 	de 

	

de f. 	. 1.3 -1 

expressão que, integrada, dará a energia de deformação (evidente-

mente cij 	cji ): 

=  ,-- 	c. 	e e def 	ij 	j ij 

Como_estamos estucando  cristais  cúbicos, a energia de de-

formaão deve manter-se  invariante  frente is simetrias do cubo, re-

uzindo-se 	con5;tentes  ã  s5mente trEs distintas: 

=  c22  =  c33 

c12 = c13 = c23 

C i = cri  =  c66 	 (4. 

com tidas as demais  nulas. 

A  flirça nlTquida" por unidade de olume na  direção 1  se- 

rá: 
351112 + 

 9S13 
3x, 	

4 	
ax3 

que  ;  evidentemente a  razão de vav.lação  da férça  através  do volu-

me. Se  p  fiir a  densidade do corpo em questão, a equação  de movimen-

to na  direção 1 é: 

anu 	95
11 	aS12 	3S13  

P  at2 	
x1 
 "I"  ax2 	ax3  

Usando  (4.1), (4.2) e (4.3) obtem-se: 
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;3 ai 	 reit....+  o 	
a214,  a 2p, 

e 	a  -c1')----+cl2t 2 3Á ^ 	ax 2x  t.  -,ât 10 a 	3, axR axsg axgx2 
• 

ãXge.na'g  

nÃo sendo necessMo e*creypr as .expressèes para as Mreçííes 2 e 

3, pois mantêm a mesma 4árma. Essas squaOes possuem e forma andu- 

• latíSria, o que nos pereitentão supor soluceà como 

-7*,11)tt). 	ii q  exp.Ci(g.5j 	
• 

Substi tu;indo esta' expressão "nas  equaçes de movimentO:.  • 

Rara as componentes e 	ohtim-se um sistema de equ 	linea 

	

-  res e homogéneas nas cemonentes da amplitude i 	Para que não se 

tenha uma  solgção trivial, o determinante dos coeficientes deve 

nuiar-se 	htendo-se desta maneira ®  e  equação secular dum corpo 

estico  com simetria4bica: 

IA(1)-Pw2 	B(12) 	B(13) 

	

1  5(21) 	A(2)-pwa 	B(23) 	. O 	(4.4) 

	

3(31'k 	8(32) 	A(3)-pw2  

A(m) 	c'sl -c44)k2m+c44k2' 

B(mn) 	(clec44)kmkn e  

k 2  zig gf  4-  kl  4-  'c§ 

Admitindo que a interação entre um ãtono e seus vizinhos 

se rié através de um potencial central e desprezando-se a  energia 

do .ponto  zeros  mostra-se (/) que o cristalf..; isotrZipico frente  a 

6eformaçaes  eu em trmos  das  constantes elãsticas que•ci2 	c44  

(relação da Cauchy). 

Supondo  que o potencial seja central podemos escrever 

p citannt.e a equação secular da dínimica da rêde (2.T1) am térmos 

das derivadas segundas do potencial em relação ao deslocameno 
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na posiçáo de equllTbrlo. Podemos,  ademais, ?dmhir r.uts  G poten-

cial safa de curto  bicanca a  considerar  Intzraçiio sUente  com os 

vizinho mais praximos  s  as seouintes a ãstes (segundos vidnhos). 

EO:ão, pare o cubo de faces centradas, tarame3z 

niV  .t 	
y  , 	 11101 a, y 	e O/  (200) 	y2 12-  

igual para as direções e posções eximi alentes. Naturalmente a su-

posição. de que o potenc141 g cQ',2trk-A  implica em 

3-  l-(020) . 
 o, e D 2(10̀1) = 

equação secular (2.71) leva, então, a: 

F(T)-Mm2 	G(12) 	G(13) 

G(21) 	F(2)-Mwa 	G(23) I = 0 	(4.5) 

G(31) 	G(32) 	F(3)-Mw2  

F( 	2y1 2Y1 P-coskma(coskna÷cosk e)1+4y2sen2ka 

G(mn) = 2yisenkma.senkna 

com  m  É 	É p. Vi-se de imediato que a equação secular (4.5) é uma 

equação  cúbica em  W2  e pode, pois, te tris raízes distintas z  que 

correspondem  is trãs pcssTvels polarizaçSes (duas transversais e  u- 

ma longitudineU definidas pelos vetores e(kj), derinidos na seção 
o 

2. Para certas direçUs como a (100), as relaçSes  de disprsão pa-

-a os f-anons  ,-,rausversais são inticas evidentemente. Podemos, 

rontudo, escrever  a equeçie secular' (4.U) para pequenos palores de 

k e comparar coma eq. (4.4:; da teoria da elasticidade. No limite 

k  4-  o, a comparação resulta em: 

(y1.1-4y)/4 	en 44, ylia  P  c44 e 2ygra . c12 4.c44 4 

mostrando que a interação de um átomo com seus vizinhos pode ser 

dada  por propriedades macroscópicas. 

Leighton (7)  foi o  primeiro a  calcular, detalhadamente, 
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densidade de estados e o calor especifico para o fcc usando uma 

analogia mednice. Como rJ cubo possui 48 elementos de simetria (, 

que se reflete na equação secular), as relaç5es de dispersão podem 

ser estudadas simente dentro de um conveniente ingulo sSildo de 

1/48 do ingule sitAido total que eneolve a origem da primeira zona 

de Brillouin; como para os planos de simetria  a  equação secular 

rode  ser  fatorada  em  um  timo quadrítico a  um  linear  em m2,  Leigh-

ton calculou  numêricamente para estas direçoes  e  interpelou para 

outras  direç5es,  pois as  seperffeles  de  freqTência constante devem 

encontrar tais  planos perpendicularmente.  Vi-se fãcilmente da  ex-

pressão (3.11) que f(w) pode ser  calculada  encontrando-se o volume 

encerrado entre duas  superffcies  de freqüência constante consecu•

tivas e depois "derivando-o" em  relação  a  w.  Leighton encontrou e 

volume encerrado entre duas  superfícies  de  feeqhência  constante, 

modelando as mesmas em gãsso e  a seguir  pesando o bloco ck  gisso 

entre ambas; obteve  êle, assim, a variação •  do  calor aspe-

dfico cee a temperatura para  y2/y4  e  O  e ylityl e  -0,1. 

.fel trabalho  dn certa forma, definitivo  dentre desse 

aproximação,  pois  trabalhos posteriores não apresentam  aperfeiçoa-

mentos  maiores (3  e  mesmo atualmente ainda g usado  como  compara-

ção; assim,  Dobbs  e  doges (DJ) (9)  usaram os cálculos  de  Leighton 

para comparar  com os dados experimentais existentes  para o  Argiinio 

com y2/1,1  m  0,  sendo yt obtido a partir da expressão explicita do 

potencial.  A  concordãncia não  é.  boa (da ordem de 20%)  que  pode ser 

explicado, 

;-) pelo alto valor adotado para Y1 em comparação com  me-

didas  recentes (10)  (15%  menor) 

b) pela  desconsideração da energia do ponto zero,  o  que 

faz com  que  não  se aplique mais  a  relação  de  Cauchy (10). 

(c12 	c44 ) / c12 	3%  
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c) por ignorar-se efeitos de (Orças de  três  corpos, que 

também destrói a relação de Cauchy (11). 

d) pela presença de efeitos  quase-harminicos,  que refle-

tem a dependência na temperatura d.as constantes elísticaS. 

Da  mesma  forma  como se pode calcular e calor especifico, 

também se pode calcular as relações de dispersão explicitamente pa-

•a determinar as direções. Ji existem resultados experimentais por 

espalhamento de neutrons pare o Angario 
(i2) 

 e Kriptinio  (13), sen-

do  possieel comparar os resultados experimentais com os cilculos 

teóricos. Tal foi feito recentemente (14)  usando uma freqüência ob-

servada para  calcular  yi  e supondo  y2fyi  = -0,1.  Os resultados  en-

contrados não  sio  satisfatórios. As criticas  b), c) e d) feitas ao 

trabalho de  Ni aplicara-se também aqui; ademais há uma inconsistin 

cie entre os dois trabalhos:  pois o. segundo considere interações 

com os segundos vizinhos enquanto que o primeiro nio. Olua-se de 

passagem, que interações sõmente com os vizinhos mais próximos 

(y2  = O) levam a uma concordãncia melhor para o calor especifico. 

Ê necessirio, per:tanto, fazer considerações  mais realTs- 

ticas. 

5  - RELAOES DE  DISPERSÃO  E  CALOR ESPECIFICO  COM  MODELOS DE  POTEN- 

CIAIS 

O  estudo teórico de  LG,I.  pode ser estabelecido  da se-

guinte  forma: a partir do  conhecimento  das  FOrças  que agem  entre 

dois itomos pode  estabelecer-se um potencial e, a partir  diste  po-

tenciaL encontrar a  estrutura de equilibrio  em tidas as tempera-

turas e pressões em que a  fase  sólida  existe.  O primeiro problema 

que aparece  é o  de que o  cilculo  do potencial íi extremamente com- 
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plicado oferecendo um sério obstículo para obter -sa concordincie 

quantitativa dos cálculos teõricos com os dados experimentais; o 

que se faz normalmente é usar modelos de potenciais-ad áoe, ou se-

ja, simplesmente supõe•se qual deve ser a solução do problema ele-

trSnico. Para maiores detanes vejam- e os artigos de reviso de 

:)olleck (15)  e Horton  (I6 . 

potencial mais comumente usado é o potencia de lennar

-ones (m,n) que possui a expressão geral 

ctsk. W8  {o'
( yfr)m 	mer( 	) 
, 

(5.1 

sendo  r  a  distincia entre  os dois ãtomos (o  potencial e  central), 

e a  prefundidade  rlo potencial para os dois  ítornos na separação  de 

• iiTbrio T;  m e r;  são números  ieteiros, e  usualmente adotam-se 

os valõres 12  e  6 respectivamente. Escoine-se  n  . 6  porqee  quando 

dois  Ãtomos de vasas nobres  bastante afastos se atraem pela  inte-

ração  dipolo-dipoK)  induzido (calculado  por  teoria de  derturbaçãO 

em segunda ordem (-ri)) resulta  uma dependência  em r-6,  também 

ehamada  de ieteração  de van der Waals, pois  dí mm dos temos de. 

correção da  eqeaciO  dos gases perfeitos  que  eva 	equação de  van  - 

der Waals.  A  distincías pequenas as nuvens eletrõnicas  dos dois.  ; • 

tomos sobrepor-se-io, o que resulta em uma repulso qué provãvel-

mente  conduziria, se calculado, a uma dependência exponencial em 

✓ da  forma exp(-r/p). Entretanto, por coaveeiincia  fie cemputação, 

a exponencial  é substituída por uma potência bastante alta em r; 

eis  porque se usar m . /2. 

Com o potencial de Lennard-Jones (5.1) com n..6 e 

Grindlay e Howard (G:1) (18)  calculam as relações ea diseers'ío, a 

densidade de  estbdus e o calor espec="gfice riaaproximaeÃo harmõai-

ca para a 'interação de  um ítomo com todos  os demais vizinhos. O 

potencial pode 3ato ser escrito como 
1 	e 
'jjj  2  R, -n 



sendo & =  -,conforme a discussão após as expressões (2.2); N o nú-

mero de ãtomos no cristal, e m = 12 e n = 6. 

A condição para pressão nula aplicada, a C", desprezan-

do-se a energia do ponto zero, leva a equação de estado (3.2) a 

as ar 	A  
WV  " 

ou seja, 

1 2-1\15- (6x12(Wa 	2-12~a )556y .  O 

que determina a constante de ride a ,  e  0°K9  sendo 

E '12-1+11+£4)-P/2.  

r(WWW- 9gt.qxtaqs (5.2) 

= 
.4.  4. 

2  qa (Ia 	-IkÁr £1 £2 £3 e 
• ■••: 

2,1÷14z4-2.3.  = par, péit.f.) Ame  trabaNádOs  com  um cubo  de  faces  ce0iPar: 

das.  vais  somas foram consideradas fnicialmente por Born,e  Brad-

uu  (1943),  sendo obtidas através da transformação  teta.  Hoje4),o-

dem  ser calCuladaS por  computadores; veja-te,  por  exem0o,  o 

belho  de Waliace„.e Patrick  (19)  

Pode-se mostrar que para uma função  do  tipo f( 	), uma. 

expansão em série  de  Taylor até segunda ordem para  pequenos deslo-

camentos  x, di 

f(jít+AII)..f(11(1)+I.Ax4(à1.)2,3tf(x)4(7.AI)211f(x) 

onde 	_IS=  1 a
x 
 

e 
 x 

Como o potencial (5.1) tem a forma  da função acima, re® 

culta: 



a2  O I 	a,E - 	
cl2xI4T" 2x6x8T6

) 

,az  5t6 	.2x121.12  
(7 2,  '" Wirv- 

Podemos, desta maneira, escrever a equação secular (2.11) da for-

ma (4.5)  com 

011W 	4b 12SW(t)-48b 6 SI °M-1-3b 6S e (Jt)-12b 12514 (t) 

gl.r.74112.51#1 a(t)~48,365/1°W 

sendo  b w  tlae i os demais tírmos possuem forma semelhante. 

í..e  posse da aquação secular,  Gil resolveram-aa com  a aa-

xílio  cise computadores  para 2.791  vares distintos  de ft  em 1/43 

da primeíra  zona úe  BrIllouin.  Calcularam a seguir as constantes 

ansticas, a  energia de ligação,  a energia  do ponto  zero  e a  de-

pendincia  na temperatura  da temperatura de  Debye 90  em  função  dos 

parimetros  T  e  e qua aparecem aa forma do potencial. Como  è:  usual, 

usam-se  dois valõres axperímentais para determinar  os  parãmetros, 

sendo  es mas a  seguir comparados com outros valíres experimentais; 

os  parimetros ascoláldos por GH foram  a  densidade (diretamente re-

lacionada-caem e0)  e  a temperatura de Debye, ambos a 0°K para  o  Ar-

gínio  e o Kript5nio. 

Os valíres encontrados para a energia do ponto zero e pa-

ra  a energia de  ligaçío  para os dois cristais foram  bem  mai tares  do 

que os  va 5res experimentais. Quanto a 00, abaixo de 5°K os resul-

tados te5rices  são satisfatõrios, mas acima  de 5°K diferem dos da-

das  experimentais existentes para o Argínie (20)  e Kriptínie  (21). 

Comparando as relações de disperso calculadas por  GH 

com  as  medidas por Daniels et al (7)  para  o  Kriptínio nota-se uma 

ciiscrepãacia considerítve/ D  mesmo levando em conta a diferença  de 
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densidade entre os dois trabalhos. Comparando, entretaeto,  Ns cons-

tantes elísticas para o  Arehic  coM as medidas experimentais (114  

(1;.:,t-âee-se ume concordância reeoãvel, provãvelmente devido ee fato 

de. tomar-se como valor experimental a temperatura de Debye a 0°K 

mas como o modílo usado í harmínico nãe existe variação das mesmas 

com  a  temperatura. 

A  primeira ressalva que pode ser levantada ne tr:alho 

de GH  (alím das iS citadas relativas ao trabalho de Leighton), re-

fere-se â  forma da parte repulsiva do eotencial. Gupta e Dayal 

(GD)  (22),  por eeemplo, usam um potencial (exp.6) da forma 

Er) 	AB exp(  rio) - Ar-6  

para calcular propriedades termodinâmicas  dos  CGI. Apresentaremos 

os trabalhos de  GD apenas  em seus aspectos  gerais,  pois os mesmos 

aí° nos  parecem  inteiramente consistentes. 

Pela expressão do potencia,  ví-se que  são  necessãrlos 

tres reseàtados experimentais para determinar os par'imetros i%  3 

p.  GD usam trís condiçães de equilTbrio,  .1  saber: a energia de 

ligação,  pressh  e eSdulo de compressão do cristal a 30°K.  Levando 

em  conta a  energia do ponto zero, como ilustração, a equação para 

a pressão,  :e: dada por 

= *Fr)Te0°J. 

1   
2  e 	 = 	, que 612-ro 	U7fIfFf 	ei' / s 

xead 	 xeas  O 
 

 KJ 

substitui a condição de que o potencial seja mTreimo na situação de 

equilTbriol obtendo, então, um sistema de equações transcendeeta-

is  em  que ocorrem derivadas do tipo: 

ewi(t) 	32(24(t) 
E 	 e E 	" 

er 	 3r 
rtj 

e  como não í possivel resolvi-las, pois os modos normais deveriam 

ser conhecidos, GD usam resultados da  constante  de Grüneisen dos 
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trabalhos de Norton (23'24). Resolvem, assim, a equação secular, 

damesma forma que rb. para 1.000 pontos distintos. 

Embora usando uma parte repulsiva mais realfstica para 

o potencial, GO Obtêm concordãncias melhores do que GH; para o Ar- 

-  gOnio hi uma concordincia para temperaturas médias, que pode ser 

considerada fortuita, pois tesea região efeitos quase-harmónicos 

ti ►  um papel preponderante. 

Na aproximação harmónica, o método mais eficaz. é certa-

mente o método de Houston modificado, desenvolvido por Horton e 

Schiff (23)  e aplicado ao CGI por Horton e Leech (HL) (24). 

0  mgtodo de HOUtton (25).  consiste em essencia  resol-

ver exatamente  a• equação secular para um determinado  nümero  de di-

reções  65,  (1)  e assim  obter a densidade  de.  estados por  ingulo s6- 

iido F(w, 8,  para estas mesmas direções.  A  mesma  pode, ser ex-

pandida em  têrmos de uma soma de harmónicos esféricos  que apresen-

tem a mesma  simetria do crista 

F(we, 	 frl(w)Y. ( 	9 (1)1 

Em  particular, para o cubo temos os chamados  harmónicos 

cUicos. Se  resolvermos a equação secular para M direções  distin-

tas e se fizermos uma expansão usando M esféricos cúbicos, reemos 

um  sistema de M equações lineares com M incógnitas fm. Interessa 

fundamentalmente resolver a equação •  para f0(0), pois: 

f(w) 	IF(w,e,o)senedndo 	4wfo(w)Y09 

obtendo-se assim a densidade de estados por intervalo de fregain-

cia. Quanto maior fór o número de direções M, maior serã a preci-

são do método. 

Ainda para o cubo, se tomÃssemos.M r  3 e as direções fos- 

sem (100),  (11) e (111) temamos= 

f(w) = 41g-T,  {10f.um(w)+16fTio(w)+9fill(w)} 



vendo-se que o método dé um piso própria a cada direção da ride 

reciproca, o que é preferível aos métodos anteriores que meramen-

te tomam um cirande número de pontos sem importar-se especificamen-

te com a direção. Em tèrmos mais gerais, teríamos: 

f(w) = Z ba(k24t)aj  
aj 

onde a  especifica os coeficientes de cada direção a. 

Entretanto, o método de Houston apresenta algumas difi-

culdades. Como para determinadas direções existirão fõnons com ve-

locidade de grupo dw/dk nula, resultam valõres infinito falsos 

que aparecerão na densidade de estados. Outra dificuldade é que o 

método admite a primeira zona de BriIlouin como uma esfera, o que 

pede resultar em mã aproximação quando a primeira zona fõr muito 

diferente em forma de uma esfera e que ademais não ã adequado pa-

ra computação. 

Como o interisse fundamental  não  é o cãlculo  da  densida- 

de de es;:ados, mas propriedades termodinimicas, como o calor espe-

effico, terfamos 

. Cv
esf 
	cs(T), 

COM (kmax 
esf 	k 

Cv 	
B  TnyT E b 	k2W(F  N :,01j„ 

cu o 

z(g )  	E2J  
(J-1)2  

Çai  Xwcti /k T 

kmax  é o raio de uma esfera com o mesmo d'olume da primeira zona 

de Brillouin, e a(-) é a diferença entre integrais acima na regi-

ão em que a esfera e a primeira zona não se sobrepõem, o que pode 

ser fãcilmente calculado em primeira aproximação, jã que sua con-

tribuição não excede nunca a 3%. 
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;sando o método de Houston modificado, HL fazem um es-

tudo sistemático adotando o potencial de Lennard-Jones da forma 

(m,6) fazendo variar o valor de m de 10 a 14, bem como o número 

de átomos vizinhos que interagem, considerando a interação sõmen-

te com os  primeiros vizinhos (1V), com éstes e os segundos (2V) e 

com todos  os  ,!izinhos  (TV) para todos os CGI, com duas condições 

de equilíbrio para determinar  os parâmetros e e  T que entram na 

expressão do potencial, a  saber: a energia de ligação e a distân-

cia interatOmica a 0°K. Como incluem a  energia  do ponto zero,  HL 

usam o método dos momentos de Montroll (26)  para calcular a soma 

das freqõincias dos fõnons, pois dada uma função  de  uma matriz 

(no nosso caso  a matriz dinâmica  da  ride reciproca D(k)) e seus 

auto'valõres, (no nosso caso (.13(14C)) vale a relação: 

ETrf(D())  . E f(a)(k)). 

0 momento 2n  (com  n inteiro positivo ou negativo) é dado por 

 
u2n 	

r f(w)dw 
o

2n (5.3) 

e pode ser obtido sem se conhecer  a  densidade de estados, pois 

* 	1 	* 
02n  =  -.TI.  E ce n.  (k) 	lx 	TrD (k). 

Como  a  equação secular pode ser ficilmente calculada para diversos 

valõres de  m e vários njmeros de vizinhos que interagem (*) pode-

se  escrever as condições de equilíbrio. Como ilustração, para a e-

nergia de ligação E, teremos: 

"N€ 0  *  F(o) 
4  2, -(1126) 100 I" 

kh(11J1/2  

(*) Não apresentaremos iste trabalho por ser em tudo semelhante ao 

trabalho de GH, com a ressalva de que conforme  o  número de vi-

zinhos em questão as somas Sq lq 2q 3  devem ser truncadas. 
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E' aegundo térmo da soma é a energia do ponto zero que 

em principio seria  mas como UI não é definido em (5.3), u-

sando-se interpolação de Lagrange (27)  chega-se a 10(U2)1/2  com 

K te. 1,0223. 

Para a pressão (nula teremos outra equação semelhante 

a (3.2), e com as duas equações podemos encontrar os parãmetros -

e e  r da  expressão do potencial. 

A  partir dai, HL calculam as relações de dispersão e à 

calor especifico para todos os CGI com os diversos  m  e numero de 

vizinhos. Dos resultados vé-se que variam bastante tanto com a 

forma  da  parte repulsiva do potencial, como com o número de vizi 

nhos utilizados.  Entretanto, nenhuma combinação distes fatóres re-

sulta  em boa concordãncia com resultados experimentais para o  ca-

lor especifico  em uma faixa extensa de temperatura. Um fato impor-

tante a notar  é  que pondo  tódas as curvas sob "forma  reduzida" h -ã 

uma  maior discrepincia para o Neónio pois efeitos da  energia do 

ponto zero são  mais acentuados neste do que nos outros  CGI. 

Evidentemente, teorias quasi-harmónicas devem levar  a 

"melhores"  resultados do que teorias essencialmente harmónicas, 

principalmente a baixas temperaturas, mas é nesta região que a a-

proximação harmónica pode ter alguma justificativa, Por esta ra-

zão  só citaremos o recente trabalho de Gupta 	usando o poten- 

cial  (exp,6) e considerando a energia do ponto zero e a dependén-

cia no volume. Isto implica em cada temperatura usar a distãncia 

interatómica própria. Como Gupta usa poucos pontos no espaço recí-

proco e os dados experimentais sabre a expansão térmica sio bas-

tante imprecisos, os resultados obtidos levdm a concordãncia seme-

lhante ã de GH e de HL, ou seja, são necessários outros aprimora-

mentos. 

Mesmo com mais de um modilo de potencial, não encontra-

mos nas AH e AQ completa concordãncia com os dados experimentais. 



;lua primeira justificativa que surge í a de haver-se 

desprezado as atrações dipolo-quadripolo induzidas que poderiam 

contribuir,mas estas forças, se calculadas (aproximadamente, í 

claro) seriam bem menores (29)  do que a atração dipolo-dipolo e 

fa que usamos um potencial "efetivo" elas estão incluTdas nesta 

última. 

Outra possibilidade seria ligada ã presença de atração 

dipolo-dipolo-dipolo, que faz com que o potencial não seja central. 

As complicações de calculo com potencias não centrais seriam enor-

mes, e por isso não se tentou iste cominho. Como, porém, existem 

medidas *da variação das constantes elísticas em função da tempera-

tura mostrando que o cristal não í isotrípico, (c120c44) poder-se-

ia incluir na equação secular de Leighton mais unia constante de 

força (angular) e resolvã-la, usando para cada temperatura os va-

lôres experimentais das constantes elãsticas. Ter-se-ia s  dentro de 

um  ponto de vista fenomenolígico, um critério para verificar se 

êste í  um caminho mais eficiente ou não. Pretendemos fazer tal es-

tudo  num  futuro  próximo. 

Poderíamos, outrossim, ir mais adiante na expansão do 

potencial  s::om produto de três e/ou quatro deslocamentos caindo na 

AN. Nas próximas seções apresentaremos e estudaremos a dinãmica 

da ride na AN. 

6. APROXIMAÇÃO NÃO-HARONICA 

Na seção 2 estudamos a dinimica da ride usando o poten-

cial (2.2a): 

1 (I)x  2- E 	E DaB
(W)va(t)vo(V) 

2,2, 	cte,  
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Em outras palavras, admitíamos as vibrações cristalinas como har-

mónicas. Na presente seção, usaremos o potencial (13) dado pela 

AA e como trataremos as parcelas que ocorrem além de (2.2a) como 

perturbação, estamos em iresença de uma outra aproximação (AN). O 

potencial que usamos "g: 

o 	E E D R OW 
" 	et" 

+ 	E 	E a 	(13,1 2.")va(t)vo(V)vy(t") + ctay ti'tn  aOY 

4.,4. 	E 	E D a x(ttleecjVa(t)V0W)Vy0~m) 

	

£2.1 tfl ít m  oc0.0 	cJY‘j  

com  DctOy,  OctOyó generalização 
 da definição de  D

a0' 
 dado em  (2.1) 

e  (2.2). 

Trabalhamos  assim com  o  hamiltoniano: 

. E  Ww(0)[ 	) (Êj)+1/21 + 
k'sj 

3/2 	 . 	 . 

{0( 
ri 	E 	E 	

" 
k  j )0(1.1,)w(iti)} 	1/2 

x 

 
■  2  o 

=Sjs
) - a(-Its js )1 

(Z)v (.)) a. 	0 

k,42+k,4,. 	 '•  E 	E 
2'24N f('", zÈÃ, 	{w(d,)(4)( 1t2ia4,i -ALMKxiik)) 

4 
• 

	

X  H  j a (k.•SjS) 	a(4 j S S 
S-v1 

onde 

D(Ê- ljl,it2j?,ítaj 	E 	E 	D a  ( Xtu)ea ( ,J,)eo ( lt2j2)ey(it3j3)X 
RA' 2." nOy c/Y  

x exp{i  r,X(9.)42.-Z(V)45.it(9.")} 

Initii4,11.2jk,tii?,it4i,)  apresenta uma expressão semelhante 
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O h-wiltoniano consiste de uma parte não perturbada Ho . 

(primeira parcela) e de uma perturbação gH3  + g2H 4  (segunda e ter-

ceira parcelas). Ho  consiste na energia cinética dos átomos e a 

parte quasi-harmónica do potencial. Assim: 

H 	Ho 	gH 3 	g 2H 4 

Não muito próximo ao ponto de fusão a maior parte da interação en-

tre os átomos no cristal esti contida na parte harmónica (ou qua-

si-harmónica) do potencial e os tirmos H3  e H4  são *pequenas per-

turbações"; dai a introdução do parãmetro g, significando que tér-

mos em  g  maiores que  g2 podem ser desprezados.  Ao  fim dos cilrmlos 

faremos g = 1, pois  é meramente um parãmetro auxiliar. 

Já que queremos  estudar o comportamento termodínimico, 

devemos calcular a energialivre  a partir  do  hamiltoniano H. A  re-

,t3lução de tal problema  foi proposta por Lelbfreid (30)  e Nakaji- 

(31) ma 	e resolvida  por Ludwig em 1958;  a  partir de então virias 

métodos distintos foram  propostos. Deter-nos-emos  no  método desen-

volvido por Maradulin  et ai (32)  

A função  partição é: 

-13(Ho+gH 3412H 4 )  Z T  Z 

com a. 1/k0T, para expandir Z, recorramos ao operador 

2 
-"(H o-"H" H 4 )  R(A) = e 

derivimo-lo em relação a À. Dtì 	então: 

dR(À)  =  -8(tb+gH 3+92 H 4 )R(À). 
dX 

Esta equação é semelhante a que o operador evolução U da F4ecinica 

Quântica satisfaz com a substituição de i,flt por À (5) . 

au t, to H (t)U(t,t0) 
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onde o sinal sobreposto aos operadores significa que estão na re-

presentação de interação, eH1  éaparte de perturbação do hamilto-

ni ano. 

A solução da equação para R(A), por expansão até segunda 

Ordem ã 

-811„ 	f
r  

A 	V8H, 
R(A) . e 	" {l-8J de 	- (gH3+g2H 4 )e 	+ 

o 

-A1 811 	A" 0H 
+01  dr  (A  f À e Ad "H  ° H + 2H 

	

(g 3  g 4)e 	oe 	o (gH3+g2H4 ) x 
o 	o 

-Au0H^  
x  e 	v} 

e a  função partição serã 

Z 	TrR(1) 

Se  adotarmos como estados. os  definidos em (2.16) simbo-

lizados.simplesmente por  In>,  os  elementos de matriz de Ho  serão 

diagonais,  enquanto os de H3  não  apresentam  elementos  diagonais. 

Jã que  tomamos timos até  a  ordem  g2 ,  podemos escrever a função 

partição na  forma: 

Z o  +  g 2 Z + 2 Z2 

sendo 

Z o 	Tr 

OH o 

-8H^ 
"Ir 	" 

R 	rOH„, 	-VBHo 

	

Z1  . -OTre 	d e  
o 

-OHnis 	IX 	X1 0110 	-(X' -X")01.1^ 	-Au 0Ho e 	= 02Tre 	- I drI ciA ue 	H e 	"Hae 
-o 

Zo  jã foi calculado na seção 3. Outrossim: 

-6H 	/X 	X'011^ 	-(V-AN)011^ 	 -A"OH 
Za 	02  E <nie 	"I d 	dXue 	"Hae 	 "In')<411/Nie 	oin 

	

nn 	 0 	0 

da ex,,ressão acima obtém-se fãcilmente: 



Z2 	$ E 
nn' 

Anilogamente 

<n 1.1ãjni:t<n'1113 	e-Ben 

e 1 - n en 

-0c„ 

	

m  -0 E <nIH4In>e 	" 
n 

A energia livre F g 

F  = -I  in Z 	--  —  ln 10(14231Z0+22/Z0) 
$ 

e até timos  da ordem de g2 teremos 

F 	FQ-(g2/B)LZt/Ze4-Zz/Z;1, 	 (6.1) 

onde FP e'  a e,;erg;a  livre harmónica. Para obtermos a expressão fi-
nal  para  energia  livre devemos calcular a seguir os elementos de 

matriz de  H3 e  H4' 
Para  H3,  os  únicos  elementos não nulos serão: 

w 	1(i ,424,p(Lix,/zi2,3j)  x  

	

7776,/Z 	w(1",j,)w(k.j2)(L)(ja 

x{-Vn,+1)(n 24-1)(n,+1 	1/26  , 
rh,n11-1(S e ,nz.4.1n5 ona.+1 

	

-\ 	/26 	, 

	

4- 1,( 114-1)(n z+l)n3) 	 6  , 	dois te rmos  simi- 

	

n:,n:+16 	24-1 n,,n-1 	lares  - 

"■  1/2 
d 1,(n4-1)  n2n3j 	 dois ;irmos simil- 
nal,n,4-1

6
ni,n2-1

6n;,n,-1 
res + 

1/2 
1."'""\ 	ôni,ni-VSnI sn2-1 d nl,nA-1}  

onde colocamos n<  por n(ltsjs). Como cada uma das parcelas corres-

ponde a uma transição distinta, a expressão para Z2  fica: 



Ag,42443)1D(ls,,Li„Rjj,)12 	,-I'es x  
Z 2 dA 
 ---" trZ21Z'  ji2j3 	w(tii)(1)(t2j2)(1~ 	ns=o 

x 	in t+1 	_  	 3(ni+1)(n2+1)1 3   
LIrlw(Iiijk)Jrw(t2j2)-4-w(t2i0)]  ildxj0+Lo(ktja)-w( ljs 

n1,112n9   + 
)('  Lca(tij 1)-to(iti 2 )-wOtai 	41frto(itj )+LÀ42j 2)+w(tsj 2)1 

orbe 3 	o número de  permutações poss{veis dos ns. 

Usando a  propriedade  de  que 

E ne 	
_ .-0 

n=o 	(1-e- )2  

ap3s  algumas manipulações algébricas  resulta: 

RK 11." +1L 1  wrri 
til(I3I)W(L;2)(1)(L"  

1,..e-0(e +e2+e3) 	3 e-$ea 	e-0(e,+e‘) 

LW(txix)+W(t22)+43j1) 	10(t*j0+W(t2j2)— w(.3is)iS;:l 

(6.2) 

Os  elementos de matriz diagonal  para  H4  não  nulos são 

sõmente  aquiles em  que os fõnons criados são os  mesmos destruidos  , 

ou seja 
<niatoti 	

at(t2iz)a(tliÁ )a( t2ix)In> 

Então: 

	 E ZAns 	321( 1U2  j1J2 
D(Itxj,9itzj2,41jaa-t2j2)  x1-ke-°E1  1+e-°Ez 

 
,,.x 	0 	(6,3) 

w(tdOw(t2i2) 	 1-e
_ 
 "' 1-e_  E2  

Finalmente pela fórmula (6.1), usando as expressões 

(6.2) e (6,3), obtêm-se a energia livre para um cristal na AN. Co-

mo ilustração, para altas temperaturas, levando em conta têmus a-

té a ordem 1/T, a energia livre  será: 



--xKx 	 Â 	23Z,. ‘1 2  `31.WV 
4f011 	 • 

• a 3  ax.:1 td(ç1jx)-L42:1Judt3i) 

1 

F( -0ksT E ln 

 

• 2 

  

1"-42 
ntit 4 	v- 	4  N  
1-1114' 1, 14...1:ig-LIAL X 

• C•13  (tlj )(132  (Li ) g'42 

# 	4 1f  T) 4.11j+k2+"01..11111123:22..2 slc=tJt ‘.., 
T 	 E M  - 

titat4 id2,li (1)'(LiOW(12j2W(Lh) 

e para 00K: 

„hr2  
F(o)  "Ff  E  -Ww(kj)+-2N. E 	E  

e.  tj  
j  3 	wg.lj awCrd 2.) 

.7. 

Na  seção 4 para se integrar a diferencial da energia 

lívre (1'. deformações  admitimos  que o processo fôsse reversTvel. 

Mas nas AQ  e  AN  a  energia livre de vibração depende das keforma 

ções emrc  Assim,  a  integrai  não  toma mais  uma  expressao simples e 

fez com  que as  constantes  elãsticas dependam da temperatura, o que 

pode  ser  verificado  pela  expressão gera/ da energia livre. 

7 -  DINÂMICA  DA RUE NA APROXIMAÇÃO NÃO  HARMÓNICA 

A falta  de concodãncia entre os modelos harmónicos e qua-

se-harmónicos  e os resultados experimentais incentivou a realiza 

ção  de medidas  mais precisas. Os novos resultados diferem, contudo, 

ainda mais daqueles resultados teóricos, sendo então levantada a 

possibilidade de efeitos não harmônicos. 

O primeiro trabalho levando em conta efeitos n'ao-harmo-

nícos foi feito por Henkel (33)  admitindo as vibrações da ride no 
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com 
	 {(2adm)1 / 21-  V(azial)} kiv (7.2) 

modilo de Einstein. O potencial efetivo para urna dada partícula 

no cristal é 

U  =  Uo-t- a!(x 21-y 24-z2)-Fak(x'4,y 1Q+z 
) 

onde não aparecem térmos cúbicos por efeitos de simetria; tal po-

tencial  implica  em supor que  as outras portTculas estejam em sua 

posição de equilibrio. Como as partículas no modélo de Einstein 

vibram independentemente uma das outras, Henke] resolveu a equação 

de movimento tratahdo a parte não-harm-cinica do potencial como per-

turbação (a2 pequeno). Usando teoria de perturbação em primeira 

ordem Henkel encontrou para a energia livre do oscilador perturoa- 

do 

=  Ue 	3:111c 8  e°  MkBT ln(1-e-6 ) + 3NA (e 8
f

-')

12 
	I 

e 

A  -  .20r(a2/agi).  

Vé-se de imediato que se a2/a)  =  O, 5 correspondera a 

freqfincia angular de um oscilador harmónico e A = O, ficando F 

reduzida ã̂  energia livre de 3N osciladores harmónicos. 

As constantes ax e a2 das partes harmónicas e não-bar-

monica  foram obtidas a partir da expansão em série do potencial 

de Lennard-Jones  (/°'6) , e as constantes e e t foram obtidas a 

partir -da energia de ligação e da distancia interatimica a 0°K. 

Zucker (34)  usa o trabalho de Henkel para calcular e-

feitos não-harmónicos para os CO, e compara-os com modelos quase-

harmónicos. Em particular, calcula a expansão térmica (dependência 

da densidade na temperatura) a partir da expressão (3.7) i;ualan-

do a pressão a zero para diversas temperaturas. Os resultados en-

contrados apresentam, como sempre, uma concordincia qualitativa 



mas não quantitativa. Para o calor especifico, a concordância 

ainda menor. Para baixas temperaturas, evidentemente, o modélo de 

Debye quase-harmónico leva ã uma melhor concordincia, enquanto, 

para altas temperaturas, o modilo de Henkel não previ a dependên-

cia linear do calor  especifico na temperatura 	 o que pode 

ser verificado de imediato  a  partir da expressão da energia livre, 

eq,(7.1). 

Apresentamos os trabalhos de Henkel e Zucker, não tanto 

por motivos históricos, mas sim porque nos trabalhos que usam o 

método de- ataque poderoso desenvolvido na seção anterior, as com-

plicações de c-álcli° que surgem são enormes; considerações matemá-

ticas passam, então, a ter maior importãncia do que as considera-

ções físicas, 

Existem, essencialmente, dois trabalhos importantes só-

bre a dinãmica da  ride  dos CGX; o de kcal lace (35)  e o de Horton e 

colaboradores  (36,37,38). Deter-nos-emos em particular  neste ulti- 
. 

w, por aos parecer mais  geral e completo .  

Esquematizando os resultados da seção anterior, usando 

teoria de perturbaçoes, levam ã energia livre expressa na forma 

F 	FQ 	F,  +  F.  4-  F, 

onde  F0 é a energia estática do cristal, F2 é a energia livre qua-

se-harm5nica e F. e F, são as contribuições não-harmónicas que po-

dem ser escritas como 

E 	e.8'9<ns IH3Ins1 2/(en.-en) 
nn‘ 

e 	
Fe = ZO' E e-r3£n<n1H4In› 

n 

0 cálculo de F e F* envolve somas consideráveis; por 

exemplo, para a energia livre a 00K temos a presença de somatórios 

sabre diversos vetores de onda, com a restrição de que a soma dos 



mesmos deve ser um vetor da ride reciproca. 

Para um potencial central com interação sõmente com es 

IV,  temamos 

p(td„t2i2,Gid4N 2  E { xaMe
a 
 (Êti3) xo(t)e0(2j2 

aey  

x x 
Y 
 (t)e 

 Y
(1:3j)  so(-t)s0(42)s (43)} 

â 20 E E { x (£)2 gii) eogaMe014) 
t a0 	a 	c(  

e dois termos similares) S0(4.)S0(42)S0(-Çá) 

onde S é dado por expressões semelhantes i" (5.2) e o somatório  em 

t  estende-se aos IV. D(kell.kaie,-kti ,-keie) possui uma expres-

sao semelhante. Vê-se de imediato que a expressão acima quando le-

vada á  expressão de Fa, conduz a calcuIos bastante difTceis de re-

solver mesmo com auxílio de computadores. 

Após  adimensionar as expressões para F  e Fe, em  timos 

de  narãmetros  al,as  e  e4  cue são essencialmente as relações entre 

as derivadas  de  diversas ordens do potencial, Feldman e Horeon(36) 

aticulam  a  energia livre a 0°K e para o limite de altas temperatu- 

-  ras (T °)  usando potenciais de Lennard-Jorres (m,6), para o fcc, 

Em particular, calculam a contrieuição do timo quadratico na tem-

peratura da  energia livre para altas temperaturas, o que levara a 

uma  dependência linear na temperatura para o calor especifico (ZN. 

3k8+  BT). Como a intençao dos autores era calcular as somas que a-

parecem em F3 e F, não chegam a comparar com resultados experimen-

tais. 

Continuando este trabalho Klein, Goldman e Horton (37)  

calculam as somas que aparecem em Fs para qualquer temperaura u- 

sando um grande úmero de pontos na primeira zona de Brillouin. 

Não efetuam, também, a comparação com resultados experimentais; o 

interèsse reside no calculo das somas que aparecem em F, para qual- 
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quer temperatura. Não calculam a contribuição de F. (que é da mesa 

ma ordem). 

Finalmente, Mein, Horton e Feldman (38)  calculam e con-

tribuição de F4 rara qualquer temperatura para potenciais (m,6), 

em timos dos parímetros a x , a e a ,, que podem ser obtidos em 

função de c e c, os quais por sua vez podem ser obtidos de resul-

tados experimentais Pode-se dizer que iste é o trabalho mais com-

pleto e geral sabre os CGI, mas comparando com as resultados expe-

rimentais, essencialmente o calor especifico (do qual existem me-

didas bastante precisas), os resultados não são satisfatórios 

principalmente para o Neónio e Xenónio. Para o Argónio e Kriptó-

nio, com temperaturas até lí3  da temperatura de fusão a discrepãn-

cie  é  da  ordem  de 6%; para temperaturas mais altas a discrepincia 

é ainda maior. 

Duas suposições podem ser levantadas: 

a)  O  potencial util'eado não é o correto 

h)  Os deslocamentos dos tomos da sua posição de equi-

libelo  não são pequenos. 

Se o potencial com que dois ãtomos de gases inertes  in-

teragem  não fór o potencial (m,6), o cílculo das contribuições de 

F Â,  e Fo  será ainda muito mais elaborado .e envolverã miquinas ele-

trónicas com grandes capacidades. 

No entanto se a suposição b) Kir verdadeira a suposição 

a) também o serã, pois ocorrerão grandes modificações na função 

de onda eletrónica o que ocasionarã mudança na forma do  potencial. 

Recentemente, 	
(39) 

Werthamer 	usando uma formulação auto-consisten- 

te para os fónons, estuda efeitos não-harmónicos com a suposição 

r) Entretanto, ao que nos conste, seu método não foi aplicado satis-

fatõriamente para nenhum tipo de cristal. Podemos dizer que a dini-

mica da ride dos CGI é ainda um problema em aberto. 

Pela expressão (7.2) vê-se que, no modilo de Einstein, 
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parte não harmónica do potencial contribui para um deslocamento 

da frequência harminica, Desta forma, Barron (4" apresenta um mi-

todo mais simples para determinar efeitos não-harmênicos em têrmos 

de um espectro harmónico efetivo ou seja, dá corretamente uma pro-

• riedade cristalina observada, quando substituída na expressão 

quase-harmónica da mesma. Naturalmente as propriedades diferentes 

devem ter espectros efetivos diferentes Por exemplo, a  contribui- 

ção não-harmónica para o  deslocamento  de  frequências para a ener- 

gia livre 

1 	 1 	 1 
-B(w.+6w.(T)J 

F . E  {-,5  wi+Ôwí(T) 	
,   

Nesta  expressão expandida em têrmos . de 6w, e' fScil identificar  os 

correspOndentes  déslof:amentos devidos  a  F. e F. 

Brown e Horton 
(41) 

usam o modo do  deslocamento  de 

frequências para  calcular  as  relações  de  dispersão  para o  Kriptõ-

nio.  Para ê'ste propósito, supõem 

4j) AO(W 0i)  Ot4(ki) AN 

onde  wAQ  são  as frequências obtidas da matriz dinãmica harm
-Onica 

incluindo  a  Pnernia  do ponto zero  e  6wv  são  deslocamentos devidos 

a  eressSo Outrossim, adotam 

YK/T 

e  onde (SwAN está  diretamente ligado á contribuição linear na t m-

peratura para o  calor especifico a altas temperaturas: 

53AN 	A  Evibr  
3141(8 	" 

Os  resultados encontrados estão em perfeita concordán- 

cia  (dentro do irro experimental)  com o trabalho de  Daniels et 

alkJ)  efetuado a 3 atmosferas de pressão e a 79°K. É uma das pou- 



cas concordâncias entre resultados experimentais e cálculos te-óri-

cos para os CM, Os deslocamentos de frequência parecem razoáveis, 

pois levam em conta tanto efeitos de pressão (ligados ao módulo de 

compressão K) quanto efeitos não-harmónicos (até timos quadríti-

cos. na temperatura) que são bastante grandes a 79°K. 

FRAÇÃO SEM RECUO DO EFUTO MOSSBAUER 

A observação da ressonância fluorescente nuclear era mui-

to difícil de Qcorrer no passado, pois a largura de linha  r dos es-

tados excitados nucleares e menor do que a energia de recuo 2E
R 
 dos 

núcleos emissor e absorvente, onde 

E - R 	c (8-1) 

eeKte  é a  energia do raio gama emitido_ Antes dos" trabalhos de R. 

MOssbauee vários métodos foram aplicados para tentar compensar  d 

energia de recuo (42), , como elevar a temperatura do gãs em que es-

tivesse presente o núcleo emissor ou girar a fonte com um rotor de 

alta velocidade a fim de ceder, pelo efeito Doppler, a energia per- 

'  dida no recuo. Veja-se, por exemplo, o caso do Kr 83 (43)  onde 

- 5,6 x 10-4  eV 

e e  g 
F . 3,1 x i0 	eV. 

No entanto, se o núcleo estiver preso a um cristal, podem 

ocorrer processos em que o cristal recue como um todo sem modifica-

ção no seu estado interno (sem produção de (c-mons), e assim a ener-

gia de recuo será desprezável pois M na eq. (8.1) é agora a massa 
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I<F I  iS 	2  

r f 	 .nt 111 ,oiv t 	ma  4  (8.2) 
( 2F-Eit")'+r214  

do cristal (NM). Quando, tanto para a emissão como para a absor-

ção do raio gama, o cristal recuar como um todo estamos em presen-

ça do EFEITO MOSSBAUER. 

No que segue deter-nos-emos na análise do processo de e-

missão, pois o processo de absorção lhe assemelha. A pro;)abili-

dade de transição do estado inicial II> para o estado final IF)>  cow 

emissão de um fõton é proporcional a (5).  

onde El.  e  EF  são as energias dos estados inicial e final, respecti-

vamente. 

A  razão  para considerarmos t-,... na eq. (8.2) esta ligada 

"velocidade" de  transferência de momentum para o cristal do noa  

(a). 	

- 

cleo  emissor  Como- a energia do fóton  ã muito maior  do que  a 

do  fiinon, ou 'sela, a razão entre tempos característicos cristalino 

e  nuclear é  da ordem de 10-7, pode-se supor t~. 

O  curto alcance das forças nucleares e alndependencia 

4o movimento  dos núcleoJs das vibrações da •róde permitem-nós  sepa-

rar as  funções de onda em três partes: 

II> 	in›In>10> 

onde o primeiro  fator refere-se ao cristal, o segundo  ao  núcleo  a-

-Cómico  (nesta  seção referirotos-emos ao núcleo atómico como  simples-

mente  núcleo) e  o  terceiro ao campo eletromagnítíco, 

O Hamiltoniano de interação tem como expressão: 

"int  = mc"4 i/c)  

onde  W  ê o potencial vetorial do campo eletromagnético, "4 e o mo-. 



com 

e { 	 + 
i 	{pN .e(KJ)}  a  (KJ)exp(-i1(.r)11,15),  F/2 = 

mentem do núcleoeemissor em relação ao centro de massa do núcleo 

e 	o momentum do núcleo. Desta forma, o elemento de matriz que 

aparece em (8.2) será a soma de dois timos, mas pode-se fãcilmen- 

(45) te mostrar 	que a relação entre eles é da ordem da razão entre 

os momenta do nücleon e do núcleo; podemos,desta forma, trabalhar 

sé com N. 
O potencial vetorial X pode ser expresso em série 	de 

Fourier em termos de operadores de criação e destruição, mas como 

estamos tratando de um processo de emissão, o único termo que dará 

uma contribuição não nula para Hint  será 

411;11:. {N.*é-(1,1)} a+(1J) exp{-111.[4(q 

onde  r é a posição  do núcleon em relação ao centro de massa do nú-

cleo  e todos  os demais termos são familiares; em particular, ;(KJ) 
define o  versor  de  polarização do fêton de polarização  J. 

O elemento de  matriz em (8.2)  se  ierna então 

-*• 
<FIH.i nt 	<nlexp{-iK.x(Win> 	r/2 

Como  estamos interessados em analisar a interação 	seton-finon, 

não  discutiremos a largura da linha. Evidentemente, 

Hiilexp{-ikA(t)}1n,1 2  

é  proporcional ã probabilidade P(n*,n) de que o. cristal esteja em 

um estado In'',  após a emissão do féton, se inicialmente estiver no 

estado In,. De fato 

13(11,11) 	 1<nlexP{-i.it(e)}1n›1 2  

pois 



Eknlexp{-i(t)}in  1 2  .  1 9  

o que pode  ser verificado facilmente, 

Independentemente da aproximação usada, a relação de co- 

mutação 

[H,  exp{liC.)1(14)}] 	exp{-d.ic(2,)} -1 	-0(K)2 /M 

existe, e se tomarmos o elemento de matiz diagonal para o estado 

In>,  obtemos a regra de soma (46)  

F, •  re  •  - 	,n 	r  

indicando que  a energia média transferida ao cristal  y  a mesma que 

o niicleo  teria se estivesse livre, 

Evidentemente, a transição em  que  não  é  transferida ener-

gia para o  cristal não contribui para a regra de soma. Então, para 

que a  probabilidade P(n 1 ,n) seja significativa, é necessário que 

transições que  cedem uma quantidade de energia maior do que a ener-

gia livre de  recuo tenham uma probabilidade de ocorrência razoivel, 
• 

ou seja,  exAtando  fénons de alta frequência. Se o cristal tem uma 

temperatura  de Debye  grande, o atoam do  núcleo  excitado está forte-

mente  ligado ao cristal  e  P(n,n)  tem um  valor  maior. Tal probabili-

dade  recebe o  nome de FRAÇÃO  SEM  RECUO (ou também fator de Debye-

Waller  ou fração  de lamb-Meissbauer), pois da a fração dos núcleos 

que emitem  sem recuar. 

Entretanto, a  fração sem  recuo não  tem,  em  geral, uma  ex-

pressão tio  simples. O estado inicial  do  cristal não está definido, 

mas sim em equilfbrio térmico, com a probabilidade de ser um esta-

do In> 

gn  =  exp{-en/kBT}/Z. 

Também não sabemos especfficamente em qual estado final estará o 
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cristal após a emissão e,assim, a expressão para a probabilidade 

de transição serã proporcional a 

W(w) 
 

r2 
E g 

1<n lexp{-dietpin>1 2  
. 

n,n; " (,6-E0+en l -en)2+r 2/4 
(8.3) 

onde Eo e a diferença  de  energia entre os estados inicial e final 

do  núcleo. Vi-se  que  a  expressão  acima apresenta  a  forma lorentzi-

ana. 

Usando: 

1 	I+  ...lata- -bitith' 
e 	dt x 	2-5R 	%;■aa+  z 

e 
ic t/Y 

.  e 	ín› 

e,  não  sendo  h  obrigatóriamente o  hamiltoniano harmónico,  chega- 

( se a (47)  

cd.) 

	r+. 
dt expt-rit1/2~(w-E0511t;  x 

1 

x <exp  {-i  iZ:4(  o) }exp{111.11(t)  }>1" 

onde 

eis.  -11(t) 	ei 	 (8„5) 

ou seja, ;(t)  é o  operador deslocamento na representação  de  Heisen-

berg„ Usa-se j(t) em vez de f(t), pois x(t) é simplesmente a posi-

ção  de equilíbrio e a dependência em t foi suprimida por conveniên-

cia. 

>1. significa o valor médio e térmico de um operador. 

Para o caso em questao, existem dois métodos de abordagem do pro  - 

blema, um dos quais leva em conta efeitos de difusão, e o outro é 

o que segue. 
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A expressão dada pela eq. (8.4).e mais conveniente do 

que a dada pela eq. (8.3), porque contém a função auto-correlaçao 

e-ik.u(o) 
.4-

1(.4M, 	Tr e-+i'Ll--11(t)-(°)1 
T 	Tr e-" 

9 (8.6) 

(8 =  1/y) visto que para dois operadores A e B que comutem com 

seu "comutador, existe a relaçao (48)  

e e 
A B 	

e 	e 
A+B  [A,131 /2 

(8.7)  . 

Na AH, usando a forma explicita para j(o) dada pela eq, (2.20),  a 

relação (8.5) e as relações de comutação (2.17) vé-se que: 

pa(t), 118(o)".1/2  =  i8 	E 	ct 	sen{w(ia)t} 
af3ki  .  2Nflw(tti) 

e expandindo em série o segundo fator da expressão (8.7),  o  mesmo 

reduz-se ã unidade quando N •ãr suficientemente grande,  Na AN,  po-

de-se admitir que este fator também se reduz ã unidade, mesmo nao 

existindo uma demonstração rigorosa (4g)  de tal propriedade. 

Para o cãlculo da função auto-correlação na AH. usamos  o 

teorema de Block (47), chamado em dinãmica da ride de teorema de 

Ott, que essencialmente diz que se diferentes modos de vibração es-

tão em equilíbrio térmico para todo operador hermitiano ";C, que i 

uma soma de operadores de criação e destruição, entao 

Kl  n.exp(1K,x)>T 	exp{-2-‹x 

ou seja, a distribuição é gaussiana. 

Desta forma, podemos escrever 

icexp{-itil(o))exp{ik,;(t)},T. exp{- ;41,14i(o)3 2 - .-411.4(t)1 2).} x 

x exp{x11.11(og.1.7(t)›}, 



Por um argumento semelhante ao que usamos para igualar ã unidade  a 

exponencial do comutador de ;(t) e ii(o) poderíamos fazer o mesmo 

para o segundo fator na expressão acima. Entretanto o argumento a-

gora já í pouco eficiente e seria necessário introduzir o conceito 

de propagador para fínons, o que está fora do escopo do nosso tra-

balho; o resultado encontrado, outrossim, seria o mesmo. Para maio-

res detalhes, veja-se o artigo de Maradudin et  al  (50)  

Como o hamiitoniano cristalino não depende do tempo ex-

plícitamente, para intervalos de tempo muito grandes a correlação 

desaparecera, e a probabilidade de transição será proporcional a 

f  .  e-2w 

COM 

2w  n  <(1.1)5T 
	 (8,8) 

é a fração sem recuo. Usando a expressão explícita (2,20) para p, 

mostra-se de imediato que nas AH e AQ: 

E 
2w 	'D 

 w 
11151  cot  h (hli)/kBT)dw 
.  

Em  particular, a 0°K teremos 

ER 2w 	""••••••,,,,„ <h)
-x  

- > g 

e para altas temperaturas 

2E k 	
-2  T 2w  x 	 ›,. 

No modílo de Debye tem-se 

6 	 e
" 

7' 
R 	 2 	la_ 2wD  = 	1/44-(T/c D ) 

B' D 	 o 	eC-1 

(8,9) 

(8,10) 

Para altas temperaturas  (1,0  D/2), a expressão acima reduz-se a 
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Ir 
- R 2w 

8 01) 

ti (8.11) 

Na AN, o cãlculo de f é bastante elaborado; é necessãrio 

retornar ã expressão geral (8.6) da função auto-correlação e 	ao 

formalismo desenvolvido na seção 6. O trabalho mais indicado i cer-

tamente o de Maradudin et ai (49) , que em seus aspectos gerais, en- 

contra contribuiçèes para altas temperaturas para w expresso 	na 

forma 

2w
AN 	2w -a 2w 2 	21. 	 (8.12) 

onde  W. e 	contém timos quadraticos e cúbicos na temperatura. 

Não apresentaremos o cãlculo por ser bastante trabalhoso; 

mas em  esséncía, partindo da expressão geral do hamiltoniano não-

harmnico,  consideram-se termos até a ordem de g 7- , e expressam-se 

os  traços usando a função partição e  •  a energia livre na AN, O re-

sultado encontrado pode ser dado pelas derivadas até quarta ordem 

de potencial  (se este -ror central) em relação ã distancia intera-

tèmica ou em  têrmos  das constantes  easticas, 

Como iiustraç'ào, para um potencial unidimensional não-

harm6nico, semelhante  ao usado por Herkel 

U( x) 	aAx2+c2x3+a3X .  

0 deslocamento  médio quadrático e, para altas temperaturas, 

kT 	k T 

	

z 	 • 

‘)(2).  = 	{1  -7t7  45(adax) 	12(ailaa  
Tet4 

Tal  resultado foi encontrado por Boyle et al (51) , que também es-

tudaram efeitos de difusão. 

Na presença de difusão,, a função auto-correlação não ten-

derã assietõticamente a f para intervalos de tempo infinitos, pois 
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um átomo pode saltar de um ponto da ride a outro em um intervale 
, de tempo t, resultando (47 51)  

=,e-.1U(o) e111.11(
› -e  e 2w  e 
	

(8(13) 

onde r p  ê a frequência média dos saltos atómicos no processa  de di-
fusão,  Vése, pela expressão  acima, que  a função auto-correlação  é-

o produto  de  seu valor na ausência de difusão pela  possibilidade  de 

que  o  átomo salte de sua posição inicial, 

Introduzindo  o  resultado (8.13) na expressão (8.4) Né-se, 

de  imediato, que o efeito de difusão i reduzir  a  linha ressonante 

de um  fator- (F-Fro)/f. 

Uma estimativa  do  valor  de r D pede ser feita  a  partir do 
coeficiente  de difusão (4)  pela expressão: 

r. 	6D/a2  
- 0 

nnde a é a  distancia  interatbmica. 

- 9, EFEITO  MOSSDAUER  ao  Kr83  SÓLIDO 

Certas técnicas experimentais, como o processo  de-espa-

lhamento  inelistico  de neutrons, podem  dar  informações detalhadas 

sabre as relações de  dispersão e sabre  a  densidade  de  estados da 

dinãmica cia ride de cristais-  O  efeito Mbssbauer, entretanto, pode 

dar medidas  precisas sabre certas integrais de frequências,  que 

são testes bastante satisfatbrios da harmonicidade do cristal, Dos  • 

parãmetros que podem ser medidos, a variação da fração sem recuo 

com a temperatura ocupa lugar de destaque. A presente seção estu- 

derã a fração •sem recuo do Kr83, que é o 'único dos CGI sabre o 
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qual existem dois trabalhos experimentais publicados. 

A primeira experiência ê a de Pasternak  et ai (52)  efe-

tuada  em 1966  usando Kriptónio  sólido  como  absorvente. A segundai 

de  Gilbert e Violet (53)  em  que  tanto o emissor como  o absorvente 

são Kriptónio sólido. Mesmo usando técnicas experimentais  diferene 

tes  os dois trabalhos encontram  o mesmo  comportamento  para a fração 

sem recuo;  utilizando  a  expressão (8.10) encontram ambos Ou  e  37°K, 

que esta  em  grande  desacirdo com resultados experimentais obtidos 

do calor  especffico (21) (que realmente define uma  "temperatura  ca-

'racterística" para  o cristal), e que  indicam uma variação de op  no 

intervalo 65-72°K. 0  valor  obtido nas duas experiências é, pois, 

quase  a  metade dos  valóres corretos. 

Poder•se-ia pensar  que o  modelo de Debye, embora dando 

resultados corretos para a fração  sem  recuo em  outros cristais,  nan 

seja  indicado para o Kriptónio, devendo-se lançar mão da expressão 

(8.9).  para  o cãiculc de f. Gilbert e Violét, entretanto, utilizam_ 

a  densidade de  estados de Brown e Horton  '41)  para o cálculo de 

fração  sem recuo na AH sem modificar o. comportamento de  f,  Tal  re-

editado  era de esperar,  pois Jain e  Jain (54)  mostram que  o  compor 

tamento  anómalo para  2g não  pode  ser. entendido,  em certos casos,  na 

Conforme o  relato das experiências  sugere, deve existir 

um grande número de  lacunas nos cristais,  podendo ser favorecidos 

efeitos  de difusão. Uma segunda hipótese, que pode  ser levantada 

conforme  vimos na seção anterior,  é  a de um  decréscimo de f por di-

fusão. Usando os resultados experimentais  de Losee e Simmons  (55)  

para o  coeficiente de difusão D, verificamos que difusão só  reduz 

a fração sem recuo próximo ao ponto de fusão. Entretanto, próximo 

ao ponto de fusão (120°K), devido ã tensão de vapor, a experiência 

se torna bastante difícil. Desta forma, não se pode verificar se 

realmente a difusão tem um papel importante. 
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O passo seguinte e natural ser :a e inclusão de efeitos 

não-harménícos, Conforme vimos nas seções 6 e 8 tratar a dinãmica 

da r- de na At envolve um grande número de cãlculos, nesta forma s  

( o método dos desioeamentes de frequências de Barr 	40) on 	 bas- 

tante  indicado para uma primeira  forma de  ataque na AN usando pa-

ra 2  deslocamentos convenientes, 

Coldman (56) , a partir da expressão (8,8), que também 

pode ser  escrita como 

2w 	-k 2<x2> 

vãlida  na AH,  utiliza o método de Barron para calcular  -cac›  , isto 

o  deslocamento médio  quadrático da posiOio de  equflibrio. Assim, 

existinajo  á  reaceac S 48)  

. ̀/m(02  

para um oscilador harménico, onde E, m e w  ti  m seus significaos.ua 

suais poderemos  escrever para um cristal na AH 

a {1/2+ exp-(hw(ej)/k 0T) 	(€j), 

e usar  a expressao (7,3) para obter os deslocamentos de frequénci-

as,  sendo  A  o mesmo dos trabalhos de Hortos et  a1  (36, 37, 38) . En- 

(57) 
tretanto,  Goidman não encontra resultados satisfatõrios, 3rown,cona 

tudo,  obteve melhores resultados utilizando como ponto de partida 

a expressão (8a9), e considerando A como um  Oarémetro  ajustável,  #31 

cima de 500  o trabalho de Brown está em plena concordãncia com o 

de Gilbert e Violet, mas abaixo desta temperatura, principalmente. 

próximo a 0°K aparecem discordãncias, o resultado (teõrico) 	de 

Brown sendo i,7 vézes maior do que o experimental. Não sia,  contudo, 

grande diferença entre os modelos usados por Brown e Goldman, 

Como se recorda, dentro da AN encontra-se (para o limite 
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de altas temperaturas, onde é possível obter uma expressão analí 

tica) uma expressão para t, que está escritr, esquematicamente em 

(8J1). Para um potencial central9 as parcelas reduzem-se a: 

2w . 0,41911( 2  

2w 	{0,10481(4,kn'-  0,10481(&-tr 	k T) 2, 
(0")2 	 (4)81".  

8 	i 	,floí 	8 	Immi2  
ee., (01a 	(0a)e 9  

onde tidas as derivadas do potencial que aparecem são çalculadas 

na posição de equilíbrio, que corresponde ao minímo do potencial 

(note-se que a energia do ponto zero é desprezada), 

Tais derivadas podem ser obtidas a partir dos parimetros 

- 

a  ,  e a, 	 f'do trabalho de Feldman e Horton 3 ) 
 que tem  GOMO  expres- 

sao: 

a  

- 

Usando os resultados de. Feldman e Horton e a exp•essa° 

de  Maradudin et al não se chega a melhores resultados do que. os de 

Brown, Urna  das causas da discordância  com os valüres  Experimentais 

pude  ser a expressão usada para 	e ae, pois os  prime res "E  vdHg 

em  eanta  a  eeergia  de  ponto eero, Entretanto,  es a: e e  K  per'ãme 

tros harmê'nicos, na expressão do petencial  de  Leenardedones 

nos  pareceu menus indieado já- que estamos  estudando  fenõmenos não-

haemOnicos  Realmente, apor utilizar parãmetros  dados  pele  AU o 

resultado foi  . Iferior, a()  anterior. 

Ainda  considerando efeitos  nãe-eeem'imieee,  poderiamos u-

tilizar o mêtódo  de "deslocamento da temperatura de  Cebye" carac-

terizade pela expressão  (58)  
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6 OD/ OD 	-y(6V/4), 

sendo e a temperatura de Debye a 001<, y a constante de Grünei-

sen, SV/V  a variação especifica do volume que pode ser relaciona-

do com a-  expansãotérmica e Se D  o deslocamento da temperatura de 

Debye (função da temperatura).  Utilizando a expressão acima e os 

dados experimentais sabre a expansão térmica e constante de Grünei-

sen (55), calculamos a variação de f com a temperatura a partir da 

formula no modelo de Debye, equação (8.10). Os resultados encontra-

dos foram inferiores ao anterior. 

É  conveniente notar que tanto o nosso como os demais tra-

balhos,  não  conseguem  concordância com resultados  experimentais  a 

baixas temperaturas Indicando  que,  mesmo a  baixas  temperaturas, e- 

.  feitos não-harminicos são importantes e justificando, quem  sabe 
_ 	, 

suposiçao de Werhamer (35)  que os deslocamentos dos  'átomos de suas 

posiçóes de  equilíbrio nau  são  pequenos. 

(SeN 
ãuitenemser 	 ,  pur-  exempoU s  anuutolea kál4~010L#0› 6,- 

melhantes as  do  Kr8.3 ao  medir a fração sem N-ecuo  no 0-Sn. Admitie 

do que os fonons de baixa  ?requiincia contribuem  muito pouco para  o 

calor específicó, mós  que contribuem para f, usa ele  uma nova  tem-

•eratura característica para  o  cristal,  a temperatura assbauer 

(60) 	- 
O 	que varia com a  temperatura, Usando  o  modelo de Debye  (a- 

gora com o),  os  dados.  experimentais •concordam, 8  claro, com o  mo-

dilo teOriccL  elo  entanto, 

e  •  M  - 

enquanto  op  f  200uK. 

indicando que 0t4  pouco estã relacionado com Op. 

Mahes!1 (51), recentemente, fez uso da definição da tempe-

ratura Mbssbaue•, e utilizando  o  modilo de Debye para a í'ração sem 

recuo do  .  83 encontrou concordãncia bastante satisfatória  e  baixas 
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temperaturas com om  = 42°K (fixa); a temperaturas mais efevadas, 

entretanto, jã não existe concordância. 

Acreditamos que a definição de ote  tendo pouca justifi 
. 

cativa na teoria da dinãmlca da ride, não i muito satisfatõria. 

Pode-se tamb&m pensar que os grãos de Kript5nio sendo pe-

quenos, os efeitos de superfície contribuam para um aumento dos des 

locamentos médios quadráticos, diminuindo assim a fração sem recua 

(62)
. Entretanto, como as experiências não se detim no problema do 

tamanho dos prãos, tal estudo não apresenta muita justificativa< 

:'ião admitindo a hipdtese mais dritica de que existam er-

ros sistemãticos nas experiências, novas experiincias seriam ben -

vindas, não sO no Kr"  como nos demais CGI que apresentem núcleoe 

15sshauer (Xe 	XeI31), para verificar se realmente o comporta- 

mento da fração sem recuo possui a forma indicada nas experiências 

existentes. Outro parâmetro que estaria ligado â dinâmica da ride 

i o deslocamento Doppler de segunda ordem (63)  que mediria a velo-

cidade midia quadrática. Finalmente, outra possibilidade seria 

dir o espalhamento Rayleigh da radiação Mbssbauer 
 (64)  para, queaa 

sabe, evitar erros cometidos nas experiências anteriores. 

Na figura abaixo encontra-se os resultados mais importara 

tes da presente seção. 
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CONCLUSÃO 

Os CGI são os cristais mais simples para se tratar mate-

mâticamente, mas o estudo da dinâmica da ride dos mesmos, pelo que 

vimos, é ainda um problema aberto. Quanto mais se aprimoram as ex-

periincias mais se aprimoram as teorias e vice-versa, sem, entre-

tanto, haver completa concordância entre ambas. E, desta forma,que 

teorias não-Harmõnicas tem grande importância hoje em dia, como, 

por exemplo, para o cãlcu/o do calor especifico, que reproduzem  os 

resultados experimentais a altas temperaturas. Mas a baixas tempe-

raturas as complicações de cilculo são grandes, não existindo  mo-

delos satisfatõrios. 

A fração sem recuo do efeito M5ssbauer, estando direta-

mente ligado a-  dinâmica da ride é um teste bastante preciso e dire 

t,  da presença de efeitos não-harmõnicos. Pudemos verificar que  pa 

ra o caso do Kr83 estamos, quem sabe, frente a tal situaçãodã  que 

não  obtivemos sucesso com a presença de outros efeitos (difusão  , 

por exemplo). A dificuldade, entretanto, é que não temos uma ex-

pressão analTtica inteiramente consistente da fração sem recuo  a 

baixas temperaturas, continuando assim um problema não resolvido. 
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