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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo estudar o grau de distributividade de
modulos e anéis, em especial, o caso de um anel de matrizes. Estudaremos
modulos e anéis distributivos, apresentando alguns resultados de Stephenson
[11] e de Ferrero e Sant’Ana [3]. Estenderemos uma caracterizacao de dis-
tributividade para w-distributividade, onde w é um cardinal qualquer ([3],
Teorema 1.1). Finalmente, calcularemos o grau de distributividade de um

anel de matrizes.
ABSTRACT

The purpose of this work is to study the distributive degree of mod-
ules and rings, specially the matrix ring case. We will study distributive
modules and rings, presenting some results of Stephenson [11] and of Fer-
rero and Sant’Ana [3]. We extend a characterization of distributivity to
w-distributivity ([3], Theorem 1.1). Finally, we compute the distributivity

degree of a matrix ring.
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Introducao

Neste trabalho estudamos anéis e médulos distributivos. Um R-mddulo
a direita M é dito distributivo se o seu reticulado de submédulos, Lr(M), é
distributivo, isto é, dados quaisquer I, J, K submédulos de M, temos TN (J+
K)=(InJ)+ (I NK). De maneira andloga, um anel R é dito distributivo
a direita (resp. a esquerda) se o seu reticulado de ideais a direita (resp. a
esquerda) é distributivo.

A nocao de distributividade é estendida para w-distributividade da se-
guinte maneira: sejam w > 2 um cardinal, {2 um conjunto de cardinalidade
w e M um R-moédulo a direita. Entao M ¢é dito w-distributivo se o seu
reticulado de submédulos é w-distributivo, isto é, para qualquer submédulo
N e qualquer familia de submédulos (N;)ieq de M temos N + (.o Ni =
NicaN + ;2 N;j)- Um anel R é dito w-distributivo a direita (resp. a
esquerda) se Rg (resp. gR) é w-distributivo. Observemos que, os médulos
distributivo sao exatamente os moédulos 2-distributivos, e que um modulo
w-distributivo é w’-distributivo, para todo w’' > w.

O grau de distributividade de um R-mddulo a direita M é o menor cardinal
a tal que M é a-distributivo. O grau de distributividade & direita (resp. a
esquerda) de um anel R é o menor cardinal « tal que R é a-distributivo a
direita (resp. & esquerda). O objetivo deste trabalho é calcular o grau de

distributividade de certos anéis, em especial do anel de matrizes. Para isso,



comecaremos estudando reticulados e depois, apresentaremos uma caracteri-
zagao de anéis e médulos distributivos que provém da traducao de uma carac-
terizacao de reticulados distributivos, para a linguagem de anéis e médulos.
Estenderemos, a seguir, estes resultados para o caso de w-distributividade.
Por fim, introduziremos o grau de distributividade e calcularemos este grau
para o caso de um anel de matrizes.

Stephenson publicou, em 1974, o primeiro trabalho importante sobre dis-
tributividade [11], a partir do qual, muitos outros se seguiram. Alguns re-
sultados de Stephenson serao apresentados aqui. Ferrero e Sant’Ana, em
[3] (2003), estudaram w-distributividade e introduziram o conceito de grau
de distributividade de anéis e modulos, trabalho no qual os dois ultimos
capitulos desta dissertacao sao baseados.

No primeiro capitulo apresentaremos conceitos basicos da teoria de anéis
e modulos, os quais serao importantes para o bom entendimento desta dis-
sertacao. Neste sentido, sao tratados aqui ideais primos, radical de Jacobson
e a construcao do anel de fragoes, bem como do médulo de fragoes.

No segundo capitulo estudaremos reticulados, em especial os reticulados
distributivos. Mostramos (Teorema 2.2.9) que um reticulado modular é dis-
tributivo se, e somente se, complementos relativos sao tnicos.

No terceiro capitulo, estudamos mdédulos distributivos baseados no artigo
de Stephenson [11] e no artigo de Ferrero e Sant’Ana [3]. O principal resul-
tado desta segao ¢ o Teorema 3.2.24, que caracteriza R-mddulos distributivos
a partir do seu reticulado dos R-submdédulos Sp-saturados, onde Sp = R\ P
e P € Max,(R), sendo que Maz,(R) denota o conjunto dos ideais & direita
maximais de R.

No quarto capitulo estudaremos w-distributividade, com base no artigo

[3], tendo como principal resultado o Teorema 4.1.2; o qual caracteriza w-dis-



tributividade. Finalmente, discutimos o grau de distributividade de anéis e
modulos e mostramos, por exemplo, que o grau de distributividade a direita

de M,,(R) é n+ 1, quando R é um dominio distributivo e comutativo.



Capitulo 1
Pré-requisitos

Neste capitulo abordaremos alguns topicos basicos necesséarios ao desen-
volvimento da teoria que se segue. Em todo caso, é esperado do leitor alguma
familiaridade com teoria de anéis e médulos.

Neste trabalho os anéis considerados sao unitarios e, em geral, nao-
comutativos e denotados por R. O conjunto dos elementos invertiveis de
R seré denotado por U(R). Consideraremos, a menos que seja dito algo em
contrario, todo modulo como sendo um R-moédulo a direita. Os ideais a es-
querda ou a direita, I, de R serao denotados, respectivamente, por I <; R
e I 9. R, e um ideal bilateral J de R serd chamado apenas de ideal de R
e denotado por J < R. O conjunto dos ideais a direita maximais de R serd

denotado por Max,(R).

1.1 Ideais Primos

Nesta secao apresentaremos algumas propriedades importantes sobre a
primalidade de ideais, propriedades estas que serao importantes posterior-

mente.



Definicao 1.1.1. Um ideal a direita P de R, P # R, é dito:

1. primo, se para quaisquer ideais a direita A, B de R tais que AB C P,

tivermos A C P ou B C P,

2. semiprimo, se para qualquer ideal & direita A de R tal que A? C P,

tivermos A C P;

3. completamente primo, se para quaisquer a,b € R tais que ab € P,

tivermos a € P ou b € P;

4. completamente semiprimo, se para qualquer a € R tal que a®> € P,

tivermos a € P.
Observacao 1.1.2. A partir das defini¢oes acima:

1. Fica claro que um ideal P de um anel R é completamente primo se, e

somente se, R/P é um dominio.

2. Também, um anel R é dito primo (resp. semiprimo) se o ideal nulo é

primo (resp. semiprimo).
Os proximos resultados caracterizam ideais primos e semiprimos.

Proposicao 1.1.3. Seja P um ideal a direita de R, P # R. Entao P ¢
um ideal a direita primo se, e somente se, para quaisquer a,b € R tais que

aRb C P, tivermos a € P oub e P.

Demonstracao. Suponhamos que P seja um ideal primo de R. Sejam a, b €
R tais que aRb C P e suponhamos que b ¢ P. Como aRbR C PR C P e
P é um ideal a direita primo, entao temos que aR € P ou bR € P. Como
b¢ P,logo bR € P. Portanto aR C P e, consequentemente, a € P.
Reciprocamente, suponhamos que para quaisquer ¢, d € P tais que cRd C

P temos ¢ € P oud € P. Sejam A, B ideais a direita nao-nulos de R tais



que AB C P e suponhamos que B € P. Seja b € B\P. Entao para todo
a € A, temos aRb C P e, consequentemente a € P, pois b ¢ P. Portanto
ACP. O

Proposicao 1.1.4. Seja P um ideal a direita proprio de R. Entao P é um
tdeal a direita semiprimo se, e somente se, para qualquer a € R, tal que

aRa C P, temos a € P.

Demonstracao. Suponhamos que P seja um ideal semiprimo e seja a € R tal
que aRa C P. Entao aRaR C PR C P. Como P é um ideal semiprimo de
R, entao aR C P e, portanto, a € P.

Reciprocamente, suponhamos que para qualquer r € R tal que rRr C P
temos r € P. Seja A um ideal & direita de R tal que A?> C P e tomamos a € A

qualquer. Entao aRa C P e, por hipétese, a € P. Portanto A C P. O

1.2 O Radical de Jacobson

Nesta secao, definiremos o radical de Jacobson de um anel R e de um
R-modulo a direita M, e veremos algumas propriedades importantes para o

desenvolvimento deste trabalho.

Definicao 1.2.1. O radical de Jacobson de um anel R, J(R), é a interseccao

dos ideais & direita maximais de R.

Pelo Lema de Zorn, sabemos que todo anel unitario R possui ideais ma-
ximais. Apesar de termos definido o radical de Jacobson como a intersecgao
de uma familia de ideais & direita, mais adiante veremos que J(R) é um ideal
bilateral de R, sendo desnecesséario qualquer denominacao de lateralidade.

Agora vamos mostrar uma caracterizacao de J(R) a nivel de elementos.

Primeiramente precisamos definir o que é um moédulo simples.



Definicao 1.2.2. Um R-moddulo a direita M # 0 é dito simples, se os inicos
submodulos de M sao 0 e M. Analogamente, um anel R é dito simples, se

0s seus unicos ideais sao 0 e R.

Observamos que se R é um anel qualquer e M é um ideal a direita ma-

ximal de R, entdo R/M é um R-médulo simples.

Proposigao 1.2.3. Seja R um anel e a € R. Entao sao equivalentes as

sequintes afirmacaoes:
1. a € J(R);
2. 1 —ab € invertivel a direita, para todo b € R;
3. Ma =0, para qualquer R-mddulo a direita simples M.

Demonstragao. (1) = (2)

Seja a € J(R) e suponhamos que para algum b € R, 1 — ab nao seja
invertivel, entdo (1 — ab)R esta contido em algum ideal a direita maximal A
de R. Logo 1 —ab € A, mas como a € J(R) C A, entao temos que 1 € A, o
que é uma contradi¢ao. Portanto 1 — ab é invertivel, para todo b € R.

(2) = (3)

Suponhamos que exista um R-mdédulo a direita simples M tal que Ma #
0, logo existe m € M tal que ma # 0. Mas como M é simples, entao
maR = M. Logo existe b € R tal que mab = m, ou seja, m(1 — ab) = 0.
Como, por hipétese, 1 — ab é invertivel, segue que m = 0, o que é uma
contradicao.

(3) = (1)

Para todo ideal & direita maximal M de R, R/M é um R-mdédulo a direita
simples. Logo (R/M)a =0, e a € "{M <, R| M maximal } = J(R). O

Corolario 1.2.4. O radical de Jacobson de um anel é um ideal bilateral.



Demonstragao. Seja J(R) o radical de Jacobson de um anel R, entdo clara-
mente J(R) é um ideal & direita. Sejam a € J(R) e r € R. Vamos mostrar
que 1 — (ra)b tem inverso a direita, para todo b € R. Como J(R) é um
ideal a direita, entao ab € J(R), para todo b € R. Logo, basta mostrar que
(1—ra) € J(R). Como a € J(R), pela proposicao anterior, temos que (1—ar)
é invertivel, isto é, existe u € R tal que (1 — ar)u = 1, ou seja, u — aru = 1.
Logo u = 1 + aru. Entdo (1 —ra)(1 + rua) = 1+ rua — ra — rarua =

1+ rua —r(l 4+ aru)a =1+ rua — rua = 1, portanto ra € J(R). O

Quando um anel é unitario o Lema de Zorn garante que existem ideais
maximais, mas no caso de um R-mdédulo nao ha um resultado equivalente, que
garanta a existéncia de R-submddulos maximais, entao definimos o radical

de Jacobson de um R-moédulo qualquer da seguinte maneira.

Definicao 1.2.5. Seja M um R-moédulo a direita. O Radical de Jacobson do
moédulo M, denotado por J(M), é a intersecgdo dos submddulos maximais
proprios de M. Se M nao possuir submédulos maximais préprios, entao

tomaremos J(M) = M.

Seja M um R-moédulo a direita qualquer. Observemos agora que, se S
¢ um R-médulo a direita simples e f : M — S um homomorfismo nao-
nulo de R-mdédulos, entdo Ker (f) é um R-submoédulo maximal de M, pois
M/Ker(f) ~ S. Portanto, segue que {x € M| f(x) =0, Vf : M — S,
onde Sy é simples}. Reciprocamente, se tomarmos x € J(M), entao temos
NS ﬂN C ﬂ Ker(f). Assim, temos uma caracterizagdo do radical

NCM fiM—S
mazximal Spr simples

de Jacobson de M dada por J(M) = {z € M| f(z) = 0, para todo R-
homomorfismo f : M — S, onde S é um R-mdédulo simples}, o qual serd
usado no proximo resultado.

O lema a seguir sera 1til no decorrer do trabalho.



Lema 1.2.6. Sejam R um anel e M um R-mddulo a direita. Entao M J(R) C
J(M), para todo modulo M.

Demonstragao. Pela Proposi¢ao 1.2.3, temos que J(R) anula todo R-médulo
simples N. Entao para todo homomorfismo nao-nulo ¢ : M — N temos
0 = NJ(R) = o(M)J(R) = (MJ(R)). Pelo observado anteriormente
temos J(M) = {z € M| ¢(x) = 0,V¢p : M — N, onde N ¢é R-mddulo

simples}, e o resultado segue. O

1.3 Anéis de Fracoes

Nesta secao estamos interessados em construir o anel de fragdes de um
anel R qualquer, para isso iniciamos observando a maneira como construimos
o corpo de fragoes Q sobre Z, em seguida construimos o anel de fracoes de
um anel comutativo, e, por fim, fazemos a construcao da situagao mais geral.
No final, definimos o moédulo de fracoes, que é uma construcao analoga ao
anel de fragoes, e sera util no decorrer do trabalho.

Para a construcao do corpo de fragoes Q precisamos da seguinte relagao

de equivaléncia, definida em Z x Z*, onde Z* = Z\{0}, dada por:
(a,b) ~ (¢,d) < ad = be, Y(a,b),(c,d) € Z x L.

Assim, definimos o corpo de fragoes Q ~ (Z x Z*)/ ~.

Esta regra, que define a relagao de equivaléncia, funciona muito bem
para dominios em geral. Assim, para qualquer dominio D podemos definir,
da mesma maneira, o corpo de fragoes de D. Agora veremos como genera-
lizar esta construcao para o caso de um anel comutativo, onde podemos ter

divisores de zero.



1.3.1 O Caso Comutativo

Vamos agora construir o anel de fragoes de R (anel comutativo) em relagao
a um sistema multiplicativamente fechado S de R. Para isso definimos uma
relacao de equivaléncia em R x S e, finalmente, as operagoes que darao a
estrutura de anel a (R x §)/ ~.

Sejam R um anel (ndo necessariamente comutativo) e S C R. Entao S é
dito sistema multiplicativamente fechado se: 1g € S, 0 € S e, para quaisquer

S1,89 € S, temos s189 € S.

Exemplo 1.3.1. Seja R um anel e P um ideal de R. Entdao Sp = R\P
é um sistema multiplicativamente fechado se, e somente se, P é um ideal

completamente primo de R.

Sejam R um anel comutativo e S C R um sistema multiplicativamente

fechado de R. Definimos em R x S a seguinte relagao:
(a,s) ~ (b,t) < (at — bs)u = 0, para algum u € S.

Esta relagao é claramente simétrica e reflexiva. Para verificarmos que ela
é transitiva consideremos (a, s), (b, t), (d,u) tais que (a,s) ~ (b,t) e (b,t) ~
(d,u). Logo existem v,w € S tais que (at — bs)v = 0 e (bu — dt)w = 0, ou
seja, atv = bsv e buw = dtw. Entao multiplicando a primeira igualdade por
uw e a segunda por sv obtemos (au)tvw = (bu)svw e (bu)svw = (ds)tvw,
isto é, (au)tvw = (ds)tvw, ou seja, (au—ds)tvw = 0, com tvw € S. Portanto
(a,s) ~ (d,u), e ~ é uma relagao de equivaléncia em R X S.

Notando por Rg o conjunto quociente (R x S)/ ~ e por ¢ a classe do

elemento (a, s) € Rg, definimos as seguintes operagoes em Rg:

a b at+bs

s t st

10



st

®w |2

l_)ab
t

E de facil verificacao que as operagoes acima estao bem definidas, ou seja,
nao dependem da escolha do representante da classe. Também é facil verificar
que (Rg,+, ), como definido acima, é um anel comutativo, com unidade % e
elemento neutro aditivo %.

Podemos agora definir o seguinte homomorfismo de anéis, denominado
homomorfismo candnico, ¢ : R — Rg dado por ¢(a) = ¢, para todo a € R.
Como Ker ¢ = {a € R| 3s € S com as = 0}, entdo ¢ nao é injetora em
geral. Além disso, é facil verificar que este homomorfismo tem as seguintes

propriedades:
1. p(s) é invertivel em Rg, para todo s € S;

2. p(a) =0« Js € S tal que as = 0;

3. Para todo x € Rg, existem a € R e s € S tais que x = p(a)p(s) ™"

Para verificarmos (1), mostremos que (1,s) é inverso de ¢(s). Assim,
o(s).(1,s8) = (s,1).(1,5) = (s.1,1.s) = (1,1) e, analogamente, (1,s)p(s) =

(1,1).
(2) p(a) = Ory < (a,1) = 0g, = (0,1) & (a.1 —0.1)s = 0, para algum

s € 5, ou seja, p(a) =0 < as =0, para algum s € S.

(3) Seja x = (a,s) € Rg qualquer. Multiplicando x por (s,1) obtemos,

(a,s).(s,1) = (as, s) = (a, 1), ou seja, xp(s) = (a,s).(s,1) = (a,1) = ¢(a).

Assim, x = p(a)p(s)

A terceira propriedade é o motivo da nomenclatura que é dada ao anel
Rg o qual é chamado de anel de fracoes de R em relacdo a S. Observe ainda
que, se R é um anel comutativo e P um ideal primo de R, entao Sp = R\P é

um sistema multiplicativamente fechado e, neste caso, notaremos por Rp ao

11



anel de fragoes de R em relagao a Sp. Também, observamos que se N(R) é
o conjunto dos divisores de zero de R, entao S = R\N(R) é o maior sistema
multiplicativamente fechado de R, e o correspondente anel de fracoes serd
chamado anel total de fracoes de R. Chamamos atencao de que neste caso,
¢ : R — Rg é injetora e podemos considerar R C Rg como anéis.
Finalizamos esta secao apresentando um resultado que mostra o bom
comportamento da soma e da interseccao de ideais com relagao as fracgoes.
Se I é um ideal de R, entao denotaremos por I Rg ao ideal do anel de fragoes

Rs gerado por I, ou seja, IRg ={%| a € I, s € S}.

Proposicao 1.3.2. Sejam R um anel comutativo, I, J ideais de R e S C R

um sistema multiplicativamente fechado. Entdo temos:
1. (I+J)Rs =1Rs+ JRs
2. (INJ)Rs =1RsN JRs

Demonstragdo. (1) Seja “t2 € (I+ J)Rg, claramente temos 2 = ¢ +2 pois

@ b asths _ (0B _ atb {00 (T4 J)Rg C IRs + JRs.

Sejax = ¢ + l;’ € IRs + JRg. Pela definicao da operacao de soma temos
x =%t ¢ ([ + J)Rg. Logo, (I +J)Rs = IRs + JRs.

(2) Se ¢ = % € IRsNJRg, coma € I, b e Jes,teS, entao existe
u € S tal que (at — bs)u = 0, ou seja, w = atu = bsu € I N J. Entao
¢ =2 ¢ (INJ)Rs e, consequentemente, (I N.J)Rg 2 IRsN JRs. A outra

S

inclusdo é clara. O

1.3.2 O Caso Geral

Agora vamos estudar o caso mais geral, em que R é um anel qualquer.
Naturalmente teremos algumas complicacoes adicionais. Entao comecamos

com as seguintes definigoes.

12



Definicao 1.3.3. Sejam R um anel e S C R um sistema multiplicativamente
fechado. Dizemos que um anel T' é um anel de fracoes a direita de R em
relacdo a S, se existir um homomorfismo de anéis, chamado homomorfismo

canonico, ¢ : R — T tal que:
1. ¢(s) é invertivel em T, para todo s € S;
2. Vz €T, v =pla)p(s)™!, para certos a € Re s € S

3. ¢(a) = 0 se, e somente se, as = 0, para algum s € S.

Definicao 1.3.4. Sejam R um anel e S um sistema multiplicativamente
fechado de R. Entao S é dito:

1. permutdvel a direita ou sistema de Ore a direita, se para quaisquer a €
R,s € S tivermos aS N sR # 0, ou seja, se existirem ¢t € S,b € R tais
que at = sb;

2. reversivel a direita, se para todos a € R, s € S tais que sa = 0, existir
t € S tal que at = 0;

3. conjunto de denominadores a direita, se S é um conjunto de Ore a direita

e reversivel & direita.

Proposicao 1.3.5. Seja S um sistema multiplicativamente fechado de um
anel R. Entao existe um anel de fracoes a direita de R com respeito a S se,

e somente se, S € um conjunto de denominadores a direita.

Demonstra¢ao. Suponhamos que exista um tal anel de fracoes T e sejam
a € Res e S. Entao, pelo item (2) da Defini¢ao 1.3.3, existem b € R, t € S
tais que ©(s)tp(a) = p(b)p(t)~L. Assim obtemos que ¢(a)p(t) = ¢(s)e(b),
ou seja, p(at—sb) = 0. Entao, pelo item (3) da Definigao 1.3.3, (at—sb)u = 0,
para algum u € S, isto é, atu = sbu. Como tu € S, entao S é um sistema

de Ore a direita. Seja a € R tal que existe s € S com sa = 0, assim
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0 = ¢(0) = p(sa) = p(s)p(a). Como p(s) é invertivel em T', logo obtemos
p(a) = 0, isto é, existe t € S tal que at = 0. Assim S é um conjunto de
denominadores a direita.

Reciprocamente, suponhamos que .S seja um conjunto de denominadores
a direita de R. Precisamos mostrar que existe um anel de fragoes a direita de
R com respeito a S, e para isso definimos a seguinte relacao de equivaléncia

em R x S, dada por:
(a,s) ~ (b,t) < Jc,d € R tais que ac =bd e sc =td € S.

E facil ver que ~ é simétrica e reflexiva. Vamos mostrar a transitividade
de ~. Sejam (a, s), (b, t), (r,u) € Rx S tais que (a,s) ~ (b, t) e (b, t) ~ (r,u).
Entao existem ¢, ,d,d € R tais que ac = bd, sc=td € S, bd =rd e td =
ud € S. Como S é um sistema de Ore a direita, entdo (t¢')S N (td)R # 0, ou
seja, existem = € R e v € S tais que tc'v = tdz, isto é, t(c'v—dx) = 0. Como
S é reversivel a direita, segue que existe v’ € S tal que (v — dx)v" = 0, ou

seja, dvv’ = dxv’. Assim temos
scx = tdw = tcd'v € S,

ou seja,

s(cxv’) = t(dvv') = u(d'v') € S
e, consequentemente,
a(caxv') = bdxv' = b(dvv') = r(dv'),

de onde segue que (a, s) ~ (r,u), e ~ é transitiva.

Definimos agora as operagoes em (A X S)/ ~ da seguinte maneira:

(a,s) + (b,t) = (ac + bd,u), onde u = sc =td € S,
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(a,s) - (b,t) = (ac,tu), onde sc =tu e u € S.

Nao é dificil verificar que as operagoes acima estao bem definidas e ((R x

S)/ ~,+,+) é um anel com unidade (s, s), para todo s € S, e elemento neutro

aditivo (0,t), para todo t € S.

Definimos o seguinte homomorfismo de anéis ¢ : R — (R x S)/ ~ dado

por ¢(a) = (a,1). Vamos ver que essa ¢ satisfaz as condi¢oes da definigdo

de anel de fragoes.

Tomando s € S, temos ¢(s) = (s,1). Como (s,1) - (1,s) = (su,su) =

L(rxs)/~, onde u € S. Entao a propriedade (1) da defini¢ao de anel de fracoes
esta provada.

Dado (a,s) € (R x S)/ ~ qualquer, entfio temos claramente que (a,s) =
@(a) - ¢(s)~!. Assim a propriedade (2) da definigao de anel de fragoes estd
provada.

Finalmente observando que Ker ¢ = {a € R| ¢(a) = (a,1) = (0,1)} =
{a € R| Je,d € R, taisque ac = 0d e 1lc = td € S} = {a € R| 3s €
S tal que as = 0}. Portanto, a tltima propriedade da defini¢ao de anel de

fragoes esta provada. O

Notaremos por R[S™!] ao anel de fragoes & direita de R com respeito a S.
Agora vamos mostrar que, com as notacoes da proposicao anterior, quando

o anel R[S existe, ele possui a seguinte propriedade universal.

Proposicao 1.3.6. Com as notagoes da proposicio anterior, suponhamos
que R[S™] exista. Entdo para todo homomorfismo de anéis ¢ : R — T tal
que Y(s) € invertivel em T, para todo s € S, existe um dnico homomorfismo
de anéis p : R[S™'] — T tal que po o = 1, onde ¢ é o homomorfismo

canonico da proposi¢cao anterior.
Demonstragdo. Definimos p : R[S™'] — T, por p(p(a)p(s)™!) = ¥(a)w(s) .
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Para verificar-mos a boa defini¢io de p, tomamos (a,s) = (da’,s') € R[S™!].
Entao existem ¢, d € R tais que ac = d'd, e sc = s'd € S. Assim, 1(a)y(c)
= p(ac) = P(a'd) = ¢(a")Y(d), e P(s)ib(c) = P(sc) = P(s'd) = (s")¥(d) €
UT). Assim, 9(@)(d) = P(@Wb(s) W) = P Ib() ().
Por outro lado, ¢(a)¥(c) = ¥(a)i(s)~¢(s)P(c). Como ¢(sc) € U(T),
logo temos que (a)p(s)~! = $(a)b(s') L. Portanto, p({a, ) = p((@, 7).
Agora vamos verificar que p é homomorfismo, p(¢(a)p(s)™ + p(b)p(t)™!) =
p(¢(ac + bd)p(u)™) = ¥ (ac + bd)p(u)™, onde ac = bd e u = sc = td € S.

Logo,

Y(ac+bd)y(u) ™ = Plac)y(u) ™" + 1 (bd)ep(u) !
= plelac)p(u)™) + ple(bd)p(u) ™)
= plplac)p(se)™) + ple(bd)e(td) ™)
= ple(@)e(s)™h) + ple(0)p(t) ).

Analogamente mostra-se que p preserva o produto, portanto p é um ho-
momorfismo.

Para mostrarmos que p o ¢ = 1 tomemos a € R, entdao (po ¢)(a) =
ple(a)) = plp(a)p(1)™!) = ¥(a)w(1)7!, onde a segunda igualdade vale pois
#(a) = p(a1) = p(a)p(1), assim obtendo w(a)p(1)™! = p(a). Logo ¥(a) =
(pow)(a)p(1) = (poy)(a), pois ¥(1) =

Para mostrarmos a unicidade da p, suponhamos que exista um homomor-
fismo 7 : R[S — T tal que 7o p = 1. Seja z = ¢(a)p(s)™! € R[S
qualquer, entéo 7(z) = T(p(a)e(s) ™) = T((@))7(p(s) L) = Bla)r(e(s) ).
Como 7 é homomorfismo, 1 = 7(1) = 7(p(s)p(s)™!) = 7(p(s))T(p(s)™!) =

b(s)7(p(s)7"). Assim, temos que 7(z) = ¥(a)7(p(s)™") = v(a)y(s)™" =
p(p(a)p(s)™t) = p(x). Portanto 7 = p e a proposicao estd provada. O

Corolario 1.3.7. Sejam 1) e p definidas como na proposi¢cao anterior. Se v

satisfaz as condigoes (2) e (3) da Definicao 1.3.3 de anéis de fracoes, entdo
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p € um isomorfismo.

Demonstragdo. Seja x = p(a)p(s)™! € Ker (p), entao 0 = p(p(a)p(s)™t) =
Y(a)(s)™'. Logo ¥(a) = 0, pois 1(s)~! é invertivel. Pela propriedade (3)
da definicado de anel de fracoes, que vale para 1, temos que existe s’ € S tal
que as’ = 0. Assim temos, 0 = p(as’) = ¢(a)p(s'), logo ¢(a) = 0, pois p(s)
é invertivel. Portanto x = m = Og[s-1] € p € injetora.,

Seja y € T qualquer. Entdo y = (a)y(s)™!, para algum a € Re s € S.
Assim, y = ¥ (a)(s)™! = p(p(a)p(s)™!) e p é sobrejetora. O

Corolario 1.3.8. A menos de isomorfismo, o anel de fragoes a direita de R

com respeito a S € unico.

Naturalmente podemos definir o anel de fracoes a esquerda de R com res-
peito a um conjunto de denominadores a esquerda S de R, com as adaptagoes
necessarias. Assim, utilizando o que esté descrito acima, podemos construir
o anel de fracoes a esquerda de R com respeito a S, que é unicamente deter-
minado a menos de isomorfismo, que notaremos por [ST!R. O resultado a

seguir ¢ uma consequéncia imediata do corolario anterior.

Corolario 1.3.9. Sejam R um anel e S um conjunto de denominadores a

direita e a esquerda de R. Entao R[S™| ~ [ST'|R como anéis.
Finalizaremos esta secao introduzindo os médulos de fragoes.

Definicao 1.3.10. Sejam S um conjunto de denominadores a direita de um
anel R e M um R-mddulo a direita. Definimos o maddulo de fracoes de M com
respeito a S como sendo o R[S™!]-mddulo & direita M[S™!] = M ®r R[S™!]

com a estrutura dada pela aplicagao canonica.

Esta definicao é bastante razodvel, em vista dos proximos dois resultados.
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Proposigao 1.3.11. A aplicacio candnica R-linear py : M — M[S™Y tem
a seguinte propriedade uniwersal: para cada R[S™']-mddulo a direita N e
cada aplicagio R-linear o : M — N existe uma tunica aplicagio R[S™']-

linear o : M[S™Y] — N tal que oo py = «.
Demonstracao. O resultado segue a partir dos isomorfismos naturais

Hompig-1j(M ®g R[S7'],N) ~ Hompg(M, Hompgg-1(R[S'], N))
~ Hompg (M, N).

]

Proposicao 1.3.12. Sejam R um anel, S um conjunto de denominadores a
direita de R e M um R-mddulo a direita. Entdao M[S™'] ~ (M x S)/ ~,
onde ~ € a relagao de equivaléncia definida por (x,s) ~ (y,t) se existirem

c,d € R tais que xrc=yd e sc=td € S.

Demonstracao. Esta prova é similar a feita na Proposicao 1.3.5, pela veri-
ficagao de que para (M x S)/ ~ vale a propriedade universal definida na

proposigao anterior. As operagoes em (M x S)/ ~ sao definidas por:
(x,8) + (y,t) = (xc+ yd,u), onde u = sc =td € S;
(z,8) - (b,t) = (wc, tu) com (b,t) € R[S7!], onde sc=bueuc S. [
O resultado a seguir é andlogo ao mostrado na pégina 15, item (2).

Corolério 1.3.13. O Kernel da aplicagio canénica p : M — M[S™] con-

siste dos elementos x € M para os quais existe s € S tal que xs = 0.
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Capitulo 2

Reticulados

Neste capitulo estudamos reticulados, em especial, reticulados distribu-
tivos e damos uma caracterizacao relacionando complementos relativos a
reticulados distributivos, que é usada para fazermos, mais adiante, uma ca-

racterizacao de anéis e médulos distributivos.

2.1 Reticulados

Comegamos definindo o que é um reticulado. Depois, discutiremos algu-

mas de suas propriedades que vao interessar neste trabalho.

Definigao 2.1.1. Um reticulado é um sistema (£, <,A,V), onde £ é um
conjunto, < é uma relacao de ordem em L e A,V sao duas operagoes binarias
definidas em L, satisfazendo as seguintes condicoes:

l.z<(yNz) @x<yex <z

2. (yVz2) <z y<zez<u.

Onde x A y é denominado o infimo entre x e y, e x V y é denominado o

supremo entre x e .



Observemos que em um reticulado £, se x < y entao xAy =z exVy =1y,

e as operagoes A\, V sao idempotentes, associativas e comutativas.

Exemplos 2.1.2. A seguir apresentaremos alguns exemplos de reticulados,

sendo que os dois ultimos terao mais destaque neste trabalho.

1. Seja A um conjunto qualquer e tomamos £ = P(A) o conjunto das partes
de A, com a relagao de ordem dada pela inclus@o de conjuntos. Entao

(£,<,N,U) é um reticulado.

2. Seja R um anel e M um R-médulo. Tomando £ a familia dos submédulos

de M, se tem que (£,C, N, +) é um reticulado.

3. Sejam R um anel e £ a familia dos ideais a direita de R. Entao temos

que (£,C,N,+) é um reticulado.

Este ultimo exemplo é um caso particular do segundo, considerando R
como modulo a direita sobre si proprio, sendo que os submédulos de Ry sao
exatamente os ideais a direita de R. Analogamente, podemos considerar o
reticulado dos ideais a esquerda ou dos ideais bilaterais, de R.

Daqui para frente, estudaremos o reticulado de submaédulos e o reticulado
de ideais. Iniciaremos observando uma propriedade que esses dois reticulados

satisfazem, chamada modularidade.

Definicao 2.1.3. Um reticulado (£, <, A, V) é dito modular se, para todos

x,y,z € L, com z <y, temos:
(zAy)Vez=(z2Vx)Ay

Observemos que se z,y,z € L sdo tais que z < y, como (z Ay) <
ze(zAy) <y,segue que (zAy)Vex <zVze(zAy)Ve<yVz=y
(pois z < y). Portanto (2 Ay) Vz < (zVz)Ay. Logo, para provar que um

reticulado £ é modular, basta verificar que (z Vz) Ay < (z Ay) V .

20



Exemplo 2.1.4. O reticulado Lz(M), de um R-mdédulo a direita M, é mo-

dular.

Sejam M um R-médulo, K, L, N submoédulos de M, com L C N, e seja
x € (K+L)NN. Entdo x = x1 + 29, com x; € K e x5 € L C N. Como
x,x9 € N entdo xy = x — 29 € N, portanto z = z1 + 29 € (KN N)+ L e
entdo (K +L)NN C (KNN)+ L. Como a outra contengao sempre vale,
entao o reticulado de submédulos de M é modular.

Agora vamos provar um resultado sobre reticulados modulares, que serd

util mais adiante.

Lema 2.1.5. Seja (£, <, A, V) um reticulado. Se, para quaisquer x,y,z € L,
valer (xAy)V (yAz)V(zAz) = (xVy)A(yVz)A(zVz), entdo L é modular.

Demonstracao. Sejam z,y, z € L tais que z < x, entdo (zAy)V[(yAz)V(zA
2)] = (xAy)V[(yAz)Vz] = (xAy)V z, e também (zVy)A[(yVz)A(xVz)] =
(xVy) ANMyVz)Az] = (yVz) Az, pois (yVz) Az < (zVy). Portanto
(xANy)Vz=(yVz) Az, e L émodular. O

2.2 Reticulados Distributivos

O interesse deste trabalho é estudar certos reticulados distributivos, mais
precisamente, os anéis e modulos cujo reticulado de ideais e submddulos sao
distributivos. Para este propésito, estudaremos algumas propriedades gerais

dos reticulados distributivos.

Definigao 2.2.1. Um reticulado (£, <, A, V) é dito distributivo se para todos
x,y,z € L vale:

cA(yVz)=(xAy)V(xAz)
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Observemos que dados z,y,z € L, temos xt Ay < x e x Az < x, logo
(xAy)V(rAz) <xetambém temos z Ay < yexz Az <z logo (x A
y)V (z A z) <yV z portanto obtemos que (x Ay)V(x Az) <z A(yV 2).
Portanto, para provar que um reticulado £ é distributivo, basta mostrar que

zA(yVz)<(zAy)V(zAz).

Exemplo 2.2.2. Dado um conjunto A qualquer, é facil verificar que o reti-

culado (P(A), C,N,U) é um reticulado distributivo.

A proposicao a seguir nos fornece condigoes equivalentes a distributivi-

dade.

Proposicao 2.2.3. Seja (L£,<,A,V) um reticulado. Entdao as sequintes

condicoes sao equivalentes, para todos x,y,z € L:

1.zN(yVz)=(xAy)V(zAz2);
2.2V (ynz)=(xVy A(zVz2);

3. (xANyY)VyANz)V(cAz)=(xVy AlyVz)A(xzV=2).

Demonstracao. (1)=(2)

(xVy)AN(xVz)=[(zVy)Az]V[(xVy) Azl =[(zAz)V(yAz)|V[(zAz)V
(yAz)] =[zVyra)V[@Az)V(yAz)]=[zV(zA2)]V(yAz)=aV(yAz)

2)=(3)

[(xAy)V A2V (zAz) = {[@Ay)V(yA2) Ve A[(@Ay)V (yA2)]V 2} =
{wr2)Vi@ay)val A{(zay)vilynz)vall =yAz)ValAllzAy) Vel =
[(zvy) A V)N [(zV2)A(yVe)]=(zVy)A(zVz)AyVe2)

(3)=(1)

Tome u = (zAy)V(yAz)V(zAz)ev=(zVy A(yVz)A(zVz),entdo
rAu=zAv. Comoz < (zVy)ex < (rVz)obtemosxAv=2xA(yV z).

Visto que £ é modular, pelo Lema 2.1.5, e que [(z Ay) V (z A 2)] < z, segue
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que zAu=xA{(yAnz)V[(zAy)V(zA2)]|} =[(zAy)V(xAz)]V]xA(yAz)].
Mas como (z AyAz) < (xAy)e(xAyAz) < (xAz), entdo obtemos
(xAY)V(zAz)=xAu=zAv=xA(yVz),eportanto L é distributivo. []

A partir do Lema 2.1.5 e da proposicao acima, obtemos imediatamente o

seguinte corolario.
Corolario 2.2.4. Todo reticulado distributivo € modular.

Adiante veremos um exemplo de um reticulado de submdédulos qua nao é
distributivo, assim nem todo reticulado modular ¢é distributivo, e a reciproca
do corolario acima nao vale.

Pelo visto anteriormente e pela equivaléncia (1) < (2) da proposicao
acima, obtemos facilmente que, para um reticulado (£, <, A, V) ser distribu-
tivo, basta verificar (z Vy) A (xzV z) <z V (y A 2).

Agora consideramos um tipo especial de reticulados, os reticulados line-

armente ordenados por inclusao.

Definigao 2.2.5. Um reticulado (£, <, A, V) é dito linearmente ordenado se,

para quaisquer a,b € L, temos a < bou b < a.
Vejamos um exemplo simples de reticulado linearmente ordenado.

Exemplo 2.2.6. Seja o anel Zg. O reticulado £(Zg) = {(0), (0, 4), (0,2, 4, 6),
Zs} ¢ linearmente ordenado por inclusao, pois os ideais de Zg sao (0), (2) =

{0,2,4,6} = (6), (4) = {0,4} e Zg = (1) = (3) = (5) = (7) e temos

(0) C (4) C (2) C (1). Portanto (£(Zg), S, N, +) é um reticulado linearmente
ordenado.

O seguinte corolario serd ttil adiante.

Corolario 2.2.7. Seja (£, <, A, V) um reticulado linearmente ordenado, entao

L ¢ um reticulado distributivo.
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Demonstracdo. Sejam a,b,c € L quaisquer.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que b < ¢, entao a A (bV ¢) =

aNc<(aNb)V(aAc). Portanto, L é distributivo. O

Agora queremos mostrar sob quais condigoes valera a reciproca do Coro-

lario 2.2.4, e para isso definiremos complementos relativos como segue.

Definicao 2.2.8. Sejam (£, <, A, V) um reticulado e a,b € L. Dizemos que
um elemento ¢ € L, tal que aAb < ¢ < aVb, é um complemento de a relativo
a b, se:

l.aNc=aAb

2. aVec=aVb.

Esta definicao de complemento relativo pode ser representado sob a forma
de diagrama, como mostramos a seguir, onde ¢ é um complemento de a

relativo a b.

V
)

c\o
|

Vejamos agora um exemplo de complemento relativo.

b

]
N

Sejam K um corpo, V um K-espaco vetorial com dimg V' > 2, W um
subespacgo vetorial de V' com dimg W = 2, e consideremos u,v,w € W
vetores dois-a-dois linearmente independentes. Tomemos V) o subespaco ve-
torial gerado por u, V5 o subespago vetorial gerado por v e V3 o subespago
vetorial gerado por w, entao V3 é um complemento de V; relativo a V5, no

reticulado de subespacos vetoriais de V.
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O teorema a seguir caracteriza reticulados modulares distributivos através

de complementos relativos.

Teorema 2.2.9. Seja (£, <,A,V) um reticulado modular. Entdo L €é dis-

tributivo se, e somente se, complementos relativos sao Uunicos.

Demonstracao. Suponhamos que £ é um reticulado distributivo e sejam
a,b,c € L, com ¢ complemento de a relativo a b. Entdo ¢ = cA (cVa) =
cA(aVb)=(cNa)V(cAb)=(aNb)V(cAb)=(aVc)Nb=(aVb)Ab=0b.
Assim, complementos relativos sao unicos.

Reciprocamente, suponha que complementos relativos no reticulado £
sejam unicos. Vamos mostrar que se £ nao € distributivo, entao conseguimos
construir complementos relativos como o diagrama anterior.

Suponhamos, por absurdo, que £ nao seja distributivo, entao pela Pro-
posigao 2.2.3 existem z,y,z € L tais que u = (x Ay)V (y A z2)V (x A z) #
(xVy)A(yVz)A(zVz)=wv. E fcil ver que u < v.

Consideremos a = (VA z)Vu, b= (vAy)Vuec= (vAz)Vu Assim,
vAzx = (xVyY AlyVvVz)A(@xVz)Az =aA(yV z), de modo andlogo,
vAy=yA@Vz)evAz=zA(xVy). LogpaVvVb=[zA(yVz)]VuV
YAN(xV2)|Vu=[zA(yV2)]V(@Ay)VyAz)V(eAz)VyA(zVz)]=
{lzv(@Ay)In(yV2) v (eAz)V{[yV(yA2)|A(zVz)} pois (zAy) <y < (yV2),
(yNz) < z < (xVz)e L émodular. Logo aVb = [zA(yVz)|V(xAz)V]yA(zV
2)] =A{lxV(xA2)]A(yVz)}V[yA(zVz)], novamente pois (xAz) < z < (yVz)
e £ é modular. Portanto a Vb = [z A(yV z)] V[yA (zV z)], agora como
A (yVz) <z <xVzenovamente usando a modularidade de £, obtemos
queaVb=(zVz)A{yVizAyV2)]=(@Vz)Al(yVz)A(xVy)=mr,
pois y < (y V z). Analogamente se mostra que aVc=v =aV b.

Agora, como L é reticulado modular e u < v, entdao a = (x V u) Av, b=

(yVu)Avec=(zVu)Av, e por cdlculo andlogo ao anterior obtemos que
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a/Nc=u=alb, e portanto ¢ e b sao complementos de a relativos a b. Como

b # ¢, temos uma contradi¢ao. Logo L ¢é distributivo. [
Como consequéncia do teorema e do exemplo anterior, temos o seguinte:

Exemplo 2.2.10. Sejam K um corpo, V um K-espago vetorial com dimg V'
> 2 e Li(V) o reticulado dos subespacos vetoriais de V. Entao Lg(V)
nao ¢ distributivo, pois ja vimos que complementos relativos nao sao tinicos
neste tipo de reticulado. Assim, espacos vetoriais sao exemplos tipicos de

reticulados modulares que nao sao distributivos.
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Capitulo 3

Anéis e Modulos Distributivos

Neste capitulo estudaremos modulos e anéis distributivos, comecaremos
fazendo uma traducao do significado do tltimo teorema de caracterizacao de
reticulados distributivos para o contexto de moédulos e anéis. Apéds, discu-
tiremos propriedades bésicas destes anéis e modulos, apresentando algumas

caracterizacoes e teoremas de estrutura.

3.1 Definicoes Iniciais

Definicao 3.1.1. Dado um R-médulo M a direita, dizemos que M é um
modulo distributivo se o reticulado de R-submoédulos de M, é distributivo,

isto é, se para todos submodulos I, .J, K de M tivermos
INJ+K)=InJ)+(INK)

De maneira anéloga, dizemos que um anel R é distributivo a direita (resp.
a esquerda) se o reticulado de ideais a direita (resp. a esquerda) é distributi-

vo. E, dizemos que R é distributivo se for distributivo a direita e a esquerda.

Exemplo 3.1.2. O anel Z dos ntimeros inteiros é distributivo.



Como Z é um dominio de ideais principais, entao todo ideal de Z é da
forma nZ, para algum n € Z. Assim, dados dois ideais I, .J de 7Z, existem
inteiros a,b tais que I = aZ e J = bZ. Sabemos que I + J = mdc(a,b)Z
e I NJ = mmc(a,b)Z. Entao, seja K = ¢Z um complemento de I relativo
a J, isto é, mdc(a,b)Z = mdc(a,c)Z e mme(a,b)Z = mmc(a,c)Z. Assim,
pela fatoracao tnica em primos positivos de um numero inteiro, é facil ver
que obrigatoriamente ¢ = b. Portanto Z é distributivo, pelos Teorema 2.2.9
e Exemplo 2.1.4.

A seguir traduziremos a ultima caracterizacao de reticulados distributivos
para o contexto de mddulos e anéis. O resultado a seguir e seus corolarios

sdo devidos a Stephenson [12] e [11].

Proposicao 3.1.3. Sejam M um R-mdédulo qualquer e A, B submddulos
de M. Entdo existe uma correspondéncia biunivoca entre Hom(A/(A N
B),B/(AN B)) e o conjunto dos complementos de B relativos a A no reti-
culado de R-submodulos de M.

Demonstracao. Podemos supor, sem perda de generalidade, que AN B =0,
deste modo A+ B = A @ B. Consideremos a aplicacao
¢o:Hom(A,B) = {X e Lr(M)|X®B=A® B}
a — Ker(a®)

onde a* : A@ B — B é tal que a*|4 = a e of|p = Ig. A aplicagdo ¢ esta
bem definida, pois se existir algum v: A@® B — B com |4 = a e v|p = Ip,
entdo, para qualquer a +b € A® B, y(a +b) = a(a) + b = a*(a + b) e,
portanto, v = a*. Queremos provar que ¢ ¢é bijetiva.

Sejam «a, f € Hom(A, B) tais que () = ¢(f). Dado a € A, «a(a) € B,
logo a*(a(a)) = a(a) e/ a*(a), deste modo (a — a(a)) € Ker(a*) = ¢(a) =
©(B) = Ker(p*). Portanto, 0 = f*(a — a(a)) = *(a) — 5*(a(a)) 2f B(a) —

a(a), ou seja, B(a) = a(a), e portanto ¢ ¢ injetiva.

U
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Seja X € Lr(M) tal que X ® B = A® B. Consideremos p: X & B — B
a projecao natural e tomemos o = p|4. Assim temos o € Hom(A, B) e
a* = p, pois a*|4 = pla = a e o*|p = p|p = Ip. Portanto p(a) = X e ¢ é

sobrejetiva. O

Corolario 3.1.4. Seja M um R-modulo a direita. Entao M é distributivo

se, e somente se, Homp (AmiB, AQLB) =0, para todos A, B € Lr(M).

Demonstracao. Pelo Teorema 2.2.9, M ¢ distributivo se, e somente se, com-

plementos relativos sao tunicos e, pela proposicao anterior, complementos

_A _B_
ANB’ ANB

A, B € Lg(M). O

relativos sao unicos se, e somente se, H omR( ) = 0 para todos

Corolario 3.1.5. Sejam M um R-mddulo distributivo e L, N R-submodulos
de M. Entao:

1. Se L4+ N = M, entao Homp (%,%) =0;

2. Se LONN =0, entdo Homg(L,N) = 0.

Demonstracao. 1. Pelo Teorema dos Homomorfismos, temos # ~ mLN e
LN ~ Lo e, pelo corolério anterior, segue que
N L M M
0=Hompg | ——= =Homp | —,—);
R(LmN*LmN) R(L’N)’
2. E imediato a partir do corolario anterior. O

Definicao 3.1.6. Sejam R um anel, M um R-moédulo a direita e P um
submoédulo de M. Dizemos que P é um subméddulo totalmente invariante de

M se a(P) C P, para todo o € Endgr(M).

Corolario 3.1.7. Seja M um R-mddulo a direita distributivo. Entao todo
submodulo mazximal de M € totalmente invariante. Em particular, todo ideal

a direita maximal de um anel distributivo o direita € bilateral.
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Demonstracao. Sejam M um R-mdédulo e P um submédulo maximal de M.
Suponhamos, por absurdo, que exista a« € Endgr(M) tal que a(P) € P.
Logo obtemos que P + «(P) = M. Vamos mostrar que % o~ %(P) e obter
que o~ 1(P) é um submédulo maximal de M.

Consideremos o homomorfismo v : M — % = @, dado por ¥(m) =
a(m) + P, para todo m € M. Dado m + P € % existem n,p € P tais que
m+ P = (a(n) +p)+ P = a(n) + P, logo ¥(n) = a(n)+ P =m+Pe
portanto ¢ é sobrejetiva.

Claramente temos que o '(P) C Ker(y). Seja x € Ker(y) entao
0 = Y(x) = a(r) + P, logo a(x) € P e portanto z € a '(P). Entao
Ker(y) = a™'(P). Pelo Teorema dos Homomorfismos, existe um isomor-

7 _ M, _M _ _ _M
fismo v : M/Ker(y) — (M) = M/P e, portanto, 5 ~ K@) = o107}

Observemos agora que, por hipdtese, P ¢ a~!(P) e entao obtemos que
a'(P)+ P = M. Assim, pelo Coroldrio 3.1.5, temos Hom(%, mlL(P)) =0,
M M
P a~1(P)

o que é uma contradicdo, pois 0 # 1 € Hom/( ). Logo P é um
submodulo totalmente invariante de M.

Se R é um anel distributivo a direita, P é um ideal a direita maximal de
R er € R, entao consideremos «, € Endgr(R) definido por «,(a) = r.a, para
todo a € R. Assim teremos, «,.(P) C P, isto é, r.P C P e assim P absorve

a multiplicacao pela esquerda também. O

Como consequéncia temos que todo ideal a direita maximal de um anel
distributivo a direita é um ideal (bilateral) completamente primo, como sera

mostrado no préximo resultado.

Corolario 3.1.8. Sejam R um anel distributivo a direita e P um ideal a

direita mazximal de R. Entdo P € ideal (bilateral) completamente primo de

R.
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Demonstracdao. Sejam a,b € P, com a.b € P e suponhamos que b ¢ P. Entao
P + bR = R e, portanto, existem p € P, r € R tais que p+ br = 1. Logo,
multiplicando por a, obtemos que a = ap + abr € P, pois ab € P. Portanto,

P é um ideal (bilateral) completamente primo. Isto completa a prova. O

3.2 Localizagao em Anéis Distributivos

Sejam R um anel distributivo a direita e P um ideal a direita maximal
de R (logo, bilateral), entao temos que Sp = R\ P é um sistema multiplica-
tivamente fechado de R. Agora queremos saber se sempre é possivel “fazer
localizagoes” em R e, quando possivel, que tipo de anel de fracoes obtemos.
Vamos comecar analisando o caso em que o reticulado de ideais é distribu-
tivo, o qual inclui os anéis distributivos comutativos. Antes precisamos de

algumas definigoes.

Definicao 3.2.1. Um anel R é dito aritmético se o seu reticulado de ideais

(bilaterais) é distributivo.

Como vimos anteriormente, Z é um anel aritmético. Os préximos re-
sultados serao tuteis para produzirmos exemplos de anéis aritméticos nao

comutativos.

Lema 3.2.2. Se todo anel quociente de um anel R é semiprimo, entao R é

um anel aritmético.

Demonstragao. Sejam I, J, K ideais de R e definimos M = I N (J + K).
Entao, por hipétese, o anel quociente R/M? ¢ um anel semiprimo e segue
que M? é um ideal semiprimo de R. Logo M = M? (pois como M? C M?
implica M C M?). Mas entao temos, M C M? = [IN(J+K)|[IN(J+K)] C
IJ+K)=IJ+IKC(InJ)+(INK)CINn(J+ K)= M e portanto
(INJ)+{INK)=InN(J+ K), ou seja, R é anel aritmético. O
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Definigao 3.2.3. Um anel R é dito um anel reqular (von Neumann Regular)

se para todo x € R, existir y € R tal que z = zyx.
Um anel de divisao é claramente um anel von Neumann Regular.
Proposicao 3.2.4. Se R é um anel regular, entao R é um anel aritmético.

Demonstracao. Sejam I um ideal de R e a € R tal que aRa C I. Como R é
um anel regular, existe b € R tal que a = aba € aRa C I, e assim todo ideal
I de R é semiprimo. Portanto, o anel quociente R/I é semiprimo, para todo

ideal I de R. Segue entao do Lema 3.2.2 que R ¢ aritmético. m

Sejam R e {R;| i € [} anéis,ee: R — HRZ' um monomorfismo de anéis.

1€l
Dizemos que R é um produto subdireto dos R;’s, se cada m; o€ : R — R; é
um epimorfismo, onde 7; : HRZ- — R; é o homomorfismo canoénico.
iel
Como todo produto subdireto de uma familia finita de anéis regulares é
um anel regular, tomando um produto subdireto finito de anéis de divisao,

obtemos um exemplo nao trivial de um anel aritmético que nao precisa ser

comutativo.

Teorema 3.2.5. Seja R um anel comutativo. Entao as sequintes afirmagoes

sao equivalentes:
1. R ¢ anel aritmético;
2. Vo € Max(R), o reticulado de ideais de R, é linearmente ordenado por

inclusao.

Demonstracao. (1) = (2)
Suponhamos que R é um anel aritmético, entao R, ¢ aritmético, pois
soma e interseccao sdo preservados por localizagao (Proposicao 1.3.2). Se

para quaisquer x,y € R, temos x € yR, ouy € v, entao [ € Jou J C I,
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para todos /, J ideais a direita de R,,. De fato, suponhamos que existam I, J
taisque I € Je J Z I. Sejam a € J\I e b € I\J, assim obtemos que a &€ bR
eb & aR, o que é uma contradigdo. Deste modo, basta mostrar que dado
o € Max(R) e dados z,y € R, temos z € yR, ouy € zR,,.

Notemos o ideal zR,, por (z). Da distributividade de R,, obtemos que
(2} = (@) O ({y) + (& — ) = ((2) N () + (&) N (& — y)). Assim @ pode
ser escrito da forma x =t + (x — y)c, com t € (x) N (y) e c € R, tal que
yc € (z). Desta forma, se ¢ € U(R,,) entao y € (). Se ¢ € U(R,,) entdo
1 —ceU(R,), pois R, é um anel local, e segue que z(1 —¢) =t —yc € (y)
e portanto x € (y). Entdo eles estdo linearmente ordenados por incluséo, e
logo o reticulado de ideais de R, ¢ linearmente ordenado.

(2) = (1)

Suponhamos que o reticulado de ideais de R,, é linearmente ordenado por
inclusio, Vo € Maz(R). E um fato conhecido em dlgebra comutativa que

I = ﬂ IR, (Segue da Proposigao 3.8 [1] passando ao quociente, ou pela
pEMaz(R)
argumentacao feita no Lema 3.2.25 adiante). Como o reticulado de ideais de

R,, é linearmente ordenado por inclusao, segue pelo Coroldrio 2.2.7 que R,, é
distributivo. Como soma e interseccao sao preservados por localizacao entao,

para todos ideais I, J eK de R, temos

In(J+K)= (ﬂpeMax(RgR@) N [(mpeMaw(R)JRp) + (ﬂpeMax(RKRp)]
= [(ﬂpEMax(R}lRp> M (mpEMa:c(R)JRp)] + [(mpEMax(R)IRp)m
(NpemazmSRy) = (I NJ)+ (I NK)

Portanto R é aritmético. O

No Teorema acima provamos basicamente que um anel comutativo arit-
mético é local se, e somente se, seu reticulado de ideais é linearmente orde-

nado por inclusdo. Assim, obtemos o seguinte resultado.
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Corolario 3.2.6. Seja R um anel comutativo. Entao R € aritmético se, e
somente se, o reticulado de ideais de Rp € linearmente ordenado por inclusao,

para todo ideal primo P de R.

Lembremos agora, que os ideais primos de R,,, onde p € Max(R), estao
em correspondéncia biunivoca com os ideais primos de R que estao contidos
em p. Portanto os ideais primos de R, que estao contidos em algum ideal
maximal, estao linearmente ordenado por inclusao, quando R é aritmético.

Assim obtemos o seguinte resultado.

Corolario 3.2.7. Seja R um anel comutativo. Se R é anel aritmético e P, ()

sao ideais primos de R, entao temos P C QQ ou Q C Pou P+ (@ = R.

Demonstracao. Pelo observado acima, se dois ideais primos P e () de R estao
contidos no mesmo ideal maximal, entao eles estao linearmente ordenados
por inclusao. Em caso contrario, teremos P C g, ) C (o, onde @1, oo €
Maz(R) com p1 # oo, de modo que g1, p2 C P + @, portanto obtemos que
P+Q =R O

Agora apresentaremos algumas propriedades que caracterizam a distribu-
tividade em anéis e modulos, e algumas de suas consequéncias. Comegamos
relembrando algumas propriedade dos R-médulos, que podem ser demons-

tradas sem muitas dificuldades.
Sejam R um anel, M, N dois R-moédulos a direita e f : M — N um

homomorfismo de R-moédulos. Entao:
1. f7'f(L) = L+ Ker f, para todo R-submédulo L de M;
2. ff7YK)=KnNZIm f, para todo R-médulo K de N;

3. fU+J)=f()+ f(J), para todos R-submédulos I, .J de M;
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4. fFH(PNQ) = fYP)N f7YQ), para todos R-submédulos P,Q de N.

Em geral ndo temos a seguinte igualdade, f(I NJ) = f(I) N f(J), onde

I, J sao R-submoédulos de M. O exemplo a seguir mostra isso.

Exemplo 3.2.8. Seja M = {z + yv/2| 2,y € Z}. Entdo M é um Z-médulo
com a adi¢ao usual e a multiplicagao por inteiros. Consideremos f: M — Z
definida por f(z +y+v/2) = z. Entdo f é um homomorfismo que nio cumpre
a igualdade acima. De fato, tomando I = Z e J = {z 4+ 2v/2| € Z}, temos

que I, J sao dois Z-submédulos de M com I NJ = 0. Mas por outro lado,
f)Nf(J)=2Z. Assim, f(INJ)=0#Z= f(I)N f(J).

O préximo resultado mostra que essa propriedade realmente caracteriza
os modulos distributivos. Este resultado é devido a Stephenson, mas aqui seré

apresentada uma demonstracao feita por Mazurek, por ser mais elementar.

Teorema 3.2.9. Sejam R um anel e M um R-maodulo a direita. As sequintes

condicoes sao equivalentes:
1. M ¢ distributivo;
2. Para todo R-mddulo N e todo homomorfismo f: M — N, temos
f(ANB) = f(A)N f(B), para todos R—submddulos de M;
3. Para todo R-mddulo L e todo homomorfismo g : L — M, temos
fH(A+ B) = f1(A) + f1(B), para todos R—submédulos A, B de M.

Demonstracao. (1) = (2)

Suponhamos que M seja distributivo e consideremos um R-homomorfismo
f:M — N, onde N é um R-mdédulo a direita qualquer. Sejam A, B dois
submédulos de M. Entao f~1 f(ANB) = (ANB)+Ker f = (A+Ker f)N(B+
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Ker f) = [fT (AN [f7f(B)] = fHf(A) N f(B)] e portanto f(AN B) =
fLANB)NIm f = ffHf(ANB)] = fff(A) N f(B)] = [f(A)Nf(B)N
Im f=f(A)Nf(B).

(2) = (1)

Suponhamos que (2) seja valida e, por absurdo, que M nao seja distribu-
tivo. Entao complementos relativos, no reticulado de submédulos de M, nao

sao unicos, ou seja, podemos encontrar um subreticulado da forma
A+ B
[ ]

PR

Ae o B

N

°
ANB

Considere agora o R-homomorfismo proje¢ao canoénica f : M — M/C dado
por f(a) = a+C, para todo a € M. Como ANB C C, temos f(ANB) = 0.
Por outro lado, f(A) = 4£€ = 48 ¢ f(B) = Bt& = ALB ou seja, f(A) =
AJFTB = f(B) e, consequentemente, f(AN B) = 0 # AJFTB = f(A)N f(B), o
que é uma contradicao.

A equivaléncia (1) < (3) é demonstrada de forma andloga, bastando
escolher as propriedades adequadas na primeira implicacao e considerar o

R-homomorfismo 2 : C'— M no diagrama da segunda implicacao. O]

Ja sabemos, pelo Corolario 2.2.7, que todo reticulado linearmente orde-
nado é distributivo. Entao definiremos os anéis que satisfazem essa pro-

priedade.

Definicao 3.2.10. Seja R um anel. Dizemos que R é um anel de cadeia a
direita (resp. a esquerda) se o reticulado de ideais a direita (resp. a esquerda)

for linearmente ordenado por inclusao.
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Exemplo 3.2.11. Considere o anel R = Zg. Conforme ja foi mostrado no
Exemplo 2.2.6, o reticulado £(Zg) é linearmente ordenado por inclusao, e

portanto Zg é um anel de cadeia.

Sabemos que um anel R é de cadeia a direita se, e somente se, para todos
elementos a,b € R temosa € bR ou b € aR. Assim temos uma caracterizagao
de anéis de cadeia, a nivel de elementos. O Teorema a seguir nos d4 uma
caracterizacao da distributividade, a nivel de elementos. Essa caracterizacao
foi obtida por Stephenson [12], mas a primeira implicacao serd feita seguindo
um argumento mais simples devido a Tuganbaev.

Sejam N um R-submoédulo de um médulo M qualquer e x um elemento
de M. Definimos o condutor de x em N por: (N : x) X {r € R| zr € N},

que claramente é um ideal a direita de R.

Teorema 3.2.12. Sejam R um anel e M um R-mddulo a direita. Entao M
€ distributivo se, e somente se, para quaisquer elementos a,b € M existirem

z,y € R tais que v +y =1, ax € bR e by € aR.

Demonstra¢ao. Suponhamos M um moédulo distributivo a direita e sejam
a,b € M. Consideremos ¢ = a + b, como cR = (a+b)R C aR+ bR e M é
distributivo a direita, temos cR = cRN (aR+bR) = (cRNaR) + (cRNbR).
Assim, existem z, 2z € R tais que ¢ = cx + ¢z, com cx € bR e cz € aR. Como
¢ =a+btemos br € aR se, e somente se, cr € aR e também as € bR se,
e somente se, ¢s € bR, isto é, (aR : ¢) = (aR : b) e (bR : ¢) = (bR : a).
Portanto, ax € bR e bz € aR. Considerando w = 1 — (z + z), temos que
cw =0, logow € (aR : b)N (bR : a). Agora, consideremos y = 1 —z = w+ 2.
Assim teremos x +y =1, ax € bR e by = bw + bz € aR.

Reciprocamente, suponhamos que o anel satisfaca a condi¢cao do Teorema
e sejam I, J, K submédulos de M. Queremos provar que I N (J + K) C

(INJ)+ (I N K), pois a outra contengao, como ja vimos, é sempre valida.
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Sejac =a+be IN(J+K) ondea € J, b € K. Por hipétese,
existem x,y € R com =z +y = 1, tais que ax € bR e by € aR. Logo
c=cl=c(z+y)=cr+cy=(a+bx+(a+b)y € (cRNOR)+ (cRNaR) C
(INJ)+(INK),eentao IN(J+ K)C (INJ)+ (INK). Portanto M é
distributivo. O

Como uma aplicacao deste teorema, podemos apresentar o seguinte exem-

plo.

Exemplo 3.2.13. O reticulado de Z-submdédulos de Q ¢ distributivo.

Dados x,y € Q, como Z é comutativo, podemos escrever x = as™' e y =

bs~1, para certos a,b,s € Z e s # 0. Entao temos que zs = a e ys = b. Da
distributividade de Z existem m,n € Z, com m + n = 1, tais que am € bZ
e bn € aZ, ou seja, xsm € ysZ e ysn € xsZ. E, portanto, existem vy, \ € Z
tais que xsm = ysvy e ysn = xs\, ou seja, xm = yvy € yZ e yn = x\ € xR.
Portanto, pelo Teorema acima, Q@ é um Z-modulo distributivo.

Veremos agora que alguns resultados validos para o caso comutativo per-
manecem validos em geral. Comecemos com o seguinte resultado para anéis

locais.

Proposicao 3.2.14. Sejam R um anel local e M um R-mddulo a direita.
Se M ¢€ distributivo, entao o reticulado de R-submddulos de M ¢é totalmente

ordenado por inclusdo.

Demonstracao. E suficiente provarmos o resultado para os R-mdédulos prin-
cipais de M. Suponhamos que M seja distributivo e sejam x,y € M, pelo
Teorema 3.2.12, existem r, s € R, com r+s = 1, tais que zr € yR e ys € xR.
Logo, se r € U(R), temos = € yR, do contrério temos s = 1 —r € U(R), pois
R é um anel local, e entao y € xR. Portanto, os R-submoddulos de M sao

linearmente ordenados por inclusao. 0
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Suponhamos R um anel distributivo & direita e P um ideal a direita
maximal. Entao sabemos, pelo Corolario 3.1.8, que P é um ideal (bilateral)
completamente primo e, consequentemente, Sp = R\ P é um sistema multi-

plicativamente fechado. O resultado seguinte nos da mais informacgoes sobre

Sp.

Proposicao 3.2.15. Sejam R um anel distributivo e P um ideal a direita

mazimal de R. Entao Sp = R\P € um sistema de Ore a direita.

Demonstracao. Consideremos a € R e s € Sp. Como R é distributivo a
direita, existem m,n € R, com m +n = 1, tais que am € sR e sn € aR.
Logo, existem ¢, d € R tais que am = sc e sn = ad.

Sen € P, entaom=1—n ¢& P e entao aSp N sR #, o que nos diz que
Sp é um conjunto de Ore a direita.

Se n ¢ P, entao, como Sp multiplicativamente é fechado, sn &€ P e,

consequentemente, d € P. Portanto novamente temos, aSp N sk #. O]

Definicao 3.2.16. Um anel R é dito localizdvel a direita se Sp = S\P
for um conjunto de denominadores a direita de R, para todo ideal a direita

maximal P de R.
O resultado seguinte é apenas uma sintese dos resultados vistos até agora.

Proposicao 3.2.17. Seja R um anel localizdvel a direita. Se R € distributivo

a direita, entao Rp é um anel de cadeia a direita, para todo ideal maximal

P de R.

Demonstracdo. Suponhamos que R é anel distributivo a direta e sejam x,y €
Rp. Entao existem a,b € Re s € Sp taisque x = as ' ey = bs~!. Como R

¢ distributivo existe z € R tal que az € bR e (1 — 2)b € aR.
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Se z € P, isto é, z € Sp, entao z é invertivel em Rp e temos x = as~! =

azz ts' € bRz71s™! CbRp = yRp. Portanto, v € yRp.
Se z € P, entao 1 — z € Sp e, analogamente, obtemos que y € zRp.

Portanto, Rp é anel de cadeia, para todo ideal maximal P de R. O

Uma questao interessante é saber se a reciproca é verdadeira. Em [2],
Brungs provou que a reciproca é verdadeira no caso de R ser anel noetheriano
a direita ou dominio. Analisando os argumentos utilizados por Brungs, nota-
se que o resultado vale para o caso de R ser um anel localizavel a direita.

Aqui apresentamos um argumento feito por Tuganbaev.

Proposicao 3.2.18. Seja R um anel localizavel a direita. Entao R é dis-
tributivo a direita se, e somente se, Rp € anel de cadeia a direita, para todo

1deal maximal P de R.

Demonstracao. Uma das implicagoes ja foi feita. Suponhamos que Rp seja
anel de cadeia a direita, para todo ideal maximal P de R e consideremos
x,y € R. Vamos mostrar que (yR : z) + (xR : y) = R e, pelo Teorema
3.2.12, seguira que R é distributivo.

Por absurdo, suponhamos que exista P € Max,.(R) tal que (yR : x) +
(xR :y) € P. Vamos mostrar que existem a € R et € Sp = S\P tais que
za,y(t —a) € tRNyR, isto é, a € (yR:z) et —a € (zR : y) e, portanto,
t=a+(t—a)e (yR:z)+ (zR:y) C PN Sp, o que é uma contradicao.

Consideremos ¢ : R — Rp o homomorfismo canonico. Entao Rp se
torna um R-médulo a direita via acdo: Vo € Rp,r € R, x -1 = xp(r).
Por isso e pelo Corolario 2.2.7, Rp é um R-mdédulo distributivo a direita,
logo existem ¢, s1, s2 € Rp tais que o(z)q = ¢(y)s1 e ¢(y)(1 — q) = p(z)ss.

Escrevendo essas fracoes com o mesmo denominador, podemos assumir que

-1 1

existem b, cy,co € R e u € Sp tais que ¢ = o(b)p(u)™", s1 = w(c1)p(u)”
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e sy = p(ca)p(u)~t. Entao, substituindo essas ultimas igualdades nas an-
teriores e multiplicando & esquerda por ¢(u), obtemos p(zb) = @(yc;) e
o(y(u — b)) = p(zce). Portanto existem v, w € Sp tais que (xb — yep)v =0
e [y(u —b) — xegJw = 0. Entao obtemos zbv, y(u — b)w € xRN yR.

Como Sp é sistema de Ore, entao existem d,z € Sp tais que vd = wz.
Logo, tomando a = bwz € R et = uwz € Sp, temos que ra = rbwz =
zbvd € xRN yR e y(t — a) = y(uwz — bwz) = y(u — b)wz € tRNyR. E,

pelos argumentos iniciais, a prova esta completa. O

Uma outra questao interessante é saber se todos os anéis distributivos a
direita sao localizaveis a direita. A resposta a essa pergunta foi dada nega-
tivamente por Puninsky em [9], através de um exemplo de anel distributivo
a direita que nao é localizdvel. Tuganbaev em [14] construiu outro exemplo
baseado no exemplo de Puninsky. A seguir damos uma condicao suficiente
para um anel distributivo ser localizavel.

No préximo resultado V;(R) denota o conjunto dos divisores de zero a

esquerda, isto é, N;(R) = {r € R| Ja € R\{0} tal que ar = 0}.

Proposicao 3.2.19. Seja R um anel distributivo o direita tal que Nj(R) C

J(R). Entao R € um anel localizdvel a direita.

Demonstracao. Como R é distributivo, sabemos, pela Proposigao 3.2.15, que
Sp = R\P é sistema de Ore, bastando provar que Sp é reversivel a direita,
ou seja, se sa =0 com a € R e s € Sp, entao existe t € Sp tal que at = 0.
Suponhamos que a € R e s € Sp sejam tais que sa = 0. Entao a = 0, pois
do contrério s pertenceria a N;(R) C J(R) C P, o que contradiz o fato de

s € Sp. Segue entao que Sp é um conjunto de denominadores a direita. [

Vejamos o seguinte exemplo de anel distributivo R satisfazendo N;(R) C
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J(R). Consideremos

a q
R = ca€Z, qgeQ

0 a

com as operacoes usuais de soma e multiplicagao de matrizes. Neste caso,

0 ¢
J(R) = qeQy,
00

uma vez que os ideais maximais de R sao da forma:

7
M, = v Q :p € Z com p primo
0 pz
. . a q
Vamos agora calcular os divisores de zero de R. Sejam A = , B=
0 a
b r . ab ar +gb
€R, A#0, taisque O = A- B = . Sea#0,
0 b 0 ab
entao b = 0 e r = 0. Assim, teriamos B = 0g. Se a = 0, entao ¢ # 0 e
0 gb . ) 0 r
A-B= . Assim, terfamos b = 0 e, portanto, B = , com
0 0 00

r € Q. Portanto temos, N;(R) C J(R) e, pela proposigao anterior, R é um
anel localizavel a direita.

Vamos na direcao de uma nova caracterizagao de distributividade, obtida
por M. Ferrero e A. Sant’Ana em [3], que estendera o resultado de Brungs e

que é valida para anéis nao localizaveis.

Definicao 3.2.20. Sejam R um anel, S um sistema multiplicativamente
fechado de R, M um R-médulo a direita e L um R-submoddulo de M.

Chamamos de S-saturamento de L ao conjunto
LS ' ={x € M|3s€ S comas e L}
Diremos que L é S-saturado se LS~ = L.
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Inicialmente LS~! nao tem nenhuma estrutura, mas sob certas condicoes

temos que LS™! é um R-submédulo de M.

Proposicao 3.2.21. Sejam R um anel, M um R-mddulo a direita, S um
sistema de Ore a direita de R e L um R-submddulo de M. Entdo LS~ é
um R-submddulo de M. Além disso, LS~ é S-saturado.

Demonstracao. Claramente, 0 € LS™!. Sejam x,y € LS™!, entao existem
s,t € S tais que xs,yt € L. Como S é sistema de Ore a direita, entao existem
u,v € S tais que su = tv. Logo, (z — y)su = zsu — ysu = xsu — ytv € L,
portanto x —y € LS.

Dado r € R, existem b € R e w € S tais que rw = sb. Logo, xrw =
xsb € L e, portanto, zr € LS~

A dltima afirmagao ¢é imediata do fato de S ser multiplicativamente

fechado. O

Observemos que se S é um sistema de Ore a direita de um anel R e
a,b € R sdo tais que b € (aR)S™!, entdo existem r € R e s € S com
bs = ar. Dado u € (bR)S™!, temos ut = bc, para algum t € S e ¢ € R.
Como S é um sistema de Ore, logo existem v € S e d € R tais que cv = sd.
Assim, utv = bev = bsd = ard. Como tv € S e rd € R, logo obtemos que
(bR)S™! C (aR)S™!. Com este resultado podemos concluir que (bR)S™! ¢ o

menor ideal a direita saturado contendo b.

Definicao 3.2.22. Dizemos que um anel R é anel admissivel (a direita) se,
para todo ideal a direita maximal P de R, tivermos Sp um sistema de Ore a

direita.

Uma consequéncia da definicao acima é, que se R é um anel admissivel,

entao todo ideal a direita maximal P de R é completamente primo, pois Sp
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é sistema multiplicativamente fechado. Pelo que estudamos até o momento,
sabemos que todo anel distributivo a direita é admissivel.
O resultado que segue é uma reescrita do Teorema 3.2.12, poisse r+s =1

entao nao podem ambos pertencer ao mesmo ideal a direita maximal de R.

Proposicao 3.2.23. Sejam R um anel e M um R-mddulo a direita. Entao
M ¢€ distributivo se, e somente se, para todos x,y € M e todo P € Maz,(R),

existir s € Sp tal que xs € yR ou ys € xR.

Vamos agora apresentar um resultado de [3], que é o principal resultado

desta secao.

Teorema 3.2.24. Sejam R um anel admissivel e M um R-mddulo a direita.

Entdao as sequintes afirmacoes sao equivalentes
1. M € distributivo;

2. O reticulado de R-submddulo Sp-saturados de M € linearmente ordenado

por inclusdo, para todo P € Max(R);

3. O reticulado de R-submaddulo Sp-saturados de M € distributivo e fechado

para adicao.
Para provar este resultado, vamos precisar de varios lemas auxiliares.

Lema 3.2.25. Sejam R um anel admissivel, M um R-modulo a direita e N
um R-submddulo de M. Entao
N= (] NS
PeMaz,(R)

Demonstracao. Claramente temos que N C mPeMa:(;T(R)NSI;Ia paratodo P €
Maz,(R).

Reciprocamente, sejax ¢ N. Entao 1 & (N : x), logo existe ideal maximal
a direita P de R tal que (N : z) C P. Portanto, para todo s € Sp, temos
xs € N elogo x & NS;l. Portanto, ﬂpeMmr(R)NSgl C NS;1 C N. O
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Lema 3.2.26. Sejam R um anel admissivel e M um R-mddulo a direita.

Se o reticulado de R-submddulos Sp-saturados de M ¢é fechado para adigao,

entdo (K + N)Sp' = KSp' + NSp', para todos R-submddulos K, N de M.

Demonstracao. Sejam K, N submédulos quaisquer de M, entao é claro que
K+ N C (K + N)Sp' C (KSp! + NSp')Sp!, pois K C KSp! para todo
R-submédulo K de M. Como o reticulado de submédulos Sp-saturados é
fechado para soma, entio K + N C (KSz' + NSp')Spt = KSpt + NSp'.
Reciprocamente, seja a = v +y € KSp' + NSp', com x € KS:' e
y € NSp'. Logo existem si,s, € Sp tais que zs; € K e ys; € N. Como
R é admissivel, existem t1,t, € Sp tais que sit; = Sots € Sp. Logo temos
asity = (x+y)sity = xsity+ysity = xsity +ysaota € K+ N. Como sty € Sp,
obtemos que a € (K + N)Sp' e segue que KSp'+ NSp' C (K+N)Sp'. O

Lema 3.2.27. Sejam R um anel, M uwm R-mddulo a direita e P € Maz,(R)
tal que Sp = R\P seja sistema de Ore a direita. Entao, para quaisquer R-

modulos K, N de M, temos
(KNN)Sp! = KSx' N NSR'.

Demonstragao. Sejam P € Max,.(R) tal que Sp é sistema de Ore a direita,
e K, N R-submddulos de M. Claramente (K N N)Sp' C KSp' N NSy
Tomemos z € KSp' N NSp', entdo existem s,t € Sp tais que zs € K e
xt € N. Como Sp é sistema de Ore a direita entdao existem u,v € Sp tais
que su = tv € Sp. Logo wsu € KSp', mas zsu = ztv € NS3', portanto

r€(KNN)Se KS'N NS C (KN N)S. 0
Agora estamos em condigoes de provar o Teorema 3.2.24.

Demonstragao do Teorema 3.2.24. (1) = (2)
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Suponhamos R distributivo e sejam P € Mazx,.(R), K e N dois R-
submédulos Sp saturados de M. Assim, K = KSp' e N = NSp'. Su-
ponhamos que N € K e seja x € N\K. Como M é distributivo, segue
da Proposigao 3.2.23, que para cada y € K existe s = s(y) € Sp tal que
rs € yR C K ou ys € xR C N, mas a primeira nao pode ocorrer, pois
se 1s € K = KS3' terfamos # € K, o que é uma contradi¢io. Logo
ys € tR C N, para todo y € K, portanto, y € NSpz' = N e entdo K C N.

2) = (3)

Imediato, pois do fato do reticulado de submoddulos Sp-saturados de li-
nearmente ordenado por inclusao decorre que este reticulado é distributivo e
fechado para adicao.

(3) = (1)

Sejam K, L, N R-submoédulos de M. Entao, por aplicagao sucessiva dos
dois tltimos lemas auxiliares, temos [(K + L) N N|Sp' = (K + L)Sz' N
NSt = (KSp' + LSp ) N NSp! = (KSR N NS + (LS N NSp!) =
(KNN)Sz*+(LNN)Sp' = [(KNN)+(LNN)]Sp!, para todo ideal maximal

a direita P de R. Aplicando o primeiro lema auxiliar obtemos que

(K + L) NN = ﬂPEMaac,«(R)KK + L) N N]S;l
Npertaz, (K NN) + (LN N)JSE!
= (KNN)+(LNN).

O Teorema estd mostrado. O

Uma consequéncia do Teorema 3.2.24 é que se M é um R-modulo a direita
sobre um anel R qualquer, com a propriedade adicional de que existe z €
M tal que z nao é anulado por nenhum elemento nao-nulo de R, entao
a distributividade de M forga a distributividade de R. De fato, se existe
z € M com a propriedade acima e M é distributivo, entao R ~ zR C M,

logo o reticulado de ideais a direita de R ¢é isomorfo a um subreticulado
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do reticulado de submédulos de M. Observemos que se M = Rpg, entao a
propriedade acima vale, pois nossos anéis possuem unidade. Assim, temos

os seguintes corolarios.

Corolario 3.2.28. Sejam R um anel, M um R-mddulo a direita contendo
um elemento que nao € anulado por nenhum elemento nao-nulo de R. Entao

as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
1. M ¢ distributivo;

2. R é distributivo a direita e para todo P € Max,.(R), o reticulado de

submddulos Sp-saturados de M é linearmente ordenado por inclusao;

3. R é um anel admissivel e para todo P € Maz,(R), o reticulado de submd-

dulos Sp-saturados de M € distributivo e fechado para adicdo.

Agora, considerando M = Rp temos a seguinte versao dos resultados

acima.
Corolario 3.2.29. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. R € um anel distributivo a direita;

2. Para todos a,b € R e todo P € Max,(R), existe s = s(a,b) € Sp com
as € bR ou bs € aR;

3. R é um anel admissivel e para todo P € Maz,(R), o reticulado de ideais

a direita Sp-saturados de R € linearmente ordenado por inclusao;

4. R € um anel admissivel e para todo P € Max,.(R), o reticulado de ideais

a direita Sp-saturados de R € distributivo e fechado para adigao.

O lema a seguir permite fazermos uma conexao entre os resultados vistos
acima e aqueles de distributividade e localizacao vistos anteriormente. O
resultado a seguir foi provado em ([13], Lema 2.2) para dominios distributivos

a direita, e provado por Ferrero e Sant’Ana em [3] para o caso geral.
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Lema 3.2.30. Sejam M um R-mddulo e P € Max,.(R) tal que exista o anel
de fragoes a direta Rp. Entao um submddulo N de M é Sp-saturado se, e
somente se, existe um submddulo K de Mp "< M][Sp"] tal que N = h™Y(K),

onde h : M — Mp € a aplicacao canonica.

Demonstracao. Seja N um submodulo Sp-saturado de M. Entao, para todo
r € h"Y(NRp) temos h(x) = h(y)h(s)™!, para algum y € N e algum s & P.
Logo, h(zs —y) = 0 e xst — yt = 0, para algum ¢ ¢ P. Assim xst € N e,
como N é Sp-saturado, segue que x € N. Portanto N = h™!'(NRp), visto
que h"Y(NRp) C N sempre vale.

Reciprocamente, suponhamos que N = h~*(K) com K um submdédulo de
Mp, onde h : M — Mp é a aplicagdo canonica. Se x € M, s¢ Pexs € N
temos h(x)h(s) € K e, como h(s) é invertivel em Rp, logo obtemos que

h(z) € K. Logo x € N e N é Sp-saturado, como queriamos mostrar. ]

Assim, obtemos que se R é um anel localizavel a direita entao existe uma
correspondéncia biunivoca (preservando incluses) entre os ideais a direita
Sp-saturados de R e o reticulado de ideais a direita de Rp, para todo P €
Mazx,.(R). Portanto, Rp é um anel de cadeia a direita se, e somente se,
o reticulado de ideais a direita Sp-saturados é linearmente ordenado por
inclusao. Assim, o Corolério 3.2.29 estende o resultado de Brungs, pois vale

para anéis distributivos nao localizaveis.
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Capitulo 4

Grau de Distributividade de

um Anel

Estenderemos a nogao de distributividade para w-distributividade, de-
monstrando um teorema de caracterizacao e definindo o grau de distributivi-
dade de um anel ou médulo. Finalmente, estudaremos o grau de distribu-
tividade de certos anéis de matrizes. O material apresentado neste capitulo

segue o artigo [3], de Ferrero e Sant’Ana.

4.1 w-distributividade

Nesta secao estenderemos a nogao de distributividade para w-distributivi-
dade e mostraremos alguns resultados importantes. Estudaremos o caso em
que w é um cardinal n finito, obtendo resultados importantes para o calculo

do grau de distributividade do anel de matrizes sobre um anel.

Definicao 4.1.1. Sejam w um cardinal > 2, {2 um conjunto de cardinalidade
we M um R modulo a direita. Dizemos que M é w-distributivo se o reticulado

de submédulos de M é w-distributivo, isto é, para qualquer submédulo N e



qualquer familia de submédulos (N;);cq de M tivermos
N+(N:=) <N+ﬂNj>
ieQ i€Q i
No que segue, para simplificar notagoes, se M é um R-mddulo e sao dados
elementos (z;);cq de M, denotaremos por X; ao submédulo de M gerado pela
familia {z;| j € Q, j # i}.
Seja M um R-mdédulo. Chamamos de um subfator de M, todo submédulo

de um quociente de M.

Teorema 4.1.2. Sejam M um R-mddulo e w > 2 um cardinal. Entao as

sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. M € w-distributivo;

2. M ndo tem subfatores que possam ser decompostos em uma soma direta
de w modulos isomorfos nao-nulos;

3. Para toda famidlia de elementos (x;)icq de M, temos Y . o(X; : 2;) = R,

onde X; € como acima.

Demonstragao. (1) = (2)

Suponhamos que M seja w-distributivo. Entao é claro que todo subfa-
tor S de M é w-distributivo. Suponhamos que (K;);cq seja uma familia
independente de submédulos nao-nulos de S e que exista um moédulo K e
isomorfismos f; : K; — K, i € Q. Sejam P = ) . K;, P; = Z#i K; e
denotaremos por N o submédulo de P, cujos elementos, Y ", x;, sdo tais
que Y b fi(w,) =0, x;, € K;;, iy € Q. Assim, NieqP; =0, Nz P, = Kj e
N + K; = P, para todo j € Q. E entao obtemos que

N =N + NicoP; = Njea(N + NjsiPj) = Njea(N + K;) = P
o que ¢ uma contradigao.
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2) = (3)

Suponhamos, por absurdo, que exista uma familia de elementos (x;);cq
de M tal que A = ). (X, : ;) # R e consideremos o submédulo N =
Zieg x;A de M, onde X; é como acima.

Tomando um indice em 2, digamos 1, e assumindo que z17 € N. Entao
existem o, ..., T, € (T;)icq € elementos aj,as,...,a, € A tais que z11r =
xr1a1 + -+ Tpa,. Assim zq(r —aq) € Xy, logo r —a; € A e portanto r € A.
Em particular z; € N, pois A # R, e assim N é um submddulo préprio de
M. De maneira analoga, obtemos que z;7 € N se, e somente se, r € A, para
todos i € ().

Denotando por ¢; : ;R — M /N ao homomorfismo definido por ¢;(z;r) =
x;r + N, para todos r € R. Entao Ker(p;) = x;A e, consequentemente,
¢; induz um monomorfismo ¢; : z;R/x;A — M/N. Portanto, podemos
considerar K; = z;R/x;A como um submédulo de M/N.

Assim, pelo visto acima, para i, j € €, a aplicagao f : K; — K definida
por f(x;r + N) = x;r + N é um isomorfismo de médulos.

Queremos mostrar que ). o K; € M/N é uma soma direta. De fato,
suponhamos que (x171 + N) + -+ + (x,7, + N) = 0 em M/N, onde r; €
R, j€Q, j=1,...,n. Entao existem ay,...,a,,an11,...,0, € A tais que
Yo T = Z;ﬂ:l zja;, onde n+1,...,m € Q. Logo z;(r; — a;) € X;, i =
1,...,n. Assim, r; —a; € Aer; € A,i = 1,...,n. Consequentemente,

xir; + N =0, para i = 1,...,n. Entdo a soma » ._, K; é direta, o que

ieQ
contradiz a hipdtese em (2).

(3) = (1)

Suponhamos que N e (N;);eq sejam submddulos de M e tomemos x €

N + N4 N;, para todo i. Entao para qualquer i € ) existem z; € N e

Yi € N;zN; tais que x = x; + y;. Por hipdtese, existem ay,...,a, € R, com
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1,...,n} CQ, tais que Y . a1 = 1 e y;a; € Nizy; R, para todo i. Assim
i=1 Y j#iYj
yia; € NjzN; N Z%‘R C MoV
J#
Consequentemente, xa; = x;a;+1y;a; € N+MeqN;. Portanto, xz = Z?:l ra; €

N + NieaN; e concluimos que M é w-distributivo. O

Agora vejamos algumas consequéncias interessantes decorrentes do teo-
rema acima.

Um R-médulo M é dito uniserial se para quaisquer x,y € M temos x €
yR ou y € xR. Entao podemos comparar elementos em modulos uniseriais.
Também, se R é um anel distributivo a direita e P é um ideal completamente
primo contido no radical de Jacobson de R, entao para todos a,b € R uma
das seguintes condigoes valem: a € bR, b € aR ou (aR)S™' = (bR)S™!,
onde S = R\P é um sistema multiplicativamente fechado de R ([4], Lema
3.3). De fato, como R é distributivo a direita, logo existem z,y € R, com
x4y =1, tais que ax € bR e by € aR. Suponhamos que a ¢ bR. Entao
r=1—y & U(R), de onde segue que y ¢ J(R), ou seja, y € S. Portanto,
b € (aR)S™! e, pelo observado na pdgina 7 (capitulo anterior), obtemos que
(bR)S™! C (aR)S™!. Analogamente, se b € aR, entao (aR)S™' C (bR)S™1,
e o resultado segue.

No que segue, denotaremos por Sp = S\ P, onde P € Maz,(R).

O coroldrio a seguir descreve médulos w-distributivos em termos de con-

dicoes de comparabilidade e generaliza a Proposicao 3.2.23.

Corolario 4.1.3. M ¢ w-distributivo se, e somente se, para toda familia
(x:)icq de M e para todo P € Max,.(R) existir i € Q e s € Sp tais que
€;S € ijéi ZL’jR.

Demonstragao. Se M é w-distributivo e (z;);cq é uma familia em M temos,

pelo Teorema 4.1.2, 37, (X, : ;) = R, onde X; = 3., x;R. Entao existem

92



ai,...,a, € R, {1,...,n} C Q, tais que > . ,a; = 1 e z;a; € X;, para
it =1,...,n. Entao para algum ¢ € Q devemos ter a; ¢ P. Logo s = a; € Sp
satisfaz as condicoes desejadas.

Reciprocamente, seja (2;)icq uma familia com ), o(X; : z;) = A um
ideal a direita préprio de R. Tomando P € Max,(R) com A C Pes € Sp tal
que z;s € X, para algum ¢ € €. Assim, s € (X, : z;)NSp C ANSp C PNSp,

o que é uma contradicao. Entao pelo Teorema 4.1.2 o coroléario vale. O

Corolario 4.1.4. Sejam R um anel admissivel e M um R-mddulo. Entao

sao equivalentes as sequintes afirmacoes:

1. M € w-distributivo;

2. Para qualquer (z;)icq € M e qualquer P € Max,.(R), existe i tal que
(2:R)Sp C (32,4 R)Sp'

3. Para qualquer (z;)icq € M e qualquer P € Max,.(R), existe i tal que

(Zj;éi ij)SJ;I = (ZjEQ ij)*S’];l-

Demonstragao. A equivaléncia (1) < (2) é imediata a partir do Corolério
4.1.3 e da Proposigao 3.2.21. A implicagdo (3) = (2) é clara. Provaremos
(2) = (3).

Se (7;)icq 6 uma familia em M e (z;R)Sp' C (X z;R)Sp", entdo
(> z;R)Sp! C (>jea z;R)S,'. Logo vale (3). ]

4.2 n-distributividade

Nesta secao estudaremos o caso em que w = n > 2 é um nimero cardinal

finito. Comegaremos com algumas definigoes.

Definigao 4.2.1. Sejam R um anel e M um R-médulo a direita.
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1. R é dito um anel de n-cadeia a direita se para quaisquer elementos rg, ..., 7,
de R existir 7, 0 < ¢ < n, tal que r; esta no ideal a direita gerado pelos

outros elementos r;, j # i.

2. R é dito um anel de Priifer a direita se R é localizavel a direita e para todo

P € Mazx,.(R) o anel de fracoes Rp ¢ um anel de cadeia a direita.

3. M ¢ dito um médulo n-serial a direita se para quaisquer zg, ..., x, em M

existir 7, 0 <i <mn, tal que z; € > R.

j#i i
E facil ver que um médulo M é (n — 1)-serial se, e somente se, para
submoédulos Ny, ..., N, existir i, 1 <i <n, tal que N; C Zj# N;. Também,
se M é (n—1)-serial segue que para quaisquer 1, . .., z, € M temos Y ., (X :
x;) = R, pois existe i € {1,...,n} tal que z; € Z#i z;R, ou seja, 1 € (X :
;) e, portanto, 1 € Y7 (X, : ;). Consequentemente, M é n-distributivo.
Brungs mostrou em ([2], Teorema 1) que, para um anel noetheriano &
direita (resp. um dominio), R é um anel de Priifer a direita se, e somente
se, R é um anel distributivo a direita. Como consequéncia dos resultado ja

mostrados, vamos fazer a seguinte extensao desse Teorema.

Proposicao 4.2.2. Sejam R um anel localizdvel a direita e M um R-maodulo.
Entao M € n-distributivo se, e somente se, para qualquer P € Max,.(R) o

Rp-médulo Mp é (n — 1)-serial.

Demonstragao. Por hipétese, para todo P € Max,.(R), Mp = M ®r Rp
existe. Denotemos por h : M — Mp a aplicacao canonica. Para xi,...,x,
em M el < i < n, existe s € Sp tal que z;s € Z#i z;R se, e somente
se, h(x;) € 32, h(z;)Rp. Entdo, pelo dito acima e pelo Coroldrio 4.1.3, o

resultado segue facilmente. O

Existe uma outra condicao equivalente para M ser um modulo n-distri-

butivo, que é bem conhecida para n = 2, conforme vimos em 2.2.3. A prova
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deste resultado ¢ uma consequéncia de resultados gerais de reticulados.

Proposicao 4.2.3. M ¢é um mddulo n-distributivo se, e somente se, para

qualquer submddulo N e qualquer familia de submddulos (N;)P_, de M temos

Nﬂ;Ni:i<NﬂNj>.

i=1 i
Até o final desta secao assumiremos que o anel R tem um unico ideal
maximal M, ou seja, R é um anel local. Neste caso, M é igual ao radical de
Jacobson J(R) de R e todo elemento r € R\ M é invertivel.
Sabemos que, sob as condi¢oes acima, um anel R é dito distributivo
(ou seja, 2-distributivo) se, e somente se, R é um anel de cadeia a direita

(Proposicao 3.2.14). O resultado a seguir é uma extensao desse resultado.

Proposicao 4.2.4. Sejam (R, M) como acima e M um R-mddulo. Entao

M é n-distributivo se, e somente se, M é (n — 1)-serial.

Demonstracao. Se M é n-distributivo, dados x4, . .., z, em M, pelo Corolario
4.1.3, existem i € {1,...,n} e s & M tais que z;s € >, x;R. Como s é
invertivel, obtemos que z; € Z#i z;R e entdo M é (n — 1)-serial. A outra

implicacao ja foi observada no inicio desta segao. 0

Se R é um anel comutativo, noetheriano e local, McLean em [8] estudou
condigoes equivalentes para o niimero de geradores de um ideal ser igual a n.

O proéximo resultado vai nessa direcao e é um pouco mais geral.

Corolario 4.2.5. Sejam (R, M) como acima e M um R-mddulo. Entdo as

sequintes condicoes sao equivalentes:
1. M é n-distributivo;

2. Qualquer submaodulo finitamente gerado de M ¢é gerado por n—1 elementos;

95



3. Se Ni,...,N, sio submddulos de M, entao existe i € {1,...,n} tal que
N; © Zj;éi Nj;

4. Para toda familia Ny, ..., N, de submodulos de M temos

Nﬂilzvi:i@vﬂzvj).

i=1 i
4.3 O Grau de Distributividade de Anéis de
Matrizes

Nesta secao vamos definir o grau de distributividade de anéis e médulos,
e calcular alguns graus de distributividade, conforme [3], usando o que foi
feito até agora. Calcularemos o grau de distributividade de certos anéis de

matrizes.

Definicao 4.3.1. O grau de distributividade de um R-médulo M é o menor
cardinal « tal que M é a-distributivo. Analogamente, o grau de distributivi-

dade a direita de um anel R é o menor cardinal « tal que Rg é a-distributivo.

Sejam K um corpo e V um K-espacgo vetorial de dimensao n sobre K.
Se tomarmos vy, ...,v, € V, entao existem ko, ..., k, € K, nem todo nulos,
tais que kovg + - - - + k,v, = 0. Seja ¢ tal que k; # 0, logo v; = —ki_lkovo —
cee— k:i_lkzi_lvi_l - k;lki+1vi+l — = k;lk‘nvn. Entao V' é n-serial. E, pelo
visto na se¢ao anterior, V' é (n + 1)-distributivo.

Consideremos agora uma situagao mais geral. Sejam R um anel com grau
de distributividade & direita (m+1) e L um R-mddulo livre de posto n. Em
[3] os autores propoem a seguinte questao: Serd que o grau de distributividade
de L é (nm +1)? Parece que esta questao nao tem, em geral, uma resposta

facil. Em particular, o exemplo a seguir ilustra esta questao.
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Um anel R é dito semissimples a direita, se R pode ser escrito como soma
direta dos seus ideais a direita minimais, isto é, se R = I, & --- & [,,, com

n €Ne I,..., 1, ideais a direita minimais de R.

Exemplo 4.3.2. Sejam R um anel semissimples a direita (resp. a esquerda)
de grau de distributividade (m + 1) e L um R-médulo livre de posto n.
Como R é semissimples com grau de distributividade m + 1, decorre do
Teorema 4.1.2(2) que, R = @), S;, onde S; sao ideais a direita simples de
R. Seja {v1,...,v,} € L uma base de L, entdao L = @?:1 v;R, ou seja,
L= @?:1 (v; B}, S;). Tomando Ly, ..., Ly, submddulos de L, todos serao
escritos como soma dos submédulos simples v;S; de L. Desse modo, 3k tal

que L C Z#k L;. Portanto L é n-serial, e consequentemente L é (nm + 1)-

distributivo.

Em (3], foi conjecturado que o grau de distributividade de um mddulo
livre de posto n sobre um anel distributivo é n + 1. Este é o caso quando R
¢ um dominio de cadeia comutativo, como mostra a observacao a seguir.

Sejam R um dominio de cadeia comutativo e L um R-mddulo livre de
posto n. Entao L é n-serial.

De fato, tomando vy, . .., v, € L, temos que 35 tal que 'UjRﬂZi#j v; R # 0.
Logo vja; = Zi# via;. Como R é dominio de cadeia, existe k tal que
ap # 0 e oy = aygrig, Vi. Portanto vioy = Z#k viori . Assim, oy (v —
Z#k virik) = 0. Como R é dominio, ay # 0 e L ¢é livre, segue que v, =
Z#k v;7; 1. Deste modo, vy € Z#k v;R. Portanto L é n-serial.

O seguinte exemplo é uma consequéncia da observagao acima e da Proposicao

4.2.2.

Exemplo 4.3.3. Sejam R um dominio distributivo comutativo e L um R-

modulo a direita de posto n. Entao L tem grau de distributividade n + 1.
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Agora queremos calcular o grau de distributividade de um anel de ma-

trizes sobre um anel. Para isso precisaremos de alguns resultados auxiliares.

Lema 4.3.4. Sejam R um anel e S = M, (R) o anel das matrizes nxn sobre
R. Entao I € um ideal a direita de S se, e somente se, existe um submodulo
N de R" tal que I ¢ o conjunto de matrizes cujas colunas sao elementos de

N.

Demonstracao. E claro que a matriz I cujas colunas pertencem a N é um
ideal a direita de S. De fato, pois claramente a matriz nula pertence a
I. Dadas duas matrizes de I, V = (vy,...,v,) e W = (wy,...,w,), onde
V1, ..., Up,W1,..., W, sa0 as colunas de V e W, respectivamente, que sao
elementos de N. Entao V—-W = (vy—wy,...,v,—w,) € I, pois (v;—w;) € N.
Dados B = (bi)i<i<n € I, onde b; € N, e A = (a;j)1<ij<n € S. Entao
BA = (a11b1 + -+ + @pabn, @120y + - 4 anobn, .o 01,01 + -0+ annby).
Como N é um médulo, as colunas de BA pertencem a N e, portanto, BA € 1.
Entao, o conjunto das matrizes cujas colunas sao elementos de N é um ideal
a direita de S.

Reciprocamente, seja I um ideal a direita de S e denotamos por N ao
conjunto de todos os elementos v € R™ tais que (v,0,...,0) € I, onde
(v,0,...,0) é a matriz cuja primeira coluna é v e as demais sao nulas. E
facil ver que para qualquer i € {1,...,n}, N coincide com o conjunto dos
w € R™ tal que existe uma matriz em I cuja i-ésima coluna é w e as demais
sao zero. De fato, pois multiplicando uma matriz da forma (v,0,...,0) pela
matriz (a;j)1<i,j<n, onde a;; = 1, com 7 fixo, e todas as demais entradas sao
nulas, obtemos a matriz cuja i-ésima coluna é v e as demais sao 0. Entao dada
uma matriz qualquer A = (aq,...,a,) € I, temos que a; € N, i =1,...,n

e, claramente, N ¢ um submodulo de R™.
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Corolario 4.3.5. Para qualquer anel R, o grau de distributividade a direita
(resp. a esquerda) do anel M,,(R) coincide com o grau de distributividade a

direita (resp. a esquerda) do mddulo a direta (resp. a esquerda) livre R™.

Demonstracao. E claro, pelo lema anterior, que a aplicacao que faz corres-
ponder um submédulo N de R™ ao ideal a direita I de M,,(R), cujas colunas
sao elementos de N, define uma bijecao, que preserva intersecgoes e somas,
entre o reticulado de submédulos de R™ e o reticulado dos ideais a direita de

M (R). ]

Como consequéncia imediata do exemplo e do coroldrio acima, obtemos

o seguinte exemplo.

Exemplo 4.3.6. Seja R um dominio distributivo e comutativo. Entao o

grau de distributividade a direita (resp. a esquerda) de M,,(R) é n + 1.
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